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RESUMO 

Neste trabalho nós calculamos e apresentamos a função densida 

de de probabilidade 1 bem como a função de distribuição acumulada 

exata do produto de variáveis aleatórias independentes que seguem 

distribuição qui, 

Apresentamos, também, quatro casos particulares e um caso es­

pecial do produto de variáveis aleatórias independentes qui. O 

primeiro caso é apresentado quando as variáveis aleatórias inde­

pendentes seguem uma distribuição qui, com todas as médias iguais. 

Em seguida são acrescentados os demais casos particulares com as 

distribuições de Rayleigh, Maxwell-Boltzman e a de 11 half-normal 11
• 

O Último caso apresentado foi considerado especial pela rnane~ 

ra como a função densidade do produto de duas variáveis aleatór~ 

independentes foi apresentada em termo da função de Bessel modi­

ficada. 

Na última parte deste trabalho sao apresentados dois apên:iices 

os quais contém uma revisão sobre noções de variável complexa e 

de funções especiais tendo por finalidade justificar certos resul 

tados utilizados no desenvolvimento deste trabalho. 

A técnica utilizada em todo o trabalho foi a teoria da trans­

formada de Mellin que em conjunto com a teoria dos Resíduos, nos 

fornecem caminho para de·terminar a distribuição exata em todos os 

casos estudados. 



l. INTRODUÇÃO 

A necessidade de se conhecer a distribuição exata do produto 

de variáveis aleatórias, fez com que vários autores publicassem 2:, 

números trabalhos nessa área, a fim de que fosse possível serem 

solucionados certos aspectos de problemas. 

Um dos primeiros estudiosos a publicar algum artlgo nessa área, 

utilizando a técnica da transformada inversa de Mellin, para de­

terminar a distribuição exata de probabilidade do produto de va­

riáveis aleatórias independentes, foi possivelmen·te Epstein [ 5] no 

ano de 1948. 

Muitos trabalhos sobre produto e quociente de variáveis alea-

tórias, anteriormente à 1948, foram publicados por vários autores, 

embora não utilizassem a técnica usada po1.· Epstein. Dentre estes 

autores podemos citar: Aroian [ l], Craig [ 21, Huntington [ 6\ e 

Kullback [ 11] . 

Nos lütimos vinte anos, um grande numero de autores t.êm publi . -
cado uma variedade rezoável de trabalhos sobre. distribuição exata 

do produto de variáveis aleatórias. Como exemplos podemos citar: 

Kotz, S. e Sriniuasan, R. [10], Lomnick I.Z. A. [12], Rathie,P.N. 

[ 171. Mais recentemente podemos citar ainda os seguin-tes: Rathie, 

P.N. e Kaufrnan, H. {19], as quais apresentam em seu trabalho, mul 

tos resultados sobre a distribuição exata do produto e quocien-

te de variáveis aleatórias independentes; exibindo Jnclusive em 

forma de tabela as respectivas funções densidade. Em um outro tra 

balho sobre o produto de duas variáveis aleatórias independentes, 
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Rathie, P.N. e Roher, ILG. [ 201, estudam várias distr.ibuições a­

presentando as funções densidades exatas tabeladas em termos de 

pontos percentuais. 

Na seção 2 desse trabalho nos calculamos a função densidade 

de probabilidade, bem como a função de distribuição acumulada ex~ 

tas do produto de variáveis aleatórias independentes que seguem 

distribuição qui. Essas funções são expressas em termos de se­

ries exatamente computáveis as quais são definidas pelas funções 

analíticas psi e zeta (Apêndice B). 

A técnica utilizada em todo desenvolvimento desse trabalho 

foi a teoria da transformada inversa de Mellin, que em conjunto 

com a teoria dos resíduos nos fornecem caminho para determinar a 

distribuição exata em todos os casos estudados. 

Na seçã.o 3, apresentamos quatro casos particulares e um caso 

especial do produto de variáveis aleatórias independentes qui. O 

primeiro caso é apresentado quando as vari5vei-s aleatória;-; inde­

pendentes seguindo uma distribuição qui lem todas :::ts médias iguais. 

Em seguida são apresentados os demais casos particulares com as 

distribuiçÕes de Rayleigh, Maxwell-Boltzman e de "half-normal 11
• O 

último caso apresentado foi considerado especial pela maneira co­

mo a função densidade do produto de duas variáveis aleatórias in­

dependentes foi apresentada; em termo da função de Bessel Modifi­

cada. 

Na última parte desse trabalho são aJ?resentados os apêndices A 

e B, os quais contém l.llna revisi.i:o sobre noções de variável ccnplexa 
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e de funções especiais respectivamente. Portanto, muitos resulta-

dos usados no desenvolvimento desse trabalho são justificados pe-

los apêndices. Usando, por exemplo, a notação seguinte (A.l.2), a 

qual representa apêndice A, Item 1.2, como referência a um deter-

minado resultado utilizado, devendo o leitor verificar o apêndice 

indicado. 

A distribuição Rayleigh e de Maxwell-Boltzman tem muitas apl! 

cações na física-estatística, no que se refere à teoria da radia-

ção dos corpos negros. Então com os resultados obtidos nesse tra-

balho sobre a distribuição exata do produto de v.a.i. de Rayleigh 

e de Maxwell-Boltzman,abre-se mais um caminho com a possibilidade 

de se aplicar estes resultados à teoria da radiação dos corpos ne 

gros. 

2. DISTRIBUIÇÃO EXATA 

Sejam x 1 ,x 2 ,x 3 , ... ,xm variáveis aleatórias indeoendelltes que 

seguem uma distribuição qui(n. ;n./2a~) com parâmetros n. = intei 
l l l l 

. . . 2 o ro posltlVO e var1an(;a oi com ai > 

Então Xi tem função densidade dada por 

12.1) flx.) 
l 

n.-l 
l 

"i 

e ni = inteiro positivo. 

2 2 
-(n./2a.)x. 

e J. 1 1 

' > O , a. 
l 

> o 
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Então (s-1)-ésimo momento da variável aleatória x 1 e dado por 

I 2. 2) 

e fazendo t 

mos que 

(2. 3) 

Seja 

I 2 • 4) 

o l'(n./2) 
1 

n.-1 
1 

X. 
1 

2 2 
-(n./2o.)x. 

1 1 1 
e 

2 2 
= (n./2o. )x., por definição da função gama (B.l.3) te 

1 1 1 

s+n. -1 
~ r 1 1 

) 

2 

m 
y ~ rr 

i=l 

s-l 

I [rlni/2) lnJ2a~)- 2 -J 

X. 
1 

onde as variáveis aleatórias X~s são independentes com função den 
1 

sidade dada em ~2.1) 

m 
o (s-1) -ésimo momento de Y = rr x

1 
é calculado usando (2. 3) 

i=l 
que resulta em 

m m 
~E( ll X.)s-l = TI 

i=l ]._ i=l 

s-1 
s+ni-1 22 

[r( 
2 

)/[f(n./2)(n./2a.) ]] 
1 1 1 

Usando a transformada inversa de Mellin (A.2.2), a função den-
m 

sidade. de probabilidade de y - 11 X. 
i=l 1 

é dada por 

(2.6) f(y) 
-l r -s 

-- (21ri) : y 
JL 

s-l 
m _ s+n

1
-l 2 -

2
-

n I ri-
2 

-)/fln./2) ln./2o.) J ds 
i=l - l l l 

, R(s) > O 
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onde i = r-I e L uma região de contorno apropriada, contendo os 

polos da função integrando em (2.6). 

Sem perda de generalidade, vamos supor que n1 ,n2 ,n3 , ... ,nqsao 

pares e nq+l 1 nq+Z' nq+ 3 , ... ,nm sao ímpares tal que, n 1 < n2 ~ 

• • • < com n. = 2k. , i ;= 1,2,3, •.• ,q 
l l 

e 

< nq+3 < ••• < n 
m 

com n. = 2k.+ 1, i= q+l, q+2, q+3, ... ,rn 
l l 

ki inteiro positivo em ambos os casos. 

12. 7) 

De (2.6) ternos que f(y) é dado por 

s-l 
-lJ -s q s+ni-1 2 ~2~ 

fly)=l2rri) y n [fi 
2 

)/lfln./2) (n./2o.) li 
L i=l l l l 

m 
rr 

i=q+l 

s-1 s+n.-1 2 --2-
[f( 1 )/(f{n./2) ln./2o.) )]ds 

2 l I l 
y > o . 

com 

Fazendo uma mudança de variável em (2.7) em que t = s/2, dt = 

= ds/2 e ni = 2ki para i= 1,2,3, .•. ,q e nj = 2ki+l para i= q+l, 

q+2,q+3, •.. ,m, temos que 

(2.8) f(y) 

m 
rr I 

i=qH 

= (2rri)-l 

2k.+l 
(f{t+k.)/f{ l )[ 

1 2 

2t-l 

12k. +ll /2a~J - 2-) I 2dt 
1 1 

, y > o 

onde L1 é um novo contorno que contém os polos da função integra~ 

do em {2.8). 

Portanto, simplificando (2.8) a função densidade f(y) e dada 

por 
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I 2. 9) 
-1 q 

fly)~lni) n 
2k.+1 l/2 2k.+1 

1 ' ;r 1 1 
) I 

i=l 2 

r 2q 21/2m 2-tq 
: [y n [k./o.[ n [(2k.+1)/2o li l1 I'lt+ 
J i=l l l i=q:+l l 

1 i=l 
L1 

2k.-1 m 
1 

) n r(t+k.)dt 
2 i=q+l 1 

I y > Q 

Agora vamos achar os polos da função 

12.10) 
q 2k.-1 
rr rlt + 2 

) 

i=l 2 

ou seja, os polos da função (2.10) quando n
1 

2 n 2 < n 3 2 ... 2 nq 

tal que n. = 2k. 
l l 

com k. =inteiro positivo e i= 1,2,3, ... ,q. 
l 

Os polos da função (2.10) são calculados igualando a zero o 

produto de fatores dados em (2.11) e resolvendo esta equação 

12 .11) 

+ 1) 

2k -1 2k -1 
x(t+ ; ) lt+ ~ +1) 

2k -1 
lt+ 2 

2 

+ 2) + j) X 

+ 2) 
+ j) X 

2k -1 
xlt+ g-1 ) 

2 

2k -1 2k -1 2k -1 
lt+ r 1 +l) lt+ q; 1 +2) •.. lt+ q; 1 + j) x 

2k -1 2k -1 2k - 1 
X lt+--:<i-) 1t+___o

2
'Ô-+l) (t+-----'"-,2;---

2k - 1 
+ 2 ) .. • I t +-----';,

2
,-+ j ) 
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Mas como existem vários fatores que se repetem em (2.11) po-

demos escrever (2.11) da seguinte maneira 

2k-1 2k-l 
1 + k -k +1) 3 (t + 1 . + k -k +2) 3 
2 31 2 31 

(2.12) 
2k -1 2k -1 4 2k1-1 4 

(t + 
1
2 +k4.-kl-1) 

3 
(t + 2

1 
+k -k ) (t + +k -k +1) 4 1 2 4 1 

2k -1 
(t+ 1 +k-k+2) 4 

2 4 l 

- k +2)q-l (t + 1 . . . 
2k-l 2k-1 
- 1-+k -k -1)q-l(t+-1--+ k -k )q 

2 q1 2 q1 

2k-1 2k-1 
(t+ 1 +k -k +l)q(t+_l-+k -k +2)q 

2 q1 2 q1 

De uma maneira mais geral os polos da função em (2.10) -sao as 

soluções de 



(2 .13) 

onde 

1, 

2 • 

3. 

(2 .14) o,.= 
J 

q, 

j-1 
rr 

i=O 
(t + 

2k -1 
l 
2 

"' + j) J ~o 

j ~ 0,1,2, ........................... ,k2-kl-1 

j k2-kl, k2-kl+l, k2-kl+2, ......... ,k3-kl-l 

j ~ 

j > k -k 
q 1 

com a. sendo a ordem do polo. 
J 

8 

De uma maneira análoga ao processo anterior vamos achar os p~ 

los da função 

(2.15) 
m 
rr 

i=q+l 
f(t+k.) 

1 

ou sejam quando nq+l < nq+ 2 ~ no+J ~ ... ~ nm com n. ~ 2k.+2 
1 1 

ki =inteiro positivo e i= q+l, q+2, q+3, ... ,m. 

Novamente os polos da função (2.15) sao calculados igualando 

a zero o produto de fatores dados em (2.16) e resolvendo essa mes 

ma equaçao. 
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• • • X 

• • • X 

• • • X 

(2 .16 

X (t+k 
1

) (t+k 
1
+1) (t+k 

1
+2),,, (t+k 

1
+j),,, X m- m- m- m-

X (t+k ) (t+k +l) (t+k +2),,, (t+k +j) , , , 
rn m m m 

Como no caso anterior, existem vários fatores que se repe·tem 

em (2.16). Em vista disso a equação em (2.16) pode ser posta na 

forma 

I 
m-q-1 1 m-q-1 

X t+k + 1+k , -k +J) t+k 0 1+k 
1
-k 

1
+1) , , q rn-J. q q,- m- q+ 

lt+kq+
1
+k -k -l)m-q-l(t+k ,

1
+k -k )m-q 

m q q-,-· _ m q+l 



. 

lO 

que por sua vez pode ainda ser expressa em uma forma mais geral 

corno 

(2 .181 

onde 

00 

TI 
i=O 

B. 
(t+k +il J 

q+l 
o 

l, i 0,1,2, •..........................• J<q+2-kq+l-l 

3' 

m-q , i = i > k 
m 

com 8. sendo a ordem do polo. 
J 

Achados os polos da função em ( 2. 9) , podemos açrora encontrar 

os residuos em cada um desses polos. Logo pela teoria dos resí-

duos (A .1. 7 l temos que, 

(2.201 r 
q 2k.-l m 

I 
(y

2cmql -t J! I' (t+ 1

2
· I li ;· (t+k I dt = 

L . l . 1 l 
o 1 l= l~q+ 

onde 

q 
(2.211 cmq = TI 

i=l 

2 m 
(k./o.l rr 

l l i=q+l 
(2k.+ll/2u

21 I 
l l 

ro '" 
R.+ :t 

l . .. J~ 



ll 

e R. é o resíduo da função integrando em (2.20) no polo 
J 2k -l 

t = -( 
1 + j) de ordem a e R~ é o resíduo da função integran_ 
2 j J 

do em (2.20) no polo t =-(kq+l+j) dr::~ ordem 6 .. 

O resíduo R. conforme (A.l.9) é dado por 
J 

J 

Ci. -1 
a J 

--a.-1 
3t J 

2k -l a 
(y2C 1 -t(t~ l + J') j (2.22) R. ~ lim 

J 2k -1 · mq 2 

t ~-(+ +j) 

aj 2k.-l q 2k.-l 
rr r lt+-l-l rr r lt+ ~ J 

i=l 2 i=a.+l 
J 

m 
rr 

i=q+l 
r(t+k. li 

l 

Agora multiplicando e dividindo (2.22) pela expressao 

(2.23) 

onde 

(2.24) a'~ 
I 

j-l 
rr 

I~o 

(t + 
a' 

+ j) I 

1, I= O , 1, 2 , .......•...............•.•... ,k
2 
-k

1
-l 

a. ' 
J 

I~k -k 
CL 1' 

J 



tem-se que (2.22) e dado por 

(2 .25) R. = [ 1/(a.-l) !] lim 
J J 2k -1 

t~- ( 1 +i I 
2 

a,-1 
3 J 2 t 

-"--~{[ ( c I­
a.-1 Y mq 

3t J 

"i 2k -1 q 2k.-1 m j-1 2k -1 ":J' 
f(t+ ~ +j+l)lll'(t+ ~I TI I'(t+k.IJ/[ll(t+ ~ +II ]} 

i=l i=q+l l 1=0 

Apliomdo (A.3.3) na expressao (2.25) temos que o resíduo 

e dado por 

(2 .26) R. = [ 1/(a.-1) !I 
J J 

liD 
2k,-1 

t -( i +j) 
2 

12 

R. 
J 

o,j 2k +1 q 2k.-l m j-1 2k -1 a' 
I (r(t+ ~ +j+11 rr r(t+ ~ 11 rr r(t+k.)/( rr (t+ i +I) Ill 

i=a.+l i=q+l l. !=O 
J 

e usand:J (A.3.4) em (2.26) encontra-se que 

a.-1 1 1+" " J a.- 2 a..- x.. ax, 
1im 1: ( J t )(-tog (y C I J ~ 

2k -1 ~=O e mq aé 
t -( 1 +j) 

2 

(2 .27) 

"i 2k -1 q 2ki-1 m j-1 2k -1 a' 
I (r(t+ ~ +j+ll n r(t+ 

2 
+j+ll rr r(t+k.)/ n (t+__L

2 
+ri Ill 

i=a..+l i=q+l l I=O 
J 
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Agora façamos 

ai 2k -1 q 2k.-1 m j-1 2k -1 a' 
=!r(t+++j+1l rr r(t+ ~ l rr r(t+k.ll/1 rr (t+++Il Il (2.28)A. 

J i=a.+l i=q+l 1 I=O 
J 

e convencionando que A . lim A. , temos que 

(2.29) 
q 

A .= 1 n 
O] i=a.+l 

J 

OJ 2k,-1 J 
' t -(2- +jl 

2k.-1 2k -1 m 2k -1 j-1 a' 
n (+-( ~ +ill rr rlk.-(++illl/1 rr (I-il Il 

i=q+l 1 I=O 

Façamos ainda 

( 2. 30) 

onde 

(2.31) Bj 

e 

( 2. 32 I 

,t 
= -,(A. I = 

at" J 

,~-1 8 3 ~-1 
~- 1 (A.•a;: foge AJ.) = "----;;1-::_-,-1 (A. 

at J at J 

com 

com 

lim B. 
2k -1 J 

t+-( ~ +j) 

A(j) -­
OJ 

A . 
O] 

lirn 
2k1+1 

t-( 2 +jl 

onde A . é definido pela expressao (2.29). 
O] 

Desenvolvendo a expressão (2.30) por (A.3.2) tem-se que 



I 2. 33 I 

onde 

I 2. 3 4 I 

e 

I 2. 35 I 

I ~-1)A 11-1-v) 
v J 

lirn 

2k -1 
t~- ( ~ + j) 

com = B , 
O] 

Desenvolvendo (2.31) ternos que 

3 
aj 2k -1 q 2k.-1 rn 

12.36) Bj= at 9-oge{[r(t+--:;o.~-+j+ll n l(t+ ~ 1 n 

j-1 
I n 

I=O 

i =o..+ l i=q+ 1 
J 

a' 
+ I) I] } 

f"(t+k.)]/ 
1 

e conforme a definição da função nsi(B.3.1) obtemos que 

12.37) B. 
J 

rn 

2k -l 
l 

a 
3 

~ I t + ---c2b-

+ L ~lt+k.) -
i=q+l l 

+j+l} + 
q 
z wlt + 

i=cx.+l 
J 

2k.-l 
l ) + 
2 

+ I) J 

-Aplicando (B.6.l) na expressao (2.36) temos que 

14 



(2 "38) B(v)=(-l)v+lv: 
J 

2k -l 
{aj<;(v+l;t+ ; +j+l)+ 

15 

q 2k.-l 
z t;(v+1;t+ ~ +1)+ 

i=a.+l 
J 

m j-1 
+ Z i; (v+l;t+k. )+ Z 

2k -1 
1 [a'/(t+--+ 

I 2 
I) (v+1l I} 

i=q+l 1 I=O 

Agora passando o limite em (2.33) quando +j) temos 

que 

(2.39) 

onde 

(2 .40) 

rn 

t-1 
[ 

v= O 

I t·-1-v) 
A . 

O] 

q 
+ I 

i=a.+l 
J 

2k -1 

((v+l; 

j-1 

B (v) 
O] 

2k.-l 2k -1 
1. +1-( 1 +j))+ 
2 2 

+ r. Ç(v+l;ki+l 
hrH 

-( 1 +j)) + 
2 

Z [a'/(I-j)v+11} 
I=O I 

Finalmente passando o limite na expressao em (2.27) quando 

2k1-1 
t·+- ( 2 +j), por (2.39) o resíduo Rj é dado por 

2kl-1 1 

(2. 41) 2 
{ 

2 
+j) D'j- a.-1 

2 
a -1-o 

R. = [ (y C ) /(a.-1) :1 :; ( J·" ) (-~oge(y Crnq))j A(~) 
J mn J JL=O ·"' OJ 

Agora o resíduo no polo t = -(kq+l+j) de ordem Bj da função 

integrando em (2 .20) é dado por 



(2 .42) R'=l1/(S.-11~1 lim 
J J t~-lk +j) 

q+l 

IJ . 
B 

(t+k l+J) J 
q+ . 

J m q 2k.-l 
rrt+k.l rr rrt+k.i n rrt+-· ~-11 

i=q+l l i;=f.+l l. i=l 
J 

.. -Multiplicando e dlvidindo a expressao (2.42) pela expres:;;;ao 

I 2. 4 3 I 

onde 

:z .441 s~ = 

j-1 81 
TI (t +kq+l+I) I 

I=D 

1, I=O,l,2, ................................ ,kq+2-kq+1-l. 

3, 

0.-q-l, 
J 

I=k -k k -k +l k k +2 k k 1 r.:;.-1 q+l' B.-1 q'+l 'l' l- +l , ... ,i'- +1- · 1--'J J 'j- q )J q 
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Observamos que a expressao (2.42) e escrita agora da seguinte 

maneira 



12 .45) 

s .-1 

R'.=[1/(S.-1)!J 1irn 
J J t~-lk +j) 

3 J 2 
s.-1{1 ly Cm) 

3t J 

- Bi 
t f(t+k 1+l+j) 

a+ 

m 
n 

i=S.+l 
J 

f(t+k.) 
l 

q+l 

q 2k.-1 j-1 
rr I'lt+ ~ ll/1 n 

i=l I=O 

B, 
(t+k 1+I) 

11 } q+ 

Aplicando (A.3.3) na exnressao {2.45) temos que 

(2 .46) ' R:=[1/IS.-1)!] 1irn 
J J t~-lk +j) 

q+1 

Bi m q 2k.-1 j-1 s~ 
1 lr!t+k 1+i+ll n r!t+k.l n rlt+ ~ ll/1 rr lt+k +1+rl li 

q+ i=S.+l 1 i=l I=O q 
J 

Agora usando (A.3.4) na expressao (2.45) concluímos que 

(2 .471 
(k +jl 

R!=!ilc l q+l /IB.-1)!] 1irn 
J mq J t~-lk +jl 

q+l 

2 
B .-1-~ ~ Bi m q 

1-icg ly c l 1 l ~- {[r (t +k +l+i+ll rr r(t +k. 1 rr 
e nq at q i=S .+ 1 1 i=l 

J 

2k.-1 i-1 s' 
rlt+ 

1 
ll/1 rr lt+k +1+rl 

1
1) 

2 I=O q 

17 

Definindo e convencionando as seguintes expressoes, temos que 
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12.481 
ej rn q 2k.-1 j-1 s' 

P.~[ r lt+k 1+i+ll n rlt+k.l n rlt+ ~ ll/1 rr lt+k +l+II 
1J 

J q+ i=G .+1 l i=l I=O q 
J 

e 

(2.49) 
' m q 2k.-l j-1 3 

P -~· l.im P.~[ Il; lk.-(k +l+JII 1: I (--1-- -lk +jlll/[ TI (I-j) 1 J 
OJ t->-·-(k +j\ J F~~~ .+_l l q l=1 2 q+l I=O 

q+l -1 

Faç.amos ainda 

12.50 I 3 '· 
= -, IP.I 

3t J 

,9.-l. 

t liP. 
3t J 

onde 

I 2. 51 I 

e 

12.52 I l . P I ti lffi . 

t+-(kq+l+j) J 
com p . 

O) 

onde P
0

j é definido pela expressao (2.49). 

Desenvolvendo (2.50) por (A.3.2), temos que 

I 2. 53 I I 9 l P. = 
J 

t-l 
1t-liP(9-l-vl 

v J 
V"='Ü 

onde 



( 2. 54) 

e 

(2. 55) 

( R., ) 
Q. 

J 

lim Q. 
t+-(k +j) J 

q+l 

com Q (O) ~ 

O] 

Quando desenvolvemos (2.51), obtemos que 

19 

Q . 
O] 

(2.56) 
l\ rn 

!o:J { [ ((t+kq+1+j+ll rr 
q 2ki-l j-1 s~ 

r(t+k.) rrr(t+ 2 )]/[ rr (t+k+l+Il Jl 
e i=S .+1 l. i=l I=O q 

J 

e de acordo com (B.3.1) temos que 

(2.57) 
rn q 2k.-1 j-1 

Q.~S.t;(t+k+ 1 +j+1)+ ~ l/J(t+k.)+~l/J(t+ ~ )-Z [Si/(t+k+l+I)] 
J J q i""S.+l l i=l I=O q 

J 

-
Aplicando (B. 6 .1) na expressao ( 2. 57) obtemos 

m 
(2.58) ~ i;(v+1;t+k.) + 

i=B.+l 1 

que 

q 
+ [ 

i=l 

2k.-1 
i; ( t+ ~ ) + 

J 

Agora passando o limite em (2.52) quando t~-(k 
1

+j) 
q+ 

( 2. 59) 
(t-1-v) 

p . 
O] 

tem-se 



onde Q (':) 
OJ 

-e dado pela expressao 

12 .60) 
m 

Qlv)~l-1)v+ 1 v~IR lv+l;1)+ J: [, lv+l;k.-lk +
1
+jll + 

OJ J i=(;.+l ~ q 
J 

q 2k.-1 
+ L F,lv+1; ~ -lkq+l+j) I + 

i=l 

20 

Finalrrente passando o limite em ( 2. 4 7) quando t·+- {kq+ 
1 
+j) , por 

(2.59) tem-se que o resíduo R~ é dado por 
J 

12.61) 
2 lk +1+jl si-1 s.-1 2 f .-1-t 191 

R~~[lyC) q /18.-1)!1 >:ll,ll-toglyC )IJ P: 
l TOCJ l ~~o' e rrq OJ 

Substituindo a expressao (2.41) e (2.61) na expressão (2.20) 

obtemos 

12 .62) f 
L1 

I 
2c 1 qn r lt y mq + 

i:=:l 

=2ni L: 
j~O 

Zk.-1 
l I 
2 

m 
rr 

i=q+l 
rlt+k.Jdt ~ 

l 

a.-1 
J a.-1 2 ae-1-~ 

Z I l, ) 1-tog ly C ) ) J A 1"1 + 
t=D ~ e mg OJ 

6j-l B.-1 
2 

B.-l-1 
Z I J, I I- tog I y c I l 

t=O "" e rncr 
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rn 
Logo a função densidade de probabilidade de Y = TI Xi (pro­

i=l 
duto de variáveis aleatórias independentes qui) será dada substi 

tuindo (2.62) na expressão (2.9). Então f(y) é dado por 

(2.63) 

com 

f(y)=2Arnq 

00 

I 
j=O 

k +j) 
1 2c 1 q+1 

+ y rnq 

IBj-11! 

2k -1 
2 ( ~ +j) 

(y crnq) 

(a .-1) : 

s .-1 
J 
I 

i=O 

J 

y ' o 

A = ~ I (k./o
2i 112;r(k.ll ~ I l2k.+1)/2il

112;rl2k.+11/2ll, 
mq i=l 1 l 1 i:::o::::~+l 1. 1 1. 

q 2 
crnq = rr lk./o.] 

i=l l l 

rn 
rr [ (2k.+l)/2a

2
J 

i-:::c,I+ 1 l 1 

e A lO 
OJ 

e sao definidos por (2.38) e (2.58) respectivamen-

te. 

A função de distribuição acumulada de 

por 

(2.64) -- Iy F (y) 
o 

f(z)dz. 

y = 
rn 
rr 

i=l 

Portanto aplicando (A.3.1) em (2.64) tem-se que 

X. 
' 

será dada 



(2.651 

com 

2k -1 
,~ (C I 1-~ ·+jl a.-1 

"!1_ l 
F(yi~A I [-( -_

11
, L 

nq · 1 a· · ·'--0 y J " 

o..-1-~ 

J 

u.-1 
J 

s,-1-L 
J 

q 
n [k./2il 

i=l ~ J_ 

m 
n 

i=q+l 

2 
[ (2k.+l)/2cl,[ 

l. l 

L 
kooQ 

A(Q.) (o.-1-II! liki+jl 

O] (k
1
+jl 

a.-1 
J 

I ~ I 

22 

1-tog 1ic I lk 
e ~1 I >0 

s.-1-t-k • Y 
k! (kq+l+j+l/21 J 

I 21 e A . 
O] 

e P(~) são definidos por {2.38) e (2.58) respectivamente. 
O] 

3. CASOS PARTICULARES 

Nesta secção enfocamos os casos particulares do produto de v~ 

riáveis aleatórias independentes que seguem uma distribuição qui. 

Vamos considerar nesse trabalho quatro casos particulares; o 

primeiro é apresentado quando supomos que todos os paramêtros n. 's 
l 

da distribuição qui são todos iguais. 
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O segundo caso a ser enfocado pode ser pensado como caso par-

ticular do primeiro, pois vamos supor que todos os n. 's sao i~s 
l 

a 2. Neste caso, então, nós temos a distribuição do produto deva 

riáveis aleatórias independentes de Rayleigh. 

O terceiro caso pode também ser considerado como caso partic~ 

lar do primeiro que é a distribuição do produto de variáveis alea 

tórias independentes de Maxwell-Boltzman, ou seja, quando supomos 

que todos os parâmetros n. 's sao iguais a 3. 
l 

Vale salientar que tanto a distribuição de Rayleigh quanto a 

distribuição de Maxwell-Boltzman tem grandes aplicações na física 

como é explicado na introdução deste trabalho. 

o quarto caso a ser explorado é distribuição do produto de 

duas variáveis aleatórias independentes que seguem uma distribui 

çao "half-normal", isto é, quando os parâmetros n
1

=n 2 . 

Apresentamos também um caso especial do produto de variáveis 

aleatórias independentes qui. Esse caso especial acontece quando 

temos somente 2 variáveis aleatórias independentes seguindo uma 

distribuição qui. Nesse caso a função densidade do produto dessas 

2 variáveis é apresentada em termos da função de Bessel modifica­

da que é bem conhecida e tabelada. 

CASO I: Quando n 1 = n 2 = n 3 = , ... , nm = n 

Sejam x 1 ,x2 ,x3 , ... ,Xm variáveis aleatórias independentes se­

guindo uma distribuição qui(n.i ni/2a~), i= 1,2,3, .• ,,m tal que 
l l 

n = inteiro positivo par ou ímpar e ai > O. Então função densidade 

• 
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de probabilidade de X. 
l 

será dada substituindo n = n = 
1 2 

= n 3 , •.• ,nm = n na função densidade do produto 

em (2.63) no caso geral. 

Logo a função densidade de 

nm m 

m 

Y = n xi 
i=l 

1-- - m 

(3.1) f(yl ~ [ (2 2 yn-1 (n 2 /alnl/fm(n/21] Z [ (io-2/(n/21-mlj/(m-11!] 
j~O 

onde 

( 3. 2 I 

com 

( 3. 3 I 

e 

( 3. 4 I 

- A . 
OJ 

( t-l-vl 
Aoj 

rnj 
1/(-jl (j!l 

y > o 

m 

dado 

A função distribuição acumulada de y ~ 11 X. será calcula-
i=l l 

da substituindo nl ~ n2 ~ n3 ~ ... ~ n ~ m em ( 2. 6 5 I . 
m 



(yo-l) n 

(3.5) F(y) = 
-nrn 

r~n/2) 1"-J~ 2 ~ 
2 

(n-1-t): 

(j+n/2) 

rn-1-9. 

E 
k=O 

)~ 

j=O 

r/a-2/ln/2)-ml j 

(m-l) ! 

2 -2 -m k 
1-loge(y a /(n/2) )] 

k! (j+n/2 )rn-l-9.-k 

m-l 
I 

t=O 

' y > o 

CASO II: Distribuição do produto de v.a.i. de Rayleigh. 
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Se X segue uma distribuição de probabilidade de Rayleigh en­

tão a função densidade é dada por 

( 3. 6) f I x) 
2 

= (2/o ) x e 

2 2 -x ;o 
X ' Ü e a > O 

Então comparando a função dada em (3.6) com a função densida­

de dada em (2.1), concluimos que a distribuição de probabilidade 

de Rayleigh é um caso particular da distribuição qui quando n =2 

e a > O. 

Então, se as variáveis aleatórias independentes 

seguem uma distribuição de Rayleigh com parâmetro a. 
. l 

rn 
2,3, •.• ,m, a função densidade do produto Y = rr x

1 i=l 

xl,x2'''''xm 

> o , i = 1, 

será calcula 

da substituindo todos os n. 's = 2 na expressão (2.63), que 
l 

e a 

função densidade do produto 

Logo 

m 
Y = rr 

i=l 
X. 
' 

no caso geral 



(3.7) f(y) 

onde 

2 -2 
(y a ) 
(m l) ~ 

( ' ) l\ . 
OJ 
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y .., o 

m 
A função de distribuicão acumulada de Y = H 

i=O 
X. será calcula 
' 

da substituindo n
1 

= 2, para todo i= l,2,3, ..• ,m em (2.65). 

Então 

(3.8) f(y) 

I. 
k=O 

2 -2 .. Y a [ 

j=O 

2 -2 . 
(y " ) J 

(m 1) ! 

2 -2 k 
[-!toge(y a )] 

k! (j+l)m-1 !( k 

m-l 
[ 

t=O 

y > o 

(m-1-í)! 
( j+ l) 

CASO III: Distribuição do produto de v.a.i. de Mawell-Boltzman. 

Se X segue urna distribuição de probabilidade de Maxweel-Boltz-

man com parâmetro a > O, então suafunrão densidade é dada por 

(3.9) f(x) = 2(3/2a
2 J 312 

(3/2) 

2 
X 

2 2 
- ( 3/2o ) x 

e , X > 0 e 0 > o . 
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Da expressao {2.1) nota-se que a distribuição de Maxwell-Bol-

tzman é um caso particular da distribuição qui quando o parâmetro 

n = 3. 

Vamos supor que as variáveis aleatórias independentes x
1

, x 2 , 

x
3

, ••. ,Xm sigam uma distribuição de Maxwell-Boltzman com parâme­

tro o i > O, i = l, 2, 3, ... ,m. Então a função densidade do produto 

y = 
m 
11 

i=l 
X. 

l 
será calculada substituindo todos os ni = 3 na expre~ 

são (2.63). 
m 

Então a função densidade de Y = TI Xi sera dada por 
i=l 

(3.10) f(y) 

m-l 
L 

~=O 

L 
j=O 

r (3/2)m(y/oi 2 l i 
(m-l)! 

y > o . 

m 
A distribuição acumulada de prohabilidade de Y = n Xi é cal 

i=l 

culada fazendo ni = 3, para. todo i=l,2,3, .•. ,m na expressão (2.65). 

Então 

(3.11) F(y) 

(m-1-Q.}! 

(j+3/2) 

m-1-K 
\ 

k=O 

l: 
j=O 

[( 3/2) m ly/o) 2 1 i 
(m-11 ! 

rn 2 k 

m-l 
~ 

~=O 

1-log ((3/2) (y/o) I 
ü 

k! lj+J/21 m-l-r k 
1 Y > o 
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CASO IV: Distribuição do produto de v. a. i. "half-normal". 

Se uma variável aleatória X segue uma distribuição de probabl 

lidade 11 half-normal" como parâmetro o > O, sua função densidade 

é dada por 

(3.12) f(x) =12/(/20 J)) 
2 2 

-X /2G 
e X ; Ü e a > O. 

Novamente observamos que a distribuição "half-normal" é tam-

bém um caso particular da distribuição qui que quando n=l. 

Então se x
1

,x2 ,x
3

, ... ,Xm são variáveis aleatórias indepen 

dentes seguindo uma distribuição "half-normal 11 com parâmetro 

m 

a.> 
l 

>O, i= l,2,3, ... ,m, a função densidade de Y = Il x
1 

será cal­
i ;;;ol 

culada substituindo todos os n. 's iguais a 1 na expressão (2.63) 
l 

que representa a função densidade de probabilidade do caso mais 

geral. 

Então a função densidade de 

(3.13) f(y) = (2/[ 

m 
Y = ll X. é dada por 

. I l 
F 

[2-m(y/oi 2lj 

(m-1) ~ 

y > o 

m-1 
l: 

~=O 

A funrão de distribuirão acumulada é calculada substituindo 

nl = l, para todo i= 1,2,3, ... ,m em (2.65). Então 



(3.14) F(y) 

(m-l-0! 

(j+l/2) 

'" 
l: 

j=O 

[2-mly/a) 2Jj 

(m-l) ! 

m-1 
l: 

~=O 

m-1- Q, 

I 
k=O 

-m 2 k I -2og (2 (y/o) I 
e 

k!(j+l/2 )m l-2-k 
, y > o . 

CASO V: Distribuição do Produto de duas v.a.i. qui. 
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Neste caso, sao apresentados somente as funções densidades exa 

tas pelo fato de estas serem expressas em termos da função de Be.§_ 

sel Modificada. Para se calcular as funções de distribuições acu-

mulada exatas basta substituir convinientemente os valores dos p~ 

râmetros n
1 

e n
2 

na expressao {2.65). 

Sejam x 1 , x 2 duas variáveis aleatórias independentes seguindo 

uma distribuição qui 

de exata do produto Y = x
1

x 2 será determinada quando os parame­

tros n 1 e n 2 assumem os seguintes valores: 

a) Quando n
1 

= n
2 

= n, com n 

= inteiro positivo. 

vos. 

2k (par) ou n = 2k+l (impar) e k = 

c) Quando n
1 

= 2k
1 

(par) e n
2 

= 2k
2 

(par) com k
1 

-j: k
2 

e k
1 

,k
2 

in­

teiros positivos. 
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a) Se x
1

,x
2 

seguem uma distribuição qui 2 
(n;n/2o. I 

l 
com i = 1,2 , a 

função densidade de probabilidade exata de Y = x
1
x

2 
será dada 

substituindo n
1 

= n
2 

= n, com n = 2k ou n = 2k+l, na expressão 

(2.63). Então f(y) é dada por 

(3.151 f(y) 

y > o 

com 

e 

As expressoes e A I 11 
O] 

calculadas por (2.29) e (2.39) res-

pectivamente, resultam em 

(3.161 

e 

(3.171 A I li = 
O] 

B(DI = 
O] 

A . 
O] 

B .• 
O] 

Passando o Limite em (2. 37) yuando t 

cando (B.42), temos que B . é dado por 
O] 

j-1 
1: 

I o=: O 

l 
-- 2idl+jl 

(l- j I 

n-1 
-r-(--

2 
+ j) e apli-
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Então a expressao em (3.17) e dada por 

(3.19) A ( 1 ) ~ ___,2'----,;-

0J (j!)2 
~ (l +j) 

Simplificando e substituindo (3.16) e (3.19) em (3.15) temos 

que f(y) é dada por 

(3.20) f(y) = 

y > o . 

00 

E 
j=O 

Comparando (3.20) com {B.7.4) concluímos que 

(3.21) f(y) = ' y > o 

-Substituindo A22 e c 22 dados em (3.15) na expressao {3.21) t~ 

mos finalmente que a função densidade exata de Y = x
1 

x
2 

é dada por 

(3.22) f(y) 

onde e a função de Bessel modificada. 

b) Sejam x
1

,x2 duas variáveis aleatórias independentes com distrl 

2 buição qui (n1 ; n 1/2o i) com i = 1, 2, tal que n 1 = 2k1 (par) e 

n
2 

= 2k
1

+1 (Ímpar). A função densidade exata de Y = x1x
2 

será 



do. da pela expressao ( 2. 6 3) . En·tão 

(3.23) f(y) 

n -n 
"(2 l_.) 
' 2 J 

(-l)j j! 

ro 

n -n 
r( l 2 -·) . 2 J 

r. 
j=O (-l)j j! 

2 ' 
(y c ) J + 

21 

y > o 

32 

Comparando (3.23) com (B.7.5) concluímos que a função densida 

de de Y ~ x
1

x
2 

em (3.23) será dada por 

(3.24) f(y) k 12 c112 l n -n Y 21 
2 l 

y > o 

2 

onde k 12 c112 l n -n Y 21 
2 l 

e a função de Bessel Modificada, com 

2 

e 
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c) Sejam x
1

,x
2 

duas variáveis aleatórias independentes seguindo 

uma distribuição qui(ni; ni/2o~) com i= 1,2, tal que n
1 

= 2k
1 

e n 2 = 2k2 com n 1 ~ n
2 

e k
1

,k2 inteiros positivos. 

-A função densidade exata de Y = x
1

x 2 sera dada pela expressao 

(2.63). 

(3.25) f(y) 

+ 
2 (o) 

[ -~og (y c
22

lA . 
e OJ 

A (O) + 
OJ 

y > o 

onde de acordo com (2.29) e (2.37) temos respectivamente que 

-i)/(-l)i . ' 
J . ' 

(3.26) A (O) ~ A . ~ 
OJ O) 

ll/((-1) i : (i j > 

e 

( 3. 27) B(O)~B. 
OJ O] 

~ .(l+j) + ~(l+j-

Logo e dada por 
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13. 2 B I A (li A (O I B (OI A . B l 
= = = 

O] O] O] oj oi n2-nl 

( -l) 2 
(i ! ) 

lwll+i) +<j!(l+i-

Substituindo A(~) e A(~) e fazendo k 
OJ OJ 

Últimas séries em (3.25), ternos que 

(3.29) f(yl = 

n -n 
(221-i-ll! 

1-llili!l 

00 

+ (-li + 

k=i- k! (k+ 

n -n 
<j!(l+kl+<jJ(l+k+ 2 2 l) 

+ 1-1 I 

k ~ (k + 
n2-nl 

2 ) ! 

y ' o 

n2-nl 

Então multiplicando (3.29) por 2(yc;i 2 l 2 e comparando o 

lado direito de (3.29) por (B.7.1) temos que 



(3.30) f(y) 

onde 

e 

n -n -1 
2 l 

l/2 2 
~ 4A22 (yC22 ) 

35 

k 12 c112 ) n -n Y 22 
2 l 

, y > o 

2 

De maneira análoga obtemos a mesma função densidade exata do 

produto Y = x
1

x 2 para n1 = 2k1+1 (!mpar) e n 2 = 2k 2+1) ( impar ) 

com n
1 

~ n 2
. 
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AP~NDlCE A 

NOÇÕES DE VARIÃVEIS COMPLEXAS 

Neste apêndice apresentamos algumas definições e teoremas so-

bre funções de variáveis complexas, que compõem a teoria dos Re-

síduos. 

Exibimos também a transformada de Mellin,bem como a transfor-

mada inversa de Mellin, que juntamente com a teoria dos Resíduos 

nos fornecem a técnica para a determinação, em nosso trabalho,das 

f~s densidade& e de distribuições acumuladas exatas do produto 

de variáveis aleatórias independentes qui. 

A,l, FUNÇÃO DE UMA VARIÂVEL COMPLEXA. 

DEFINIÇÃO I: FUNÇÃO ANAL!TICA. 

Seja a função f(z) de uma variável complexa z e E um numero 

positivo qualquer. Diz-se que f(z) é analÍtica no ponto z 0 , se e-

xistem Q, = f' (z
0

) (derivada de f(z) em z
0

) e 

r.) tal que 

(A.l.l) 
f(z) - f(z ) 

1------'0'- - ~I < E quando 

O (-5 dependendo de 

Em outras palavras, a função f(z) é analítica em um ponto z
0

, 

se sua derivada f' (z) existe nao só em z ' o 

ponto z de uma vizinhança em torno de z
0

• 

como também em todo 
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DEFINIÇÃO II' SINGULARIDADE 

Um ponto singular ou uma singularidade de uma função de uma 

variável complexa f(z) é um ponto onde a função deixa de ser ana 

lítica. 

Se existe urna vizinhança de um ponto singular z onde f(z) e o 

analítica, exceto no próprio ponto, então z se diz ponto singu­o 

lar isolado de f. 

TEOREMA I. (Série de Laurent) 

Se f(z) é analítica sobre circulas concêntricos C e C' e 

na região entre eles, de centro z , então em qualquer ponto z en­o 

tre os circulas, f(z) pode ser expandida na forma 

(A.l.2) f ( z) 
bl b2 

+ . • • ---"-- + 2 + 
(z-z ) (z-z ) 

o o 

onde 

(A.l.3) a = (2ni) - 1 

f c 
f (t) 

dt n = 0,1,2, ... 
n (t-z ) n+1 ' 

o 

e 

(A.l.4) b 
-1 f (t-z ) n- 1 f (t) dt n=l,2,3, ... = (2rri) 

n C' o ' 

onde i = ~ , sendo cada integral calculada no sentido anti-horá 

rio. A série em (A.l.2) é chamada série de Laurent. 

' 
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Quando z e um ponto singulur isolado, de acordo com (A .1 .1), 
o 

então a função f é representada pela série de Laurent (A.l.2)onde 

os coeficientes sâo dados por (A.l.3) e por (A.l.4). 

A série de potências negativas de (z-z ) em (A.l.2), é chama 
o 

da parte principal de f(z) em torno do ponto singular z ' o que tem 

grande influência sobre o comportamento da função na proximidade 

deste ponto, de acordo com a definição dada a seguir. 

Se a parte principal da série em (A.l.2) tem somente um nume-

ro fini·to de termos, então exist"e um inteiro m tal que os coefici 

entes bm+l'bm+ 2 ,bm+J'''. são todos nulos e 

(A.l.S) f(z) = 
bl 

(z-z ) 
o 

00 

+ 
b2 b3 

--''-- + ---~- + 
(z-z ) (z-z ) 

o o 

+ ~ 

n=O 
a (z-z )n 

n o quando 

• • • + 

lz-z I o 

b 
_,.m'---=_ + 

I z-z ) m 
o 

< r ' 

para algum inteiro positivo r, onde bm f O. o ponto singular iso­

lado z
0 

e, então, chamado polo de ordem m da função f. 

Se m = 1, o ponto é chamado de polo simples e quando a parte 

principal de f em torno de z tem uma infinidade de termos, o po~ 
o 

to se diz ponto singular essencial da função f. 

DEFINIÇÃO IV' RESIDUO 

O coeficiente b 1 de 
-l 

(z-z ) em (A.l.S) e chamado de 
o 

Resíduo 

de f(z) no polo de ordem me é dado por 



(A.l.6) -1 f b 1 ~ (2rri) c f(z)dz 

onde C é um contorno fechado que inclue 

lítica sobre e no interior de c. 

TEOREMA II. ResÍduos 

z ' o 
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tal que f (z) seja ana 

Seja f(z) analítica sobre e no interior de um contorno C, ex 

ceto em um número finito de polos interiores a C. Então 

(A .1. 7 I 

onde LRr é a soma dos resíduos da função f nos seus polos. 

Enunciaremos agora um teorema que tem por finalidade de forn~ 

cer uma maneira mais simples e prática para determinarmos os po-

los e resíduos de uma função analítica. 

TEOREMA III. 

Seja uma função f que satisfaça as seguintes condições; para 

algum inteiro positivo m existe um valor ~(z 0 ), diferente de ze­

ro1 tal que a função 

(A.l.8) 

seja analítica em z
0

. Então f tem um polo de ordem m em z 0 e o re 

síduo nesse ponto é dado por 
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'lm-11 (z I 
1 

m-1 
IA.l. 9) R 

o 
lim 3 (z-z )mf(z) ·- ~ ---

z (m-1) ! (m-1) 3z 
m-1 o o z-+z 

o 

A. 2. A TRANSFORMADA DE MELLIN 

DEFINIÇÃO I. 

A transformada de Mellin de uma função f quando existe, e de-

finida por 

(A.2.1) glsl ~ J
0 

z"- 1 flzldz para R(s) > O, 

DEFINIÇÃO II. TRANSFORMADA INVERSA DE MELLIN 

Seja s uma variável complexa. A transformada inversa de Mellill 

f(z) da função g(s), onde g(s) é a trasnformada de Mellin d~ fun­

ção f{z), é dada por 

(A.2.2) f I z I -s z g(s)ds R(s) > O 

onde i !=I e L e um contorno propriamente escolhido e R(s) 

é a parte real de s. 

Um caso especial surge quando a função f(z) é uma função den-

sidade de probabilidade de uma variável aleatória Z > O. Neste ca 

so a função g(s) em (A.2.1) passa a ser o (s-1)-ésimo momento da 

variável aleatória Z, que é dado por 
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(A,2.3) zs-l f(z)ds. 
o 

Logo, comparando (A.2.3) com (A.2.1) concluimos que 

(A.2.4) 

Então se a função g(s) é conhecida, isto é, o (s-1)-ésimo mo-

menta da variável aleatória Z, a função densidade de probabilida-

de é dada pela transformada inversa de Mellin usando (A.2.2) 

A.3. OUTROS RESULTADOS 

No desenvolvimento dos capítulos anteriores usamos os seguin -

tes resultados: 

a) INTEGRAL DE UMA FORMA LOGARITMICA 

(A.3.1) 
(m+l) 

onde n+l é inteiro, m > O e O < x < 1. 

n 
L 

(-tog x) r 
e 

n-r 
r=O r! (m+l) 

b) DERIVADA n-~SIMA DO PRODUTO DE DUAS FUNÇÕES 

(A.3.2) 
n 
L 

i=O 

onde A e B são duas funções de t tal que 

n = 0,1,2,.,, 



i a 
A "-

21t1 

e 

B{n-i) B • 
"-'-
Lil. 

Usaremos ainda a se1;r1.ünte proprj_edade 

(A. 3. 3) 

e o seguinte operador 

(A.3.4) d 1- + c) n -· 
dZ 

k=O 

-z 
X l_i_ + (­

dZ 

,.,n-k n k , 
1 k) c -''=n--"k 

az 

'l.og x) l n-l 
e 

f I z) 

42 
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AP~NDICE B 

FUNÇÕES ESPECIAIS 

Neste apêndice sao apresentadas definições e propriedades de 

algumas das principais funções especiais que são empregadas no de 

senvolvimento deste trabalho. 

Além das definições e propriedades,são também, apresentadasal 

gumas relações entre as funções gama, psi, zeta, e de Bessel que 

são de grande importância na obtenção das funções densidades de pr~ 

habilidade de alguns casos particulares do produto de variáveis a 

leatórias independentes que seguem uma distribuição qui. 

B .l. FUNÇÃO GAMA 

Historicamente a função gama J'(z) foi primeiramente definida 

por Euler pela expressão (B.l.l) que, então 1 deu origem a inregral 

de Euler (3.1.3), Uma outra definição apresentada é dada pelo pr2 

duto de Weierstrass (B.l.2) em que é muitas vezes mais convenien-

te definir a função gama por este produto, 

A notação f(z) é usada para representar a função gama e foi 

introduzida por Legendre em 1814. 

a) FÓRMULA DE EULER PARA FUNÇÃO GAMA 

00 

(B.l.l) r(z) = 1 rr {(l +l) 2 (l 
z i=l n 

, se z~O ,-1 ,-2 ,-3, ... 



b) PRODUTO DE WEIERSTRASS 

(8.1.2) r ( z) 
l 

'" yz ze r!{(l+ 
i=l 

z ·-z/n -)e } 
n 

, se zfü,-1,-2,-3, ... 

e y = 0,5772156649 ... é a constante de Euler. 

c) INTEGRAL DE EULER 

(8.1.3) f
w 

-x z-1 f(z) = e x dx 
o 

R > O 

onde R(z) e a parte real de z. 

8.2. FORMULA DA MULTIPLICAÇÃO DA FUNÇÃO GAMA 

(8.2.1) r (mz) 

8.3. FUNÇÃO PSI 

= (h) (m-1) /2mmz-l/2 
m-l 

n 
i=l 

r ( z + i/n) 

A função psi e denotada por lj;(z) e e definida por 

(B. 3 .l) ~(z) 
d 

= dz loge r (z) 
r' ( z) 

= ,_ para z~0,-1,-2, ... 
r ( z 1 

Uma definição alternativa da função psi usada foi 

44 



(B.3.2) ~(z) =- y-

00 

1 + Z z/[k(z+k)] = -y +(z-1) 
z k=1 

00 

Z [(k+1)(z+k)]-1 , 
k=O 

com z ~ O, -1,-2 , • . . onde e a constante de Euler dado por 

(B.l.2) 

B.4. PROPRIEDADES DA FUNÇÃO PSI 

45 

a) Por diferenciações logarítmicas de (R.l.2} e fazendo z=l, en-

centramos que 

(B.4.1) ~(1)=-y 

b) Dos resultados de I'(z) tem-se que 

(B. 4. 2 I ~(1+nl = 1+1/2 + l/3 + •.. + 1/n-y . 

B.S. FUNÇÃO ZETA 

Seja z = x+iy onde x e y sao reais, então, se ô > O a série 

(B.5.1) i;(z) = z 
n=l 

1 
nz 

e uma série uniformemente convergente de funcões analÍticas em 

qualquer domínio tal que x > l + 6 . Logo esta série é uma função 

analítica em todo o domínio. 

A sérle (B.S.l) é definida como d função zcta. 
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Uma definição mais geral da função zeta chamada de função ze-

ta generalizada (de Riernrnan) é dada pela expressã.o 

(B. 5. 2 I Ç(z;a) = :< 
n=O 

onde a e uma constante. 

l 
z (a+n} 

z-/0,-1,-2, ... 

B. 6. RELAÇÃO ENTRE FS FUNÇÕES PSI E ZETA 

(B.6.l) ~ (a+zl 
m+l 

= (-l) m! f.,(m+l; a+z) 

B.7. FUNÇÃO DE BESSEL MODIFICADA 

Para n inteiro não negativo podemos definir a função de Bes-

scl modificada por 

IB. 7.1) k (z) 
n 

+ r, 
k=O 

n+l = (-li I y + .Qog (z/2) I 
e 

•(k+ll+.ln+k+ll-2f(l) 

k! (n+k)! 



onde 

(B.7.2) I (z) 
n 

~ (z/2)n 

f(n+l) 
F 

o l 

-TI/2 2 arg z ~ n/2 

2 
l+n; z /4) tal que 

e a função hipergeométrica F e definida por 
o l 

(B.7.3) F 
o l 

m 

;l+n; z
2
/4) = " 

k=O 
f(n+l) (z2/ 4)k • 
k!f(n+l+k) 

Para n = O ternos que 

(B.7.4) k (z) 
o 

00 

" j~o 

Podemos também definir a função de Bessel modificada por 

(B. 7 .5) k (z) = l(z/2) -n[ ~ 
n 2 j=O 

rln-j) (z2/4)j + 
(-l)j j! 

quando n 'I ± r 

f(-n-j) (z2/4)i] 
(-l)j j! 

r= 0,1,2,3, ... 

47 
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