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RESUMO

Neste trabalho nls calculames e apresentamos a funcao densida
de de probabilidade, bem comc a fung¢ac de distribuigao acumulada
exata do produto de varidveis aleatdrias independentes que seguem
distribuigdo qui,

Apresentamos, também, guatro casos particulares e um caso es-
pecial do produto de variaveis aleatdrias independentes qui. 0
primeiro caso & apresentadc quando as varidveis aleatdrias inde-
pendentes seguem uma distribuicao qui, com todas as médias iguais.
Em seguida sao acrescentados os demais cascs particulares com as
distribuicOes de Rayleigh, Maxwell-Boltzman e a de "half-normal”.

0 Gltimo caso apresentade fol considerado especial pela manei
ra como a fungao densidade do produto de duas varidveis aleatdrias
independentes fol apresentada em termo da fungao de Bessel modi-
ficada.

Na ultima parte deste trabalho sao apresentados dois apéndices
0s qualis contém uma revisac sobre nogoes de varidvel complexa e
de funcgoes especiais tendo por finalidade justificar certos resul
tados utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

A técnica utilizada em todo o trabalho foi a teoria da trans-
formada de Mellin que em conjunto com a teoria dos ResIduos, nos
fornecem caminho para determinar a distribuigao exata em todos os

casos estudados.



1. INTRODUCAO

A necessidade de se conhecer a distribuicgaoc exata do produto
de variavels aleatorias, fez com que varios autores publicassem 1
ntmeros trabalhos nessa irea, a fim de que fosse possivel serem
solucionados cgertos aspectos de problemas.

Um dos primeiros estudiosos a publicar algum artigo nessa area,
utilizandc a técnica da transformada inversa de Mellin, para de-
terminar a distribuicao exata de probabilidade do produto de va-
ridveis aleatdrias independentes, foi possivelmente Epstein [5} no
ano de 1948,

Muitos trabalhos sobre produto e quociente de variaveis alea-
tdrias, anteriormente a 1948, foram publicados por varios autores,

embora nao utilizassem a técnica usada por Epstein. Dentre estes

1]

autores podemos citar: Aroian [1}, Craig [ 2}, Huntington |[é&}
Kullback {11j.

Nos {iltimos vinte anos, um grande numero de autores tém publi
cado uma variedade rezodvel de trabalhos sobre distribuicdo exata
do produto de varidveis aleatfrias. Como exemplos podemos c¢itar:
Kotz, S. e Sriniuasan, R. [10}, Lomnick I.Z. A. {12}, Rathie,P.N.
[17] . Mais recentemente podemos citar ainda os seguintes: Rathie,
P.N. e KRaufman, H. {19], asg quais apresentam em seu trabalho, mui
tos resultados scbre a distribuigao exata do produto e quocien-
te de variaveis aleatdrias independentes; exibindo inclusive em
forma de tabela as respectivas fungoes densidade. Em um outro tra

balho scobre o produto de duas varidveis aleatdrias independentes,



Rathie, P.N, e Roher, H.G. [20], estudam varias distribuigces a-
presentando as fungoes densidades exatas tabeladas em termos de
pontos percentuais.

Na segaoc 2 desse trabalho nds calculamos a fungao densidade
de probabilidade, bem como a fungao de distribuicgao acumulada exa
tas do produto de variaveis aleatbrias independentes que seguem
distribuigaoc gqui. Essas fungdes sao expressas em termos de sé-
ries exatamente computdveis as guais sao definidas pelas fungoes
analiticas psi e zeta (Apéndice B).

A técnica utilizada em todo desenvolvimento desse trabalho ,
foi a teoria da transformada inversa de Mellin, que em conjunto
com a teoria dos residuos nos fornecem caminho para determinar a
distribuigac exata em todos os casos estudados.

Na segao 3, apresentamos quatro ¢ases particulares e um case
especial do produto de varidveis aleatorias independentes qui. O
primeiro caso € apresentado quando as varidveis aleatérias inde-
pendentes seguindo uma distribuicao gui tem todas as médias iguais.
En seguida sao apresentados os demais casos particulares com as
distribuicoes de Rayleigh, Maxwell-Boltzman e de "half-normal". O
ultimo caso apresentado foi considerado especial pela maneira co-
mo a fungaoc densidade do produto de duas varidveis aleatOrias in-
dependentes fol apresentada; em termo da funcao de Bessel Modifi-
cada.

Na Gltima parte desse trabalho sao apresentados os apéndices A

e B, os guais contém uma revisdao sobre nogoes de variavel camplexa



e de fungoes especiais respectivamente. Portantc, muitcs resulta-
dos usados no desenvolvimento desse trabalho sao justificados pe-
los apéndices. Usando, por exemplo, a notacao seguinte (A.1.2), a
qual representa apendice A, item 1.2, como referéncia a um deter-
minado resultado utilizado, devendo o leitor verificar o apendice
indicado.

A distribuigao Rayleigh e de Maxwell-Boltzman tem muitas apli
cagoes na fisica-estatlistica, no que se refere a teoria da radia-
gao dos corpes negros. Entao com os resultados obtidos nesse tra-
balho sobre a distribuig¢ao exata do produto de v.a.i. de Rayleigh
e de Maxwell-Boltzman.abre—-se mais um caminho com a possibilidade
de se aplicar estes resultados & teoria da radiacao dos corpos ﬁg

gros.

2. DISTRIBUICEO EXATA
Sejam Xl,xz,X3,...,Xm variaveis aleatodrias indenendentes due

e . 2 ~ : :
seguem uma distribuicao qul(ni;ni/2di) com parametros n, = intel
D . 2 ;
ro peositivo e varianca Oi Com Ui >0 , ¥i = 1,2,3,...,m.

Entao X, tem funcao densidade dada por

n,/2
Z(ﬂrﬂhi) * ni—l "(nj/ZUi)xi
(2.1) f{xi) = X, e ' , X, >0 , o, >0

i
F(ni/2)

inteiro positivo.

(U]
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Entao (s-1)-ésimo momento da variavel aleatoOria X, & dado por

2.n. /2 2. 2
s-1 2(ni/2ci)nl/ ng-l —(ng/205) %,

(2.2) B(x5h =j X’ x.* e dx.
i i I (n./2) i i
0 i
2, 2 L~ -
e fazendo t = (ni/2oi)xi, por definigac da funcao gama {B.1l.3) te
mos gue
s-1 stny~t 2 5
(2.3) BE(X] 7) = I'(———) / [Mn,/2) (n;/20) " ] .
i 5 i i i
Seja
m
(2.4) Y = 1T X,
i=1 1

onde as varidveis aleatdrias X;s sao independentes com fungao den

sidade dada em {2.1)

m
0 (s-l)-ésimc momento de Y = 11 X. & calculado usando (2.3)

que resulta em

s~1
s-1, _ . M gy W s+n, -1 5
(2.5) B(Y )—E(Hg) = T thmﬂnﬂ%ﬂmme 1}

i=1 i=1

!

Usando a transformada inversa de Mellin (A.2.2), a fungao den-

m
sidade de probabilidade de Y = 1 Xs e dada por

-1 -g W syl 2 §%L
(2.6) f(y) = (2mi) LYo T [ (") /T, /2) n,/207)

lds , R(s) > O



onde i = v-1 e L uma regiao de contorno apropriada, contendo os

polos da fungao integrando em (2.6).

Sem perda de generalidade, vamos supor gue Ny Ny MNqy .. ,n 530

pares e nq+l’ nq+2, nq+3,...,nm sac impares tal que, nl < n2 <

< n3 S oeen 2 nq com n, = 2ki r 2= 1,2,3,...,9 e nq+l < nq+2 <

Bge3 L 0ve 2Dy cOm ny = 2k, + 1, i = qtl, g+2, g+3,...,m com

ki inteiro positivo em ambos 0S casos.

De (2.6) temos que f(y) & dado por

-1 -s S syl n
2.7) £ly=ni) ] 7O 15/ 0tn,/2) (/26 7)1
L i=1
m §tn;-1 . 2 E%L
| [F(-—§—“~0/(T(ni/l)(anGi) Ylds , y > 0 .

izl

Fazendo uma mudanc¢a de variavel em (2.7) em que t = s/2, dt =
= ds/2 e n; = 2ki para i1 = 1,2,3,...,9 e nj = 2ki+l para i = g+1l,

q+2,9+3,...,m, temos gque

q 2k -1 Eaul
(2.8) £(y) = (2ri) 7 J (vH7F [T er ) /(0 (k) (/06D %))
L i=1 +
1
m 2ki+l 2 %E%l
il [(F(t+ki)/T( 5 )[(2k1+1}/2011 yl2zdt , y > 0

i=g+]
onde Ll € um novo contorno que contém os polos da fungao integran

do em (2.8).

Portanto, simplificando (2.8) a funcao densidade f(y) & dada

por



| k. m 2k, +1 2k, +1
(2.9) £(y)=(ri) T =Y r0e | (— Y12 R
, 2 i,
i=1 o] i=g+l 20,
1 1
r q m _ q 2k._1 m
I ik 0212 ek 2001 TE T P —= ) N Tlekat , y > 0
] I L | . i i L 2 . i
Ll i=1 i=g+l i=1 i=+l

Agora vamos achar os polos da funcgao

Zk.-1
{2.10} it +

1 2

)

=82

i

ou seja, os polos da fungao (2.10) quando n, <n

tal que n, = 2ki com ki = inteiro positiveo e i = 1,2,3,.

< n < wee <IN
2 - 73 -

q
v e dn

Os polos da funcao (2.10) sao calculados igualando a zero o

produto de fatores dados em (2.11) e resolvendo esta equagao

>

2kl 2k -1 2k -1 2kq-1
(tr——) (t—5— + 1) (tt—s— + 2) ... (t+—s— + ]) *
2x,-1  2k.-1 2k, ~1 2k 41 .
L2 L2 2 T2 + 4} x
X (tt—F—) (t+—5— +1) (t+—5F— + 2) ... (t+—F—
(2.11) <.
2k _,=1 2k __ -1 2k __ -1 2k -1
< (et ) (eI ) () L (e )
2k -1 2k -1 2k - 1 2k - 1
& (tr—3—) (t—2—+1) (e —T— +2) . (T —t5) ..,



Mas como existem varios fatores que se repetem em (2.11) po-

demos escrever (2.11) da seguinte maneira

2k1—l}_ 2k, -1 2k -1 2kl~l

1
5 Yt + 5 +1)

(t +

2k.-1 2k, -1 2k.-1
(tA+-—};—u+k2-kl}2(t-+—h3;—~+k -k1+l)2(tv+ %

2
5 3 9 + k2—kl+2) .

2k.—1 9

1 —— —
cor (£ 5+ kyk) - 1)

2k, ~1 2k -1 2k, -1
X (t+—3 +k3-k1)3(t +H—%:-—~+k3-kl+l)3(t+ : +k3—k1+2)3

(2.12)¢
2k.=1 2k.~1 Zk. -1

1 .3 1 04 1 ~ 4

(t+~7f~+k£kll)(t+~7r—+k4kl)(t+—jr—+k4kfi)

2k, ~1 2k, -1
1 o4 1 .4
(£ +—F—+k,k#2) " Lo (== ek, m1) T

2k, -1 R w1, 2Kl
T e L A B

2k, -1 2k. -1

_ -1 _ 1 e 1yl 1= o4
k1+2} ve. (B 5 +k_q kl 1 (t + 5 + kq kl)

2k, -1 2k -1

I SR TR = ST S«
+kq kl+1) (t + > +kq k,+2)

(t + 3 1 e

De uma maneira mais geral os polos da funcao em (2.10) sao as

solugoes de



j=1 2k1—l (i,
(2.13) L (£ + — F9) =0
i=0
onde
.
1, 3 =0,1,2,..... et ee e an e ,kz-k -1
2, 3 = k7R kymkgwl, komkg42,.e. N Rt
3, j = k3—kl, k3~k1+1, k3"kl+2,.........,k4~kl—l
(2,14) o.= . .
uj \ - -

-1,3 = k -k k -k.+1, k k. +2,...,k -k_=-1
g=L,] q q- ' g

| v
o
1
e

q, J

s

com aj sendo a ordem do polo.

De uma maneira andloga ao processo antericr vamos achar os po
los da funcao
m

(2.15) II Plt+k )
i=g+1 t

ou sejam quandc n n < n < ... <D com n, = 2ki+2 .

g+l < g+?2 — Tat3 — -

ki = inteiro positivo e i = g+l1, g+2, g+3,...,m.
Novamente os polos da funcac (2.15) sao calculados igualando
a zero o produto de fatores dados em (2.16) e resclvendo essa mes

ma equagac.



[ (t+k }(t k1+1+l)(t+kq+l+2) ces (t+kq+l+j) ce. X
% (t+kq+2)(t+kq+2+l)(t+kq+2+2)...(t+kq+2+j) ee. %
x (t+kq+3)(t+kq+3+l)(t+kq+3+2)...(t+kq+3+j) Ces X

(2.164

x

(+k, _q) (brk o +1) (bbk o +2) ..o (bvk o +3) ... x

x (t+km)(t+km+l)(t+km+2)...(t+km+j) ‘e

L.

Como no caso anterior, existem varios fatores gque se repetem

em (2,16). Em vista disso a equagaoc em (2.1€) pode ser posta na

forma

Lipwok 427 (t+k ok -k -1

+1) qtl e g+l Tg+2 Tat+l

1
f
(t+kq+f (t+kq+l

2 2
(t+k +k (t+kq+l+kq+2 kq+l (tH{ +2) 7.

—k
g+l Tg+2 C_{+1) q+l q—l2 q+l

2 3 3
+ . -—
u:kq +3 q+l]J {t+kq+l+kq+3 kq+l) (t+kq +1 kq+3kq+lJJ
2.17) (t+k 4k -k .+2)° (t+k_ +k_ .~k .=1)° x
3 g+l Tg+3 Tg+l Tt g+l Tg+td Tgil tet
X btk -tk -k 9T sk apy™etl

g+l "m-i Tgti g+l "m-1 g+l

co. (t+k y =g

1 _ym-g-1 _
q+l+km kq 1) (t+kq+l+km kq+l
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que por sua vez pode ainda ser expressa em uma forma mals geral

COmo
(2.18) I t4+k +5) = 0
j=0 I
onde
1, 3 = 0,0 ,2, ittt arsnnnas .....J%ﬁ2~kq+l~l
2, j = kfny_kq+1f k_+2_kq+l+l’ kq+2—kq+1+2""’kq+3~kq+4"1
(2.19)83: 43' = kq+§4%ﬁ1’ kq+34&ydfl’]ﬂq+3‘kq+1&1{""'kq+4—kq+lml
-q- = - - - + - -
m-g-1, J km kq+1' km kq+l+l’km Kqﬂ.z"“"'“’hm kqﬂ,l
S 1 =32 km B kq+l

conm Bj sendo a ordem do pclo.

Achados o0s polos da fungéo em (2.9), podemos agora encontrar
os residuos em cada um desses polos. Logo pela teoria dos resi-
duos (A.1.7) temos gue,

¢ 9 2k. -1 m 0o o

{2.20) { (y2C ) il F(t+—~%-) I r(t+ki)dt=:2ﬂﬂ $ R.+ % R.
‘1, L | i=g+] 3=0 - 4=0

onde

o 2, )2
(2.21) cpg = T (ki/Gi)i:§+l[(Zki+D/hui}]
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e R, & o residuo da fungao integrando em {2.20) nc polo

2k, =1
t = =(—5— + J) de ordem «a_ e R3 € o residuo da fungao integran

do em (2.20) no polo t =“(kq+l+j) de ordem Sj.

0 residuo Rj conforme (A.1.9) € dado por

L=
. 2k,-1 1
(2.22) R, = lim J [(v2e )7 et = 4 5y )
3 ok -1 a,-1 mq 2
1 . 3t
t_""( ] +])
4
3 2ki—1 q Zkiﬂl n
I T (t+—s—) I T(td—s—) n F(t+ki)]
i=1 - i=aj+l i=qg+l

Agora multiplicando e dividindo (2.22) pela expressao

j-1 2kl“l ai
(2.23) n (t + 5 + 3)
I=0
onde
.
l' . I:O,l,2, ""‘""""""""""""'“"szﬁkl_l
2, I=k2~kl, k2~k1+l, kz—kl+2, ............ ,kjﬂ%fl
=% _ - - - 9 Ll -
3, I k3 kl' k3 kl+l, k3 kl+”"" .......... 'Kﬂkl 1
{(2.24) ui:i
o _l’ II—-"k l_k]_' ]-{C‘.b . ﬂkl+l,ku_l_k1+2; -ob;ku‘l“kl'—l
J-1 J J
&j’ :ku."kl' kaj—kl+l, kaj—l_kl+2"""“"3" 1
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tem-se que (2.22) & dado por

o,-1
. , . 5 J 2 -t
{2.25) R. = [1/(a.~1)1] lim ———{[ (y"C_ )}
} J 2k, -1 e d
1 .
tore {5 + )
5 2k, -1 q 2k,-1 m j-1  Zk-l 0 of
Pltr—s—+3+1) 1 Mt +—3—) T Tl /0 T (£ +—5—+T) 71}
i=1 j=qtl T=0

Aplicando (A.3.3) na expressac (2.25) temos gue o residuo Rj

& dado por

(2.26) R, = [1/(a;-1)!] lim  (y°c )% 22 4 [—tog (vPC )] féj'l
' J 3 dio1oma BT T g
t —{—5—+3)
4 2k +1 a 21 m L 2l o
[ (T(t+ > FItl) B Tl +—5—) T Tie+k)/{ T £+—75—+T1) }]
=+ i=g+l =0
e usand (A.3.4) em (2.26) encontra-se que
2k, -1
1 .
( +3)
2 2 S
¥C_ ) I it ! a.—1+% .2
(2.27) Ry= =Ty Lim R T N R I
3y k-1 4=0 g ot
t = 5 +1)
%y 2k,-1 q 2k.-1 m 371 2kl oy
f(r(c+ F—-t3+l) N T(t+——5—+3+1) [ T{ttk)/ T e+ > +I) )1

e 1=+l 1=0
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Agora facamos

%5 2k,-1 q 2,1 m 31 21 oy
(2.28) A, = [T{e+—5—+j+1) [ Tlt+——) 1 F(t+ki)]/[ T {t+—5— +1) ]
] im0+ 1=+l I=0
e convencionande que A . = lim A. , temos que
©J 2k, -1
t —(~—§—% +3)
q 2k;~1 Z -1 om 2k, -1 j~1 g
(2.29) Ab.:[ 1 5 - 5 +33 1 F[ki~( 3 +iNY /4 T (1-3) i
] =l i=gtl =0

Fagamos ainda

2 -1 -1

{2} 3 3 P ]

2.30) &, = ——(A.) = ————{(A.+v— RO A.) = A, *+ B.
( ) i Bti 3 ati-l j 8t Yo ;| atﬁ-l( | j)
onde

|
2.31) B. = +— to A, com B ., = lim B.
( ) By T3t "% By 03 2k.~1 3
1
£ (—5— +3)
e
{2.32) A(%) = lim AFQ} com A(q) = A
Q3 2k +1 ] o] o]
t ~ (=5 +3)

onde A . & definido pela expressao (2.29).

Desenvolvendo a expressao (2.30) por (A.3.2) tem-se que
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(2.33) NI (z;l)Aggmlwv) (V)
] v=0 3
ongde
W
(2.34) V) - 2 (5))
e
(2.35) V) - lim 8 com 89 -3,
o] 2% ~1 j o] o7
foren ( % +3)
Desenvolvendo {(2.31) temos que
A %y 2k~1 q 2k.-1 m
{(2,36) B.= — fog {[Tlt+—=—+3+1) [ T(t+ )M T(ek)]/
] 3t e 2 i=a 41 Ty i
3
j=-1 2k.~1 o
(1 (e ——+ 1) T}
1=0

e conforme a definicao da funcao nsi(B.3.1) obtemos que

2k, -1 q 2k . -1
(2.37) B, = a. plt + +9+1) + T Yt + —2—) +
3 J 2 i=o 1 2
j
m i-1 2kl—l
+ o oplt+k,) - {ai/(t + 5 + I}]
i=g+l * I=0

Aplicando (B.6.1) na expressao {(2.36) temos que
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Zkqy-1 q 2k, -1
2.38) B2 (=1)V Lot fo £ (vlstt T Y TR PV N
: ’ ‘ i=g,+] 2
J
m -1 2k, =1
+ L E(velittk,)+ T {ui/{t'+"“%”“'+ 1 VD
i=g+l 1 120
2kl“l
Agora passando o limite em (2.33) quando t--—({ 5 +j)  temos
que
-1 L
(2.39) N B N e S AN
°J v=0 v o] o]
onde
g 2k -1 2k_ -1
(2.40) B(Y]=(—1)V+lvl{u.g(v+l;1)-f T E(utl; —=l 4] —( 1 TN
o J i=o.+1 2 2
3
m 2k, -1 3-1
+ I £(V+l;ki+1 - é +)) + 8 [Gi/(l—j)v+l]}
i=qtl I=0

Finalmente passando ¢ limite na expressao em (2.27) guando

2k -1 .
= ( 5 +3), por (2.39) o residuo Rj & dado por

2k, -1 _
2 { é’ +3) Otj . aj—l 2 aj—l—ﬁ (2)
= —_ L} Lad —
(2.41) Rj [ (y Cmq) /(uj 13 4] R:O ( 7 ) {-Rog_ly cmq)) Aoj
Agora o residuo no polo t = *(kq+]+j) de ordem Bj da fungéo

integrando em (2.20} & dado por
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B
J-1 . -
(2.42) R'=[1/(8.-1)!] lim e 1 tyfe )7F
J ] o e 1 t3) e
g+l at
5. Py - g 2k -1
(t+k_ 1+3) 71 T(t+k) 0 F{tak) T (et |
i i=qtl ! Y=l

Multiplicando e dividindo a expressao {2.42) pela expressao

i-1 B
(2.43) IEO {t +kq+l+I)
onde
1, I=0,0,2, cieieiie ettt sisnsssnnccanannnnnnn ’kq+2“kq+l 1
2, Iqu+2_kq+l' kq+2_kq+1+l' kq+2"kq+l+2""’ q+3_kq+l_l'
3, I:kq+3—kq+1, kq+3~kq+l+l,kq+3—kq+l+2 ""’kq+4;5q+1_l'
(2.44) g = {
I
Bj—qwl, I:kB‘wl_kq+l’kB‘-lwkq+l+l'k8.~1qu+l+2""’kB'—kq+l_l'
J 3 J ]
Bjﬂq ,  I= ﬁj—kq+l,k6jvkq+]fl, kBj—kq+1+2,...,j—l.

Observamos que a expressao (2.42) & escrita agora da seguinte

maneira



~1 ‘
(2.45) Rt=[l/(8 -1 lim ~§E3~h—{l( 2C ) _teg(t+k +1+7)
' j s e S Rt Y g a1
o+l ot
m q 2k, -1 3=1 B.}_
M Tlt+k,) T I't+ 5 /0 T (t+k +1+I) J}
1=8.+1 Xog=1 T=0 9

Aplicande (A.3.3) na expressao (2.45) temos que

(2.46) R'=[1/(8.~1)!] Llim (v2c. )7E (2 4 (cro0 (v )}Bj_l
. : 5 . N +1+j] < Tmg ot e s
q

By | m q %1 31 81
[ (T(t+k . +3+1) ) F(t+k.)lH T({t+ 5 N/ ( E (t +kq+1+1) 3

grl =B+ =1 T=0

Agora usando (A.3.4) na expressao (2.45) concluimos que

3,
(k_ .+3) Y4-1 R.-1
(2.47) R:']={(y2cnq) atl /@D lmo TR ()
t+-(kq+l+j) 2=0
"
5 Bj-l-ﬂ aE 3 m q
(~20g_(y'C_)) — {[T (t+k_ +3+1) T T(t+k,) T
e g ati gtl i=8j+l i i=1
Zk-1 - 3-l By
T(t+ +1
(t ; )]/{Izo{t+kq+l Y 711

17

Definindo e convencionando as seguintes expressoes, temos que
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By m q 2k, -1 ] -1 B;]
(2.48) P.=[T (t+k_, +3+1) @ T{t+k,) I Tie+ /0 I (£+k_, +1)
3 a+l =54l sl 2 = atl
e
m q 2ki~l j-1 Si
(2.49) P .= 1im Pl 0o Tk,(k )Y T T (=g =k HIN/LT (T30 T
O) 4, flr . en oaq T o+l i 2 a+l _
t (kq+1+j} l“hj+l i=1 i=0
Pagamos ainda
2 k-1 £-1
() 3 3 3 3
(2.50) P, = —(P,} = ——= (P.++— fog P} = — (P Q.)
b Stl Btﬁ 1 j 9t e j Btﬂ 175 j
onde
.8
(2.51} Qj 5¢ LO9 Pj
e
(2.52) P(%) = lim P!E) com P{Q) =P .
oj o} o3

tr= (kq+l+])

onde POj & definido pela expressao (2.49).

Desenvolvendo (2.50) por (A.3.2}, temos que

(2.53) pl8) _ 75T (Ll (a-1-v) o (v)

o Vv '3 j

onde
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2
(R) 9

.54 . —_— .
{2.54) Qj o7 (QJ)
e

(L) _ , (0)

. L= 1 . =

(2.55) QO] im Q com on o3

e — 3 ]
t (kq+l+])

Quando desenvolvemos (2.51), obtemos que

2 gog 1 [Sj 1 ) 1 i ] {j-l BII:}
(2.56) Q= fog T {t+k +j+l) II T{t+k,) I T(t+ N/ I (t+k +TI)
j ot e g+l i=Bj+l 19 2 I=0 a+l

e de accordo com (B.3.1) temos que

m q 2ki~l Jj=-1
+j+1)+ T w(t+ki)+ oot 5

1 7~

(2.57) Q=8 0{ttk
373 ar i=f.+1 i=1 =0

(6] /(e +D)]

Aplicande (B.6.1) na expressac (2.57) obtemos

m
2.58) OV o (cn) VTR @L E (vl etk 49410 T E(uelittk,) +
3 J g+l 1=, +1 *
j
q 2k . -1 -1
+ I El(t+ 5—) + 1L [Bi/(t+k +l+I)v+lH
i=1 I=0 49
Agora passando o limite em (2.52) gquando t+-(kq+1+j) tem—se
que
-1 L L
(2.59) pt8) = TyT (Al p{0mlmv) (V)
o] v e} 0]
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onde Qég) & dado pela expressao

m

; (v} w1 . . .
(2.60) Q'.'={(-1}" "wlH{g, {v+L; )+ 2 & (vtlik ~(k  .+3)) +
o 3 i=g T g
J
g 2k -1 j-1
! i . ' VL
*-_ElE(V+1,——§—— {kq+l+3)) + E [BI/(I 317
= I=0
Finalmente passando o limite em (2.47) gquando tv+—(kq+l+j) , por
(2.59) tem-se que o residuo Ré é dado por
: B.=1
k_  +3) i T RL-1 R.—1-%
2 1 S 2 ] (2)
2,61) R!= C B.-D) i I - P
(2.61) Ri=1(yC ) /BD R 7)) (eg (ye ) o3

Substituindo a expressao (2.41) e (2.61) na expressao (2.20)

ocbtemos
q 2ki—1 m
(2.62)J (v CF1 YT (t+ > ) I Plt+k ., )dt =
Ly =1 i=qtl t
2k. -1
1 .
+3)
2 2 -
oa .-(Y Cmq) aj 1 o= 5 Eﬁ'l*i ()
=27i L | e 2 (7, ) (=tog_(yc ) A+
=0 (aj—l}l 1=0 - e q od
(k +3) 4
(vic ) T RThg Bl
+ D L (7 )(—ioge(y Cmq) Poj }
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m
n X, {(pro-

Logo a fungaoc densidade de probabilidade de Y = i

i=1
duto de varidveis aleatdorias independentes qui)} serd dada substi

tuinde (2.62) na expressao (2.9). Entao £f(y) & dado por

Zki-l
(——+3 . _
o (yzcm ) 2 U'j 1 O‘.j"’l 2 (.)‘,j"‘l—ﬂ (2)
(2.63) fly)=2A p [ —Td T | ) (=log (v C_ )} AT
" 5=0  (a.-1)! g=g ¢ er m ©)
k_ ,+7)
2 g+l B.-1
{yC_ ) J B.-1 B.=1-%
+ ——L I eeay’e n )T el Ly o
com
q m
A =1 Lo,/o0Y2ma)l 1 [ @k /2003 /2,
ng L i1 it i i i
i=1l i=g+l
! 2, ™ 2
C = I [ki/Ui] It f(Eki+l)/2Gi]
™ =1 =gl
e Aéi) e Péi) sao definidos por (2.38) e (2.58) respectivamen-
te
m
A funcao de distribuicac acumulada de Y = 1 Xy serd dada
i=1
por
Y
(2.64) F(y) :J £(z)dz.

G

Portanto aplicando (A.3.1) em (2.64) tem-se que



2k, -1
L+ ) sl .
o {C}t 2 J a.-1 (aa=1- 20 2(k.+9)
(2.65) F(y)= ¥ LTJ3§IYT ;o3 AW = y o1
T 5 19 =0 ¢ 1™
a~1-% 2 k (kq+l+j) Bi~1 a1
=0 PO Pyt g g =0
k! (kp+i)
g . B.-1-2 2 k
P(%) {B.~1-4)! y2(kq+l+j+l/2) j ; { Roge(y'C&m)) Ly 0
) (k_ +5+1/2) k=0 , Bi-1-2k
g+l k! (kq+l+3+l/2}
COMm
4 2,1/2 m 2.1/2
Ahq = I [(ki/oi) /F(ki)i ) i(zki+1)/2oi) /F(ij+l)/2] ’
i=1 i=g+l i
4 2, W0 2
C = T [k./20%1 0 [ (2k.+1)/207]
L S imqtl i i

sac definidos por (2.38) e (2.58) respectivamente.

(L)
0]

3. CASOS PARTICULARES
Nesta secgao enfocamos os casos particulares do produto de va
ridveis aleatdrias independentes gue seguem uma distribuigao gqui.
Vamos considerar nesse trabalho quatro casos particulares; o

primeirc & apresentado quando supomes gue todos 0Ss paramétrosrﬁfs

da distribuic¢ao gui sao todos iguais,
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0 segundeo casc a ser enfocado pode ser pensado como casc par-
ticular do primeiro, pois vamos supor gue todos os ni's sd0 iquais
a 2. Neste caso, entao, nds temos a distribuicao do produto de va
rifveis aleatdrias independentes de Rayleigh.

O terceiro caso pode também ser considerado como caso particu
lar do primeiro que € a distribuicao do produto de varidveis alea
torias independentes de Maxwell-Boltzman, ou seja, quandc supomos
gue todos os parametros ni's sao iguais a 3.

Vale salientar que tanto a distribuigao de Rayleigh gquanto a
distribuigac de Maxwell-Boltzman tem grandes aplicagoes na fisica
como € explicado na introdugao deste trabalho.

0 quarto caso a ser explorado & distribuigao do produto de
duas variaveis aleatdorias independentes que seguem uma distribui
cao "half-normal", isto &, guando os parametros n,=n,.

Apresentamos também um caso especial do produto de varidveis
aleatOrias independentes qui. Esse casc especial acontece guando
temos somente 2 varidveils aleatdrias independentes seguindo uma
distribuigao gqui. Nesse caso a fungdo densidade do produto dessas
2 variaveis & apresentada em termos da funcao de Bessel modifica-

da gue € bem conhecida e tabelada.

CAS0O I: Quando ng N, =Ny = ,eee, D =N
Seiam xl'XZ’XB""’Xm varidveis aleatdrias independentes se~
guindo uma distribuicao qui{ni; ni/ZGE), i=1,2,3,..,,m tal que

n = inteiro positivo par ou Impar e a; > 0. Entac fungac densidade



m
de probabilidade de Y = 1 X, sera dada substituindo n,
i=1 -
= MN3,...,n =n na funcao densidade do produto Y = I X,
m ¥ - j=1 1

em (2,63} no caso geral.

Logo a fungao densidade de

nm m
1-— e 3 — - s .
(3.1) £(y) =12 2 Y a?e™ /) % /2™ el
3=0
" Y (aog_ (20 /2y TR () > 0
o * ey oy Y
onde
-1
(3.2) A(i}) - (Q;l) (%—l—v) (Y)
©3 v=0 ©J )
COoIn
(3.3) !9 L4 - 1/(—‘)mj(")
: oJ o)} ] 3
<
{(v) v+l 3-1 —(v+1)
(3.4) B'. = r(-1)" v E(vtl;l) + I (5-1) 1
Q) -
I=0
m
A funcgao distribuicdao acumulada de Y = I X,
i=1
da substituindo n., = n. = n., = . =n_ =m em (2.65),

1 2 3 o m

24

sera calcula-
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(yo H)P o Iy*s™% /273 mex o1
(3.5) F(y) = — 7 B
m n. 3 350 (m—-1}) ! £=0
[{n/2) ()
(a=1-2)1 , (%) "I Itog, (vhe T ta/2) MK
moi-t). A g e , ¥ >0
(3+n/2) 97 k=0 k! (34ny2) 07172k

CASO II: Distribuigao do produto de v.a.i. de Rayleigh.

Se X segue uma distribuicac de probabilidade de Rayleigh en-

tdo a fung¢do densidade € dada por

2 2
9 -x" /0
(3.86) fix) = (2/07) x e , X > 0 e o >0

Entao comparandc a fungao dada em (3.6} com a fungao densida-
de dada em (2.1), concluimos que a distribuicao de prcobabilidade
de Rayleigh & um caso particular da distribuicac gui quande n =2
e o > 0.

Entdo, se as varidveis aleatdrias independentes Xl'XZ""'Xm

seguem uma distribuic¢ao de Rayleigh com parametro o4 >0, i=1,
m

2,3,...,m, a fungao densidade do produto Y = I Xy serd calcula
i=1

da substituindo todos os ni's = 2 na expressac (2.63}, que é a

m

funcdo densidade do produto Y = I X, no caso geral
i=1

Logo
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_y ( 25—2) m-1 m=1
(3.7) £(y) = 2y0 ° ¢ L=t oz (D
- {m-1) ! - b
=0 =0
. 2 =2, ym=1-4 (&) N
F-tog {y )] Ao r v > 0
onde
m
A funcao de distribuicao acumulada de Y = [ X, serd calcula
i=0

da substituindo n; = 2, para todo i1 = 1,2,3,...,m em (2.65).

Entao
® 2 -2, m-1
_ 2 =2 (va ) m-1, (m-1-2)! _ (%)
(3.8) Fly) = v'o jio @ i U TG Ros
@ { -2og (yzo_z)]k
¥ = > 0
' m-1-1-K ’ Y

k=0 ki(j+1)

CASO III: Distribuigao do produto de v.a.i. de Mawell-Boltzman.

Se X segue uma distribuicac de probabilidade de Maxweel-Boltz-
man com parametro ¢ > 0, entac suafuncao densidade é dada por

L
203/26H Y% . 2.2

(3/2)

(3.9} £{x)
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Da expressao {2.l) nota-se que a distribuicac de Maxwell-Bol-

tzman & um caso particular da distribuicgao qui qguando o parametro

n = 3.

Vamos supor que as variaveis aleatorias independentes Xl’ Xo
Xgeooo X, sigam uma distribuicdo de Maxwell-Boltzman com parame —
tro g, >0, i=1,2,3,...,m. Entao a fungao densidade do produto

m
Y= T X serd calculada substituindo todos os n, = 3 na expres
i=1
sao (2.63).
m
Entdo a fungado densidade de Y = [ X. sera dada por
i=1
-3 = m 243
(3.10) f(y) = (2m+2ﬂm)l/2 yzo 3 [ (3/2) {y/0)“)

j=0 {m-1)!

m-l 1 m, , . 2..m=-1-9 _(2)
LT {-fkog [ (3/2) (y/c)7]) Al , y>0

2=0 € o]
m

A distribuicao acumulada de probhabilidade de Y = 1 Xi & cal

i=1

culada fazendo n, = 3, para todo i=1,2,3,...,m na expressac (2.65)

Entao
_ o m 2 j m-—-1 _
(3.11) Fly) = 2m™ 2y )3 5 B2 /o] ey
j=0 (m~-1)! g=0 ~
' -1-2 (-1 3/2)M¢ )2)k
(m-1-g) 1 ™ i74 (-log, ((3/2) (y/c o

m-1-%-k ¢

(§+3/2) k=0 k! (3+3/2)
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CASO IV: Distribuic¢ac do produto de v.a.i. "half-normal®.

Se uma varidvel aleatdria X segue uma distribuicac de prcbabi
lidade "half-normal" como parametro o > 0, sua fungao densidade

& dada por

2 .2
(3.12) £(x) =2/ o) e =729, x50 e g

A4
o

Novamente observamos que a distribuigao "half-normal” & tam-

bém um caso particular da distribuicao qui que guando n=Ll.

Entao se xl,xz,XB,...,xm sao varidveis aleatdrias indepen —

dentes seguindo uma distribuigao "half-normal"” com parametro o>

m

>0, 1 = 1,2,3,...,n, a fungao densidade de Y = 1l Xi sera cal-
i=1

culada substituindo todes os ni's iguais a 1 na expressac (2.63)

que representa a fungao densidade de probabilidade do caso mais

geral.
m
Entac a fungao densidade de Y = 1 X, & dada por
i=1
[ o0 -m 273 m-1 _
(3.13) £(y) =@/ @™y 21D T @l
3=0 (m-1) 2=0
_ “m, 2, me1-8 o (2) 7
{ fog,, (2 (y/0)r7)) Aoj ¢ ¥y >0

A funcao de distribuicac acumulada & calculada substituindo

n, =1, para todo 1 = 1,2,3,...,m em (2.65). Entao
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O -m 2,5 m- _
(3.14) F(y) s en™2at ¢ 2 (/o) ; (mgl)
j=0 (m-1)! 2=0
-1 2.k
(m-1-2) ¢ (%) m‘%‘i [~fog, (27 (y/0) ] R
(§+1/2} cJ k=0 k! (j_l_l/z}m—l—'i-k

CASO V: Distribuicao do Produto de duas v.a.i. qui.

Neste caso, sdo apresentados somente as fungoes densildades exa
tas pelo fato de estas serem expressas em termos da fungao de Bes
sel Modificada. Para se calcular as funcbes de distribuigdes acu-
mulada exatas basta substitulr convinientemente os valores dos pa

rametros n, e n, na expregsao {2.65).

1 2

17 X2 duas variaveis aleatlrias independentes seguindo

uma distribuigao qui (ni; ni/ZUi], com i = 1,2. A fungao densida

Sejam X

de exata do produto Y = X, X, serd determinada quando os parame-

tros n, e n, assumem os seguintes wvalores:

a) Quando ny =n, =n, comn = 2k (par) ou n = 2k+1 {impar) e k =

= inteiro positivo.

b} Quando n, = Ekl e n, = 2k2+l {impar) com kl,k2 inteiros positi
VvOS.
c) Quando n, = 2kl (par) e n, = 2k2 (par) com kl # k, e kl,k2 in-

teliros positives.
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a) Se XI’XZ seguem uma distribuicao qui (n;n/2oi) com i = 1,2

r &

fungaco densidade de probabilidade exata de Y = X serd dada

1%2
substituindo nl = N, =N, comn = 2k ou n = 2k+1, na expressao

{2,63). Entao f£(y) €& dada por
e - . y 2 0 (1)
(3.15) £ly) = 28,,(y"C,,) Sy L22)J(—Qoge(y C22)A( Ypoattly,

=h/ 0]

Ccom

=l
|

22 = {n/(F(n/2)2q-02)i

]

_ 2 2 2
C22 = {n /(4Olu2]l

{0) (1)

As expressoes Aoj e Aoj calculadas por (2.29) e (2.39) res- .

pectivamente, resultam em

" (0) _ sy 2
(3.16) Aoj = 1/032)
e
(3.17) Al 2 a0 g0 Ly
o] @] e Q] e
Passando o limite em {(2.37) guando t +*{E%i + 3) & apli-

cando (B.42), temos que Boj & dado por

(3.18) Byy ~ 20 (1) - 2 fi — = 29 (1+7)
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Entaoc a expressao em (3.17) € dada por

(3.19) Aé%’ = ——3—7 0 (1+5)
TGy
Simplificando e substituindo (3.16) e (3.19) em (3.15) temos

que f(y) & dada por

2c 4
(v'C,,)
——2%— {p(1+3) -tog, (vc2l 21,

2 o0
(3.20} £(y) = 4A22(y c22) E .
=0 (33

y >0 .
Comparando (3.20) com {B.7.4) concluimos gue

n-1
2 2

1/2
22 (¥7Cyy)

(3.21) £(y) = 4A 55

k,(2yC355) . vy >0 .

Substituindo A,, e C dados em (3.15) na expressao (3.21) te

22 22

mos finalmente que a funcac densidade exata de Y = X X, e dadapor
n~1l n n .2 -1

(3.22) fly) = {[{y" ™n ) /((20,0,) T(n/2ﬁ1ko(yn(olcz) 3}, v > 0

-1 - ~ e
onde ko(yn(clcz) } e a fungao de Bessel modificada.
b) Sejam Xl’XZ duas varidveis aleatdorias independentes com distri
buigao qui (ni:ni/20§) com i = 1,2, tal que ny = 2kl (par} e

n, = 2k,+1 (Impar). A funcao densidade exata de Y = X X, sera
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dada pela expressao (2.63}). Entao

n1~1 n.-n

Ty
N AL
(3.23) £(y) = 28,,[ (y"C,)) ) : (v c21)3 +
3=0 (-1 §!
nz—l . P{nl-nz -4y |
e,y t 2 (v’c, )9 .y >0
=0 o134

Comparando (3.23) com (B.7.5) concluimos gue a funcao densida

de de ¥ = X. X, em (3.23) serda dada por

172
n2+nl—2
= 1/2 2 L 1/2
{3.24) £(y) 4A21{yC21 ) knz_nl(2yC21 ), vy >0
2
1/2 - - . o
onde k__ {2yC ) e a funcao de Bessel Modificada, com
n,-ny 21 ¥
2
Ay = [ nyn) Y2 /20 0,) T (n, /2)Tn, /2)]
21 172 172 1 2 :
&

1
|

2 2
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c} Sejam X%, duas variaveis aleatdrias independentes  sequindo

- . 2 ,
uma distribuigao qul(ni: ni/ZOi) com i = 1,2, tal que ny = 2k

en, = 2k2 com ny # n, e kl,k2 inteiros positivos.

A funcao densidade exata de Y = Xlxz sera dada pela expressao

(2.63) .
n,—n
n -1 22 1,
~ 2 3 2. .3, (0)
(3.25) f(y) = 2A22(y C22} { jio N % C22) Aoj +
o o2e y3 o 2 (0) (1)
+ i En (y"Cyy)~ [-Rog  (y sz)Aoj * AL 1y, vy >0
. "™
173

onde de acordo com (2.29) e (2.37) temos respectivamente que

(" n.—n . n.—n
r( 22 )/ (-1)2 31, 3=0,1,2,..., 22 Ly
{3.26) a9~ =
o3 o3
n2;n1 7y 7y
U 1/¢-1) SR R R0 s R
e
n.=n
(0) _ _ e e
(3.27) Boj = Boj p(l+3) + w{l+3 > )

Logo Aé%] & dada por
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(1) _ ,(0) (0) _ _ 1
{3.28) ADj = Aoj . BOj Aoj .BOj foong
-1 % G
n,-n
[9(1+3) + v+ —20)) .
n,-n
Substituindo A(Q) e A(l) e fazendo k = 3 - -—22 1 nas duas
03] ol

Ultimas séries em (3.25), temos que

n,=n
n,-1 -2t -1 TRy
(3.29) £(y) = 2RA,,{y"Cyqy) 2 { % x (y"C,,)- +
=0 (=1}-(31)
n.,-n
+ (-1) 09, {¥Cy,) 3 +
IR !
R ' i} 1
k=4 v k!(k+ 5 )l
n,~-n
"™ ! N o (1+K) +y{1+k+ 22 1
2 2
pmie 2 01 ki 45!
=1 5 2
2. k.
(y"Con) 1 vy > 0
n2—nl
~ . . 1/2 2
Entac muitiplicando (3.29) por 2(yC22 ) @ comparando o©

lado direito de (3.29) por (B.7.1) temos que
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n2~nl—l
(3.30) £(y) = 4n,ive3o®) 2 x _ (yeifhy ,y >0
2 71
2
onde
_ 1/2 .
A,y = { (nyn,) /(20102F(ni/2)l (n2/2)}}
[ =
_ 2 2
sz = | {nlnz)/(4cloz)]

De maneira analoga obtemos a mesma fungac densidade exata do

preduto Y = xlxz para n, = 2kl+l (Impar) e n, = 2k2+l) { impar )

com n, # n, .
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APENDICE A

NOCOES DE VARIAVEIS COMPLEXAS

Neste apéndice apresentamos algumas definicoes e teoremas so;
bre fungoes de varidveis complexas, que compoem a teoria dos Re-
siducs.

Exibimos também a transformada de Mellin,bem como a transfor-
mada inversa de Mellin, gue juntamente com a teoria dos Residuos
nos fornecem a técnica para a determinacao, em nosso trabalho,das

fungoes densidades e de distribuigoes acumuladas exatas do produto

de variaveis aleatdrias independentes qui.

a,l, FUNCAO DE UMA VARIAVEL COMPLEXA.

DEFINIGAO I: FUNCAO ANALITICA.

Seja a funcao £f(z) de uma variavel complexa z e £ um numero
positivo qualquer. Diz-se que f(z) & analitica no ponto 2. se e-
xistem & = f'(zo) (derivada de f(z) em zo} e § 8 dependendo de
g) tal que

fi{z) - £{z )
(Aa.1.1) =

- 2| < ¢ quando |z - zol <5,
z -z

Em outras palavras, a fungao f(z) & analitica em um ponto Z
se sua derivada f'(z) existe nao sO em 2+ COMO também em todo

ponto z de uma vizinhanga em torno de Z .
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DEFINIGAO II: SINGULARIDADE

Um ponte singular ou uma singularidade de uma fungao de uma
varidvel complexa f(z) & um ponto onde a fungao deixa de ser ana
litica.

Se existe uma vizinhanga de um ponto singular z _ onde f£(z) &
analitica, exceto no prdprioc ponto, entao z, se diz ponto singu-

lar isolado de f.

TEOREMA I. {Série de Laurent)

Se f(z) & analitica sobre circulos concentricos C e C' e
na regiao entre eles, de centro Z entao em qualguer ponto z en-
tre os circulos, f(z) pode ser expandida na forma

b’ b

(A.1.2) f(z) = a_ +a(z=z) + az{z—zo)2 T 1 . 2

(z~zo) (2-20)2

+ ...

onde
(A.1.3) a = (2ni)~t J ) gt , n=0,1,2,...
n n+l
c (t-z )
o}

[
(A.1.4) bn = (2'.rr:'L)_l J (t-z )n_lf(t)dt , n=1,2,3,...

cr ©
onde i = v-1 , sendo cada integral calculada no sentido anti-horéa

ric. A série em (A.1.2) e chamada série de Laurent,
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Quando Z & um ponto singular isolado, de acordo com {(A.1.1}),
entao a funcao f & representada pela série de Laurent (A.l.2Z)onde
- 0os coeficientes sao dados por {A.1.3) e por (A.1l.4).

A série de poténcias negativas de (z—zo) em (A.1.2), &€ chama
da parte principal de f(z) em torno do ponto singular z,r que tem
grande influéncia sobre o comportamento da fungao na proximidade

deste ponto, de acordo com a definigao dada a seguir.

Se a parte principal da série em (A.l.2) tem somente um nume-
ro finito de termos, entao existe um inteiro m tal que os coefici

entes b sac todos nulos e

m+l’bm+2’bm+3"'°

b b b b
(A.1.5) f(z) = L 2 L3 . m__
(Z~zo) {2~zo) (z—zo) (2*20)
o
+ nio an(z-zo)n gquando |z-zo| <r ,

para algum inteiroc positivo r, onde bm # 0. O ponto singular iso-

lado 2z &, entao, chamado polo de ordem m da fungao f.

Sem = 1, o ponto & chamado de pclo simples e gquando a parte
principal de f em torno de Z tem uma infinidade de termos, o pon

to se diz ponto singular essencial da funcao f.

DEFINICAO IV: RESIDUO

O coeficiente bl de (z—zo}_l em (A.l1.5) & chamado de Residuo

de f£(z) no polo de ordem wm ¢ & dado por
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(A.1.6) b, = (2mi) T J £(z)dz
C

onde C & um contorno fechado que inclue z, tal que f(z) seja ana

1itica sobre e no interior de C.

TEOREMA II., Residuos

Seja f{z) analitica sobre e no interior de um contorno C, ex

ceto em um nimerc finito de polos interiores a C. Entao

(A.1.7) J f(z)dz = 271 L R
C r

onde LR_ € a soma dos residuos da fungao f nos seus polos.

Enunciaremos agora um teorema que tem por finalidade de forne
cer uma maneira mais simples e pratica para determinarmos os po-

1los e residuos de uma fungdo analitica.

TEOREMA III,

Seja uma funcao f que satisfaga as seguintes condicgoes; para
algum inteiro positivo m existe um valor ¢(zo), diferente de ze-

ro, tal que a fungao

(A.1.8) p(z) = (z—zo)m f{z)

seja analitica em Z- Entao f tem um polo de ordem m em z, € o0 re

siduo nesse ponto & dado por
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(A.1.9) R -9 _ 1 1lim

" A.2. A TRANSFORMADA DE MELLIN

DEFINICAO I.

A transformada de Mellin de uma funcac f gquando existe, é de-

finida por
(A.2.1) g(s} = z fi{z)dz para R(s) » 0,

DEFINICAO IY. TRANSFORMADA INVERSA DE MELLIN

Seja s uma variavel complexa. A transformada inversa de Mellin

f(z) da fungao g(s), onde g(s) € a trasnformada de Mellin da fun-

cao f{z}, & dada por

(r.2.2) £(z) = (27i) "+ J 2 % g(s)ds , R(s) > 0
L

onde 1 =¥-1 e L & um contorno propriamente escolhido e R(s)

& a parte real de s.

Um caso especial surge guando a fungao f(z) & uma funcgao den-
sidade de probabilidade de uma variadvel aleatdria Z > 0. Neste ca

sc a fungao g{s) em (A.2.1) passa a ser o {s5-1)-ésimoc momentc da

varidvel aleatdoria 7z, que & dado por
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s~1 5—

(A.2.3) E (2 y o= z 1 fi{z)ds.

Logo, comparando (A.2,.3) com (A.2.1} concluimos que
(A.2.4) g{s) = E(Z°

Entao se a funcac g(s) & conhecida, isto &, o (s-1l)-ésimo mo-
mento da varidvel aleatdria Z, a funcac densidade de probabilida-

de & dada pela transformada inversa de Mellin usando (A.2.2)

A,3. OUTROS RESULTADOS

No desenvolvimento dos capitulos anteriores usamos os seguin —

tes resultados:
a) INTEGRAL DE UMA FORMA LOGARITMICA

r
. n {(-fLog_x)
N. xm+l 5 e

(m+1) r=0 r!{m+l)

m N, _ (_ It
{a.3.1) Jx (Rogex) dx = (~1) TF

onde nt+l & inteiro, m > 0 e 0 < x < 1.

b) DERIVADA n-ESIMA DO PRODUTC DE DUAS FUNGOES

Bn n n
(A.3.2) —5 [a.B] = I (,
3t i=

(i)B(n~i)

YA » n=20,1,2,...

onde A e B sao duas fungdes de t tal que



. 1
NS
act
e
B(n—i) . B
n—-i 7 °
oL
Usaremos ainda a seguinte propriedade
3" -z -2 3 n
(A.3.3) = { % f£i{z}] = % {EE + (- %OgeX)J
3z
e © Seduinte operador
n-k
K3 no_ n, k 2
(A.3.4) (az + ¢} ) {k)c -

-i

f(z)

42
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APENDICE B
FUNCOES ESPECIAILS

Neste apéndice sao apresentadas definicoes e propriedades de
algumas das principais fungoes especiais gue szo empregadas no de
senvolvimento deste trabalho.

Além das definicOes e propriedades,sao também, apresentadasal
gumas relag¢oes entre as fungdes gama, psi, zeta, e de Bessel que
sdo de grande importancia na obtengao das fungoes densidades de pro
babilidade de alguns casos particulares do produto de variaveis a

leatdrias independentes gue seguem uma distribuicac qui.

B.l.FUNCAO GAMA

Historicamente a funcao gama [I'(z) foi primeiramente definida
por Euler pela expressao (B.1.l) gue, entao, deu origem a integral
de Euler (3.1.3). Uma outra definigac apresentada & dada pelo pro
duto de Weierstrass (B.1.2) em que & muitas vezes mais convenien-
te definir a fungao gama por este produto,

A notagdo T{z) & usada para representar a fungao gama e foi

introduzida por Legendre em 1814,

a) FORMULA DE EULER PARA FUNGCAO GAMA

i
4

(B.l»l) F(Z) = l} ’ se 2#01_11_2!—'3f0||

= g

1.2z Z, -
{{1 +H) (l'+jT)

i=1



b}y PRODUTO DE WEIERSTRASS

1

(B.1.2) I'(z) = , se z#0,-1,-2,-3,...

ze¥? 1 {1+ He F ™
i=1 n

e v = 0,53772156649... é& a constante de Euler.
) INTEGRAL DE EULER

(B.1.3) T(z) = J e *x% Llax , R>0
0

onde R(2) € a parte real de z.

B.2. FORMULA DA MULTIPLICAGCEC DA FUNCAQ GAMA

m—-1
n Tz + i/n)
=1

(B.2.1) F'(mz)} = (2m) (l‘n-l)/Qmmz-]_/z

i

B.3., FUNGAO PSI

A fungao psi & denotada por (z) e é definida por

a r'(z)

(B.3.1) Yi{z) = 5= log, T{z) = —=% , para z#0,-1,-2,...

dz r2)

Uma definigao alternativa da fungao psi usada foi

44



45

o o

(B.3.2) y¢(z) ==y - Ly g z/lkiz+k})] = -y +(2-1) I [(k+1)(2+k)]-l,
z
k=1 k=0
com =z #¥ 0,-1,-2,,.. onde €& a constante de Euler dado por
(B,1.2)

B.4. PROPRIEDADES DA FUNCAOC PSI

a) Por diferenciagdes logaritmicas de (B.1.2) e fazendo z=], en-

contramos que

(B.4.1) Pl = - v

b) Dos resultados de [ (z) tem-se que

(B.4.2) Pp{l+n) = 1+1/2 + 1/3 + ... + 1/n-y

B.5. FUNGAO ZETA

Seja 2z = x+iy onde X e y sao reais, entao, sed > 0 a série

([ I

L
1_ nz

(B.5.1) Elz) =
n

& uma série uniformemente convergente de funcgdes analiticas em
qualguer dominio tal que x > 1 + 3§ . Logo esta série é uma fungao
analitica em  todo o dominio.

A série (B.5.1) é definida como a funcao zeta.

L)
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Uma definicao mais geral da fungao zeta chamada de fungao ze-

ta generalizada (de Riemman) & dada pela expressac

l_'“"_ I 2?40,"1,—2,..,

(B.5.2) tl{zja) = -
0 {a+n}

oo B

n

onde a & uma constante,

B.6. RELACAO ENTRE AS FUNCOES PSI E ZETA

m
mt+1

(B.6.1) p{atz) = (-1} m! E{m+l; a+z)

3z

B.7. FUNCAO DE BESSEL MODIFICADA

Para n inteiroc nac negativo podemos definir a fungéo de Bes-

sel modificada por

n+1 n

(3.7.1) k_(2) = -1y 4009 _(z/2)] T_(2) + %—(2/2)—

L

n-1 ,
. (-nk iﬁl%%ilL (22 /0K +
k=0 :
o UHD) 0 (nbktl) 20 (1),
+ T (z9/4)
=0 K (n+k) !



onde

n
(2/2) F ( ; l4n; 22/4) tal que

(B.7.2} I (z2) =
n P(n+l) 0 1

-m/2 < arg z < 7w/2

e a funcdo hipergeométrica F & definida por
01

(B.7.3) F ( :14n; 2°/4) = =
01 k=

'{n+l)
0 k!T(n+l+k)

(z2/4)%

Para n = 0 temos gue

(B.7.4) x_(2) = & (22/0)3/(31) %4 (1+3) - t0g, (2/2)]

Podemos também definir a fungao de Bessel modificada por

n

[ 5 D=3 (2,43 4

l —
(B.7.5) k_(z2) = 5(z/2)
n 2 j=0  (-1)7 3!

+ (224" .
o (-1)7 3!

b 1 3

quando n#+r , r =0,1,2,3,...

47
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