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Resumo

Neste trabalho, estudamos a Geometria Riemanniana do grupo de Heisenberg Haue,
calculando as métricas invariantes a esquerda e a base dos campos invariantes 3 esquerda.
Calculamos, também a algebra do grupo de isometrias de Hj,:1, dando uma descri¢do total do
grupo de 1sometrias para o caso de H; . Concluimos esta parte determinando as geodésicas de
H2n+].

Em seguida, classificamos as superficies de curvatura média constante de H; que sdo
invariantes por grupos de isometrias.

Depois estudamos a aplicagdo normal de Gauss para superficies em H;, 0o que nds permite
mostrar a ndo existencia de superficies umbilicas. Estudamos, ainda, a equagdo dos graficos de
curvatura média constante, mostrando que nido existem superficies minimas compactas nem
graficos completos de curvatura média constante ndo nula. Posteriormente damos uma
classificagdo parcial das superficies minimas segundo o posto da aplicagdo normal de Gauss.

Terminamos o trabalho apresentando as hipersuperficies de rotagdo em Hapy.



Introducao

O classico grupo de Heisenberg Hs é um subgrupo de GL (3, R) formado

pelas matrizes da forma

1 = =
0 1 ¥
0 ¢ 1

O grupo H3 é uma generalizacio natural do R® por virios motivos, entre eles
Erupo 7is por vz

podemos mencionar:

L. Do ponto de vista algébrico ele é um grupo de Lie 2-nilpotente (ou quase-

abeliano), que é o mais préximo da condigao de ser abeliano.

2. Para toda métrica invariante & esquerda, o grupo de isometria é de di-
mensio quairo, que é o méximo possivel para uma variedade riemanniana

3-dimensional com curvatura seccional nao constante.

Por outro lado devemos mencionar que o grupo Hg aparece como as horoes-
feras do espago complexo hiperbélico 2-dimensional (ver [25]}. Mais explicita-
mente, se TH denota o espago hiperbdlico complexe, G = Iy (€H) a componente
conexa do grupo de isometrias de ¢H que contém a identidade e G = KAN
a decomposi¢ao de Iwasawa de G, entdo N é o grupo de Heisenberg Ha. Ge-
ometricamente AN atua {ransitivamente em @H ¢ fixa um tnico ponto z no
bordo da esfera @'H (00). O grupo N atua transitivamente em cada horoesfera
de z. Também mencionaremos que tal grupo aparece naturalmente como espaco
modelo para a geometria sub-riemanniana (o anélogo do espaco euclidiano para
a geometria riemanniana).

E natural portanto estudar a geometria riemanniana e a geometria das sub-
variedades do grupo de Heisenberg H3. Esta tarefa foi iniciada em uma série
de trabalhos. Por exemplo: {1, [10}, [2], [13], [25], [21], [7]. Em nosso trabalho

estudamos alguns problemas nesta direcao.



Comegamos nosso trabalho do ponto de vista algébrico, isto é, otharemos
o grupo de Heisenberg de ordem n, como o grupo de Lie simplesmente conexo
associado a wma algebra de Lie tipo H cujo centro é de dimensao 1. Como neste
tipo de dlgebras a aplicagao exponencial é um difeomorfismo global poderemas
identificar Hony1 com R+ mupida de uma certa operacao. Uma vez feito isto
passaremos a calcular as métricas invariantes a esquerda, os campos invariantes
A esquerda, curvaturas, geodésicas, campos de Killing e a 4lgebra do grupo de
Isometrias, dando uma descrigao fotal do grupo de. isometrias no caso de Hs.

No segundo capitulo estudaremos as superficies de curvatura media con-
stante {em particular as superficies minimas) em H3 que sdo invariantes por
grupos.a l-pardmetro de isometrias. Para isto, comecamos este capitulo com
alguns couceitos e resultados da geometria equivariante aplicados as imersces
isométricas equivariantes. Em seguida, utilizamos estas técnicas para poder
reduzir as equacoes das superficies de curvatura média constante para um sis-
tema de equacoes ordinarias no espago de 6rbitas. Isto nos permitira dar uma
classificagio em H3 destes tipos de superficies. |

No capitulo 3 estudaremos os graficos minimos em Has, visando o que se-
ria 0 teorema de Bernstein para o caso de Hjy. Trabalharemos com superficies
parametrizadas como graficos de uma fungho diferenciavel f. Posterioremente
estudaremos a aplicagdo de Gauss para graficos em Hs e, a partir dela, podere-
mos concluir, entre outras coisas, que nao existem superficies umbilicas. Vere-
mos também que a partir da elipticidade da equacgio dos graficos de curvatura
média coustante se podera concluir que nao existem superficies minimas com-
pactas nem graficos completos de curvatura média constante, Também classifi-
caremos todas as superficies minimas em Ha tais que o posto da sua aplicagéo
de Gauss seja 0 ou 1.

Finalmente no capitulo 4 descreveremos as hipersuperficies de "rotagao” de
curvatura média constante no grupo de Heisenberg de dimenséo 2n+1, encon-

trande muita semelhanca ao caso euclidiano.

ii



Capitulo 1

Geometria Riemanniana de

HQ'n,—{—l

1.1 Introdugao

Neste capitulo apresentaremos o grupo de Heisenberg Han 1 e estudaremos a
sua geometria. Para isto determinaremos uma métrica invariante & esquerda e a
conexio riemanniana a ela associada, obtendo como consequéncia as curvaturas,
o grupo de isometrias e as geodesicas deste grupo.

Sejam 7, V dois espacos vetoriais reais com produto interno de dimensdes

m e n respectivamente, e uma aplicagao linear

j: U — End(V)
que satisfaz As seguintes propriedades:

L 1j (a) ] = Jaj [2]

2. jg(a) = - !a|2 Id ondeegcl, x&V.
Entdo a aplicacdo bilinear [, | : V X V —= U, definida por:
< a, [z, y] >=< jla)z,y > (1.1)

é anti-siméirica. Isto nos permite definir o seguinte colchete no espago vetorial



[e 42,0 +y] = [z, 9]

onde a,b €U e z,y € V.
Notemos que (#,[, |) é uma &lgebra nilpotente de ordem 2, cujo centro é
U. Tal algebra é chamada de algebra de Lie de tipo H. Estas algebras possuem

um produto Interno herdado dos espagos I/ e V, dado por

Katxr,bry>=<a,b>+<z,y>

Exemplo 1.1.1 A dlgebra de Heisenberg, ;Lgn_;_l.
Seja {Xy,..., Xn, Y1,.--., Yo} uma base ortonormal do espago vetorial real

V, e seja {Z} a base unitdria do espaco U. Definimos a aplicagdo bilinear |, ]

1

para os elementos das bases de U e V, da seguinte maoneira

[(Xo ¥y = -[¥;, Xi] = Z

0 outros casos
Néo é dificil mostrar que
. 0 _Id'n,x?l
i(Z) =
Idﬂ.xﬂ 0

e portanto j2(Z) = —Id.

Na verdade a algebra de Heisenberg é a \inica ilgebra de Lie de tipo H cujo

centro & de dimenséo 1. A seguinte proposi¢io prova este fato (ver (7))

Proposi¢do 1.1.2 Se 7 é wme digebre de Lie tipo H de dimensdo (2n + 1)
cujo centro € de dimensdio I, entde ela é isomélrice e isomorfa & dlgebra de

Heisenberg ;agn,;_ 1.

Demonstragio: Seja Z € U, tal que |Z| = 1 entao, pela propriedade 2

e a defini¢ao do colchete dada por (1.1), temos que a transformagdo linear



i{Z):V -+ V é ndo-singular e antisimétrica. Isto permite decompor o espaco
vetorial I numa soma ortogonal direta V = V1 & --- & V,, onde dimV; = 2
e j(2)V; = V; para todo i. Agora, se X; é um vetor unitério em V; entio
Y; = j (Z) X é um vetor unitério de V; que é ortogonal a X; pois j (2)2 = —Id.
Logo { X1, Vi, Xn, Yo, Z} € uma base ortonormal para 7. Finalmente o iso-
morfismo Jinear entre 7 e honyq, que leva X; + X, Yi v Y3, Z Z, & uma

isometria e um isomorfismo de 4lgebras. O

Uma representagao natural da algebra de Heisenberg ;I.gn+1 ¢ dada via iso-
morfismo com uma subalgebra da algebra das matrizes triangulazes (2n 4 1) x
(2n 4 1) com zeros na diagonal, mumido do colchete das matrizes i.e. {A, B] =

AB — BA. O isomorfismo é dado por:

X (aj), onde a1341 = 1, e 0 no resto
Y, — (aij), ocnde Cit1(2p+1) = 1, e 0 no resto
A (a;‘j) , onde 21(2n+1) = 1, e 0 no resto
Finalimente o grupo de Lie simplesmente conexo associado & algebra de
Heisenberg hop.i, que denotaremos por Honi1, tem representagio associada

em G!(2n + 1, R) :

((1 2y o an 2 ) ‘
O wn

Hﬁu—l—l::J ol mm € R
O 1 yn

A\ L) )

Tal grupo sera chamado de grupo de Heisenberg de ordem n.

1.2 A geometria do grupo de Heisenberg

Pelo visto na se¢iio anterior podemos considerar a dlgebra de Lie hon1; isomorfa

a R>™1 junto com o produto de Lie dado por:



€3, ensil = —[enti, €d] = eani1

i=1,...,n (1.2)
0 ouiros casos

onde {e;} é a base candnica de R**¥1.

Por outro lado, a aplicagdo exponencial, exp : ;12114-1 — Hopy) dada por

exp(X) =T+ X + =X*

B =

é um difeomorfismo global que induz en ha,..1, usando a férmula de Campbell-

Hausdorfl, a estrutura de grupo de Hopsy :

1
X#Y =X+Y +5[X,Y]

onde X,Y & hopy. Portanto consideraremos Hop-1 como R2*! com o produto
* definido acima ou seja, se p = (21, ..., Tny Y1, -1 ¥ns 2) €

g = (flu Tty T‘n: ?1: ey gn: Z); ent.fso

- - _ _ _ 1 .
P”‘qz («"'31‘1‘5131,---,55'11+xnayl+yl,---;yn+3}mz+z+525’5{%_31}3}1‘)

1

onde o elemento identidade é 0 0, e p™* == (~xy, ..., —ZTpn, ~¥1,. .., ~¥n. —2) .

Agora podemos definir as translagdes 4 esquerda como transformacoes

Ly : Hop+1 — Honta, tais que,

Lp(g)=p=q (L3)

e calcular o diferencial das {ranslagdes

Idﬁnx?n 0
We=1 g1 —w @ Em
2 2 2 2
onde pP= (331, ceesdna Y1, 00 z) .

Logo a base dos campos invariantes & esquerda, induzida pela base canénica

de R**1, & dada por:



i=1,....n (1.4)

o
I

Flew 55%’|m mm
+
e} ol
Ho Flo

A - . . - . . . . T o,
A métrica invariante & esquerda induzida pela métrica euclidiana em R**

hop 1 @ dada por:

yydz; — xidyz’)g

D) =

T "
ds® = de;v‘) + Zdyf + {dz+ .
i=1 i==1 )

k3
i=1
Por definicho da métrica invariante & esquerda, os elementos da base dos
campes invariantes a esquerda {X;, ¥;, Z} sio ortonormais na métrica ds® e as
translagoes & esquerda sao isometrias. O segninte teorema fornece uma classi-

ficagao para as métricas invariantes 3 esquerda.

Teorema 1.2.1 Toda métrico invarignte & esquerds sobre Ho,q € equivalente
M+l q !

o menos de outomorfismos da dlgebra hopy1. a uma das seguinies métricas

n . . 1 n
AL Ay = Z X (dee)® + {dys) + (dz + 3 Zy&d% — zidy;)*
=1 =1

onde A € R — {0}

Demonstragao: Ver {10} i

- . ' - . . - 2] .
A conexao de Levi-Civita associada & métrica ds~ pode ser caleulada a partir

da seguinte identidade para campos invariantes & esquerda,

1
< VxY,Z »>= §{< (X, Y], Z2>-< Y. 2, X >+ < [2,X|,Y >}

onde X,Y, Z sao campos invariantes i esquerda. Entao usandoe a base dos cam-
pos invariantes a esquerda dada em (1.4) podemos determinar completamente

a conexao de Hapy1. Assim,



Vx,X; = VyY; = VzZ=10
) Vx,Y; = ~%Z = —=VyXi
Vx.Z = 3Yi = VzX;
Vyv.Z = —3Xi = VzY;

"

1.2.1 JYsometrias de Hopyy

Seja 7 uma algebra de Lie tipo H e N o grupo de Lie simplesmente conexo
cuja algebra é #. Comwo j4 vimos n pessui um produto interno natural que
induz em N, via translactes, uma métrica invariante & esquerda. Seja agora
A (N) o grupo de automorfismos de N que preservam o produto interno em #.

Observamos que A (N) coincide com o grupo de automorfismos de 72, ver [8].

Teorema 1.2.2 O grupoe de isometrias de N coincide com o produto semidireto

A(N)x N (com N agindo vie translagdes).

Demonstragio: Ver [13] a

Baseado neste teorema determinaremos a dlgebra do grupo de automorfis-
mos de Hon.1, que preservam o produto interno em .;zgn.,.l e que denotaremos
por @(Honz1). Seja & : Hopy1r — Hons1 wna isometria tal que @ (0) = p,
entdo ¥ = L,-1 © ® é uma isometria que deixa fixo o elemento identidade
0. Portanto d¥g : ;zgnﬂ — Egn-;_l é uma transformagao linear que preserva
o produto internc em hopy; e ainda, é um automorfismo de ;lgn+l ou seja
dUg[X,Y] = [d¥o (X)},dTo (Y)] VX,Y € honyy. Por outro lado temos que a
&lgebra do grupo dos automorfismos de honyy & igual a dlgebra das derivagbes

de hop.1, Le

aut (;zgn_;_l) = der (ilf_)n+1)
= {7 €end (honr) : F (X YD) = [F (), Y] + (X, £ (V)]}

onde X,Y € hopy1. Logo, usando a base candnica de hop41 podemos encontrar

explicitamente estes automorfismos,



A C 0 g 0 0
aut (}_lgn.l_]_) = B —At 0 + 0 (I.Inxn 'U P a, P, B € R (1'5)
6 ¢ 0 P i a

onde B, C sao matrizes simétricas {ver {21]}

De (1.5) temos que aut (;agm_l) é isomorfa a sp(n, R) @ R**1. Mas, como
vimos acima, d Wy preserva o produto interno, portanto a algebra de A (Han 1)
é dada por: .

&(Hons1) = sp{n, R) N so(2n)

ou em forma explicita

A ~Bt O
a(Hony1) = B —A' 0 |; A+A*'=0, B'=B},
0 0 0

que é uma algebra de Lie de dimensio n®. Notemos que a algebra a(Honry) é
isomorfa a dlgebra compacta 1 (n) que é a algebra maximal de sp (n, R). Como

consequéncia temos o seguinte

Teorema 1.2.3 A4 dlgebra dos campos de Killing de Hopc1 é de dimensdo n?+
2n + 1 e admite a sequinic base, expressada em fungao dos compos inverianies

& esquerdg

& = XitwylZ; m=Y,-xZ; Z

Sij = zX; - ;X —i—ngj—- yiYi+ (Iiyj -—-:Ejyz')z s, Li=l...,mn
Rij = —yjXi+x¥;— wiX; 42V + (—wpry — yay;) 2

Demonstrage‘ic: Comecaremos definindo uma base para @ (Hopt1). Vejamos



(Ei) 0

I

(s15)

0 — (&)
o 0 —(By)
) = (By)* 0

onde {(Ei;)} . {(Eij)} sao as bases candnicas das matrizes anti-simétricas e
simétricas, respectivamente. Calcularemos agora os grupos a l-pardmetro as-

saciados a cada um dos elementos da base anterior,

of = expl(t(sy))
py = exp(t{ri})
. Finalmente calculamos os campos de Killing gerados pelos grupos de isometrias

if i
O-t e Pt -

Si5(#,8:2) = Hot (.5,2)]

¢ fi) g
= —Ing% + %‘3‘2—“ ~Yng,; T Yigy,

Ry (.1'5, ¥,z) = (—%p? (.f, Y, z) s
= yn.y‘z; -’r-ysg% - 5«%% - Ii%

Mas, por outro lado, sabemos que em um grupo de Lie com méirica invariante

& esquerda, todo campo invariante & direita é de Killing. Dai segue-se o resul-

tado. O

A seguir mostraremos explicitamente o grupo de isometrias de H3 . Para

isto usaremos os seguintes lemas:

Lema 1.2.4 Se fi e fo sdo duas isomelrics numa variedade riemanniane M,

coneza tal que f1{p) = fo(p) € df1|p = dfg|p, entdo fi = fa.

Demonstragio: Ver [6],p.84. O

Lema 1.2.5 Se G € um grupo de Lie com uma métrica invariante d esquerda,

entdo todo aufomorfismo do grupo G cujo diferencial na identidade preserva o



produto interno, € uma isomeiria.

Lema 1.2.6 Se W : H3 — H3 € uma isometria tal gue ¥ (0) = 0, entdo
(zcosf — ysin@,zsinf 4+ ycos b, z)
I (=, ¥, z) = ot

(zrcos8 +ysind,zsind — ycosf, —z)

Demonstragio: Seja {e1,e0,e3} a base de h3 definida em (L2), e

211 612 913

A= | an ax amn

asr @32 33

a matriz que representa a d¥p : hs — k3 nessa base. Como dW¥y é um automor-

fismo da algebra 1_13, entdo
dWq (es) = [dWp{e1),dTg (e2)]

Isto implica que ai1ze; + aasen + aszes = (a11a90 — ai2am )es. Ou seja,

a;3 = 0
azg = 0 (1‘6)
ajlans — ej2esy = @33

mas d¥y preserva o produto interno em hs, ie. AA* = I. Desta igualdade e

{1.8) , obteremos o seguinte sistema:

-

a1160 + anane = 0

afl + “‘%‘2 = 1

) af 4 a3y = 1
| auiez; —apee; =+l

Entao vamos ter os seguintes dois casos que nos permitirdo encontrar as duas

componentes conexas do grupo de isometrias de H3s.



i) Se ay1a02 — aj2ag = 1, com aj; # 0, temos que, a33 = 1 e 11 = as2, logo

a12 = —ag], pertanto

cosf —sin@ O
A= sinf cos® 0
G 0 1

Agora a aplicacao ¥ (z,y,z) = (zcosf —ysinb,zsind + ycosd, z} é um au-
tomorfismo de M3 tal que ¥ (0) = 0 e d¥g = A entdo, pelos lemas (1.2.4) e
(1.2.5), ¥ é a unica isometria com tais propriedades. Notemos que ¥ & uma
rotacao ao redor do eixo z.

i) Se ayraon — ajoasy = —1, com ai # 0, temos que a3z = —1 e ¢33 = —ans,

logo ain = ao1, portanto

cosf sinf 0
A= | sin8 —cosd 0
] 0 —1

Como no caso anterior a aplicagdo ¥ (z,y, z) = {z cos 8+ysind, z sin 6—y cos b, —z)
¢ um automorfismo de H3 tal que ¥ (0} = 0 e d¥g = A logo, pelos lemas (1.2.4)

e {1.2.3), ¥ é a finica isometria com essas propriedades. O

Portanto toda isometria de H3 pode ser obtida, de uma tinica forma, como
composta de uma tranlagio & esquerda e uma isometria dada pelo lema anterior.

Em particular temos o seguinte

Teorema 1.2.7 A componente conexra do grupo de isometrias de H3 que contém
a identidade € isomorfo ao produto semi-direto de H3 com SO (2), com Ha
agindo por translecos & esquerda. £ nas coordenadas ezponenciais, SO (2) age

por rotacdes ao redor do eiro z.
Observagoes:
1. Note que O (2) nao age por isometrias em H3.

2. Nas coordenadas exponenciais, consideraremos o eixo z uma diregao priv-

~ ilegiada pelo fato de que SO (2) age por rdtagﬁes a0 redor dela.

10



1.2.2 Curvaturas em Hon;
Em relagio as curvaturas seccionais de Hony1, é suficiente calcular as curvat-
uras na identidade 0 pois, via translacoes, podemos determinar a curvatura
em qualquer outro ponto de Ho,. 1. Para isto usaremos a férmula do tensor
curvatura dada por:

R(X, Y} = v_yvy — VYVX — V{X,Y]
Ent&o usando a base dos campos invariantes & esquerda, temos que

K(X:,Y;) = —=
1

Em relacio ao tensor de Ricci

r(X,Y)=tr (Z+— R(Z,X)Y)

usaremos novamente a hase dos campos invariantes a esquerda. Assim,

Ric(X;) = —3%
Ric(Y;) = —3%
Ric(Z) = 3

Finalmente a curvatura escalar é dada por:

1.2.3 Geodésicas em Hupy

Seja v(t) = (z1{t),...,zn{t)v1{t),. ., yn, 2(t)) uma geodésica em Haonyy tal
que y(0) = 0, ¥(0) = (xo, 90, 20} . Entéo a partir da condi¢o de geodésica
dada por %(7) = 0, obtemos o seguinte sistema de equagoes que caracteriza as

geodésicas do grupo de Heisenberg que passam por 0, ver {13]:

11



T+ (z + ) (szz - szz)) =0
—Ij (Z‘i‘ g(ﬂfzyi fb"i?;'i)) =0, i= L...,n.
+ (Z tiyi — xi:i;'i) = 0

Lof—

z

Resolvendo este sistema obtemos as seguintes solugdes,

1. Se zp = 0, a geodésica é uma reta contida no hiperplano z = 0 cuja

equacio & a seguinte:

wiltd = Tyt
vilt) = @il
H{t) = 0

2. Se zp # 0, a geodésica tem a seguinte forma,

zi(t) = %(905 ot —1)+ %0- sin Zgt
vi(t) = Z2(1 - coszot) + 52 sin ot

. .o . 2 .2 . 12 ..
() = (zg + 5 (]3:0] + liol )) t— ot (Ixol + liol ) sin 2ot

. C 2 2 f g
Notemos que se [&o]” + |y = 0, a geodésica & o eixo Z. Em qualquer

outro caso as geodésicas tem um comportamento do tipo espiral

A fignra (1-1) mostra as geosésicas-que passam pela identidade 0 para o
caso patticular de Hs.

Finalmente em [21] & mostrado que para toda métrica invariante & esquerda
em Hon,1 nao existem hipersuperficies totalinente geodésicas. Mais ainda, se
D é uma distribuicdo integravel e totalmente geodésica em (Honti,g) entdo
codim(D) > 2. Devemos observar que existem distribuiches integraveis e total-
mente geodésicas de codim 2. Por exemplo a distribuigao gerada por

{Z': X‘_’,YQ, . -vXﬂ.yl/ﬂ.} .

12



Figura 1.1,

3_3



Capitulo 2

Superficies invariantes por

grupos de isometrias

Na primeira sec¢@o descreveremos nma aplicagdo das idéias da teoria do grupo
de transformagoes ao estudo da geometria das subvariedades.

Na segunda secgao determinaremos as superficies de curvatura média con-
stante de H3 que sejam invariantes por subgrupos a l-parmetro de isometrias,

aplicande os conceitos apresentados na primeira secgao.

2.1 Geometria Equivariante

Para estudar as superficies invariantes por algum grupo de isometria usaremos
a Geometria Equivariante que é, basicamente, o uso das técnicas da teoria de
grupos de transformacdes para estudar a geometria das variedades riemannianas
nas quals estes grupos agem por isometrias.

A seguir apresentamos as notagdes, conceitos e resultados a serem utilizados
neste capitulo. Estes podem ser encontrados em Palais-Terng [20].

Consideraremos uma G-variedade riemanniana, que denotaremos por (G, M},
como uma variedade riemanniana M com um grupo fechado de isometrias G,
agindo sobre ela. Recordemos que uma érbite G (z}, x € M, é o conjunto
{gz € M : g€ G}. O subgrupe de isotropia Gy dez € M é {g€ G: gz ==z}

ou seja o subgrupo que deixa fixo z. Observamos G {z) é difeomorfa a G/Gy.
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Por outro lado diremos que duas érbitas sdo do mesmo tipo se Gz e Gy sdo
conjugados em G. Entao os tipos de érbitas de M sao as classes de conjugagao
dos grupos de isotropia {G:x € M}. Podemos ordens-los parcialmente da

seguinte forma:

(H) > (K) see K D gHg ' para algum g G

Tecrema 2.1.1 Seja G um grupo de Lie clvande numa variedade M por meio

de difeomorfismos e suponhamos que M/C é conezo. Entio

1. Existe um dnico tipo de 6rbita prinicipal, (H), e que € mazimal em relagéo

a =, i.e.. parg todo x € M, H € comjugado a um subgrupo de G,

2. A porte regular de M, ou sejo a unido de todas as orbitas principais M, =

{x € M :Ggz € (H)}, € uherto e denso em M.

8. O espago quociente M} = M, /G é wma variedade diferencidvel e coneza

e a aplicagdo quociente w: M, — M,/G é uma submersdo.

Demonstragdo: Ver [20] |

De agora em diante nos restringiremos a parte regular de M, ou seja con-
sideraremos a G —variedade (G, M,}. Neste caso & posisivel encontrar {n — d)
funcgdes invariantes (f (z) = f (g- z), Vg € G) que fornecem un sistema de co-
ordenadas locais para M, /G. Olver [18] nos apresenta técnicas para a construgo
destas funcoes invarianies utilizando os geradores da algebra §. Em primeiro
lugar devemos determinar quantas fungdes invariantes possui o grupo de trans-
formagoes G. Notemos que se f 1 ..., 7% séo funcdes invariantes do grupo de
transformacoes G e F (a:l, vy xk) é uma fungao diferenciavel qualquer, entao
flz}=F (fl (),...,f* (3:)) também é uma fungdo invariante. Isto motiva a

seguinte

Definigio 2.1.2 Sejam f{z),...,f*(z) k fun¢bes diferencidveis definidas

nume variedade M. Entdo
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1. fX(z),..., ¥ (z) sdo funcionalmente dependentes se para cada © € M
existe uma vizinhanca U de x e uma funcéo diferencidvel F (xl, eeey :ck) ,

ndo identicamente nula, em qualquer aberto de IR*, tal que
P (), £ @) =0

para todo & € 7.

2. fH{(2),..., f®(z) sdo funcionalmente independentes se néo forem fun-

cionalmente dependentes, ao restringir-se o qualquer aberto U C M.

O teorema, de carcater local, que nos fornece o nimero de funges invari-

antes e funcionalmente independentes é o seguinte

Teorema 2.1.3 Seja G um grupo de transfermacdes ogindo nume variedade
M, de dimensdo m, tel que suvas drhitas sdo de dimensdo s. Se zq € M,
entdo existem (m — 8) func¢des invariantes que sdo funcionelmente indepen-

dentes definidas numa vizinhanca de xg.

Demonstragao: Ver [18], p. 87 O

A seguir descreveremos o método para encontrar tais funces quando dim (@)
1. Seja G o grupo de isometrias agindo em M,, tal que sua algebra é gerada

. Um invariante local de v é a solucao da

ad
por v = {Ma)— + - + (" (x)-

dxq T
segiinte equacao parcial de 1* ordem

v(f) =0 (2.1)

Entdo pelo teorema (2.1.3) existem {m — 1) solugbes invarjantes e funcional-
mente independentes. A teoria cléssica mostra que pode-se encontrar a soluco

geral de (2.1} integrando o correspondente sistema caracteristico dado por:

dz* dz™
== . 2.2
@ T ow 2.2
As solucbes de (2.2) s@o da forma il . 2™ =, 2 L ™) =
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em—1, onde 0s ¢; sAo constantes de integragao e f7s@o fungbes invariantes que
independem dos «¢;.

A seguir veremos que as fungbes invariantes acima caleuladas permitem
determinar a métrica orbital em M./, ou seja, a métrica que faz da aplicacao

W na submerséo riemanniana.

Teorema 2.1.4 Sejam {fi}izl < m—1 @5 (m — 1) fungées invariontes, funcional-
mente independentes que sotisfozem (2.1), entdo a métrica drbital em M, /G €

deda por:

m—1
ds® = z cijdfi ® df; (2. 3)
ij

onde e;; =< grad(fs), grad (f;) > e (cij) = (ciz)

Demonstragao: Ver [3].

A seguir descreveremos a técnica, fornecido pela GGeometria Equivariante,
que nos permitira "reduzit”® as equagoes diferencidveis de uma subvariedade
de curvatura média constante que & invariante por um grupo de iscmetria.
Seguiremos de perto o trabalho desenvolvido por A. Back, M. do Carmo e
W.Y. Hsiang, [3].

Recordemos que se # : E — B é uma submersao Riemanniana, os tensores

de O’Neill A e 7 de n sio definidos como:

AxY) = (VY™ + (Vv

T(x,¥) = {Vx¥*) +(Vxr?)*
onde h e v denotam a projecao horizonielfe vertical, respectivamente. Vertical
significa ao longo da fibra 7*(b), b € B, e horizontal significa 0 complemento
ortogonal a fibra. Denotaremos as distribuigdes verticais e horizontais por V e
D, respectivamente. O campo vetorial X ¢é chamado de projetdvel se & horizontal
e, sex,y€xt(b),dr, (X (x)) = dmy (X (y}}. No caso em que a aplicagio = &
a aplicagao quociente dada por uma agao Riemanniana (na parte regular), pro-

jetavel significa que & horizontal e invariente. O seguinte lema serd importante
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importante nos calculos posteriores,
Lema 2.1.5 Sejam X um campo vertical e Y projetdvel. Enido

1. [X,Y] é vertical.
2. Se X € Killing, entdo [X,Y] = 0.

Demonstragao: Para o primeiro item, notemos que dn[X, Y] = [dr (X) ,dn (Y)] =
0, pois X é vertical. Para o segundo item, o cilculo da derivada de Lie envolve
a diferenca de Y e a sua translagio via o fluxo de X, que é uma isometria local,

resultando que o numerador seja zero. 0

As propriedades basicas de A e T sdo:

Lema 2.1.6 1. A eT sdo 2-tensores:
2. Eles intercambiam 08 espagos verticais e horizontais em cada ponto.

3. Ax = A{X,") e Tx = T (X,-) sdo operadores anti-simétricos em ToE

emn relacdo ao produto interne Riemanniano.
4. Se X,Y sdo projetdveis, entio A{X,Y) = —-A(Y, X).
5. Se X,Y sdo verticais, entigo T (X,Y)=T (Y, X).

Demonstragao: As provas sao diretas e s mostraremos as duas Gltimas. Para
4., notemos que se X,Y sao projetdveis entao, para qualquer campo vertical
Z, Z < X,Y »>= 0, pois ao longo de uma curva vertical o produto interno
< X,Y > é constante. Agora A (X,Y) é vertical para X,Y horizontais, entao
devemos somente calcular < A(X,Y),Z > com Z vertical, para determinar

seu valor. Assim

<VxY,Z2>» = —<Y,VxZ >
= —<Y,VzX >
= < Vz¥, X >
= —<VyZ,X >
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onde foi usado o lema {2.1.5) duas vezes para obter a segunda e quarta igual-

dades.

Para 5., notemos que [X, Y] & vertical para X,¥ verticais, pois as fibras séo

subvariedades de E e 7 (X,Y) é horizontal. 0

Seja G um grupo atuando por isometrias em M, dimM = m, e seja
Hy,..., Hg uma base ortonormal para a parte horizontal da submersao

% : My — M,/G, em alguma vizinhanga G — invariante. Sejam também

V].: RO VC!
e = m — d uma base local de campos de Killing para a parte vertical e definire-

mos a;; =< V;, V5 > . A seguinte proposi¢do determina os tensores de O’Neill

em termos das bases dadas:
Proposigao 2.1.7 1. A(H; H;) = §H;, Hj)".
2. < T (Vi,V;), H >= —5Hp < Vi,V >= —3Hp(as).

Demonstragio: Para 1.,

A(Hy, Hy) = (Vi Hj)"

Va.Hj—VgHi= [H;, Hy),

e lembrando do lema (2.1.6), que
A(H;, Hjy = —A(Hy, Hy)

segue-se o resultado.

Para 2., usamos o lema (2.1.5) e caleulamos,

He < Vi, Vi>» = <VgVu,Vi>+<V,VgV;>
= < VyHgVi> + <V VyHp >
= — < H, V1/£Vj+V1G.I/}>

= 2« Hk,vV‘.Vj >
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onde foi nsado o lema (2.1.6) para a dltima igualdade. Mas esta é justamente

a componente Hy, de T (V;, V;). O

Observagies:

1. Notemos que a prova da propriedade 1. nio depende de que os Vs sejam
de Killing, sendo valida para qualquer submerszo Riemanniana. Também
mostra que A fornece um critério para a integrabilidade da distribuigao

horizontal. De fato, D é integravel see A= {.

2. A segunda propriedade mostra que a segunda forma fundamental de uma

drhita estd relacionada com a derivada normal da métrica induzida.

A segnir daremos as relagtes entre as conexves V de M, V¥ das érbitas,
VA de M, /G e os tensores de O’'Neill, em termos das bases especiais usadas

acima. Também identificaremos os campos horizoniais com suas iarojegées.
Proposigdo 2.1.8 1. VyV; =T (V;, Vj) + VI, V;.

2. VyH; =V, Vi=T(Vi, H;} + A(Vi, V)

3. Vg Hj= A(Hyi, Hj) + Vi Hj.

Demonstragao: Estas equagdes seguem das definigdes e usando que [V;, H,] =

0 para a segunda equaczo. 0

Agora aplicaremos estas equacdes ao caso de uma imersao isométrica G —
equivariante p: N — M, dimN = n. Sejaw: Np — Np/Gen': Mr — My/G
as submersdes da parte regular.Vamos supor que G & um subgrupo fechado do
grupo das isometrias de M e N, e que o tipo de érbita principal € o mesmo

para ambas agoes. Isto implica que ¢ induz uma imersado isométrica

@: Nof/G— MG,

se N./G e M,/GG possuem a métrica da submersao. No que segue nos re-

stringiremos & parte regular, ou seja M, e N,.
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Denotaremos por IT e IT a segunda forma fundamental de ¢ e @, respecti-

vamente. Denotaremos por:

» A, 7, os tensores de O’Neill para =

A T’ os tensores de O’Neill para =/,

e V, a conexdo de N;

V', a conexao de M;

e V., a conexao de N,/G;

V', a conexao de M,/G.

Também, denotaremos por X | ¢ X1 as projecdes tangentes e ortogonais ao
3 Projeg g
longo das duas imersdes. Uma boa forma de escrever os tensores da segunda

forma fundamental é:
1 T
(X,Y) = (V¥ ) + (Vi)
~ . 54 - T
I(x,Y) = (Vv ) + (Virrt)
onde X,Y sao campos vetoriais ao longo de N, para a primeira equacdo, e ao
longo de N./G para a segunda equacgo. Notemos que quando X,Y sdo tan-
gentes &s subvariedades obtemaos a forma usual da segunda forma fundamental.
Na figura (2 — 1) especificamos a base a ser usada. Como antes, usaremos os
campos de Killing {V3,..., V.} como campos verticais, e serdo 0s mesmos para
as duas agGes, pois ambas possuem o mesmo tipo de érbita. Os campos horizon-
tais serao decompostos em dois conjuntos. Os primeiros e campos ortonormais
Hy, ..., H., serdo tangentes a subvariedade N, sendo que ¢ + ¢ = n, onde
n = dim N. Notemos que as projegdes de Hi,..., Ho também serzo tangentes a
N./G C M,/G. O resto dos campos Hey1,..., Hq, completam a parte horizon-
tal, sendo ortogonais a N, (e a N,/G).
A seguinte proposicao relaciona a segunda forma fundamental com os ten-

sores de O’ Neill.
Proposigao 2.1.9 1. Para 1 <i,5 <e, A(H;, Hj) = A’ (Hi, Hj).
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-q

N/ G

Figura 2-1: Base especial

2. Pare 1 <i,j <, IT(Vy,Vy) =T (Vi, Vi) — T (V;, V).

8. Para1<1i,j <e, IT(H;H;)=1II(H;Hj).

4. Para 1 € i < e 1< j < ¢ H{H,V) =TIV, H) = A (H,V;) -
A (H;, V5)

Demonstragio:

1. Temos que A(H;, H;) = %[Hg, H;]”, e como a parte vertical é a mesma,
devemos ter que A’ (H;, H;) = 3[Hy, Hyl".

2. Calculando

(v, V) = (Vi)

= T'(V,V;) + ViV, — T (V;, V;) — VL V;
= T’(W,Vj)“T(V},Vj)

3. Segue-sedo fato de que dw & uma isometria quando é restrita & distribuicao
horizontzl e os tensores da segunda forma fundamental s3o horizontais e

normais para campos horizontais e tangentes as subvariedades.



4. Calenlamos

@) = (Vi)
= Vu.Vi— ViV
= T'(Vy, Hi) + A (Hi Vy) - T (V, Vi) — A (Hy, V)
= A (H, V) - A(H, V).

Para a terceira ignaldade usamos a proposicao (2.1.8). J4 para a tltima

igualdade, notemos que 7T (Vy, H;) e T’ (V;, Hy) s2o verticais, e que

<T(1’},H§),Vk> = —<H£,T(1G,Vk)>
<T'(1’},H;‘),Vk> = — < H,T'(V;, Vi) > .

Mas 7 e T’ representam os tensores da segunda formma fundamental das
orbitas, em ¥ e em M, respectivamente. Como H; é tangente a N, entéo

eles coincidem.

Agora podemos provar o seguinte teorema fundamental de {3], que sera

usado postericrmente.

Teorema 2.1.10 Seja w(p), p € My, o elemento de volume da drbita G(p).

Entio
H = H — grad(lnw(p)) (2.4)

onde H e H sdo o0s vetores curvaturas médias de N C My e NbJG C M,/G,

respectivamente.

Demonstragdo: Seja {X1,..., X} uma base local vertical. Entao temos que

o &
il =3 IT(Xi Xi)+ 11 (Hi, Hi), {2.5)

i=1 =1

onde {H;} é a base horizontal descrita antes. Pela proposigéo (2.1.7) o segundo

termo do lado direito da equagio (2.3) é justamente trIl, logo resta calcular
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o primeiro termo. Para isto notemos que os tensores da segunda forma funda-

mental sio normais 3s subvariedades, quando calculados nos campos tangentes.
. [+

Assim, é suficlente calcular a projegho de " IT{X;, X;) na diregao Hj com
i=1

k > e. Considerando V; = 3 5_; ais X s, temos que
‘ [ e
SIN{Xy Xy = Y, a1 (V;, V)
i=1 i,7,r=1
onde (a¥) = (ai;)71. Além disso, definindo (@;) como a matriz com compo-
nentes ‘
aij =< V;, Vj >, vamos ter que a;; = 3 ¢ @505 Logo pela proposi¢ao (2.1.7)

obtemos que:

C C ) .
< S IN(Xy, X)) He> = Y oY < 11 (V;, V), He >
=1 i4,r=1
< Lo
= _.%. Y. @Yo Hy < V;, Vi >
ihf!":l

1 < c P

= -3 Hyajr 3. a¥a®
—j,‘r:l i=]

&

_ i i

= -3 > el " Hiag,
j,f‘il

= '_%_Hk (Iﬂdet (aij))

= <« —gradln (ddet(a,jj) ), Hi > .

Observamos que o elemento de volume da érbita G (p) pode ser determi-
nado por meio dos campos de Killing, pois eles sao gerados pela algebra g, o
que obriga a que os campos de Killing sejam tangentes as drbitas principais,

ver [13]. Portanto, Y IT (X X;) = —gredIn{w). a
i=1

2.2 Superficies invariantes em H3

Nesta se¢ao estudaremos as superficies de Ha de curvatura média constante
que sejam invariantes por algum subgrupoe de isometrias de Iso (Ha). Para isto
precisaremos dos resultados da segao anterior e da geometria de H3z, gque foi

descrita no primeiro capitulo. Recordemos que a base dos campos invariantes
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4 esquerda é dada por:

Bl = £-%%

_ 2 a
Ey = gg+%3§
By = &

e a métrica invariante 4 esquerda é

2] 2! o Y xr 2
ds“=dzx"+ dy”+ (ida:—- §dy+d3)

Consideraremos ainda a componente conexa de Iso (Hs) que contém a identi-
dade, que como jé vimos no capitulo anterior, é dada pelo produto semidireto
H3 ox SO (2) com H3 agindo por translagoes e SO (2), nas coordenadas expo-

nencias, agindo por rotagoes ao redor do eixo z. Logo a base dos campos de

Killing é dada por:
Xl = y%—-z%
Xo = £+3%
Xy = £-%&
Xy = £

A seguir estudaremos as superficies de curvatura média constante S que
sejam invariantes pelo grupo das translacdes a esquerda do tipo Ly 0,0y ou pelo
grupo das translagoes & esquerda compostas com rotagdes, do tipo Lpt0,atyoRat,
onde R,; representam as rotagoes ao redor do eixo z. Notemos que estes grupos
agem livremente (sem ponto fixo) em H3, portanto podemos considerar a parte
regular M, igual a Ha, logo M,./G é uma variedade de dimens3o 2 que como
vimos na seg@o anterior, pode ser parametrizada por duas funcgoes invariantes
que denotaremos por u e v. Deniro do contexto do teorema (2.1.10} temos que
a subvariedade S/G C M,/G é uma curva que denotaremos por v e que serd
parametrizada pelo comprimento de arco. Por outro lado a curvatura média H

de v pode ser descrita pela curvatura geodésica
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1
VEG

onde E = dsz(a%, E%); F =10, G=ds (%, 3‘%) e o é o angulo que v faz

kg = {Gu — By} + o (2.6}

o]

com a diregao 3%, ver {5]. Finalmente, para calcular o elemento de volume da
orbita usaremos os campos de Killing que, como j4 vimos na se¢do anterior, séo

tangentes A orbita,

2.2.1 Superficies invariantes por translagoes 4 esquerda

Seia g a algebra gerada por Xo cujo grupo de isometrias é formado pelas
translagdes & esquerda da forma G = {Lt,00) }ter-

Agora consideremos o espago quociente H3/G que, como ja vimos, pode
ser parametrizado pelas fungbes G — inveriantes. Estas fun¢bes satisfazem a

seguinte equagao de primeira ordem,

¢  yo(
8_£+23z_0

cujo sistema caracteristico é dado por,

ydzx
—— =dz.
2
Portanto as fungoes &G — invariantes sao:
- E_
ulx,y, 2z} = z
(v = 3 @.7)
"-"(-’57 i, z) = ¥
Logo, o espago quociente &
H3/G = R*

Teorema 2.2.1 As superficies de Ha de curvatura média constante, invari-

antes por G, sGo as seguinies:
1. H =0 (superficies minimas)
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(a) As superficies de equagio:

Ty T
z=7*§[y 1+y2+111(y+\/1+y2)], r€R

(h} Os planos verticais.

2. H#£0

A superficie de equacdo:

9
Loty 1 2 I :
A_?H}—?H \/l—ky\/l—Hy +( 7 arcsin

1 1
onde — <y < i

|

Demonstracao: Para enconirar a métrica érhital calculamos os gradientes das
funcdes invariantes v e ». Os campos gradientes serao expressados em fungao

dos campos invariantes a esquerda. Assim,

grad{u) = uE;—FE3
grad{v) = E»

EntZo a métrica érbital, segundo (2.3}, é dada por

1
ds® = 5 du? + dv?
1+ "

Como j4 foi establecido, v (s} = (u (s), v (s)) é uma curva em H3/G que gera

a superficie e que é parametrizada pelo comprimento de arco.Se o é o éngulo

.o 0 -
que v faz com a diregao ™ entao,
u

5(s) = ﬁ.(s]% 4 @(5]5‘%

Como v estd normalizada, temos que,

a(s) = ViI+olcoso

(s} = sing

(2.8)
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Entao substituimos (2.8) na formula (2.6) para obter a curvatura geodésica.

Assim,
VC0So

1 4 o2

ko(s)=¢o+

Por outro lado o subgrupo de isometrias G = {L 0,00} ter, é gerado pelo

campo de Killing X5, que é tangente & orbita logo, o elemento de volume da

orbita é dado por:

w = < Xa Xo>1/?
= < By +yEs By +yks>?

= VIt

17 d s o,
Como n = —~v/1+ 2 sin 0--3— +cos aa—- é a normal unitaria a +, positivamente
u 1%

orientada, entao
d(lnw) wvcosa

by T 14

Substituindo em (2.4), obtemos que H = ¢&.

Resumindo o exposto acima, o sistema de equagdes diferenciais que deter-

minam vy &
u(s) = V1+v2coso
v(s) = sing (2.9)
g(s) = H

Distinguiremos dois casos, H =0 e H # O:
L. =0
Da terceira equagao do sistema {2.9) obtemos que 6{s) = 0, ou seja o (s) = k.

Substituindo nas outras duas equacdes do mesmo sistema temos que:

a(s) = V1+v2cosk

o(s) = sink

(2.10)
Agora analisaremos dois sub-casos:

(a) k#0,x

De (2.10) obtemos a seguinte equagdo difrencial
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du = cot kv/1 + v2dv

Integrando

u =cotk (U\/l+vz+ln(v+\/1+v2)) + cte.

Usando as fungbes invariantes {2.7) e recordando que as translagdes ao longo do
eixo z sao isometrias segue-se o resullado. Devemos mencionar que esta mesma
superficie foi obtida por M. Bekkar [1] analisando algumas solugdes da equagso
dos graficos minimos em 73. Mais explicitamente, analisando solugoes do tipo
Sherck: f (z,y) = u(z) + v (y) + 3. Por ouiro lado M. Bekkar e T. Sari [2]
obteveram esta mesma superficie ao estudar as superficies minimas regradas
en: Hg.

- Em particular, para cot k = 1 o gréafico da curva geradora -y & mostrado pela

figura (2-2).

Figura 2-2: Curva geradora (r=1)
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E a figura {2-3) mostra a superficie gerada por ~.

Figura 2-3: Superficie gerada (r=1)

(b) k=0 ou m,
Da segunda equagao de (2.10) obtemos que ¢(s) = 0, entdo v(s) = cte. De
{2.7) temos que y = cte. Isto implica, neste caso, que as superficies minimas

correspondentes sao os planos verticais.

2. H#0
Da terceira equagéo do sistema (2.9) obtemos que o(s) = Hs + b. Substi-
tuindo na segunda equagao do mesmo sistema temos que v(s) == _.}l}, cos(H s+5).
Loge
cosg = —Hu

SiNg = —+1-— H=*p=

Substituinde em (2.9), obtemos a seguinte equagdo ordinaria:

12
o= E Tt
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Integrando,

1 - 1+ H2 1— HZ%w?
U= — 1+ 42)(1 - H%2) 4 aresin 4 { ————] + cte.
V@03 (1= %) 4 (— Vi
onde —% <u < 11; Finalmente, substituindo as fungbes invariantes dadas em
2.7) na equagac de acima segue-se o resultado. Em particular, para H =1 a
quag » P

figura (2-4) mostra o gréfico da curva geradora ~.

Figura 2-4: Curva geradora (H=1)
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E a figura (2-5) mostra a superficie gerada por 7.

Figura 2-5: Superficie gerada (H=1)

-

Proposicao 2.2.2 Todae superficie que é invariante por translagdoes de tipo
Lpc0) 0w do tipo Loy ¢ gy € tsomélrica a alguma superficie invariante por translagGes

de tipo L0,0).

Demonstragdo: Primeiro mostraremos que uma superficie invariante por L ¢ 0)
é isométrica a uma superficie invariante por L, 0). Para isto bastard provar
que suas Orbitas respectivas sdo isométricas, Seja Rg uma rotag¢do ao redor do

eixo £, entdo
-1
Libtcosdbtsing,0) = Rg 0 Loy o Ry, LER

Com efeito,



Rgo Lpt,0,0) © §R9—l (x,y,2) = (bt cost+z,btsind +y, 2+ %(bty cos @ — btz sin 9)
= L{btcos8,bt sin 8,0) (T, ¥ 2)

Agora mostraremos que a superficie que é invariante por iranslacdes de
tipo Ly, 0y € isométrica a superficie que & invariante por L o 4). Como acima,
mostraremos que suas drbitas respectivas sao isométricas.

Seja p = L(gae,—d/oe,0) Uma translacdo a esquerda, com b,c # 0, entao

Lietdr) =90 Lggag 0w 5. t€ R

Com efeito,

9o Lipete) 0w z,y2) = (bt+z,ct+y z+dt+ Ly — $a)

= L(bt,ct,dt) (33: R ?—)

Como consequéncia temos o seguinte

Teorema 2.2.3 As superficies de curvatura média constanie invariantes por
translagdes & esquerda do tipo Ly oy ou do tipo Ly ay 560, @ menos de isome-

trias, as descritas no teorema (2.2.1).

Para completar a classificaciio das superficies de curvatura média constante

que s#o invariantes por translagbes & esquerda precisamos do seguinte

Teorema 2.2.4 As superficies de curvetura média constante invariantes por

translagées & esquerda do tipo Ly sdo es superficies parametrizadas por
X (t,s) = (t.a(t),s)
onde a (t) satisfaz a seguinte equagdo diferencial

&+2H(1+&2)3/2=0
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Demonstragao: Notemos que toda superficie que é invariante por translagoes

do tipo L(U,O,t] tém que ser vertical, portanto ela pode ser parametrizada por

X (t,5)=(t,a(t),s)

Calculamos o8 coeficientes da 1% forma fundamental

E = t+a®+ Hae—ta)’
F = 3(a—ta)
¢ =1

os coeficientes da 2% forma fundamental

(a—ta)(1+4&%)-2d

L = 1t
M = Yifé
N =0

e substituimos na férmula da curvatura média para obter o resuliado desejado.

O

2.2.2 Superficies invariantes por translagoes e rotagodes (heli-

coidais)

Seja g a algebra gerada por X3 + bXo + dX4, onde seu grupo de isometria
correspondente & G = { L 0.4 © Re}ech-

Como na sub-secgio anterior, parametrizaremos o espago quociente Hz/G
pelas fungbes G — invariantes. Neste caso, estas fungles satisfazem a seguinte

equagao diferencial de primeira ordem

' ) 8 by 8
B2zl (Zid)— =0
v+ )33: I3y+(2 - '}az
cujo sistema caracteristico & dado por:
d d d
€ 8y _ %2 (2.11)

y+b -z (%+d)
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Da primeira igualdade obtemos a primeira fungao G—invariante, r = /22 + (y + b)2.
Fazendo z = /= — (y + )%, e substituindo na segunda igualdade de (2.11)

obtemos a seguinte equagao diferencial:

dy _ dz
e VRO

Integrando,

b ¥ ) ‘y+b
— [—5‘{1’2 — (y + b)g + (d — -é—) aresin (\/;2 " (y = 6)2):| = z 4 cle.

Portanto, as duas fungdes G — invariantes sdo:

b
t(z,9,2) = z—§b$+(d—%)arctan(y+)

r{z,y,2) = VI + (y+ b)°

Logo, o espago quociente &

(2.12)

Hs/G = {(t,r) e RY:7 > 0}
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Teorema 2.2.5 Sejay(s) = (r(s),£(s)) uma curva em H3/G, parametrizada
pelo comprimento de arco, € seja o (s) o dngulo entre 56; e o vetor tangente  (s) .

Entdo a superficie n=1(y) é de curvetura média constante H see:

i(s) —_ \/mw .

T s o

r(s} = coseg (2.13)

o{s) H- 5?%0

Demonstragao: Os campos gradientes das funcbes invariantes ¢ e r serdo

expressados en funcgao dos campos invariantes a esquerda. Assim,

grad(t) = —3(y+b)(1+ —r‘-’d;"z)El +E(1+ —,—9‘1;52 )E3 + Ea
b
grad(r) = %El + (y + )Eg
™ "

Entao a métrica 6rbital é dada por,

4’!’2 ' 2
dt
472 + (r2 + 2d —~ b7)?

ds® = dr> +

- .. @
Como o € o &ngulo que v faz com a dlregao-g— e
,

3

55) = H o) +i(5) 5

entao, sendo 7 normalizada, temos que

. Vart+(2 t2d-b2)
i(s) = ¥ +(T2:9 L sine (2.14)

+{s) = coso
Agora, substituindo na formula da curvatura geodésica (2.6) obtemos

rt — (2d - 8?)?

T @ F v dd -

kg =6

Por outro lado o subgrupoe de isometrias G = {L(bt’g}dt) o R hier é gerado

pelo campo de Killing X, 4-5X2+dX4, que é tangente & 6rbita logo, o elemento
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de volume da 6rbita é dado por:

w = < Xi+bXo+dXs X1+ bXo+dXys>/?
= 342+ (rZ+2d - b?)?

] coso @, e ss . .
Sen=—sine— + — é a normal unitéria a -, positivamente orientada,

o il ot

entao

d 2+ (r?+2d - 5?)
~—(lnw) = =2 . - sin
an ) = 2 (4r2+(r3+2d—- LN A
Logo, substituindo em (2.4) temos que H = ¢ + %sin a.
Notemos que na primeira equacgo de {2.13) podemos considerar, sem perda
de generalidade, que b = 0. Isto implica que basta estudar as superficies que
sdo invariantes por isometrias de tipo L(gqq) © Rg. Portanto serdo superficies

de rotacéo ou de tipo helicoidal. ) D

Antes de analisar as solugdes do sistema (2.13) apresentaremos alguns re-

sultados bésicos.

Proposicao 2.2.6 1. Toda translegdo do curve solugéo de (2.18) ao longo da
diregdo t € também solugdo de (2.13) .
2. Toda reflexdo da curve solugfe de (2.13) em relagéo & reta t = ¢ €

também solucio de (2.13)

Proposigio 2.2.7 Se J{(s) = rsine — £y entdo J € constante o longo de

qualquer curva solugdo de (2.13), i.e. J é uma primeira integral da equagdo

(2.13).

Demonstragao:
J(s) = #sino +rocose — Hre
= Hrcosa(st%—{—d'—ff)
= 0
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Portanto, as curvas solugdes do sistema (2.13) se caracterizam pela equagao

H
rsing — 7:"2 = k. {2.15)

-

onde k é uma constante. Como no caso anterior distinguiremos dois casos

Teorema 2.2.8 As superficies de Hz de curvature média constante, invari-

antes por (3, sdo as seguintes.
1. H =0 {superficies minimas}

{a) k=0, os helicoides

(b) k # 0, As supeficies geradas por curvas do tipo catendria

2. H>0
{a) k=0,
(b) k#£0

3. O cilindro reto de raio %
1. As superficies geradas por curves do iipo onduldide e do tipo

nodal

Démonstragéio: 1. H=10

De (2.15} ,temos que rsino = k. Agora analisamos dois sub-casos

(a) & =0.

Neste caso ¢ = 0 e % = 0, logo t = cte. Entao das funcgdes invariantes
(2.12), obtemos a seguinte familia de helicéides a 1-pardmetro que, localmente,

pode ser parametrizada pela seguinte equacao:
. Y
z = darctan(=), d € R
oG£

Assim por exemplo para d = 0.5, a figura (2-6) mostra o gréafico:
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Figura 2-6: Helicoide

(b) k> 0.
i 2 k2
Neste caso temos que sino = —; coso = M Substituindo em (2.13)
T r
obtemos a seguinte equacao diferencial,
dt  k [4r?4 (r?424d)2
= il G ) Y (2.16)

5_5:; r2 — k2 ’

Notemos que:

s Esta equacio é, em geral, do tipo eliptico, portanto sem integral explicita.

¢ Esta equacio é ainda valida se r = k, pois isto significa que o = § ou seja v
é perpendicular & diregio %.

gt ~ 0, ou seja £{r) é uma fungao crescente.

¢ dr
: dt k .
e lim £=%e lim =20
rotoo @ T T T roix

Portanto, segundo a proposigao {2.2.6), podemos considerar que «y passa por
t =0; r =k e que é simétrica em relacdo & reta ¢t = 0. A fgura (2-7) mostra

um esbogo da curva v,

Para certos valores do parimetro d, podemos integrar explicitamente a
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Figura 2-7:

equagdo {2.16). Assim, se d = —0.5, temos que a solugao de (2.16) é

|k
t(r)= —%arcsin (E) 72-\/1-9 — k2 r>k.

r

Substituindo as fungdes invariantes dadas em (2.12) na equacio de acima obte-

mos a seguinte familia de superficies minimas:

k k
z = —%arctan (%) — %arcsin (—_W) + §\HI2 + y2 — k2

onde /z2 +y2 > k. A figura (2-8) mostra o gréafico para o caso particular em
que k£ =1,

2. H>0

(8) & = 0. De {2.15) temos que rsine — %rg = 0. Loge.

sine =

bl lol::
-

N
|
X

cosag =

Substituindo em (2.13},

dt  H (4024 (r2+2d)?
dr 2 4 — H2p2

. relo, é—). (2.17)

Notemos que:
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Figura 2-8: k=1

» Novamente obtemos uma equacao, em geral, do tipo eliptica.
e Esta equagao ainda é valida se r = %, pois isto significa que & = Z. Ou seja
~ & perpendicular & direcao %
s Se r = 0 temos que o = 0, i.e. v é paralelo & direcio %.
g_'% > 0, ou seja t (r) é crescente.

Portanto, segundo a proposicao (2.2.6), podemos considerar que a curva
solucdo vy passaporr=0,t =g < 0; r= -%-, t = 0. Ver figura {2-9).

Para alguns valores do pardmetro d, podemos encontrar explicitamente a
equacio da superficie. Vejamos

a.1) Se d = 0, a curva que gera & superficie de rotagdo é caracterizada pela

seguinte equacdo diferencial:

dt  Hr | 4+ r2

dar . 2 Va- g%

Integrando,

1 1+ H? 4— H2%?2
t(r):ﬁ\ﬂ4+r2)(4—ﬂ'2r9)+ ;Hg arcsin —4_-!-?_;
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Figura 2-9:

Observamos que v gera uma superficie compacta de cuvatura média constante
igual a H rodando ao redor do eixo z. No caso em que H = 1, a figura (2-10}

mostra a superficie gerada por ~.

TZ

s

Figura 2-10: Superficie compacta com H=1
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a.2) 8e d = —0.5 a superficie é de tipo helicoidal cuja curva geradora v é

caracterizada pela seguinte equacgao diferencial:

dt H 1+ 72
dr 2 Vi — H2%2

Integrando,

t(r) 24 H?2 srcst Hr +v/4— H%2 clo 2
- ——— m-- -
" 2H? 13 7y 2

A figura (2-11) mostra a superficie gerada por «.

Figura 2-11: H=1

(b} & # 0,

De (2.15) obtemos a seguinte igualdade:

1 [ 2
T H (SID.J SN~ g )

Isto obriga a que & < % Logo
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i. Se k = n4, substituimos em (2.15) para obter que ¢ = - Logo, da

terceira equagao de (2.13), temos que r = % Portanto a superficie, neste caso,

é um cilindro de raio r = . Ver figura (2-12).

_Figura 2-1%: Cilindro

i. Para o caso em que k¥ < ,,—lﬁ, podemos repetir & andlise feito por P.

Tomter em [253]. Assim a curva geradora < pode ter as seguintes duas formas:

'asl

B <D

Figura 2-13: k<1/2H
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Proposigéo 2.2.9 Toda superficie invariente por isometrias do tipo Ly 40
Ry é isométrico a alguma superficie invariante por isometrias do tipo Ly 0.9y ©

R
Demonstracio: Baseado na proposigao (2.2.2) temos que

L(bt,ct,dt) oR,y = Rpo L(bg,(),dt) o 329”1 o Ra:

= §R9 a L(bt,o,dt} [4] §Rat o] RG_I

Portanto, as 6rbitas do grupo {L(s e g © Rat}tcir séo isométricas as Grbitas

do grupo {Ls 0,4ty © Rat}tcrr =
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Capitulo 3

Superficies em Hj

Neste capitulo vamos investigar as propriedades geométricas das superficies no
grupo de Heisenberg Ha.

Na primeira secao estudaremos a aplicagdo normal de Gauss e sua relagéo
com a geometria extrinseca das superficies em Hs, para isto usaremos um re-
sultado de J. Ripoll, ver [23], que generaliza o caso Euclidiano. Por meio desse
resultado demonstraremos que nao existem superficies umbilicas em H3.

Na secao 3.2 apresentaremos alguns resultados interessantes sobre as su-
perficies minimas em Hs. Primeiramente demonstraremos que nao existem su-
perficies minimas compactas e a seguir daremos uma classificacao parcial das
superficies minimas considerando o posto da aplicacio normal de Gauss a elas

associado.

Como vimos no primeiro capitulo, podemos considerar o grupo de Heisen-

berg, Hs como R® com o produto dado por
zy'  z'y
(x,y,2) * (:c",y’, z") = (&: b2y 4y 2+ 2+ 5 T)
onde a métrica invariante 3 esquerda esté dada por:
ds? = de? + dy® + (%d:n - gdy + d2)?

€ a base dos campos invariantes & esquerda, ver (1.4), &
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- 8 _ya
By = 355

= 2 a
By = 3+tis
Ey = BQz-

Como j4 vimos no capitulo 1, o eixo z é uma diregao privilegiada pelo fato
de que o grupo de isometrias SO (2) age, nas coordenadas exponenciais, por
rotagoes ao redor de z, portanto para estudar as superficies em 7{3 achamos
conveniente considerar superficies S dadas como grafico de uma funcao difer-

encidvel 2 = f(z,y), onde (z,y) € U C R® Entdo parametrizamos estas

superficies como

X(z,9)= (2,9, ] (z,9)), (z,y) €V (3.1)

A base do espago tangente TS associada a esta parametrizacio é dada por:

Xe = (1,0,fz) = Er+(fz+%)Es

(3.2)
Xy = (01 lrf‘y) = E+ (fy - %)E3
Entao
7z, y) = — (fx’;: %)El - (fy_:- j)Ez + ;1-33 . (3.3)

onde w = (/1 + (fz+ £)* + (fy — )% é o campo normal unitdrio & superficie.

Logo a métrica induzida por ds® em § & dada por:

B = <XpXe> = L4+(fz+4§)°
F = <Xy, Xe> = (fo+H(H— 5 (3.4)
G = <XpXy> = 1+(fy—5)°
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3e ¥V é a conexio riemanniana de (‘Ha,dsg), entdo pela férmula de Wein-

garten para hipersuperficies temos que,

E a segunda forma fundamental de S em p é:

IL(Z)Y=< ApZ,Z >=—<VgnZ >, ZeT,S5

Logo, os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

f:r::c+ (fy_ %)(fm"' %)

L = _<erTJ':Xz> = '
\/l‘i'(fy_%)g‘f”(fx—i“%)?
M = —<VxnXy> = foy+ 3(fy — 8)° — 3(f= + §)° 55
S+ Gy= 57+ (et 32
—(f — & ¥
N = *<ny7},Xy> = Fyy (fy ?j)(fz"l‘g}

I+ =52+ (2 + )
3.1 Aplicacao normal de Gauss

Como no caso Euclidiano definimos a aplicacao normal de Gauss como uma
aplicagao que faz corresponder a cada ponto da superficie S sua normal unitéria.
Para isto levamos cada normal A origem mediante as translagdes & esquerda
definidas em {1.3). Tal aplicacdo serd denotada por, v : § — §%2 = {v ¢

53; lv| = 1},onde

¥ (p) = dL,-1 07 (p}

Notemos que
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dry (Tps) C T’r(ﬂ)s2
= {vE}
= dL;H(T1,5)

Portanto dL, o dy (TpS) C TpS.

Sabemos que no caso euclidiano a diferencial da aplicagio de Gauss é justa-
mente a segunda forma fimdamental de uma hipersuperficie inmersa em R™¥1.
Isto pode ser generalizado para hipersuperficies em um grupo de Lie qualquer.
O seguinte teorema (ver [23]) explica a relacdo entre 2 aplicagdo de Gauss € a

geometria extrinsica de S.

Teorema 3.1.1 Seja S uma hipersuperficie do grupo de Lie G, enldo
dLp o dyp (v) = — (44 (v) +ag(v)), vE€TLS

onde A, € a aplicacdo de Weingarten e aj(v) = Vi, sendo i um campo

invariante d esquerda tal que n (p) = 7 (p).

Demonstragdo: Sejan = Y. a;F; um campo unitdrio normal a S, {E;} uma
i

hase ortonormal de campos invariantes a esquerda e v € 7,5 entao,

dyplv) = ?’U (i) Ei (e}

dLyody,(v) = Y v(o)Eil(p)

Por cutro lado

Vnl, = Zl: v{o) Bi(p) + o (p) Vo Eil, .
= Yo(a) Ei(p) + VoS () By
K 1 i

= dLpedyy(v)+ Vil,.

O que prova o teorema ]

No caso das superficies em H3, podemos determinar a matrizes que represen-

tam aos operadores 'dLPOdryp e o quando § é o grifico de uma fungdo f. Assim
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el L

a aplicagao normal de Gauss v teré a seguinte representagio na parametrizacéo

dada por (3.1)

s - g2
$1 ly
v 2Py

onde ¢ é a representagao de S dada pelo grifico e v é simplesmente a projegao
da normal sobre o plano XY. Logo a representagso da aplicaggo de Gauss é

dada por,

z+% “‘%
s (5E1520) g

w w

A matriz que representa o operador dLy o dyp na base { X, Xy} é

B ﬁ%) B (fx+ )
dLyodvyy = (fi z f: v (3.7)
(%), -(%%),

w w

Ty

E seu determinante é dado por:

Fenfyy = oy + %) (3.8)

we

det (dLp o dvy(z,y)) = (
Finalimente a matriz que representa a a;;, na base dada em (3.2) é

a9
e

L—

wrmyy= | Vet B8 (-0

: (3.9)
Wl (- (49D (Y (-

LolR
R

onde w & como em (3.3).

Teorema 3.1.2 As dnicas superficies conezas de Hi cuja aplicacdo de Gauss

é de posto 0 sdo os planes verticais.

Demonstragio: Seja § uma superficie deH3 localmente parametrizada como

grafico de uma fungao f(z,y). Como ja vimos, a base do espaco tangente de S
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associada a esta parametrizagao é dada por:

Xy = El‘i‘(fm“"%)EEu
_Xy = E2+(fy_%)E3

Agora se 3 p € S tal que {dy), = 0 entdo dL;'{7,S5) é uma subdlgebra de s,
ver [23]. Mas [de_l(Xx), dLy Y (Xy)] =e3 ¢ dL;l(TpS). 0 que nos leva a uma
contradi¢ao

No caso em gue a superficie § fosse vertical podemos considerd-la como
uma superficie regrada por retas verticals, que séo geodésicas em Hz. Isto nos

permite parametrizé-la da seguinte forma
X (t,s)=(t,a(t),s), (ts)eUCIR’ (3.10)

A base do espago tangente TpS associada a esta parametrizacio é dada por

X: = E; +GIE2+ % (a— t{}.'}) Ej3
Xg - E3
Entao
a’ 1

= =F1 — 2E2
/14 ()" 1+ (a’)

é a normal unitéria A superficie S. Notemos que 7 é constante see a’ (t) = cte.

Ou seja a{t) é linear. O

Embora j4 fosse mostrado que nao existem hipersuperficies totalmente geodésicas
em Ho, 11, apresentaremos aqui um Tesultado mais geral para o caso de Ha.
Teorema 3.1.3 Néo existem superficies umbilicas em Ha

Demonstracio: Seja § uma superficie umbilica e que ainda é parametrizada

como grafico de uma fungao diferenciével f. Entao

An(X:c) = AXy
Ag(Xy) = XXy
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A equagdo de Codazzi (no caso umbilico) se escreve:
R(Xz, X)n=X, (M) Xz~ X (M) X, (3.11)

Substituindo (3.2) e (3.3) em (3.11) obtemos o seguinte sistema de equagdes

diferenciais

- (=)
T L1
- -

Mas isto implica que dL, 0 dvp é uma matriz simétiica na base dada por (3.2).

O que implica, usando o teorema {3.1.1), que ap é simétrica. Portanto, de (3.9)
w=+3
Mas isto junto com o fato de que Azy = Ay, Dos leva & contradicao

(=8),= (-3,

Se a superficie for vertical, poderiamos considera-la como uma superficie
regrada por retas verticais, que sao geodésicas em H3. Isto nos permite parametrizé-

la da seguinte forma.
X(ts)=(talt),s), (ts)eUCIR? (3.12)

Logo os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

B o= 1+ +i@-t)
F = }(a—ta)
¢ = 1
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E os coeficientes da segunda forma fundamental,

fe--ta') ( 14(a’)? ) — g™

L

24/1+(a’)?
— 1+{a')
M = _____§“_
N =10

Como a superficie é umbilica, entao as entradas 12 e 21 da matriz de Weingarten
Ay sao nulas em qualquer base, em particular na base dada pela parametrizacao

(3.12). Isto implica que GM = 0, o que é absurdo. 0

3.2 Superficies minimas em H;

Comegaremos estudando os gréficos minimos em Hj. Primeiramente recordemos
a férmula da curvatura média em funcaoc dos coeficientes da primeira e segunda

forma fundamental;

(3.13)

o 1(EN+GL-2FM
2 EG —F?
Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.13) obtemos a equagio dos graficos minimos

em Ha.

x

) Fee =20y = e P (L4 e+ 5 £ = 0 (814)

(14—

Antes de dar algumas consequéncias da equac3o (3.14), vejamos alguns ex-
emplos de graficos minimos e calculemos o posto da sua aplicagdo de Gauss por
meio da fSrmula (3.8).

Exemplo 3.2.1 Como no caso euclideano IE3, 0s planos f(z,y) =az+dy+c
também satisfozem a equacgdo dos grificos minimos. O posto da aplicagdo de
Gauss destes planos é 2.

Exemplo 3.2.2 As superficies tipo sela, f(z,y} = F + klln(y + VI+4%) +
yV1+ ¥4, k € BR. Como jd vimos no capitulo 2 estas superficies s6o regradas
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por retas, ngo necessariamente geodésicas e invariantes por translagées i es-
querde. Além disso, temos que o posto da aplicagdo de Gauss destas superficies

é 1

Observamos que as superficies do exemplo {3.2.2) estdo definidas para todo
(z,y), portanto o teorema de Bernstein para graficos minimos em IE3 nao tem
validade em Has.

Notemos que a equagao dos graficos minimos (3.14) é uma equagao eliptica
néo linear cujas solugdes sao reais analiticas. Além disso, este tipo de equagao

nos permite usar um principio do maximo dado pelo seguinte

Teorema 3.2.3 Seja u(z,y) solugdo da equagdo eliptice ngo-linear

F(-T;y:um:uysusz:x:u-zya”yy) = f(:’l:)y) em Q

u(z,y) = glx,y) em 8Q
Sejom z ¢ Z duas funcdes salisfazendo e¢s desigualdades

F(a‘:,y, Zx-; Zy: Z:r:xa Zmy:Z‘yy) S f(r'vy) 5 F(I1y)zxrzyazxxa zz:yazyy)a em Q’
z(z,y) £ g(@y) £ Z(z,y) em 30

E se¥9 € [0,1], F é eliptico em relagdo e u+8(z—u) eu+8(Z —u) em
Q, e %€ <0 em Q. Entéo

z(m,y)ﬁu(m,y)ﬁZ(I,y), em
Demonstragao: Ver [22]. O

Baseado neste principio do méximo demonstraremos o seguinte
Teorema 3.2.4 Ndo existem superficies minimas compactes em Ha,

Demonstragio: Vamos supor que existe tal superficie. Entao existe um plano
7 : z =k e um ponto na superficie tal que numa vizinhaga {2, desse ponto, ela

pode ser parametrizada como grafico de uma funciio f que satisfaz a equagdo
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dos graficos minimos (3.14) e 9%, C «. Logo

f (.’L‘, y) = km (I, y) € aQ’P

Entao pelo Teorema (3.2.3) , temos que f (z,y) = k, em £, 0

Analogamente, usando o fato de que existem superficies Sy compactas de
curvatura média constante H, VH #£ 0, (ver cap. 2), é possivel mostrar o

seguinte

Teorema 3.2.5 Ndo ezistem grdficos completos de curvatura média constante

nic nula

Demonstracgio: A partir da férmula da curvatura média dada em (3.13) ter-

emos que a equagao dos graficos de curvatura média H é dada por:

(1 + (fy - 3)2) fzz - Q(fy - %)(fx + —g‘)fm + (1 + (.fx -+ %)2) fyy == 2Hw2

onde w = \/17- (fz+ §)° + (fy — £)> Notemos que se trata de uma equagio
eliptica ndo linear .-que satisfaz as condigoes do teorema {3.2.3). Suponhamos
agora que existe um grafico completo de curvatura média constante igual a
H # 0. Trasladando Sy aoc longo de eixo Z, podemos supor que Sy néo toca o
grafico. Depois voltamos com Sy até ela toear o grafico num ponto. Aplicando
o principio do maximo teriamos que Sy coincide com o grifico, o que contradiz
a compacidade de Sg. a

A seguir vamos estudar a estabilidade dos graficos minimos, para isto de-
vemos considerar estas superficies como solugao de um problema variacional.

Mais precisamente,
Proposicio 3.2.6 Tedo grdfico minimo em Hs € estdvel.

Demonstragao: Seja S uma superficie definida como grafico de uma fungao -

o
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f (z,¥) em um dominio £ C R>. Seja w como em (3.3), entao consideraremos

a seguinte variacao de 5 :

Se(@y) ={z.y,f(z,y) +th(z.9)), (2,9) €Q

onde k € C e hlzq = 0. Logo a area de $; sobre O, esta dada por :

At)= //w(t)d:cdy
s .

Portanto, se S minimiza a area, ela deve ser ponto critico de A (£), i.e. A'(0) =

(. Entao, derivando em relacéo a t.

A't) = /fw_l’/z[(fz + thg + %)h_x_ + (fy +thy — g-)hy]dxdy (3.15)
9}

Avaliando em ¢ = 0, integrando por partes e usando o fato de que hlgy = 0,

temos que

y _z
/s dx w a8y w

Como h é arbitrario, vamos ter que,

i f:r""% a8 fy_% o
3$( w )+8y(. w )_0

Se efetuamos estas derivadas vamos reobter a equagzo dos graficos minimos

(3.14). Agora, para saber se um grafico minimo ¢ estavel basta saber se A”(0)

é positivo. Entdo derivando (3.13) e avaliando em ¢ = 0 vamos ter:

2
w

2 42 LY ¥ 2
A”(O):// hx+hy+ ((fy 2) h:r (f.'l:+ g)h‘y) 20
1

Observamos que A”(0) = 0 see hr = hy = 0. Isto implica que A = 0, pois

h|gn = 0, portanto fica demonstrada a proposigéo. O



A seguir classificaremos as superficies minimas de Hs tais que o posto de

suas aplicagoes de Gauss seja O ou L.

Teorema 3.2.7 As inicas superficies minimas cuja aplicigcdo de Gauss ¢ de

posto 0 sio os planos verticais.

Demonstragio: Como vimos no teorema (3.1.2), o plano vertical é a dnica
superficie tal que sua aplicacdo de Gauss é de posto 0. Entdo s6 resta verificar
que ele é minimo. Para isto, simplesmente parametrizamos o plano vertical
como

X (t,5) = (¢, at, 5)

calculamos os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental

E=1+*+%2, F=-% G=

L= zetfiEe? gy - Jlg-aﬁ, N=0

bl

Para finalmente substituir na férowla da curvatura média {3.13) obtendo H = 0.

O

Agora estudaremos os graficos minimos cuja aplicagdo de Gauss é de posto

1. Qu seja,

o 1
Sz fyy — f-Ey + 1= 0. (3.16)

Lema 3.2.8 Seja (x,y, f(z,y)) um grdifico minimo passando pela origem tal
que sua normal seja n(0) = -VTTI_—Q—F-(O, -2k, 1) e o posto da aplicagdo de Gauss

seja 1. Além disso, suponhamos que fy, (0) = 0. Entdo,

2+ kfln(y + 1+ 47 + yv/1+473.
Fz,y) = q ou

'Zky-—%“:

Demonstracio: Como a normal unitdria na origem é n = ﬁ-(ﬂ,—?k, 1)

entdo de (3.3) obtemos que f-(0) =0, f,(0) = 2k.
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Por outro lado a aplicacao de Gauss tem posto 1,entdo de (3.16),
1
Fen(0)fun(0) = Sz (0) + 7 =0 (3.17)

Mas a f também satisfaz a equacao dos graficos minimos (3.14). Em particular

na origem {emos que
(14 45%) fan(0) + 11(0) = 0.

Substituindo em (3.17), (144k2)£2,(0)+ f2,(0) = ;. Mas por hipbtese f,,(0) =
0,entdo fr,(0) = :I:—é- e fzz{0) = 0. Logo como f & analitica, podemos escr-
ever seu desenvolvimento de Taylor da seguinte forma, f{z,y) = 2ky £ 3 +

¥{z,y). Substituindo em (3.16) obtemos que,

Seja n a menor ordem de ¥(z, y). Se os termos de menor ordem de ¥ aparecem
misturados, entdo a menor ordem de ¥, é igual a (n — 2) e a menor ordem de
W Wy — ll'gy é malor ou igual que 2{n — 2), o que ¢ absurdo.

Agora calculamos as terceiras derivadas de f na origem. Para isto derivamos
em relagdo a = e y a equacio dos graficos minimos (3.14) e a equagao do posto
da aplicagao de Gauss (3.16) e avaliemos na origem. Assim, vamos obter os
seguintes dois casos:

1. Se fp(0) = %, vamos ter que fyy,(0) = 2k e as outras terceiras derivadas

de f sao nulas. Entao neste caso a f tem a seguinte forma,
Yy n 7 T
F@y) =2y + 5 + () + ez + b7 + ¥(z,v),

onde ¥ é um polinémio em y de ordem minima 3 e ordem méxima (n — 1) com



n > 4. Logo,
fz = % +anz™ "t + \ilx,

fy = 26+ 5+ +bny 4+ T,

fez = an(n—1)z"? 4 Vg,

foy = 3+ T,

fo = yy+bnln— Ly 4 by,

Substituindo em (3.14),

(anln — D)z + U0 [1 4 2k + ¥y 4 buy™ 1 +8,)7)
~2(% + Ty (2K + vy + by + T (y + ana™ 4 Fy)
+(byy T bn(n —~ 1y 2 4 Uy )1+ (y +ana™ 1+ 0,)] = 0.

Analisando o coeficiente do termo "2 temos que,
(1+45%)an(n — 1)z" 2 = 0.

Portanto a = 0. Ou seja, podemos escrever f{z,y) = x::" +g(y). Mas isto implica
que a superficie & invariante por translacées do tipo L 0,0), Pois L 0,0) (z,v, 12—"'"- +9 () =

(:.c + b, v, {igm +g (y]) . Entéo,

Fz,y) = x—,} + kfln(y + /1 4+ %) +yy1 + 3.

2. Se fzy(0} = —%, temos que as terceiras derivadas da f evaluadas na
origem sio todas nulas. Entao podemos escrever a f como f{z,y) = 2ky —

%ﬂ + az™ + by" 4- lif(:n,y), onde n > 4. Logo,

fz = —§+ anz™ 14 ;I}x,

fy = 2k—-5+ bny™ ! + ¥,
fee = an(n—1)z"2+ ¥y,
foy = ﬁ’my - %,
fyy = bn{n— 1y 2+ li‘yy.

Substituindo em (3.14) temos a seguinte igualdade,
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(an(n — D)™ 2 + V)1 4+ 2k — @ + bny™ 1+ §,)Y
~2(¥,, — D@k -z 4 bny™ 1+ ¥, (anz™ !+ &,)
+(bn(n — 1)y 2+ Ty M1 + (ana™ 1t + ;)% = 0.

Agora se analisamos os coeficientes de ™2 e y» 2 concluimos que, a = b=
0. Entao, f(=,y) = 2ky - %’I- a

A seguir mostraremos qué toda superficie minima, cuja aplicagdo de Gauss
' tem posto 1, & regrada. Seja S5 uma superficie minima de posto 1 tal que local-
mente & parametrizada como grafico de uma fungso f(z, v}. Podemos supor que
£(0,0} = 0. Como S é de posto 1 entdo existe uma curva que passa pela origem
tal que a normal da superficie ao longo desta curva & constante. Denotaremos

essa curva por [, onde

2{t) = t .
P{t): 4 w(t) = alt) , te{—¢e).
2(t) = [t alt)
Agora se a normal na origem é da forma 7(0) = —\/—F-i-_%—mf-(ﬂ, —2k, 1) entdo ao

longo da curva I'(¢), ver (3.3), vamos ter que: (%)

fz(t)+ggi} =
fy(f:)--% = 2k

Logo, derivando em relagé@o a ¢ estas duas igualdades obtemos que

. te{—ce). (3.18)

fmz(t) + ajfxy(t) + 2"2&)_ = 0
Fus(t) + ' fyyt) =3 = O

(3.19)

Também precisamos as segundas e terceiras derivadas de f avaliadas ao longo

da curva I. Do sistema (3.18) e das equacgdes (3.14) e (3.16) obtemos que,

'As derivadas parciais da f ao longo da curva T serio escritas da seguinte forma:

falta () = f(1), fult alt) = £(1);.. . ete.
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sind

fm(t) = 2 /—_“-1-4»’6

fayt) = C";’ (3.20)
v1+4k*sin#
fu(t) = - e S

Derivando em relagao a x e y as equagoes (3.14) e (3.16) e avaliando em (¢, (t))

obtemos o seguinie sistema

_,f]_+¢§):k:z si.nﬂ —cosf Wsll_lj_.%ﬁ 0 fa:xx(t) 0
0 SAHESRE —cos0 B (| fem(®) | _ ’
o ksin 8
(1 + 459 0 1 0 Fayy () Vi+4k?
0 (1+ 4k2) 0 1 Fyuy(®) k(1 + cosf)

Resolvendo este sistema temos que

ksin9{1 — cos )

fxxa:(t) = 2(1-}-4];2)3/2
R % sin 20
Faezy(t) = m

(3.21)

k(1 + cos 8)°
fyw(t) = ‘L—}fg—)“

4

|

0 = ksin8{1 + cos §)
W e

A seguir mostraremos que toda superficie minima de H3 cuja aplicacdo de

Gauss é de posto 1 tem que ser regrada. Mais precisamente,

Teorema 3.2.9 Se (z,v, f(z,y)) € um grdfico minimo tal que sue normal na
origem € {0} = 71_41-_'—4}::5(0’ —2k,1) e o posto da sua aplicagéo de Gauss € 1,

entdo ela é regrada.

Demonstragdo: Vamos mostrar que a curva I' definida anteriormente é uma

reta. Para isto derivamos a terceira componente da curva I, ou seja
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‘;—: = () + oSy (0) (3.22)

9

d
De (3.19) temos que E’j = a”f,(t). Agora derivamos a segunda equagio de

(3.19) em relagado a t, para obter a seguinte igualdade
Fyea(t) + 20 fyea t) + (a’)gfy‘yy (t) + " fn (£) = 0. (3.23)

Entao temos deis casos,

1. Se fyy(0) = 0, bastard usar a proposicao (3.2.8) para obter que a su-
perficie é regrada.

2. Se fuu{0) # 0, entdo fyult) # 0, ¢t € (—¢¢). Portanto, se substi-
tuirmos (3.21) e a segunda equagdo de (3.19} em (3.23), obtemos o' f,, () =
0, t € (~¢,€). Isto implica que a(t) = bt e, portanto, de (3.18) concluimos que
i—: = 2kb e f{t, bt) = 2kbt. O que implica que a superficie é regrada. 0

A classifica¢do das superficies minimas regradas é dada pelo seguinte teo-

rema, ver [2] :

Teorema 3.2.10 As superficies minimais de Ha regradas por relas, o menos

de isometrias, sdo;
1. Os planos
2. O paraboléide hiperbdlico z = .

3. O helicside parametrizado por -

z{t,s) = ssint
y(t,s) = secost, p€R-—{0}
z(t,8) = pt

4. As superficies de equacdo:

_my A e N
z___é__.:.?‘,[y 14y —!—log(y-l- .1+y2)}, AeR— {0}
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5. As superficies que localmente sio grdficos du funcio z = %y (R(z) +z)

onde R € solucdo da equacdo
R" (4+R?) - 2R (R +1) (R'+2) =0.

6. As superficies que localmente sdo parametrizadas por

x(t,s) = t-i-su(t)

y(t,s) = s
z(t,s) = a(t)— %

onde u e a s5do Solucdes do sequinfe sistema

(14 u?+ %) u” — (14 2u'a’) tu =

) (3.24)
(14w +t%)a" — (1 +2u'a} (td' —u) =

Entao, para classificar as superficies minimas cuja aplicagao de Gauss & de
posto 1 bastara determinar entre as superficies descritas acima qual delas tem
posto 1. Para isto usaremos a representagao do posto da aplicagao de Gauss
dada por (3.8). Nao é dificil notar que as superficies descritas nos items 1 e 3
do teorema (3.2.10) tem posto diferente de 1. Ja as superficies dos items 2 e 4
tem posto 1. Bastard portanto, analizar as superficies restantes.

Para as superficies do tipo 5 temos que f(z,y) = § (R (z) + z) entao,

1
faz = RB" fay =5 (R'+1); foy=0.

Substituindo em (3.16) temos (R'+1 }2 = 1. Isto nos da a seguinte solug3o:

fley)= 5=z

A isometria L, 0,0) leva esta superficies para o hiperboloide parabdlico 2z = 7.
A respeito das superficies de tipo 6, temos que localmente podemos escrever

tais superficies como graficos =z = f (z,y) com,
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1
f (.TC, y) =a (t (Ia y]) + "Q_yt‘ (xa y)
Entdo a partir das defini¢des das fungdes ¢ (x,%) e f (z,%), obtemos

'3

S .~
bty = gl ? ty = THd’
J frx = a”t% + (af + %)tx;r
fay = Fta+a"taty + (&' +4) tay

L fyy = a"tﬁ tiy+ ('“"’r + %) tyy

2
Substituindo em (3.16}, obtemos 2 [% -6’4+ %) u’tx] = 1. Decorre dai que

i
('u.") - y2 + 2u'y +2'a’ = 0.
Notemos que o primeiro membro é um polindmio de ordem 2 em y, entao seus
coeficientes se anulam. Ou seja, o’ = 0. Logo u é constante. Mas mediante uma
rotagdo ao redor do eixo z podemos considerar que v = 0. De {3.24) obtemos a
seguinte equacao diferencial

(1—|—t2) o —ta' =0

cuja solugdo & dada por

a () :%[f.\/lﬂf’- +log (t+\/1+t2)} + .

onde X\, z € R. Esta superficie minima pode ser escrita como grafico da fungao,

\ .
flzy) = %y-—g [y\f1+y2+10g (y-l—\/l-i-yg)]

Portanto, podemos dar a seguinte classificagao das superficies minimas,

Teorema 3.2.11 Toda superficie minime cuje aplicagdo de Gauss é de posto

1 €, localmente um pedago das superficies descritas no teorema (3.2.9).

Para finalizar este capitulo daremos alguns resuliados sobie os gréficos

minimos completos ie. f (x,y) estd definida para tedo (z,y) Primeiramente
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apresentamos uma counseqiiéncia direta da equagao dos graficos minimos (3.14):

Proposigio 3.2.12 Se f(z,y) ¢ uma fungdo que satisfaz (3.14) entdo
fx:rfyy“ffygoa V(ﬂ:,y)

Demonstragdo: Seja a = 1+ {fz+ %)2; b= {fe+¥)(fy—%); e=1+

(Fy — %]2, entdoc a partir da equagao (3.14) vamos ter que:

& f

fxxfyy - foy = - (afgy + Qbfyyfx"y"f' nygy) S 0

pois, ac— 8% = 1+ (fz + §)* + (fy - §)* > 0. O

Agora recordemos o seguinte teorema de Bernstein,
Teorema 3.2.13 Seje f (z,y) uma fung;io real que satisfaz as segquintes condicées:
1. f(z,y) e C? (RY).
2. faxfyy— Foy €0, fazfyw— f2, #0.
Entdo f(z,y) ndo é imitada.

Demonstragio: Ver {12] e [17]. a

Segue-se deste teoTema que todo grafico minimo completo em Hjz nao pode

ser limitado. Mais precisamente,

Proposigdo 3.2.14 Sejo (x, u, f (z,y)) wn grdfico minimo definido para todo

(z,v) tol que |f (z,y)l € h, ¥V (z,y). Entdo f é constanie.

Demonstracao: Como f € limitada, vamos ter, pelo teorema de Bernstein que
f:mcfyy - f2 = 0
Mas, pela proposicao (3.2.12) isto implica que

Syt 20f gy foy + cfoy = 0
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onde a,b e ¢ sao como na proposicao. Logo fy, = fzy = 0, € da equagio dos

graficos minimos (3.14), temos que fzz = 0. Ou seja f é constante O

Por Gltimo o seguinte teorema nos fornece uma estimativa da ”altura * da
imagem da aplicagao normat de Gauss de um gréfico minimo completo, onde

altura significa a terceira componente da normal 5 (z, y) i.e, 2. Ver (3.3).

Teorema 3.2.15 Seja (z,y, f(z,y)) um grifico minimo completo entio w ndo

pode ser limitada.

Demonstragdo: Suponhamos que w fosse limitado, ou seja existe k¥ > 0 tal
que 1 < w(z,y) <k VY(z,v)
Da equagao dos graficos minimos (3.14) decorre que as fungéés v = (fz+ %)

e v2 = (fy — §) satisfazem a equagéo

3
2 3% (‘”" %) = (3.25)
COIm

{ay) = —13 L+ (fy — 8)° —(fe+ 50y — 9
A AU B - ) 1 et 8)
Como w é limitado, temos que

1 . |
SE+8) <D ey, V(e &) € R

Portanto a equagao (3.25) € uniformemente eliptica. Mas v, é limitada, entzo
pelo teorema de Liuville para este tipo de equagdes (ver [9]), temos que v, é

constante. O que implica que a aplicagdo de Gauss é constante. Mas isto é uma

contradigao. =

66



Capitulo 4

Hipersuperficies de rotacao

em H2n—|—1

No capitulo 2 estudamos as superficies (le curvatura média constante em Hj
que eram invariantes pelo grupo de isometrias SO {2) que, nas coordenadas ex-
ponenciais, atua por meio de rotages ao redor do eixo z. Podemos generalizar
esta situaciio para hipersuperficies em Hap; 1. Mostraremos que as hipersu-
perficies de rotacao de curvatura média constante em Ha, g séo analogas as do
Ha. Mais especificamente, as minimas sao fodas de tipo catenoidal e as de cur-
vatura média constante diferente de zero sao do tipo esférico ou Delaunay. Para

isto consideraremos o grupo G gerado, via exponencial, pela seguinte slgebra:
g = aut{Hons1) Nso(2n).

Como tinhamos visto no capitulo 1, esta algebra é isomorfa a dlgebra compacta

u(n).

Definicdo 4.0.16 Umec hipersuperficie ¥ C Hony1 € de rotagdo se ela € in-

variante pelo grupo de isometrias G e dimL/G = 1.

Agora consideremos o espago de rbitas M, /G que pode ser parametrizado

pelas seguintes fungdes G — invariantes :
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t(xla"':xn’yls“-:ynsz) = z

n
r(‘xli"'!xn:ylﬂ"'!yn’z) - Z$E+y3

i=1

Entao o espago de orbitas &

Hops1/G = {(t,f‘) ER:tER,r> 0}

Teorema 4.0.17 Sejay(s) = (¢(s),r (s)) uma curva em Hon 11 /G, paramelrizada

pelo comprimento de arco, e seja o (s) o dngulo entre g; e o vetor tangente y (s} .

Entio a hipersuperficie T : #~* (y) € de curvatura média constante H see:

g_: = sin(o) (4.1)
%S‘-’- = H+ 2 leoso

Demonstragio: A métrica orbital é dada por:

() 4

ds? — dt* + dr>
4+ 92 Ter

Como o (s) é o angulo que v’ (s) faz com g-, entao a curvatura geodésica de
é dada por (ver capitulo 2):

' 27 '

kg=o0 +@+T‘—2)3’/2t

Seja G/ H o tipo de érbita principal de (G, Hops1) , onde H é o subgrupo de
isotropia. Notemos que dim G/H = (2n — 1), logo dim H = (n — 1)2. Portanto,
podemos tomar H como o grupo gerado, via exponencial, pela seguinte sub-

algebra de g

h= aut (;"12,,,_.1) nso(2(n - 1))

Seja 2 o complemento ortogonal de h em 7 em telagio a um produto interno

fixo. Por exemplo,

68



1
< XY >= §trxy*, X, Y €3. (4.2)

Observamos que dim G/H = dim §, entdo tomamos uma base ortonormal em 5,
em relagéo & metrica dada por {4.2), e mediante o exponencial temos (2n — 1)
subgrupos a l-parametro de isometrias atuando na érhita. Logo, estes subgru-
pos vao gerar (2n — 1) campos de Killing que formardo uma base do espago
tangente da érbita. O que, finalmente, nos permitira calcular o elemento de

volume da 6rbita. Assim, a base ortonormal para p é formada por:

O __at O bt

_ a 0 b ¢ 1

=« ; a,bG R . ec R )
o - O -d

que vao gerar os seguintes (2n — 1) campos de Killing tangentes & orbita prin-

éipal,
Sin = ziXn —2nXi+ yi¥n — ynYi + ($iyn - Inyi} Z, 1€ i<n
Rin = —ynXita¥n—yXntzYi-{z@wntym)Z, 1£ i<n

Como a drbita é um espaco homogéneo podemos calcular o elemento de volume

num ponto qualquer. Portanto escolhemos ¢ = (0,...,%n,0,...,¥n,0), logo
Sin (q] - —LITnX@‘ - ann
Rin (Q) = —yn Xt ZnY; y 1<i<n,
2y gl
Bun(q) = —ynXn+Tn¥n— (h?ﬁ)z

e o elemento de volume da érbita G (g) ¢ dado por:

o

w(g) =M1+ % (4.3)

onde r = 37721 +y2.
Agora calcularemos a curvatura média da hipersuperficie 3. Para isto pre-

cisamos achar os campos tangente e normal & curva . Assim
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! VAfre

~ = (-§~—-— cos g, sina)

(e

rul .
5 SIN 0, COS T

(4.4)

n
Logo, usando{4.4) e a proposigio {2.1.10), temos que a curvatura média da

hipersuperficie ¥ é dada por:

H = ¢+ @_'_—:_')Qi)gﬁt"— < gradlog (w),n >
= o' — Zlcoso

Antes de analisarmos as curvas solugbes de (4.1), faremos algumas ob-

servagoes:

Proposigao 4.0.18 1. Toda translagdo du curva solugdo de {{.1) ao longo da
diregdo t € também solugdo de {{.1) .
2. Toda reflexdo da curva solugdo de ({.1) em relagdo d retat = ¢ é também

solugio de ({.1)
Proposigdo 4.0.19 A fungdo

H
J(s)= 21 cos e + E?,Qn (4.3)

é constante eo longo de v, i.e. J € uma primeire integral do sistema (4.1)

e u8 solucdes sdo caracterizadas por J (s) = c.

Demonstracao: Derivando J (s), obtemos

J(s) = @n-1r" % coso —r sinoo’ + Hr?™ lsing
1. 9
= gpin 131110(‘"1,1(:050'—0"—%}'{)
= 0

A classificacio das hipersuperficies de rotacio em Hap 41, de curvatura meédia

constante, é dada pelo seguinte:
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Teorema 4.0.20 1. H = 0 (hipersuperficies minimas)
| a) Os hiperplanos
b) As hipersuperficies do tipo catendide
2. H+#0

a) As esferas de equagdo:

¢ (r) (4 - H>r?)

H* n H 4

, 4+ 72 2
6=\ ey

b) As hipersuperficies tipo Delaunay.

t(r) = to— (ﬂ) [arctan (Ho(r)) — arctan (E)] _,_i

onde

Demonstragso: 1. H# = 0. Distinguiremlos dois sub-casos

a) J{s) = r"leosa =0

Neste caso coso = 0, para todo s € IR, entdo as hipersuperficies invariantes
sao os hiperplanocs z = cte.

) J(s)=c# 0

Neste caso temos que cosg = -xi—y. Substituindo em (4.1}, obtemos a

seguinte equacao diferencial que caracteriza a curva

dt 4 4"‘?"2 Doy
T\ e TE [¢!/2273, too.

Observamos que esta equagao ainda é valida para r = /"1 pois isto significa

que o = 0, ou seja a curva -y sera perpendicular & direcado g;. Finalmente, como

@t _ c(d(l—n)r* 1 2t~ 4(4n — 23

e 4/A 12 (,.4n—2 _ c2)3/2 -

L

obtemos o seguinte esbogo do trago da curva v
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c Yot i r

Figura 4-1: Tipo Catenoide

2. H # 0. Distingniremos dois sub-casos:

a) J{s) = ¢ =0, para s € R. Entao de (4.5), temos que coso = —%:’-.
Substituindo em (4.1) obtemos a seguinte equacéo diferenciak
dt 2 f4n2—r2H?2 2n
—_—= ——f ——, 7 & [0, —]. 4.6
dr Hyr 442 [ H} (4.6)

Observamos que a equagao ainda é valida quando r = 0, pois isto significa
que g = %, ou seja a curva vy é perpendicular 3 diregao %

Integrando a equagao (4.6) obtemos a expressao desejada. Graficamente, a

\

curva v € a seguinte:

20y r

Figura 4-2: H=1

b} ¢ # 0. Analisaremos dois sub-casos:
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I) ¢ < 0. Para fazer uma 4nalise qualitativa das solugdes de (4.1), comegamos

definindo a seguinte funcao

f (r) — %?‘Qn _ ?_En—l

Notamos que f(0) = f (%}‘5) = 0; f {y) é negativa no intervalo (0, %”) e atinge
seu minimo em 7 = 21“:;7—1 e que
21 H on :
J=r oS0+ 57 > fr) _ (4.7)
n

Um esbogo do trago de f é dada pela figura (4-3)

fx]

Figura 4-3:

Como J > f(r) > f{F) e J = c a0 longo da curva v, teremos que f () < ¢ <
0. Logo existirdo exatamente dois pontos m. < M, tal que f (m¢) = f (M) =¢

e da desigualdade (4.7} obtemos

me <r < M,
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oo aam,

Agora consideremos a fGnica solugdo v do sistema (4.1) determinado pelas

seguintes condicoes inicias:
t{)=to, r(0)=M, oc(0)=x (4.8)

Como J (0} = f{r (0)) = ¢, temos que J = ¢ a0 longo de «. Por outro lado 2
partir das condigGes iniciais (4.8}, da terceira equacdo de (4.1) e de que M, > 7,
ver figura (4-3), temos que

2n—1

c

o' (0) = H — >0

Isto implica:
i) Existe s; > 0 tal que o' (s3) = 0. Se néo fosse assim teriamos que r < m,
devido ao fato de que t(s) é sempre decrescente y o (s) crescente.
#7) Da terceira equagao de (4.1) ede (45) teremos quer (s} = 3/— 2;“'(-2%_1—)("
#1i) No ponio critico teremos que o’/ (s1) = — (2n — 1) ﬂ‘?—’}“—a Como ¢ €
[n-, 37”} , teremos que o (s1) é um ponto miximo
iv) Existe s3 > 51 tal que o (s3) = 7. Se 1;150 fosse assim teriamos
lim o = 7 (i.e. ¢ possui uma assintota) 521_900 r(s) = ro < r(s1), entdo

§—r 400 .

HE{I-I o’ < 0. Mas isto contradiz o fato de que a ¢ tenha assintota.
L= 00

v) J(sa) = —r(s2) + %TQ“ = ¢, logo r{s9) = me, r'{s0) =0, t'(s2) =

Como a solugao global de (4.1) é obtida refletindo sucessivamente em relagao
as retas t = ki {s2), teremos que o grafico da curva v é dada pela figura (4-4).

II) ¢ > 0. Analogamenie ao caso anterior, comegaremos definindo a seguinte
funcao

+ —=Fr

f(?‘) _ 1,_21r1—1 . ;i 2n

Tt

Notamos que f(0) = f ('—%‘;) = 0; f (v) é positiva no intervalo (0, %) e atinge

s - — Dp—
seu maximo em 7 == ‘—T:Er—l- e que
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Figura 4-4: c<0

J=r""1lcoso + é—H—-f‘Q“ < f{r) (4.9)
n

Um esbogo do trago de f é dada pela figura (4-5)

C£(x)

Figura 4-5:

Como J < f () £ f () e J = ¢ a0 longo da curva v, teremos que f (7) > ¢ >
0. Logo existirdo exatamente dois pontos mg < M tal que f (m¢) = f (Mg) = ¢

e da designaldade (4.9) obtemos
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me < r < M,

Agora consideremos a tnica solugdo v do sistema (4.1} determinado pelas

seguintes condigoes inicias:
t(0) =to, r(0)=M, o{0}=n= (4.10)

Como J (0) = f(r(0)) = ¢, temos que J = ¢ ao longo de v. Entdo podemos
fazer as seguintes observacdes:
i) 7 Heos o + %r) = ¢ > 0, entdo coso > —iLy, Substituindo na terceira

equagdo de (4.1) teremos que

o = H+ Elcoso >0

Ou seja o e crescente ao longo de 7.

ii) Existe 51 > 0 tal que o (s1) = 5F. Substituindo na primeira equacio de
(4.1) obtemos que t' (s;) = 0 e t” (s7) = /4 ++%(51) > 0. Ou seja t (s1) & um
minimo local.

iii) Existe sg > s tal que o (s2) = 2x. Como J (s3) = f = ¢, temos que
(82} = me.

iv) t(0) > ¢ (s2)

Como a solugio global de (4.1) é obtida refletindo sucessivamente em relagao

as retas t = kt (s2), k = 0, %1, +2,... entdo o grifico da curva -y & dado por: O

o

Figura 4-6: ¢>0
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