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Maxwell “s equations are
of more importance for the
history of mankind than
the French revolution.

Richard Feynman



Resumo

A presente dissertacdo é dedicada ao estudo de fenémenos eletromagnéticos em meios ma-
teriais via formas diferenciaveis. Formas diferencidveis sao tensores covariantes antissimétricos,
que encontram diversas aplicagoes na fisica-matematica.

No primeiro capitulo apresentamos o background necessario para formalizarmos a teoria. No
capitulo seguinte, passamos as equacoes vetoriais de Maxwell para formas. No terceiro capitulo,
utilizamos dois novos operadores estrelas, chamados operadores estrela magnético e operador
estrela elétrico, para podermos montar as fungoes diddicas de Green. No quarto capitulo
calculamos as relacoes entre os campos e a forma de onda para uma onda plana num meio
anisotrépico, bem como a forma de Poyting e as densidades de energia. Finalmente, no quinto
capitulo aplicamos os resultados teéricos obtidos em trabalho para meios anisotrépicos, e por

fim, mostramos que os potenciais de Hertz também podem ser escritos via formas diferenciaveis.
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Abstract

This work is dedicated to the study of electromagnetic phenomena in material medias th-
rough differential forms. Differential forms are antissimetric, covariant tensors that have many
applications in mathematical physics.

In the first chapter, we introduce the necessary background to perform the theory. In the
next chapter, we transform the vectorial Maxwell equations in forms. In the third chapter, we
use two new star operators, labeled magnetic star operator and electric star operator, to be able
to work with dyadic Green functions. In the fourth chapter, we find the relationships between
fields and the wave form to plane waves in anisotropic media. We also find the Poynting’s
form and we find the energy densities. Finally, in the fifth chapter, we apply our theoretical
results in anisotropic medias and we show that Hertz potentials can be also written through

differential forms.
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Prefacio

O presente trabalho tem suas raizes no ano de 2001. Naquela época, lembro-me que pedi
ao Dr. Marcio Rosa, entao meu orientador de iniciagao cientifica, que escolhesse um projeto
visando nao somente um trabalho de iniciacao cientifica, mas que objetivasse uma dissertacao
de mestrado.

Algum tempo depois, o Prof. Mdrcio entregou-me um artigo, intitulado Green Forms for
Anisotropic, Inhomogeneous Media, artigo este que desde entao estudamos, e que diversos
semindarios deu origem ao longo desses anos.

Com o tempo, o senhor Roldao Junior passou a fazer parte de nossos semindrios, o que muito
nos enriqueceu, nao s6 com suas valiosas discussoes, mas com diversos artigos que gentilmente
nos cedeu.

Por fim, nos 1ltimos meses, além do senhor Roldao, o Dr. Ricardo Mosna também passou a
participar conosco, enriquecendo nao s6 matematicamente, mas fisica e filosoficamente nossos
seminarios.

Este trabalho tem como partida inicial o artigo supracitado. Com pequenas generalizacoes
ou corregoes que fizemos, ele é o capitulo 3 desta dissertacao. Tal artigo é consequéncia da
tese doutoral de K. F. Warnick, que véarios outros artigos escreveu, na mesma area, como bem
pode ser visto nas referéncias deste trabalho. Além desse artigo, ha uma forte, apesar de sutil,
influéncia de Obukhov [9].

Esta dissertacdo pode ser dividida em 3 grandes partes:

1. Formalizacao: Nesta parte, damos as bases matematicas do trabalho. Compreende o
Capitulo 1. E puramente o conjunto de resultados que precisamos para elaborar a dis-

sertacao. E bem 4rido.

2. Desenvolvimento: Neste ponto, passamos as equacoes de Maxwell para a linguagem de
formas (Capitulo 2), obtemos a diddica de Green para meios anisotrépicos (Capitulo 3),
provamos identidades com o operador estrela de Hodge e obtivemos as relagoes classicas

que os campos magnético e elétrico e a forma de onda devem satisfazer para uma onda

X



plana (Capitulo 4). Este trecho da dissertagdo é essencialmente um trabalho de fisica-

matematica.

. Aplicagoes: Neste ponto, aplicamos os resultados anteriores a sistemas de interesse da(s)
engenharia(s). Por exemplo, obtivemos a expressao da diddica para ferritas, as equagoes
de Fresnel para meios eletrica ou magneticamente girotropicos. E uma parte que podemos

classificar como matematica aplicada a problemas de engenharia.



Capitulo 1

Variedades, formas, Teorema de Stokes

Neste capitulo, apresentaremos brevemente o aparato matematico a ser utilizado ao longo
da presente dissertacdo. Nao nos deteremos em demonstracées de resultados neste capitulo,
visto que nosso objetivo aqui é apenas dar as bases necessarias para nossas aplicagoes. O que
nos interessa de fato é fornecer resultados acerca das formas diferenciaveis, do operador estrela
de Hodge e apresentar o Teorema de Stokes generalizado.

Iniciaremos o capitulo com uma breve explicagao de espacos topoldgicos, para logo em
seguida, trabalharmos com variedades diferencidveis. Detivemos-nos em tais variedades pois
elas descrevem os eventos fisicos. Basta lembrar que a Mecanica Analitica de Lagrange necessita
de uma varidade diferenciavel 2n dimensional, ou entao, que a teoria da Relatividade Restrita
de Finstein faz uso de uma variedade diferencidvel quadri-dimensional, a saber, o espago-tempo
de Minkowsky.

O tépico seguinte é sobre aplicagdes ou funcoes diferencidveis, onde talvez os resultados
mais importantes sejam a Regra da Cadeia e o pullback. Posteriormente veremos as formas
diferenciaveis, sua correlacao com a métrica do sistema e o produto entre as formas, chamado
também de produto cunha, denotado por A. Depois trabalharemos com o operador x de Hodge.
Continuando a seqiiéncia, encontraremos o operador de derivacao exterior d para, finalmente,

chegarmos a teoria de integracao com formas, culminando no ja mencionado Teorema de Stokes.

1.1 Espacos topoldgicos

Um espago topolégico é um conjunto E com uma familia de subconjuntos & = {U;,i € I},
onde U; C F, I é um conjunto de indices, satisfazendo:

1. Fe&, ek,

U, eé&,

2. Se J C I é um conjunto finito, entdo (),

1



3. JC I, entao |J,.,U; € €.

ied
Os elementos de £ sdo chamados conjuntos E — abertos, e o par (E,€) é dito espaco
topolégico.
Um subconjunto A C E é fechado se seu complementar E \ A é aberto.
Seja agora £ = {A;,i € N; A; é fechado}. Entdo & satisfaz as seguintes condigdes:
1. E e () sdo conjuntos fechados, isto é, E€ e () € &,

2. Se J C I é finito, entdo | J;.; A; € &, onde 4; € &,Vi,

jeJ

3. JC I, entao [),c; 4 €&.

1.2 Variedades diferenciaveis

Em varias situagoes da Fisica, como por exemplo na Mecanica Analitica ou na Relatividade
Geral, os objeto de estudos sao variedades.

A idéia basica de uma variedade diferencidvel é a de objetos localmente diferencidveis,
onde podemos definir funcoes diferencidveis, formas diferencidveis e, mais geralmente, tensores.
Antes de definir uma variedade, precisamos de uma pequena base. Resumiremos a seguir o
absolutamente necessario:

1.2.1 Cartas e atlas

Definigao 1. Seja M um espago topolégico. Uma carta ¢ em M é uma tripla ¢ = (U, @, n) tal
que:

1. U C M é aberto,
2. ¢:U — p(U) CR" € aberta e ¢ é um homeomorfismo,
3. n €N é a dimensdo de c.

Definicdo 2. As funcées coordenadas de uma carta ¢ sdo funcées reais ' = w o ¢, onde
7t R* — R, definidas por m'(al,...,a") = a', 1 < i < n, é a projecio da i-ésima coordenada.

Defini¢ao 3. Seja ¢ = (U, ¢1,n1) € ca = (Ua, o, n2) duas cartas em M. Entdo c¢; e ¢y sdo
ditas C*-compativeis se Uy Uy =0 ou U (Usz # 0 e as aplicacies

P10 g02_1 : (PQ(Ul N UQ) — Spl(Ul N Ug)
e (1.1)
2 © (pfl : (,01(U1 N UQ) — (‘02(U1 N UQ)

sdo de classe C*.



Se c; e ¢y sao C*-compativeis, entdo, para qualquer z € ¢, (U;NU,), a derivada (g0, 1) (z)

¢ uma bijecao linear, e além disso, n; = ns.

Definicao 4. Um atlas C* U num espago topoldgico M é uma familia de cartas (U, 0o)acr que

cobre M, ou seja, |J,c; Us = M, tal que as cartas da familia sao mutuamente C*-compativeis.

Note que o conjunto / é um conjunto de indices.

Dois atlas C* U e U sdo ditos C*-compativeis se equivalentemente:

1. UYU' é um atlas C*,
2. SecclUec €U, entdo cec sio Ck-compativeis.

Teorema 1. A C* — compatibilidade de atlas é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstragdo. Consulte Westenholz [1]. O

1.2.2 Definicao de variedades diferenciaveis
Considere M um espago topolégico.

Definicao 5. Uma variedade diferencidvel de classe C*,1 < k < oo em M € uma classe de
equivaléncia de atlas C*-compativeis em M.

Do Teorema 1 segue que a uniao de todos os atlas de cada classe de equivaléncia em M define
um atlas maximal. Desde que cada classe de equivaléncia de atlas em M contém exatamente

um atlas maximal, nés temos a seguinte definicio alternativa de uma variedade C*:

Definicao 6. Uma variedade de classe C* em M € a escolha de um atlas mazimal C* em M.

1.3 Aplicacoes diferenciaveis

Defini¢ao 7. Seja (M,U) uma variedade C*® n-dimensional. Uma fun¢do f: M — R é uma
funcdo C* se para toda carta (U, p,) € U

fa=f090;1 1 pa(Ua) = R (1.2)
¢ de classe C* num conjunto aberto p,(U,) de R™.
Teorema 2. A Definicdo 7 ¢ independente da escolha de um atlas compativel.

Demonstragdao. Consulte Westenholz [1]. O



Consideremos agora duas variedades M e N, e uma fun¢ao continua ¢ entre essas duas
variedades. Seja ainda V(¢(z)) € N uma vizinhanga do ponto ¢(z). Pela continuidade da
fungao ¢, existe um aberto U(x) C M, vizinhanca de z, de tal sorte que temos ¢(U) C V. Se
f é uma funcdo C'*° em V, definimos a funcao ¢*f em U como sendo:

(")) = f(o()),Yy € U, (1.3)

ou seja, simplesmente temos:

6°f=fod. (1.4)

Desta maneira, dizemos que ¢ é diferencidvel em z se ¢*f é de classe C* em U(z), para
toda aplicacao f € C*.

Definigao 8. A aplicacdo ¢ : M — N ¢ dita diferencidvel se para toda f € C(N,R) a fungéao
¢*f dada por (¢*f)(z) = (f o ¢)(x), x € M € de classe C*

Teorema 3. Se ¢ : My — My e ¢o : My — Mj sao diferencidveis, entdo a composta ¢3 =
020 ¢y : My — M3 também é diferencidvel.

Demonstragdo. Consulte Westenholz [1]. O

1.4 Formas diferenciaveis

Nesta secao, comecaremos o estudo das formas diferencidveis ou diferenciais, que nos acom-
panharao até o final da presente dissertacao.

Falando descompromissadamente, uma forma diferenciavel é uma quantidade que pode ser
integrada. Mais precisamente, uma forma diferencidvel é um tensor covariante antissimétrico.

O célculo com estas grandezas foi desenvolvido a partir das algebras exteriores de Grass-
man por Cartan, Poincaré e outros matematicos e fisicos do final do século X7X e inicio do
século passado. Tais tensores sao utilizados nas diversas areas da Fisica, como por exemplo, a

Relatividade Geral, a Termodinamica, a Teoria de Campos e o Eletromagnetismo.

1.4.1 Definicao de formas diferenciaveis

Seja M uma variedade diferencidvel n — dimensional. Considere U = (U, ¥ )acr € O par
(M,U). Denotemos por I, C I o conjunto de indices de todas as cartas em z € M. Um vetor
tangente X, em x € M, é uma classe de equivaléncia de vetores de R" tais que, para quaisquer
dois elementos {, € X e ng € X, temos: ng = gofga(aca)fa, onde a derivada, denotada pela
linha, é uma transformagao linear de R em si mesmo e g, = 5 0 @, '. Se &, denota uma

4



representacao de X = (£,)q € I, com respeito a carta (U,, ¢, ), escrevemos (&, ) para &,, onde

(£, ) é um elemento do conjunto

R* x I, ={(§{, ) tg £ € R, € I, }. (1.5)

A relagao de equivaléncia R que define um vetor tangente X, em z, é dado em R" X I, por

(n, BYR(E, @) <= 1 = P34 (Ta)a- (1.6)

Defini¢ao 9. Seja X = (€a)acr, €Y = (Na)acr,, * € M. O espago tangente a x € M, denotado
por T, (M), € o espago linear definido por todos os vetores tangentes satisfazendo as operagoes
abaizo:

X+Y = (‘sa + ﬁa)aen;,
(1.7)
)‘X = ()\fa)OZEIac'

Analogamente, define-se o dual do espago tangente, denotado por 7, (M), chamado de
espaco cotangente.
Considere agora um vetor v, um ponto Py e o ponto P(t) = Py + tv, com o pardmetro t

percorrendo um subconjunto da reta. Com isso em mente, segue-se a seguinte defini¢ao:

Definigao 10. Seja v um vetor. Suponha que o ponto P(t) esteja no dominio de f, para todo
t. Definimos o operador

0 d
ov dt 1t=0,a0 longo da reta P(t) = Py + tv
que € chamado operador derivacdo direcional ao longo do vetor v.
Definicao 11. As derivadas parciais de uma funcdo f
of
. 1.9
ox’ (1.9)

nada mais sao que derivadas direcionais ao longo do vetor e;.

Teorema 4. Se (Uy, o) € (U, pp) sio duas cartas em (M,U), oo = (zl,...,27), vz =

(x%,,:vg) ef: M — R éuma funcao diferencidvel em M. Entao, em U, N Up, vale a
Regra da Cadeia

9 _ 5 of 0w}
oxt 83;% oz,

(1.10)

7j=1
onde o = po(x) € x5 = @p(x).
Demonstragdo. Consulte Westenholz [1], Warner [2], Guillemin [3] ou Spivack [4]. O



Definicao 12. Os fibrados tangente e cotangente sdo definidos, respectivamente, pelas unides:

T(M) = Uyen Te(M)

xeM T

(1.11)
T*(M) = ..., T2 (M).

TeEM ~x

Definimos o p-ésimo fibrado exterior sobre a variedade M, denotado por A?(M), como sendo
AP(M) = U AN(T;(M)) ={(z,ws) tgx € M,w, € AP(T;(M))}. (1.12)
zeM

Definicao 13. Uma forma diferencidvel de grau p é uma aplica¢do diferencidvel

w: M — AP(M)

x— (2, wy) (1.13)

com w, = w(x) € AP(T(M)), mow = Idy, onde m € a projecdo candnica no fibrado.

Denotaremos o conjunto de todas as p — formas diferencidveis em M por FP(M), onde

1 < p < n. Este conjunto torna-se um espaco vetorial se definirmos as operagdes a seguir, onde
AER, w,n € FP(M):

w : z— (Aw)(z) = Aw(z)

(1.14)
w+n:z— (w+n)(zr) =w(z) + n(x).
Além disso, se f € C®°(M) e w € FP(M), definimos a p — forma fw como sendo:
fw:zr— (fw)(z) = f(r)w(z),xr € M (1.15)

Definicao 14. Definimos um novo produto, chamado produto cunha e denotado por A, definido
como:

A FP(M) x FI(M) — FPTI(M)
(1.16)
ANw;n)(z) = w(z) An(z)
Além disso, para w, € AP(M) e n, € AY(M), o produto exterior dessas formas estd definido
como sendo o elemento w, A n, € APT4(M), dado, para cada X; € T,(M), comi=1,...,p+q,
por:

(Wo AN (X1, oo, Xprg) = Y sinal(m)wa(Xa1), s Xup)) e (Xapat)ys - Xn(prg)  (1.17)

TE€Sp+q



onde S, € um elemento do grupo de permutagodes S,,, que satisfaz a desigualdade 7 (i) < 7(j),
se 1 < 7.

Note-se que esta é a antissimetrizacao do produto tensorial usual

w & 77(3% ceey xp; Y1, .-y yq) = w(xla teey xp) : 77(1/17 teey yq) (118)
Supondo w € FP(M), n,v € FI(M) e § € F'(M), valem as propriedades listadas a seguir:

1. wAn=(-1)Pn Aw,

2. (WANAO=wA(nNAE),

3N+ Aw=nAw+yAw,

4. Se f é uma fungdo, f(wAn) = (fw) An=wA (fn).

Se (M) denota os campos vetoriais diferencidveis em M mddulo C*, entdo

Wi (M) % ..o x (M) — C®(M) (1.19)

- v
-~

p-copias

¢ uma aplicacao multilinear, isto é:

w(Xl, "'aXifla fX + gK Xi—|—la "',Xp) =
(1.20)
fw(Xla seey X’i—la Xa X’H—la “eey Xp) + gw(Xla teey Xi—la K X’H—la teey Xp)

onde f,g € C*.

Utilizaremos daqui para frente que toda p-forma pode ser escrita como a soma do produto
exterior de 1-formas,

w= an Ao Nwg, (1.21)
i

onde w;, € F'(M).

Defini¢ao 15. Se f € C*, a diferencial de f, df, é uma aplica¢io diferencidvel de T(M) em
R, que € linear em cada espaco tangente. Entdo, df pode ser considerada como uma 1— forma.
Esta 1 — forma é chamada de derivada exterior da 0 — forma f.

O operador d é estendido a formas de grau maior, como mostra o teorema seguinte.

Teorema 5. Eriste um tinico operador d : FP(M) — FPTY(M) tal que:
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1. d € nilpotente, valendo d*> = 0,
2. Se feC®, df ¢ a diferencial de f,
3. dlwAn) =dwAn+ (1) “y A dn, para quaisquer que sejam w € FP en € F1.

Demonstracgdao. Consulte Westenholz [1], Warner [2], Guillemin [3], Spivack [4], Flanders [5] ou
Feres [6]. O

Ainda mais: Seja (U, ), ¢ = (z!,...,2") uma carta local de M. Para cada i,1 < i < n,
dz' € C=(U, T*(U)). Além disso, {dz',...,dz"} é, em cada ponto, a base dual de {327, ..., 32 },

pois

0 0

dr’ — = ——(27) = §7. 1.22
= o) = (1.22)

O conjunto {dz", ...,dz%;i; < ... < 4,} constitui uma base para A?(M), aqualquer x € U.
Por isso, dimAP(M) = p!(n"iip)!, para 0 < p < n = dimM. Em particular, temos:

dimA® = dimA"™ =
dimA' =n (1.23)
dimA™" = 0,7 > 0.

1.5 O operador x de Hodge
Nesta secao apresentaremos o operador x de Hodge, que é uma transformacao linear bijetiva,
entre os espacos AP(M) e A" P(M), onde n=dim M e 0 < p < n.

Definicao 16. Uma variedade n-dimensional M € dita orientdvel se existe uma forma de volume
em M, isto é, uma n-forma w € F"(M) que seja nao-nula em todo ponto da variedade.

Assim, se tal forma existe, ela atribui uma orientacdo em cada fibra do espaco tangente.
Suponha agora que M seja uma variedade (pseudo-)Riemanniana. Entdo, em cada espago
tangente T,(M), hd uma associagdo de um produto interno ¢,(X,Y) =< X,V >, tal que

qualquer que seja o sistema de coordenadas (U, ¢), temos:

Gp = Zgijdxi ® da’. (1.24)
As funcbes g¢;;(x) determinam uma métrica (pseudo-)Riemanniana, e o elemento de volume

n em M, determinado por ela, é dado nas coordenadas locais (z', ..., z") por:

8



n=+/|gldz* A ... A dz". (1.25)

A forma 7 é chamada de forma de volume e g = det(g;;).
Denotaremos por x o isomorfismo entre os espacos vetorias AP(M) e A" P(M). Esta
aplicacdo induz uma outra fun¢do, entre os espagos FP(M) e F" P(M), tal que

*x: FP(M) — F"P(M)

(1.26)
W — *W.
Defini¢ao 17. A (n — p) — forma
*Ww = Z (%@, jp)dTT A o A TP (1.27)
11 <.,
onde
*ji iy = Z Tit ot ey @77 (1.28)
i1<...<ip

¢ chamada a adjunta ou dual da p-forma w = ail,___,ipda:il A ... Ndzt.
Teorema 6. Seja w = Zail___ipdxil A ... ANdx'. A composicdo do operador x consigo mesmo
aplicado na forma w é:

ok w = (=1, (1.29)
onde t denota a assinatura da métrica e (n —t) =0 mod 2.

Demonstragao. Consulte Flanders [5]. O

Teorema 7. Seja o e B duas formas de mesmo grau. Entao, vale a igualdade
n—t

aAxf=(=1)2 x tanB. (1.30)

Demonstragao. Consulte Flanders [5]. O

1.6 O operador d

Como vimos anteriormente, o operador * correlaciona formas de grau p com as do espaco
n — p. Contudo, nao é este o Unico operador entre formas de grau diferentes.

Nesta secao, concentraremo-nos na derivada exterior de uma forma, que leva formas de grau
p em formas de grau p + 1.

Inicialmente, considere uma 0O-forma w € F°(M). A esta fungio, temos associada sua

derivada,



df =) %daﬂ' (1.31)
=1

que é uma 1-forma.
Note que neste caso, a derivacao da funcao a levou a uma forma de grau imediatamente
superior.

Agora, estenderemos o operador d para formas arbitrarias, através do

Teorema 8. Seja M uma variedade diferencidvel. Existe um unico operador
d: FP(M) — FP™ (M) (1.32)
onde p estd compreendido entre 0 e n, chamado derivada exterior, que satisfaz as propriedades:
1. dlwAn) =dwAn+(—1)"“w A dn, para formas w € FP en € F9 arbitrdrias.
2. Se f € FO d(f) =df é sua derivada ordindria, velha conhecida.
3. d é um operador nilpotente, valendo a igualdade d*> = dod = dd = 0.

Demonstragdo. Consulte Westenholz [1], Warner [2], Flanders [5] ou Feres [6]. O

Definicao 18. Seja f : X CRF — Y C R™ diferencidvel e w uma k-forma em Y. Definimos
a forma f*w em X como sendo

frw(@) = f'(2)'w(f(x)) (1.33)

onde f'(z) : R* — R™ ¢é a jacobiana de f em x e o indice superior t na equagdo anterior
indica a transposicao da matriz jacobiana.

Seg:Y — Z CRF ew e nsio k-formas, entdo valem as seguintes propriedades:

L f*(dw;) = 307, ghedad

2. fflwtn) =fw)+ [ 0)

3. f(gw) =(go f)f"(w)

4. frwAn) = fw) A fr(n)

5. f*(gdz* A ... Adz™) = (go f)(detf'(z))dz' A ... A dz™.
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1.7 Integracao em variedades e Teorema de Stokes

Quando realizamos a integracdo de formas em variedades diferencidveis, torna-se indis-
pensavel a nocao de orientagao. Por exemplo, na Fisica, o sinal do trabalho feito através de
uma curva sob influéncia de uma forca, depende do sentido ao qual a particula em questao
percorre a curva.

Outro exemplo: quando estamos no plano, num movimento circular, utilizamos como ori-
entacao o sentido hordrio ou anti-horario, e a cada um deles atribuimos um sinal + ou —.

Num espaco vetorial V' de dimensao finita n, considere o conjunto A formado por todas as
bases deste espaco. Tomando duas bases ordenadas de V, T = {ey,...,e,} e I' = {f1, .., fu}
seja B a matriz mudanca de base tal que

BY =T (1.34)

onde a equagao acima significa que Be; = f;. Dizemos que essas bases tém a mesma orientacao
se detB > 0.

Por exemplo, em R, considere o niimero e > 0 e os conjuntos {ae/a > 0} e {fe/s < 0},
onde «, 8 € R. Esses conjuntos definem duas orientagoes na reta.

Relembrando uma antiga definigao:

Defini¢ao 19. Uma forma de volume numa variedade M é uma n-forma w € F™(M) nao nula
em todo ponto da variedade. M é chamada variedade orientada se e s6 se existir uma forma
com tal propriedade.

Definicao 20. Uma orientacdo em M é dada por uma classe de equivaléncia de formas de
volume

wrw = w(r) = fr)(z)
(1.35)
flx)>0,feC®(M),xreM

Teorema 9. Seja M uma variedade n-dimensional. As sequintes proposi¢coes sdo equivalentes:

1. M € orientdvel, isto €, existe uma forma w nao nula em todo ponto da variedade.

2. Egiste um atlas U = {(U;, ¢i) Yier em M tal que em U; N Uy # 0

day A ... Ndaf = Jdzj A ... A da (1.36)

onde
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J = det (g—fz) >0 (1.37)

quando as coordenadas com sub-indice k e j sao as coordenadas locais de Uy e Uj, respectiva-

mente.

Demonstragdo. Consulte Westenholz [1]. O

1.7.1 Integracao de n-formas em R"

Definicao 21. Um difeomorfismo C*, k > 0 é uma funcdo com inversa também C*.

Definicao 22. Seja U um conjunto aberto n-dimensional e k < n. Dada uma k-forma w
definida em U

w = wo(z)dz' A ... A dz"

com wo(z) C R, existe uma dnica fungao f com mesma imagem e dominio que wy tq. f(z) =

wo(x) e
/(sz/(]fz/[]wo(x)dxl...dxk. (1.38)

Teorema 10. (Mudanc¢a de Varidvel)
Seja @ um difeormorfismo C* de um aberto K CU em U' CR" ew € F*"(U'"). Entao

/ w= 8/ P'w (1.39)
o(K) K

onde € = +1, se ¢ preserva orientagdo e caso contrdrio, —1.

Demonstragao. Consulte Westenholz [1]. O

1.7.2 Integracao em cadeias

O objetivo deste paragrafo é fazer um rapido apanhado sobre cadeias, de forma a possuirmos
um aparato conciso e suficiente para conseguirmos chegar ao Teorema de Stokes.

Com tal intuito, trataremos brevemente de simplexos.

Definicao 23. Denotaremos por s, o p-simplexo standard em RP, definido por:

P
sp={(z',...,2") € R tq sz < 1,Vi} (1.40)

=1
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A titulo de curiosidade, mencionaremos os 3 primeiros simplexos:

so = {0} é um ponto.

s1 = [0, 1] é o intervalo compacto unitario.

so = (A, A1, Ag) é o triangulo de vértices Ay = (0,0), A; = (1,0) e Ay = (0,1).

Definicao 24. Um p-simplezo singular diferencidvel o, numa variedade diferencidvel M é dado
por uma aplicacao C™ de um p-simplezo standard s, em RP em M, ¢ : s, — M, que pode ser
estendido a uma aplicagio C* numa vizinhanga U C RP de s, em M. Ele é denotado por
o = (sp,U, ). Uma p-cadeia c, em M, com coeficientes reais, € uma combinag¢do linear formal
finita

cp = Z)\iaf (1.41)

onde 0s coeficientes A; sao inteiros e 0s 0, sGo p-simpleros. Uma p-cadeia diferencidvel infinita
€ uma soma formal infinita de p-simplezos.

Daqui para frente, salvo mencao em contrario, trabalharemos com p-cadeias finitas.
Consideremos agora o conjunto formado por todas as p-cadeias. Pela Eq. (1.43), tal con-
junto forma um espago vetorial que chamaremos C,. Neste espaco, podemos introduzir um

operador linear que chamaremos o bordo de um p-simplexo, como sendo a (p-1)-cadeia

do, = Z(—l)iof,,l (1.42)

i=0
onde o (p-1)-simplexo o}_, ¢é a i-ésima face de 0,. Explicitamente, se 0, = {¢ : 5, = M},
onde s, = {Ay,...,A,}, o bordo do simplexo s, é a soma formal dos simplexos de dimensdo

imediatamente inferior a ele com coeficientes inteiros:

p p
0sp = 0(Ag, s Ap) = Y (1) (Ag, ooy A1, Ay, oy Ap) = D (—1)'s .
i=0 i=0
O termo sﬁ,,l, com ¢=0,...,p ¢ uma das faces do simplexo s,,.

O operador de bordo definido anteriormente pode ser estendido linearmente para cadeias

em virtude de:

0:Cp(M) — Cp1(M)
definido por (1.43)
an = 8(2 )\ZO'Z) = Z/\ZaO'Z

Teorema 11. O operador de bordo O satisfaz as sequintes propriedades:

1. 0 € linear,
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2. 0 é um operador nilpotente, valendo a iqualdade 0> = 000 = 0,

3. Seja ¢ uma aplicag¢ao diferencidvel entre duas variedades C® M e M', respectivamente,
e seja ¢, : Cp(M) — Cp(M') a aplicagio induzida de p-cadeias em M

¢*‘7p:{¢0€0 3;0_>MI} para o, = {e: Sp_>M}

e entao (1.44)
P(0cp) = O(pucyp)-
Demonstragdo. Consulte Westenholz [1] ou Spivack [4]. O

1.7.3 Integracao sobre cadeias

As integrais sobre cadeias podem ser introduzidas como segue:

Definicao 25. Seja 0, = (s, U, cp) um p-simplexo e wP uma p-forma em M. A forma ¢*w? =
>oag,. ,,pdx“ A ... \Ndx™, onde x*, ..., x" sdo as coordenadas standard em R", é definida numa
vizinhanga U do p-simplezxo standard sp. Entdo, definimos:

/wp— Z / /ail___ipdacil...d:vi”. (1.45)

11<...<ip 2)vezes

A soma acima ¢ estendida por linearidade a qualquer p-cadeia finita.

Definicao 26. A integral da forma wP sobre a cadeia c, € definida por

/cpwP:Zi:Ai/ww (1.46)

Teorema 12. Teorema de Stokes (versdo para cadeias)
Seja M uma variedade diferencidvel. Para toda p-cadeia ¢, € Cp(M)(p < 1) e uma (p-1)-

forma diferencidvel w, vale:
/ w:/dw. (1.47)
dc c

Demonstragdo. Consulte Westenholz [1], Guillemin [3] ou Spivack [4]. O

1.8 Integracao em variedades orientadas

Denotaremos por FP(M) o conjunto das p-formas com suporte compacto, onde o suporte

de uma forma w é definido como sendo

supp w = {x € M tq w(x) # 0}. (1.48)
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Teorema 13. Seja M uma variedade orientada n-dimensional. Existe uma unica aplicacdo

/:F"(M) SR (1.49)
satisfazendo:

1. Linearidade
Jwi+w, = [wi + [w,,

f)\Ldl:Afwl,
onde wy, wy € F' e A €R

2. Suponha que supp w C U para alguma carta (U,x',...,x"), i.e, dz' A ... Adz™ > 0 e

localmente w = adx' A ... A dz", entdo

/w:/ adx’...dz". (1.50)
M n

Demonstragdo. Consulte Westenholz [1] ou Warner [2]. O

Teorema 14. Sejam M e N duas variedades orientadas de mesma dimensdo n. Se a aplicagcdo
¢: M — N é um difeomorfismo e supp w é compacto, onde w € F"(M), entgo:

/ w= 5/ P'w (1.51)
@(M) M

onde € € +1 se o difeomorfismo preserva a orientacdo e caso contrdrio, —1.

Demonstragao. Consulte Westenholz [1]. O

Se M é uma variedade diferenciavel de dimensao n, um subconjunto D de M é dito dominio
regular se para todo ponto do fecho de D, tivermos:

1. H4 uma carta local (U, ) de M, = € U, tal que (D NU) é um subconjunto aberto de
R".

2. Existe uma carta local (U, ) de M, x € U tal que (D NU) é um subconjunto aberto
do espago definido por

H" ={(z',...,2") € R" tq 2" > 0} (1.52)
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Os pontos £ € D com a primeira propriedade sao ditos pontos interiores, e os outros,
satisfazendo a segunda propriedade, sao chamados pontos da fronteira. Assim, a fronteira ou
bordo de D é definido por:

0D ={z € D tq 2" = 0}. (1.53)
Com isso, podemos enunciar os seguintes teoremas:

Teorema 15. Seja M uma variedade orientdvel n-dimensional e seja D um dominio reqular de
M. Entdo o bordo 0D é uma subvariedade orientdvel de dimensdo (n-1).

Demonstragao. Consulte Westenholz [1]. O

Teorema 16. Seja M uma variedade orientada de dimensdo n, e seja sua orientacao dada por
dr! A ... Adz™ > 0. A orientacdo induzida em OD por M é definida por uma (n-1)-forma, tal
que

w=(=1)"dz" A ... Adz™. (1.54)
Demonstragdao. Consulte Westenholz [1]. O

Finalmente, chegamos agora ao resultado central deste capitulo, que serd utilizado nos

capitulos vindouros, que é o Teorema de Stokes para uma variedade orientada de dimensao n.

Teorema 17. Teorema de Stokes Generalizado
Seja M uma variedade orientada n-dimensional e seja D um dominio reqular de M. Seja w
uma (n-1)-forma diferencial de suporte compacto. Entdo, vale a igualdade:

/de:/aDi*w (1.55)

onde o bordo 0D ¢ considerado como uma subvariedade com a orientacao induzida pela de M
ei:0D — M € a injecdo canonica.

Demonstragao. Consulte Westenholz [1], Warner [2], Guillemin [3], Spivack [4], Flanders [5] ou
Feres [6]. O
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Capitulo 2

Eletromagnetismo e formas
diferenciaveis

Neste capitulo apresentaremos as equacoes de Maxwell na forma classica e discutiremos um
pouco mais detalhadamente as 0, 1, 2 e 3-formas e o operador estrela de Hodge. Em seqiiéncia,
passaremos as equagoes bdsicas da eletrodinamica para a linguagem das formas, para depois,
mostrarmos o tensor de Faraday no vacuo e a sua relagao com as equagoes de Maxwell. Antes,

contudo, fagamos uma digressao histérica.

2.1 Um pouco de histéria da Fisica

O eletromagnetismo tem suas origens em tempos anteriores a Era Crista. Os antigos gre-
gos haviam notado que o ambar, uma resina de determinadas arvores, possuia propriedades
elétricas. Ao longo do tempo, propriedades magnéticas, nao s6 de materiais, mas também do
proprio planeta, foram sendo descobertas. Um exemplo disso sdo as bissolas, que se orientam
em relacao ao campo de inducao magnética que a Terra possui. Como conseqiiéncia deste
progresso, temos o periodo das grandes navegacdes, que culmina com o descobrimento, ques-
tiondvel, da América ( aqui refiro-me ao continente americano, compreendido desde o Alaska
até a Terra do Fogo, ndo aos norte-americanos ). Outro fato interessante advindo dos estu-
dos magnéticos é o livro De Magnete, escrito por William Gilbert em 1600. Alids, foi este
médico, formado na Universidade de Cambridge em 1569, quem criou o termo elétrico, que
vem do grego, elektron=ambar. Todavia, até meados do século XVIII, fenomenos magnéticos e

elétricos ainda eram desvinculados.

Em 1807, o fisico dinamarqués Hans Christian Oersted (1755-1851) tentou, sem éxito,

realizar experiéncias com as quais procurava descobrir relagoes entre eletricidade e magnetismo.
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Em 1813, nos Commentationes socictis scientiarum Gottingensis recentiores 2, o fisico-
matemético alemao Johann Friedrich Karl Gauss (1777-1855) publicou um trabalho no qual
demonstrou um teorema envolvendo integrais de superficie e de volume. Segundo este trabalho,
em nossa linguagem atual, o fluxo de um vetor através de uma superficie que envolve um
determinado volume pode ser calculado através da integral de volume da divergéncia do campo
vetorial em questao. Este é o famoso Teorema da Divergéncia de Gauss, e é um caso particular
do nosso Teorema de Stokes. Gauss chegou a este resultado estudando a atragao gravitacional
entre os corpos.

No inverno europeu de 1819-1820, Oersted ministrou um curso na Universidade de Cope-
nhague sobre FEletricidade, Galvanismo e Magnetismo. Durante esse curso, Oersted realizou
experiéncias nas quais procurou encontrar uma relacao entre eletricidade e magnetismo, exami-
nando o que acontecia com uma agulha magnética ao ser colocada perpendicularmente ao fio
condutor do circuito galvanico utilizado. Todavia, nao registrou nenhum movimento perceptivel
na agulha.

Porém, ao término de uma aula noturna, no comeco de abril de 1820, teve a idéia de colocar
o fio condutor paralelamente a direcao da agulha; ai entdo, percebeu uma razoavel deflexdao
da mesma. Assim, a procurada relagdo entre o magnetismo e o galvanismo estava finalmente
descoberta.

O fisico e quimico inglés Michael Faraday (1791-1867) tomou conhecimento das descobertas
de Oersted através de uma carta escrita pelo fisico holandés Christopher Hansteen (1784-1873),
entao assistente de Oersted.

Vale ressaltar que no inicio do século X1X, era comum distinguir o estudo entre eletri-
ctdade estdtica e a pesquisa de correntes elétricas. Os primeiros estudos do movimento de
cargas elétricas foram feitos pelo fisiologista italiano Luigi Galvani (1737-1798). Por isso o
também italiano, mas fisico, Alessandro Giuseppe Volta (1745-1827) denominou galvanismo
ao estudo da eletricidade dinamica.

Em 18 e 25 de setembro de 1820, o fisico francés André Marie Ampére (1775-1836) co-
municou a Academia Francesa de Ciéncias os resultados de suas experiéncias sobre os efeitos
magnéticos da corrente elétrica que haviam sido observados por Oersted. Essas experiéncias
foram publicadas nos Annales de Chimic et Physique 15(2), de 1820. Ampere denominou de
eletrostdtica e eletrodindamica o estudo das cargas em repouso e movimento, respectiva-
mente.

Em 30 de outubro do mesmo ano, os também franceses Jean Baptiste Biot (1774-1862) e
Félix Savart (1791-1841) comunicaram a Academia Francesa de Ciéncias a descoberta experi-
mental que fizeram acerca da lei que recebe seus nomes.

Em 21 de outubro de 1821, no Quaterly Journal of Science, Faraday publicou um artigo
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introduzindo o conceito de linhas de forca. Posteriormente, em 1822, langou a idéia do
magnetismo natural ser conseqiiéncia de que a substancia magnética seja, em seu interior,
composta de uma infinidade de correntes elétricas circulares diminutas. Tais correntes ficaram
conhecidas como correntes amperianas.

Diversos outros fisicos contribuiram ainda com resultados e idéias em relacao ao nascente
ramo da eletrodinamica, por exemplo, Poisson, Fresnel, Brewster, Ohm, entre outros. Surge
entao o gigante do eletromagnetismo do séc. XIX: James Clerck Mazwell.

Maxwell nasceu em 13 de junho de 1831 em Edinburgh, Escécia, e faleceu em 5 de novembro
de 1879 em Cambridge, Inglaterra. J& aos 14 anos escreveu um artigo sobre a teoria de curvas.
Nessa época conheceu P. Tait, que foi um grande amigo e colaborador, sendo um dos prin-
cipais defensores de suas idéias posteriores relacionadas com os fenomenos eletromagnéticos,
assim como do uso dos quatérnions de Hamilton, que aparecerao posteriormente em alguns
dos trabalhos de Maxwell. Graduou-se em Matematica pelo Trinity College em 1854. Em
1857 ganhou o Adams Prize junto com Tait, com um trabalho sobre o movimento dos anéis
de Saturno. Este trabalho foi elogiado por ser uma das mais belas aplicagoes da Matemdtica
em Fisica jamais vista. Em torno de 1862 Maxwell passou a estudar a velocidade de pro-
pagacao de uma onda eletromagnética, concluindo que ela deveria ser aproximadamente igual
a velocidade da luz. Estava assim germinando uma das mais importantes teorias da Ciéncia:
a teoria eletromagnética de Maxwell. Foi no ano da graca de 1873, que as atuais Fquacoes
de Mazwell apareceram em seu livro A Treatise on Electricity and Magnetism, mostrando de
forma definitiva que a luz é um fenémeno eletromagnético, unificando a descri¢ao antes isolada

dos fendmenos elétricos, magnéticos e Opticos ( para maiores detalhes, vide [7] e [8]).

2.2 Equacoes de Maxwell escritas através de formas

No primeiro capitulo fizemos a teoria de formas de maneira geral e sucinta, como bem
avisamos que seria. Agora, facamos uma explanacdo um pouco mais especifica acerca das
formas que nos acompanhardo até o final de nosso trabalho. No que segue, consideraremos

formas em R® ( para maiores detalhes, consulte [12] ).

2.2.1 1-formas

As 1-formas sao formas integradas sobre caminhos, e sao representadas graficamente por
superficies, como na Figura 2.1a.
As superficies de uma 1-forma tém uma orientacao associada ao sentido do vetor dual da

forma. A 1-forma geral é adx + bdy + cdz, cujo vetor dual é ae; + bey + ces.
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2.2.2 2-formas

As 2-formas sao integradas sobre superficies. Uma base para as 2-formas é dy A dz, dz A dx,
dx Ady, com vetores duais ey, ey, e3. Note que da anti-simetria, dy Adz = —dz Ady, etc, decorre
que dx ANdx =dy Ndy = dz ANdz = 0.

Graficamente, 2-formas sdo tubos, como mostra a Figura 2.1b.

Os tubos sdo orientados no sentido do vetor dual associado.

2.2.3 3-formas

Uma 3-forma é um elemento de volume, representado por caixas, além de ser também, o

dual de seu coeficiente.

Finalmente, uma 0-forma é uma funcao continua, f : R® — R.

(c)

Figura 2.1: (a) A 1-forma dz. (b) A 2-forma dy A dz. Os tubos na dire¢do z sdo formados pela superposicdo de
superficies no plano yz. (c) A 3-forma dz A dy A dz.
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2.2.4 Equacoes de Maxwell

As equacoes basicas do eletromagnetismo sao as equacgoes de Maxwell. Fazendo uma pe-
quena modifica¢ao nas expressoes dadas por Heald [10], elas sao escritas, na forma diferencial,

COINo:

v.-D=p, (2.1)

v-B=o, (2.2)
0B

ot

VxH- aﬁ -7. (2.4)

onde B é o deslocamento elétrico, B é o vetor inducao magnética, ﬁ é o campo elétrico, ﬁ é

VxE+ 2 =0, (2.3)

0 campo magnético e p e 7 sao, respectivamente, as densidades de cargas e corrente livres.
Além das equagoes acima, hd também outra, de grande importancia, a chamada equagao

da continuidade, a saber:

dp
vf7+a_a (2.5)

Estas equacoes, juntamente com as relagoes constitutivas, nos dizem tudo sobre os fenomenos
eletromagnéticos. Informam-nos desde a velocidade da luz num meio, o indice de refracdo, até

mesmo a cor da luz que vemos.

2.2.5 Passagem para as equacoes com formas

Vejamos agora como podemos utilizar as formas no eletromagnetismo.

Escrevendo as leis de Maxwell na sua forma integral, temos:

‘ﬁﬁdﬁzxkﬁ: (2.6)
éi?d?:o, (2.7)
ﬁﬁd?:—%ﬁﬁd?, (2.8)
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Hdal =L [B.as+ [T .43 (2.9)
gl =g [Deas+ |

onde S é a superficie onde se efetua a integracao, [' é o caminho e V' é o volume da regiao em
questao.

Além disso, a forma integral da equacao da continuidade é:

7-d3+2 [ pav=o (2.10)
[T,

Aos integrandos das integrais de linha, superficie e volume, associamos, respectivamente,
1-formas, 2-formas e 3-formas.

Aos campos elétrico e magnético ﬁ e ﬁ associamos as 1-formas F e H, ao passo que aos
campos deslocamento elétrico e indugao magnética associamos as 2-formas D e B. As fontes
7 e p, associamos, respectivamente, a 2-forma J e a 3-forma p.

Assim, em formas, a Eq. (2.10) torna-se

d
J+— [ p=0.
/av dt Jy

Utilizando o Teorema de Stokes, podemos reescrever a equacao anterior como

/V (% +dJ) =0. (2.11)

Como o dominio é arbitrario, concluimos que:

dp
dJ+ — =0. 2.12
Desde que a densidade de carga é uma 3-forma, sua derivada exterior anula-se. Obukhov
[9], afirma que podemos derivar p de um potencial. Assim, o deslocamento elétrico D é uma

2-forma de maneira que:

dp=0= p=dD. (2.13)

Substituindo a Eq. (2.13) acima na equagdo da continuidade Eq. (2.12) e utilizando o
mesmo raciocinio com o qual derivamos a expressao anterior definimos um outro potencial para
a densidade de corrente. A tal potencial chamamos de campo H, que é uma 1-forma. Assim:

oD oD

Os campos (D, H) sao potenciais das fontes (p, J).
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Com isso, n6s obtivemos as equagoes de Maxwell nao-homogéneas, isto é, as leis de Gauss
e Oersted-Ampere:

dD = p,
(2.15)

H——=1J.
d 5 J

Pelas consideracoes que fizemos anteriormente, e associando aos vetores ﬁ e ? a 1-forma
E e a 2-forma B, respectivamente, a Eq. (2.8) torna-se

0
E+—/B=0 2.16
/as ot Js (2.16)

onde 0S =T é o bordo ou fronteira de S.
Pelo Teorema de Stokes, podemos reescrever a primeira parcela desta equagdao como sendo
f as B = f g dE. Desde que a superficie em questao ¢ arbitraria, redescobrimos a equagao de
Faraday:
0B
dE + e 0. (2.17)
Como os operadores 2 e d agem em espacos diferentes, segue que eles comutam. Assim,

ot
aplicando o operador d na equagao anterior, obtemos:

dB = 0. (2.18)

Novamente, podemos utilizar o raciocinio que gerou as Eqs. (2.13) e (2.14), para escrevermos

B como a derivada exterior de um potencial, i.é:

B =dA. (2.19)

Utilizando o fato que o operador d é nilpotente, i.e., d> = 0 e se fizermos A — A + d¢,
para alguma 0-forma &, temos:

d(A + d€) = dA + d*€ = dA = B. (2.20)

Esta propriedade é chamada um invariante de calibre do eletromagnetismo. Um outro pode
ser obtido notando que d(E + d¢) = dE, para qualquer 0-forma ¢.

Nos cursos introdutorios de eletrodinamica, os campos ﬁ e B sao relacionados pela equagao
B = EE), € 0S campos ﬁ e ﬁ por ﬁ = u?. Aqui, estas relagoes sao generalizadas, pois B e

ﬁ sao integrados em superficies, logo sao 2-formas, ao passo que E) e ﬁ sao integrados num
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caminho, sendo assim 1-formas. A correlagao entre as formas (E,D) e (B,H) serao dadas no
préximo capitulo.
Posto isso, associamos, respectivamente aos vetores campo elétrico, campo magnético, des-

locamento elétrico, inducao magnética e a densidade de carga, as formas:

E = E1d.’1} + EQdy + EgdZ,

H = H\dx + Hody + H3dz,
D = Didy Adz + Dydz N dx + Dsdz A dy,
B = Bydy N dz + Bydz A\ dx 4+ Bsdx A dy,
p = pdx Ady A dz. (2.21)

2.3 O tensor de Faraday

O tensor de Faraday é uma espécie de unificacao das equacgoes de Maxwell. Através dele,
as Egs. (2.1)-(2.4) sao dadas por duas unicas: uma correspondente a (2.2) e (2.3), que sdo as
equagoes homogéneas, e a outra, refere-se as nao-homogénas, dadas por (2.1) e (2.4). Em Heald
[10] podemos ver como é construido tal tensor, pensando no eletromagnetismo do ponto de vista
vetorial. Aqui, faremos com o formalismo das formas. Misner [11] mostra maiores detalhes de
alguns passos que abaixo faremos, bem como uma bonita explicacdo da aplicabilidade das

formas no eletromagnetismo.

2.3.1 Construcao do tensor de Faraday

Consideremos uma 2-forma diferencial no vacuo, denotada por F', construida a partir das
componentes dos campos E = (E1, Fs, E3) e B = (B, By, B3), onde consideramos (E;, B;) =
(Ez(xa Y, %, t)a Bz(xv Y, %, t)): 1< < 37 dada por

Suporemos que nosso sistema de unidades seja tal que €9 = 9 = 1. Aplicando o operador
d a F', obtemos:
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dF = d(Eidz A\ dt + Eydy A dt + Esdz A dt + Bidy A dz + Badz A dx + Bzdx A dy) =

0B, n o0F, B 0F3
ot 0z 0x

<8Bl 832 8B3

5 + o + P )dx/\dy/\dz—l—( )dt/\dZ/\dﬂf‘F

0B; N O0E, OE;
ot ox oy

(832 8E1 8E3

5 5 g )t nda ( )t A da: A dy. (2:23)

Comparando com as expressoes classicas das equagoes de Maxwel, temos:

dF = (V- B)de A dy A dzo+

+(v x F + %—?)lmdy/\dw

+<v X E)+aa—§))2dt/\dz/\dx+

+(V < E + %)?ﬂt Adx A dy. (2.24)

Invocando as Egs. (2.2) e (2.3), temos:
dF = 0. (2.25)

Considere agora xF'. Utilizando a defini¢do de x e notando que a ordem é (z,y, z,t), temos:
*(dt A dx) = dy A dz, x(dt A dy) = dz A dz, ... Entao:

*F"' = FEidy Ndz + Fodz N\ dx + Esdx A dy + Bidx A dt + Body A dt + Bsdz A dt. (2.26)
Com isso, aplicando d na equagao acima, temos:

0F; n 0FE, n O0F3
ox oy 0z

d*F:( )dx/\dy/\dz-i—

OE, 0B, 0B
(875 -2+ ay)dy/\dz/\dt-l—

0B, 0Bs 0B,
(8t + 5 - az)dx/\dy/\dt+
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( 8E3 831 831

— + )dx/\dz/\dt.

ot oy ox

Rearranjando os termos, temos:

dxF = (V- E)dz AdyAdet

oE

OF

+(v x B — %>3dx/\dy/\dt.

Se considerarmos a quadricorrente

*] = pdx Ndy ANdz — j1dt Ndy AN dz — jodt ANdz Adz — jsdt Adz A dy

e utilizarmos as Egs. (2.1) e (2.4), chegamos a:

dx F = xj.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

As Egs. (2.25) e (2.30) s@o duais uma da outra. Elas sao a sintese das equagoes de Maxwell.
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Capitulo 3

Eletromagnetismo em meios
nao-homogéneos

Neste capitulo apresentaremos a funcao tensorial de Green para um meio anisotrépico em
termos de simples fungoes de Green, as quais podem ser obtidas exatamente, generalizando o
método de construcao standart para tal fungao no espaco livre.

A estratégia que utilizaremos aqui é a mesma adotada por Warnick em [13] e [14], que
consiste em representar o tensor de Green como uma dupla forma diferenciavel. Isto quer dizer
que trabalharemos em dois espagos de iguais dimensoes, sendo que um é o espago de observacao
e o outro é o espaco fonte.

No caso geral, as propriedades materiais do meio, como por exemplo, os tensores de per-
missividade e a permeabilidade serao embutidos no operador x de Hodge, dando origem a um
novo operador. Posteriormente apresentaremos as formas de Green para o campo elétrico e
redescobriremos antigos resultados, como a formula de Stratton-Chu, para radiacdo de antenas,
a equacdo de Fredholm de sequnda espécie e a equacdo de Fresnel.

As reformulagoes da fungao tensorial de Green e o uso do operador x de Hodge expressam
as relagoes constitutivas do meio com vantagens para a generalizacdo da equagao de Helmholtz
para um meio anisotrépico.

Este capitulo nada mais é que o artigo de Warnick que motivou esta dissertacao [14] e uma
parte da sua tese de doutoramento [13], salvo uma ou outra hipétese que foi reformulada, ou

entao, demonstracoes que foram refeitas ou melhor justificadas a luz do Capitulo 1.

3.1 O operador x de Hodge para um meio anisotrépico

No capitulo anterior utilizamos o operador x para expressar as relagoes constitutivas do

espaco livre. Todavia, este operador depende da métrica do espaco que estamos trabalhando.
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No caso supra-mencionado, nossa métrica é a usual de R?, i.e., os elementos ou entradas da
matriz de métrica sdo dados por (g) = (d;;). Se esta métrica é relacionada de algum modo
com a permissividade e a permeabilidade (em nosso caso, tensores), as relagoes constitutivas
do espaco livre podem ser generalizadas para o caso de um meio anisotrépico.

A definicdo mais comumente utilizada para definicao do operador de Hodge é dada por
Flanders [5] e Warnick [13] e [14].

ANV =<*x\V>0 (3.1)

onde v é uma p-forma, A é uma (n—p)-forma e o é o elemento de volume x1 = \/del/\.../\dac”
e <,> denota o produto interno das p-formas induzido pelo tensor métrico (g,;).

Para nossos propésitos, uma definicao explicita do operador estrela em termos de uma
métrica é dada abaixo. Para uma unica p-forma, temos:

*d.Til A A dmip — gi1j1mgipjp€j1mjn7\/|g‘dxjp+1 AN d:cj" (32)

(n—p)!
onde € é o tensor de Levi-Civita, g é o determinante do tensor de métrica, n é a dimensao do
espaco e ¢” sdo os elementos da matriz inversa da métrica.
Nesta dissertacao, entenderemos por operador estrela euclidiano ou candnico, o operador %
dado pela Eq. (3.2) com métrica g” = §;;.
Contudo, em diversas ocasioes, trabalharemos com operadores estrelas nao-candnicos, cujas

componentes sao relacionados com componentes de matrizes hermitianas.

Definigao 27. Uma matriz hermitiana A € C**™ € dita definida positiva se para todo 0 # x €
C", wvale a igualdade
x* Az > 0.

Em sua tese doutoral [13] e em [14], Warnick introduz as defini¢des de operadores estrela
elétrico e magnético com matrizes simétricas, definidas positivas. Aqui, ndés generalizaremos
estas defini¢oes para matrizes hermitianas definidas positivas. No Capitulo 4 provaremos resul-
tados gerais para tais operadores. Por enquanto, para nossos propdsitos, somente as definicoes
que se seguem sao suficientes.

Para tensores de permissividade e permeabilidade hermitianos, positivamente definidos, in-

troduzimos, utilizando a Eq. (3.2) e com o auxilio dos elementos da matriz inversa da métrica

iy s fo

g¥ = —2— um novo operador denotado por *., que chamaremos de operador estrela elétrico
det(ei;)’ ) )

bem como um segundo operador, x,, por sua vez chamado operador estrela magnético, invo-

cando a mesma equacio e o fato de ¢¥ = %, de forma que as relacgoes constitutivas possam
]

ser escritas como:
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D =xE (3.3)

B = *hH. (34)

Em coordenadas retangulares, o operador x, age sobre uma 1-forma arbitraria de maneira

6bvia, i.e.:

*E(Eldl' + Egdy + EgdZ) = (611E1 + 812E2 + 813E3)dy N dZ+
+(821E1 -+ EQQEQ + 623E3)dZ A d$+ (35)
+(e31E1 + €32E5 + €33F3)dx A dy.

Se aplicarmos o mesmo operador a uma 2-forma, obteremos:

*s(Dldy ANdz + DQdZ Adx + ng.f N dy) = (EllDl + 821D2 + 831D3)d£17+
+(€12D1 + 522D2 + 832D3)dy+ (36)
+(eBDy +eBDy + ¥ D3)dz

onde £¥ sdo as componentes da matriz 7!

, € € = (g;;) matriz dos coeficientes do tensor de
permissividade.

Sobre 1-formas e 3-formas, o operador estrela elétrico resulta em:

*.1 = (dete)dx A dy A dz. (3.7)

O operador estrela magnético x;, comporta-se similarmente.

Os operadores estrela elétrico e magnéticos sao seus proprios inversos num meio em que 0s
tensores de permissividade e permeabilidade sao hermitianos. Todavia, este nao é o caso geral.
Denotaremos o inverso de tais operadores por: x., para o caso elétrico e por x;, para o caso
magnético.

Warner [2] define esse inverso como sendo x~! = (—1)?""P)x . Por sua vez, Flanders [5] o
define como sendo x~! = (—l)p("’pH(nz;t)*, que é o mesmo resultado que temos no Teorema
6. A diferenga entre as duas férmulas é que Warner [2] faz sua teoria pensando em variedades
riemannianas, ao passo que Flanders [5] trabalha com variedades um pouco mais gerais.

Daqui para frente, salvo mencao em contrario, trabalharemos com a definicdo de Warnick

[13] e [14], que trabalha com operadores x nao simétricos, com assinatura da métrica t = n.

Teorema 18. Seja w € FP(M). Entdo:
*lw = (=1)P Py (3.8)
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Demonstracdao. Por comodidade, suporemos w = dz’ A ... A dx®. O caso geral é feito por
linearidade. Para simplificar a notagao, utilizaremos a seguinte convencgao:

dz™ A ... Ndx' = dx™te,

Aplicando o operador * na Eq. (3.2), temos:

* ok dghtr = gt ghire, o YT '|g|§<(da:jp+1 Ao Adz?) =

(n—p)!
= mgkp+1]p+l---gknjn9“ﬁ---gzpjpékp.u...knk1...kp€j1...jndxk1 kp_ (39)
Contraindo-se os indices de €;,.;, e utilizando-se a igualdade 5;1;2 = €j,. j, €1, temos:
% dxil...ip — méﬁil'”dﬁj(_1)p(n_p)6]illl_._._i]fip+l...lnd‘/'vkl.“kp' (310)
Somando sobre os indices [y, ..., I, e utilizando a igualdade 6:;’11;1" = 1, chegamos a:
- - n—=p) iy i
**dxll...lp — p'(ng_ p)' (_1)p(n—p)( g p) 6;11......11;,pdx11...zp' (3.11)

Devido & anti-simetria de dz*'~*», 0 membro da direita da equacdo anterior consiste em p!
copias de L (—1)P("Pdgki~k» e assim, concluimos que
p:

ok dg't = (—1)PP) dgitir, (3.12)

Com isso, podemos escrever:
* 1= (=1)P Pk (3.13)
O

Desde que para todo p inteiro, ou p = 0 (mod 2) ou p = 1 (mod 2), segue que p(3-p)= 0
(mod 2), e entdao, * = x em R3.

Para finalizar esta se¢ao, apresentaremos a generalizacao do operador de Laplace. Warnick
[13] e [14] modifica as defini¢oes ja existentes, e apresenta a generalizacao do operador laplaciano
como sendo

Via = (=1)"P[(=1)" % d¥d + dkdx]a (%)

onde « é uma p-forma. Outras generaliza¢oes podem encontradas em Warner [2] e Feres [6].

Note que para uma métrica constante, a equagao () é conduzida a

2

w . .
dz"' A ... AN dx™.

(wdx™ A ... Ndx®?) = gV ———
Ve (wdz™ A ... Adz™) 9 oo
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Por sua vez, a expressao anterior reduz-se a forma candnica do laplaciano se a métrica é

dada por ¢ = §;;.

3.2 As formas de Green para o campo elétrico

No que segue, assumiremos que nossos campos sao monocromaticos e peridédicos no tempo.
Ao invés de escrevermos explicitamente a dependéncia temporal como uma fung¢ao trigonométrica,
por motivos de praticidade, escreveremo-la como uma exponencial complexa e **. Com estas

hipéteses, as equacoes de Maxwell sao:

dE = iwB, (3.14)
dH = —iwD + J, (3.15)
dD = p, (3.16)
dB = 0. (3.17)

Aplicando o operador x,dx;, na expressao da lei de Faraday e utilizando a lei de Ampere,
temos:

*hd;h(dE) = W *p, dxB = iw *h (—iWD + J)

Utilizando a relacao constitutiva entre o campo e o deslocamento elétrico, podemos isolar

a densidade de corrente, de forma que obtemos

(— *p, dxpd + W xp %) E = —iw %, J (3.18)

onde aqui calculamos tanto os campos como os operadores estrela magnético e elétrico no
mesmo ponto.

A dupla 1-forma de Green para este sistema de FEquacoes Diferenciais Parciais deverd
obedecer a mesma equacdo, mas com o termo iw.J trocado por uma funcao delta de Dirac na
fonte, i.e:

(— *h, d*~hd + (,d2 *h, *E)G(Tl, 7"2) = — %} (5(7“1 — 7'2)[ (319)

onde I é a 2 ® 1-forma dy; A dz; ® dxg + dz1 A dx1 ® dys + dxq N dy1 ® dzs.
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Note que os operadores agem nas coordenadas r;. Em coordenadas retangulares, a forma

de Green GG é expressa por:

G(T‘l, 7‘2) = Glld.’l?l X dl’g + Glgdﬂ?l &® dyg + G13d$1 ® dZ2+
+Gndy; ® dry + Gopdy: ® dyz + Gazdy, ® dzo+ (3.20)
+G31d2’1 ® dlCQ + G32d21 ® dyz + G33d$1 ® dZQ

onde os coeficientes G;; sao funcoes de r; e 7o.
Para um meio isotropico, os tensores de permissividade e permeabilidade nada mais sao que

el e pl, respectivamente, onde I é a matriz identidade. Assim,

- 1
*e =k => k, = —*
€

1
*p = [k = *p = —%
e a definicao de GG torna-se:
2

1 1 1
(== *d=*d+ ZVG(r1,72) = ——8(ry — )] (3.21)
poow I I

onde I = dx; ® dzo + dyy @ dys + dzy ® dzsy
Em [13] e [14], Warnick chama de transposta formal de G a funcdo G, definida como sendo

a dupla 1 ® 1-forma satisfazendo:

(_’(hd *h d + w2*~h*~5)é(7'1, 7"2) = —*th(Tl — 7”2)[. (322)

Definamos agora dois novos operadores, L e L, dados por

L = — xp, dkpd + w? xp, *. (3.23)

L = —%,d %, d + WAk (3.24)

Ainda segundo Warnick [14], os operadores acima escritos se relacionam da seguinte maneira,

de forma a obtermos a expressao do campo elétrico em funcao de G,

Ei A (#4LE,) — Ey A (x4 LE;) = dP (3.25)

onde F; e E5 sao campos arbitrarios.
Aplicando o operador d a expressdo Ey A *,dEs + x,dE; A\ E5 e utilizando-se a Eq. (1.32),

concluimos que
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d(El A ‘}:thQ + *thl A Eg) =d *h dEl A EQ — El A dﬂ:thQ (326)

A partir da identidade anterior e a definicao dos operadores L e L, obtemos:

dP = d(E1 N *thEQ + *thl N EQ)
U

P = E1 AN *~th2 + *thl A EQ. (327)

Utilizando o Teorema de Stokes, e integrando a Eq. (3.25) sobre um volume V;, obteremos

uma generalizacdo do Teorema de Green para os operadores L e L, i.e,

1% Vi oy

Se definirmos um produto interno como sendo

< El; E2 >= / E1 A ;hEg (329)
v

entdo a Eq. (3.28) mostra que L é a transposta de L com relacao ao produto interno acima
definido.

Se o termo de superficie da Eq. (3.28) anula-se, entao esta equagao torna-se a defini¢ao do
operador transposto com respeito ao produto interno dado na Eq. (3.29).

Formalmente, L e L podem ter diferentes dominios, os espacos de funcdes que elas agem
pode, por exemplo, satisfazer condi¢oes de contorno distintas.

Trocando-se agora E(r1) com G(ry,73) na Eq. (3.28) e utilizando a Eq. (3.22), resulta que

E(ry) = iw y é(rl, ro) AN J(r1) + - [é(rl, r9) N *pdE (1) + *hdé(rl, ro) NE(r1)]  (3.30)

Esta equagao representa o principio de Huygens para um meio anisotropico e nao-homogéneo.

3.3 Condicoes de contorno

Nesta secao determinaremos as condi¢oes de contorno para os campos FEi, F, e para as
formas de Green. Analisaremos os casos em que o membro direito da Eq. (3.28) se anula.
Daqui para frente, consideraremos que a diddica G(r1,72) como fungio de r; satisfaz as mes-

mas condigbes de contorno que o campo FEj(r1), ao passo que a fun¢do G(ri,ry) satisfaz as
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mesmas condigoes de contorno que Ey(r1). Falando de uma maneira mais simples, fixado cada
ponto 7, = r, as condi¢des de contorno de G(ry,r) e G(ry,7) sio as mesmas que E; e Ej,
respectivamente.

Supondo que o termo de superficie da Eq. (3.28) seja nulo, e substituindo G(ry, r3) no lugar
de Ey(r1) e G(ry,r3) em Ey(rs), temos:

é(rl, ro) N (xp LG(r1,73)) — [ G(r1,73) A (*hié(rl, r9)) =0

1 Vi

/V Glr1,m) A (—0(ry — r3)T) — /V Gr1,15) A (=8(r — r)1) = 0
I

G(’f’l,TQ) —G(TQ,’I"g) =0
0

G(r3, r2) = G(ra,13). (3.31)

Entao, o campo elétrico dado pela Eq. (3.30) satisfard as mesmas condi¢oes de contorno
que G(ry,73) como funcio de r,. Todavia, em virtude da Eq. (3.31), 0 mesmo campo também
terd as condicoes de contorno que G(rq,79), considerando-se a dependéncia de 7.

Condicoes de contorno para as quais as contribuicoes de superficie se anulam incluem ra-
diacdo, Neumann e Dirichlet.

Suponhamos que 0s nossos campos tenham comportamento assintético

1i_>m rldE —ikdr AN E] =0, (3.32)
lim 7(*pdr) A Eo =0, (3.33)
T—>00

lim r|E| < C. (3.34)
T—>0Q

onde C' é uma constante positiva e £ é uma funcao limitada de 7.

Seja V uma esfera com raio r. A integral de superficie Eq. (3.28) torna-se:

/ p= / By A (ikfndr A By) + xndBy A B, (3.35)
2A% ov

Desde que
limrA=0 = limrxA=0

7—00 T—00
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onde a funcao A e o operador estrela sao limitados, podemos rearranjar os termos do integrando

da Eq. (3.34) para chegarmos a

oV oV

Decorre entao, das hipéteses que fizemos acerca do comportamento assintético dos campos,

que a integral de superficie acima é nula.

3.4 Simetrias e condic¢ées para os operadores L e L serem
auto-adjuntos

Sejam E um campo e J uma fonte, ambos arbitrarios. Warnick [13] e [14] define a reacao

do campo e da fonte como sendo:

< E,J >p= / EAJ (3.37)
1%

onde E é uma 1-forma e J é uma 2-forma.

Se supusermos que %, = %, € X, = *., e utilizando-se as Eqs. (3.28) e (3.29), teremos:

/ E1 N (*hLEQ) — / E2 A (*hLEl) = / E1 A *thQ + *thl N EQ.
Vi Vi Vi

Utilizando-se as defini¢oes dos operadores L e L, as Eqs. (3.14) e (3.18) e ainda invocando

o fato que x, B = H, temos:

EQ/\Jl_/El/\JQZ/ E\NHy+ Hi N Es.
i 1%l %

Finalmente, pela definicdo de reacdo do campo a fonte, a equacao acima pode ser reescrita

como sendo

< FEy, Ji >r — < FEq, J5 >R:/ EiNHy+ Hi N Es. (338)
A%

A equagdo acima nada mais é que o Teorema da Reciprocidade de Lorentz(ver Apéncice).
Se as nossas ondas sao esféricas, o integrando do segundo termo da Eq. (3.38) se anula para
pontos distantes da origem (dito de outro modo, o integrando tende a zero quando r — ), e

entao, ela reduz-se entao a defini¢ao de reciprocidade, ou seja:

< EQ, Ji >p=< El, Jo >R - (339)
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Sendo assim, redescobrimos que um meio é reciproco se os operadores estrela elétrico e
magnético sao simétricos e os campos satisfazem condicoes de contorno tais que a contribuicao
de superficie da Eq. (3.39) é nula.

Se utilizarmos novamente a Eq. (3.19), da definicao de reciprocidade, podemos concluir
que:

/V By A (spLEy) = /V By A (snLEy). (3.40)

A equagao anterior mostra-nos que o operador L é simétrico com respeito a nossa defini¢ao
de produto interno dada pela por (3.29).
Trocando-se E; com G(r1,79) € Ey com G(r1,73) na Eq. (3.40), obtemos

/V Glr1,m9) A (en LG (11, 75)) = / Gri,75) A (enLG(r1,15)).

1%

Levando-se em conta o resultado da Eq. (3.40), concluimos que

G(r3,m2) = G(r2,73) (3.41)

para um meio com tensores permissividade e permeabilidade simétricos.

A energia fornecida para o campo F pela fonte J é dada por

<E,J] >p= / E*AJ (3.42)
Vv

onde, nesta equacao, o simbolo superior * denota o complexo conjugado.
Em [13] e [14], Warnick afirma que modificando a Eq. (3.28), e fazendo-se as hip6teses que
ko = %, € kp = x3,", entdo

< El, Jo >+ < Eg,Jl >E:/ (Hf N FEy — Eik A Hg) (343)
oV

Novamente aqui o simbolo superior * indica a conjugacao dos complexos e, para os opera-
dores estrelas, eles significam que conjugamos os coeficientes dos tensores de permissividade e
permeabilidade nas respectivas definicées dos operadores estrela elétrico e magnético.

Para uma fonte J com campo associado E, e considerando, na Eq. (3.42), J; = J, = J e
E, = FE> = E, obtemos por resultado:

Re < E,J >p=—Re / EAH* (3.44)
ov

onde Re significa parte real.
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Esta equacao representa o balango entre a energia conferida ao campo pela fonte J e a
poténcia através da fronteira da regiao V.

Se além das hipdteses de condigoes de contorno acrescermos a suposicao que o termo de
superficie da Eq. (3.43) se anula, teremos concluido que:

< El, Jo >p=—< EQ, J1 >*E‘ . (345)

Condicoes de contorno como as expressas pela equacao acima podem ser tomadas como
definicao de baira perda, da mesma maneira que < Fs, J; >p=<, F1,Jo > é definicao de
reciprocidade.

O campo elétrico E associado a fonte J nao é univocamente definido pela Eq. (3.18). Para
J=Ji=Jy, By = FE e Ey = FE + Ej, onde o campo Ej satisfaz a equagao supramencionada, a
Eq. (3.45) nos conduz ao fato que 2Re < E,J >= — < E,, J >*. Todavia, na Eq. (3.45), se
E, = E; = E, chegamos a Re < E,J >= 0, e entao, combinando estes dois resultados, decorre
que < FEy, J >=0.

Utilizando agora na Eq. (3.45) a defini¢do do operador L, obtemos

/ Ef A (8, LE,) = [ / B (;hLEl)} . (3.46)
1% 1%
Dai, conclui-se que L é auto-adjunto com respeito ao produto interno
< El, Ey >= / ET A xpFEs. (347)
v

Substituindo G(ry,r2) em lugar de E; e G(r1,73) e vez de F5 na Eq. (3.45), obtemos uma
nova relacao entre as fungoes de Green, a saber

G*(r3,r2) = G(ra,13). (3.48)

Assim, a forma de Green para um meio com maior perda é hermitiana se ela satisfaz

condi¢oes de contorno tais que a contribui¢ao do termo de fronteira ( ou de drea ) se anula na
Eq. (3.42).

3.5 Formas de Green para a equacao de Helmholtz ani-
sotrépica

Consideremos novamente a Eq. (3.18). Adicionemos a ambos os membros o termo d*,dxy, E:

(— *p dxpd + dxpd xp, +w? xp %) E = —iw *p, J + dxpd xp, E. (3.49)
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Definindo o operador de onda V? como sendo as duas primeiras parcelas entre parénteses
h

do lado esquerdo da equacao anterior podemos reescreve-la como:

(V2 + Wk %) E = —iw xp, J + dspd %, E. (3.50)

Para tensores de permeabilidade constantes, o operador V3 é diagonal. A Eq. (3.50) é
chamada equacdo de Helmholtz anisotrdpica.

A correspondente 1 ® 1-forma de Green satisfaz

(V3 4+ w? %y %.)g(r1,m0) = —0(r1 — 19)1 (3.51)

onde os operadores agem nas coordenadas com indice 1 e I é a 1 ® 1-forma.
e’iko'r‘

No espago livre, g = p3gol, onde gy = é a funcao de Green usual.

4rr
Analogamente ao que fizemos para obter G, definimos a transposta formal de g como sendo

a 2® 1 forma de Green que satisfaz

(V}QL + w2>€59?h)§(7“1, 7‘2) = —5(7‘1 — 7‘2)] (352)

onde I agora é uma 2 ® 1 forma.

Continuando as analogias, considere os operadores M e M:

M = V3 + w? % %, (3.53)

M = V2 + w45, (3.54)

Com estes operadores, procuraremos obter relacoes entre eles do tipo

CiAMEy — Ey AMC, = dQ (3.55)

onde F5 é uma 1-forma arbitraria, bem como também o é a 2-forma C;.

Podemos expressar () como sendo

Q = *~h01 N )CthQ + *hda?hC’l N E2 + 01 AN *~hd *h E2 — *hdcl N *hEQ. (356)

Integrando a Eq. (3.55) sobre um volume V' e aplicando o Teorema 16, chegamos a:

v % av
Trocando-se Cy(r) por §(ri,r2) e utilizando as Egs. (3.50) e (3.52), temos
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E(ry) = iw /V G(re, ) AxnJ (1) — /V 30, A i, Elr) + / R (3.58)

oV

onde o termo R é dada pela expressao

R = *~h§(7'1,7'2) A *);th(T'l) -+ *hdfhg(’f‘l, 7‘2) A E(T1)+

~ B 3.59
+3G(r1,72) N *pdxp E(r1) — *,dG(11,72) N *p E(11). ( )

Consideremos o segundo termo da Eq. (3.58). Notemos que ele pode ser reescrito como
sendo
g(Tl, 7"2) VAN d;hd *h, E(T’l) = d[g(Tl, 7'2) A )Chd *h, E(T’l)] — dﬁ(rl, 7“2) A ;hd *h E(Tl), (C\{)

por outro lado

dg(ry, ro)xnd *xp E(r1) = *pdg(r1,r2) Adxp E(r1) = dxp E(r1) A xpdg(ry,72) (B)

de onde chegamos a:

d*h E(Tl) A *khdg(’f'l, 7‘2) = d[*hE(’l'l) A ‘khdg(Tl, 7'2)] — *hE(Tl) Ad *h dg(?“l, 7‘2). (’Y)
Inserindo () em (), e em seguida, substituindo o resultado em (&), obtemos

G(r1,m2) AN dskpd xp E(r1) = d[g(r1,72) A *pd *p E(r1)]—

—d[*hE(T'l) A dg(’/'l, 7'2)] + *hE(T'l) A d*h dg(T’l, 7"2).

Integrando a expressao acima e invocando o Teorema de Stokes, obtemos:
fV 7'1,7'2 /\d*hd*h fﬁV 7‘1,7’2 /\*hd*h ( 1)—

— Jov, xnE(r1) A*ndg(r1,72) + [ %0 E(r1) A d*p dg(r1,72).

Substituindo esta expressao na Eq. (3.58) concluimos que

E(ry) = iw/ g(r1,re) A*pJ(r1) —/ *pd *p, dg(r1,m9) A E(r1) +/ R; (3.60)
Vi Vi op
onde:
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Ry = #G(r1,m9) N *RdE(11) + *pd*pG(r1,m2) A E(11). (3.61)

A equagao integral resultante para o campo elétrico em termos das fontes, valores de con-
torno e a forma de Green é:

FE = zw/ g A *hJ — / ;hd *h dﬁ NE+ / (*~h§ A ;th + *hd;hg A E) (362)
i \%1 v

que é valida para meios arbitrariamente anisotropicos e nao-homogéneos.
Se as condicoes de contorno que g e E satisfazem sao tais que a integral de superficie pode
ser desprezada, entao temos:

E(ry) = iw/ G(r1,me) N*pJ(ry) — / *pd *p, dg(r1,72) N E(11), (3.63)
" Vi
que é a equacdo integral de Fredholm de segunda espécie.
Consideremos agora a 2-forma *,dg A x, E. Aplicando o operador d, obtemos:
d*h d_a/\*hE = (d*h dg) /\*hE‘f‘*hdg/\ d*h E.

Dos Teoremas 7 e 17 decorre que a equacao acima pode ser reescrita como sendo:

/ ;hd *h dg ANE=— / *hdg A d*h E+ / *hdg AN *khE. (364)
14 14 )%

Inserindo este resultado na Eq. (3.62), podemos escrever:

E:z’w/;hg/\JJr/*hdgAd*hEJr/ [#4§ A hdE + %,dhi A E — (xpd§ A *, E)]. (3.65)
Vv 14 2d%

No espago livre, a Lei de Gauss nos fornece d x, E = pop/eo. Entdo, para uma regido
que nao contenha fontes, a integral de volume se anula e esta expressao se torna a féormula de
Stratton-Chu(conf. Warnick [13] e [14]).

3.5.1 Relacgoes integrais entre G e g
Substituindo-se §(r1,73) por C; e G(r,73) por Fy na Eq. (3.57) e procedendo de maneira

andloga a derivacao da Eq. (3.63), chegamos a

G(T‘l,’r‘g) = ‘);h,g(TQ,Tl) — / *~hd *p dg(’f'g,Tl) N G(T’g,Tg) (366)
V3
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onde a derivacao age nas coordenadas com sub-indice 3 e os termos de superficie foram despre-
zados.

Esta expressao generaliza, para um meio anisotrépico, as relagoes entre a fungao escalar de
Green e forma de Green para um meio homogéneo isotrépico.

Repetindo a substitui¢do na Eq. (3.66), obtemos uma solugdo em série de integrais para G,

dada por:

G:;hg_/;hd*hdg/\g'i_//;hd*h dg/\v\:hd*hdg/\;hg— (367)

Retiramos as coordenadas, na equagao acima, por comodidade, para nao carregar muito a

notacgao.

3.5.2 Tensores de permeabilidade simétricos

Para um meio com tensores de permeabilidade simétricos, podemos simplificar as Eqgs. (3.63)
e (3.66) absorvendo o operador estrela na defini¢do de g.

De fato, Warnick [13] e [14] afirma que para tensores de permeabilidade simétricos, o opera-
dor x; é seu proprio inverso. Alids, nao s6 o operador estrela magnético tem esta propriedade,

mas também o estrela elétrico. Nestas condig¢oes, Thirring [16] garante que:

*hV2 = —Vi *h -

O sinal negativo é esperado. De fato, o operador estrela do lado direito do laplaciano quer
dizer que o grau da forma a ser aplicado no segundo membro da equacao anterior é diferente
do grau da forma a ser aplicado no lado esquerdo.

Desta forma, absorvendo o operador x, em g, e levando-se em conta as duas observacoes

precedentes, podemos obter novas equacoes para g e g, a saber:

(V2 + W s x.)g = — 55 61 (3.68)

(V2 4+ w? xp%.)§ = — xp, 61 (3.69)
onde ambas, g e g, sao 1 ® 1-formas e [ é a 2 ® 1-forma unitaria.
Agora podemos obter uma nova identidade, utilizando um raciocinio andlogo ao da Eq.
(3.55), i.e.
E1 N *hM’EQ — E2 N ‘khM’El = dQI (370)

com isso, a expressio (3.63) resulta em
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E(ry) = iw /V G(re ) A (1) — /V snd ok dop G, ) A E(r). (3.71)

A expressao integral (3.66) pode ser escrita como
G(ry,m2) = §(r1,ma) — / wnd ok dxn §(rs, 2) A G(ry,73). (3.72)
Vs

3.5.3 Correspondéncia com resultados de espacos livres

A Eq. (3.62) é similar, na forma, ao resultado padrio para o campo elétrico utilizando, a

funcao escalar de Green para o espaco livre

1
Eziw,u()/gol/\J—,— dxdx*gol A J, (3.73)
v we Jy

onde gy é a funcao de Green escalar usual. Na expressao acima, negligenciamos os termos de
fronteira.

Contudo, a relacao entre (3.62) e (3.73) é mais simples.

De fato, para um meio isotrépico e homogéneo, a definicdo da forma de Green-Helmholtz
pode ser simplificada multiplicando-se o lado esquerdo da Eq. (3.50) por u2, e entdo, ela se

torna

(V2 +kg)g(ry,m2) = =0(r — )1 (3.74)

onde I é a1 ® 1 forma unitdria e k3 = w?equo.
Com tais definigoes, a forma de Green g é igual a go/.

Desta maneira, o campo elétrico dado pela Eq. (3.62) pode ser escrito na forma:

E=iw,u,0/g/\J—/*d*d*g/\E+ [g AxdE + xdg A E] (3.75)
1% 1% oV

onde o operador estrela nas expressoes acima é o canonico.
Integrando o segundo termo da equacao precedente por partes e lembrando a relacio

wedx B =dJ

chegamos a:

1
E:iwuo/gAJ+,—/(*d*g)dJ+/ [gA*dE +*dg NE — (xd*g)x E].  (3.76)
v we Jy v

Integrando o segundo termo por partes e invocando a Lei de Ampere, temos:
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1 1
Eziw/m/g/\J—.— d*d*g/\J—i—/ [g/\*dE—i—*dg/\E—i—E(*d*g)dH]. (3.77)
1%

we Jy v

No véacuo, a integracao no volume da expressao acima pode ser reescrita como

1 1
iwuo/g/\J—,— d*d*g/\J:iw,uo(/g/\J+27d*d*g/\J)
v we Jy v WoEolo

ou ainda, simplesmente como

iw,uo[/v (l-i- %d*d*)g/\t]]

0
donde a forma de Green para o campo elétrico pode ser escrita como

1
Go=(1+ Pd*d*)g (3.78)
0

que é o resultado usual para um meio isotrépico e homogéneo.

3.6 Meios eletricamente nao-homogéneos

A representagao da forma de Green ( Eq.(3.66) ), bem como a equagao integral (3.62),
fazem a conexao entre o espalhamento de um meio isotrépico, magneticamente homogéneo e
eletricamente nao-homogéneo, com o problema de espalhamento elétrico para o mesmo meio.

A definicao dada pela Eq. (3.51) se reduz a determinagao da fun¢ao de Green escalar g;
para a equacao de Helmholtz

[VZ =+ kQ]gs(’f‘l, 7‘2) = —5(7"1 — 7‘2) (379)

onde k* = k*(r) = w?ue(r).

A funcao de Green escalar pode ser calculada analiticamente para certos tipos de meios
nao-homogéneos. Em [13], Warnick cita dois exemplos de meios onde podemos calculd-la ana-
liticamente: quando k?(r) = k2(1 + a2) e k2(r) = k2(1 + ar?).

Utilizando os resultados da Secao 3.5, e levando-se em conta que estamos considerando um

meio magneticamente homogéneo, podemos expressar o campo elétrico como
E:z’w,uo/ g/\J—/g/\*d*d*E—{—
v v

+ [ [gAXdE 4+ xdg A E 4 (xdx g) x E — xg(xdx) E] (3.80)
av
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onde g = g,I, com [ sendo a nossa velha conhecida 1 ® 1-forma.
Novamente, integrando por partes o segundo termo do membro direito da equacao acima,
podemos escrever:

E:iwuo/g/\J+/(*d*g)d*E+ [g AxdE + xdg A E — (xd * g) % E]. (3.81)
v 14 av

Pela Lei de Gauss e novamente integrando por partes, a expressao anterior pode ser reescrita

como

/ d
E = z’w,uo/ gnJ +/(*d*g)(§/\*E)+/ [g/\*dE+*dg/\E—(*d*g)*E+(*g)*§] (3.82)
v v av

onde J = J — xdx 2

twpoE
Warnick [14] afirma que os dois primeiros termos de superficie sdo nulos para condigoes de

contorno de conducao magnética ou elétrica. Supondo ser este o caso, ele afirma que o terceiro
termo anula-se para um meio variando lentamente, pois d x g = d x E =~ 2 e a densidade de
carga é nula na fronteira, e entdo, o quarto termo se anula totalmente nesta regiao.

Também o terceiro e quarto termos nao contribuem para radiacao, ja que também a den-
sidade de carga é nula no infinito ( ou, melhor dizendo, para pontos muito distantes do nosso
referencial ).

Se os termos de superficie se anulam, obtemos a seguinte expressao integral para o campo
elétrico:

E:z’wuo/g/\J’+/(*d*g)(§/\*E) (3.83)
14 14

onde J = J + *d kg—(Jr).

Se o comprimento de onda é muito menor que a escala espacial do meio, entdo o campo
elétrico é dado aproximadamente pelo primeiro termo do segundo membro da Eq. (3.83).

O segundo termo da Eq. (3.83) nos fornece uma pequena corre¢ao para o campo total E.
Segundo Warnick [14], o campo elétrico do segundo termo do lado direito da Eq. (3.83) pode
ser calculado a partir da fonte J, através da inversao do operador integral. A solu¢ao em série
para a equacao integral pode convergir rapidamente.

A forma de Green para o espaco livre GGy nao contém informacoes acerca da variacdao da
permissividade do meio. Por isto, a Eq. (3.83) pode ser mais conveniente que os métodos
usuais para dielétricos variando fortemente, admitindo uma solucdo exata para a funcao de
Green escalar.
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3.7 Meios homogéneos

Para meios homogéneos, a simetria espacial das componentes de g sao funcoes invariantes
por deslocamento: g;;(r; — r2). Desta forma, a integral Eq. (3.66) torna-se uma convolugao.
Entao, a transformada de Fourier da integral é o produto das transformadas de x,d x, dg e G.

As seguintes transformacoes podem ser utilizadas para obtermos representagoes de autove-
tores de xpd x;, dg. Se f(r1,r2) e g(r1,79) sdo, respectivamente, 2 ® 1-formas e 1 ® 1- formas,

entao

df(?“l, 7‘2) — ’thf(k')

*p9(r1,79) — ,Utg(k)

onde k é o vetor de onda e as derivadas agem nas coordenadas com indice 1, e o indice superior
t denota a transposi¢cdo de matrizes. Alids, durante esta secdo, as transformadas de Fourier de

duplas formas diferencidveis serdo convenientemente representadas por matrizes.

A transformada de Fourier de x,d %, dg se torna —ﬁutkkt@ Como o produto exterior

deste termo com G age no primeiro argumento antes do segundo, a matriz pode ser transposta

para obtermos a transformada do produto. A transformada na varidvel espacial da Eq. (3.66)

fica:
G=g'n "+ i*k/&uG (3.84)
detp ) '
Resolvendo para G, obtemos
1 ~1
N P t
G= [ug detuukk ,u} (3.85)

onde —t significa uma inversao seguida de transposicao.

Analogamente, para a Eq. (3.52), a transformada de Fourier é:

1 -1
§=|-—Kk'pukl — w2ty . .
g [det,u a wEH } (3-86)

Na expressao acima, I denota a matriz identidade. A Eq. (3.19) nos dd uma férmula

alternativa para G

-1
G= [ I w%] , (3.87)
onde a matriz I' é dada por
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T=|4k 0 —k|. (3.88)
Utilizando as Eqs. (3.86) e (3.85), temos

1 —1
t —_—— t
G = ['udt (K ukI — w?u~te) - ukk }

que podemos colocar na forma:

_ | _ 1 t t !
G= [ detuukk w+ — det (k' pk)p — w 6] : (3.89)

Os poélos de G na representagao de vetores de onda representam solugoes de onda plana para
a Eq. (3.18), entao

Y t _
det[ = tukk u+ T t,u(k pk) T — Wi~ e} 0 (3.90)

que é a equacgdo de Fresnel para um meio homogéneo arbitrario.

A defini¢ao (x), no final da Secdo (3.1), do operador de onda para um meio homogéneo
resulta na identidade

——ktukI p T ' —

——kk 91
detp detp Ko (3:91)

na representacio de vetor de onda. Esta expressiao mostra explicitamente que o operador V3 ¢
diagonal para um tensor de permeabilidade constante qualquer.

A representacao de vetor de onda da solucao de séries para a fungao de Green dada pela Eq.
(3.66) pode ser resumida guiada por outra representacdo para a forma de Green para o campo
elétrico, dada pela Eq. (3.67). Com tal procedimento, a Eq. (3.84) pode ser reescrita como:

1
tkkt tkkt -
Wit e detu Mdetu

Rearranjando a equacao acima, podemos obter a série

G=g'p'+—

gkk'ugtpy t +--- .92
deip? gkk' ng'n " + (3.92)

~t
4 1 9k tugt 1 ~t702 t, o=t —1
= 1+ + + ...
G=gu det( dtk g’k (dtk,ugk) Vk' 1g' 1

v

E}?io(—dewk ngtk)s

Supondo que a série convirja, sua soma é dada por:
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1
detu kt'u'gtk

=1 . 1
> (o kug'ky = (9)-
= detp

Assim, a Eq. (3.92) pode ser reescrita como

1 gt
G=gnu'+ —kktugtut (3.93)
detp1 — dlwkt gtk
No espaco livre, o termo g* Z;io( Tt ktugtk)? = k—ff, e entao , esta expressao no espaco livre

se reduz, a menos do fator pg, & Eq. (3.77) para a forma de Green do campo elétrico.

A série (0) é singular para valores de k que representam ondas planas, e entdo
—k'ug'k =1 3.94
deip g (3.94)

é equivalente & equagao de Fresnel (3.90).

3.7.1 Solucoes exatas para a forma de Green-Helmholtz

Se a matriz de permeabilidade é diagonalizdvel por uma rotacao, entao a transformada
inversa de g(k) pode ser obtida numa forma fechada. Neste caso, o niicleo da equagao integral
para o campo elétrico dado na Eq. (3.62) e a forma integral da Eq. (3.66) sao conhecidas
exatamente. Da Eq. (3.86), obtemos:

~ 1 1 t _2t—t_1i?-?_>
g(ry,m2) = (27r)3/[det,u(k pk)l — we'n ] e "dk (3.95)

onde 7 = 74 — 75. Por rotacao através do sistema de coordenadas em que a matriz de
permeabilidade é diagonalizdvel e fazendo uma mudanca de varidvel adicional tal que k2 =
ktuk/(detu), podemos escrever

- 1 / S R g
g(ry,mo) = W/ [k 2 — Wty Tt eF Tdk (3.96)

onde 7 = = detp(xer /\/p1 + yea/ /12 + zes//13). Aqui os elementos z, y e z sdo 0s compo-
nentes do vetor 7 e ;i © =1,2,3 sao os autovalores da matriz y. Por conveniéncia, suporemos

que tais autovalores sao reais positivos.
. / . . . ~ .
Rotacionando k£ de forma que ele esteja alinhado na direcao do eixo z, temos

d t ! = ! -1 !
G(r1,ms) = (2‘;; / k'2send et Feos0 | 21 _ o2ty ~t| dk' dodg (3.97)

onde @ e ¢ sio angulos associados com k. Pela integracdo das partes angulares, temos
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dety
4im?F

! P T ' —1 ,
g(ri,m) = /k (e — e * YV 2T — w2ty dk (3.98)

A integracio restante em k pode ser calculada a partir da raiz de efu~".

A matriz e'u~t geralmente nio é diagonalizdvel, mas possui uma decomposicio de Jordan
na forma SJS ' (consulte Lima [15]).

Considere um bloco de Jordan da matriz J, correspondente ao autovalor ae®®, onde as

constantes a e b sao numeros positivos. Para este bloco, sua raiz é dada por
ib % ib 1 \
ae® 1 (\/C_w N

=4 o (3.99)
1
2\/Eei%

: 2
ae® K Vaetz }

o segundo membro da equagao acima existe, pois por hipétese, ¢ e u tém posto de mesma

dimensao, e ambos sao completos; o sinal é tomado de modo que Re{:l:\/ﬁei%} seja positivo.

t ¢ diagonalizdvel, as outras raizes podem ser

Warnick [14] afirma que quando a matriz e'p~
descartadas.
Procedendo da mesma maneira para cada bloco de .J, podemos construir as matrizes .J %, e

entao

K =wSJi5 ! (3.100)

é uma raiz quadrada para o termo w2ty t.

Com tudo isso exposto acima, a Eq. (3.98) torna-se:

detp
4727

g(ri,mo) = /000 dk' sen(k'7) [(k’I —K) '+ (KT + K)_l]. (3.101)

Alterando os limites de integracao, a expressao precedente é dada por:

- det/,b & ik’f ’ 1 ’ 1 ’
Grim) = | e [(kI—K) + (K'T+k) ]dk (3.102)
—00
Como a parte real dos autovalores de K é positiva, se o segundo termo puder ser desprezado,
como conseqiiéncia teremos:

ezK’r

g(r1,m2) = detp (3.103)

Ay
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para a transposta da forma de Green-Helmholtz com condigoes de contorno de radiagao. Tal
fator pode ser visto como a generalizacao da funcao de Green para o espaco livre %.

A exponencial de matrizes da Eq. (3.103) pode ser calculada de maneira exata a partir da
forma normal de Jordan de K; entao, g pode ser obtida explicitamente. Ha trés casos possiveis
para a forma normal J, dependendo do nimero de autovalores univocos.

, .. . I |
Se h4 somente um tinico autovalor ae®. entdo J2 pode ser expresso por
bl

2m
Ji = m o (3.104)
m

onde m = ++/ae®, com sinal convenientemente escolhido de modo que Re m > 0.

Como componentes, a transposta da forma de Green-Helmholtz é:

1 1
eimr 1 2m  8m2
§::d6UL4WFS I (3.105)
1

Se etu~t tem dois autovalores distintos, a;e® e ase™, cada um, respectivamente, com
/’L 7 7 7 )
e - .ol
multiplicidades 2 e 1, entao a matriz J2 é dada por:

Jz = m . (3.106)

onde m; e my sao definidos analogamente como m, de onde segue-se que g é:

eimli etmi17
1 i 1 (3.107)
g =dety——:S ermr ST 3.107
47t gima

Finalmente, quando a matriz e'u~" possui trés autovalores distintos, é possivel encontrar
um sistema de coordenadas que diagonaliza a matriz. Entao, a expressao para g é
eimlf
1

§ = det
9= MR

gimaF (3.108)

imaT
elms

onde my, my e m3 sao as raizes dos autovalores com partes reais positivas.
Como j4 vimos antes, se e'~" é diagonal, entdo § também o é. Para tensores ¢ e yu hermi-
tianos, isto equivale a diagonalizacao simultanea de € e p.
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Capitulo 4

Ondas planas num meio nao-condutor
e Teorema de Poynting

Neste capitulo estudaremos a propagagao de uma onda plana num meio fisico. Obteremos
a versao para formas do Teorema de Poynting, bem como calcularemos as condicoes de pro-
pagacao as quais os campos devem satisfazer. Para tanto, precisaremos de algumas defini¢oes e

resultados, que serdao apresentados na préxima secao. Daqui para frente trabalharemos em R3.

4.1 Preliminares matematicos

Nas demonstragoes que seguem, A e B sao duas matrizes 3 X 3 hermitianas definidas po-
sitivas, cujas respectivas entradas sdo a;; e b;;, U C R® é um aberto fixado. Por conveniéncia,
chamaremos indistintamente de vetor a todo elemento de um espago vetorial tridimensional,
quer sejam vetores ou campos vetoriais em R?) ou elementos de F'(U) ou F?(U). Como o
conjunto U é fixo, se w é um campo de 1-formas em U, diremos apenas w € F!. A mesma
convencao serd adotada para um campo de 2-formas. Denotaremos por (Av); a i-ésima linha
do vetor Av, onde v é um elemento de um espago vetorial tridimensional. Segundo nossas

convengoes, Av denotarard o vetor Av = ((Av);, (Av)e, (Av)s).

Defini¢ao 28. Definimos o operador x4 como sendo o operador dado pela Eq. (3.2) com os

R
elementos g" = 2245

A defini¢ao acima nao é nenhuma novidade. Na verdade, ela ja é uma velha conhecida, pois
os operadores estrela elétrico e magnético nada mais sao do que escolhas da matriz A como
sendo € ou p, respectivamente. Contudo, como queremos resultados um pouco mais gerais,
optamos por fazer uma definicdo independente de uma matriz particular.

Lema 1. Seja w = widr + wedy + wsdz € F', T ={dz, dy, dz} a base candnica das 1-
formas, w = (w1, ws,ws) a representacdo vetorial de w com relagdo a I'. Entdo, x4 equivale d
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multiplicacdo da matriz A no vetor w sequida da ac¢do do operador x candnico, i.e,

*4 = *Q. (4.1)
onde W = Widx + Wady + w3dz e
(:)1 w1
(:)2 =A Wo
(:)3 w3

Demonstracdo. Note que
(Aw); = ayw;. (4.2)

Defina a 1-forma
w= LJld.f + dgdy + LJgdZ

Entao, aplicando o operador %, obtemos:

*W0 = W1dy A dz + Wodz A dx + Wadx A dy. (4.3)

Substituindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.3), podemos escrever:
3 3 3
*W = (Z aljwj>dy ANdz + (Z Gqu)j>dZ ANdx + (Z (ngwj) dx A dy = *A4W. (44)
j=1 j=1 j=1
0

Lema 2. Sejan = mdy Adz + medz Adx + mzdx Ady € F?, Q ={dy Adz, dz A dz, dz A dy}
a base candnica das 2-formas, n = (m,n2,M3) a representacdo vetorial de n com relagdo a Q.
Entdo, x4 equivale & multiplicacdo da matriz A™' no vetor n sequida da acdo do operador %
canonico.

Demonstracdo. Pela Eq. (3.6) podemos escrever:
xp= (AT'w) xdy Adz + (A7 W) xdz Adx + (A7'w) * dz A dy =
=x|(A w)idy Adz + (A7 'w)odz Adx + (A7 w)dx A dy| = xA7'w (4.5)
O
Teorema 19. %, € um isomorfismo entre F' e F2.

Demonstracdao. Pelo Lema 1, podemos escrever x4 = xo A. Desde que x e A sao isomorfismos,
segue, pelo Teorema 3, que sua composi¢ao também o é. O
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Coroldério 1. Vale a igualdade: Se o € F* e 8 € F?, entdo:

*la=A"1%aq, (4.6)

*,' B =AxpB. (4.7)
Demonstracao. Pelo Teorema 19 existe w € F? tal que
w=rxAa=a=A"1xw=A"1xx4a
de onde concluimos facilmente que
*Zla =A%
A segunda igualdade é provada de maneira anédloga. O

Lema 3. Sea € F! e 8 € F?, entdo

* 0 = xAa = Axa, (4.8)
*xaB=*xA"18=A"" %8, (4.9)
*xla=xA"la= A" xa, (4.10)

*, 1B =%AB = A%, (4.11)

x4 %5 o = A ' Ba. (4.12)

Demonstracdgo. A demonstragdo das quatro primeiras igualdades sdo andlogas. Por isto, pro-
varemos a primeira e a ultima.
No primeiro caso, seja o € F'. Entao

*xp0 = (xA)a = *(Aa) =
= *[(Aa)ldac + (Aa)ody + (Aa)gdz] =
= [(Aa): xdx + (Aa)s * dy + (Aa); * dz]

= A(xa) = (A%)(). (4.13)

de onde concluimos que xA = Ax.
Para a Eq. (4.12), utilizando que em R® x é seu préprio inverso, invocando os Lemas 1 e 2
e utlizando as Eqs. (4.7) e (4.8) , temos:

xaxp o= (xA"Y)(*B)a = A ' Ba. (4.14)
]
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Daqui para frente, quando nos for conveniente, escreveremos x4 = xA e *Afl = %A%

Coroldrio 2. Se as matrizes A e B comutam e oo € F, entao

*A*p Q= %G *," . (4.15)

Demonstracao. E conseqiiéncia do Corolédrio 1 e do Lema 3. De fato, utilizando as Eqs. (4.6),
(4.7), (4.8) e (4.9) e o fato de x = x !, podemos escrever:

xa*ga=A""Ba=BA\a=x3" %" a. (4.16)
U

Corolério 3. Se A e B comutam, o € F' e B € F?, vale as iqualdades:

*akp = kg Ky (4.17)
x4 *p o= x5! x4 q, (4.18)
*xaxg B=*p*x;" B, (4.19)
x4l xp a=xg' x4 q, (4.20)
* 1 x5 B =xp*a B (4.21)
* ot xp = xp %4 (4.22)

Demonstracdo. Ambas decorrem do Corolario 1 e as demonstragoes sao analogas. Assim, de-
monstraremos apenas a primeira

* 4 *;31 a=A"'Ba=B A '\a = xp *;11 Q.

O
Teorema 20. Vale a igualdade:
* =y (4.23)
Demonstracdo. Seja o € F'. Entao, pelo Corolario 1 e o Lema 1, temos:
*ila=xA"ra = %4100
Seja agora 3 € F?. Pelo Corolério 1 e o Lema 2, segue que
*31B = %AB = K(A) 1B = x4
O
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Definicao 29. O produto interior entre o € FP e f € F'9 é dado por

aB = +((x8) A ). (4.24)

Geometricamente, a acao de uma 1-forma numa k-forma é uma projecao, que simplesmente

remove o eixo correspondente a 1-forma na k-forma.

Lema 4. Suponhamos que os indices 1,5,k nao sejam repetidos e estejam em ordem ciclica.
Escrevamos (dz, dy, dz)=(dz', dz?, dz®). Entdo valem as sequintes igualdades:

dz'adx’ =1, (4.25)
dz'adz’ =0, (4.26)
da’a(dat A dz*) = dak, (4.27)
dz’2(dz* A dt) = —daF, (4.28)

Demonstracdo. A quarta igualdade decorre da terceira pelo fato do produto cunha ser antis-
simétrico. Para provar a primeira, note que xdz’ = dz’ A dz¥, e assim

dr' adx' = x(dz* A d2? A dz®) = 1. (4.29)
Para a segunda igualdade, observe que xdz’/ = dz* A dz?, e ent3o:

dz’ada? = x(dz* A dz' A da') = 0. (4.30)

Finalmente, para a terceira, notando que *(dz? A dz¥) = dz* e aplicando a definicio de
produto interior na Eq. (4.27), obtemos:

dz'J(dz’ A da®) = x(x(dz* A dz*) A da') = x(dz* A da?) = da. (4.31)

O

Teorema 21. Sejam o, 3 e v € F'. Entao

al(BAY) = (aaB)y — (a1y)B, (4.32)

(BAY)aa = (By)a— (Baa)y. (4.33)
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Demonstragdo. Por comodidade, escrevamos (dz, dy, dz)=(dx', dz?, dz3) e ponhamos

3

o= Z o;dzt,
i=1

3 .

B=7)  fudd'.
i=1

3
i=1

entao . _
BNy = Z Bividz" A da’.
4]

Efetuando o produto interior e invocando os resultados do Lema 4, podemos escrever:

as(BA7) = cify(datoda’ A da?) =

ijk
% i
= (aaB)y — (ax)B. (4.35)

Quanto a segunda igualdade, basta utilizar a definicao de produto interior, o resultado do
Teorema 7 e Eq. (4.32). De fato,

(BAY)aa=x((xa) A (BA7)) =
=—*x(*BA(aAy))==BslaAy) = (4.36)

= (Bxy)a = (Baa)y-
]
_)
Teorema 22. Sejam «, B ey € F', 0 € F?, 7, b, 7 e 7 0s campos vetoriais duais

associados a cada uma dessas formas, respectivamente. Entdo, valem as sequintes igualdades:

_)

aB=7d-1, (4.37)

a0 = —(d x @hdr — (d x @)ady — (d x @)sdz, (4.38)
(AN = (@ V) - (@75, (4:39)
aho=T- ddzAdyAdz, (4.40)
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B)Aa=T- bdrAdyAdz, (4.41)

aAB= (T x Bhdy Adz+ (T x 0)edz Ada+ (@ x b )adz A dy. (4.42)

Demonstracdo. A prova é trivial, embora tediosa. As duas primeiras igualdades decorrem do
Lema 4. Para a primeira, basta levar em conta as Eqs. (4.25) e (4.26). A segunda é conseqiiéncia
das Eqgs. (4.27), (4.28) e do fato do produto cunha ser anti-comutativo. A Eq. (4.39) decorre
das Eqs. (4.27), (4.28) e (4.37). A quarta igualdade é imediata e a quinta é suficiente notar
que (%8) A a = xaif e utilizar a Eq. (4.37). A ultima é decorrente da prépria defini¢do de
produto cunha. O

Da mesma maneira que no Capitulo 3, a cada vetor associamos uma forma com o mesmo

simbolo, daqui em diante, salvo mencdo contraria, se w é uma forma, & serd seu vetor dual.

4.2 Ondas planas eletromagnéticas

i(?-?—wt

Uma onda plana é uma funcao da forma e ). Nesta secio suporemos que estamos num

meio nao-condutor com tensores de permissividade e permeabilidade € e y, respectivamente, e
g
que os campos serdao todos da forma Ae* ¥ T wt)
Suponhamos que nosso meio seja infinito, ausente de fontes e nao-condutor. Fazendo uma

pequena modificacdo nas equagoes (3.14)-(3.17), as equagbes de Maxwell sdo (conf. Born [20]):

dD =0, (4.43)
dB =0, (4.44)
10B
EF=——F— 4.4
10D
H=—-——. 4.4
d c ot (4.46)

. e . -
Por comodidade, definamos um vetor unitario, na direcao de k, de modo que tenhamos

- . . e aa .
k = ks. Com estas hipéteses, temos as seguintes equivaléncias:

g g
dAelF T 1) — jfg A AeiCR T 1), (4.47)
0 . iRTwt) A (R wt)
aAe = —jwAe . (4.48)
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Suponhamos que
E = Eoei(k?-?—wt)

onde Ej é uma 1-forma constante. Pelo resultado da Eq. (4.47), a Eq. (4.43) nos diz que:

sA (xeEg) =0, (4.49)

onde s é uma 1-forma.

Pelo Teorema 22, a condi¢ao da Eq. (4.49) é equivalente a:

(€Eq)-F = 0. (4.50)

ou seja, 5ﬁOJ_?.
Pela Eq. (4.45), temos:

e d
B = s A EgelK 7wt (4.51)

Chamando By = Ey A s, a Eq. (4.44) implica em:

B() ANs=0. (452)

A equacao anterior é 6bvia, pois o Teorema 22 nos garante que o vetor ?0 é perpendicular
_>
a s.

4.3 A forma de Poynting

Quando uma onda plana se propaga num meio, a direcao de propagacao é dada por um
vetor simultaneamente perpendicular aos campos elétrico e magnético. Tal grandeza é chamada
vetor de Poynting. Aqui, definiremos a forma de Poynting, e obteremos a versao para formas
do Teorema de Poynting.

Definicao 30. A forma de Poynting é definida por:

c
S=—FEANH" 4.53
8T ( )
Decorre da Eq. (3.4) e do Lema 3 que
4
H = %(u~ ' By)ettk 7wt (4.54)

Substituindo a Eq. (4.54) na defini¢do de forma de Poynting e utilizando o fato que By =
Ey A s, podemos escrever:
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Cc

S=_—FyA(u s Ep) (4.55)
8
que pode ser expressa como
S= " % Byl (/fl(s A EO)) . (4.56)
8
Definicao 31. As densidades de energia elétrica, magnética e total sao dadas, respectivamente,
por:
1
e=—DAE", 4.57
“ 167 ( )
N (4.58)
Up = —— , .
167
U = Ug + Up,. (4.59)

Pela Egs. (3.3) e (3.4), a identidade #x = 1 e o Teorema 22, podemos escrever as Eqgs.
(4.57) e (4.58) como:

Up = —11 (6?0) . E)de Ady A dz, (4.60)
6
1
Uy = E(M_lgo) . Bodl’ ANdy A dz. (4.61)

Somando estes dois resultados, obtemos a densidade de energia total de nosso sistema
1
U= e [(eﬁo) : ﬁo + (/flgo) : E)O} dz ANdy A dz. (4.62)

4.3.1 O Teorema de Poynting

Tomando o produto cunha de E com o conjugado complexo da Eq. (4.46), de H* com a

Eq. (4.45) e subtraindo uma equagdo da outra, temos:

* * _1 a * —1 a *
ENdH* — H /\dE_E[E/\a*sE .y B/\aB] (4.63)

Pelos Teoremas 7 e 22 e com uma ligeira modificacao, a expressao anterior se torna

c(EAdH* — H* A dE) = [EJ%;E* + (u—lB)J%B*]. (4.64)

Pelo resultado do Teorema 5 decorre que:
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—dS = Si(H* ANdE — E A dHY). (4.65)
m

Dividindo por 87 e utilizando o Teorema 22, o segundo membro da Eq. (4.64) pode ser
reescrito como
1d/1 1
~ Y By By + — Byu(u~'B )d dy A dz.
2dt(87r 0B + g7 Boa(u™ Bo) )dw A dy A dz

Pelo resultado da equagdo anterior e pelas Eqgs. (4.62) e (4.65), podemos concluir

du
_ = 4.
cdS 7 (4.66)

que é o Teorema de Poynting.
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Capitulo 5

Aplicacoes

Nos capitulos anteriores apresentamos todo um aparato tedrico para a eletrodinamica em
meios materiais. Neste capitulo, discutiremos aplicacoes da teoria que apresentamos a partir
de alguns sistemas fisicos de interesse, como por exemplo, as ferritas. Depois das aplicagoes
a sistemas anisotrépicos, quer magnéticos, quer elétricos, faremos uma ultima aplicacao das
formas na eletrodinamica, que sao os potenciais de Hertz. Com isso, automaticamente conec-
tamos nossa teoria ao modelo teérico de Albuquerque [17], que parte dos referidos potenciais

para construir seu modelo num estudo de sistemas ferrimagnéticos.

5.1 Meilos materiais

Nos capitulos precedentes discutimos meios isotropicos, anisotropicos, biaxiais, etc. Aqui
explicaremos um pouco mais o significado de tais termos, bem como apresentaremos melhor as
ferritas. Entao faremos aplicacoes dos resultados obtidos no Capitulo 3.

Um meio é completamente isotrépico quando os tensores de permeabilidade e permissividade

podem ser expressos, respectivamente, como
M1

M1

€1
€= €1 . (5.2)

€1

Um meio é anisotréopico quando seus tensores de permissividade e permeabilidade nao admi-

tem uma representacao como a anterior. Todavia, hd meios que sao mistos, isto é, sao isotrépicos
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magneticamente e anisotropicos eletricamente, ou vice-versa. No primeiro caso dizemos que o
meio é eletricamente anisotropico, ao passo que no segundo, magneticamente anisotropico.

Se os elementos dos tensores, num meio anisotrépico, forem hermitianos, tal meio é chamado
eletricamente girotropico ou magneticamente girotrépico, conforme qual tensor seja. Se forem
ambos, dizemos simplesmente girotrépico.

Como exemplo de meio eletricamente girotrépico, citamos um plasma com campo magnético

estatico segundo o eixo z, cuja representa¢ido matricial é (consulte Souza [18])

€1 —igp
e=|ig, €1 . (5.3)

€z

Para um meio magneticamente girotrépico, citamos as ferritas, cujo tensor de permeabili-

dade é (consulte Albuquerque [17] ou Souza [18])

p1 o —iilo
p= g2 : (5.4)
1

O Teorema de Decomposi¢ao FEspectral (consulte Lima [15] ou Trefthen [19]) afirma que
dada uma matriz hermitiana, definida positiva, ela admite um sistema de coordenadas tal que,
relativo a este sistema, a matriz é diagonal.

Supondo que a matriz (5.3) satisfaca estas hipSteses, entao
€1

€3

Um tal sistema de eixos é dito eixos principais.

Se os elementos da diagonal da matriz (5.5) sao todos iguais, voltamos ao caso de um sistema
eletricamente isotropico. Se €1 = 5, por exemplo, o meio é dito uniazial, e o eixo z é chamado
eiro optico. Se todos os elementos da diagonal sao dois a dois distintos, chamamos o meio de

biazial. Cabe o mesmo raciocinio ao tensor p.

5.2 Meios eletricamente anisotrdpicos

Suponhamos que num determinado material os tensores € e u sejam
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€1

€3

ou seja, estamos num meio eletricamente biaxial e magneticamente isotrépico.

Com isso, 7 = ur, dety = p3, de onde temos

€1
1
Ep = — €9
21
€3
e a Eq. (3.85) fornece:
g = [ - 9]
Y I M1
que pode ser reescrita como
2
[ad]
(k) = ————.
g]]( ) k'2 . w25j/111

(5.7)

(5.9)

Fisicamente, a solu¢do para este problema é dada pela Eq. (3.108), onde m; = w, /;—i.

Assim

elwyELpLT
~ 2 1 twy/Ea1T
9=p— e

TWL/E3ULT
e 341

A forma de diddica é, entao,

2
g(ri,ma) = 4/l71r (e“” STy @ dxg + €“VERRTdy, @ dys + €“VERTdz ® dZQ)

onde r = |7>1 — 72|

O resultado obtido na Eq. (5.11) é o mesmo obtido por Warnick em [14].

(5.10)

(5.11)

Suponhamos agora que o meio seja uniaxial, com €; = €, = € e €3 = €,. Utilizando a

equacao acima, decorre imediatamente que
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elwVeEnT

= gV (5.12)
Adrr .
eiwy/Ez T

cuja solucao é:

2
g(ri,re) = 4,‘$71T (ei“’ T dr ® dry + VT Ay, @ dys + €VERTdz ® dz2>. (5.13)

Se €, = ¢, as Egs. (5.11) e (5.12) tornam-se, respectivamente

eiw\/%r
g=-—- eiVERT 5.1
dmr eiw epT
¢ eiw\/sﬂ eiw\/% eiw\/s;Tl
g(ri,re) = p— dry ® dxy + - dy, ® dyo + — dz1 @ dzo (5.15)

que é o resultado esperado para um meio material isotrépico. Para recuperarmos os resultados
no vacuo, basta substituirmos € — €y e u — o nas duas expressoes anteriores. Assim, a forma

matricial é reduzida a

00

1 0]1. (5.16)
0 1

5.2.1 Ondas planas

Suponha que uma onda plana, monocromdtica, propaga-se na direcao de uma forma unitéria

s com relacao a norma

Is| = /535 (5.17)

e que o campo elétrico seja
E = Egek¥7-wt), (5.18)

Definindo

as Egs. (3.14) e (3.15) nos fornecem
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D=-"Hns (5.19)
C

e
B="Ens (5.20)
c
Utilizando a relacdo constitutiva B = *x,H e eliminado H nas duas equacOes anteriores,
obtemos:
n2
cp

que, pelo Teorema 21, pode ser reescrita como

7’1,2

D=5+ [E - s(sJE)} . (5.22)
Definindo £, como sendo a forma perpendicular a s no plano formado pelas formas E e s,
a Eq. (5.21) torna-se

D=—E,. (5.23)

5.2.2 Equacoes de Fresnel

Suponhamos que o tensor de permissividade possua autovalores 1, €5 € €3 € nosso sistema

de eixos seja o principal. Decorre da Eq. (5.21) que

’I’L28i
Ei = ﬁEJS, 221,2,3 (524)
n® — coug;

Multiplicando a equagdo anterior por s; e somando os indices, e dividindo por n?, obtemos

2 2 2
S S S 1
5 12 FE s+ 5 22 FE_s+ NCREC 32 E_s= —2EJS
n? — c?ueq n? — c?ues n? — cues n
que pode ser espressa como
3
s 1
Z n?—cue; n

=1

Desde que a forma s é unitaria, o Teorema 22 implica que



Multiplicando a Eq. (5.25) por n?, subraindo a expressao acima e finalmente dividindo o
resultado final por —n?, podemos escrever

2
i
Z 1 LZO- (5.26)

i=1 n? c2ue;

Definicao 32. As velocidades de propagacdo principais sao definidas como

Li=1,2, 3. (5.27)

As velocidades acima nao sdo componentes de um vetor. Sdo definidas apenas como re-

feréncia aos eixos principais.

Com estas defini¢des e chamando n = ¢, a Eq. (5.26) se torna

2 2
87 59

2
S

3
+

+ — 0. (5.28)

v2—v?  v?—0d  v2—03
As Eqgs. (5.25), (5.26) e (5.28) sao chamadas Equagdes de onda normais de Fresnel. Tais

equagdes sdo as mesmas dadas por Born [20].

5.3 Ferritas

No que segue, faremos uma breve explicacao sobre ferritas. Para maiores detalhes, consultar
Albuquerque [17] ou Souza [18].

Ferritas sao 6xidos magnéticos de ferro. Contém em geral outros materiais ou terras raras,
formando um material ferrimagnético do tipo ceramico, duro e quebradico, com propriedades
magnéticas e alta resisténcia elétrica. Geralmente este tipo de material é feito a partir dos
oxidos constituintes em forma de pd, que sdo misturados e pressionados para obtencao da
forma geométrica adequada e em seguida, cozidos.

As estruturas cristalinas basicas mais comum das ferritas sao:

1. Estrutura do espinélio (M gOAl,03): A composi¢ao quimica é da forma MOFe;,03, onde
M é um metal divalente ou uma mistura de tais materiais. Tais cristais possuem simetria

cubica e sao utilizados desde baixas freqiiéncias até microondas.

2. Estrutura da granada de ferro(X3Fe;012): Na férmula, X representa um elemento de
terras raras. A granada de ferro é muito empregada em microondas por suas baixas

perdas.
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3. Estrutura Hexagonal: Quando o ion M do item 1 possui diametro muito maior que o dos

atomos de ferro. Tal cristal possui uma estrutura diagonal de alta anisotropia.

A permissividade relativa da ferrita é elevada (> 1000) em baixa freqiiéncia, caindo para
aproximadamente 10 a 20 em altas freqiiéncias.

Em sua tese de doutoramento, Albuquerque [17] estuda as caracteristicas de propagacio de
linhas de microfita e de linhas de laminas bilaterais sobre substratos ferrimagnéticos magneti-
zados. Em particular, é estudado o problema em ferritas.

Como foi dito anteriormente, o tensor de permeabilidade numa ferrita é

P —ipe
w= |t . (5.29)
Kz
Matematicamente, se py << 1, podemos encarar a matriz que representa a ferrita como

sendo uma perturbacao da matriz diagonal

M1
p= 1 (5.30)
fhe

cuja matriz perturbadora é

Fisicamente, valores maiores ou menores de p; fazem as componentes dos campos sofre-
rem uma rotagdo no plano xy, cujo angulo é maior ou menor conforme forem os valores da
perturbacgdo. Este fenomeno serd mais discutido na Secao 5.3.2.

Para facilitar nossos calculos, reescreveremos a matriz de permeabilidade como sendo

a —if
p=p | if o = floftr (5.32)

onde os elementos da matriz u, sao adimensioais.
No que segue, consideraremos que § < a.

Assim, o determinante de p é dado por detu = p3(a® — 8?), os autovalores de p, sdo o+ f3,

a—ﬁ,’ye
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=4 2 211 x Y o
r = o — 2772 s , ——
[( B)V]MO(\/CY"Fﬂ\/a—ﬁ\/’V)
cujo médulo é
2 2 2
= 2 _ 52)3 %( 3: y Z_> 5.33
As rafzes dos autovalores de w?ept sdo
€
m
: (a0 + B)po
my = w ¢
’ (a = B)mo
ms = w < (5.34)
THo
onde ¢ é o elemento da diagonal da matriz de permissividade da ferrita.
Finalmente, a expressao para g é
Y cuo(a—pB)yr
202 2\4 1
g = ,UO(OZ 4;5 )272 eiw\/suo(a-l-ﬁhr’ (535)
ezw V EI'LO(a27/32)TI
- 7
onde 7 = (a? = B%)yuer ,er =< L 4

2 . - i
Tai8 Jo B ﬁ) que na linguagem das diddicas torna-se

1 1
2 a2_ 2\2~D
onde gy = i ’3,) i

r 7
4dmr er_‘

g(r1,72) = g0 (ei‘“v (a=B)remor’ ot @ d? + eV (@tBremer’ gt @ g2 4 giwy/(@2=BDepor’ g1 @ g2

(5.36)
Ty — Ty|, € 0s 7; sdo definidos analogamente como o vetor 7
Se a matriz perturbativa se anula, ou equivalentemente, 5 = 0 na Eq. (5.31), temos

) eiw,/suoa'yr’
2 =
_ Hoay?

eiw, /suoa'yr’
4mr’

(5.37)
eiwa suor’
/ T y z

onde r = (_\/&’_\/&’_ﬁ>'

A expressao anterior é a forma matricial da diddica para um meio magneticamente uniaxial.
Finalmente, se o = 7, temos
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W\ /ERoQar
e Mo

2
(po)? (5.39)
v
eiw,/suoa'r

onde r = |7} — 73| e 7y = /22 + y2 + 22.

Chamando p = aug, a Eq. 5.38 se torna

eiw\/ﬁr
g= 4“_ ¢iV/ERr (5.39)
o iw/ERr

que é a expressao da diddica para um meio material isotrépico. Note que se € — €g, u — Uy,

voltamos ao resultado da Eq. (5.16).

5.3.1 Ondas planas

Faremos na presente se¢ao o mesmo estudo que fizemos na Secao 5.2.1 e, portanto, nossas
hipéteses sao as mesmas.

Utilizando que D = ¢! x E e resolvendo as Eqs. (5.19) e (5.20) para a forma B, temos:

n? n?

B=_—x [H - (sJH)s] = 5% H, (5.40)
onde H, é definido analogamente como £ .

Em componentes, a Eq. (5.40) pode ser expressa como

2
U

Bi= i
n? — c2ep;

(s2H)s;. (5.41)

Multiplicando a equacao anterior por s;, dividindo por yu;, somando os indices e dividindo

o resultado final por n%, obtemos:

52 1
— = 5.42
Z n?— ey, | n? (5.42)

=1
Matematicamente a Eq. (5.42) é equivalente a Eq. (5.25), donde decorre que podemos

reescrevé-la nas maneiras alternativas:

3
Si
D - =0 (543)



e definindo velocidades principais analogas as da Definicao 30, segue que:

3 2

Si
> o 0. (5.44)

=1

As Egs. (5.42), (5.43) e (5.44) sao as Equacdes de onda normais de Fresnel para ferritas.

5.3.2 Rotacoes de Faraday

Suponhamos que uma onda plana, monocromatica atravessa uma ferrita e que a regido onde
analisaremos seja tal que nao precisemos nos preocupar com efeitos de bordo. Por comodidade,
suponhamos que a onda propaga-se em relacao a diregao dz.

As Egs. (3.15), (3.3) e o Lema 3 nos fornecem

dH = —iwex E (5.45)

que pode ser reescrita alternativamente como:
—iweFE = xdH. (5.46)

Aplicando o operador d na equacdo anterior, utilizando a Eqgs. (3.14) e (3.4), obtemos:

w?exp, H=dxdH. (5.47)

Aplicando o operador estrela canénico na equagao anterior e utlizando o resultado do Teo-

rema 19, segue que:

*xd* dH = w?epH. (5.48)

A Eq. (5.41) nos garante que a componente na dire¢do dz do campo H é nula. Entdo,
supondo
H = (H\dzx + Hgdy)ei(kz_“’t)

e utilizando duas vezes a Eq. (4.47), as componentes da Eq. (5.48) nos fornecem

wrepo(aH, — iBHy) = k*Hy, (5.49)

weuo(iBH, — aHy) = k*H,. (5.50)

que é equivalente a seguinte equacao matricial
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we o (Z,Oé _;6> = k? (Z;) (5.51)

ou seja, uma equacao de autovalores para k2. Resolvendo, obtemos as seguintes solucoes:

K2 = w’epo(a+ B), (5.52)

k= weuo(a — B). (5.53)

Isto significa que a solugao consiste de duas ondas planas circularmente polarizadas girando em
sentidos opostos.

Substituindo as Egs. (5.52) e (5.53) na Eq. (5.51), obtemos, respectivamente:

H, = —ih, (5.54)
H, =ih. (5.55)
onde consideramos Hy = h.
A solucao geral do sistema é:
H = | —icihe®+* + icgheik‘z] e “dx + [ — crhe™ =% 4 cohe™ =% e dy. (5.56)
Escolhendo )
l
Cl = —Cy = 5

e chamando Hi(z) e Hy(z) as componentes na direcdo de dz e dy independentes do tempo,
temos:

h h

H(z) = 56““” + 56““‘2, (5.57)
h . h .
Hy(z) = 2'56””2 - ige’k‘z. (5.58)

As Eqs.(5.57) e (5.58) podem ser reescritas como

ky —k_ gtk
Hi(z)=h cos( ns z)e‘zk a ? (5.59)
Hy(z) = h sen(k+ — k- z) e i, (5.60)
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Definindo # como sendo o angulo tal que

H2 (Z) k+ —k_
—_— —_— e - ].
tgf ) tg( 5 z), (5.61)
cuja solucao é
O, = (%z) + 2nm, n inteiro. (5.62)

Escolhendo n = 0, temos:

Hozézw euoa[\/1+§—\/1—§]. (5.63)

A Eq. (5.63) nos diz que uma onda percorrendo uma certa distancia numa dire¢io é rotaci-

onada através de uma angulo f, com respeito a direcao do campo. Quando a onda é refletida e
retorna ao ponto inicial, ela sofre uma nova rotagao de 6y, de modo que ela sofre uma rotacao
total de 26,.

Supondo que termos de ordem cibica ou superiores podem ser desprezados, uma ligeira
modificacao das Egs. (5.52) e (5.53) nos da:

a la?
ki = 1+ —+-—]. 5.64
+ = WE 25 + 35 (5.64)
Substituindo o resultado anterior na Eq. (5.63), obtemos:
0o = ﬁzw Qe . (5.65)
2

Como 6y # 0, segue que a ferrita é um meio ndo-reciproco. Pela Eq. (5.65) vemos que este
fenémeno é devido & matriz dada na Eq. (5.31). De fato, se § — 0, segue que 6y — 0, que é
equivalente a nao ter a perturbacao.

Os resultados desta segao sao os mesmos obtido por Helszajn [21] via equacoes de Maxwell

na forma diferencial e vetorial.

5.4 Potenciais de Hertz

Em sua tese doutoral, Albuquerque [17] parte, como base de seu modelo tedrico para o
estudo do comportamento dispersivo dos modos guiados em linhas de microfita e linhas de
laminas bilaterais sobre substratos ferrimagnéticos magnetizados, dos Potenciais de Hertz.

Nesta secao apresentaremos tais potenciais na forma vetorial, tais como estao em Albuquer-
que [17], para em seguida, utilizarmos os resultados dos Capitulos 1 e 2 para a passagem dos

mesmos para a linguagem de formas.
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Aqui usaremos que as equagoes de Maxwell sao dadas pelas expressoes (3.14), (3.15), (3.16)

e (3.17), com as fontes nulas.

5.4.1 Potenciais de Hertz vetoriais

Nesta parte, consideraremos a matriz do tensor de permeabilidade da ferrita como sendo
dada pela matriz (5.32), e o tensor de permissividade como sendo I, onde I é a matriz identi-
dade. Neste caso, Albuquerque [17] define os potenciais de Hertz elétrico e magnético, respec-

tivamente, como sendo

2 2
— —>
§ = iw,U,()")/a Qﬂ eV x He (566)
o
e
E = —iwpV x 10, (5.67)
com os respectivos calibres
_>
¢ = LV 1L, (5.68)
Q
e
_)
¢p =V -1l (5.69)

A solugao completa dos campos é uma superposicao dos modos TE e T M, sendo dada por

042 2

— — —
B = —iwpV x I, + w?yuo ell, + %VV 11, (5.70)

o2

(1/2

2
b p eV x ITZ + wQ,uelTh) +VV. ITh> (5.71)

ﬁ = WYHo 2
Q@

5.4.2 Potenciais de Hertz em formas diferenciaveis

Daqui em diante, efetuaremos um raciocinio andlogo ao da Secao 2.1.2, quando partimos das
equacoes de Maxwell na forma vetorial e as passamos para as formas diferenciaveis. Sendo assim,
nao repetiremos os argumentos, mas nos deteremos em detalhes que julgamos importantes para
chegarmos as Eqgs. (5.70) e (5.71) escritas em formas.

Com tal intuito, a equagdo (5.66) torna-se

a2 52

B = iwyuy edll,. (5.72)

o2

Inserindo a equacao anterior na Eq. (3.14), temos
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dE = w*ypy——5—-¢dIL,, (5.73)

«

que nos fornece uma solucao

2 _ 2

E = way,uoa 25 ell, + do, (5.74)
«
onde imporemos a condicao de condi¢cdo de calibre
7

G = — xd x I1,. (5.75)

o
Substituindo a Eq. (5.75) na Eq. (5.74), obtemos a expressao para o campo elétrico

2 2

— 4 gd*d*ﬂe. (5.76)

E = wypo o2

Para o campo magnético, considerando que H = ;' B e a Eq. (5.72) temos

2 2

— 7, b dIl, (5.77)

.o
H = iwpy 5
o}

Usando as formas diferenciais, a expressdo (5.67) torna-se

E=—w *h, dHh (578)

Desde que o tensor de permissividade seja um multiplo da matriz identidade, entao x. = ex.
Levando-se em conta a relagao constitutiva D = x.E, a Eq. (3.15) e o Lema 3, concluimos que

dH = w?epdlly, (5.79)
cuja solucdo geral é
H = w?eully, + doy. (5.80)
Impondo a condicao de calibre
¢h = *d*Hh (581)

e substituindo (5.81) em (5.80), temos

H = w’eplly, + d* dx 11, (5.82)

As equagoes (5.75) e (5.81) s@o as expressoes (5.68) e (5.69) expressas em formas dife-

renciaveis, respectivamente.
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A solucao geral é dada por:

o? — B2
25 ell, + 7
Q Q

E = —iw %, dIl; + wypuo xd* 11, (5.83)

)
25 xi ! edll, + w?eplly, + d x d % I, (5.84)

H = iwypo -

As duas equagdes acima sdo equivalentes as obtidas em (5.70) e (5.71), respectivamente.
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Conclusao

Neste trabalho, vimos como os métodos da moderna geometria nos ajudam a reescrever as
equacoes da eletrodinamica. As formas diferenciaveis mostraram ser boa ferramenta no estudo
dos problemas de fisica e engenharia abordados.

Operacionalmente o enfoque apresenta vantagens, ja que as formas sdo até muito mais
simples de serem manipuladas do que muitas equagoes do cdlculo vetorial ordinario. Em par-
ticular, ao menos na opiniao do autor, é muito mais facil calcular a expressao do rotacional de
um campo vetorial via formas do que calcular um determinante 3 por 3.

Com um tal formalismo, além de obtermos as equacoes classicas da eletrodinamica, sur-
giram, nestes estudos, equagoes que permeiam o eletromagnetismo, a éptica, a radiacao de
antenas... tais como a formula de Stratton-Chu, a equacdo de Fredholm de sequnda espécie, as
equacoes de Fresnel e o teorema de Reciprocidade de Lorentz, por exemplo.

Cremos que os resultados mais importantes da dissertagao sejam a féormula para a diddica
de Green, expressao esta que é razoavelmente simples para os casos estudados, as condigoes de
propagac¢ao do campo eletromagnético num meio anisotropico escritas em formas e a previsao
da rotacao de Faraday, que demonstra a consisténcia do formalismo que utilizamos.

De fato, para tensores hermitianos, a expressao da diddica de Green é obtida completamente,
como mostra o calculo efetuado no Capitulo 4. Acredito que tal forma diferencidvel tenha grande
aplicabilidade para o cdlculo dos campos em sistemas de interesse na engenharia, bem como em
algumas situagoes fisicas, relacionadas com a matéria. Existem possibilidades de se encontrar
aplicacoes a Fisica do Estado Sélido que trata com meios anisotrépicos.

Quanto as condicoes de propagacao dos campos para ondas planas e a rotacao de Faraday,
sao importantes para demonstrar a consisténcia do formalismo. De fato, as formas sao a
generalizagao do célculo vetorial do espaco euclidiano tridimensional para dimensoes arbitrarias.
Assim tudo feito em R® com vetores deve possuir um andlogo em formas. A reciproca também

¢é verdadeira, como estd demonstrado nos teoremas mostrados no Capitulo 4.
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Apéndice

Teorema de Reciprocidade de Lorentz

Considere um volume V', limitado por uma superficie S. Suponha que neste volume existam
_ — = = , i R i - —
dois pares de fontes (J1, M;) e (Jo, Ms), cujos campos associados sao, respectivamente, (E;, Hy)
— —
(S (EQ, HQ)
Entao podemos escrever as seguintes equagoes:
— =
V x E1 = —zw,qu — M1

— —_ =
V x H1 = —iwaEl + J1 (1)

— T
V x E2 = —’iCLJ/,LHQ — M2
— - =
V x H2 = —iwsEz + J2 (2)
Utilizando-se a identidade vetorial

— — — — — = —_— — — = —_— —
V‘(ElXHQ—EQXHl):—E1‘J2+H1'M2+E2'J1—H2'M1 (3)

A forma integral da equagao anterior é:
- = = = T T S T
\%(El XHQ—EQ XHl)'dgz/(—El'J2+H1‘M2+E2'J1—H2'M1) dVv (4)
s %
As equagoes (3) e (4) s@o as formas diferenciais e integrais do Teorema de Reciprocidade de
Lorentz, respectivamente.

Tal teorema é muito importante quando trabalhamos, por exemplo, em teorias de antenas,

a saber, em problemas nao-limitados. Para maiores detalhes, consulte Collin [22].
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