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RESUMO

Neste trabalho, construimos um modelo matematico para avaliar as conjecturas
existentes acerca do impacto que tem o material inorganico particulado (sedi-
mento) nas populacdes bentonicas predominantes na Enseada Potter. Na cons-
trucao do modelo sao utilizadas informacées do fenomeno, proporcionadas pelas
pesquisas permanentes na regiao de estudo. Como resultado, logramos com-
provar mediante simulagdées numéricas, o efeito que produz o sedimento na dis-
tribuicao e abundancia das espécies do substrato marinho, constatando neste
ecossistema particular as consequéncias do aquecimento global nessa parte da
regiao antartica.

A modelagem ¢ feita com um sistema de equacées diferenciais parciais nao-
lineares sobre um dominio bidimensional irregular (descritiva da regiao original),
o qual é discretizado nas variaveis espaciais por elementos finitos de primeira
ordem e na variavel temporal pelo Método de Crank-Nicolson. A resolucao do sis-
tema nao-linear resultante € aproximada através de um método preditor—corretor
cuja solucao aproximada € visualizada e valorada qualitativamente usando grafi-

cos evolutivos obtidos por simulacées em ambiente MATLAB.

Palavras-chave: Ecologia Matematica. Equacées Diferenciais Parciais. Método

de Galerkin. Método de Crank-Nicolson. Simula¢oes por Computador.
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ABSTRACT

In this work, we built a mathematical model to evaluate existing conjectures
about the impact that inorganic particulate material (sediment) has upon pre-
dominating benthic populations in Potter Cove. For the mathematical model,
phenomena information was that provided by permanent researches in the study
area. As a result, by means of numerical simulations, we were able to confirm the
effect of sediment over distribution and abundance for species of marine subs-
trate, verifying in this particular ecosystem, the effects of global warming in this
specific Antarctic region.

Modeling is done with a system of nonlinear partial differential equations over
an irregular two-dimensional domain (descriptive of the original region), which is
discretized in the spatial variables by first order finite elements and in the time
variable by Crank-Nicolson. The resolution of the resulting nonlinear system is
approximated by a predictor-corrector method and the solution is displayed and

qualitatively valorized using evolutive graphics, obtain in a MATLAB environment.

Key-words: Mathematical Ecology. Partial Differential Equations. Galerkin

method. Crank-Nicolson method. Computer Simulations.
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INTRODUCAO GERAL

Ha algum tempo, seguimos uma discussao intensa a respeito do fenomeno geral de
aquecimento global. Ainda que tenhamos hoje motivos bem mais fortes para aceitar tal
fenémeno, ressentimo-nos da necessidade de instrumentos confiaveis de simulacoes evolu-
tivas nem que seja para comprovar (ou negar!) hipoteses e conjecturas. Nesta linha, um dos
problemas que também se constituem em um desafio imediato para a Ecologia Matematica
€ o da simulacao de efeitos possiveis desse aquecimento global.

No segundo semestre de 2008, pesquisadores do grupo antartico teuto—-argentino, Fer-
nando Momo e Luciana Torre, motivados pelo desafio de entender e explicar a relacao desse
aquecimento global as mudancas na organizacao (distribuicao e abundancia) do bentos ma-
rinho! numa parte da regido antartica conhecida como Enseada Potter, procuraram o Grupo
de Ecologia Matematica do IMECC para tentar modelar matematicamente as observacoes
(sensacoes?) que eles tinham dos anos recentes de pesquisas e acompanhamento. A expe-
riéncia adquirida pelo grupo do IMECC em mais de vinte anos na modelagem de fenomenos
difusivos sobre dominios irregulares, em poluicao de corpos d’agua e em dinamica populaci-
onal de espécies que interagem, junto ao conhecimento dos aspectos biolégicos do problema
por parte dos ecologos, permitiram-lhes propor no final de 2008, um modelo para associar
as consideracoes interespecificas um novo protagonista interveniente: o sedimento, com a
possibilidade deste ser agente nas mudancas do bentos antartico. Os resultados daquela
primeira tentativa da modelagem, apresentada no “BIOMAT 2008 — 8th International Sym-
posium on Mathematical and Computational Biology” serviram para entusiasmar ainda
mais aos bidlogos argentinos e encaminhar o problema para uma modelagem que preser-
vasse as caracteristicas particulares do fenomeno.

Assim, dai surgiu a proposta deste trabalho: o de criar um instrumental de simulacao
evolutiva de um fenomeno paradigmatico: como criar instrumental numérico-computacional
de confiabilidade para verificar se ha efeito direto ou indireto em algumas populacées inte-

rativas, consideradas sistemicamente, por forca do aumento global de temperatura?

'Organismos que moram nos fundos dos ecossistemas aquaticos.

1



2 INTRODUCAO GERAL

Este texto ira portanto, propor uma modelagem matematica para o fendmeno, criando
um ferramental algoritmico para efetuar simula¢ées que incorporem conjecturas profissio-
nalmente propostas, simulagdes estas que se constituam em um instrumento auxiliar na
definicao de estratégias ou politicas de preservacao, contencao, avaliacao.

Na parte da modelagem, construimos um sistema de equacoes diferenciais parciais nao-
lineares acoplando uma equacao de adveccao—difusao (do sedimento) com um conjunto
de equacoes de reacao—difusao (das espécies) para depois, na parte resolutiva, aproximar
numericamente as solucdes do sistema de equacoes resultantes na modelagem. Como
resultado, apresentamos simulagdes evolutivas de cenarios plausiveis que sido avaliados
qualitativamente respeitando as hipéteses do problema. Como aspectos inovadores deste
trabalho devem ser comentados, de inicio, a configuracdo nao-linear dos efeitos negativos
do sedimento sobre as espécies consideradas; ademais, o carater de descontinuidade nos
parametros de reproducao, levando em conta, como nas fontes, sua carateristica nitida-
mente sazonal.

Na estrutura da tese, comecamos no Capitulo 1 relatando o problema biolégico e suas
implicacoes, descrevendo as espécies que conformam o ecossistema e suas relacdes. No
Capitulo 2, apresentamos a modelagem matematica do fenomeno estudado, justificando as
equacoes que compdem o sistema. No Capitulo 3 realizamos as discretizacoes e porme-
norizamos o método de aproximacdo, tanto na parte espacial (Elementos Finitos: Método
de Galerkin) como na parte temporal (Diferencas Finitas: Método de Crank-Nicolson). Fi-
nalmente no Capitulo 4, exibimos alguns resultados numeéricos e simulacoes que validam a
modelagem realizada junto as conclusodes do trabalho e as perspectivas para trabalhos futu-
ros. Como complemento, colocamos (nos Apéndices) alguns dos processos que sao usados

no corpo da tese para servir como apoio a outros estudiosos do tema.



CApPiTULO 1

APRESENTACAO DO PROBLEMA
AMBIENTAL

Neste capitulo, apresentamos os elementos envolvidos num fenémeno relacionado a va-
riacdo na estrutura de algumas espécies marinhas que moram nos fundos do oceano (or-
ganismos bentonicos). Especificamente, estudamos a distribuicao e abundancia das co-
munidades bentonicas que ocupam uma pequena regiao da Peninsula Antartica conhecida
como Enseada Potter, que nas ultimas décadas ha mudado drasticamente, possivelmente

por causa das implicacoes associadas ao aquecimento global.

1.1 INTRODUGCAO: O PROBLEMA

Nos ultimos dois séculos, a temperatura da terra ha aumentado notoriamente, cau-
sando mudancas drasticas em alguns dos ecossistemas existentes. Deixando de lado a
responsabilidade da raca humana neste fendomeno, nés focamos nossa atencao nas con-
sequéncias do aquecimento global numa “pequena” regiao ao norte da Peninsula Antartica,
conhecida como Enseada Potter, uma baia que esta situada geograficamente em 62°14’S,
58°40'W e faz parte da Ilha King George, perto da Baia Maxwell como aparece na Figura
1.1. A Enseada Potter esta dividida em duas partes, a parte interna da enseada com 3 km?
aproximadamente, rodeada pela Geleira Fourcade porém, os constantes retrocessos da ge-
leira nas ultimas duas décadas, tém causado na costa sul zonas livres de gelo que ficam

descobertas para a vegetacao (Wiencke et. al. [83]). Ver a Figura 1.2.

3



4 1.1. INTRODUCAO: O PROBLEMA
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FIGURA 1.1: Localizacao geografica da Enseada Potter.

Esta parte da calheta esta caracterizada por possuir principalmente fundos nao rigidos
de lama e areia na parte sul e depodsitos de sedimento fino na parte norte (Sahade et. al.
[62]). A sua profundidade pode alcancar os 50 m aproximadamente. Da parte externa da
enseada, sabemos que possui uma area aproximada de 3.5km?, uma profundidade de até
100m e esta caracterizada por ter fundos duros de rocha e pedregulhos (partes de rochas
soltas) que suportam uma grande quantidade de macro-algas feofitas nas partes de menor

profundidade (até 25 m). Ver Kloser et. al. [31].

FIGURA 1.2: Vista da Enseada Potter.

Pesquisas recentes (Cook et. al. [13] e Vaughan et. al. [82]) tem correlacionado alte-
racao da temperatura do ar antartico e diminuicao na formacao do gelo marinho no pe-
riodo invernal, gerando (como consequéncia) o retrocesso das geleiras nos meses de maior
temperatura. Especificamente na Enseada Potter, temos um retrocesso notério da Geleira
Fourcade (Braun e Grossmann [5] e Riickamp et. al. [61]) como pode se observar na Figura
1.3. Como resultado daquele degelo sazonal, temos um incremento na descarga de material

inorganico particulado (sedimento) que € realizado diretamente na enseada pelos corregos
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chamados de Matias e Potter (Varela [81]).
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FIGURA 1.3: Retrocesso da Geleira Fourcade. Rickamp et. al. [61].

Aparentemente o incremento na descarga de sedimento através dos corregos ¢ um fa-
tor importante na redistribuicao do bentos antartico (Eraso e Dominguez [20] e Schloss
et. al. [69]), especialmente nos grupos predominantes da enseada: Ascidias, bivalves e
pennatulacea (Sahade et. al. [62] e Torre et al. [79]). Os corregos Matias e Potter sao os
principais descarregadores (ver a Figura 1.4) de sedimento na enseada (na parte sul) e re-
centemente tem aparecido mais um corrego subterraneo na regiao da Geleira Fourcade. O
corrego Matias € originado numa laguna sazonal e sua contribuicao € minima em compara-
cao ao corrego Potter. Atualmente o Potter tem trés desembocaduras que levam o material
particulado procedente da erosao da geleira Fourcade e das areas livres de gelo a enseada
e portanto, € o maior transportador de sedimento (Varela [81]). As posicoes geograficas dos
cinco corregos foram proporcionadas pelos biélogos L. Torre e P. Monien e sdo apresentadas

no grafico da regiao de estudo (pagina 19).

FIGURA 1.4: Descarga de sedimento na Enseada Potter.
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Por outra parte, os ventos predominantes na regiao (tanto em verao como em inverno)
sao provenientes do noroeste (Schloss et. al. [67]) e podem alcancar velocidades de até
125km /h (Figura 1.5). Este fator gera um atraso na saida da pluma de sedimento e con-
sequentemente, aumenta o processo de deposicao e acumulacao de sedimento nos fundos
da enseada na parte sul (Kldser et. al. [31] e Schloss et. al. [68]). Como resultado temos
que o material particulado assentado afeta mais fortemente os organismos que estdao nos

primeiros metros da linha costeira.

FIGURA 1.5: Vento predominante na Enseada Potter. Schloss et. al. [67].

O impacto do acumulo de sedimento na enseada com respeito aos organismos vivos,
consiste em duas coisas: A primeira € o efeito limitante (das particulas em suspensao) na
penetracao da luz na coluna d’agua, e portanto, a longo prazo, reduz a producao primaria
(microalgas e macroalgas). A segunda tem a ver com o aumento no custo energético de

manutencao (crescimento e reproducao) do bentos (Thrush et. al. [77]).

Conjuntamente as alteracées ambientais sofridas na enseada, tém sido observadas al-
gumas mudancas na estrutura da comunidade bentonica que sao descritas a seguir. Em
pesquisas datadas do ano de 1994, o bentos estava dominado (quase uniformemente) pelo
bivalve Laternula elliptica e pela pennatulacea Malacobelemnom daytoni, a uma profundi-
dade de até os 15m. Abaixo dos 20m de profundidade a ascidia Mongula pedunculata era
a espécie dominante e nos 30 m de profundidade aumentava a diversidade (Cnemidocarpa
verrucosa, Ascidia challengeri, Corrella eumyota e Pyura setosa) mas, continuando a su-
perioridade de M. pedunculata (Sahade et. al. [64]). Para o ano de 1998, Sahade et. al.
[62] registraram uma reducao das ascidias A. pedunculata e C. verrucosa ao tempo que
aumentou a abundancia das ascidias A. challengeri e C. eumyota. Além disso, o bivalve L.

elliptica e a pennatulacea M. daytoni acrescentaram a sua abundancia além de sua area de
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distribuicao: até os 30 m de profundidade.

Respeito do sedimento, temos que nos ultimos 15 anos o material particulado quase
tem se duplicado na parte superior da coluna d’agua (Schloss et. al. [69]), com alguns
registros que mostram quase vinte vezes a quantidade “normal” de sedimento, nos periodos
(imediatamente) depois de ventos fortes. Estes registros sao possiveis quando as condicoes
meteorologicas permitem fazer as medicoes (Pakhomov et. al. [51]). Finalmente, Monien et.
al. [45] mostraram o incremento na taxa de deposicao de sedimento nos ultimos cem anos

na regiao da Baia Maxwell. Ver Figura 1.6.
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FIGURA 1.6: Taxa de deposicao de sedimento na Baia Maxwell. Monien et. al. [45].

Sao precisamente estas mudancas no ambiente da Enseada Potter que permitiram con-
jeturar sobre a possivel incidéncia do sedimento na distribuicao e abundancia da comuni-
dade bentonica na enseada (Braun e Grossmann [5], Monien et. al. [45], Philipp et. al. [54]

e Schloss et. al. [69]).

Sera que realmente o sedimento esta (ou nao) afetando significativamente a distribuicao

e a abundancia do bentos na Enseada Potter?

1.2 ESPECIES E SUAS INTERACOES

Para a modelagem do sistema que envolve a comunidade bentonica da Enseada Potter,

vamos considerar os seguintes grupos de organismos:

1. Ascidias de morfo-tipo erguido. Ver a Figura 1.7. Incluem as espécies C. verrucosa
e M. pedunculata. Se caracterizam por ser as melhores competidoras nos ambientes
pristinos (primitivos) (Kowalke [33] e Kowalke et. al. [34]) logrando excluir as outras
ascidias; porém sao muito sensiveis ao incremento de material particulado em sus-

pensao (Momo et. al. [44] e Torre et al. [79]). A sua reproducao acontece nos meses de
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inverno (Sahade et. al. [65]) e se estima que a vida média de sua larva nao supera as
duas semanas (Sahade et. al. [63]). Neste periodo ocorre a dispersao, principalmente

pela acao das correntezas d’agua.

FIGURA 1.7: Agrupamento de C. verrucosa ao lado esquerdo e M. pedunculata ao lado
direito na Enseada Potter.

2. Ascidias de morfo-tipo aplanado. Ver a Figura 1.8. Inclui as espécies A. challengeri e
C. eumyota. Sao competidoras moderadas, crescem lentamente e tém uma tolerancia
maior ao incremento do sedimento (Tatian et. al. [75]). Sua reproducao é nos meses
de primavera-verdao (Sahade et. al. [65]) e aparentemente, a vida média das larvas €

semelhante as ascidias do grupo 1 (Sahade et. al. [63]).

FIGURA 1.8: Agrupamento de C. eumnyota ao lado esquerdo e A. challengieri ao lado direito
na Enseada Potter.

3. Bivalve L. elliptica (Figura 1.9) € um competidor ruim nos ambientes pristinos quando
€ comparado as ascidias, porém tem uma grande tolerancia ao incremento de material
particulado em suspensao (Mercuri et. al. [41]). Assim, o bivalve € dos melhores

adaptados para habitar em ambientes com sedimentacao alta. Sua reproducao € nos



CAPITULO 1. APRESENTACAO DO PROBLEMA AMBIENTAL 9

meses de verao e comecos de outono e aparentemente seu ciclo reprodutivo poderia
ser maior a um ano (Urban e Mercuri [80]). A sua dispersao € por conta dos ovos
que tém uma couraca de protecdo que permite seu transporte pelas correntezas e pela

fauna que os ingere para depois libera-los a grandes distancias (Ansell e Harvey [4]).

FIGURA 1.9: L. elliptica em aquario (ao lado esquerdo) € no ambiente natural ao lado direito.

4. Pennatulacea M. daytoni, ver Figura 1.10. Nao € bom competidor mas também nao €
afetado pelo incremento do sedimento. Acostuma se enterrar no sedimento e seu ciclo
reprodutivo ainda esta em discussao. Aparentemente produz ovos o ano todo, mas a

liberacao deles acontece no inverno (Servetto et. al. [70]).

FIGURA 1.10: M. daytoni no ambiente natural na Enseada Potter.

Finalmente, temos que os organismos dos quatro grupos permanecem fixos no sedi-
mento. As ascidias dos grupos 1 e 2 habitam (geralmente) nos fundos rigidos e no sistema
antartico, elas moram também nos fundos nao rigidos. A pennatulacea e o bivalve estao
adaptados aos fundos nao rigidos, deixando o corpo parcialmente sepultado. A reproducao

de todos os grupos acontece num unico periodo do ano (Sahade et. al. [65]), no caso dos
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grupos 1 e 4 é durante o inverno e para os grupos 2 € 3 no verao.

1.3 FENOMENOS CONSIDERADOS

No caso particular da Enseada Potter, sdo estudados uma variedade de fatores que ten-
tam determinar a estrutura (distribuicdo e abundancia) do sistema benténico. Por exemplo:
as alteracdoes causadas pela queda de pedacos de gelo (Sahade et. al. [64]) que destroem
totalmente as populagdes encontradas no passo, € as relacoes troficas de competicao ou
predacao entre macro—-algas e herbivoros (Iken et. al. [27]).

Nos ultimos anos estdao se comecando a estudar os retrocessos das geleiras e as con-
sequéncias para os ecossistemas do incremento na concentracdao de material inorganico
particulado na coluna d’agua (Tatian et. al. [76]).

Para entender melhor a importancia do sedimento no sistema bentonico da enseada,
fazemos uma descricao da forma como “interagem” bentos e sedimento. As espécies filtra-
doras (ascidias e bivalve) consomem particulas em suspensido mediante o bombeamento de
agua através de uma rede mucosa que € produzida continuamente, € na qual, as particu-
las suspendidas ficam coladas. Dado que as ascidias nao conseguem selecionar particulas
(Petersen [53]), entao a unica forma de impedir que as particulas sejam engolidas, € con-
trolando a abertura do sifao inalante, portanto s6 as particulas de tamanho maior podem
ser evitadas na ingesta. Assim a exposicao das ascidias a altas concentracdes de sedimento
inorganico, produziria ao longo prazo, um aumento no custo energético de manutencao, afe-
tando a energia disponivel para crescimento e reproducao. Quando as ascidias percebem
uma grande concentracdo de material particulado, o “squirting” € o tnico sistema usado
para expulsar o sedimento, comprometendo a assimilacao de nutrientes suficientes para
satisfazer as necessidades metabdlicas (Robbins [58]). No caso do bivalve L. elliptica, eles
evitam o consumo de particulas inorganicas mediante a formacao de pseudo—fezes (Ahn
[3]), além de adaptar as funcoes metabodlicas dependendo da disponibilidade de alimento
(Brockington [7] e Morley et. al. [46]), que por sua vez depende do periodo do ano. Como
consequéncia, a L. elliptica logra sobreviver ao inverno com pouca reducao na biomassa.

Para a pennatulacea M. daytoni que pertence ao grupo das octocorallias, tem a particu-
laridade de se agrupar arredor de um raque (tronco) principal (Lopez-Gonzalez et. al. [39]),
onde a captacao de particulas em suspensao € feita por cada um dos polipos que confor-
mam a colonia e de forma independente; assim quando alguns dos polipos estao cobertos

pelo sedimento, outros conseguem se alimentar e, pela natureza flexivel do organismo as
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correntezas marinhas retiram rapidamente o sedimento dele.

1.4 LEVANTAMENTO BIBLIOGRAFICO

No grupo de pesquisa de Biomatematicas - IMECC - UNICAMP, ja foram estudados al-
guns problemas que envolvem sistemas de equacoes diferenciais parciais, e que pretendiam
(no momento), complementar reciprocamente os fenomenos de dinamica populacional e de
poluicdao ambiental. No primeiro trabalho, Sossae e Meyer [71] abordaram a modelagem
do problema incluindo implicitamente o efeito do poluente nas populacées por meio de um
parametro de mortalidade nas equacoes das populacoes. Neste caso, nao existiu uma equa-
¢ao para descrever o comportamento evolutivo da poluicao. Depois, Salvatierra e Meyer [66]
estudaram um sistema formado por duas populacdes e incluiram no modelo, os resultados
da resolucao da equacao do poluente. Neste trabalho, ja apareceu uma equacao para o
poluente, mas foi resolvida separadamente do problema populacional. Finalmente, Abreu
[1] estudou um problema relacionado com populacées de macro-algas e os efeitos dos polu-
entes nas populacoes. Nesta vez, foi acoplada uma equacao linear do poluente no sistema
e, como nos casos anteriores foi colocado (nas equacodes das populacoes) um termo de mor-
talidade associado ao agente poluidor.

Os trabalhos descritos no paragrafo anterior, foram estudados seguindo a linha de apro-
ximacao numeérica mediante a utilizacdo de elementos finitos nas variaveis espaciais e
Crank-Nicolson na variavel temporal, uma forma de trabalho consolidada no nosso grupo
de pesquisa. No nosso modelo, temos como aporte inédito deste trabalho varias caracte-
risticas que permitem diferencia-lo dos modelos referenciados anteriormente, ja que temos
um acoplamento total da poluicao (sedimento) no sistema populacional, por quanto existe
uma interacio explicita do sedimento nas equacdes das populacéoes e vice-versa. Por causa
do fenémeno modelado, contamos com uma forma “nao proporcional” de relacionamento
entre o sedimento e as populacoes, que € descrito no modelo pelos termos de Michaelis—
Menten nas equacoes das populacoes. Além de incluir o efeito “negativo” das populacoes
na concentracao de sedimento na respectiva equacao.

Observando em diversas publicacdes de circulacao mundial, encontramos que ainda
hoje, a ferramenta dos elementos finitos nao é utilizada frequentemente para a resolucao
de problemas relacionados a biomatematica; em particular, nos problemas de poluicao am-
biental e da dinamica populacional. Geralmente, os pesquisadores que trabalham com

esta classe de problemas, preferem as ferramentas qualitativas: analise de estabilidade,
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teoria de bifurcacoes, etc. para tentar descrever satisfatoriamente as solugdes envolvidas,
contudo, nesta forma de abordagem seja muito mais complexo diferenciar fatores determi-

nantes e prioritarios do fendmeno na modelagem.

Nesta linha de pesquisa temos encontrado alguns trabalhos recentes que vamos des-
crever brevemente para corroborar o estado atual de desenvolvimento na area. Quando
procuramos trabalhos que envolvem modelagem de dinamica populacional e poluicao, en-
contramos linhas de trabalho baseadas nas técnicas puramente qualitativas como nos ca-
sos de: Zeng e Chen [88] que estuda a degradacao ecologica e a dispersao hidraulica de
poluentes em zonas imidas mediante a equacao de transporte em meios porosos, ou Pal e
Samanta [52] que utiliza equacoes diferenciais ordinarias para estudar uma espécie num
meio poluido, ou Mukherjee [47] que centra sua atencao no efeito do retardamento em duas
populacdes que competem num ambiente poluido, ou Chunhua e Jianhong [11] que tenta
estabelecer a influéncia da estrutura etaria num sistema de reacao-difusao, ou Sun et. al.

[73] que caracteriza um sistema presa-predador com migracao.

Outras vezes, tém sido utilizadas as diferencas finitas como ferramenta de trabalho e
assim aparece nos casos de: Witek et. al. [86] que estuda um sistema de equacées de
adveccao-difusao-reacao através de um método explicito, ou Rubio et al. [60] que enfa-
tiza nas solucodes de sistemas de adveccao-difusao-reacdao quando as ordens de magnitude
dos termos difusivos e advectivos tém diferentes escalas de medicao, ou Li et al. [37] que
descreve alguns métodos do tipo preditor—corretor para sistemas gerais de equacoes para-

bolicas nao lineares.

Continuando a linha numeérica, encontramos alguns trabalhos (nem todos de dinamica
populacional e poluicao ambiental) que se fundamentam em elementos finitos. Por exemplo,
Agrawal et. al. [2] estuda o crescimento de tumores utilizando coordenadas elipticas, ou
John e Schmeyer [29] que resolve o problema das oscilacées numéricas que aparecem nos
sistemas de adveccao—difusao-reacao quando a difusao é pequena, ou Rio Doce et. al. [16]
que examina um problema de dinamica populacional com estrutura etaria para uma espécie
considerando as classes de larvas e adultos, ou Richter [57] que aproxima a dispersao das
populacoées num dominio tridimensional usando o software COSMOL, ou Gurung e Saxena
[25] que quantifica a temperatura da pele do corpo humano considerando uma temperatura
baixa no ambiente, ou Lakkis et. al. [35] que trabalha com sistemas de reagao-difusao

sobre dominios que variam no tempo.

Assim, quando revisamos os alcances dos trabalhos descritos anteriormente, observa-
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mos que o nosso grupo de pesquisa esta além (na parte de modelagem dos fenéomenos de
dinamica populacional e poluicao de fontes hidricas) das pesquisas que estdo sendo reali-

zadas no resto do mundo.
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CAPITULO 2

MODELAGEM

Neste capitulo descrevemos os fatos relevantes (de acordo as pesquisas dos ec6logos) na
modelagem da distribuicao e abundancia do bentos antartico na Enseada Potter, quando
consideramos a presenca do material inorganico particulado e seus efeitos no sistema bi-
ologico. Além disso, damos algumas generalidades dos parametros usados no modelo e
apresentamos explicitamente o sistema de equacoes diferenciais parciais que sera usado

em nossa pesquisa. Finalmente, fazemos a formulacao variacional do problema.

2.1 MODELAGEM MATEMATICA

No capitulo anterior tém sido detalhadas as principais caracteristicas dos 4 grupos de
organismos benténicos que dominam (pela densidade) a Enseada Potter; além de ter exibido
alguns resultados (experimentais) que mostram o efeito do sedimento no crescimento do
bentos (Tatian et. al. [76]). Se pensamos no material particulado como “agente poluidor”
do bentos, no sentido que o acumulo de sedimento interfere no crescimento e reproducao
das espécies, entdao podemos reunir os dois fenomenos (dinamica populacional e poluicao)
e estuda-los conjuntamente.

Para descrever a variacdo (no tempo) das populacoes na enseada (dominio espacial)
do sistema bentonico, usamos um sistema de equacéoes diferenciais parciais conhecidas
como equacdes de adveccao—difusdao-reaciao; que sao utilizadas para estudar a dinamica
populacional de espécies que interagem: predacao, competicao ou mutualismo. Ver Murray
[49], Edelstein—Keshet [19], Okubo e Levin [50] e Cantrell e Cosner [9]. Também, tais
equacoes sao utilizadas para medir a dispersao de agentes contaminantes. Ver Marchuk
[40].

Uma parte do grupo de pesquisa de Biomatematicas do IMECC - UNICAMP, orientado
pelo Prof. Dr. Joao Frederico C.A. Meyer, tem estudado separadamente os dois fendomenos:
Na parte da dinamica populacional temos os trabalhos de Pregnolatto e Meyer [55] e Koga

et. al. [32] e na parte da poluicdo os trabalhos de Meyer [42], Mistro [43], Cantao [10],

15
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Oliveira [14], Diniz e Meyer [15], Inforzato [28] e Wolmuth [87] entre outros. Além disso,
tem se iniciado o estudo simultaneo dos dois fendmenos (dinamica populacional e poluicao)
na modelagem, gerando os trabalhos de Sossae e Meyer [71], Salvatierra e Meyer [66] e

Abreu [1].

O desenvolvimento na modelagem do fendomeno descrito no capitulo anterior, comeca
com Momo et. al. [44], esta primeira tentativa de modelagem foi feita mediante um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias, no qual € incluido o prejuizo do sedimento sobre o
bentos como uma funcao auxiliar. O sistema explicito € exibido na equacao (2.1) e o termo

correspondente ao sedimento € denotado com —¢;G para j = 1,2,3,4.

p Pj+§‘aijpi
— P\ —-qG-s;H)+P |1 - —ZL (2.1)
dt J J J J J Kj

paraj=1,2,3,4.
Depois no trabalho de Torre et. al. [78], foi implementado um sistema de equacoes
diferenciais parciais no qual o efeito do sedimento no bentos € considerado por meio de

uma equacao linear independente das equacoes do bentos. O sistema estudado € mostrado

na equacao (2.2) e especificamente, o sedimento € denotado por S.

( op P; + ; Bij P;
) iz
87; — OéjVQPj + d]S]D] = )\ij 1-— Kj

para j = 1,2,3,4. (2.2)

gf—asv25+v-vs—f

Finalmente, no artigo de Tabares et. al. [74] foi aproveitada a experiéncia adquirida
dos modelos (2.1) e (2.2) para aperfeicoar a modelagem para o caso especifico de duas
populacoes e o sedimento. Desta vez foi usado um sistema de equacoes diferenciais parciais
nao-linear, em que o prejuizo provocado pelo sedimento no bentos € colocado como um
termo do tipo Michaelis—-Mentel (ver Murray [48] e Edelstein—Keshet [19]) € o comportamento
evolutivo do sedimento € incluido mediante uma equacao nao-linear. Além disso, naquela
equacao do sedimento foram acrescentados dois termos para representar o consumo de

sedimento por parte do bentos. Ver o sistema (2.3).
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(0P 5 P+ a Py p1S
—_— = P Pi=X\P(1- — P
5 a1 VAP + i Py 11( % ) 71+51
oP; 5 Py +ax Py B2S
— — P. Pi=XP (|1 — P (2.3)
5 oV Py + po Py = Ao 2( % ) Yt S o)
o5 ,
E—asv S4+W-S5=—-01PS—09PS+f

Nesta tese, apresentamos as formas gerais das equacdes do tipo adveccao-difusao-
reacdo num dominio bidimensional irregular (Enseada Potter) que sao utilizadas na modela-
gem. Especificamente, no caso de bentos temos equacoes diferenciais parciais parabodlicas

semi-lineares cuja forma geral (para uma populacao P) é dada por:

oP
— — V- (o, VP) + V- (VP) = f(P) : Cantrell [9], (2.4)
ot N—— N—_—— N—

Difusao Adveccao Reacao

onde V € o operador gradiente, «, € a difusividade (coeficiente de difusao) da populacéo, V
€ o transporte advectivo e f € uma funcao de reproducao. Para o “poluente” (sedimento) S,

temos a forma da equacao dada por

92 Y. (a,VS) + V- (WS) + 0.8 = g¢(S) : Marchuk [40], 2.5)
ot N’ N’ A N——
Difusao Adveccao Degradacao Fonte

onde «; € a difusividade do sedimento, W € o transporte advectivo, o5 a taxa de degradacao
e g a fonte de material particulado.

Dadas as caracteristicas especificas de nosso problema, fazemos algumas consideracoes
para explicitar as equacodes (2.4) e (2.5).

Consideramos:

e A difusividade do bentos (a,,, m = 1,2, 3,4) e do sedimento («;) € constante no tempo e
no espaco ja que as caracteristicas abioticas (temperatura, salinidade, etc.) da enseada
sao semelhantes. Nas duas equacoes (2.4) e (2.5) pensamos na difusao efetiva, como

esta definida em Okubo e Levin [50].

e O bentos € séssil, ou seja esta fixo no substrato e portanto nao € transportado, entao

VvV =0.

e Supomos que o bentos se reproduz logisticamente e tém competicdo interespecifica
pelos recursos disponiveis. Além disso, pensando que o sedimento afeta a reproducao
do bentos, acrescentamos mais um termo do tipo Funcao de Hill (ver Hill [26]) dado

que na enseada temos um incremento acelerado na descarga de sedimento. Alias para
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uma quantidade limite de sedimento, nao temos aumento na interferéncia do material

particulado no bentos. Em resumo, a perturbacao f de (2.4) assume o aspecto

Pm 5im ﬁmSZ
fn (Pry. .. Py, S) = AP [ 1 — = —PmZ?Pi— mPm; param = 1,2,3,4.
i£m m

Em particular, para a espécie m temos que: \,, € a taxa de crescimento per capita,
dim (0 = 1,2,3,4) € a taxa de competicao interespecifica entre as espécies i e m, K é a
capacidade de suporte conjunta das espécies, (3, € a taxa de maximo prejuizo causado
pelo sedimento e v,, € a constante associada com a Funcao de Hill que ajuda a medir

aceleracao no incremento de sedimento.

e O sedimento € transportado por causa dos ventos na enseada, quer dizer que W #
0. Além disso, o transporte ocorre por conta de um fluido incompreensivel (4gua) e
portanto V- W = 0. Por simplicidade na modelagem, usamos o vento predominante na

regido (constante no espaco), ou seja W = (w;,ws) com wi,ws € R.

¢ O consumo de sedimento por parte do bentos, diminui a quantidade de sedimento na
coluna d’agua e, nesta modelagem, € considerado como uma “degradacao” do sedi-
mento. Assim supomos que o consumo do sedimento por parte do bentos € proporci-

onal a quantidade existente e portanto o5 = E?:l ojP;.

e Temos as fontes pontuais (corregos Matias e Potter e corrego subterraneo) de sedi-

mento. Ou seja,

Gm,(ll?,y) = ($m7ym)
g(x,y) = paraG,, #0em=1,2,... 5.

0, (l’, y) # (:Uma ym)

e Um dominio espacial Q C R? bidimensional dado que o sistema benténico habita nos

fundos (substrato) da enseada.

Explicitamente, o grupo P, (m = 1,2,3,4) do sistema bentonico e o sedimento S sao

representados pelas equacées:

a-Pm 2 _ Py, 51m IBmS2
ot = P (1) P Y R P

(2.6)
S

T asV2S +W. VS = —ZleaiPiS +g; param=1,2,3,4.

onde P, = P, (z,y,t) € S = S (z,y,t); com (z,y) € Q CR%2 et € (0,T).
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Além das equacodes em (2.6), precisamos das condicoes iniciais e das condicoes de con-
torno para a abordagem da solucao de nosso problema. Na figura 2.1 temos uma descricao
do dominio espacial (2 C R?) de trabalho, em que I'y representa a regiao livre de gelo, I'y
a regiao rodeada pela geleira Fourcade e, I'; a saida da enseada para a Baia Maxwell. Na
mesma figura, temos marcadas com “x” os pontos (aproximados) em que aparecem atual-

mente os corregos de descarga de sedimento.

FIGURA 2.1: Representacao da fronteira da enseada e dos corregos de degelo.

Especificamente, temos em I'j uma auséncia de bentos e de sedimento por conta das
rochas, para I'; e I'; nao temos entrada ou saida de organismos bentonicos; porém temos
para o sedimento, uma entrada de material particulado proporcional a quantidade de se-
dimento existente. Pensamos em constantes de proporcionalidade diferentes (para I'; e I's)
por quanto as condicdes da enseada (profundidade) sao diferentes nas duas regioes.

Matematicamente expressamos as condi¢coes de contorno assim:

0Py,

Pilp,=0e aJ =0, paratodote Jem=1,2,3,4.
n Ul

(2.7)
a8
on

No caso das condicdes iniciais, pensamos numa distribuicao inicial (do bentos e do

SJFO =0e —as J = kmSme ,paratodote Jem =1,2.
T'm

sedimento) de acordo as informacées disponiveis ou proporcionadas pelos ecologos. Assim,
P (2,9,0) = P% (x,y) param =1,2,3,4 €
(2.8)
S (z,y,0) = 5° (z,y).

Finalmente, temos nosso problema formado pelo sistema (2.6), as condi¢cdes de contorno

(2.7) e as condicoes iniciais (2.8).
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2.2 ESTIMATIVA DOS PARAMETROS

Como mencionado anteriormente, o nosso trabalho esta encaminhado a oferecer para os
ecologos e pesquisadores uma ferramenta matematica para estudar a distribuicao e a abun-
dancia do bentos antartico na enseada Potter. Temos conhecimento de muitas pesquisas
orientadas em estas linhas, por conta dos livros [84] e [85] assim como pelas comunica-
coes pessoais com varios pesquisadores da regiao e, esperamos fornecer e implementar os
elementos mais importantes do fenomeno no modelo proposto. Porém nestes momentos s6
contamos com algumas informacoes gerais do fenéomeno estudado. O trabalho de Momo
et. al. [44] apresenta uma primeira tentativa de modelagem usando o analise qualitativo
de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, revelando algumas das relacdes entre
as espécies estudadas. Por exemplo, as taxas de crescimento per capita (denotadas por A,

(m =1,2,3,4)) tém as seguintes relacoes:
A < A < A3 << M.

As taxas de competicao intraespecifica (denotadas por ¢; ., (i, m = 1,2,3,4)) se estabelecem
assim:

da1 < 021 < 0315 042 < I32 < 0123 043 < 23 < 013 € O34 < 24 < O14.

E finalmente, as taxas de prejuizo no bentos (denotadas por 5, (m = 1,2,3,4)) por causa

do sedimento sao dadas por:

B3 < Bs << P2 < Pr.

As outras informacoes, como sao os coeficientes de difusao (denotados por «,, (m =
1,2,3,4)) e as taxas de consumo de sedimento (denotados por o, (m = 1,2,3,4)) foram to-
madas de Torre et. al. [78], trabalho que apresentou uma modelagem com diferencas
finitas num dominio retangular e omitindo no modelo, o consumo de sedimento por parte

do bentos. Aqueles parametros estdao considerados (para a difusao) assim:
o] < ag <oy < as.

Dado que as taxas de consumo de sedimento s6 estao sendo consideradas agora, os
pesquisadores da base antartica argentina, tém passado algumas informacdes baseadas
em Torre et. al. [79] e na experiéncia que eles possuem. Assim, tais parametros podem se
considerar da forma:

o4 <03 << 09 <01,
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Nas experiéncias numeéricas que sao apresentadas no trabalho, imitamos a realidade
atual da enseada e realizamos algumas outras simulacoes de situacoes que poderiam acon-

tecer na calheta.
2.3 FORMULACAO DO PROBLEMA: CLASSICA E VARIACIONAL

Na secao anterior, justificamos o nosso interesse na resolucao do problema com valores
iniciais e de contorno definido por (2.6), (2.7) e (2.8); conhecido como formulacao classica
(ou formulacao forte) do problema. Pensando que ainda ndo existem ferramentas analiticas
para encontrar solucao a nosso problema (Evans [21] e Logan [38]), expressamos o problema
(2.6) — (2.8) como um sistema de equacodes integrais chamada de formulacao variacional
(ou formulacao fraca); garantindo que a existéncia e a unicidade do problema variacional
corresponde a solucido do problema classico. O esquema ¢ assim (ver Brezis [6]), usando
funcgoes pertencentes a espacos de Sobolev adequados, determinamos as caracteristicas
da solucgdo fraca (solugdo do sistema variacional). Depois, estabelecemos a existéncia e
unicidade da solucao fraca para logo, mostrar que a solucao fraca € de classe C? (no espaco)
mediante a utilizacao de resultados de regularidade e, finalmente demonstramos que toda
solucao fraca de classe C? é solucdo classica (recuperacao da solucdo). No nosso caso
particular, como temos uma fonte pontual na equacao do sedimento, ndo conseguiremos
solucoes classicas do problema, ja que as solugdes classicas exigem que g € C? (Q).

Para garantir a existéncia e a unicidade da solucao (na forma variacional), precisamos
de alguns elementos que sao definidos a seguir. Dada a natureza das equacdes em (2.6),

usamos os espacos L2 (Q2) e #! (Q2) lembrando que para u,v € £?,

(usv) 22 :/qudQe Hu||iz(9) :/Qu2dQ.

Para u,v € H! () temos

(u,v) = (u,v) +@@ +@@ ¢
» VIHL(Q) — » Y L2(0) 8x’ oz £2(Q) 8y7 ay £2(9)

oty = It + [ 2] 2

1 - 2 a a_ .

HY(Q) L2 T oy £2@) 0y || 26
2 2

Se denotamos a fronteira de {2 como 02, temos que 092 = (JI',,, em que (I} = @ e na
1=0 1=0

nossa notagao, temos que (u, v);, = ¢ uvdr.

Além disso definimos a V subespaco de H! () como

V={weH (Q):w], =0}.

0
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Para simplificar a escrita do problema variacional, denotamos (u,v) 2 como (u,v) e
(u,v)yq da forma (u,v). Agora, se fixamos ¢, multiplicamos as equagées por fungées v € V
e integramos (no sentido de Lebesgue) em (z,y) € Q; obtemos formalmente a formulacao
variacional do problema:

OP, P, 8 P,,5?
<a£n,’l)) — O (V2P’m7v) = )\’um (]— - ;77)) - (P’m ng&m ;;vnpi)v> - 5771 (M?v)

param=1,23,4

0S
(5+0) - ac (925.0) + (- 95.0) = = TL, (02350 + (a10)

para todo v € V.

2

Na parcela do laplaciano (V U, v), temos que

Sy (20 00 (2 (o] (0 fou]
S\ ox? oy’ ) \ Oz |0z’ oy |0y |’

e pelo Teorema de Green,
0 [Ou 0 [0Ou ou Ou Ov
(2 2] o) = [ (3] vao= G- [ 25000
[0\ (o
S\ /s ox’ Ox
2
ou ou Ov B . P
= Z —,v — ; em que 7 € um vetor normal exterior unitario.
r

oz’ O

ou

dy | By

—Oz(VQU,v):a(Vu,Vv)—a @,v -« @,v — @ﬂ) ,
077 FO 877 Fl aT] F2

em que (Vu,Vv) = [, Vu-VodQ. Em particular, para P, (m = 1,2,3,4) e S usamos as

0
De forma analoga acontece com ( [ ] ,v> € portanto

condicoes de contorno (2.7) e obtemos

i (V2P v) = e (V P, V) €
—a (V25,0) = s (VS, Vo) + k1 (S,v)p, + k2 (S, v)p, -

Para a equacao do sedimento, dado que W = w;i+w2j, com w1, we constantes nao depende

de (z,y) € 2, entao

oS oS oS oS
(W-VS v) = (wlﬁm —I—wzay,v> = w <8:):’U> + wo <8y’v> .
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Finalmente temos a formulacao variacional desejada, da forma

(at,v> + apm (VP V) = Ay P <1 — K,v) — <Pm Ei# KR,'U) — Bm <’Ym n S2’U>

param=1,23,4

S oS S
(87&’@> + s (VS, Vo) + k1 (S, v)p, + k2 (S, v)p, + w1 <5:p’v> + wy (ay,v) =

= -1 (0:PS,v) + (g,v)
(2.9)

para todo v € V.
Note-se que as condicdes de contorno (2.7) ficaram incluidas na equacao (2.9) e a con-

dicao inicial (2.8) é transformada em

(P (z,y,0),v) = (P2 (z,y),v) param=1,2,3,4¢€ (S(z,y,0),v) = (S° (z,y),v) paratodov € V.
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CAPITULO 3

DISCRETIZACAO

Neste capitulo, representamos o problema variacional (2.9) na forma discreta. O pro-
cesso consiste em discretizar as variaveis espaciais mediante o Método de Galerkin des-
crito na secao 3.1; para depois discretizar a variavel temporal usando o Método de Crank-
Nicolson (estudado na secao 3.2). A seguir, acoplamos as discretiza¢oes das variaveis (espa-
ciais e temporal) no dominio discretizado para resolver o problema resultante de elementos
finitos mediante um método preditor—corretor. Finalmente, esbocamos a utilizacao do soft-

ware Gmsh na construcao de malhas em dominios irregulares.

3.1 DISCRETIZACAO ESPACIAL: METODO DE GALERKIN

Baseados no Ciarlet [12], descrevemos brevemente o método dos elementos finitos, que
consiste num método de aproximacao das solucoes para equacoes de segunda ordem colo-
cadas na forma variacional (problema continuo) sobre um espaco V. O processo de definir
um problema semelhante ao problema variacional sobre subespacos finitos V,, C V, geram
o problema discreto chamado de Método de Galerkin®.

Os trés aspectos que caracterizam o método dos elementos finitos adaptados ao caso

dos elementos triangulares sao:
1. Uma triangulacao 7, que € estabelecida sobre o conjunto Q e satisfaz as propriedades:

i. O conjunto Q € definido como Q = |J K; em que K C Q é chamado de elemento
KeTh
finito.

ii. Para cada K € 7j,, o conjunto K é fechado e o interior K é nao vazio.
iii. Para ICy,Ky € T, com Ky # Ko, temos IoCl N ,OCQ =g.

iv. Para cada K € 7,, o contorno 0f) é Lipschitz continuo.

'Em geral, os Métodos de Galerkin sao processos que transformam problemas de operadores continuos (tais
como equacodes diferenciais ou equagoes integrais) em problemas discretos.

25
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v. Qualquer aresta do elemento K; € 7;, € um subconjunto do contorno 92 ou um
lado de outro elemento K, € 7,. Esta propriedade define a “adjacéncia” entre os

elementos finitos.

2. Um conjunto de polinomios Px, em que K € 7,. Depois que € estabelecida a triangu-

lagdo T, sobre (), definimos um espaco adequado de dimenséo finita V,, de funcoes
definidas sobre Q, tal que Px = {vp|c : vy € Vy, } €m que v, € V,, s@o polinémios por

partes.

Neste trabalho, consideramos as func¢ées de Px como polinémios lineares o que ga-
rante a convergéncia no processo de aproximacao das solucoes (Ciarlet [12]) e implica
simplicidade no calculo dos coeficientes nos sistemas algébricos resultantes. Ver o

Apéndice B.

Explicitamente o conjunto das funcées lineares Px de grau menor ou igual que um ¢é

definido por
PiK)y={p:K—=R:p(z,y) =1z +ay +asz;a; €R,j=1,2,3}
e o espaco dimenséo finita V,,, € dado por

Vi = {9 € C°(Q) : ¢l € Py (K),YK € Th, ¢lr, = 0}

. A existéncia de uma base B para o espaco V,,, que € garantida pela dimensao finita

do espaco. A construcao da base depende da natureza do problema e no nosso caso
usamos a base mais simples possivel para o dominio (bidimensional) considerado. A

base B é apresentada no Apéndice B.

Tacitamente, as caracteristicas descritas acima preparam a resolucao do problema vari-

acional na forma discreta com ajuda dos espacos Pk € V,, ; usando as equagoes variacionais

sobre cada elemento K da triangulacao 7,, para depois reunir as informacées de todos os

elementos e montar a aproximacio da solucdo no dominio discretizado Q. E esta a filosofia

do Método dos Elementos Finitos.

Voltando para o nosso problema, seguidamente trabalhamos a transformacao do pro-

blema variacional (2.6) — (2.8) na forma discreta. Por quanto nao temos métodos analiticos

para resolver o problema variacional (3.1), aproximamos o sistema variacional usando o

Método de Galerkin.
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Portanto, passamos de encontrar Py,..., P4, S € V tal que para todo v € V,

0P, P, Oim P,,S?
<8t,’0> +aum (VPm,VU) = )\um <1 — K,U) — <Pm2175m KR,U) —6m <W,U>

param=1,2,3,4

oS oy o5
<8t’ v) + a5 (VS, Vu) + k1 (S, v>r1 + ko (S, U>r2 + wq <8x’ v> + wo <8y’v>

= Z?n:l (O'umSﬂJ) + (g,?)) ’
(3.1)

para um sistema aproximado espacialmente, no qual definimos um subespaco de di-
mensao finita V,, C V, de dimensao n;; transformando o problema continuo (3.1) cuja
dimensao € infinita, pelo problema discreto (de dimenséao finita) dado por: encontrar P, ...,

Py, S € V,, tal que para todo v € V,,, temos

( (OPn Py, bim P,,5?
<at,v) +am (VPm,VU) = )\um <1 — K7’U) - (Pm Zz;ﬁm ?P’L ’U> — /Bm (W,U>

param=1,2,3,4

oS oS oS
<8t’ 'U) + as (VS,Vu) + k1 (S, U>F1 + ko (S, U>F2 + wy <8;p’ U> + wy (8y’v>

\ = — anzl (O’umS,’U) + (g,v)
(3.2)

Dado que V,, € um subespaco de dimensao n;, consideramos uma base B = {¢1,¥2,...,¢n, }
de V,,; supondo que quando n;, — oo temos que ,, — , em que {Q,, } € uma colecao
de subdominios que se “aproxima” ao dominio 2. Assim usando as funcées da base 5 e
a separacao de variaveis nas funcées P,, (z,y,t) com m = 1,2,3,4 e S(z,y,t), obtemos as

aproximacoes das funcoes:

Pm (:L'ayvt) ~ Z;Lil Pm,j (t) Pj (m,y) , param = 1>27374

Sz, y,t) ~ 3250 S5 (t) @5 (2,y)
No caso das derivadas, na parte temporal

op, APy, ;
Ttm (x7y>t) ~ Z?il # (t) Pj (a:,y) , param = 172>3>4

(3.3)

05 ~ s B85 o
E (x7y7t> ~ Zj:l dt (t) SOJ (xay)
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e na parte espacial, para z

or (,y,t) = 3258 Pmj (1) e (z,y), param =1,2,3,4
o5 5 (3.4)
~ SV g Pj
oz (,y,t) =~ 3258 55 (t) e (z,y)
e finalmente para y,
6Pm n 6803'
Ty (w,y,t) ~ Z]il PmJ (t) 67:[/ ($,y) , param = 1a 27374
(3.5)

oS T 8%
By (z,y,t) ~ Zj:l Sj (t) By (z,9)

Agora, utilizando as aproximacées (3.3) — (3.5) na formulacao variacional (3.2) e pelo
fato que o produto interno € um operador linear, entao para todo v € V,, ; nas equacoes das

populacées P, com m = 1,2, 3,4 temos,

ny APy, np Nh
Zj:l d?v] ((Pja U) + am Zj:l Pm,j (V(Pj, VU) = )\m Zj:l Pm,j ((Pja U)

)\m Nh Th lm
—TE D Dy PPk (95010 %jl Z D PugPu(pienv)  (3.6)

- I 22 Z P, Sk (950K, v)

Ym + S

para m,l = 1,2,3,4 e em que S corresponde com uma aproximacao adequada para S. A

forma especifica da aproximacao é apresentada na proxima secao.

Na equacao do sedimento S,

Nh dS Np 8(,0j
Z] e 2 (¢, )—i—ozszj S; (Vej, V) +wlz <8$,v>
agoj nh a(,DJ nh ] 8@]'
+w22j 1 j< )"’k Z < , U . +k22j:15j %,U - (8.7)

:_Zjn:lamz Z mk @]kan )—l—(g,v)

Como o sistema formado por (3.6) e (3.7) vale para todo v € V,,, entdo € suficiente tomar
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como referéncia qualquer um dos elementos ¢; € B. Ou seja,

n,  dP, np,
S (g, 00) +amz P (V03 Vo) = > Py (95, 0:)

j=1 dt
Am n n lm
~5 j; oy PP (0300, 00) = ) =2 Z > PPk (956 90) (3.8)
m#l

- Bm QZ Z m,j @]@kﬂaz)

Ym + S

para m,l = 1,2,3,4 e sendo S uma aproximacao adequada de S, e

Np dS Np 680]
S e+ 8 (Ve o)+ T 5 ()
agpj ‘ np, ‘ agoj ‘ np ‘ 890]‘ _
Fws Z < Z> + ki ijl S; <ax o) 253 S gl e . (3.9)

- _ Zizl Om Z Z P (0508, 0:) + (9, 94)

As equacodes (3.8) e (3.9) representam a forma semi-discreta do problema variacional

(38.1).
3.2 DISCRETIZACAO TEMPORAL: METODO DE CRANK-NICOLSON

Na secao anterior, foi feita a discretizacdo espacial do sistema variacional (3.1), usando
o Método dos Elementos Finitos nas variaveis espaciais. Agora, utilizamos a técnica de
diferencas finitas na discretizacao temporal, mediante o Método de Crank-Nicolson (ver
Leveque [36] ou Strikwerda [72]), o qual € caracterizado por ser implicito, de segunda ordem
de aproximacao e incondicionalmente estavel. Para a aplicacao do método, consideramos
uma particao regular do intervalo (0,7] da forma 0 < ¢; <t < --- < t, = T tal que t; = iAt,
onde At = Z. Logo, quando aplicamos a diferenca centrada no tempo ¢,/ nas derivadas

dPy,; . dS;
7 e 1, obtemos as aproximacdes

(n+1) (n)
dPy, ; Py j(x,y,tn — Py j(x,y,ty Pm7- — Pm’.
dtj(ac,y,tnﬂﬂ)z il H)At i ( ): J At J param =1,2,3,4¢€
(3.10)
n+1 n
dS Sj (:Evyat'rH—l) - Sj ($7y7tn) _ S]( ) S]( :

ot (96' Y, n+1/2) Al = Al
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Como consequéncia do método, obtemos nas func¢odes originais uma aproximacao através

da média assim,

(n+1) (n)
P j t P, t P4+ P
P (xvyatn—l—l/Q) ry Mg (z,y, n+1)2+ g (T,Y,tn) _ Imy 5 m,j param = 1,2,3,4

(3.11)

n+1 n
S (.9, tasr) + 5 (w9, 1) _ S+ 57

2 2

S (xvyathrl/Q) ~

Levando os resultados das aproximacoes (3.10) e (3.11) no sistema (3.8) — (3.7) conse-

guimos no caso do bentos,

nh P(”+1) _ P(n) a np (1) )
m,j m,j i . 7m n n ) )
Z B va— (5, 01) + = Z (Pm7j + Pm,j) (Vej, Vi)
Jj=1 7j=1
A XS (plntD) |, pln) A SRS (D) L p)) (plntD) |, p)
- Z (vaj + PmJ) (0js i) = 1K (Pm,j + Pm,j) (Pm,k + Pm,k) (0jer, i)
Jj=1 j=1 k=1
5lm o n+1 n n+1 n
-2 1K (Pél;r '+ Png;) (Pl(,k+ Dt Pz(,k)> (@i0x, ©i)
mal =1 k=1
5m§ i n+1 n n+1 n
- =2 (Pézj ) +P7§13> (515 s )) (052, i)
4 ("}/m + S > j=1 k=1
parai=1,2,...,n, e com m,l =1,2,3,4 e em que S é uma aproximacao adequada para

S. E importante esclarecer que no nosso caso, a aproximacao para S é dada pela média
dos valores encontrados nos instantes n € n + 1, quando calculamos através dos vértices, a

meédia de cada elemento finito triangular.
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A aproximacao no caso da equacao do sedimento, fica na forma

S SJ('H—H) B Sj(n) Os = (n+1) (n)
ZT(S%}S%)—F?Z(S]- +5; ) (Vej, Vi)

Jj=1 J=1

s . . Ly nh . 9
S (s ) (2200) ¢ 2 3 (s 45 (22,0

S (o), B () ()

Nh

>,
= - o
m=1 m

np,
(S(n—H S(n ) ( (”+1) + P(”)) (Sojspk,goi) + (gv(Pz)
=1 k=1
parai=1,2,... ,n,.

Isolando no lado esquerdo os termos do instante n + 1 € no lado direito os termos do

instante n, além de simplificar-los,

+§:§:Pn+l AmAt At (Pﬁlk )+P$IZ:)+Z%(P(TLH)+P(M)
j=1k=1 ol

AL ?
+ﬁ

() 4 500) (ror

n AmAt am At
ZP( {1+2)(<pj,<pi)— 5 (V%,V%‘)}

np

Pr(r: )\ At (P(n—i-l) +P1£3c) n Z 01 m AL (Pl(;;ﬂ) +Pf}l’))

nh
-2 mk 4K

j=1k=1 mal

WAt S
 Budt
4 4 +3

(S(n+1) + Sm))] (©jer, i)}

parai=1,2,...,n, ecom m,l =1,2,3,4 e em que S € uma aproximacao adequada para S.
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Na equacao do sedimento,

(n+1) oAt ' ' w1 At % ' wo At % _
]Z; S {(S0]7 Z) + 2 (VSDW VSDZ) + 2 81‘ 7v(;01 + 2 8y 7v901

k1 At koAt DN (4l omAt
+ 5 (5> pidp, + —5— 5 (0j> i) F2}+ZZS( " ){ > om=1 4 <P( )+P( ))](SOJ‘S%,%)}
7=1 k=1

np

n oAt w1 At [ 0p; wa At [ 0p;
Z ST (s, 1) — T(V%,V%) - (;;,Vsoi) - <;;,V<pi>
=1

Np  Np

k1At koAt n omAt
— S (0 i, — g (i e} = D0 3 SIS T (P + PO (eiens i)}
7=1 k=1
parai=1,2,... ,np.

Matricialmente obtemos os sistemas nao lineares,
M,, ()P = N,, () PW: para m = 1,2,3,4
(3.12)
M, (-) S+ = N, (1) S™ + F
em que as notagdes M, (-) e N, (-) representam as dependéncias das matrizes M e N de P(")

PP, P, s, S0 Ou sefa,

M, () = M, (Pgn)7P§n+1)7 . 7P51n)7P51n+1)7 s S(n+1)> e

N. () = N. (P, PP, P PO, s, s (D)

Explicitamente os coeficientes das matrizes M., (-) e N, (-) estdao dados por:

Am At amAt
0}y = (1= 257) (o) + 25 (V3. Vi)

At TN A [ (nt1) () O,m (n+1) (n)

+4kZ:1[K<P +F) + mZ#K(P +RY) (5.13)
777;g n n

L — (S,i oy s ))](Wk,soi)
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AN W . i [ .
— Y (B + PR ) + 3 S (RS + PR (3.14)
k=1 —
+ BmS—z (Si(gnﬂ) + 5 ))] (pjr, i)

para m = 1,2,3,4. Alias,

o as At ‘ A w1 At [ Op; ‘
(Ms)i,j - ((Pja (Pz) + T (V(Pja V‘Pz) =+ 2 ( a$

U}QAt 8g0]- k’lAt k‘gAt
5 <8y’ pi |5 (@i i)y, + 5 (@5, Pidr, (3.195)

(‘Pj‘Pkn %‘)

wo At [ 0p; k1At ko At
() - B s, - 2 i, .16

(0iek, ¥i)

Dos coeficientes anteriores, € importante notar que existem partes constantes (nao de-
pendem de Pé)j e S](f)) e partes variaveis (que dependem de P,(Y;?j e S](f)), gerando uma forma

mais explicita do sistema (3.12) da forma:

{ (MC, + M2, () Pt = (N2, + Nv, (-)) PY); param = 1,2,3,4

(ME + M2 (-)) S+ = (NS + N2 (1)) S 4+ F

para M? () e NV () representando as dependéncias de P, P{"™ p{ pith
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S+l e, em que explicitamente os coeficientes tém a forma;

. Am At am At
(M, ),] <1—2 >(<Pja90i)+ 5 (Vej, Vi)

(M) = % i[A—m (PUD+P) + 3 Stm (P + P (3.17)
k=1 m#l

/Bm n n
3 (S0 + 50 (esons )

Ym + 5°
c AmAt OémAt
= (14228 (o) - 222 (95, Ve
v At S A (n+1) | p(n) Otym ( p(n+1) (n)
(N = e 2 [f (P Pm,k> + %ﬁ:l K <Puc + By, ) (3.18)

6m§ n n
T e (SIE: Wi, )>] (@50, Pi)
Tm

para m = 1,2,3,4. Alias,

o a At ' ‘ w1 At [ Op; ‘
(M3)i; = (@ 01) + —5— (V3. Vi) + —5 (8:r

U)QAt (‘3@ j k?l At k‘gAt
+ 222 (%00 ) + B2 e, + 2t 3.19
At np 4
v 1
(M= D [Z Om (P(”+ )+ P(n)) (050x, ©3)
k=1 Lm=1
c _ asAt ’UJ1At a@]
(49, = (i) = 25 (9 V) = 5 (S
ngt 890j ‘ klAt kQAt ‘ '
Ty < dy 9 <‘P]7901> 9 <80374Pz>p2 (3.20)
At [ &
v n+1 n
(Ns)i,j - r Z [Z Om (P,(n;j ) + Péi) (jPr, pi)
k=1 Lm=1

3.3 CONVERGENCIA

Na primeira parte deste capitulo (secées 3.1 e 3.2) discretizamos o problema variacional

(3.1) e encontramos uma forma equivalente, que escrita matricialmente, corresponde ao
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problema algébrico ndo-linear dado por: encontrar Pgn), Pé”), Pé”), PEL"), S paran=1,2,...
tais que

M,, ()P = N,, () PW; para m = 1,2,3,4
(3.21)
M, (1) S+ =N, (1) S + F

em que as notacoes

ML () =M, (P{Y,PYY, P PEY 80 s ) <, (P, PGHD; 80, 80 e

N, (-) = N, (Pgn) P§n+1)7 o Pg"b)7 PZ(JHLU7 S S(n+1)> — N, (pgrfll)7 P%Hrl); s, S(”+1)>

)

com m = 1,2,3,4 e com coeficientes matriciais como definidos na secao anterior.

Para resolver (3.21), geralmente sao usados métodos do tipo preditor—corretor que ga-
rantam a convergéncia dos problemas gerados a partir da aplicacdao do Método de Galerkin
em sistemas parabdlicos nao-lineares. O caso geral para equacoes parabolicas foi estudado
inicialmente por Douglas e Dupont [17] que também apresentou as estimativas do erro a
priori na aproximacao Galerkin/Crank-Nicolson, mostrando que sao da ordem quadratica
no espaco. Depois, Rachford [56] caracterizou especificamente os problemas nao-lineares,
nos quais o coeficiente da derivada temporal (no nosso caso € 1) € nao-linear. E finalmente,
Douglas et. al. [18] descreveram o caso concreto dos problemas quase-lineares e implemen-
taram um processo mais eficiente que aqueles que foram apresentados nos dois trabalhos

anteriores.

Basicamente, o método preditor—corretor descrito por Douglas et. al. [18], usado neste
trabalho, consiste em resolver para cada passo do tempo o sistema nao-linear mediante
a utilizacao de “iteracoes incompletas” procurando corrigir os erros obtidos quando sao
substituidos os dados conhecidos na parte nao linear do sistema. Esquematicamente, o
processo pode ser descrito assim:

Dado que ng) (m =1,2,3,4) e S(9 sao conhecidos por conta das condicdes iniciais (2.8),

entao para n = 0, devemos resolver o sistema

My, () Py = Ny () PY): param = 1,2,3,4

M, (-)S™M =N, (-)S©@ +F

em que (-) “quer dizer” (ng)’Pgl); SO, S(l)) para m = 1,2,3,4. Para encontrar P (m = 1,2,3,4)
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e SM, determinamos a solucao Pg) (m=1,2,3,4) e S™) do seguinte sistema:

M,, (-)P$) = N,, () P
M (-)S®) =N, (1) S +F em que
(-) ~» <P$2),P£,?);S(O),S(O)> ; param = 1,2,3,4

Depois, calculamos P& (m = 1,2,3,4) e S resolvendo o sistema

Mo () Pl = Niw (1) P
M, (-)S®% =N, (1) S + F em que
() ~ (P, P8, 8) ; para m = 1,2,3,4

Notando para este caso a atualizacao de Pﬁfl) e S™ no lugar de Pfg) e S, que aparecem
na parte nao-linear do sistema e que correspondem as matrizes MY (-) e N? (-), quando
representamos
M (1) = M+ ML (1) e Nu () = NO+NJ ().

Continuando sistematicamente com o processo preditor—corretor, resolvemos para ng*)
(m = 1,2,3,4) e S(™ para r > 4 e encontramos aproximacoes de P\Y) e S1). Na pratica,
a obtencao de P%) e S ¢é dada com 7 = 4 ja que as aproximacoes (espaciais) sao de
ordem quadratica e com quatro “iteracoes incompletas” € suficiente para obter resultados

confiaveis. Assim, obtemos os valores para P,(%) e S da resolucao do sistema

My, () P = Ny () P
M, (1) S = Ny (1) SO + F em que

()~ (P, PGY;80),86) s para m = 1,2,3,4

No passo (temporal) n = k (para k£ > 1) temos:

M,, (-) P = N,, () PP

M, () S®) = N, (-) S®*) + F em que

(-) ~ (P&?,Pﬂ?; Sk S(k)) ;param =1,2,3,4

Depois,
My, () PR = Ny, () P

M () 8 =N, () S*) 4 F em que

() ~ (P, P);8®, () ; para m =1,2,3,4
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Continuando com,

My, () P = Ny, () P
M () SG*) =N, (-)S*) 4 F em que

(-) ~ (Pg,li),ng*); Sk S(2*)> ;param =1,2,3,4

Até chegar em,
M, () P5HY = N,, () P

M, () S™*) =N, (-)S*) + F em que

()~ (P, PRS0, 869) ; para m = 1,2,3,4
Assim, conseguimos P = P para m = 1,2,3,4 e SE+1) = g4,

3.4 DowminNio ESPACIAL

Até agora, temos um problema algébrico nao-linear (3.21) equivalente ao problema vari-
acional (3.1) e um método preditor—-corretor para resolve-lo, baseado no método de elemen-
tos finitos (Galerkin) na parte espacial e das diferencas finitas (Crank-Nicolson) na parte
temporal. Porém, ainda esta faltando a forma como serao obtidos os dados (espaciais) para
aquela resolucdo numérica iterativa (temporal). Na secao 3.1 foi mencionado sucintamente
o Método dos Elementos Finitos (na descricao do método de Galerkin) que € o processo que
sera implementado na obtencao dos resultados espaciais. A idéia fundamental por atras
do método consiste em caracterizar o dominio do problema 2, com um conjunto finito de
subdominios {2} chamados de elementos finitos, para depois “resolver” de forma indepen-
dente cada um deles usando as equacdes que definem o problema. Finalmente, usamos as
relacoes entre os elementos finitos para intuir a solu¢do do problema.

No caso particular do nosso modelo, o fato de ter um dominio irregular e umas fontes
pontuais (na equacao do sedimento) justificam a utilizacao do método.

Para a discretizacdo do dominio {2 o processo desenvolvido consiste inicialmente da ob-
tencao do mapa da Enseada Potter, que foi conseguido das informacées existentes no Google
Earth?. Depois de localizar a enseada na Peninsula Antartica usando suas coordenadas ge-
ograficas (ver pagina 3), marcamos alguns pontos (132 neste caso) para obter a silhueta da
regiao. Depois, para lograr informacdes (coordenadas) que sejam compativeis a resolucao

numeérica, procuramos uma forma de coordenadas cartesianas chamadas de coordenadas

20 Google Earth é um software livre semelhante com um Sistema de Informacao Geografica (SIG), que usa
imagens satelitais e mapas para descrever qualquer um dos lugares na face da terra.
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UTM (Universal Transverse Mercator), que correspondem com um sistema de localizacao
bidimensional do tipo projecao conforme, ou seja uma projecao cartografica cuja escala, em
cada ponto, € independente da direcao considerada. Assim UTM conserva os angulos € as
formas, mas altera (deforma) as distancias e as areas (ver Fernandez-Coppel [22]).

O seguinte passo na discretizacao do dominio € levar as coordenadas para outro soft-
ware chamado de Gmsh: a three-dimensional finite element mesh generator with built-in
pre— and post-processing facilities (ver Geuzaine e Remacle [23]) que é um software livre
que permite gerar malhas para calculos com elementos finitos bidimensionais ou tridimen-
sionais e processar aquelas informacoes de maneira conveniente. No Gmsh, primeiro tém
que ser colocar os pontos (coordenadas) para depois ser munidos por linhas (de dois em
dois pontos). Logo é formada uma superficie que € a aproximacao desejada do dominio 2.
Finalmente, € gerada uma malha de elementos finitos triangulares que € salva num arquivo

de texto. Aquelas informacodes do arquivo de texto contém:
i. Nos com sua enumeracao, contendo, além disso, as coordenadas deles.

ii. Elementos finitos e sua enumeracao, contendo os nés que o formam e a natureza

(interior ou fronteira) deles.

E importante ressaltar que as informacées i. e ii. estdo codificadas. Um exemplo do
processo que foi descrito e uma explicacao da codificacdo dos dados € apresentada no
Apéndice A.

Como resultado, obtemos as informac¢odes que precisamos na programacao da resolucao
do sistema nao-linear (3.21). Na Figura 3.1 sao apresentados o dominio real (via Google

Earth) e o dominio aproximado (via Gmsh).

FIGURA 3.1: (a) Dominio real segundo Google Earth cuja fotografia € datada de outubro de
2006. (b) Aproximacao obtida pelo Gmsh.
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SIMULACOES E RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos algumas caracteristicas (as mais importantes) do algoritmo
de aproximacao das soluc¢oes do problema algébrico nao-linear (3.12), além de descrever
outros elementos particulares do nosso algoritmo. Também, mencionamos as dificulda-
des encontradas na implementacao do algoritmo e finalmente mostramos os resultados
numeéricos e a representacao grafica dos resultados para umas simulacées que achamos

interessantes no contexto ecologico-matematico.
4.1 ALGORITMO

Em termos gerais, pensamos na aproximacao das solucoes ao problema de equacoes de
adveccao-reacao—difusao (2.6) — (2.8), que depois das discretizacoes (espacial e temporal),
se transforma no problema algébrico nao-linear (3.12). Na implementacdo do algoritmo
usamos um esquema padrao que sera descrito a seguir. Além disso, serdao pormenorizados
os elementos mais importantes no coédigo, procurando adaptacoes posteriores do mesmo,
no entanto a execucao explicita do codigo seja feita no ambiente MATLAB.

As partes do algoritmo sao:

1. Dados do Problema: Nesta parte do algoritmo, sao dados os valores dos parametros
das equacodes (difusividade, crescimento per capita, etc.), os valores vetoriais dos ter-
mos advectivos (como W no caso do sedimento) e os valores concernentes a variavel
temporal como o passo de tempo At, a quantidade de iteracoes (baseada na particao
feita do intervalo (0,7]) e as condicdes iniciais das equag¢des. Aqui, ressaltam a defi-
nicao de vetores para capturar as mudancas temporais das quantidades: crescimento

per capita A e das fontes de descarga de sedimento g.

2. Dados do Dominio (): Nesta parte processamos as informacoes que tém sido obtidas
do Gmsh, ressaltando que ditas informacdes, sao separadas em nos e suas coorde-
nadas e em elementos finitos. Os elementos finitos lineares (linhas) correspondem

aos elementos das fronteiras Von Neumann e Robin (I'; € I's) e os elementos finitos

39
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triangulares (triangulos) que estdao conformados com elementos de tipo Dirichlet (in-
formacao conhecida) e do tipo nao Dirichlet (informacao desconhecida). Para ressaltar
nesta parte do processo, na matriz dos nos temos que as linhas representam o niimero
do no (gerado pela triangulacao do Gmsh) e as colunas representam as coordenadas
dos nos para x e y respectivamente. Nas matrizes dos elementos finitos (lineares e

triangulares) cada linha contém as informacoes dos nés que formam o elemento.

. Calculo do numero de Péclet: O calculo do numero de Péclet permite estabelecer no

modelo, se o termo difusivo é (ou ndo) dominante respeito ao termo advectivo. Quando
a adveccao tem maior influéncia que a difusao, podem acontecer problemas na reso-
lucao numérica (ver Rosas e Herrera [59]) do sistema nao-linear (3.21). Nesses casos
€ necessario um refinamento da malha na discretizacao do dominio que traz como
consequéncia um aumento na quantidade de nos e portanto, vamos ter um algoritmo
com um tempo de execucdo ainda maior. As vezes, como nos trabalhos de Oliveira
[14] e Inforzato [28] ¢é utilizado o método de Streamline Upwind Petrov—-Galerkin (SUPG)
desenvolvido por Brooks e Hughes [8] para controlar aquelas oscilacdoes numéricas no

lugar de refinar a malha.

. Construcao das matrizes lineares (parte constante): Voltando para o sistema dis-

cretizado (3.12), neste passo do processo preenchemos as matrizes MY¢,, N¢ , M¢ e N¢
param = 1,2, 3,4 (descritas na pagina 34). A estratégia habitual € usar um esquema de
numeracao local (nos elementos finitos) para calcular os valores globais das variaveis
do sistema. Geralmente, as matrizes do sistema algébrico nao-linear sao preenchidas
considerando separadamente as partes linear e nao-linear, pois a parte linear € cons-
tante (no tempo e no espaco) e a parte nao-linear tem que se atualizar para cada passo
do tempo por causa do método preditor—corretor. Aqui, separamos ainda mais aquelas
matrizes, dado que processar conjuntamente os nos Dirichlet e ndao Dirichlet aumenta
o tempo de preenchimento das matrizes e, além disso, porque temos parametros do
modelo que variam no tempo. Vale a pena esclarecer que nos casos de dominios discre-
tizados definidos por coordenadas, obtemos elementos finitos irregulares e portanto,
devemos usar transformacoes de variaveis (que sao apresentadas no Apéndice B) para
facilitar o calculo dos coeficientes matriciais. Como consequéncia, s6 a parte linear
constante (no tempo) permanece sem mudar para todo passo de tempo; em quanto a
parte linear variavel, representada pelas matrizes M},, N/, M? e N? para m = 1,2,3,4

(ver a pagina 34) deve se atualizar no processo iterativo.
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5. Condicoes de Contorno de Robin: Observando os coeficientes (M), ; e (N5), ; nas
equacoes (3.19) e (3.20) respectivamente, notamos que devem se computar os nos que
fazem parte da condicao de Robin. Baseados nos calculos apresentados no Apéndice

B, atualizamos os valores faltantes nas matrizes lineares constantes para o sedimento.

6. Construcao das matrizes nao-lineares e processo iterativo: Nesta etapa do pro-
cesso, ja temos a maior parte das informacées que precisamos para a resolucao do
sistema nao-linear (3.12). Ainda esta faltando preencher a parte nao-linear do sis-
tema, lembrando que na resolucao por meio das “iteracées incompletas” (ver sec¢ao 3.3)
temos que resolver varias vezes o problema nao-linear para garantir a convergéncia do
processo iterativo. Nesta parte do algoritmo, aproveitamos novamente o esquema de
numeracao local para o calculo dos valores globais como no caso das matrizes linea-
res constantes. Como sucedeu no caso das matrizes lineares, fazemos separadamente
os nos Dirichlet e nao Dirichlet. Além disso, no momento que calculamos P\, ng),

.., S como descrito na secao 3.3, aproveitamos para preencher a parte variavel das

matrizes lineares, denotadas com M}, N7, M? e NY para m = 1,2,3,4. Finalizada a

montagem de todas as matrizes do sistema nao-linear (3.12), resolvemos os sistemas

resultantes e atualizamos os valores das variaveis para calcular as “soluc¢oes incom-

pletas” até completar as iteracoes estabelecidas, ou seja 7 > 4 segundo o processo das

paginas 35 - 37.
Cabem algumas observacoes adicionais ao algoritmo de resolucao:

e Pensando na coleta das informacées (solugdes) resultantes do processo, devem se sal-
var os vetores solucao para algumas das iteracoes. Ver a parte de codigo indicado
como “Informacao para graficos das superficies resultantes” na linha 606 do coédigo

no Apéndice C.

e Pensando nas situacdes importantes que possam se apresentar na resolucao evolutiva
do sistema, convém escolher alguns dos nos (no dominio discretizado) e salvar as
informacoes da sua evolucdo no processo completo. Isto pode ser verificado na parte
de codigo chamada de “Informacéao para graficos no tempo” na linha 598 do cédigo no

Apéndice C.

e Para simular o comportamento sazonal do crescimento per capita A, (m = 1,2,3,4)

das populacoes e da fonte g, foram estabelecidas algumas caracteristicas temporais no
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algoritmo. Os valores tf = 360 (tempo final) e nt = 3600 (numero de iteracoes) estao
representando a evolucao das populacoes bentonicas e do sedimento para 15 anos (180
meses), gerando as mudancas entre estacoes a cada 60 iteracoes. Nas Figuras 4.1 e
4.2 o eixo das abcissas contém as iteracoes temporais mas estdo marcadas as estacoes
do ano as notagdoes V - O - I - P para representar verao, outono, inverno e primavera
respectivamente. Além disso, o esquema utilizado que € apresentado na Figura 4.1,
considera também os supostos de Momo et. al. [44] para o comportamento evolutivo

ciclico anual das taxas dos crescimentos per capita: A\ < As < A3 << A4

}\,4 —_— —

VOIPVO---PVOIPt VOIPVO---PVOIPt
f f

(c) (d)

FIGURA 4.1: Comportamento das taxas dos crescimentos per capita A\, (m = 1,2,3,4) sa-
zonal dos organismos bentonicos. (a) Ascidias do grupo P;. (b) Ascidias do grupo P. (c)
Bivalve do grupo P;. (d) Pennatulacea do grupo Pj.

No caso do sedimento, pensamos em valores diferentes de descarga nas estacdes de
maior temperatura (primavera e verao), tentando simular diferentes intensidades nos cor-
regos de degelo. A Figura 4.2 ilustra o comportamento sazonal dos corregos de descarga
(simulacoes da subsecao 4.3.2). Os valores usados na simulacoes satisfazem as relacoes

g1 < g3 << g2 < g5 < g¢ € explicitamente, estao dados na linha 108 do co6digo no Apéndice C.
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9; \

V 01 P V O s PV O 1 P
tr

FI1GURA 4.2: Comportamento sazonal das fontes de descarga pontual de sedimento: g; para
i=1,2,3,4,5.

4.2 IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO E DIFICULDADES

Antes de comentar algumas dificuldades encontradas na implementacao do algoritmo,
abordamos a metodologia que foi utilizada na construcao da ferramenta. Dado que nao
contamos com uma solucao analitica do problema, desenvolvemos inicialmente e de forma
independente, algoritmos em dominios retangulares para duas populacoes interatuantes e
para o sedimento; mediante a aplicacao de diferencas finitas centradas nas variaveis espa-
ciais = e y e na variavel temporal ¢t. Nesta primeira parte do processo, usamos unicamente
condicoes de contorno do tipo Neumann homogéneas.

Depois de conferir os resultados obtidos, implementamos por prudéncia o primeiro dos
programas com elementos finitos usando o mesmo dominio e gerando uma malha de pontos
coincidente com aqueles usados nas diferencas finitas. Conforme o esperado, os resultados
foram idénticos. Logo, dispondo de programas de elementos finitos tanto para as popula-
¢oes como para o sedimento, comecamos a inclusao das condic¢oes de contorno de Dirichlet
(nas populacodes) e Dirichlet e Robin (no sedimento); tudo isso no dominio retangular dis-
cretizado regularmente. Posteriormente, passamos a adaptar nosso programa para o0 uso
de coordenadas e logo depois fizemos o primeiro acoplamento do sistema populacional a
equacao do sedimento. Os resultados desta combinacao, resultaram reveladores para os
ecologos e gerou o artigo Carmona et. al. [74].

Nesta fase da modelagem, tinhamos resultados avaliados e convalidados pelos ec6logos
envolvidos na pesquisa, € comecamos a elaboracao de algoritmos sobre o dominio real
(Enseada Potter).

Os inconvenientes apresentados nesta etapa final iniciaram a diferenca de escalas en-
tre as coordenadas espaciais da enseada (via UTM) e os valores dos parametros usados no

dominio retangular e depois, aos diversos problemas gerados no MATLAB quando sao co-
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locados problemas com uma grande quantidade de dados. Somente por mencionar o caso
explicito do tempo de execucao dos programas, tivemos um grande aumento naquele tempo
pois no dominio retangular discretizado regularmente tinhamos sistemas de 650 variaveis
aproximadamente que gastava quase 5s por iteracao no caso das duas populacoes e o sedi-
mento. Quando fizemos a primeira aproximacao da enseada, encontramos um sistema com
aproximadamente 5500 variaveis por cada equacao, que quando foi colocado para rodar
com duas populacdes e o sedimento, gastou (em média) uns 65s por iteracao; em quanto
que aquela mesma discretizacao as quatro populacéoes e o sedimento demorou por iteracao
aproximadamente 165s. Depois de um refinamento da malha, continuamos trabalhando
com sistemas cujas equacoes tinham aproximadamente 22000 variaveis por cada equacao.
Como resultado no incremento de nos, os sistemas aumentaram os tempos de execucao de
cada iteragao; no caso das duas populacées e o sedimento, consumindo aproximadamente
310s para cada iteracao. No caso das quatro populacoes e o sedimento, gastando quase
685s em cada iteracao. Os tempos envolvidos nos sistemas descritos anteriormente, foram
logrados com um equipamento do grupo de pesquisa EPIFISMA (Epidemiologia e Fisiolo-
gia Matematica) do IMECC, que tem instalada a versao de MATLAB 7.8.0.347 (R2009a) de
64-bit, com uma memoria RAM de 24156 M B e memoria Swap de 22886 M B.

Finalmente optamos por utilizar a discretizacao das 5500 variaveis (aproximadamente)
gastando (na média) quase uma semana para realizar cada simulacao e na qual, obtivemos

os resultados qualitativos esperados.

4.3 RESULTADOS NUMERICOS

Depois de ter construido um modelo composto das principais relacoes entre o bentos
dominante da Enseada Potter e o sedimento na regiao, realizamos algumas simulacoes em
cenarios que poderiam acontecer ou estar acontecendo, e estabelecemos alguns resultados
numeéricos. Este processo € feito levando em conta sugestoes dos ecologos (e pesquisadores)
e considerando os trabalhos de Momo [44] e Torre et. al. [78] como referéncias. Os dados
de campo, ainda incompletos, indicam, porém valores aproximados ou intervalos nos quais
o algoritmo a ser desenvolvido se ap6ia. Cabe observar que o programa esta estruturado
de modo a receber outros valores a medida que sejam fornecidos. Aqui tentamos testar o
instrumental algoritmico e computacional criado.

Nossa proposta para as simulacdées numéricas consiste em utilizar dados iniciais alea-

torios proximos a realidade da regiao que tem sido estudada e na qual supomos algumas



CAPITULO 4. SIMULACOES E RESULTADOS 45

particularidades na distribuicao e abundancia do bentos predominante e o sedimento como
descrito nas secoes 1.1 e 1.2. E importante ressaltar que, por causa das condicdes geogra-
ficas da enseada, a maior parte das informacodes € coletada em lugares proximos a Base
Carlini', principalmente por parte de pesquisadores da Argentina, da Alemanha e dos Pai-

ses Baixos.

A distribuicao inicial utilizada nos experimentos numeéricos do bentos e do sedimento

sao apresentadas nas Figuras 4.3 e 4.4.

Sedimento

FIGURA 4.3: Distribuicao inicial do sedimento.

Asc. Erguida Asc. Aplanada

FIGURA 4.4: Distribuicao inicial do bentos.

Os valores dos parametros utilizados nas simulacdes estido dados nas Tabelas 4.1 e 4.2

e correspondem qualitativamente as informacées dadas na secao 2.2.

!Até marco de 2012, a instalacao era conhecida como Base Jubany.
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PaIrI;‘ri:lziro 1 2 3 4 S
a 1.0x107% 20x107° 20x10~* 1.0x10~* 25x10°3
A 25x1072 25x1072 2.7x1072 3.65 x 1072
B 3.58x 107! 52x1072 1.0x1072 1.2 x 1072
v 1.0x10* 1.0x10* 1.0x10* 1.0 x 10
o 80x107* 50x107* 4.0x107* 55x1074

TABELA 4.1: Valores dos parametros usados para as simulacoes.

Para as competéncias interespecificas ¢;; com 4, j = 1,2, 3,4 temos

Indice 1 2 3 4
1 6.5x 1072 7.0x 1073 5.5 x 1073
2 2.0 x 1073 55x 1072 3.0 x 1073
3 35x107% 5.0x 1073 1.0 x 1073

4 1.0x 1072 4.0x102% 35x10°3

TABELA 4.2: Valores utilizados para as competéncias interespecificas nas simulacoes.

Além disso, consideramos para cada cenario a sazonalidade do crescimento per capita
(parametro A\ no modelo (2.6)) em conformidade ao comportamento apresentado na Figura
4.1 e mantemos fixos os outros parametros envolvidos. As mudancas nos diferentes cena-
rios, estao associadas as variacoes no sedimento, principalmente aquilo que € referente as

fontes de descarga de sedimento (corregos de degelo).

Por ultimo, no grafico 4.5 dispomos das informac¢des correspondentes aos nos fixos,

alguns deles, avaliados qualitativamente em todo o processo evolutivo.
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0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 5.0

FIGURA 4.5: Localizacao de alguns nés para acompanhamento temporal.

4.3.1 AUSENCIA DE SEDIMENTO

Neste primeiro cenario, simulamos a evolucao do bentos supondo a inexisténcia dos
corregos de degelo e, portanto, do sedimento. Em termos do sistema (2.6), isto implica
que S (z,y,t) = 0 para todo ¢ € [0,7]. Logo, usaremos este resultado como referéncia para os
outros cenarios simulados. Nas Figuras 4.6 — 4.9 mostramos a evolucao das populacoes em
trés momentos: inicial, intermediario e final. Além disso, nas Figuras 4.10 - 4.11 colocamos
as informacoes referentes a alguns dos nés marcados na Figura 4.5 (pagina 47) ao longo do
tempo. Principalmente, marcamos aqueles nos que estardao nas areas influenciadas pelos
corregos de sedimento em outras simulacoes. A seguir, mostramos a evolucao do bentos na
enseada Potter.

Na Figura 4.6 notamos uma diminuicdo quase uniforme para toda a regiao na populacao
das ascidias C. verrucosa e M. pedunculata causada pela competicao interespecifica e a
intermiténcia no crescimento per capita ao longo do tempo. Desde a parte intermediaria até

o final do processo temos uma diminuicdo nos valores maximos das concentracoes.

Inicial

Intermediario

Final

30- 3.0 3.0

00 47

FIGURA 4.6: Evolucao das ascidias de morfo-tipo erquido C. verrucosa e M. pedunculata
no cenario: Auséncia de Sedimento.
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Na Figura 4.7 temos novamente uma diminuicao na populacao das ascidias A. chal-
lengeri e C. eurmnyota causada pelos mesmos motivos mencionadas anteriormente. Desta
vez, com uma maior diferencia entre os estados intermediario e final. A razao é a melhor
competitividade das ascidias do grupo P;.

Inicial Intermediario
. e 30: esenrreseenen

Final

30

0o 47

FIGURA 4.7: Evolucao das ascidias de morfo-tipo aplanado A. challengeri e C. eumyota no
cenario: Auséncia de Sedimento.

Na Figura 4.8 temos uma maior influéncia da fronteira I'y na concentracao das popula-
¢coes e valores maximos nos momentos intermediario e final menores que nas ascidias dos
grupos P; e P,. Este comportamento faz sentido por ser o bivalve uma espécie mais fraca

na competicao interespecifica.

Inicial Intermediario Final
U0 e osessttsesentsisisentsessensissesantsessons Lhessatsssasienisesssintesesentssse

X1 PETTTO B e

FIGURA 4.8: Evolucao do bivalve L. elliptica no cenario: Auséncia de Sedimento.

Na Figura 4.9 temos novamente uma influéncia da fronteira I'y na distribuicao da pen-
natulacea e uma maior diminuicdo nos valores maximos dos estados intermediario e final.

Lembramos que a pennatulacea também € uma competidora ruim em ambientes pristinos.
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Inicial

Intermediario

Final

30, 30

00 47

FIGURA 4.9: Evolucao da pennatulacea M. daytoni no cenario: Auséncia de Sedimento.

Nos seguintes graficos (Figuras 4.10 e 4.11) apresentamos o acompanhamento de alguns
dos nos, para mostrar a tendéncia temporal desses locais. Em ambos os graficos o valor do
sedimento permanece nulo em todo o processo.

Para o n6 31, com coordenadas (3.5,1.75) como na Figura 4.10, percebemos a influén-
cia das competicoes interespecificas e das taxas de crescimento per capita, traduzidas em
mudancas na abundancia do bentos, principalmente nas ascidias erguidas (grupo P;), as
melhores competidoras. No final, vemos a recuperacao das ascidias aplanadas (grupo P)
e, além disso, notamos a diminuicao global das populac¢ées por conta do crescimento per

capita sazonal.

Sedimento Bentos
100 10.0

Asc. Erguida

Asc. Aplanada
Bivalve H
Pennatulacea

80

20 B

FIGURA 4.10: Comportamento evolutivo do n6 31 marcado (a esquerda) no cenario: Au-
séncia de Sedimento.

Para o n6 33, como aparece na Figura 4.11, temos comportamentos mais bem definidos
das espécies, com superioridade das ascidias (grupos P; e P») e vantagem da pennatulacea
(grupo Pj) sobre o bivalve (grupo P;). Isto € coerente com os supostos dos parametros das
competicoes interespecificas. Novamente, temos uma diminuicido (no tempo) das popula-

coes.
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Sedimento Bentos
100 10.0

Asc. Erguida
Asc. Aplanada
80~ Bivalve -

/‘\pe”"m“'a“a

50

20

0o tf 0.0 tf

FIGURA 4.11: Comportamento evolutivo do n6 33 marcado (a esquerda) no cenario: Au-
séncia de Sedimento.

4.3.2 SEDIMENTO SAZONAL

Neste caso, mostramos a primeira simulacao que inclui a presenca (e o efeito) do sedi-
mento no sistema. Este cenario € denominado de “sazonal” por quanto considera a presenca
dos corregos de descarga somente nas estacoes de primavera e verao. Comecamos usando
as fontes de descarga de sedimento da forma expressada na Figura 4.2, que corresponde
a situacao atual da enseada. De novo, os valores usados servirao como referéncia para
proximos cenarios. Nas Figuras 4.12 — 4.16 aparecem os resultados da simulacao na en-
seada toda. Quando comparamos as Figuras 4.6 e 4.13 notamos algumas diferencas na

distribuicao do bentos, especialmente na regiao de maior influéncia dos cérregos de degelo.

Inicial Intermediario

4.7 0o 4.7 0.a 47

HE | B

0a 09937439 0a 449281 0o 892,555

FIGURA 4.12: Evolucao do sedimento no cenario: Sedimento Sazonal.

A seguir, apresentamos a evolucao do sedimento e do bentos na enseada Potter. No
primeiro grafico (Figura 4.12), observamos a forma como o sedimento vai se espalhando pela
enseada, notando melhor a dispersao no estado intermediario que no estado final. Além
disso, vemos um incremento significativo do valor maximo no estado final (com respeito

ao estado intermediario) por conta dos corregos de descarga de sedimento. Infelizmente, a
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grande variabilidade nos valores do sedimento na regiao nao permite apreciar claramente a

dispersao do sedimento no estado final, como no estado intermediario.

Final

Intermediario
...................................... B0 seeeeeererassniransonnas

Inicial
: 30;

0.0 47

FIGURA 4.13: Evolucao das ascidias de morfo-tipo erguido C. verrucosa e M. pedunculata

no cenario: Sedimento Sazonal.

Na Figura 4.13 notamos os efeitos do sedimento na parte de maior descarga o que era
esperado ja que as ascidias do grupo P; sdao as mais sensiveis ao sedimento. Porém nas

regioes sem influéncia direta de sedimento o comportamento das ascidias (distribuicao e

abundancia) permanece semelhante ao cenario com auséncia de sedimento.

Final

Inicial Intermediario
B0 e B 30 s

00 47

FIGURA 4.14: Evolucao das ascidias de morfo-tipo aplanado A. challengeri e C. eumyota

no cenario: Sedimento Sazonal.

Para a Figura 4.14 nao se nota de imediato uma influéncia do sedimento na distribuicao
e abundancia das ascidias do grupo P» e é suficiente comparar as Figuras 4.7 e 4.14 para

ilustrar uma verificada tolerancia das espécies A. challengeri e C. eumyota ao sedimento.
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Inicial Intermediario Final

30- 30

30:

FIGURA 4.15: Evolucao do bivalve L. elliptica no cenario: Sedimento Sazonal.

A Figura 4.15 nao exibe mudancas qualitativas significativas em relacdao a Figura 4.8,
comprovando assim a hipotese de adaptacao dos bivalves a presenca de sedimento.

Inicial Intermediario Final
30- . 30: . - 30: o

0o 47

4 5 6 7
T T T 1
I I | |

FIGURA 4.16: Evolucao da pennatulacea M. daytoni no cenario: Sedimento Sazonal.

Na Figura 4.16 confirmamos o fato que a pennatulacea tem uma grande adaptacao ao
sedimento e também nao observamos mudancas significativas na distribuicdo e abundancia
dessa espécie.

Em resumo,

Frequéncia | Intensidade

Sedimento Sazonal Normal
Grupo | Afetado pela descarga de sedimento
P Muito Pouco
P Nada
Py Nada
Py Nada

TABELA 4.3: Resumo dos resultados no cenario: Sedimento Sazonal.

Pontualmente no n6 31, apreciamos um aumento oscilatorio no sedimento como espe-
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rado, por ser a descarga de sedimento sazonal. Porém quando comparamos as Figuras
4.10 e 4.17 nao observamos mudancas significativas para o bentos. Podemos concluir que,
neste no, a quantidade de sedimento no processo evolutivo ndo € causante de mudancgas

significativas nas espécies.

Sedimento Bentos
23126 F 10.0

Asc. Erguida

Asc. Aplanada
Bivalve H
Pennatulacea

80

20 B

0o tf 0.0 tf

FIGURA 4.17: Comportamento evolutivo do né 31 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Sazonal.

No n6 33, muito mais perto dos corregos €, portanto, da descarga de sedimento, ocorrem
oscilacoes (maiores do que no caso do né 31, na Figura 4.17) e quando comparamos as duas
Figuras 4.11 e 4.18 notamos uma diminuicao nas ascidias do grupo P;, que sao aquelas
mais sensiveis a presenca de sedimento. As outras espécies nao sao afetadas por aquela

quantidade de sedimento.

Sedimento Bentos
131,669 F 3 100

Asc. Erguida
Asc. Aplanada
Bivalve H

80F
L Pennatulacea

50

20

00 tf 00 tf

FIGURA 4.18: Comportamento evolutivo do n6é 33 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Sazonal.

4.3.3 SEDIMENTO PERMANENTE

Neste cenario, supomos um retrocesso na Geleira Fourcade que ocasione um incremento
no fluxo permanente (e ndo sazonal!) dos corregos de descarga de sedimento. Na Figura

4.20 percebemos o prejuizo sofrido nas ascidias do grupo P; e suas mudancas em distribui-
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¢ao e abundancia. A seguir, mostramos os graficos que mostram a evolucao do sedimento

e do bentos na enseada Potter.

Inicial Intermediaric

0o 47 0o 47 0o 4.7

oo 0.999749 oo 909337 oo 911575

FIGURA 4.19: Evolucao do sedimento no cenario: Sedimento Permanente.

Na Figura 4.19 notamos poucas mudancas nos valores maximos de sedimento, desde o
estado intermediario até o estado final. Porém as variacoes estdo dadas na regido norte da
enseada, em que o sedimento ocupa uma maior area de influéncia sobre o bentos. Contudo,
veremos nos proximos graficos que este comportamento nao € suficiente para alterar de
modo significativo a tendéncia apresentada nos cenarios anteriores para os grupos P, P; e

Py.

Inicial Intermediario Final

00 47 00 47

FIGURA 4.20: Evolucao das ascidias de morfo-tipo erguido C. verrucosa e M. pedunculata
no cenario: Sedimento Permanente.

Na Figura 4.20 percebemos (na parte de influéncia dos cérregos de degelo) uma maior
queda da populacao das ascidias em comparacao a disposicao apresentada na Figura 4.13.
Igualmente, observamos uma diminuicao da populacao na parte norte da enseada, coinci-

dindo ao comportamento do sedimento exibido na Figura 4.19.
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Inicial Intermediario Final
30

1} 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10

FIGURA 4.21: Evolucao das ascidias de morfo-tipo aplanado A. challengeri e C. eumyota
no cenario: Sedimento Permanente.

De acordo a Figura 4.21 e comparando a Figura 4.14, temos que o descarga permanente
de sedimento nao muda significativamente o comportamento das ascidias, mesmo na regiao
de influéncia dos corregos.

Inicial Intermediario Final

FIGURA 4.22: Evolucao do bivalve L. elliptica no cenario: Sedimento Permanente.

Na Figura 4.22 comprovamos um comportamento idéntico do bivalve ao sucedido no
cenario dito de sedimento sazonal. Para confirmar isto, basta confrontar as Figuras 4.15 e

4.22.

Inicial Intermediario

FIGURA 4.23: Evolucdo da pennatulacea M. daytoni no cenario: Sedimento Permanente.

Como acontece ao grupo P;, temos que a pennatulacea do grupo P, mostrada na Figura

4.23 nao tem alterada sua distribuicao espacial quando a descarga de sedimento € suposta
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permanente no tempo.

Em resumo,

Frequéncia | Intensidade

Sedimento | Permanente Normal
Grupo | Afetado pela descarga de sedimento
P Pouco
Py Muito Pouco
P; Nada
Py Nada

TABELA 4.4: Resumo dos resultados no cenario: Sedimento Permanente.

Desta vez, no n6 31 (como mostra a Figura 4.24), o comportamento do sedimento parece
ser globalmente (esquecendo as oscilacoes) aquele apresentado na Figura 4.17, porém a
quantidade final de sedimento é muito maior que no cenario de sedimento sazonal. Em
termos do bentos, notamos uma maior queda no grupo P; (das ascidias erguidas) que no

caso sazonal. As outras populacoes nao sofrem alteracoes significativas.

Sedimento Bentos
42,8437 10,0

au&

Asc. Erguida

Asc. Aplanada
Bivalve H
Pennatulacea

0o tf 0.0 tf

FIGURA 4.24: Comportamento evolutivo do né 31 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Permanente.

Em referéncia ao n6 33, na Figura 4.25, também temos um incremento na quantidade
de sedimento, mas nao tao notério como no noé do grafico anterior. Isto obedece ao maior
impacto de uma das fontes de descarga sobre o dito n6. Além disso, a descarga permanente
gera um prejuizo muito maior (com respeito ao cenario chamado de sedimento sazonal) na

populacao do grupo P;.
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Sedimento Bentos
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Asc. Erguida
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FIGURA 4.25: Comportamento evolutivo do n6é 33 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Permanente.

4.3.4 SEDIMENTO SAZONAL INTENSO

Neste cenario, supomos um aumento significativo da temperatura na enseada nos meses
de primavera e verao, gerando um acréscimo significativo nas intensidades de fluxo dos
corregos de degelo. Usando como referéncia os valores do cenario de sedimento sazonal
(subsecao 4.3.2), adotamos fontes de descarga trés vezes maiores que as quantidades ai
usadas. Os resultados obtidos mostram, na Figura 4.27, uma grande diminuicao do bentos
na zona de influéncia dos corregos de degelo. Qualitativamente, as Figuras 4.28 — 4.30
nao mostram mudancas significativas nos grupos restantes. A seguir pormenorizamos a

evolucao do sedimento e do bentos na enseada Potter.

Inicial Intermediario

0o 4.7 an 4.7

HE | B =

oo 0.999749 oo 166.664 oo 2678.78

FIGURA 4.26: Evolucao do sedimento no cenario: Sedimento Sazonal Intenso.

Nestas condicoes, o sedimento visualizado na Figura 4.26 sofre um grande aumento
desde o estado inicial até o estado final. Mesmo assim veremos diferencas so6 na distribuicao
do grupo de ascidias P;, dado que as outras espécies bentonicas, P», P; € P, nao sofrem

nenhuma mudanca significativa.
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Inicial Intermediario Final

FIGURA 4.27: Evolucao das ascidias de morfo-tipo erguido C. verrucosa e M. pedunculata
no cenario: Sedimento Sazonal Intenso.

Na Figura 4.27 notamos um efeito nocivo maior nos individuos das espécies localizados
proximos aos corregos de descarga, gerando uma diminuicao consideravel na concentracao

das ascidias do grupo P, numa regiao maior daquelas obtidas nos cenarios anteriores.

Inicial Intermediario Final

X1 TITTTP B0 e 30:

0.0

FIGURA 4.28: Evolucao das ascidias de morfo-tipo aplanado A. challengeri e C. eumyota
no cenario: Sedimento Sazonal Intenso.

Ainda com estas condicoes extremas de descarga de sedimento na enseada, a Figura
4.28 permite estabelecer que o grupo de ascidias P, nao sofre alteracoes facilmente visi-
veis em sua composic¢do e permanece da mesma forma como no cenario com Auséncia de

Sedimento.
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Inicial Intermediario

FIGURA 4.29: Evolucao do bivalve L. elliptica no cenario: Sedimento Sazonal Intenso.

Da mesma forma que a intensidade de sedimento nao afeta as ascidias do grupo P, a

Figura 4.29 mostra idéntico resultado no caso do bivalve do grupo P;.

Inicial Intermediario

FIGURA 4.30: Evolucao da pennatulacea M. daytoni no cenario: Sedimento Sazonal In-
tenso.

No caso do grupo Py, a Figura 4.30 confirma (como acontece com P, e P3) que a intensi-
dade sazonal de sedimento nao muda o comportamento da pennatulacea.

Em resumo,

Frequéncia | Intensidade

Sedimento Sazonal Forte
Grupo | Afetado pela descarga de sedimento
P Muito
Py Muito Pouco
Py Nada
Py Nada

TABELA 4.5: Resumo dos resultados no cenario: Sedimento Sazonal Intenso.
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Para o n6 31, o comportamento do sedimento € semelhante ao acontecido no cenario de
sedimento sazonal (ver a Figura 4.31). Porém o aumento na intensidade dos corregos de
descarga ocasiona uma maior queda na populacao P;. As outras populacdes nao padecem

alteracoes significativas.

Sedimento Bentos
715278 9 10 DK

Asc. Erguida
Asc. Aplanada
Bivalve
Pennatulacea

8.0

50F

20

00 tf 00 tf

FIGURA 4.31: Comportamento evolutivo do n6 31 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Sazonal Intenso.

Para o n6 33, a descarga sazonal intensa de sedimento s6 altera visivelmente a espécie
P, (ver a Figura 4.31). Aqui é importante ressaltar que tanto a descarga permanente de
sedimento como esta forma sazonal de descarga, em que o comportamento evolutivo do
sedimento sao muito diferentes, produzem efeitos semelhantes nos organismos bentonicos.

Basta observar as Figuras 4.25 e 4.32.

Sedimento Bentos
398.336 10.0

Asc. Erguida

Asc. Aplanada
Bivalve H
Pennatulacea

80-

00 tf 0.0 tf

FIGURA 4.32: Comportamento evolutivo do n6 33 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Sazonal Intenso.

4.3.5 SEDIMENTO PERMANENTE INTENSO

Finalmente, neste cenario apresentamos a situacao mais critica dentre os cenarios pos-
siveis, supondo o retrocesso da geleira conjuntamente com uma alta temperatura o tempo
todo, causando na enseada uma descarga de sedimento permanente e intensa dos corregos

de degelo na regidao. Como resultado, obtemos as Figuras 4.34 — 4.37, que mostram, como
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esperado, uma diminuicdo dramatica das ascidias do grupo P; na regido de influéncia dos
corregos € uma leve diminuicao das ascidias do grupo P». Porém o bivalve do grupo P; € a

pennatulacea do grupo P; nao sofrem mudanca alguma.

Inicial Intermedidrio Final

0.0 : 47 00 47 0o 47

273644

0.0 0.995749 an 2729.06 0.0

FIGURA 4.33: Evolucdo do sedimento no cenario: Sedimento Permanente Intenso.

Na Figura 4.33 notamos que a descarga permanente de sedimento gera valores ma-
ximos semelhantes aos do cenario anterior, mas aquela quantidade maxima ja interfere

seriamente desde o estado intermediario deste processo evolutivo.

Inicial Intermediario Final
30: 30:

0.0 47 00 47

FIGURA 4.34: Evolucao das ascidias de morfo-tipo erguido C. verrucosa e M. pedunculata
no cenario: Sedimento Permanente Intenso.

A Figura 4.34 evidéncia como a descarga permanente e intensa de sedimento produz
uma queda bastante notavel nas ascidias C. verrucosa e M. pedunculata, gerando um pre-
juizo maior que no cenario anterior no qual fizemos uma descarga da mesma intensidade,

mas sazonalmente intermitente.
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Inicial Intermediario Final
30

00 47

1} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
|

FIGURA 4.35: Evolucao das ascidias de morfo-tipo aplanado A. challengeri e C. eumyota
no cenario: Sedimento Permanente Intenso.

Na Figura 4.35 notamos uma pequena mudanca nas ascidias A. challengeri e C. eumyota
na regiao influenciada pelo sedimento, concluindo que nessa intensidade os efeitos do se-

dimento comecam a ser prejudiciais ao grupo P.

Inicial Intermediario Final

FIGURA 4.36: Evolucao do bivalve L. elliptica no cenario: Sedimento Permanente Intenso.

Contrario ao que acontece aos grupos de ascidias P, e P,, a Figura 4.36 mostra que o
bivalve continua sem sofrer alteracoes por causa de sedimento e mantém sua distribuicao e
abundancia. Mesmo sem a presenca das ascidias, o bivalve nao consegue colonizar aquelas
areas livres.

Inicial Intermediario Final

FIGURA 4.37: Evolucao da pennatulacea M. daytoni no cenario: Sedimento Permanente
Intenso.
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No caso da pennatulacea, a Figura 4.37 permite concluir que a dinamica do grupo Py
tem caracteristicas semelhantes ao do grupo dos bivalves. Ou seja, o sedimento nao afeta
sua distribuicao e abundancia, porém o espaco livre ndao garante um aumento da sua

concentracido nas areas livres de ascidias.

Em resumo,

Frequéncia | Intensidade

Sedimento | Permanente Forte
Grupo | Afetado pela descarga de sedimento
P Excessivo
P Pouco
P Nada
Py Nada

TABELA 4.6: Resumo dos resultados no cenario: Sedimento Permanente Intenso.

Neste cenario de descarga permanente intensa de sedimento, no né 31 (ver a Figura 4.38)
apreciamos uma queda significativa nas ascidias do grupo P, e uma diminuicao evidente
nas ascidias do grupo P, junto a prevaléncia (como nos outros cenarios simulados) na

abundancia do grupo Ps e do grupo FP;.

Sedimento Bentos
134.936 10.0 |

Asc. Erguida

Asc. Aplanada
Bivalve H
Pennatulacea

50F

20 B

0o tf 00 tf

FIGURA 4.38: Comportamento evolutivo do n6 31 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Permanente Intenso.

Apesar do aumento na descarga de sedimento, no n6 33 so6 € afetada significativamente a
populacao P, mostrando, para as outras populacdes, um comportamento como no cenario

de auséncia de sedimento. Ver a Figura 4.38.
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Sedimento Bentos
482 464 100

Asc. Erguida

Asc. Aplanada
Bivalve H
Pennatulacea

80r

0.0 tf 0.0 tf

FIGURA 4.39: Comportamento evolutivo do né 33 marcado (a esquerda) no cenario: Sedi-
mento Permanente Intenso.

Para finalizar este capitulo, respondemos a pergunta formulada na pagina 7, na qual
conjecturamos sobre o impacto do sedimento na distribuicao e abundancia do bentos na
Enseada Potter: Depois de expor diferentes circunstancias nas simulacdes, o sedimento
altera significativamente a abundancia do bentos na enseada, principalmente aquelas po-

pulacdes com maior sensibilidade a sua presenca.



CAPITULO 5

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

5.1 CONCLUSOES

O nosso principal objetivo, o de construir e implementar um modelo matematico para
avaliar o impacto do sedimento sobre o bentos na Enseada Potter (como resultado possivel
do aquecimento global) foi conseguido, logrando incorporar na modelagem caracteristicas
particulares do fenémeno que nao tinham sido usadas em modelos considerados anterior-
mente, como por exemplo a sazonalidade nos fluxos de cérregos com transporte de sedi-
mento e nas taxas de crescimento per capita do bentos, assim como a inclusdo do termo
da Funcao de Hill presente nas equacdes do bentos. Também, o nosso modelo ajuda no
fortalecimento da modelagem matematica de espécies que interagem e sdo impactados por
algum tipo de poluente (neste caso, o sedimento) e contribui no aperfeicoamento evolutivo
das sucessivas modelagens grupo de Biomatematica do IMECC — UNICAMP, especialmente

no aspecto do impacto sobre populacées interativas.

A utilizacao do Método de Galerkin na discretizacao espacial junto com o Método de
Crank-Nicolson na discretizacao temporal mostraram a qualidade necessaria e suficiente
para prover resultados numeéricos coerentes que se encaixem na descricao biolégica do

problema ambiental.

Na parte algoritmica, descrevemos explicitamente o método das “iteracoes incompletas”
ajustado para a natureza de nosso problema, além de detalhar no codigo de MATLAB os
passos usados na construcao da resolucao computacional, pormenorizando em cada uma

das partes do processo as suas carateristicas principais.

Ao Gmsh como ferramenta auxiliar, exibimos especificamente a construcdo do domi-
nio discretizado descritivo da Enseada Potter, deixando um registro escrito da forma de
utilizacao deste software livre, que sirva como referéncia para outros pesquisadores que

trabalham com elementos finitos em dominios irregulares deste tipo.
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5.2 PERSPECTIVAS

Como perspectivas para trabalhos futuros, pensamos em alguns aspectos que permi-
tem melhorar tanto na parte da modelagem, como na aproximacdao numeérica e também
na implementacao computacional. Embora os resultados encontrados correspondam aos
supostos apresentados, os valores dos parametros utilizados foram tomados aproximada-
mente. No entanto, existem algumas variacoes locais que poderiam gerar resultados mais
detalhados e, portanto, possivelmente mais fidedignos.

Para o modelo, poderiamos utilizar as equacoes de Stokes no termo advectivo da equacao
do sedimento, para gerar a circulacdo d’agua na enseada e nao depender unicamente do
vento predominante na regiao, ganhando um distribuicao mais real do sedimento na baia.

Por outro lado, se trabalhamos num cenario em que os parametros reais da velocidade
do vento predominante causem uma instabilidade numérica, o qual € possivel quando o
termo advectivo tem maior influéncia que o termo difusivo, temos também a possibilidade
de recorrer a aproximacao espacial de Galerkin de tipo SUPG! logrando controlar as ditas
oscilagdées numeéricas.

Como descrito na secdo 4.2, uma das maiores dificuldades para trabalhar com esta
classe de modelos € o tempo de execucao do programa computacional, pela quantidade de
informacao que deve-se processar. Para melhorar esta situacao poderiamos paralelizar o
algoritmo, principalmente na parte de preenchimento das matrizes variaveis no tempo M7,
e NJ, com m = 1,2,3,4, s; as quais mudam para cada iteracao no processo resolutivo.

Finalmente, um desafio futuro permanece: o de poder fazer uso de equipamentos com-
putacionais mais avancados que, reduzindo dramaticamente os tempos de execucao, pode-
riam permitir oferecer a possiveis usuarios da Ecologia, uma interface grafica que facilitasse

0 uso extensivo do algoritmo criado.

10 método The Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin é descrito em Brooks e Hughes [8].
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APENDICE A

REPRESENTACAO DA ENSEADA POTTER
coM GMSH

No final da secao 3.4 fizemos uma pequena descricao do processo para discretizar um
dominio irregular bidimensional com ajuda dos programas de livre distribuicao Google Earth
(GE) e Gmsh. Neste apéndice pormenorizamos o processo especificamente para o caso da
Enseada Potter, tentando particularizar os passos de forma tal que possam se reproduzir
em outros dominios com caracteristicas semelhantes. No GE reproduzimos a regiao de
estudo baseados em fotos obtidas por satélite para logo, usando o Gmsh, processar aquelas
informacodes antes de ser utilizadas no algoritmo computacional.

E importante esclarecer que estamos apresentando uma forma para o processamento da
informacao do dominio que nao € unica, pois existem outras maneiras distintas de levantar
informacoes geograficas distintas ao GE e outros programas diferentes ao Gmsh para o
processamento daquelas coordenadas. Porém usamos o GE ja que contém as informacoées
atualizadas e detalhadas da maioria das regioes na face da terra e, o Gmsh por quanto
permite trabalhar tanto com dominios bidimensionais como tridimensionais, embora nao
seja este nosso caso atual.

Inicialmente no GE, procuramos a regiao de estudo e marcamos os pontos suficientes
para delimitar o dominio a estudar pensando que, uma maior quantidade de pontos detalha
melhor a regiao discretizada. E recomendavel configurar o GE para coordenadas UTM! por
quanto isto simplifica o processamento das coordenadas no Gmsh.

Para marcar os pontos usamos a ferramenta Adicionar marcador (ver o grafico A.1) até
formar a silhueta da regiao, notando depois de marcar os pontos, que aparecem as COOrI-
denadas do ponto localizado quando revisamos as propriedades do respectivo marcador. A
vantagem de marcar os pontos € a possibilidade de dispor das coordenadas da regiao em
qualquer momento que sejam precisadas. Pelo contrario, se simplesmente queremos con-

signar as coordenadas, € suficiente com passar o Mouse pela regidao como aparece na parte

'No menu Ferramentas, passar para: Opcdes - > Visualizacdo em 3D. Depois colocar Universal Transversa
de Mercator na parte de Mostrar lat/long.
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inferior da figura A.1.

= Google Earth [AEE

Nome: | Marcador sem ko

4 Zone: [21
Longtude URAT [41378.00mE rgons
avcador
Lattude UMY 309969400 m

FIGURA A.1: Interface do Google Earth na regiao da Enseada Potter. A fotografia € datada
de fevereiro de 2011.

Para facilitar a implementacao algoritmica (enumeracao) dos nés na fronteira, convém
marcar os pontos de forma consecutiva e no sentido anti-horario.

Depois de ter o perfil da regido, passamos a “desenhar” nosso dominio discretizado
usando a interface grafica do Gmsh. Basicamente, o processo consiste em acrescentar pon-
tos e linhas ordenadamente até formar o poligono da regido. Para isto, utilizamos o mdédulo

Geometry e procuramos a janela Elementary entities - > Add - > New e procedemos assim:

1. Colocar os pontos correspondentes as coordenadas do dominio discretizado. Basta

ativar a opcao Point e introduzir as coordenadas como aparece na figura A.2.

{Gmsh  [- | [
e Tools Help

§ ooy =]

Parameter

Point

Straight line

Spline

E-spine o A A

Cirtle arc

Ellpse arc

Plane surtace 5
Ruleg surface o - E\m‘!——u\gﬂ
Volume

Parameter | Point | Translation | Rotation | Scale | Symmetry

112655 X eaordinate

3009730006 ¥ caordinate

o Zcaordinate

ro Prescribed mesh element size at point

01 [o1 [01  snapping ond spacing

EXYZQuEMbS Geometry ElementaryAds>New

FIGURA A.2: Interface grafica do Gmsh aos pontos de referéncia (coordenadas) da Enseada
Potter.

2. Formar linhas com cada par de pontos consecutivos até amoldar a regiao discretizada.
As linhas sao tracadas marcando a opcao Straight line e logo depois assinalando os

dois pontos que conformam a nova linha.
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3. Gerar a superficie plana que sera usada para os elementos finitos. Para isto ativamos

a opcao Plane surface e logo depois selecionamos o contorno da regiao.

Se realizamos o processo anterior efetivamente, o resultado € validado por um poligono
que fica marcado por duas linhas (cinzas pontilhadas) cruzadas como aparece na figura

A.3.

SXVZIQUIBMSS Geomtry-Elamantany-AddNew

FIGURA A.3: Superficie plana da Enseada Potter formada no Gmsh.

Mais uma forma de construir a superficie discretizada, consiste em editar um arquivo
de texto a partir dos comandos Point, Line e Plane Surface. Recomendamos o texto Geu-
zaine e Remacle [24] no Apéndice A: Tutorial; que mostra alguns exemplos para gerar estas
superficies.

Finalmente no médulo Mesh, realizamos o emalhado com elementos finitos triangulares
mediante os botdes 2D (origina a primeira particao da regiao) e Refine by splitting (refina-

mento da malha até as dimensdes desejadas) como € observado no grafico A.4.

ExvzIguBnds Mosh

FIGURA A.4: Discretizacdo da Enseada Potter com elementos finitos triangulares.

As informacoes referentes aos nos e suas coordenadas e elementos do dominio (pontos,
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linhas e triangulos) sao salvadas com Save e ficam num arquivo de texto sem formato com

extensao .msh que pode ser editado facilmente. O conteuido daquele arquivo tem:

1. Quantidade de nés e a descricio dos nos e suas coordenadas. Basicamente, contém
(por colunas) o nimero do no6 e suas coordenadas en z, y € z respectivamente. Ver a

figura A.5 - (a).

$Nodes $Elements
22345 44818
1 412635.693320308 3097329.53128037 @ 1152011
2 412612.421492588 3097669.4773802 0 2152022
3 412582.757395471 3097699.6655955 @ 3152033
22342 411626.5008374497 3099349.933549724 0 22212 g ; g 1;; 223422232227273
22343 411694 .2841409098 3099354 .585707054 0 44817 2 2 @ 132 22345 6234 22327
22344 411677.8741166383 3099348.869984772 0 44818 2 2 © 132 673 22327 78
22345 411696.1902615071 3099350.765798462 0

$EndElements

$EndNodes

(a) (b)

FIGURA A.5: (a) Estrutura dos nos no arquivo .msh. (b) Estrutura dos elementos no arquivo
.msh.

2. Quantidade de elementos do dominio e a descricao de cada elemento. Aqui, temos
(por colunas) a numeracao do elemento finito, sua natureza (interior ou de contorno) e
os noés que o compdéem. Uma descricdo detalhada da estrutura pode se encontrar em

Geuzaine e Remacle [24]. Ver figura A.5 - (b).

No nosso caso, preferimos extrair as informacées dos nos e dos elementos em arquivos
separados para uma manipulacao mais simples no MATLAB. Ver as linhas de codigo 49, 62

e 67 no Apéndice C.
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Quando descrevemos as generalidades do Método dos Elementos Finitos no comeco da
secao 3.1, mencionamos um conjunto de polinémios lineares por partes; que sao definidos

sobre cada um dos elementos K da seguinte forma:
7)1 (’C) = {p,C —>Rp($,y) :a1$+a2?/+a37aj € R?] = 17273}
Além disso, definimos o subespaco V,,, de dimensao n; (ntiimero total de nés incégnitas) por
Vo, = {0 €C’(Q) : ¢lc € P1(K),YK € T, ¢lp, =0}
cuja base (funcoes teste do método) p; estao definidas por
i (xj,y) = Li=J parai,j=1,2,... ,ny. (B.1)
1 VR 07Z ?é] ) ) & )

Geometricamente, as funcoes ¢; sao como piramides de base hexagonal que valem um

no no (z;,y;) € zero em qualquer um dos noés adjacentes (z;,y;) para i # j. Ver a figura B.1.

FIGURA B.1: Funcao teste ;.

Pensando na simplificacao dos calculos requeridos pelo sistema algébrico nao-linear
Opi Op;  Oyi

(3.12) que envolve as integrais das funcoes ¢; e suas derivadas % 502 e %; realizamos
z Yy

uma transformacao de variaveis 7' que permita relacionar qualquer um elemento triangular

K. do dominio discretizado {2, com coordenadas (zj,y;). (z5,5) € (z3,y;) com um elemento

de referéncia K com coordenadas (0,0), (1,0) e (0,1) de forma que:
T (07 0) = ($1,y1) . T (17 0) = (1'2,:92) eT (07 1) = (.Tg, y3) ;
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como aparece no grafico B.2.

n

w>

Y

'
N>

S

FIGURA B.2: Transformacao de coordenadas 7.

Um calculo simples mostra que 7 : (£,7) — (z,y) tem a forma explicita
ro—x1 x3—a1 || § T z (&,m) }
T ) — + =
&) Y2 — Y1 yz—ylHn} [yl] [l/(fvﬁ)

Nestas condicoes, as funcoes teste (definidas como (B.1)) sobre o elemento K estao dadas

por

pi (&) =1=§—n,p5(&n) =& €p3(&§m) =n.

No caso do elemento K, as funcoes teste tém a forma

1
o1 (z,y) = i [oy3 — x3y2 — (Y3 — y2)  + (23 — 22) Y]

1
2 (z,y) = 7 [z3y1 — z1y3 — (y3 —y1) « + (z3 — 21) Y]

1
03 (2,y) = 7 [Z1y2 — x2y1 — (Y2 — 1) « + (2 — 21) Y]

em que

- - 0
J=| 2T m I (z,9) : Determinante Jacobiano da transformacao T'.

Yo— Y1 Y3 — d(&,n)

Lembrando que para resolver o sistema algébrico nao-linear (3.12) temos que calcular
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para cada elemento K € 7, as quantidades

(‘Pjy%pi)://@j@idxdy’ (Vj, Vi) =/ Voj - Vdrdy
K Ic

(0] [ oo (5) - ot

(ior, i) = / / viprpidzdy € (pj, pi) = 7{ wjpidy.
K oK

Entao, usando o resultado classico de mudanca de variaveis para integrais (Kaplan [30])

temos que as condi¢oes adequadas,

[[revim= [[racoscnfelen wa

Logo, precisamos saber as equivaléncias das funcoes teste de K com respeito as funcoes

teste de K.

Se ignoramos momentaneamente o integrando no lado direito da igualdade (B.2), temos

[ st~ [ 0 S =38 [ [
K S~—

Constante
cujo esforco computacional é muito menor que calcular [[ T (z,y)dzdy; ja que nesse caso

que

K
temos que calcular uma integral dupla para cada elemento K.
Agora, estabelecemos as mudancas das funcoes teste de K € 7,, para calcular as inte-
grais em relacao as funcoes teste do elemento de referéncia K. mediante a transformacao

T.

1 pl-
L [[eypidady =|J| [y J3 " eypadnds
K
Neste primeiro caso afirmamos que a transformacao 7 leva a funcao teste ¢; de K em

¢; de K. Ilustramos o processo para s.

22 (,9) = 22 (& (€1) y (61)) = T leays — w133 — (v — 1) 2 + (23— 21)]
= %[wsyl —z1ys — (y3 — y1) (21 + (22 —21) § + (23 — 21) 1)
+ (23— 21) (y1 + (y2 — y1) €+ (Y3 — y1) )]
= %[(313 —y1)(z3 —x1)§ — (23 —21) (Y2 — 1) €] = ¢

=5 (&m)
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De forma semelhante podemos mostrar que ¢ (z,y) = ¢; (£,7) € v3 (z,y) = ©3 (£, 7).
Assim, para ¢,j = 1,2, 3 temos a matriz

1] 2 1 1
//soj@idxdy =9 1 21 (B.3)
. 11 2

3x3

Para exemplificar algum dos calculos, determinamos o coeficiente 1,2 da matriz assim:

1 pl-¢ 1 pl-¢ 1]
//wzsold:vdy—u/ / @gwidndf—\ﬂ/ / €(l—£—n)dnd§:ﬁ
, 0 0 0 0

Antes de descrever as outras integrais, precisamos das relacoes entre as derivadas par-

ciais das variaveis = e y com £ e . Assim, pela regra da cadeia,

Op; _ Opj0x | Op; 0y Op; 0Opjdx  dp;0y
o Oxr 96 Oy 0¢ ~ On Oxr On Oy On’

0 0
9 e ﬁ obtemos

lvend
resolvendo para — ¢

Op; 1 [0p;0y  0p; Oy
oz J | 0§ 0On  On O

(B.4)
_ L 9¢; 9p;
e
Op; _ 1 [0py0r  Op;0x
oy J | onoE  On on
(B.5)
17 0 0p;
= j _(3;‘2 — xl) % — (.Tg — xl) (,;Zj:|
d(x,
em que J = 8% zi = (z2 — 1) (y3 — y1) — (z3 — 21) (Y2 — ¥1).

_ 0p; 0
2. ff 5 2 psdady = sgn (J) f Ji) €|:93—yl) a(? (y2 — 1) 8‘2]%dnd£

Neste caso, basta usar (B.4) para obter a igualdade. E gerada a matriz,
Y2 —Y3 Y3 — Y1 Y1 —Y2
sgn (J
{//a wzd:vd] gb,(){yzyg Ys — Y1 y1y2] (B.6)
Y2 —Y3 Ys — Y1 Y1 —Y2

3x3

As integrais que definem a matriz anterior sdo muito simples de calcular pois o inte-

grando € constante.
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_ Oy 0
3. ff 2y cpldxdy:sgn(J)fol 01 E{(:@—xl) 5707] (x3 —x1) == L]

oc | Pitnis

Neste caso, usando (B.5) obtemos a matriz,

9 J T3 — 2o T1—T3 To— ]
// %‘Pida:dy = sgn () T3 — T2 T1— T3 T2 T (B.7)
Y

6
r3 —T2 1 — X3 T2 — L1

3x3

Como no caso anterior, o fato de ter um integrando constante faz um calculo simples

das integrais que conformam a matriz (B.7).

3% Jip; i 05 dpi 0p;
128 96 T2y an e ay

4, ff Vi - Vodrdy = — |J| fo 1=,

dip; Op;
on 0¢
(r3 —z1) (72 — 1) + (Y3 — ¥1) (Y2 — ¥1)-

+ )dnd&; em que ¢; = (y3 —yl)2 + (z3 —5131)2, c2 = (yo —y1)2 + (2 —561)2 € c3 =

Neste caso, temos que

VSO] — 8@] 1+B§OJJ

=3{[<yg—y1>a—g—<y — 1) i+ (22— 21) B2 — (23 — =1) S5}

€ portanto,

1 O . 0ws O . 0ps
Vi Vi = ﬁ{[(ys — 1) + (23 — 1)) a2 oo + (2 — 21)? + (2 — 11)?) o

8;6A (9,;8”
Z/l)”aé ai;;"‘ aq; aig]}

— (@3 —21) (22 — 21) + (Y3 — y1) (Y2 —

Logo, obtemos a matriz

C4 €3 —C C3—C
C3 —C1 C1 —C3 (BS)
C3 —C2 —C3 C2

1

/ Vo, - Vpidrdy =3 7]

3x3

onde adicionalmente, ¢; = (y3 — y2)* + (23 — x2)°.
Para o calculo dos termos nao-lineares,

5. [[sonpidrdy = |J| [} [} oiopprdnde
K
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Especificamente,

[ ] ] [6 2 2]
K 133 |2 1 2 |
[ i 17| [2 2 1]
K 13y |1 2 2 |
[ i 17| [2 1 2]
// pjp3pidrdy =120 1 2 2

K 13y |2 2 6 |

(B.9)

As matrizes definidas por (B.3) — (B.9) sao chamadas de submatrizes de rigidez e por

causa de conter J em suas definicoes, devem se atualizar permanentemente no algoritmo

de resolucao. Ver as linhas 396 e 496 do codigo no Apéndice C.

Finalmente, para trabalhar as condicdes de contorno de Robin (no sedimento), precisa-

mos calcular (p;, i), € (¢j,pi)p,- Sem perda de generalidade pensamos em (g;, ¢;)p, em

que I' € uma reta que representa um elemento linear da fronteira I'y ou I'y que vai desde

(x1,y1) até (za,y2). Ver a figura B.3.

Y,

Y

X

FIGURA B.3: Esquema referente as condi¢oes de contorno Robin.

Logo,

(@5, 0i)p = 7{% (z,y) @j (z,y) dy
I

-/ 5 0 (2(6),9 () 01 (2 () y (6)) \/ (f;g)z ¥ (f;g)ng . Kaplan [30]

Se usamos a parametrizacao da reta

{ z(§) =21+ (v2 —11)§

y(€) =y + (g2 —yr)e COmOsest

(B.10)
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e consideramos que as funcodes teste tém a forma:

Y2 2y

®1 (:Ua y) = - €
T1Y2 — T2Y1 T1Y2 — T2Y1

—y1r X 1y
T1Y2 — T2Y1 T1Y2 — X2Y1

¥2 (.%,y) =

entdo ¢; (§) =1 —¢& € s, (§) = £ pois

(@1 + (@2 —21)&)  x2(y1+ (g2 —91)§)
T1Y2 — T2Y1 T1Y2 — T2Y1

01 (€)= 1 (2 (&) ,y(¢) =L
—1-¢

_ @t (@ —21)8) v+ (2 —m)é)
©s5 (&) = w2 (z(§),y(§)) = pT— + FT—

=&

Assim, a integral (B.10) se transforma em

1
/0 25 (€) 01 (€) V(w2 — 1)” + (o — 1)

e obtemos a ultima submatriz de rigidez.

6. § pjpidy = Jr [y wypidé, em que Jp = \/(932 —21)* + (g2 — 1)
P

od _Jr{2 1

r 2x2

Matricialmente temos,

A matriz descrita anteriormente, € utilizada na linha 294 do cédigo no Apéndice C.
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APENDICE C

CODIGO

Neste apéndice apresentamos o codigo implementado no MATLAB para a realizacao das
simulacdoes mostradas no capitulo 4. Em particular, o cédigo corresponde ao cenario de
sedimento sazonal (subsecao 4.3.2). Os outros cenarios apresentados na secao 4.3 sao
conseguidos modificando a definicao das fontes de descarga de sedimento (linhas 108-120).

Inicialmente, apagamos as variaveis da area de trabalho e colocamos os dados do pro-
blema, incluindo os valores da discretizacao temporal.

%0 Apagar dados
clf

cle

clear all;
format long;

9% Dados do Problema %%

© 0 N O g oA W N =

%% Parametros Populac¢édo P1 %%
10 alfl = 3.5e—4;

11 vll = 0.0e—1; vl2 = 0.0e—1;

12 betl = 1.0e-3; gaml = 1.0;

13 del21 = 2.0e—2; del31 = 3.5e—2; deldl = 1.0e-2;
14

15 9% Parametros Populacéao P2 %%

16 alf2 = 5.5e—4;

17 v21 = —0.0e—1; v22 = —0.0e—1;

18 bet2 = 5.0e—3; gam2 = 1.0;

19 dell2 = 6.5e—2; del32 = 5.0e—2; deld2 = 4.0e-2;

21 9896% Parametros Populacao P3 %%

22 alf3 = 7.5e—4;

23 v3l = 0.0e—1; v32 = 0.0e—1;

24 bet3 = 2.0e—5; gam3 = 1.0;

25 dell3 = 7.0e—2; del23 = 5.5e—2; deld3 = 3.5e—-2;

27 9% Parametros Populacao P4 %%

28 alf4 = 6.0e—4;

29 v41l = —0.0e—1; v42 = —0.0e—1;

30 bet4d = 5.0e—5; gam4 = 1.0;

31 dell4 = 5.5e—2; del24 = 3.0e—2; del34

1.0e—2;

33 % Parametros Sedimento S %6

34 alfs = 5.0e—4;

35 wl = 4.8e—3; w2 = 4.2e—3;

36 sigl = 8.0e—6; sig2 = 5.0e—6; sig3 = 4.0e—-7; sigd = 5.5e—-7;
37 Kkl = 3.0e—4; k2 = 1.0e—4;

81
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39
40
41
42
43
44
45

%% Capacidade de suporte %%
K = 100;

%% Parametros temporais 9%96%

tf = 360; % tempo final

nt 3600; % nuumero de iteracoées

dt tf/nt; % tamanho de passo no tempo

Carregamos os dados obtidos do Gmsh que tém sido processados anteriormente e con-

tém as coordenadas dos pontos e os elementos finitos triangulares (elementos interiores do

dominio discretizado).

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

64
65

%0 Carregando dados de Gmsh %%

%% No6s 99

load —ascii NodosPotterCoveRefRef. txt

coor = [NodosPotterCoveRefRef(:,2) NodosPotterCoveRefRef(:,3)];
[filcoor colcoor] = size(coor);

nn = filcoor; %numero total de nés

% Redimensionar as coordenadas %%

mincoorx = min(coor(:,1)); mincoory = min(coor(:,2));
for ic = 1 : filcoor
coor(ic,1) = (coor(ic,1) — mincoorx)/1000;
coor(ic,2) = (coor(ic,2) — mincoory)/1000;
end

%% Malha %%

load —ascii MallaPotterCoveRefRef. txt

mat = [MallaPotterCoveRefRef(:,6) MallaPotterCoveRefRef(:,7) MallaPotterCoveRefRef(:,8)
l;

[filmat colmat] = size (mat);

ntr = filmat; % numero de elementos finitos triangulares

Carregamos os elementos das condi¢coes de contorno e separamos os noés Dirichlet I'y e

nao-Dirichlet, além dos nés Robin para as fronteiras I'; e I's no sedimento.

66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

9% Contorno 9996%
load —ascii ContPotterCoveRefRef. txt
matcon = [ContPotterCoveRefRef(:,6) ContPotterCoveRefRef(:,7)];
[filmatcon colmatcon] = size (matcon) ;
ntrcon = filmatcon;
%0 Separacdo elementos Dirichlet e ndo Dirichlet %%
matD = [];
matND = [];
for Kk = 1 : ntr
F = mat(k,:);
if (F(1)>=1 && F(1)<=23) Il (F(1)>=131 &&X F(1)<=199) || (F(2)>=1 && F(2)<=23) || (
F(2)>=131 && F(2)<=199) || (F(3)>=1 && F(3)<=23) || (F(3)>=131 &% F(3)<=199)
matD = [matD;F];
else
matND = [matND;F];
end
end
[filmatD colmatD] = size (matD);
[filmatND colmatND] = size (matND) ;

%0 Separacdo elementos Robin Gamma 1 e Gamma 2 %%
matRobl = [];



APENDICE C. CODIGO

83

= [I;
1 : ntrcon
matcon(k, :) ;
(F(1)>=24 & F(1)<=117) |1
Il (F(2)>=200 &% F(2)<=481)
matRobl = [matRobl;F];

else

matRob2 =

end
end
[filmatR1 colmatR1] = size (matRobl);
[filmatR2 colmatR2] = size (matRob2) ;
ntrconR1 = filmatR1; ntrconR2 = filmatR2;

87  matRob2
88 for k =
89 F =
90 if

91
92
93
94
95
96
97
98

[matRob2;F];

(F(1)>=200 && F(1)<=481)

(F(2)>=24 & F(2)<=117)

Identificamos os nés das fontes de sedimento e definimos os valores correspondentes

aos parametros sazonais.

9% Fonte Sedimento %%
zeros(nn, 1) ;

99
100 b =
101
102
103
104
105

%% Noés das fontes 995%
font = [2052 2091 1867 4813 5445];

9% Parametros sazonais — variaveis %dh

106 lam = zeros(nt,4):;

107 fon = zeros(nt,5);

108 fpv = [2.0;4.0;2.0;6.0;4.0]; % valores das fontes varidaveis
109 for it =1 15

%% Lambdas %66

lam(240x*(it —1) +

lam(240x(it —1) +

lam(240=«(it —-1) + 1

lam(240x(it —1) + 121

9% Fontes 996%

for it2 =1 : 5
fon(240x(it —-1) + 1
fon(240=x(it —1) + 181

end

end

110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

121

1 : 240«(it—1) + 60,2) = 2
240%(it—-1) + 60,3) = 2
240%(it—-1) + 180,4) = 3.65e—-2;

240x(it—-1) + 180,1) = 2
.be
.7e

240x(it —1) + 60,it2)
240x(it —1) + 240,it2) = fpv(it2);

.5e—-2

= fpv(it2);

Calculo do numero de Péclet e definicao dos valores para as velocidades. Neste codigo

também sao incluidas as velocidades para as populacoes, apesar de ser nulas nesta modela-

gem em particular. A forma da definicdo das velocidades € pensando numa implementacao

evolutiva (variavel no tempo).

9% Numero de Péclet %%
MatPecX = zeros(ntr,3);
MatPecY = zeros(ntr,3);

121
122
123

124 x = zeros(3,1); y = zeros(3,1);

125 for itr =1 ntr

126 for il =1 : 3

127 igl = mat(itr,il);

128 x(il) = coor(igl,1);

129 y(il) = coor(igl,2);

130 end

131 MatPecX (itr ,1) = x(3) — x(1); MatPecX(itr ,2)
x(1);

MatPecY (itr ,1)
y(1);

132 y(3) — y(1); MatPecY (itr ,2)

x(3) — x(2); MatPecX(itr ,3)

y(3) — y(2); MatPecY (itr ,3)

x(2) —

y(2) —
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133 end

134  maxdx = max(max(abs(MatPecX))); maxdy = max(max(abs(MatPecY)));

135 pec = [abs(vllxmaxdx/alfl) abs(vl2xmaxdy/alfl) abs(v21smaxdx/alf2) abs(v22x«maxdy/alf2)
abs (wlxmaxdx/alfs) abs(w2«maxdy/alfs)|;

136 fprintf(’Os_numeros_de_Péclet_sao:_para P_%4.2f e _%4.2f, para Q %4.2f_ e _%4.2f_ e _para _C_

%4.2f_e _%4.2f \n’, pec(1) ,pec(2) ,pec(3),pec(4) ,pec(b),pec(6));
137 if max(abs(pec)) > 2
138 break;
139 else
140 end

141

142 % Vetores velocidade das populacées e o sedimento %%

143

144 9 Velocidades constantes %%

145 V1 = zeros(nt,2); V2 = zeros(nt,2); V3 = zeros(nt,2); V4 = zeros(nt,2); W = zeros(nt,2)

146 VI1(:,1) = vll*ones(nt,1); V1(:,2) = vl2«ones(nt,1);
147 V2(:,1) = v21*ones(nt,1); V2(:,2) = v22«ones(nt,1);
148 V3(:,1) = v3lxones(nt,1); V3(:,2) = v32«ones(nt,1);
149  V4(:,1) = v4lxones(nt,1); V4(:,2) = v42xones(nt,1);
150 W(:,1) = wlxones(nt,1); W(:,2) = w2+ones(nt,1);

Carregamos o arquivo que contém as condic¢oes iniciais e atribuimos os valores para os

nos de Dirichlet.

151 % Condicbées iniciais %%

152 load —ascii CondInicProg. txt

153 plO0 = CondInicProg(:,1); p20 = CondInicProg(:,2);
154 p30 = CondInicProg(:,3); p40 = CondlnicProg(:,4);
155 cO = CondInicProg(:,5);

156

157 %0 N6s de Dirichlet %%

158 for i=1:23

159 plO(i) = O; p20(i) = O; p30(i) = O; p40(i) = O;

160 cO(i) = O;

161 in = 130 + 3%(i—1) + 1;

162 plO(in) = O; p20(in) = O; p30(in) = O; p40(in) = O;

163 cO(in) = O;

164 plO(in+1) = O; p20(in+1) = O; p30(in+1) = 0; p40(in+1) = O;
165 cO(in+1) =0;

166 plO(in+2) = 0; p20(in+2) = 0; p30(in+2) = 0; p40(in+2) = O;
167 cO(in+2) =0;

168 end

Preenchimento das matrizes lineares (parte constante), considerando os nés Dirichlet e
nao-Dirichlet.

169 % Matrizes lineares parte constante %%

170  MlecP1 = spalloc (nn,nn,7+nn); MldcP1 spalloc (nn,nn,7*nn) ;
171 MlecP2 = spalloc (nn,nn,7x+nn); MldcP2 = spalloc (nn,nn,7+nn) ;
172 MlecP3 spalloc (nn,nn,7x*nn) ; MldcP3 spalloc (nn,nn,7*nn) ;
173 MlecP4 = spalloc (nn,nn,7+nn); MldcP4 spalloc (nn,nn, 7*nn) ;
174 MlecC = spalloc (nn,nn,7+nn); MldcC = spalloc (nn,nn,7x*nn) ;
175 X = zeros(3,1); y = zeros(3,1);

176 9% Montagem da matriz linear constante parte Dirichlet %%
177 for itr = 1 : filmatD

178 9% Designacao das coordenadas 9%
179 for il =1 : 3
180 igl matD (itr , il);

181 x(il) = coor(igl,1);
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182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212

213

214
215

216

217
218

219

220
221

222

223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234

y(il) = coor(igl,2);
end
%% Correcdo das submatrizes de rigidez 9%6%

%% Valores auxiliares do Jacobiano %%
x31 = x(3) — x(1); x32 = x(3) — x(2); x21 = x(2) — x(1);
y3l = y(3) —y(1); y32 = y(3) — y(2); y21 = y(2) — y(1);

%% Jacobiano o

J = x21xy31 — x31xy21;

absJ = abs(J);

%% Atualizacdo das matrizes parte linear %6

%% Matriz de Phi i Phi j %%
fxy = absJ/24x[2 1 1;1 2 1;1 1 2];

%W Matriz de grad Phi i grad Phi j 9%

clg = y3172 + x3172; c2g = y2172 + x2172; c3g = x31%x21 + y31xy21;

cdg = y32°2 + x3272;

grd 1/(2xabsJ) x[c4g c3g—clg c3g—c2g;c3g—clg clg —c3g;c3g—c2g —c3g c2g];

%% Preenchimento da matriz linear constante parte Dirichlet %%
for il =1 : 3
igl = matD(itr,il);
if (igl>=24 &% igl<=130) Il (igl>=199)
for jl =1 : 3
jgl = matD(itr, jl);
if (jgl>=24 && jgl<=130) Il (jgl>=199)

% P1 %

MlecP1 (igl ,jgl) = MlecP1 (igl,jgl) + (1 + milsdt/2)fxy(il,jl) + alflxdt/2xgrd (il ,
jl)s

MldcP1(igl,jgl) = MldcP1 (igl,jgl) + (1 — milxdt/2)«fxy(il, jl)
jl);

% P2 %

MlecP2(igl,jgl) = MlecP2(igl,jgl) + (1 + mi2xdt/2)«fxy (il ,jl)
jl);

MldcP2 (igl ,jgl) = MldcP2(igl,jgl)
il);

% P3 %

MlecP3(igl,jgl) = MlecP3(igl,jgl) + (1 + mi3xdt/2)xfxy(il, jl)
jl);

MldcP3(igl,jgl) = MldcP3(igl,jgl) + (1 — mi3xdt/2)«fxy (il,jl) — alf3xdt/2xgrd(il,
il);

% P4 %

MlecP4 (igl,jgl) = MlecP4(igl,jgl) + (1 + midxdt/2)«fxy(il, jl)
jl)s

MldcP4 (igl ,jgl) = MldcP4(igl,jgl) + (1 — midxdt/2)xfxy(il,jl) — alf4xdt/2x«grd(il,
i1

% S %

MlecC(igl,jgl) = MlecC(igl,jgl) + (1)«fxy(il,jl) + alfsxdt/2xgrd(il,jl);

MldcC(igl, jgl) MldcC (igl,jgl) + (1)xfxy(il,jl) — alfsxdt/2xgrd(il,jl);

alfl+dt/2«grd (il ,

+

alf2«dt/2«grd (il ,

+
-
|

mi2«dt/2)«fxy (il .j1) — alf2«dt/2«grd (il

+

alf3xdt/2xgrd (il ,

+

alf4«dt/2«grd (il

else
end % if jgl
end % for jl

else
MlecP1 (igl,igl) = 1; MlecP2(igl,igl) = 1;
MlecP3(igl ,igl) = 1; MlecP4(igl,igl) = 1;

MlecC(igl ,igl) = 1;
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235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274

275

276
277

278

279
280

281

282
283

284

285

286
287

end % if igl
end % for il
end % for itr

for il =1 : 3
igl = matND(itr ,il);
x(il) = coor(igl,1);
y(il) = coor(igl,2);
end

%% Montagem da matriz linear constante parte ndo Dirichlet %%
for itr=1:filmatND
%% Designacdao das coordenadas 96

%% Correcdao das submatrizes de rigidez %60

W Valores auxiliares do Jacobiano %%
x31 x(3) — x(1); x32 = x(3) — x(2);
y31 y(3) — y(1); y32

WP Jacobiano W
J = x21xy31 — x31xy21;
absJ = abs(J);

9% Correcdo das matrizes parte linear 9%6%
%% Matriz de Phi i Phi j %%
fxy = absd/24x[2 1 1;1 2 1;1 1 2];

9% Matriz grad Phi i grad Phi j %6k

clg = y3172 + x31"2; c2g = y21*2 + x2172;c3g = x31xx21

c4g
grd

y32/2 + x32/2;

x21 = x(2) — x(1);
=y(3) —y(2); y21 =

y(2) —y(1);

+ y31lxy21;

1/(2xabsdJ) *[c4g c3g—clg c3g—c2g;c3g—clg clg —c3g;c3g—c2g —c3g c2g];

9% Preenchimento da matriz linear constante parte nédo Dirichlet %%

for il =1 : 3
igl = matND(itr ,il);
for jl =1 : 3
jgl = matND(itr,jl);

% P1 %

MlecP1(igl ,jgl)
i1

MIdcP1 (igl . jgl) =
il);

% P2 %

MlecP2 (igl ,jgl) =
1)

MIdcP2 (igl ,jgl) = MlIdcP2(igl .jgl) + (1 —
il

% P3 %

MlecP3(igl, jgl) =
il

MldcP3(igl ,jgl) = MldcP3(igl,jgl) + (1 —
i1

% P4 %

MlecP4 (igl ,jgl) =
i1

MldcP4 (igl ,jgl)
i1

% S %

MlecC(igl,jgl)

MldcC(igl, jgl)

MlecP1 (igl,jgl) + (1 +

MldcP1 (igl . jgl) + (1 —

MlecP2 (igl ,jgl) + (1 +

MlecP3(igl ,jgl) + (1 +

MlecP4 (igl,jgl) + (1 +

MldcP4 (igl ,jgl) + (1 —

= MlecC(igl,jgl) +
MldcC(igl,jgl) +

mil«dt/2)«fxy (il , jl)

milxdt/2)xfxy (il ,j1)

mi2xdt/2)xfxy (il , j1)

mi2«dt /2)«fxy (il . j1)

miS«dt/2)«fxy (il ,j1)

mi3«dt/2)«fxy (il , j1)

midxdt/2)xfxy (il , j1)

mi4«dt/2)xfxy (il , j1)

+

+

+

+

alfl+dt/2«grd (il

alflxdt/2+grd (il ,

alf2«dt/2«grd (il ,

alf2 «dt/2xgrd (il ,

alf3«dt/2xgrd (il ,

alf3«dt/2«grd (il

alf4«dt/2«grd (il

alf4xdt/2+grd (il ,

(1)*fxy (il ,jl) + alfsxdt/2«grd(il,jl);
(1)*fxy (il ,jl) — alfsxdt/2xgrd(il,jl);
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288
289
290
291

292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335

—

end % for jl
end % for il
end % for itr

Preenchimento das condi¢oes de contorno tipo Robin para o sedimento.

% Condicdo de Robin para o Sedimento %%
%% Submatriz de rigidez %%
fxyR = 1/6x[2 1;1 2];
%% Valores auxiliares %%
kl = 3.0e—4;k2 = 1.0e—4;
for itr = 1 : ntrconRl
%P Designacao das coordenadas para Jacobiano Robin %60
for ic=1:2
elecr = matRobl (itr ,ic);
x(ic) = coor(elecr,1);
y(ic) = coor(elecr,2);
end
%% Jacobiano Robin %6%
JR = sqrt ((x(2) — x(1))A2 + (y(2) — y(1))"2);
%% Correcdo da matriz %%
for il =1 : 2
igl = matRobl(itr,il);
for jl =1 : 2
jgl = matRobl (itr, jl);
MlecC(igl,jgl) = MlecC(igl,jgl) + dtxkl/2«JRxfxyR(il,jl);
MldceC(igl,jgl) = MldeC(igl,jgl) — dtxkl/2«JRx«fxyR (il , jl);
end
end
end
%% Condicao Gamma 2 9%96%
for itr = 1 : ntrconR2
% Designacao das coordenadas para Jacobiano Robin %%
for ic =1 : 2
elecr = matRob2(itr ,ic);
x(ic) coor(elecr,1);
y(ic) coor(elecr,2);
end
%% Jacobiano Robin 9%
JR = sqrt ((x(2) — x(1))"2 + (y(2) — y(1))"2);
%% Correcao da matriz %%
for il =1 : 2
igl = matRob2(itr,il);
for jl =1 : 2
jgl = matRob2(itr,jl);
MlecC(igl,jgl) = MlecC(igl,jgl) + dtxk2/2«JRxfxyR(il, jl);
MldcC(igl,jgl) = MldeC(igl,jgl) — dtxk2/2«JR«fxyR (il , jl);
end
end
end

Definicao dos nés que serao acompanhados no passo do tempo e das matrizes que terao

as informacoes para construir os graficos. No final do apéndice (figura 4.5) estao colocados

os pontos que sao definidos na variavel nos.

336
337

%0 No6s para acompanhamento temporal %%

nos = [3972; 1959; 3767; 5361; 2114; 2102; 4556; 2682; 2609; 2054; 1165; 3426; 4025;
3128; 2401; 3640; 739; 1056; 3205; 4168; 5055; 2826; 4979; 1641; 586; 3326; 2392;
4044; 3067; 1197; 1543; 3746; 577; 5637; 4774; 2929; 2214; 4021; 4123; 4297; 4465;
1609; 5462; 3676; 2244; 5616; 819; 5346; 721; 4537];
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338
339 9P Matriz com dados dos noés Wb

340 otpl = zeros(length(nos) ,length(nt)); otp2 zeros (length (nos) ,length (nt) ) ;
341 otp3 zeros (length (nos) ,length(nt)); otp4 = zeros(length(nos) ,length(nt));
342 otc = zeros(length (nos) ,length(nt));

343

344 9 Contador para iteracao temporal %6

345 jj = 1;

346 DadosPl = []; DadosP2 = []; DadosP3 = []; DadosP4 = []; DadosS = [];

347

348 % Valor inicial no processo temporal

329 plest = plO; p2est = p20; p3est = p30; p4est = p40; cest = cO;

Processo iterativo que contém o preenchimento das matrizes nao-lineares e das matrizes
lineares (parte variavel); além das resolucgdes auxiliares do problema nao-linear (método

preditor—corretor) e da resolucao do problema geral.

350 9% Processo iterativo %%
351 for it = 1 : nt

352 W Valores sazonais das Fontes 9%

353 b = zeros(nn,1);

354 for in =1 : 5

355 b(font(in)) = dtxfon(it,in); % valores das fontes

356 end

357

358 % Matrizes nao lineares e matrizes lineares varidveis %%
359 for itemp =1 : 4

360 %% Inicializacdo de vetores e matrizes %o

361 MneP1 = spalloc (nn,nn,nn); MndPl = spalloc (nn,nn,nn) ;
362 MneP2 = spalloc (nn,nn,nn); MndP2 = spalloc (nn,nn,nn) ;
363 MneP3 = spalloc (nn,nn,nn); MndP3 = spalloc (nn,nn,nn) ;
364 MneP4 = spalloc (nn,nn,nn); MndP4 = spalloc (nn,nn,nn) ;
365 MneC = spalloc (nn,nn,nn); MndC = spalloc (nn,nn,nn) ;

366 MletP1 = spalloc (nn,nn,nn); MldtP1 = spalloc (nn,nn,nn) ;
367 MletP2 = spalloc (nn,nn,nn); MldtP2 = spalloc (nn,nn,nn) ;
368 MletP3 = spalloc (nn,nn,nn); MIdtP3 = spalloc (nn,nn,nn) ;

369 MletP4 = spalloc (nn,nn,nn); MldtP4 = spalloc (nn,nn,nn) ;
370 MletC = spalloc (nn,nn,nn); MldtC = spalloc (nn,nn,nn) ;
371

372 %% Montagem matriz nao linear parte Dirichlet %%

373 for itr = 1 : filmatD

374 %% Designacao das coordenadas %%

375 for il =1 : 3

376 igl = matD(itr,il);

377 x(il) = coor(igl,1);

378 y(il) = coor(igl,2);

379 end

380 9% Correcao das submatrizes de rigidez %%

381

382 W Valores auxiliares do Jacobiand®6b

383 x31 = x(3) — x(1); x32 = x(3) — x(2); x21 = x(2) — x(1);
384 y31 = y(3) —y(1); y32 =y(3) — y(2); y21 = y(2) — y(1);
385

386 9% Jacobiano 9%

387 J = x21xy31 — x31xy21;

388 absd = abs(J);

389

390 9% Matriz derivada de Phi em x 9%

391 dfx = sign(J)/6x[—y32 y31 —y21;-y32 y31 —y21;-y32 y31 —y21];
392
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393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420

421

422
423

424

425
426

427

428
429

430

9% Matriz derivada de Phi em y 9%96%
dfy = sign(J)/6%[x32 —x31 x21;x32 —x31 x21;x32 —x31 x21];

%% Submatrizes de Rigidez parte ndo linear 9%96%

fxykk (1,:,:) = absd/120%[6 2 2;2 2 1;2 1 2]; %Phi i Phi j k=1
fxykk (2 ,:,:) = absJ/120%[2 2 1;2 6 2;1 2 2]; %Phi i Phi j k=2
fxykk(3,:,:) = absd/120%[2 1 2;1 2 2;2 2 6]; %Phi i Phi j k=3

W Cdlculo dos termos Michaelis—Menten %%
sbar = O;
for 1 =1 : 3
ind = matD(itr ,1);
sbar = sbar + cest(ind) + cO(ind);
end
sbar = 1/6xsbar;
9% Preenchimento das Matrizes Nao Lineares parte Dirichlet %%
for il =1 : 3
igl = matD(itr,il);
if (igl>=24 & igl<=130) Il (igl>=199)
for jl =1 : 3
jgl = matD(itr, jl);
if (jgl>=24 &&X jgl<=130) Il (jgl1>=199)
for kKl =1 : 3
kgl = matD(itr ,kl);
if not(kgl>=24 && kgl<=130) || (kgl>=199)

% P1 %

MneP1(igl,jgl) = MneP1(igl,jgl) + (lam(it,1)=xdt/(4*K)«(plest(kgl) + plO(kgl)) +
del21xdt/(4*K) x(p2est(kgl) + p20(kgl)) + del31xdt/(4xK) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + del4lxdt/(4+K) =(p4est(kgl) + p40(kgl)) + betlxdt/(4%K)x+sbar/(gaml + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP1(igl,jgl) = MndP1(igl,jgl) — (lam(it,1)*dt/(4=«K)«(plest(kgl) + plO(kgl)) +
del21xdt/(4+K) =x(p2est(kgl) + p20(kgl)) + del31xdt/(4xK) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + deldlxdt/(4+K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) + betlxdt/(4xK)xsbar/(gaml + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl)))* fxykk(kl,il,jl);

% P2 %

MneP2(igl,jgl) = MneP2(igl,jgl) + (lam(it,2)xdt/(4*K) «x(p2est(kgl) + p20(kgl)) +
dell2xdt/(4*K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del32xdt/(4xK) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + del42xdt/(4+K) =(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet2xdt/(4%K)+sbar/(gam2 + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP2(igl,jgl) = MndP2(igl,jgl) — (lam(it,2)*dt/(4=«K) «(p2est(kgl) + p20(kgl)) +
dell2xdt/(4+K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del32xdt/(4xK) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + deld2xdt/(4+K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet2xdt/(4+K)+sbar/(gam2 + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl)))* fxykk(kl,il,jl);

% P3 %

MneP3(igl,jgl) = MneP3(igl,jgl) + (lam(it,3)=*dt/(4=K) «(p3est(kgl) + p30(kgl)) +
dell3xdt/(4*K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del23xdt/(4xK) «(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del43xdt/(4+K) =(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet3xdt/(4*K)+sbar/(gam3 + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP3(igl,jgl) = MndP3(igl,jgl) — (lam(it,3)*dt/(4=«K) «(p3est(kgl) + p30(kgl)) +
dell13xdt/(4xK) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del23xdt/(4xK) «(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + deld3xdt/(4+K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet3xdt/(4+K)+«sbar/(gam3 + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

% P4 %

MneP4(igl,jgl) = MneP4(igl,jgl) + (lam(it,4)=xdt/(4*K) «x(pdest(kgl) + p40(kgl)) +
dell4xdt/(4*K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del24xdt/(4xK) «(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del34xdt/(4+K) =(p3est(kgl) + p30(kgl)) + bet3xdt/(4%K)+sbar/(gam3 + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP4(igl,jgl) = MndP4(igl,jgl) — (lam(it,4)=*dt/(4=«K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) +
dell4xdt/(4+K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del24xdt/(4=K) =(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del34xdt/(4«K) «(p3est(kgl) + p30(kgl))
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431
432

433

434
435
436
437
438
439
440
441
442
443

444

445
446

447

448
449

450

451
452

453

454
455

456

457
458
459
460
461
462

464
465

466
467
468
469
470
471
472
473
474

+ bet3xdt/(4+K)xsbar/(gam3 + sbar”2)x(
cest(kgl) + cO(kgl)))= fxykk(kl,il,jl);

% S %

MneC(igl,jgl) = MneC(igl,jgl) + (siglxdt/4x(plest(kgl) + plO(kgl)) + sig2sxdt/4x(
p2est(kgl) + p20(kgl)) + sig3xdt/4x(p3est(kgl) + p30(kgl)) + sigdxdt/4x=(p4est
(kgl) + p40(kgl)))=* fxykk(kl,il,jl);

MndC(igl,jgl) = MndC(igl,jgl) — (siglxdt/4x(plest(kgl) + plO(kgl)) + sig2xdt/4x(
p2est(kgl) + p20(kgl)) + sig3xdt/4x(p3est(kgl) + p30(kgl)) + sigdxdt/4x=(p4est
(kgl) + p40(kgl)))=* fxykk(kl,il,jl);

else
end % if kgl
end % for kl

9% Preenchimento parte temporal das matrizes lineares parte Dirichlet %%
if itemp ==

% P1 %

MletP1 (igl,jgl) = MletP1(igl,jgl) — lam(it,1)*dt/2+dfx(il,jl1) + VI(it,1)=dt/2+dfx
(il .j1) + V1(it.2)*dt/2xdfy (il .j1);

MIdtP1 (igl . jgl) = MIdtP1(igl.jgl) + lam(it.1)*dt/2+dfx(il,jl1) — VI(it,1)=dt/2«dfx
(il ,j1) — V1(it.2)=dt/2«dfy (il .j1);

% P2 %

MletP2 (igl ,jgl) = MletP2(igl.jgl) — lam(it.2)+dt/2+dfx (il,jl1) + V2(it,1)=dt/2+dfx
(il ,j1) + V2(it.2)=dt/2«dfy (il .j1);

MIdtP2 (igl . jgl) = MIdtP2(igl,jgl) + lam(it,2)*dt/2+dfx (il .jl) — V2(it,1)+dt/2+dfx
(il,j1) — V2(it.2)=dt/2xdfy (il .j1);

% P3 %

MletP3 (igl ,jgl) = MletP3(igl,jgl) — lam(it,3)*dt/2+dfx (il ,j1) + V3(it,1)+dt/2+dfx
(il ,j1) + V3(it.2)=dt/2xdfy (il .j1);

MIdtP3 (igl .jgl) = MIdtP3(igl.jgl) + lam(it,3)*dt/2+dfx (il .jl) — V3(it.1)+dt/2«dfx
(il .j1) — V3(it.2)*dt/2xdfy (il .j1);

% P4 %

MletP4 (igl . jgl) = MletP4 (igl,jgl) — lam(it,4)*dt/2+dfx (il .j1) + VA(it,1)«dt/2«dfx
(il .j1) + VA(it.2)*dt/2xdfy (il .j1);

MIdtP4 (igl ,jgl) = MIdtP4(igl.jgl) + lam(it.4)+dt/2+dfx(il,j1) — VA(it,1)=dt/2+dfx
(il .j1) — VA(it.2)=dt/2xdfy (il .j1);

% S %
MletC(igl,jgl) = MletC(igl,jgl) + W(it,1)=xdt/2xdfx(il,jl) + W(it,2)=«dt/2xdfy (il ,
jl)s
MIdtC (igl , jgl) = MIdtC(igl,jgl) — W(it,1)*dt/2«dfx(il,jl) — W(it,2)*dt/2xdfy (il ,
il
else
end % if itemp
else

end % if jgl
end % for jl
else

MneP1(igl ,igl) = 1; MneP2(igl,igl) = 1; MneP3(igl,igl) = 1; MneP4(igl,igl) = 1;
MneC(igl ,igl) = 1;

end % if igl
end % for il
end % for itr

%% Montagem matriz nao linear parte ndao Dirichlet %%
for itr = 1 : filmatND
9% Designacao das coordenadas %%
for il =1 : 3



APENDICE C. CODIGO 91

475
476
477
478
479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497
498
499
500
501
502
503
504

506
507
508
509
510
511
512
513
514
515
516
517
518

519

520
521

522

523

igl = matND(itr ,il);

x(il) = coor(igl,1);

y(il) = coor(igl,2);
end

9% Correcdo das submatrizes de rigidez %%
%% Valores auxiliares %60

x31 = x(3) — x(1); x32 = x(3) — x(2); x21 = x(2) — x(1);
y31 = y(3) — y(1); y32 = y(3) — y(2); y21 = y(2) — y(1);

9 Jacobiano YW
J = x21xy31 — x31xy21;
absJ = abs(J);

%% Matriz derivada de Phi em x %0
dfx = sign(J)/6x[-y32 y31 —y21;-y32 y31 —y21;—-y32 y31 —y21];

%% Matriz derivada de Phi em y %%
dfy = sign(J)/6x[x32 —x31 x21;x32 —x31 x21;x32 —x31 x21];

%% Submatrizes de rigidez parte ndo linear %%
fxykk (1,:,:) absJ/120x[6 2 2;2 2 1;2 1 2]; %Phi i Phi j k=1
fxykk (2 ,:,:) = absJ/120%[2 2 1;2 6 2;1 2 2]; %Phi i Phi j k=2
fxykk (3,:,:) absJ/120%[2 1 2;1 2 2;2 2 6]; %Phi i Phi j k=3

%% Cdlculo dos termos Michaelis—Menten %%
sbar = 0O;
for 1 =1 : 3
ind = matND(itr,1);
sbar = sbar + cest(ind) + cO(ind);
end
sbar = 1/6xsbar;

%6 Preenchimento das matrizes ndo lineares parte ndo Dirichlet %%
for il =1 : 3
igl = matND(itr , il);
for jl =1 : 3
jgl = matND(itr,jl);
for k1 =1 : 3
kgl = matND(itr ,kl);

% P1 %

MneP1(igl,jgl) = MneP1(igl,jgl) + (lam(it,1)xdt/(4=K)«(plest(kgl) + plO(kgl)) +
del21xdt/(4+K) x(p2est(kgl) + p20(kgl)) + del31xdt/(4xK) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + deldlxdt/(4=K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) + betlxdt/(4+K)+«sbar/(gaml + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP1(igl,jgl) = MndP1(igl,jgl) — (lam(it,1)*dt/(4=«K)=«(plest(kgl) + plO(kgl)) +
del21xdt/(4+K) «x(p2est(kgl) + p20(kgl)) + del31xdt/(4+K) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + deldlxdt/(4+K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) + betlxdt/(4%K)+sbar/(gaml + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

% P2 %

MneP2(igl,jgl) = MneP2(igl,jgl) + (lam(it,2)xdt/(4xK) «x(p2est(kgl) + p20(kgl)) +
dell2xdt/(4+K) «(plest(kgl) + plO(kgl)) + del32xdt/(4xK) =(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + deld2xdt/(4«K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet2xdt/(4%K)+sbar/(gam2 + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP2(igl,jgl) = MndP2(igl,jgl) — (lam(it,2)*dt/(4=«K) «(p2est(kgl) + p20(kgl)) +
dell2xdt/(4+K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del32xdt/(4+K) «(p3est(kgl) + p30(kgl
)) + deld2xdt/(4+K) x(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet2xdt/(4*K)+sbar/(gam2 + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl)))= fxykk(kl,il,jl);

% P3 %
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MneP3(igl,jgl) = MneP3(igl,jgl) + (lam(it,3)=xdt/(4xK) «(p3est(kgl) + p30(kgl)) +
dell3xdt/(4+K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del23xdt/(4xK) «(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del4d3xdt/(4+K) =(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet3xdt/(4+K)xsbar/(gam3 + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP3(igl,jgl) = MndP3(igl,jgl) — (lam(it,3)*dt/(4=«K) x(p3est(kgl) + p30(kgl)) +
dell3xdt/(4*K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del23xdt/(4xK) «x(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del43xdt/(4+K) =(p4est(kgl) + p40(kgl)) + bet3xdt/(4+K)xsbar/(gam3 + sbar
A2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

% P4 %

MneP4(igl,jgl) = MneP4(igl,jgl) + (lam(it,4)=xdt/(4xK) «x(p4est(kgl) + p40(kgl)) +
dell4xdt/(4+K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del24xdt/(4+K) «(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del34xdt/(4+K) =(p3est(kgl) + p30(kgl)) + bet3xdt/(4*K)+sbar/(gam3 + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl))) = fxykk(kl,il,jl);

MndP4(igl,jgl) = MndP4(igl,jgl) — (lam(it,4)=*dt/(4=«K) «(p4est(kgl) + p40(kgl)) +
dell4x«dt/(4*K) x(plest(kgl) + plO(kgl)) + del24xdt/(4xK) «x(p2est(kgl) + p20(kgl
)) + del34xdt/(4+K) =(p3est(kgl) + p30(kgl)) + bet3xdt/(4+K)xsbar/(gam3 + sbar
N2)x(cest(kgl) + cO(kgl)))* fxykk(kl,il,jl);

% S %

MneC(igl,jgl) = MneC(igl,jgl) + (siglxdt/4x=(plest(kgl) + plO(kgl)) + sig2xdt/4x*(
p2est(kgl) + p20(kgl)) + sig3xdt/4x(p3est(kgl) + p30(kgl)) + sigdxdt/4=(p4est
(kgl) + p40(kgl)))=* fxykk(kl,il,jl);

MndC(igl,jgl) = MndC(igl,jgl) — (siglxdt/4x(plest(kgl) + plO(kgl)) + sig2xdt/4x=(
p2est(kgl) + p20(kgl)) + sig3xdt/4x(p3est(kgl) + p30(kgl)) + sigdxdt/4=(p4est
(kgl) + p40(kgl)))=* fxykk(kl,il,jl);

end % for kl
9% Preenchimento parte temporal das matrizes lineares parte ndo Dirichlet %%
if itemp ==

% P1 %

MletP1 (igl ,jgl) = MletP1(igl.jgl) — lam(it.1)*dt/2+dfx(il,jl1) + VI(it,1)=dt/2+dfx
(il .j1) + V1(it.2)*dt/2xdfy (il .j1);

MIdtP1 (igl .jgl) = MIdtP1(igl.jgl) + lam(it.1)xdt/2«dfx(il.jl1) — VI(it,1)=dt/2xdfx
(il ,j1) — V1(it.2)=dt/2xdfy (il .j1);

% P2 %

MletP2 (igl .jgl) = MletP2(igl.jgl) — lam(it.2)xdt/2«dfx(il.jl1) + V2(it,1)+dt/2+dfx
(il ,j1) + V2(it.2)=dt/2xdfy (il .j1);

MIdtP2 (igl .jgl) = MIdtP2(igl.jgl) + lam(it,2)*dt/2+dfx (il .jl) — V2(it.1)+dt/2«dfx
(il .j1) — V2(it.2)*dt/2«dfy (il .j1);

% P3 %

MletP3 (igl .jgl) = MletP3(igl.jgl) — lam(it,3)*dt/2+dfx (il .jl) + V3(it.1)+dt/2«dfx
(il .j1) + V3(it.2)*dt/2«dfy (il .j1);

MIdtP3 (igl ,jgl) = MIdtP3(igl.jgl) + lam(it.3)dt/2+dfx(il,jl1) — V3(it,1)xdt/2+dfx
(il .j1) — V3(it.2)*dt/2xdfy (il .j1);

% P4 %

MletP4 (igl ,jgl) = MletP4 (igl,jgl) — lam(it.4)dt/2+dfx (il,jl1) + VA(it,1)=dt/2+dfx
(il .j1) + VA(it.2)*dt/2xdfy (il .j1);

MIdtP4 (igl .jgl) = MIdtP4(igl.jgl) + lam(it.4)dt/2«dfx(il.jl1) — VA(it,1)=dt/2+dfx
(il ,j1) — VA(it.2)=dt/2xdfy (il .j1);

% S %

MletC (igl ,jgl) = MletC(igl.jgl) + W(it,1)*dt/2+dfx(il,jl) + W(it ,2)=dt/2«dfy (il ,
il

MIAtC (igl . jgl) = MIAtC(igl.jgl) — W(it,1)*dt/2xdfx (il ,j1) — W(it ,2)=dt/2«dfy (il .
il

else
end % if itemp
end % for jl
end % for il
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559
560
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
571
572
573
574
575
576
577
578
579
580
581
582
583
584
585
586
587
588
589
590
591
592
593
594
595
596
597
598
599
600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619

—

end % for itr
9% Resolucdo do sistema de equacbdes Wb

% P1 %

dirP1 = (MldcP1 + MldtP1+ MndP1) «pl0O;
dirP1 = sparse(dirP1);

esqPl = (MlecPl1 + MletP1 + MnePl);
esqPl = sparse(esqPl);

plest = esqP1\dirP1;

% P2 %

dirP2 = (MldcP2 + MldtP2+ MndP2) «p20;
dirP2 = sparse(dirP2);

esqP2 = (MlecP2 + MletP2 + MneP2) ;
esqP2 = sparse(esqP2);

p2est = esqP2\dirP2;

% P3 %

dirP3 = (MldcP3 + MI1dtP3+ MndP3) «p30;
dirP3 = sparse (dirP3);

esqP3 = (MlecP3 + MletP3 + MneP3) ;
esqP3 = sparse(esqP3);

p3est = esqP3\dirP3;

% P4 %

dirP4 = (MldcP4 + MldtP4+ MndP4) xp40;
dirP4 = sparse(dirP4);

esqP4 = (MlecP4 + MletP4 + MneP4) ;
esqP4 = sparse(esqP4);

p4est = esqP4\dirP4;

% S %

dirC = ((MldcC + MIdtC + MndC)x*cO + b);
dirC = sparse(dirC);
esqC = (MlecC + MletC + MneC) ;
esqC = sparse (esqC);
cest = esqC\dirC;
end % for itemp

9% Impressdo da iteracao atual 9%96%
fprintf('%i_\n’,it);

%W Informacao para grdficos no tempo %%

for no = 1 : length(nos)
otpl(no,jj) = plest(nos(no)); otp2(no,jj) = p2est(nos(no));
otp3(no, jj) = p3est(nos(no)); otp4(no,jj) p4est(nos(no));
otc(no, jj) = cest(nos(no));

end

=3+ L

%% Informacdo para graficos das superficies resultantes %%
if mod(it,10) == 0 || it ==

9 Coleta dos dados a cada 10 iteracées W
DadosP1 = [DadosPl plest]; DadosP2 = [DadosP2 p2est];
DadosP3 = [DadosP3 p3est]; DadosP4 = [DadosP4 p4est];
DadosS = [DadosS cest];

end

%% Atualizacdao das solucoes
plO = plest; p20 = p2est; p30 = p3est; p40 = p4dest; cO = cest;

if mod(it,240) == 0 |l it ==
%% Salvar dados coletados a cada 240 passos do tempo
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620 save ProgCalPotRes Dadosx otx
621 else
622 end

623 end % for nt

Finalmente, no arquivo ProgCalPotRes.mat ficam guardadas as informacdes que sao
usadas na secao 4.3.

Os no6s definidos na linha 337 do cédigo, estao localizados (espacialmente) de acordo ao
grafico 4.5. Por exemplo, o n6 19 localizado nas coordenadas (2.0,1.5) do grafico, tem na

numeracao do Gmsh o valor 3205.
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