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INTRODUCGCAD

Dado um espago de Banach real reflexivo ¥ e um funcio-
nal estritamente convexo em tal espago, quer-se aproximar a solu

gao ue Y para o.problema

J{u) = Inf J(v})
vey

i.e.: deseja-se obter por aproximagio o elemento do espaco que mi
nimize o funcional. Obviamente, outros problemas sao transforma —
dos neste, na medida em que a soluc3o nido seja de obtencao nem
muito dificil, nem muito custosa {em termos de computagio), como

por exemplo:

‘Dado em YV um operador A, e um elemento f nesse espaco

de Banach real reflexivo, achar ue€V tal que

que se transforma na procura do elemento otimo de V, tal que se-

ja minimizado o funcional
' 2
Jey = ALy - £
y

sendo o operador A nao necessariamente linear.

Como o mesmo intuiteo, mas sob diferentes condigoes impas
tas sobre os diversos aspectos do problema, ha outros trabalhos,
No capitule 1 se apresenta uma descrigao basica de processo das
VariagGes Locais ora em dois passos (método 1) , ora em um  passo
(metodo 2), processo que, sob as condigdes apresentadas, visa, re
solver g problema proposto, com a.prcva da convergencia dos méto:

dos e algumas aplicacBes. Em [3] , [4] , [5] , 61 , [7] , [8] .



_ L4
fs] » Oe] » D1s] » [22] , {237 , [28) , outraé aplicagdes. sio es
tudadas com algum detalne, No final deste capitulo uma prircipal
variante & ahordada dentre diversas qua existem, a do "passo oti-

1+

mo", que preserva a caracteristica Tocal do processo. As que nao
conservam esta caracteristica, s3o denominadas de métodos “vizi —

thos" por LORIDAN em [14].

A minimizagao de alguns funciaonais nao convexos faz parte
do 29 capitulo, usando os metodos vistos com mais cuidado no pri-
meiro, Ma obtencgao do elemento otimo de um funcional nao convexo
mas “bem comportade®, & usado um outro funcional estritamente con
vexo auxiliar - uma fungao de penalizagdo. Esta fdeia continua a-
te o fim do capitulo, passando do caso de tais funcionais nao-con
vexos para o problema com vinculos, 1i.e.: achar u€KCV , sendo

K um convexo do espago ¥, tal que

J{u) = Inf J{v)
val

ver [3] e [15].

Fste mesmo problema 2 visto ne terceirvo capitulo, sem a
utilizagao de fungoes de penalizacio, mas COM um pProcesso  que se
presta a aproximacao da solugdo quando esta estiver na fronteira

do convexo em questdo - ver [7].

Como se pode ver desde o capitulo 1, fazendo variar as hi
poteses, sao obtidas diversas situacgdes de convergéncia, ora for-
te, ora fraca, e este aspecto se preserve ate o fim do trabalho
0 uso de fungoes de penalizagdo apropriadas a cade caso & estuda-

do em B@ . [3] e [5] g, em @ﬂ , 29 e E% , sendo al estendido

.-"."



£A4,
ate incluir a aproximacac de distribuicdes nas teses de NISSEN e
DUPUY, ou at? a procura de pontos de sela, como na tese de SCIAR

RINO - MORGAN,

Por outro lado, e tendo em mente novas possibilidades
gue surgem, aspectgs diferentes de metodos derivades do das va-
riagoes locais podem ser mesclacdos para a resclugdo de problemas
do tipo daquele apresentado no inTcio desta terceira parte, como
os de equacgdes integrais Tineares ou n3o-lineares, equacdes a de

rivadas parciais e problemas de otimizacao, como em [5] e [8] .

No capitulo 0 se apresentam rapidamente alguns conceitos

essenciais a que se farda referéncia ao longo do texto.

Mo apendice sao apresentados os dois programas gue forne
ceram os melhores raesultados de acordo com os processos descritos
nos capitulos I e III, nessa ordem. A falta de tempo
impediu que © priﬁeiro se igualasse em precisao aos resultados in
dicados no final do capftule I, embora o segundo, cujos resulta -
dos figuram no final do capitulo III, tenha sido bem mais satisfg

torio.

Em suma, squilo que @ apresentado nao se propde a resol—
ver numericamente {ecw termos de computadores) probliemas quaisquer.
0 propdsito & o de preparar o caminho para trabalho futuro com a
utilizagao destes conceftos, adaptando-os ¢ modificando-os para

obter solugdes significativas em problemas afins.



Capitulo D

Com o intuito de csclarceer a notagao a ser usa~
da naquile que se segue, algumas definigdes e alguns resultados sao

apresentades neste capitulo preliminar,

Dentyre vs espacgous vetorials, 03 gue interessdm
sao agueles construldos sobre o corpo dos reals e, pertanto, esta

denowinagac de real sera apenas subentendida.

Dada uw espaco de Banach cu de Hilberxrt, V, seja
A um operader cujo donfwmio @8 V e cuja imagem esteja om outro es-—
pago W, ele seva dito um operader em V¥V se V = W, Se W =T, o

operador 2 um funcicnal.

Ha
ot
m
o

.1 Defin

Tma sequ@ncia {x 1 em ¥V, um @spago de Banach, &
nTa

dita fracamecnte convergzente (on convergente na topologia fraca de

B

V) se, para todo funcional linear & definido em V se tiver

L. % = L.x ecm m quando n -~ ®
n
. . +# . ar —- . -
Um fuuncional £ de dominlo Y e dito frecampente
v - .
contlnuo se, pava toda sequeucia [x ) yue couverge Lracamenfte para
sunLLIHE a’a

am x o= ¥, se tiver quz L"(};ﬂ) - i R oquuandoe n v @,

U opoerador = A &

o
para gqualquer sequancia {xﬂ] qne convergps fracamente para xo ., A
sequencia {A.x i conversly para A. X Lot
Tl 0
i JA.x -~ a,x 1 =0
" |33 o'

A Rt ates]
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Um operador A sera dito fracamente continuo em

XOEEU se, para toda ssguencia que converge fracamente para X5 {o
L3

que se indicara por x — xo), se Liver a sequancia {A.xn}n conver
n : -

zindo fracamente para A.x .
o

0.2 Definigles:

-

Um subconjunte K de um espage de Banach V e

fracamente fcchado se contiver todos os seus pontos-limlite fracos:

para toda sequencia {x }1 em K fracamente convergente para X, 0
1T
x &KX Num espago de Banach, uma esfera e fracamente fechada sendo

convexa e fechada na topologia da nerma de V, cf. Cotlar, Cigno

1i [10],

""" AT e -

Um subconjunto K doe ¥V & dito fracamante com-
J

pacto se toda sequencia {xn}n em K tiver uma subsequzncia

n
k k
¢ frecameate compacta se todo subconjunto infinito da esfera for

{x 7} que counvirja fracamente para uvm elemento KOEEK' A esfera

fracamente compacta.

=
e

Um eperador A de ¥V en € dito compacto em

HCV se levar subconjuntes limitados de H em subconjuntos limita
dos de W. Se, alem de compacte, for continuo, & dito completamen=—

te centinuo om H.

Um egspago de Banach V & dite reflexivo {ou re-

gular) se coincidir com o espago conjugado de seu conjugado i,e.:

se V for honeomorfo a (V')'. Fm outvas palavras se, para todeo
g

L e(v'y' , houver vVEV tal que

*

<, 2> = <z ,v> Yza V'

1

Dbserva~se que todo espaco de Hilbert & refloxi-

vo sendo aute-adjunto; os espagos Lp, 1<p<e sx20 reflexivos.

-

0.3 Teorema: Uma condicao necessaria e suliclente para que um es—

paco seja reflexivo & que a esfera unitaria seja fra

ver [2 l:l

camente cowmpacta.



O.4 DNefinficoes: Um funcional J defiuido em ¥, uwn espago de I

=}
| £

nach {(que & linear se (i) ¥Fu,vE&€V, J{u + v)
= J{u) + J{v) ;3 ¢ {(il) WegR , J(=u) = «J{u)) & convexo f{estri
tamente convexo) se, para qualgquer «&€B’ dado, com <<l ¢ para
dois distintos elementos de V  wvaler a desiguladade (respecl‘.iv;x --

menta, a desigualdade estrica):
J{au + {1-=) < aJ(u) + {1-«) J{v)

(vespectivamente J{ou + (l=o)y) <al{u)+(1-=} JT{v)).
Se a2 relagae valer apenas pava u,vE HCV, J & convexo em  H. Um
subconjunte K do espagce VYV & convexro st para qualisquer x,v & Kot

contiver também =% + (l-=)y para Yo, 0<=<l .

Indica-se por [J,H]| o seguinte conjunta:

{{r,vYe®r » : J{v) < r} onde J 2 o funcionpnal definidao
em EC ¥, Segue que o funcicnal J sera convexo em H, se¢ e 8o se
o coniunto ]:J,H] for conveso em B w V

ver []_6:[ Luenbergar

. . . n . -
0.5 Uma propriedade de fungoes convexas em MR- e gue & ¢ upa fum

- o ; . | :
cao de R em R (um funcional em W'} convexa no subepnjunto

. n - PR ~ .
convexo ¥ de T se ¢ so s2 para todo =€35 existir uma fungao li-

. N
i
neax ";{{(E) = [niﬁ 1 + b em 3 tal que

G(x)

li

(L P

(iiy  G(E)

iV

SURES para ¥V £ &8
x

: 1 . a .
S¢ G fov da ¢lagse C7 am 5 esta condlgao agqul-

vale &
. n
GCEY - G{x) - [(El - why EE—.(T\')]EO,VX:ﬁ &5
- e



4.

E se G for ds classe 02 em 8 a condigao a-

quivale a

226 i
g;;g;}(E)- ¥ . x> 0  ¥E,x &S

cf. [17] Morrey,

0.6 Lema: Se J & um funcional estritamente convexo, continuo na
topologia (da norma) de uw espago vetorial normade E,

& semi-continyo inferiormente na topologia fraca de E,

]

¥e>0, VUO € E, existe uma vizinhanga V de v, para a qual vale:

¥Tvey, Jv) > J(vo} - £

C
Seja V = {jul(—w, Jv ) - 511 . Sendo J contiuue e convexo o
conjunto J“l(—w, J(Uo) - e] é um fechado e cénvexo em L sendo;
a imagem inversa de um intexrvalo fechado de R, FEntzo & fechado na
topologia fraca de V, contendo todos os seus pontos—limite. Seu

complementar, V ¢ aberto na tepologia fraca de E, contecnm v, e

para todo wvegV,

J) 2 J(v) - e

]

cf. [10] Corler e Cignoli

0.7 Lewas  Se, alem disso, E for um esspago de Banach reflexivo,
dada em E uma sequencia {un}n cam Hulu < ¢, constan
- T - b
te, ¥n, que possul uma subsequencia fracamente convergeate a um

clemento u<€E, e se {J(un)}11 converge para J(u) em IR, a propria

-~



5.
sequencia u, comverge para u em E, na topologia fraca de E,

sendo u  tal que J{u) = Iuf J(v).
vEE

]

el <. ¢ ¥n , sao limitados os conjuntos F_={u
n' - n

k:kznh

. N
Seja Fn o fecho na topelogia fraca. Para todo K, N Fn # ¢ H
: n=1

- . : ! o
e, come o espago E e reflexivo, o con]Junto ﬁunﬂ < C e fracamen-

te compacto, entaoc

N F 40
n=1

n

como ha uma subsequencia {up }k que converge fracamenie para u ,
"k
entao

uE I o= fj ¥ -
n
n=1

Se¢ u & anico em P, u =— u mna topologia fraca..
Supondo, no entanto, que ha am ¥ outro elemento V.
Enitz2c ha ouktra subsequencia {u'l de {u_ } que
o n n°n
converge fFracamente para Vv .
Da semi-continuidade inferior de J na topologia fraca de E, se-

gue gque

J{w) 5.11;& inf J(up) = J(uw).

sendo u  tal que J{u) = Inf J{(v) , tew-se que VvV = u

vEE
0.8 Definicao: Dado um sperador A definido em um espaco de Ba-
naeh V, este e dito diferenciavael em X €V, no

sentido de Fréchet, se, para todo h=V se tiver



A{xo + h} - A(x_o) = (Q\A)x {h) = F(xc).h + w(:—;o—h) s
o

onde F(x_).h & um operador linear em h, e wix _,h) & tal que

P
e (= ,m
. o _
ligg, ———————ou =20

I'h

[al>o |, bof
0 mesmo & feito com relagao a um funcional defini
do nmum espace de Bamach V, que ¢ dito diferenciavel em x &V no

sentide de Frachet se

J(K'o + h} - J(‘xo) = (:ﬁ.])x (h) = ((SJ)X fh) + S,‘(Ko,h)
‘o o
:if—'(ko,h)![
onde (&) (h) 2 um funcional linear em h e lim ———— =0 .
x il |
.0 inf>0  ln]

cf, [12] Gelfand e Fomin
[11] p'smbrosio

[21] Vainberg.,

T i s



CAPTTULD I 7.

1. Hipoteses, descricao do watodo 1

. o n
Sejam: & um aberto limitade do R", e ¥V um espage de Banach
reflexive de fungoes definidas em €, (como LP(QY, 1<p<w, por exem-
plo), e ainda J, um funcional continuo, nao linear estritamente con

yexn, que satisfaz:

(.l.l) Tim J{v) = + o

Jollve

1.1 Teorema: Existe um Unico elemento ue ¥ tal que J{u) = Inf J(v)
veV

~ N
onde VN e qualquer subespago de V. :
D (i) existéncia: como 1lim J{v) = =, para todo ¥ > 0, 3 >0
IRSIRE
tal que ¥veV, com fvll> K = J(v) > M. 0 conjunto
A= {ve Vv : J{(v) <« M} & fechado na topologia da norwa de ¥, & con

N - -

vexa a2, portanto, & fracamente fechado em V¥, contendo todos scus
pountos-limita ffaco.

£ limitado porque se¢ nac o fosse nao valeria gue ¥va A,
J{v) < M e, da semi-continuidade Inferior do funcional J na to-
pologia fraca de V¥, segue a existéncia de um elemento uvwe AC:VN
que minimize ¢ funcional J em A,

Mo entante este alemanto minimiza v fuancional J em todo o

‘IN porgue ?vi.:‘-VN = A Ue\c , tem-sae:
J{u) < J{v) i g vE€ A '
Ju)y < M < J(v) se v& A%
isto &:
Jluy = InF J{w}
ve ¥



{ii} unicidade

suponda que ha 2 clementos uy, e u, em VN tals que
uy # u, e
go= J(u;) = J(a,) = Int J(v)
L - veE v
TN
sendo VN um espago vetorial & J estritamente convexo,
*ou
. ! 2
L S3e W = et
’ 1 +ou
L. 1 2 1 1 . )
J{w) = J{—w=" ) <« — J{u, )} + —— JT{u,} = ] = Inf .J(v) ,
2 2 L 2 2 -
v
N
o que 2 absurdo.
Intao u, =
1 i l,l2
—
]
1.2 Obsexvacgoes
1) Sendo ¥ um espage de Banach (roflexive), a bela unitaria
{e, portanto, todo subc¢onjunte infinito e liwmitade de ¥V 3}
¢ fracamente cowmpackta em V
i.e:
’V{xt} em ¥ infinito e limitade, esta s=quincia admlte
1 n
uma subsaequencia {xn Jk fracamenta convevgente a um «lamen
e

Fo x £ K .
o]

2) Seja a scquincia {VN}N de subespagos de
Vj de dimunsao finita § tal que
{1.2) v, < v, cvV. ¥. e U v, seia deusa
] j+l } i oA
sejam ainda: {el, ,eN} uma base de
arbitrario com
p W
s € - Y N a v, 6
VN iu V:\‘ u _.;1 mlfc,l . my I}
=1
3) Sera adorada a seguiute notagan, para sim
que
{1.3) j = J(u) = Ini J(v)
vEY
i J{u )} = Inf RER'D]
N N v ey
L . 8 .
iy J(LLN) = ITnf  J{v)

S)
vE t
v H

i

&

o n

2
N

plificar o que se



e e

fi-

e

¥ iav

1.3 Proposigaoe: 9.
i) jN + i quando N =+ =
ii) s j. gquando §F > o"
. Bl ’
ii1) ug T ou fracamenlbe quande ¥ 2+
L
. o +
iv) ug + u  fracamente gquando 4 + 0
: (1Y ¥ £ > o, da continuidade do funcional se obtem
§ =8 (u) >0 tal que se WEV e e - U!L < &
== |J(w) - J(u}] < g .
Dado este §, come {J V ¢ densa em ¥V, ha um v € | vy
T
T1 mn
[u - v“v < 8§ ; di.e:
4 ¥ i vev, v, ¥yu > ¥_ com
N, i - o
Jlv) - J{u) < £ ; e, entao,
i < J(x < ] %+ £
Iy S 3Gy <1 + ¢
Q
oo V., © ¥ ¥m > N e i< i < < ] + g ¥mo»r N
Como ¥y ‘m? - o b3y iy ] ’ = 7o
a )
entao: lim j = f
Mmoo m
(i1} De modo sewmelhante se prova que
g . +
iy * i auando g0 .
(1ii) Para mostror gue u, - u fracamente quando M > o veri
. L
ca-se primelrc que jﬁ < K opde ¥ & uma constante que indepeun-
1 - - .
de do Indice W, porque jq + j, © se pode conclulr que
i . . . .
ﬂuﬂlk < C , gutra constante que independe do H, pols se
! - : = -
huva Fowoentae j, = Tl )+ o+ o=
Tem—-se porvtanto, & sequiaeia {L.-.N}N limitcada am
espagao de PBanach reflexive. 11 uma subsaquencla {a }k
Tk
converge fracamente para aleum w &V,
Mesta topologia (0.06) o funcional & semi~contiuuo Lnfe
mente ¢ entao:
Flw) < lim inf J(w ) Liw o g o= 3 = Jle)
kK Tk N+co

fat

T(w)

230w

e W= ol



io.

Mostas condigoes (0.7) a propria sequencia {u } 6 couverge Fra

WON
camentea para u.
De nmode semelhante se prova (iv).

1.4 Observacoes: (i) supondo qua VCLP(R} com l<p<es, seado I um a4~

berto limitado do R" (de modo mais preciso, seja VC:wm5p(Q)
v fochado, com W™'P(R) = {¢: pTverP(a) |« < a}),

(ii) sejam he R® , n = (hl""’hn) com hi > 0 pa
ra i =1,2,...,n e V., um subespago de V de dimensao fini
ta NW(h) . N(h) & o nimero de pontos de u'a malha discreta
Qh < Q. éeja ainda §= P (h), com P dininvinde a zero quande o
faz h {em paragrafos Seguintes torna-se claro o intercsad”

em nao ter P e h indepcndentes).

({11} Como fol wviste, Vf%h) denota o subconjunto
N (k)
de Vh cujos elementos sao da forma ) m, P £, em que
i=1 )

0, & = e a base '

. Z , P=P(h) e {el""’eN(h)} € uma bagse de Y,
Considere-se, a citulo de exewplo o espage LP(Q)zv,

- r n

sendo 0  aberto limitado do Rq, ¢ l<p<w., Dade h & R , cons

troi-se a malha ﬂhczﬂ com N(h}) ponteos, obtidos das interse —

coes das retas ¥, =i 1 =1,...yn e 2& 2, contidas no £ .

fm tornma de cada vErtice p' da malha Q, comstroi-se um pa-

h
ralelepipide Q) :

L
h i Py iy
. = s L e S x, 4w, b —Z 0T,
R; = {xeq: p; 3o S xy < opy Aren
_ 1 :'{G.Q_ih
Usando fungoes caracteristicas: y h(x) v ’
e 0 vt
i
t{h)
obtem-se ¥, = fue Vi u = ‘k L Xph (%)} onde uma base de
i=1 1
Vh ¢ obviamente, {XQb » 1= 1,00, H(WYY e =& R,
i ] :
assim, uma acproximagac de u em \J’,1 seria up = z ufp ) }{ph '
) » 5.
: 1] 1

aproximagao esta que pode, dependends da malha, cstar tao pré

e



xima quanto se guiser (Diﬂ ) [}9]) . M.
{iwv) Sendo Vh um espago de dimensao finita HN(h) , a ter-
7 P
na {Vh, Py Lh}, com phC q(vh, V) e £L€ -é(v, Vh), e di

ta aproximagae "estavel™ de ¥V se o erro da truncamento

. 5
”ph Tyow T 11!5\; + 0 guando lh| + 0,
' N(h)
Mo exeuplo acima r, u = Z u(pi) Xgh & o operador restrigao;
i=1 i

e Pyt Vh - ¥V , o operador prolongamento, sexrd simplesmente a
identidade, Ver [23 91 e [25].

-

Demonstra~se gue
.3 ey vl £ s |lpy, v 0l oo

onde s{h) & a constante de estabilidade ¢ 1lim s{h) = + w ,
{h]>o
ver [Z] Auvbin, e [i] Cherruault.

, c
Em case de ser V = W'l (2) como no que se trata aqui, s{h) =1 o
ir)
- onde C & constante, independendo de h.
1.5 Tecrema: Se lim S$(h) §$(h) = 0 entao
|ni=0
sy o Py B . ; ' E
(i) ig = J(ph uh) = inf J{v)y "+ ] quando [h]=> 0
' v&Vh
(ii) P ug—» ¢ fracameute quando |h] -+ O
Tem—se inf J(p, v, ) > inf J{(v) = ]
5 h "h? = :
g yr () vV
Yo¥ Y
Seja u<eV tal que J(u) = j. S¢ {icar provado que, para tode

- L I .
g » 0, existe h_ em W para o gual

E
LR (R .
¥hoo cowm |h[_ < ]hsl[ = i, < ]+ o,
resultara que lim sup ji(h) <3+ £ ;3 e como
{h|~0
lim inf ji(h) >3, resultard a parte (1), i.e.:
Ih]"’O . I »
lim jg(h) Para tante, ha gue escolher um elewmento

th [0

L
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1 2 n n . .
n=(h"y, h7,..., R )e R tal gue, dado & > 0, seja cbtido
da continuidade do funcional J, wum valer =n > 0 opara o

gqual

. g -

“ph T,ow u|L < n = 1J(ph L2 u) - Ju)| < &

. € iy

ou J{py Tt ou) < § rh . o<k, 2], T3, [14] e [25].

Denoninando de u, o© elementy r,.u € V , pode—ze encontrar

L h
P ? . ' .
uﬂ(hje.vh(h) fque esteja "perro" de u, visto que
M)
R R
i=1 i
. S i . . ; ]
onde ﬁ? = {x€§ + - E— + xi < XJ < xi + %r} g um paralelepi
pido construido em toxno do wvértice x; da malha 9 5 e XM
. ) i
2 a funcao caracterfst#ca de XQ? HEY (ml""’mﬁ{h)) sno g
componentes de uhE Vi o
. Hih)
§(h) £ln) = pilby : = 2, fa-
up & v a uy iz m, p(h) Xﬂh com m, & Z e, fa

1 1
zendo variar n, de medo qua Ihi + 0 e, em comsequéncia, dimi
nuir p(h), os o podem ser aproximados satisfatoriamente pe
los miP(h):
i h
[mif(hj -l s §{(h) em qualquer Qi da malha

Qh . Usando a desigualdade citada anteriormente, onde Figura a

constante de estabilidade §(h) (1.3), tem—se:

£ a
o, Cop = 0f PO < st Il p oy - ol e

ENEICH TR ZOO TR

¢ th(uh “h JHLP T 1Ph(uh oy )l ax =

: 3
N (h) N N (h)

< C. ) [ph(uh - u;(“)) P dx < 2. ¥ Iai - miF(h)]p du €
Q' 0
1 1
wi{h}

<c. PP ¥ dx = GC(vol 2).Tpmy]? .

Tndicando por Kp, constante finita, o produte €. u(R) e, vol
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tando z desigualdade desejada, tem—-se:

]/p '
o (o - ug(“))11v < sn). (KPCeN®r = K. s(). £(B)

-

como, por hipétese, lim S(h) f(h) = 0 e X & constante ,
|h|-+0

3 hOEZRn tal que se |h{| < [hol , entao

i
Tey, ”}f(l) Ppooy I <
= fin . oF (0} 5
Entao  J{p, wup Y o£ Tlpy wy) 4 ly
Plh)y P(h) € . L 2e
e Jp 0 2 Iy uy ) 2 Ty w) L < d

Em face do comentario nmo inicis da demonstracgac, esta prova-~

da a parte (i),

F_ P . £y = j
w€ Yy tal que J(p, uh) =1

P
h

como jh + 3 quando |h1 > 0, tem—se que ji < G, C constante,

{ii) Ha um Gnico u

o que implica na limitacdo de th u em decorrencia de

h HV
(1.1), portanto:

e, w, Iy <K

h "h "v - ,

Sendo {ph uh}h limitada, admite uma subsequincia convergente
fracamente para algum w&V,
Indicande ainda por {ph uh} a subscquéncia em quastac, a semi
~countinuidade inferior do funcionmal J na topologia fraca im

plica em

lim inf J(ph uh) > J(w)
[n]>0

mas lim inf j1 = ] e, entao u = w,

|ni~0

coma a subsequancia {ph u, }, converge para u quande ih - 0

h'h

na tapologia fraca, ¢ nas condigaea do teorema conclui-se que

a prépria sequéncia cogverge fracamente i.e.i P,

w, —— u fra
h h —

cameénte quando |h) + 0 . Ger 0.7).

=
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1.6 ¢bservagao: Seuado o problema principal proposte minimisar o

funcional J sobre o espage V, sabendo gue, sob deberminadasg
P - - - . ~

condigoes, essa solugne e vbtenivel por aproximagoes em sub-

-espagos de Jimensao finita Vh » procede-se praticamente co

moe descrito no que se segue, constituindo-se o metode nague—
5 ] q

1é denomiradn das Variacgoes Logais,

H(h)
"Como U L X h , faz-se
i=1 © i
. B{h}
K(ml, az,...,mﬂ(h}) = I 1 s xnh) » transformando o proble
) i i
ma no de winiamisar a fungao
K : RS+ R 1.2,
. Tat . K(ml""’mN(h)) = vg;gf J{v)
1 27" H{h) W)
0 processo se inicia cow um valovr inicial escolhi-~
do (“§: mg,...,m3(h)) ¢ com outro, também escolhido, p . Usande,

onde nao houver possibilidade de davida, N oo lugar de M(h) ,

eflnem-se

[

] o ] 4] o
V. = K« ..o, o, e e,
i ( 1° O T T TL . I * N)
+ 0 0 a : 0 Q .
vi = K(mi""’mi—l’ mi P ¢i+l""’mN) 1=3,2,...,8,
- o o o 0 o
WV, = K=, ,00.,™, - 0 @ ey ®
i ( i’ i1 | L ’ N)
. P . . ,
Seja <3 ascolhido dentre as primelras coordenadas
(=9 % + 0. &% -9) g do a minimizaw conjunte {V.,¥" N
121 Vo= 3 c modo a minimiZar o njunto 1V,,¥,,9, H
. . o - -
substituido al por ecsse aowo valor, abtem=se de modo aualago
g = - - I}
Vz, v”’VZ e que P e soemudo ou subtyaido nma sepundd componsnte. Se
; 7 . -0 o o Q . .
telhantemente, scia 5, 0 ronto de {«., Ty try e, - £} para o qual
PR . . ot -1 . P . . Q0
se obtem o wminimo do conjunto {?2, J?, \21» subsrituindo ) por
iy e, , o o o
4? , o valor inicial, anteriormente (“1, “?,...,“N} passa a sev
(r_CP {::‘P o;{'] R rxo)
]_ L] 2 5 33’ b N »

- +
com o qual se repete o processe para a obtengae do VB, VB e
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- - P . . ) -
W , & tambem o« ; sucassivamente usando eskte raciocinio ate a

2 K
- 2
obtengao de “é , cthega-se a um nove vetor
¢ ¢
NS NS

que passa a ser o valor inicial e com o qual o processc todo &

repetido ate se chegar a um vetor estacionario, i.e.: ate se ob-

]

ter um vetor

¢ F ?
(F1s Fpaee ™y

+
v, < ¥
. 1= Y1 4 ?
cl-anj‘ Dhreefwly cxe] s, e =
V. < ¥ F
1 -1
.i.
¥V, < ¥ ) .
2 = "2 ¢ @ I i k4 P £ ..
: K(® 30 0003 & ) < K{e,, = R T TR T —
7, <V 2 W 1 2 3 N
+
v, < ¥ _
M- N r g ¥ 14 5
MR I A IR (R I M D
L?N 2 Vy

0 processo leva de fato, a um ponte estaciomnario,
dzpois de um mﬁmero finite de variagdes, o que se justifica pelq
szguinte
1,7 Lema: Fixados W e ¢, apos um numerc finito de variagoes o me

todo descrito (método 1) conduz a existencia de um ve

¢ _p

10 2,...,m§) que verifique 1.4,

tor (w

. 9 .
Sojam os pontos v, noe subconjunto V? do subespago

b [}

. . ~ ; ¢ L

V.. . .cujas. compenentas 530 “{ IR T
| ,

2= - de {e., o -} % uma base de YV, sendo o
\.:\3 = L 1 C‘.i anae L.l, Lz,.-.,LN [EEER SR H Y ase e N SN QF

. i=1
=, agqueles gue apareccem na descrigao do metodo 1.

i g

: g
Lazdo que Iim J(w) = + « , Lem—se que HVNlif C sendo C uma cons
v b oo

. ~ . ¥ .
rankte que indopende de N, Entaas V1=l,...,N1¢i| <K e, ac fim de

o maximo M.R variagoes, o processs para, cade R 2 o maior dntei-
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rg contido em (K+l)fe .

1.8 Observacao: Uma vez gtingida a estacionaridade, o processoc to

do se vepete com /2 no lugar de p , procedimen

to este cuja convcrggncia sera vista 1o que se segue,

2., Unm teorema de convergencia

Denota-se o ponte obtide pelo metode 1 e verifican

P F
% ¥ P y . P *
do {(1.4), por ug = (ﬂl sia ey dN) . Selam ainda iy = J(-uN Y e, su

- Eind a - - . - Es o -
pondo a existencia de derivadas parciais ceontinuas da fungao

K = K(= Ca

1 N°

N
N) J(izl miei).onde {al"f"eN} & uma base de ¥

Esta imposigaoc nac e restritiva em termos praticos, ver §6, [}] a

-

Dﬂ . Demounsbra~se entao:

s LK .
2.1 Teorema: (i) Iy - Iy quando § = ot , ©
. %9 5
(il) Uy T oy fortemente quando § + 0
A I

]

a prova independe de ¥W. Cowm o intuite de simplifica-la, sera
feita com N = 2, Counsidera-se o problema de minimizar K(ml,az):
Int K("?l.,ﬂfg)
172
3 S))

0 metodo 1, j2 descrite, fovnece Wik ponto (¢i,w?

que satisfaz (1.4)

: F B o _ oF o
(2.1) 0 < K(«l + p’ xz) ¥{ 1,m2) = P Kl('l + Olp, ~2) N
. . = 3K
com 0 <81 = Ol(p) <1 e Kl = aml

ot . - ¥
Entao Kl(ﬁl + Oly . m2) >0 (2.2) 4
a desigualdade 2.1 conrinua valeonds se + £ for substituido por

' . t 1
-8 (P> 0 sempre) e O, for substituido per @ Glff) com

i 1



17.

0 < O1 < 1 , donds

¥ - a S R 9
(2'3) K ( CJ » 2) - 'a(!: ('11 r\_-)] 3 ""2) 5 0

11 1

0 mesmo raciocinio @ seguido com relacao a 2Q variivel, pay-
tinde de
{2.4)
0« K(f\rg a:y + By = 'I’(rx'\“‘3 c:-‘n = (ryLJ 7 + 0.0
_ ] 3 2 3 " 1 K} 2) B 2 'l E u‘;?. Zu)

£

. H i }
donde (Z.5) KZ(O:!]‘ s U T O,E) 20

P

2

0 < 39, = Bz(f) < 1
£

2

2
£ -
= o " - <
5 ( 1 e 32_9) <0
I t
G <0, = 0,08) <1
2 \Z‘J)
com refevinclas av witodo 1 deserivs, escolhido um o {iniecial, ¢
Yo
. i s . , o~ -PO +
val a zero poy sucessivas divisoes por 2,p = -— e £ = 0 con
<! 5T n
: 2
n -+ + = o logo
o .
,?U 1 - 7
ﬂN = V\J para tode k > n e, entan J(uN } @ deuregonnkbe e,

. - -
portanto, com o raclocinio do lema 1.7, Len-se

Ly

N T
{2.6) HUN . £ ¢ sendo C una constante que iodepende de ¢, resul
ta gqua
5 .
bee? <
2.7y b=l 2ey
-;J
<
[=3] < Cy

dasigualdades em que as coastanbes C eC? independen de P,

1

-~ ' - P . ? I .
Nas 2 sequenclas nuwmericas ligitadas {ﬁl] ,{m;} podail sor axtrai -
- Lo D g ?
das sub Sequenctas converganbaes, indieadas ainda par {ul} e {“2},
que Eeadon respactivamuntc o Q] o ﬁﬂ H
. £
P o
R ]

: - } . +
com 2 (ou, comwd no wetaede L, F o) o+ 0 .

A
HC L
\
¥
-
T :
Snmamin, e it

Faz~-se uso da contiuunidade das devivadas pevcials da  fungio &

para obtev:



' § P
(2.8) Jxlcal 0P, =) v K (B LE))
K, («f = 0. p, «fy » x (8,,8,)
1Y% 1 £ %2 1471752

H

8 1.

quando P -+ Uf

Usando as desigualdades (2.2), (2.3) e (2,5) cbtem~sc

(2.9)  [K (B],8,) = 52 (B,,8,) = 0
.
LS ;

) ) .. .. -
Como J, o funecienal, admite um unico ponte eritico, um umianimo,

(31,82) =ug o alemanto de VN tal gque J(uN} = Inf J(v)
veVN

£ .
, “g) converge para (81,82) i.e.:

Entao a propria sequincia CH

e 33
i + . -
Uy Uy quando p + 0 e, sendo J funcional continuo,
b .
%7 cw . +
J(uN ) = Iy T iy J(UN) quancdse § + O

]

2. Wetodo 2 ; teorema de convergancia

0 Metodo anterior d3 a aproximagao do problema
(3.1) Inf J(v) am 2 passos,
vaV
Hum 19 estagic, o problema proposate, (3.1}, s subs
tituide por

(3.2) 1Tuf J{v) = J(uN)

VGVN

a - . -
e, numa 2= etapa, 0 meltodo 1 forunece vma aproximagac de nNEEVN
L resolugao de (3.1) pode ser groposSta dirctamente onde em vez de
+

(i) fixar W, e fazer g~ 0 para esss N ;
(1i) escolhe~se p=pd), o que se canstitul ne metodo 2.
Supﬁu"se que @ fuuncional J verifica an hipﬁteses a

presantadas no pavagralo 1 , 1.c.!

i
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(0) J @ um funcionmal nao~linear, continuo, estritamente convexo
tal que lim J(v) = + ® ; e que verifica, além destas, as
o vl
seguinbtes
(i) J tem derivada de Frochet F{x) = {grad J)(x)
L)
conde F: V¥ + V¥ L
V e o dual de ¥V
x b F{x)
tem-se entac J{x + u) = J(x) = F().u + w(x,u) com w satisfazendo:
' o ) -

(3.3 jwilx,ud} < k). Hullv desigualdade em que = > 1L, e k(x) @
fungao que independe de © e que leva sequénecias limitadas em
conjuntos limitados: DHJ Vainberg,

(ii) Se v, tende fracamente a ¥V no espago V, e se u, tende (forte
mente) a u, tambem em V, euntio F(vn). u_ + Flv).u em T quan
do n + e« ;

L3 (0 ) )

(iii} para calcular Uy pelo metodo 1, e usado cono valor ini-
cial, o *P(N~1)

Ugoq .
Tem—$e entdo o
3.1 Teorema: Se «=(¥) = supf Hei!lv , 1 = 1,2,..,,8}, se J verifica
as propriedades [(0), (i),(ii) e (iii)] e, ainda,
. o] oo - -
(3.4) 1lim N.E?(N)] ] Eﬂ(Ni] = 0, eutav ¢ metodo 2 coanverge.
R
De maneira mais precisa, e com a notagao ugsual, tem
. L BN . -
~se 1) 1im  u# # U na topologia fraca de V ; e

Nerro

2) Se J & fracamente continue, entae

5 PN
lim ] = j
o
3.2 Ohscrvaqgo:
- N . POHD
De acordo rom a hipotese (iii) a sequoncia {jN ¥

N

2 decrescente, @ minorada inferlormente @, portanto, admite um limi
te & .
L P(0) | |
lim J(UV ) = L. Com a semicontinuidade infarior de J am u

N-rua
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PN
na topologia fraca de V, decorre gque, como 1lim w = u na te-
Mo bl

pologia fraca de ¥V,

* \9 ( u )

o= lim 3. - > i o= J{u)
N -
o

. e - ~ P
que ¢ o unlco resultade obtenivel se wnao for suposta a continuida

de fraca de J. No entanto, se J

4 PO

lim u u (ua topol. fraca)

Now

afirmagao 2) vem a ser docorrenc

=

for fracamenive coutinue, entao

% PO

J{ uy

lim
W

ia direta da 1).

]

Novamente se usa um raciocinio {4 utilizede, con-

- LR @
cluindo da limitagao de (u**(d))= .*‘(N) s que
- N Iy

L £QN) .

(3.5) HUN ”v < C , onde € @ uma constante que independe de ¥,
s - - :'\"F(N)
Pode ser extralda, da sequcncia {uN' h uma sub se
quencia, indicada por L £
fu
{ }N

que converge fracamente para um elemcnto vEV, reflexivo.

Como feol visto cm §2, tem-se:
5 £() 5 800
(3.6) 0 < J(u +.Pei) ~ J(u Y , e
:‘:P(N) ?\P(N)
0 < J{u - Pei) = J{u )
para qualquer 1, i = 1,2,...,H,
onde {el,ez,...,eN} & uma base de Vy e de onde so abtem:
L FOND ARy & PO
0 < J(u +oR Ei) = I } =8 ¥F(u .o I
' AH!
(3.7) 54
+ W(‘“I'I , _{-’&i}
; Lp (M)
L P(N) oy, % b :
0 < Ju - pe) PRSI S LA
+ win s T P ei)
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L 00 L o)
~w (a s P ei) < p Flu 3. e
sEpuet
LFD) REQD
{7 , mpay) € - PT(u ). oo,
W Y e W e
N = s Eo2, Rt T y, — P,
e (3.8) . i’ < T(n ) e, < - s i :
4 §
conmo fwix,u)! < k{x) Hu|%j com « > 1, entao
g0
£ 20D 5t o
1 {u Y. ei| < k (u ): Hf'ei I L
1.9) 9]
& (¥) o o . et
=™ 91" ey |
L 2GD .
e s Hu }*5 C e, dadas 55 hipoteses sobre o funcional J e pox

t:nto schre k, coneluli-se que

L2

klu ) < G com C e £, constantecs que indepcaden de N, Como

]. x

i

c’rN) = 3up {ei” y i

1,2,...,8} , da desigualdade (3.9) decox

1 —_

& FCD

.

{=.10) TF(u s < C] 9“_1 [}%N)]m . para 1 = 1,2,...

F

N o . *
tznte que indopende deo 1ndice 1, e

b
iim Ev - :z El e, iu =0 3} chesza-so a
e 1=1
' BN 'i-'l(:.:) . s lJ(N) 3 ‘\1[ — }-{ —
(2,110 {F(u how =1 Flu 3. € C.e. 4 v - ) C w_.)|
: Jho T T L o711
7=1 L=l

o qua pade ser wajeorads, usando 4 linearidade do ¥, por

Do LB ' L PO N
; iC-1.|F(u Y.oa, I+!£(u Y.o{w — E U.u.)1 <
v + ! T ) 1
1=1 1=
w1 u R BN no
$N.C Ty e y]™ + ¥ G 521 I

Fazenda uso da afirmagaec: ¥veV¥ , 1{Ci}. tal que lCii < G , cons
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tendo side utilizada a desigualdade (3.10) e a wmajovagao por C,

das primeiras N coordenadas de v.

X LD
Como a subseguencia u convoerge fracamente pa-—
3 :
ra s €V , e v - E C. e, tende {fortemente) para o elemento nu-~
i=1 7
lo do espago V,
% £C) N
. e - 1 |
lim |F{(u Y. v - §¥ C,e)| = jF(s). 0l,
: i1
et 1=1

Voltando a desigualdade (3.11) e passando ao limite com ¥ + o

gbtem—sae:

& P00 _ w=1 «
lin [P (u yov i< € .Cy lim M. P [«()]"  +
o ) o N-veo

Ie) N
+ 1lin lF(uh Y. v = E G.e.)] -
. L 1 B
N—)OD 1=

como Lim N[?(N)]mvl E:UC(N):IUC = 0 , conclui-se que

Mewoa
& LD
(3.12) 1im 1F(u J. v l = 0 0o que vale para todo clemento
Moo
¥ ¥ ( N )
v€ ¥. Por outro lado 1im F(u Y. v = F(s), v =0 , ¥vE ¥,
' o
Fntao ¥F(s) 0 i.a.: F{s) & a fungaoc nula de V' , donde se con-

¢lui que s @ ponte eritico de J, que tem um Gnico ponto criti
¢o u, oude atinge seu minimo. Logo, s = u,

Pode ser copcluido gue a propria sequincia

L P00 )
{UN }N . @ nao s0 a subscygucncia, converge fracamente para o,
demonstrando 1). Da abservacgzo 3.2 vo-se que a continuldade fra-

, . mf(N) P
ca de J leva a conclulr gue . B - y tersiivnanda a
: Lim Iy = 3
N-roy -

prova.

-]
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emay 2.1 e 3.1 coneinuam valendo se Ao
¥ se assoceia um espaga V. de dimensao

h

Finita N{h} e uma p,&.@(VH,V) tais que U Py h seja dansa enm V.
bt
h
(i} No caso do teerema 2.1 C-se levado 4 consideragao de
fungoes de N(h) ariawais definidas por
k(m )‘_.’mh 3 I¢ v ) o ooue v, & VY 2 teamn
1 Hihy Py : h h
h h o~ .
ml""’m“(k) Coma suss coapoeneutes ;o oa deuenstrages scegue fdentd
L i N JE—

Ca.

{ v

i

tevrema 3.1

continua valido, desde que o fuuncicmnal J

verifigue as hipbieses assinoladas (as de §1 & (i},{ii),(iii}) e
=e ) T -0“1 o -
lim 8(h) [e(n)] [s(my] =0
|h[>o
4, - Vf‘ gntes dos métodos aplicagoes
Uz variagoes que podsm ser intreduzidas no metodo

1. Em pariicular, os

tecoraemas

de ceoavergencia continuam valendo se

aplicaedoes a4 wariantes ceomo a gue €& segue:
: e Q Q o .
Dade o pante inieial (ﬂl, Nz,...,mN) , ajunta-se
a L=
. - s L3
+ P a 1= compoancntae, obtem—-se ml , @ hovamenitc B¢ Adresocenta
- a - . . .
Tpoa 1= cenpanankte, ate ser obtida a estacienarvidade. Fn scguida
- a R L= _ ,
passa-se a 2% coordenada, e asaim sucessivamente nte a cowmpletba es
' E
tacitonaridade indlcads cm (1.8), Tomando & o= yra no tugar de 2
@ pronessn noda s2ar cooiinuado, ou o5 dois podaw 3oU R
sando-se 0 metodn 1 com unm deferniaado valor de Poe oA viarlante a
1
pregsentada pava o P seguliite.,
Com vrelagro ae wetode 2, usa-se N, a dimensao dos
ey
T [ - P L T N faa - B | ¢
subespanos LY malor posslvel’” de modo que =meda coleulade Uy
L
H + ” - PR d -1 Y .
com essd malur dimensao poaslvel. Avdunglde val lTimite, fas-se i
tander & zero evmegande de § {H).
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12 yuc manter em consideracac o Tato de que nestes
métodos, o computador & de primordial importancia, sendo o "W omal
ov possivel” aquele alem do qual faltoria memdria, ou Areca de tra
balhe a maquina. Alem disso, como o tewpo utilizado para cidleculos
com grandes valores de N seria multo extense, pode ser util en-—
carar a possibilidade de se fazer o wmetodo 1 por blocos i1.e.: se
N = k.p , faz-se a variagzo de + 0 a n blocos de p componentes
cada, cf. [ﬁ] Checruault .

4.1 Aplicagoes 1 resolugds da equagas Au = f com H un espago de
. . - , . -1
Hilbert, AE»&(H,H), f.e.t A e um operador linear ecm H; A
2 continue ; toma—se, uma vez apresentade o problema
f4.1) Au = £ ,

(4.2) 3¢ = lav - 8|l .

Tode ser verificado gue Sc esta nas condigoes do primeiro paragra

fo, viste que:
i) o Funcional J & continuo, scndo-o o operador e a apli-

cagao que a um qualquer elemento v do eapago
. 2
H, asspcira HAV - EEIH em I 3

(11) J & estritamente convexo ; e

(i11) 1lim J{v) = + o
[v ||+

Entao o problema csta nas condigoes do paragrafo 2. Entretanto .,
vale tambem o teorema de caﬂve;ggucia do pavasrafe 3, o teorema
3.1. A verificagao destas aflrmagoes csta no que &c segue!
(ii) J & estritamente convcxa.
Sejam u,vG.ﬁ-= B o ¥ e A veais positivos tals que
U+ X =1, Quer-se provar que J{uv + du) < uJ(v) + AJ(u).
De fato:

J(iv + Au) = <A{tv Fiu)y-£ A(“v_+ la)-~f> =

= <udv + Mu - (U + A)F, pAv + Xau - (i + AYE> =



i

<pulAv - £) + A{Au - E), p(Av -~ £) + A{Au - £)> =

1

2 2 2
T HAV - f”lI + X

Au - fﬂg + 2pX <Au - £, Av - £> <

2

p? Jav - g%+ 2% faw - g)? ¢ 2adae - £] LlAv - |

IS

indicando por p a norua ||[Av - £l

:H e g9 a norwma {Au - fHH o

que so deseja verificar & que
z2 2 . .
AT g7+ on pz + 2Ap a. p < lq? - upz ecquivalente a:

2 !
po(un - 112}- v q4(x - ?\?) = X pgq > 0

come A+ W = 1 , entao

- ou o= u{l - ou) = g a A - A" = A e a desipguzldade
acima equivale a '

uk(p2'+ q2 -2p q) > 0 (#)
A > 0 e (p—q)z > 0 , valendo a igualda&e 50 se p=q . Se esta
igualdade valer, vale, no lugarx dé desigualdade

<av - £, Aw - 0> < [lav ~ £] L Jlaa - ], 4 igualdede.
Mas se isto acontecer, entao:

HAV - f” = ”Au —.fH e Av - £ ] bu - £ sao tais que

ﬂ r > 0 com Av - £ = r(Au - §£)

> v - £l = r. Jau - g
e 1 =1 == Au = Av, Da existéneia de A_l decorre a blunivo-—
cidade do operador &, donde u = v , sc nao valer a

desigualdade estrita em (%)) e a estriva convexida

de dg funcional J.
|2

<Ahv - £, Avw — f> >

(iii) J{v) = Jav - 1] 4

>ou. ol e e

2 <hv,f> >

> vl ® s fell? - 2fav] L e

I °

I 2 1l
v © o s (i._f_ll) -z fa. e LRy

lIv] S R
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desigualdade em que se fcz uso do fato de que se o operador A &

inversivel (e &) entao 3 « real positive tal que j&.v} > = ”VH

(ilB] Halmos); M = < e se usou tambem a desigualdade
<av, £> < avih. Jf]
- <av, £ > - fav] ]

mas im 12 Eiﬂ ﬁiﬂ =
e e { R w”)J

v+

= ko S lim J(v) =
vl

Y P

Quanto as hipoteses do §3,
(i) 7 admite derivada de Fréchet: P(x). u = 2 <ix-f, Au>, por
que

J{z+u) =~ J{x) = <Ax + Aug - £, Ax + Au - > -

- <Ax - £, Ax -~ > =

fax - £)% - fax - fH2 ¥ 2 <Ax - £, Au> + HAuH2

1

2 <Ax - f, Au> + ”Au”2

]

¢ade 2 <Awxw - £, Au> & linear em u e
! 2
L 7Y LI T
uf >0 [ul Hull+o

cf E]_ 3:[ Halmos
Dﬂ] Cotiar ;

- |2
(ii) temrse w(x,u) = Jau]” < A! HuH
{e(x) = Hﬁ“z constante gondo satisfeiba a
cnde -
w =21 condigao (3.3)

(iii} a condigao b do §3 tambem & verificada porque se

®x —= x frucamente em H, dadas as Jefinicoes de A ¢
n _ .
u —3> u (fortemente)! do diferenecial da Frichet de I
n

tem—so:



= < Ax_ Au > - < £, A u_ >
n 1 n

como o operador A & continus Aun converge pava Au, em 0 e, por-
tanto <f, A un> + <f, Au> em R , gquando m*= , Raesta entao MO s
trar que 4Axn, Aun> + <hAxAu® em T, quando noew

e fato:

< > = <A > o LA A -y
Axn, Aun A{n, Au X (un ul

e a aplicagﬁo de I em R que a cvada v& U assccia o veal <x,A”{Au)>

ga

& funcional linear continuo ==» <Axn, An> = <x . A Au> - que

n
4 - . _ e
tende a <%, A Au> = <Ax , Au> aem R, dada a convergénecia fraca
da X A X em H. Por outro lado,
[ CIAxn, Alu_ = u) > < H fa] .ﬂun - u|, que tende & zero

n
em R sendn Hx H < M para M independente do Iandice n, por causa
I -
da convergencia fraca de x, em M, i.e.s
I .

X = x (fraca) .. ¥LEU' , tem-se: an -+ fx

em R = [lx | < M. Entao:

.2 Lema: O método 2 se aplica a resolugao de Au = f com o uso

. . . -1 -
<o funcional proposto, séndo AE:@(H,H), A continun, H um espa
co de Hilbhert.

£.3 Besolugno de Au = £ sendo A um operador nzo-linear em

H,H aspago de Hilllert., Dade o probloma de resolver
(4.3) Au = £,
. . . 2
dafina~se (&.4) J{v) = an - fHH ; seunde A, o operader em H

suposto tal que J seja estritamente convexo e tal que:

(4.5) 1lim |Avfj® = + = , entae

v f e

4.4 Lema: o metodoe 1, aplicado ao preblema citado, "comvarge: as

-

hipoteses sdo Facilmente verificadas..



3]

Se, alem disto, se supuser que
(i) A & fracamente contlinuo e, em
& Ay + u) = Av + FT(V). u -+ w(v,u)([}l})
2 .
se tenha w(v,u){(4.6) [|[w (v,u) |} = ¢ |ul]l {embora o ewxpoente 2
pudesse ser substituido por « gom = > 1), entao:
4.5 Lema: Ao problema (4.4) pode ser aplicade o métods 2.
Basta verificar que estao satisfeitas as hipoteses de §3: (i) J
admite diferencial de Frachet.
. | - 2 | 4 i~ 2
J(v + u) - J(v) = [A(v + u) - F 12 -~ llav - £] =

= (por) = ”A\f + Flv), u + wiv,u) - fﬂz - §|Av - f1|2 =

= av - 6%« Jrewul® s Jute,w]?

(5.7} + 2 <Ay - £, F(v).u> + 2 <iav ~ £ , wilv,u)>» +
b2 <P(v).u , w(v,n> = |av - £l|?
\ 2 2
se  f(v,u) = [Flvy.u]” + o (v, )] +
¥ 2 <b4v ~ f, wi{v,u)> *+ 2 <F(v).u, wi{v,u)>
entaol

o ] < JEel? . ful? ¢ Jucew]® o+

IR VO I ETOIE

{4.8) v 2 ey, o] L juv,w)
: N :.rﬂ. ¢ A
e cowl s Wi frml? « el -

cre -ty 2 ol )

I8¢, ) |l

ful+o  Ilud

=% (grad J)(v)., u = G{(vy), u = 2 <Av - £, F(v). u >

onde F{v). u = a&{v + u) - A{v) - wiv,u)



(ii) Com a continuidade fraca do opevador A ¢ a continui
dade de T (forte), tem-se que quando

v ~— v fracamente enteo G(v ). u =
n n n

u -> u (fortenmente)
= 2 <Av_ - f, ¥ . > = 2 <Av - £, F Lud
Afn_ f, 1(Vn) v * 2 <Ay £, F(v).u

i.e.: G . > G{v) . u.
(v Do u > G

rij
-

nalwente: Jde (4.8) se tem que

- e 2 2 02 i
1o, ol < luf® , + ¢ Jul? » % s
&P (M)
fazendo v = Uy e tomando R > 2 ,
2 z
prova-se que Hﬂ(v,u)ﬁ = K. EUHR. De fato, das condigocs impos
tas, se obtem que .F e forgemente continue 2 compacto o portan
A o .
to, {F(uH )}N e limitadg ; bem cemo o @
AP (R _ 50 () -
{”AuN ”}N , senac {jN }N nao seria

limitado.

Segue, de (4.8), que [8(v,w)} & limitado por uma expressao

. T : . .
C0 ﬂuﬂ com ¥ » 2 @ vale a desigualdade proposta.

5 - Uma variacdo do wotodo de variages Iocais

(com o intnito de acalay o pracesse nuaucrica do couwver-

gencial,

Mo Llumar do costurmeiys e flze passo  p, procura~
-se um pagso otimo ew cada una daz divegoes de varlagoes escolhi
das.

onn o intulto & realmente o de geceiorar o aprox
C talt ) te o de Yar Bro

magao de u€ V tal gue
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onde se estz nas condigoes de desejadas. O processe & estudado

no intuito de

melhorar

v
=
Ji BY®R,

a

obteng50 do Infimo de

(Kl,...,

40 ponto o
[l

partindo de um U,
J assume um determinade valor, passando—se
(I'\JEZ
. N . . -
(i) vER’, ctm wvetor em cuja diregac se faz
dsz passo p, v = (V1’°°"VN) |
(ii) pE& R, um escalar, de modo a ohter
I o+ < J(u
(u, + £ V) (u,)
o pode ser escolbido ¢e modoe gue
da J(uo + o v}

usando o desenvolvimente de Taylovr em torno de ponto v

X ¢ Tl e
p2 L'l) q

+ p Vv oem

a variacago

. -
se tenha o menor valor possivel

também, a2 qual se impoe

adicionals

tarnios de 729 ordem, obten-se:
N aJ(uO)
(5.1) J(v_ + pv) =Jd(a) +p T v, w— +
o o Lo ] 9x,
i=1 ]
2 = 3 33 (u)
+ 5T v,V 5 °
I LV
2. 151 =1 L] Bxi Xj
ovteado J{u  + p v} como fungas de p
a condig¢ao de que
ad
L R
In
) 3J¢a )
cht do: (5 ?) E—'- (n + V) = E W ———— @ +
htendo: L2 5e (¢ i .4 Pl
"y Y DZJ(uO)
o0 ) E Vivy mowT = 0
i=l j=1 TR
N
T L.
1oy an, )
i=1 il
ou  p o= = :
% i . m_gilﬁ(u )
L Vi da, 5x
1=1 3= - 1
N7o tendo sido feiltas muitas hipdteses
sebre ¢ funeional T , em tais condicoes o valor do p obrido
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pade tambow corvesponder a uma maxima variagdo de J  eom relagao
a .

Escothends o vecor indicador de divegao v  suces
sivamente como cada um dos vetores unitarios dos elxos coordena~
dos éi, i o= 1,2,...,8 , obtem-se como o passa otimo g gue da

o moior decréscimo do funaignal J, de (5.2):

BJ{u )
(5.3 p = - ot ., ©0 passo orimeo na direc¢ao e
2 k
273 Cu 3
-5
3, .
13

2]

este valor de p © que se usa na variagaoe do
método direto de variagoes locais, na dirdégao de CH
Em geral, o funclional utilizado para aproximar =z

solugas u e dua forma

[ e

—
il

N 1t
)

[ELN )

. ver Eﬂ .

Paortanto, para um funcional assim, tem—-se

o
2
‘4

|

= coustante, k = 1,2,,..,0 e, neste caso a fdovmula

e
b
=

(5.3} vale e o usy de p  Otimo apressa consideravelmente 0 mé-
tedo de variagSQS loceice. Valewm comp exewplos oF casos spresant
dog cm §6, asnzlisados om ES:[ .

O desecpvolvinento am sarie, porém, pode nac Ler—

winar nos membros de 29 ordew, tuendo-se, em tal sieuagao:

2 2
. 1 Y Q .
(5.4) JCu_ *fpe ) = J(u_ )} + ¢ g{z—{ho) o -M._I.}.'_(I'{Q)
a k o LT 2 pa
Ik Exk
r D2 Jiu ) oo
G 8“5



2.

3

£ evidente que nestas condigoes a determinacac do

passe 0 otimo e bem mals di€

vantagem que advem de sc usar

. T

Lol

Q

1

P

; podendo ser anulada toda a

- - s —
ahtino no ﬂliZtDC‘l() da Varidacoes

locais se for necesshrio obter o winiwe do polindmio cm p:
. 2 2
o 3J9(u) 323 (u ) o3 93Kk (u )
om0 + T3 e T L e
ox 2 2 o
L A D=,
k t

Mas ainda neste gauo & possivel inktroduzir uma wva

riagao do método para que acelerado, seja

praticos do uso do computador:

"eficiente" em termos

e vez de se caleular, em cada passagen, o fun-—
eional J{u_, oe) pela formula que & geralmente dada por
’ |
\ 2
5
i=1
que & "custosa” em termos de eoxipglr muitos cileulos e, porcan
to, kempo, recalculam-se os Lermcs que uao foram afetados pela
mudanga de u o para u o ¥ pep isto &, na forwula (5.%4) do desuvel-
vimento de Taylor interrompido no terme de ordem m Lal que
m
2 J(u
__ﬁ( 0) = § , constante - obtende o valor de J(uo + gek)
IX, :
k . 3.3 (u
a partir dos valores de J(u_}, LEA o) R
o} dx
le
ul
37 JCu . . - - ..
ey ( ) . 0 Lato de ewvitar a sowatoria no salculeo alivia o
m
X
I
tempe do preccsseo, mas este caso e particular porque, se por um
lado as derivadas paveinls podem ser de cilecule bastante diflcil,
poar outro lado o desenvolvimenito (5.4) pode ter infinites termos,

Nestes cascs, conde se ewige o
todo perde a ecaracteristica de

ficidncia pratica.

Num excuplo gue

cacule

um

-
e

considera ne paragrato 6, s

de deviwvadas pareciasis, o me

método digsto, mag ganha em e-



L)
)

tzria o ¢ otimo en cada dirvegao dado aqui:

quer-se u tal u{x} + J -t dE o= F(x) , ¢, para isso,

(=¥
n
[n
o
g
1l
Hn
-
Fh
i
M
|
o
i

1+

e o p otimo una "diragzo ek" !
3.
%ﬂ(uo) _ _
dxy )
o = - =
¢ J(u )
2
dx,
i
N-1 l
= = {uo(hk) + 3 uo(h-).lng 1. o+ - T{hk))
J =N+l J l
2
AN |
oade —— (u ) = 2h » 0O .
o
9%
Heste cago, ¢ elamento da base N & a fung'ﬁo ca-
rrcetaeristica do intervalo 1 .. 1 h
(- 5 n, (k+-?—)h I com
= - 4
ko= — M+1, - N4Z2,,,.,8-2, ¥-1 sendo o conjunte deo furLgSes carac-

sobre tals intervalos & base do espage de dimeusao

[
fut
~
e
in
s
H-
(o]
4]

o . —~ . 2 o
2%-1 vcom o fgual se aproxivna o propriec LO{(-1,1)). cof [_j_]
Canrruault. e [47 .

Fi -lﬂ] 220 Asvesentados gubros processes de modo

-

3 HNE s gassuram a caracteristica

s acelerar o witodo, embova alg

loeal,



6 - Resultados Numtricos

6.1 Resolugao da cquagao integral singular

1
ulx) * v.p. J %__-—?- dt = £(x) , com f(:—LQ(“l,l)
-1

~ -~ 2 : .
¢ a fungae u, entao, tambem em L7 (-1,1). befine-se

1 1
I(w = J[ la(x) + v.p.J O ar - £0}? ax

-1 -1
e, nsande um h >0 Z2-se levado a disecretizacdio do problema, apro
ximando J{v} por Jh(vh) com Vhe'vh de dimensag finita A(h) e

J dado por:

h 2
=1 N=1 1
J Gv) = h ToSvy o+ oL vy log|l s emmpe e £(1RD
: i=-N+1 jeE-N+lL j-i- A
sendo os vi’s as componentes de vh no espacgo Vh {com ¥ = W{h)

-+ - . — o~
nes simbolos de somatoria}, componentes que dao o valor da fungae

1
Z

escada em cada intervalo [(j—l&)h, {(i+ Th. Para resultados

numéricos e estimativa de grro wver Cherrvaulg [ﬁ], Loridan[l{]c
[3].

Embora este problema presosto teunha sido aborvda-

s = . o~
do com o auxilins de companheires do departamento de computagao,
0 aparecimento de problemas na execugdo e a exipguidade de tanpo
impediram a obtengao de resultades tao sipgnificatives quanto os
de {hervruvault, Leoridan.
6.2 Resolugan da equagas integral nzo~linear
. 1

ulx) + J {z-y) (1 + ¢
G

2
U(y)sin“y)dy

]
]

Seguindo o wmesmoe caminho que em 5.1, cbtem-so o pruoblema dis

cretizado como descrito aquis




N-1 5
Jh(uh) .E {uj + Jh.Sl - 32} y Ccom

1=1

1 M-1 ui
S, = 1 + — L. J(h - sin b ocos 2ih)

j=1 '
LTI R '
S, = —- 4+ 2 euJ(i_ - “L(g j sin h cos 2 jh+ sin 2ih. cos h) +
2 =7 7L 2 p

+ ;%-ain h., sin 2jh)

Novamente se refere aoc trabalho de CHERRUAULT [}]
para resultados numéricos sendo ecsclarecido que, como cm 6.1
(i) se $0%Z das componentes do vetor uﬁ permanccem estaclo-

narias considerou-se no programa que feoi obtido o ponto uﬁ do

método 1,
{ii) fixado o h, interrompe-se a sucessiva divisao de p por

2 quande a diferenga entre dois walores sucessivos do fumelonal
P P .
. =) ol ~ . -8
{i.2.! em uy e em u, é) for nao maior gue 10
(iii) ¥Wos trabalhos mencionades, & precisac fol da ordem de
i

coeim 256 pontes, erxo de 10wb

6.1 : com 64 poatos, erro de 10

6.2 : com 178 pontos, erro de 2.10—6

6.3 Resvlugido da equagao 2 derivadas parcials.

u(x)m = Au(x) = f£(x) sobre R = (~1,1)x(-1,1)

“ng = 0 com m  impar’
2 2
37u 3 u _ ] - o ]
e Au = —3 Ty vods o operader A e apruximado por
o dy 7~
n, .
1,1
. u ' + 1 = hu '
NER B 53 O i-1,3 7 Y- T g ]



“sendo u,
= i

36.

2 aproximacao, do tipo desejado, de u{ih,jh). Assim,

este problema e levado a miniwmizagao do funciomal

Jy (u)
com [,
. L,
[
bl

indica os seguintes resultados,

(i)

(ii)

= h2 E {v® . - p. . - £, .}
. . 1 ,_]
i,j

m o= 1,
f{x) =
s ando

o eryro

us ando

o eTTO

indicande f{ih,jh).

151 1]

Negte caso,

o trabalho de

tazaendo

(P-1) (v2-1) = 2(y%ex7e), e

225 pontos em . -t
8x10

z ¢a ordem de -6
5x10

(x2-1)3. (y2-1)

2253 poeatos em 8 .

¢ da ordem de {

7x107%

para p
para p
X% - 2y,
para @

para D

Cherruault
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T

1 - Hipdoteses

Ate agui foram vistos processos para z minimisar
cao de funciomais estritamente convexos fazendo uso do méatodo de
variagoes locais. No entanto, este método também pode ser usado
no casc de funcionais nae convexos, e nao lineares,

Quar-se resolver o problema de minimisgar um fun-

cional nao-convexo J num espago de Banmach (reflexivo):

(L.1) " Imf -J(v) ,
veV

ocbtendo em V um elemento u tal que

(1.2 J(u) = Inf J{(v)
=V .

a solucao u€V pode ser aproximada, discretlizando-se, Eanto o
funcional, J, como o espago V¥V, transformando o problema (1.1)
em

{1.3) 1Iunf Jh(v) com h escolhido de modo que suas com

VEVh
ponentes sejam todas positivas e o

. i -
tine de h e o de tender ao zero, fazeado, com gque, em um cey
to sentide, J e ¥ se aproximem de J e de ¥, vespectiva

h h
-, M1 .
mente. Na pratica Vh = R’ (h) {(ver §1, cap. 1).

Hostra-se que a4 soluguo u &z Voo o de (1.3), 1.e.:

Inf J,{v), tende forte cu fraca

Y
vEVh b

mente para u, solugaa de (1.1 = 1.2) quando h = 0. wer cap. l,

e [6] .

0 preblema se constitul em acliav um metodo convergente qua Te-

1l

u, &V ral que Jy (u.)

h h

solva (1.3). No que se scpgue o indiece h sera suprimideo para

aliviar a notagao. 0 tipo de problema apresentade @ da mesma
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B

linha de pensamento do §1 do capituln 1, o, por isso, identifi-

ca-se ¥ {(que at® h1 pouco cra V. ) cem Rﬂ{h), i.e.t BN ¢ 7

- . N
g um funcional de MR em IR:
{(1.3)" 1Iuagf N J(v)
yi¥= M

Se J fosgse um funcional couvewo, o ﬁétodo direto de variagSQs
locais (ou algﬁma de suas variantes) pevminiria resolwver (1.3)7,
mas se J, sendo nao convexo e tendo, possivelmente, mfnimos'lg
cais, for aboerdade pelo refecrido processo, este, sendo local,
falha.

Propoe-se associar ao problema (1.3)' uma sequ@a
cia finita de problemas do wmesmo tipe, qua serac indicados por
(1.3)_i com i = 1,2,...,1, WNa obteungao do infimo do prohlema
(l°3)k sera usado aguele obtido om (I.B)k_.L seguindo-se o proces
g0 de modo que o dtime de (1.3)n seja o desejado de (1.3)7.
Serao mecessarias outras hipoteses, cowo, por exemplo, aficmar

que J atinge seu deime em uvmr uunico ponto.

§2 - Descricao do_meétodo

Considera-se o funcional € definido em ¥V =T ,
20 . . .
de modo que GEC™ (¥, R} ¢ gque € seja, ainda, estritamente con-
vexo em V.

Entzo G"{(v) & uma matriz gsimétrica gando

Bt a6

¢rev) = 2y e 22 o
1 =2
2le ' 2
e G'{v) = -y , ~com CGECT(V, T}
S, UK, ..
1,1
Define-se a scguinte notagaa: G (v,h) = <G"(v).h, h >y

u .
com hGCIR ™, e .

a convexidade estrita de € eouivale a desipualdade



(2.1) €"{v,h) >0 Wv, ¥h £ 0, of [17] e (0.5).

Supoe-se ainda que G adumite um unico minime absoluto a disidn
cia finita da origem, e, alénm disso:
(2.2 <G"(vy.h , h» > p > 0
YveV , vheV cow ih| =1

onde ihl indica © norma de h em V = R .,

2.1 Observaqgo: esta escolhz de ¢ sampre & possival. Nesta

¢caso, basta escolher € como um paraboldide.

Lo problema (1.3)' se associa, entiao, o seguinte:
D

fazendo {_{v) = J(v} + « G(v)

(2.3) —— Inf-H_{v) = Inf J:J(v) A G(v):l , com = um real
vV veEV

5

positivo, variando num intervale a ser determinado., Pava tanto,
o funcional J tawmbEm & suposto ser tal que

Je ct v, »)

verificando: <J"{(v)}.h, h> > - K (K >0)

¥veV e ¥heV, |h| =1

2.2 Lewma: a fungao

2.,48) I-‘{m(v) = J{v) + = G{v) & estritamente convexa para
todo e .

o
Y _(v) = 3U(v) 4w 6 ()
K il
2, $¢ = > @ = ——— => <i'{y}.h, h> > o
para ¥vev, yhe v, [nl = 1

o qie did a estrita convexldade do ¥ o > o

2.4 ObServaggo : 8¢ ¢ for cscolhido ainda de maucira gue

Ilim G(v) = @, pode ser wostrade simplasmenta que H _{v) ve-
vt e -



rifica & mesma propriedade.
Para = > S, scndeo H_ estritamente convexo ,

continuo, e como lim H_{v) = = , o metodo de variagoes locais
H V“ ~ris

pode ser aplicado a este funcional obtendo-se o Gtimo de H, en

vV, di.e.i u_£V =]RN tal que

Hé(uﬁ) = Inf Hm(v}
veV

A partir deste u_ , o infimo de H_ , scndo

« > o« e sob determinadas condigoes pede—se fazer = decrescer

B oo, . .
8 zero e obter assim com o auxllie de um processe coavergonte o

gtimo de HO = J + 0, G i.e.: o winime de J em ¥
H (u) = Inf H {v) = Inf J{v) . :
° vey © veV
Saja “) > < taa perto de mo quanto se desejar

& A, A;,es.,% uma partigac do intervalo [@,m ], com passo ko e

o 1 n o ~0) 1

. . 1 -

= = . = ! = P T

Ao 0, An al * hl 1% =5

Procura-se o otimo de H usando o metndo de wva

A

n

riagoes loeals (metodo este que converge sende H nas condicoes
Py

It
desejadas}. A parrir desse Uy F U tal gque
n 1
HA (u\ ) = Inf HA (v), e usando ¢ métode ja citado, obtem

n “n VEY n

-se u o Otimo de H i.e.:
A b\
n-1 n-1
H {u Y o= s
xn"l An—l

e assim, sucessivamente ar€ se oboer Uy =, 0 otimo de Ho = .J.

Fste processoc, sob as condigoes a que se raferin {por cuemple, k,
o passo, nao deve ser munitoe “"grande") conduz, apos um viwero fi-

nito de operagoes ao otimo glebal do funcional J,



§3 - Convergencia do metodo

Serao necessarias as hipoteses:

(3.1) ¥ae [o,c;T], H

. " - + v + .
o admite am unico miaimo global; e

a2 : .
(3.2) JeCc"(V, BR) ; sob as guais tem-se

3.1 Lema : se « + a , entao H_  couverge uniformemente para Ha
s T—a ot o =¥ p

i 1)
{(respectivanente, M, tende uniformemente para Ha) 50

bre tode subeorjunte limltado de V.

3.2 Lema: Inf Hm(v) -+ Inf Ha(v) gquando

vEV vEY
[
Sejam U, @& u tais que Hm(ux) = Tnf Hx(v) e
veEV
H (u_ ) = Tnf H_(v).
a‘ a ey 2 .
Avaliando-se Hm(um) - Ha(ua) usando propriedades

inerentas ac Infimo obtem-se a desigualdade:

Hm(um) - Hn(ua) < H _(u ) - Ha(ua) < Hm(ua) - Ha(ua) 3

ora 0§ u_ estao todos contidos em um subconjunto liwmitade de V,

e a convergencia uniforme de I, para Ha leva a:

(L) |Ha(ux) - Ma(ux){ > 0 quando & > a
porgues
[ Gy = e | g JH (u ) = B CGu )]+ JH e ) - o8 (u )] o+

i

o Ga ) o (u)

como cada um des 3 terwos do lado direito da desigualdade se anu
la guande = -~ a , F§Fa-lo tambem ]Hm(u“) - Ha(uﬁ)[ s &
(i) |Hw(ua) - dﬂ(ua)| + & quando .m + a,

=3 Hm(um) -+ Ha(ua} quande  ® > g,

(]
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2.3 Lema: u_ , o poutce onde 0

o o

" ks Il .
atinge seu mininmo absoluto depen

de continuamente Jde <, com = 1£h,m1] .

Por absurdo, seja ae[p,¢1] » E FO tal que
[n} .

existe uma sequencia {Ai} com A, > a2 com i + = de modo gue

(3.3) {uy, - u

L

> € ) !.] indica a nerwa usual om

Zi.[ Qo
Nu

¥V o=1R

tem-se que (3.4) |Ha(ua) - Hli(uki)l >

> EHa(ua) - Ha(uk )! - |Ha(“k y - HA (UA )|
i i i 1 i

- . -
mas de {3.3) e sendo u, o ponto umnleo em que H_ atinge seu mt

nimo absoluto,

- he . . A . N
]Ha(ua) Ha(uli)[ > f, > 0 ; B independ. de i,
: i A P by > i : . i a3 A o 3
de onde Ha(ua) Hliguli) S N ¢, opara 50 independendo de

Ri . Por outro lado, guando Ai > a |Ha(ua) - Hki(uhi)|->0 R

+ .,
surgende al a contradigao.

Portanto, para tuda sequéncia {Ai} em [b,ﬁlj cor XA, > oa, tem-

~3e quea
u o
X, a
i
. 2
Ohwevve-se gue sendo H de elasse €7 num 2bertoe de
fid ~ - .. .- .
Y = W entao e couvexo nura viziulanga nao vazia do cada wm  de
o . . | - - . .

seus minimes ~ iste vale entac para cada I malguma vizinhanga

. - ’ - . . ’
de seu miaime absolute u_ , que existen todas nuam Timitado contl

do em V ='R\ s cf [Ll]-



i
LW

Saja v, o malor ralo para o qual a fungao »

et
.
o

mpre convexa na bola 3{s ,rvr_}.
Ty

L

.4 Tema ¢+ r_ > r » o para todo & em D]JF;

e o .-

L3
Sepoe-zc que H_{v) > 0 vuma vizlchangas de cada

m

ez de seuns minimos. 2uis adizunte, ve- gue esta hipolbeze pode

i
U

H
= 2, supoudo,

LN IE

Y]

(i) dewsnstra-se primeivo o lema pavra N=1, @

por absurdo, gque ha em [ﬁ,¢lj uma sequéncia {mi}i com =, *ow de

.a supoaicgae do falclo ,

modo gque, em decorvaancia, ¥, o fo . 4

H

i
r ) tal que ¥v&B(a_,»_ ) ,

v ? e ==

[1]
vse H_(u_ ) » 0 e 3B(u

It
T Y H ) I N
£ [cc(\")‘ = 3:_: 0
: rr
Pory outro lado, pele lama 3.1 , " tende wunifer
L
n
memenie a  H quando = 0 sobre qualquar subecoujunto limita
[=o an
¢z de IR e, por isso,
j i tr T
R B B I L SRRSO R SO N
i 1
pra YvEB{u _,r_ ), ou;
B,_‘ r n Sm ] 1 -
T + 0 {v) < E“.(v) < w OH (V) g, @nkao
1
3 n N _
S i B, < H“'(v) paca Hvi ﬁﬂum>fmx DT, tan que e, <n
i ) L
czmo u LI quandan ¢, o o enfnie 4o, ™0 tal que
o o 1 - L
L
L
. . (v
rci - rC| = r}.]_ = 'lln un] ~ T

entac, Tazendo n, = inf{ﬂ,ﬂl) e Lomando = Eal qouo IN.-'m <Ny



A
ELL

r
-

em torno de cada U, na uma bola aberta de raio T contida em
i

B(u_,r ) onde Ha' e estritamente positiva isto e, omnde E_ e, de

1 1

fato, convexo, contrariande a hipdtese imposta de r, — 0.

1

(i1) VDNo casec mals geral de W variivels, segue-se o mesmo s

1
gquema, supondo que ha uma seqguencia de mis_convergindo para «

de modo qun

T + 0
KU
1
Tem—-sc¢ que se H_ & estritamente convexe, entao
" n N
H,(v,h) = <H_(v).4,h> > 0 para WweR e ¥h com |h| = 1
) N ' - .
i.e.: <H_{(v).h,h> & continua, estritamente positiva no compac
to
' - ¥
Ex - a, ¥ % QJ ® {ua} x {heV: |h] = 1} onde ¥V =R o

entao ha vizianhangas Y_& v(«}

LJU c v(u‘x)

o«

" ¥ ge v,
taisg gue H, (v) > O
B ¥ vew
1
o

- . . . . - . +
onde se indicaram os conjunto de vizinhangay do Iandice = & do ml

nime u, bor v{=) e v(u_) respectivamante.
Alem disso, q n =10 tal gue |y = wl o« oy
entao:
o .
. . o P Y
miE V. e uw_t_h(Jm)
ha

implicando na existencia de bolas abertza de cantro u, ¢ raio
.

. i
fixo onde H, ¢ convexo pava Ve, tal gque |w, ~«,! < 1 sendo
. T . i .
i “
i, (u_ ) estritamente positivo, contradizendo a imposigao de

[
1 1



r + 0 quandoe o« > =

o, i
i
-
. " Tl » .
3.5 Observagao: Se a cendigao H_{u_) » 0 nae for verificada

para ¥« & [O,mlj a Hm(ua) = Int U _{v) , poden serx consideradas
' vEV

fungges 1 = J 4+ =3 + gF

4

onde ¥ & um funcional estritamonte conmvexo e £ um real posi

tiveo gque dove tendetr a zaro.

H, . verifica facilmente a condigan descjadac
L)
re
> suma vizinhanga d co Gtim
”“,S (v) 0] numa vizinhanga do ponto otimo um,e
do funcional H .
C‘C’e

o - - . s . L
lambe._m e si,mples ver Jue g8 minluoead do e Lenaaem an L. s L1 MO

o+
de B_ , quande € + O

e . - r
0 metode, como for descrito, cenverge, jLsto a:

existe uma subdiviszo de [p,wlj » da passo k, indi-

cada por A = 0, Ai,...5% = & tal qua o mianime u dn fuancio
‘ F o T Tr Mot 1 qus A =
nal H = J + li € & obtido porv um matede dirato a partir do

Al
i

ponto inielal o "anterior' .

11 N
}i+1

L]

A aplicogdo gue a eada A

mo  uy de H., & coutinua, uaifermermente,

A

que, se
IV = X' <k entio b, - ugl <, seundo o r abtido Jdo lana s
- . B

3.4 f.aor Ve E{p,mlj , T, > r > 03 e ke o "pnsso' da parti



cao da EO’DCL}. :

o 1 bl 1
Buma bola aberta do centro Uy e ralo ©, que
i
contera u , o funeional X & convewxo. ‘Usando u to
A A AL —
i+l i i+l

mo aproximagao inicial num metedo local como o de varj,a_gaes lo-
cats descrito ne capitulo 1, ewvte conduz ac mialimo de i uy
A repetigao do processc até a obtengao de wyos

o minimo de Ho = J + 0.6 e Lelta com a sucessiva obtengao dos

oticos dos H\ s , terminando com u = u, tal que
i

J{u}y = Inf J(v) | .
vV

3.7 Observagaoi: 0 processo cvonverge depois de um aumero Finito

de grupos de operagoes, sem que hajo nucessida

de de se Ler o passo da partiguo de malj , © Lk, tendende a

zera,

Na pratica, e do ponto de vista do usc de computa
dores, pode~se comegar com uwm passa k = ko e consideray suces-
sivamente Kk . , & 5.+ ate que o valor final encon~

72 % g
trado ge mantenha dentro de uma pra-~determinada fatxa de varia-
gao L.e.! al& que o processo vpstacione.
Atz aqui se procurou estudar a minimisscao de Fun-
cionais, sem a considevagao de vinculos. O paragrafo sczuinie os

acelta como parte do prohlena proposto, cf, i6] .



§4 - Problema cem Restricdes -

4.1 Consideve—se o problena

(4.1 Inf J{v) = J{u) onde K o o convexo L[ochado defi-
vEEK
nido por:
(4.2 K = {veEV @ 6(v) € 0} gendo € um funcional escrita-
V2
monte convexo de classe C R

0 . ]
. -~ L} r o 1 - . R H oy .
Supoe-se alnda gue K # § usands a notagan de ¥ para o inferiov

do convexo K. Este problema pode ser loevado a um Jdo tipo scu

vinculos e, entao, se usa o ne quc pracede, Fa-
ra tanto seia:

J{v} 5 veX = {vav: G(v} < 0}

Il

Hw(v}

LI(v) +=6{v) sga v & ¥

4,2 Toma: Hm(v) & contlipuo em todo o gzpaco V se o forem J e G.

j,.........d‘\w.a—-\\
frp
Pt
=
R
<
w3

Saja G{v) =
0 v K
ve-se [ancilmente que G 2 cont G se anu~

. N . —
la em 2K, a froutoeira do K, cavacteri st
ca de ¢onvexidads do funcionazl. Lutse T = J + i, gque, scndo a

. + - .
anclanals conidineas

?

seil wvevificar

haw que um fuincioenal cous-~

truido como U naec & noesssaciancats dilorevnciavel atnda que o



sejam tanto ¢ como J .

4.3 Obegervagao: DBm geral se consideram prolengamentos do fun-
cleonal J que scjam mails regulares, come quan
do se usa

H {v) = J{v) *+ « Gn(v) s com n > 2

wmas nmbora esta regularidade scja obrida, para a obtengao do mi
nine de J, tem~se que & VA & zero.nbrigatariamente, aa passa
que fazende

A (v} = J(v) + = G{v) ,
pode ser provado que ha um valor finitoe s tal que oR—e

Ve, = 2 o« " _(v) atinge seu minimo ne mesmo elemecnto
U que J .
4.4 Teorema: Sejam os funcionais J,G de classe C1 ev1 V. Se

H, = J + « G, entao existe < tal que para todo

=z fungSQS H, e J atingem scus minimos globais no mesmo
ponto. Observe-se que aiunda continuam supostos os funcionals J

e H,_ para ¥ « >0 , vals que J tem um Onieo minimo absoluto

- - . - -
emn K e os HCc tem undco Minlimo absoluto em V para todo «>0.

G admite unico ponto critice (min) que estd cm K =2

8 G

gcﬂ(v) > Mi > 0 can 1= 1,2,...,8 a VET W K .
1

i
e
s
[
]
P
=

Por eoutro lada, J ve

20| ¢ x

(7v com 1 = 1,2,...,8 para ¥v& W ‘onde W & a
L.

He
e

intersecao do complementar do coenvexo K

com um compacte que contem o inf do J, o inf de I, ¢ que contem
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ainda o K .

Fixado um 1, podem ser encontradas 2 situagoes:

(1) o(v) > M, que leva a
i
au n
o aJ 3G
— = 2 E > = K, 4+ e@M,
av.(V) av, (v) R (v) i i
i i i -
' K, _ Bl
sa = for escolhido de modo que « > W s decorre  que g?Q(v) > 0
i i
para Yve W .
all
. G . o
P < K, -=H. :
(i1} _av_(v) < Mi 6V-(V) Kl & Il 2, tomando
i i
K, 9H
o T .._1.; tem—g@ ......_._.(r(v) < 0 Yy & U
- M, ? T v,
i i
. oH_
== ¥ve Y 5;~(v) # 0 para Qi = 1,2,,..,8
X,
1
desde qua se kenha «> sup {==} = =,
- M. Q
1=1,...," b
Negtas condigags, entao, tem—~se grad Hm(v) # 0 para ¥v& VK.,

0 minimo de I, tem que estav, portanto, em K,

onde €& ge anula e, entao,

¥ve K, H_(v) = J(v) i.e.: o minimo de H_ & atingido mo

zinimo global de J para todo « > RPN

(]

Para razsultados numéricos, _ver [?J, [_5:] e [15_1




cAaPITULO 111
§1 - Hipoteses

Conpikinua s sev considerado ¢ funcipnal J, defi-
nido sobre um espago de Banach reflexive (indicado por V). J e
continue e nao linear, o, em V¥, z¢ considera um subeeonjunto,

denotado por K, gque e fochado, limitado e convexo, em V. Dese

=1

ja-se um motodo que, como o das variagoes locais, aprowime a so

Lugao de

Inf J{v) = J{u) .
vEK .

. .ok n
Seja um daberte limitade T 1 £ ; e ¥V o espago

Ha
o
P
1]
o
(o}
&
Eal
1]
o
Ly
n

|

de Banach ceflexivo conposto de funcgoessg defin

ja ainda J um funclonal continuo, nze-linear, aplicegao de ¥

em MR, estritameute convexo gue verifique a condigao .
(1.1) lim J(v) = + @ .
Toll+e

Com tais condigoes impostas tanto sobre J, como

sobre KCV, prova-se:

1.1 Lema: Existe Unico alemente uw¢ K tal gue J, o funeional,

n - - _1‘_-_ . . - 1
ACTI]A arn seu mintng T.2.3 0 tal qua

il

J(u) Inf J(v), (1.2},

ey

A demonsiragac & ilnteiranmente analogn aguoela  do

teorema 1.1 do capitule 1, e@ que so prova a existéncia a a u-

n

nicidade de um tal clemento u, para tedo o espage ¥, o aau so &

mente para um subcoujunto ceuveno, fechado e limitads K de V.

e
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Lore problewma, o da minimisar J zobre ¥ 1.o.:

& AT iz I - d na . X = £l j: . ' \.-3. Qg1 5e usca rafolve [
achar ue 6 tal qua J(u) 1 T(v), qui [ lver no
vek

qu2 se scgue sem fazer use de fuago=zs de pewalisagao - que trans
- rd .
formam o problema em um outro, sam vinculous,

40 probloma ads se assocela outro

(1.3 - inf J{v) = J(uh)

vEVhrﬁK

onde V} & um subuspago de ¥, de dimensac finita H(h) de wodo
1

. Y . " by
que se genha:r (coemoe no capltule 1}

uhconjunco

i

U Vh denga ewm V. E evideute que Vhr\K Z um
l

convexo de V Trvanaforme—2e o problema, com esta associagno

e

no de minimisar uma fungao de ¥M(h) wvariavels sobre um conjunto
\ - \ L, w{n)

convexo, fachado ¢ limttadeo de

N (h)

Vwe VNK, w= 3 «, e, ,szado {2 ,...,e ., 1 una
h L= i1 L RESTY
i=1
base de W .
h
Demonstra-se gue as solugoes u do problema

{1.2) convergem para o u, olucas de (1.2), na topologia ini-

4

Sepgue-se um metodo numerico fovwveceando uma apro-

- - . . " — . - -
A0 do mintms de vma Fuigcace de M o wvariaveins zsobre unm conveno

wimag

{1.33, Ve ELQI.

e d .
de 1B, resolwvendo assim o problen

0 woitado das wariagoes Incais, desavito antesior
R . 1 - - " - P - - P .
mentae, lewa a bous vesultodas am prosleacs sem vioealos, nodewdo
-

entretanta, levar a resulfades indesejaveis quands apavecem res—

tvigoes., De fato, ¢ desaejule o poanio Pj sluvade o convewo, K,
L

OB,
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, 2 - = i .
fechado em W™ formade pelo semiplano a direita da reta r, indl

cados na fipura, de modo que scja minima a distincia de P a P

o 3

gque na verdade @ a distancia de P ao convexo K.

Q

4 o

AN

e B i Sl

[

Se ¢ ponte inicial do métode das variagoecs locais

for Q0 , © método_leva ao ponto 0O, na frontcira do comnvexo K (re
presentadas por 3K), poato esse que nze & o PG desejado. De medo
analogo se Q, » © ponto com o qual o process§ ¢ iniciado, esti-
vesse ma horizontal (ou, melhor, una direggo de um doz elementos
da base do iRZ)J o método chegaria a Q' , igualwmente indsseja-
vel, sendo o P_ indicedo na figura 1.

A solugao do problema geral & obtenivel se:

(i) © problema (1.3) & transformado num problema de minimi
sagao sem vianculos (métodos de penalisagdo, de Fiaceo, de Me Cor
mick e similaves — cf. [14]).

{(i1) ou sa fox convaervado o ptobleﬁa {1.3) usardo uma "wva-
riagho” do mitndo de variagoes locais, modificando~o seompre que
se chegar a um pouto na fronteirva.

E esta sepunda possibilidade que se¢ considera a-
qui. Com o intuite de simplifivar a notagac, analisa-se o caso
com N(h) = 2: quer-se minimisar uma fungio de 2 vavidvels sobrve

2

um convexo fechade e limitado de R , o subconjunte K .



(19)

53.
Descriqﬁo.do witodo: (i) © wétodo de varigoes locais & a-
plicado atéd a obteacao de um pon-
to estaciondrio 5 cuja existlncia & gaventida desde que
o funeional J satisfaca as rondigoes do pavagrafo 1.

(i1i) Uw ponte vizinhe de S, & de¥inido

como ayuele que aestid situado a discaneia p de 5 na dirvegao
o

A

des cilxoes coordenados em ambes szentidos, Se todos os panto

vizichos do S estao couitidos no K, o processo se repete oo

.. . . . 0, LK
mo indicadso em (i) substituindo-se p por Ul (ou por p.2 0

coi 1%E'M), e usando-se 2088 novo valor coue o Acrescino.
No entanto, se houver ponfos vizlnhos de g, fora do K cntao:
se s ¢t K {1i.e.: S, esta no interior do K), cu lugar des
pontos vizishos exteriores as ¥, sio utilizades os pountos
ehtidas pela intersegﬁo dos siuns aos gquals pertesncam 05
pontos exleriores com a fronteiva 3 ~— gbtende novos pon
tos situados loglicameuis 0o s¢gumeato que unc $, 805 ponies
vizinhos fora do K. Como ilustrade na figura 2, onde Sq98 s
28408, designam os pontos vizinhes de s_, todos exteriores

~ ~ ~ . :
a ezxcegao de 54 ., Sao0 substituideos por $15 Sy 33 na detor—

winzgan daguele no qual se tem o meaor valor do funcienal X

Se o ponto com gue J atinge

X

-5 . -
scu mlnimg ainda feor s, o

procaesse e reinleiade o pag

. . fal 4] . 0y

tir (1)} cem 4 (ou '/ ) R e
) 2 5 ; 5y
ne lugar de p, como acras-~
.
cima. Parvem s8¢ o poanta quo .
Fig. 2
de o menor valor paca o Fun
— ¥,

cional mudar para alpun dos culres ¢ processo ¢ reinictado

em {i1) com o mosmo passo 0.
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se s _€ 3K, sao considerados os "quadrantes" formados pe-
105 segmentos ortogonals que ligam 5, @ scus ﬁontos viei-
nhios. Para o métodc, intercssawm apenas as repioces nas quais
pelo menos um dos tais segmentos esca tode contido em K
e pelo menos um dos restauntes esta totalmente fora do K,
excegao feita ao SOE 3K+ Mo exemple com ¥=2 {(figura 3) os

quartos de plano se indicam por a2 , b , ¢ , d & interessan

apenas as regloes b , d.
Mestas regioces, a pertir do

ponto viginho internn ano K

e na diregao do eixo que colfEm—m.

Figura 3 tem 0o seghente unindo o s ao
ponto vizinho fora do ¥,e ob-
tido outro pounto na fronteira

do convexo ¥ pelsa intersecao
A k)

\ T ak com 8K da reta que contem o
——/

B U ., . . .
c . . ponto vizinho citado, na dire
1 2

¢ao indicada. Na figura, no

D
§ 2 P .

case da regiao b, partindo de
§, e na direg¢ao da reta que une S, @ S5 a obtido em 23K

o ponto s{ .

Analogzmente, na regino d se obtem si , comy indicado. Co-
mo nos passos arteriores, precura-ce, deunbre os pontes as-

sim obtideos mna frontelvya 3o K mals o 5, 0 anuele omn que J

assume ¢ menor valor. Se este fov o préoprio $, © processo

. e
- - - - coon . B -
e reiniciadeo a parfiv de (1) com rﬂ {ou 2 "9p) to lupav do

2

g, Se for outro poato gue nao o S, s volta-se simplesmon—

te =n (1) com ¢ mesna valer de p.



()
(¥

Para um valor fixzo de p , a estacionaridade & a-

0

tingida apos um nihmero finitu de iteragaes, como viste no capi-
tala 1. O ultimo passo do cxemplo eitado & descrito navamenteo,

se2m tanta referencia acs aspectos geométricos.

55 ° (Xi)Yi)e #%. Seus ponto vizinlios sao (wi + oo, yi).,
(ri - P, yi), CH O (xi, Y; T 0). Coma sc vae na Fi-
gura, s, = (xi,yi rop) e sy = (xi + o, yi) sao intarnos ao K,

e o8 outrog deis sac externos ao convexo X, A partir dos inter
nxg ohtem—se, ew aK 5. e s, com U, I’ rais que
+ ple 3K, e

- W& K .

]
n
—
B
+
™

-

Um tearema que garante a convergencia do miétode & apresenta-

¢o no parigrafo seguinte, of [7] e [B].

£3 - Um tesorama de convergéncia

3.1 Hipoteses:

Seja o funciomnal J: BR"+R e supouha-se:

(i) que o funcional J & continue, convexo, verificando

(1.1, L.e.t lim J{v) = + @ ¢ adwmite dorivedas par=

! ]

. . il -
ciais de 15 ordem contlnuas;
(11} que © convaxa K, initado e fechado zobre o yual sa de
seja minimisar J, edplite uw bhipevplanoe tangence en gqual

quer ponte de 3K. Entao:

Se p + 0 , o método apresentads mo §2 converge,

i.za.: se u_ iandiea o ponte de cstacirnaridade de T
p

parda um passo p, pelo mitodo indicado, entao,



(%]

(i) u, »u quande p + 0 seande. u&GXK  tal que

j o= J€u) ="Inf J{w)}
wEK

(i1) J(up) = jp + i = F(u)y quando p > 0 .

L]

Os wvetores 1 estao contidos num subconjunto

=

. ¥ ' . .
limitade de TR . be {up}p s2 Pode extraiv uma subscquesucia cop

' C . . .
vergente, indicada ainda por {uj} gue convetrge para algum wER .
¥

Sendo KCZRN un fechadeo ¢ ¥p, U G e

== w € K. Mais ainda, pode ser suposto que w E&3K porgque se na

- - . —
o problema pode ser encavade cowmo desprevido do vinculo ¥. Entao:

{1) ou a subsequencia deosg up apontada antes tam Uil numero

finlteo de elementos enm <X e, vortsuto uma Lnfinidade dales no

interior de K — e ve-se que também neste caso w, o limite de tal

5

- .
mo cowmae No cAS0 Sém vinculos)

subsequeneia esta no intevior do ¥, e o funcional acinge sgu Gti

(ii) ou a subseqguencia convergente a wE X tem una ianfinida-

de de elementos up = oK.

£ neste ultime taso descrito que se mestra que a

restrigac dos elementos da subsequ@ncia gque pertencew o frontei-

ra do K leva a um ponto limite em 9K, ponto este cude o funcio
nal J atiunge seu atimo em K.

e fatol os pontos em que e obbtem & ecstaclonavi

dade do funeienal J, fizado o "passo' g  para a chtengao desse

mesig ponto pelo provesse desdrito no pardgrafo antaeriar sao

aqueles encontrados em ¥ atraves do wmitods desarite cw {(11), 2

. . i .. -
Indtecando por u, 05 diversos pontos vizinohos de

n_ o, ltem-se
p

a0
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T(u)) < J(u;}. Vi, tel

3 il . " ’ . £ .
sendo I o conjunta de indices relativos aos nontos vizinhos. Na

figura 4 um exemplo, alnda no caso de N=2 & 5 = quEBK, onde
se tam! [ J{A) K
3(8) % SIS
Ji(s 3} <
° (A
J{at)
%o B
(3-1) N P>,
C
. — 3K
Figura 4 B
LD

Neste caso particular tem-se, por

axenplo J(A')"J(sol = J(so¥pa2+pe1) -~ J{s ) e, entaco

o
+ + - : > m 0 < - <

J(s0 pey uel) J(so) 3 com 0 < u<op e

(uz + 02) ¥V _ I{s ) > 0§ onde 7 J{(s ) & a devivada direcional
Rt 2 v, Ls]
1 1

do funciomal J em 5, na diregao de vy, vetor unitario na di-
~ + » -
regao s A'y Mas de p » O = u-> ¢ e vy Passara a ser ver

sor na diregao da tangente ac conjunto X em CINE No caso particu

. [ -
lar o wetor vy passaria a ser o versor tangente a K na dizegao
indicada e no zcontide direite esquerda, com!

v J(so) > 0.

«r

1

Procedende de modo anzlogo ecom B 3K , obiem-se

v J(SO) > 0 de J(BIY - J(z ) > O

[al

sendo v, © oposto a vy
¥ J(s >0
! ( o) >
1
v To -, o’ - .
Com um raclocinio sermelhante no caso geral, obtem

-

~se que:
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Vﬁ J(w) = 0 onde vd J{w) indiea as derivadas direcionais
i o
do funcional J calculadas em w na diregho 5, sendo
i

(3.2) HN~1 wetores unitariocs na direcgae

815 8,508y

. N
de retas independences em M rangentes a0 K em w&JK  ge-

¥ . F
rando al um hiperplanc tangente ao K em w.

AlZm disso, tem-ge que Vﬁ J(w) > 0O
0

(3.3)

onde 60 & um versor na divecio de um elxo coordenade iunterior

ao K.

Istu porque exlgte uma vizinhanga de w na gual
todos os u_ teém pentos vizinkos interiores a X ma dirzgao fixa

Go de algum eixo intericr ac convexo K, e se v, & o versor do ot

xo de diregao 50 no sentrido fora-dentroe,

J(up + pvo) - J(UP) > 0

entao 0.,Y_ J(u ) > 0
v, ol

S vVOJ(uQ) >0 g, com p > O,

UV I(w) > 0
o

Tambezm se § & uma semi-reta qualquev pertencen

T

te ao hiperplanc tangeunte ao K passando por w temrse:

(3.4) ?Gj(w) = 0,
podende scr concluideo ainda yue, qualquer que seja a seumi-rota b
saindo de w e contendo pontos de K diferentecs deo proaprio w, vale:

{(3.5) ?hJ(w)-E 3]

-

De fateo, se N e a rveta sainde de w, norvmal an K

e "volrada™ para o inceriotr do K, entao

(3.8) ?NJ(W) >0 , porque



dada a oricatacao da reta N, S >0 e ainda, qua Vo J(uw) > 0 o
N o -
o

todos o0s termos da somatovia sao nulos, conclul-sze que

ERICOREN)

Reascraevendo {3.7) com ?hJ(w) no lugar de Vé J(w),
a
come h representa a reta saindo de w para o Intaercior do ¥, come
CEN 2 o = .-‘rt]\[ (‘v-") > 4 =z

T VhJ(w) > a0,
T

oade h & uma semivreota qualquer caindo de w e Mencrando” em K.

Ora isto significa que w 2 o elemeate do ¥ o

qual o funcional J ativnpge s20 minime, L.2.: % = u ¢ a subse-
quoueia {u } tends a uf¥ quande p -+ @, fazendu-o tambem a

provria sequconcia dos up's .

Ba ¢ontinuidade do funecional J seguc que

J(up) -+ F{u) guando p -+ O-i-‘

—

§4 - Aplicacoes

(4.1) Miniwisar J{yy = § (¥, = a.)"  com

)

- . w3 R e . ..
yo= (Rl""’iu” L (d],...,ﬂl) dada, uobra

. en 11
o coanrvexo KOCOR agendo

K = {yEIH“: E g% < 1)

Eate problaema foi abordade @ os vesultados gue

se apvosontam Covam obtides no PLD,P = 10 da Cuountro da2 Compuba-

cao da UNTCAMP, ew provisic estoundi

da,



4.
Counsiderou-ses
(i) a dimensao n = 2;
(1i} © processo & interrouwpide quando o pzasso p deiza de sew

, X =~ a1l
malor que € dado de antemao! c = 1., x 10

Feram obtidos gs resultados indicados no que se scgue

a = (=3., -4.)

solugao obtida  x, = -0.600000000011641I
X, = -0.799999999991268
sslugao correta X = -U.6
Xy = -0.8

g
B T

Sz, com ¢ mesne modo de fnterrowper o processo, e usande a dimen
sac n = 3, foram obtidos:

a = (3.,4.,5.)

5olugao corvela: X T LAZALGAD68T7LLY2S

Xy = -565685424949238
¥y = -707106781186547
solugao obrida Xy = +424174197279188
Xy, = +565658870643772

Xq © .707181937286698

Para oubtros exempluos, alguns cow & Ccomwparagao
deste metodo com agueles am quo variantes sao utilizadas com o

- . - . T
propositc de acelerar a convergancla, vor ESJ Q'E51

Com a dimensao n = 4 , e a = (5., 5., 5., 5.}
solugdc corretas: Xy~ oS

.xz = d.S

X3 0.5

Xy = 0.5



solucao obtida:

L SG0003686150759

.499899872137690

L499973552419410

i

.500022887655837

61,

R R R,
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