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INTROOUÇAO 

Dado um espaço de Banach real reflexivo V e um funcio-

nal estritamente convexo em tal espaço, quer-se aproximar a solu 

çao uE V para o problema 

J(u) ~ lnf J(v) 
v EV 

i.e.: deseja-se obter por aproximação o elemento do espaço que mi 

nimize o funcional. Obviamente, outros problemas s~o transforma-

dos neste, na medida em que a solução não seja de obtenção nem 

muito dificil, nem muito custosa (em termos de computação), como 

por exemplo: 

Dado em V um operador A, e um elemento f nesse espaço 

de Banach real ref'lexivo, achar uev tal que 

A.u "'f 

que se transforma nu procura do elemento ótimo de V, tal que se-

ja minimizado o funcional 

2 
J(v) ~liA. v Fll 

v 
sendo o operador A não necess5riamente linear. 

Como o mesmo intuito, mas sob diFerentes condições impol 

tas sobre os di vet'Sos aspectos do problema, hd outros trabalhos. 

~lo capltulo 1 se apresenta uma dcscriçilo bilsicu do processo das 

V a ri ações Locais ora em dois passos (método 1) , ora em ur.1 passo 

(mêtodo 2), processo que, sob as condições apresentadas, visa, r~ 

solver o problema proposto, com a prova da convcrg~ncia dos m~to~ 

dos e olgumos oplicoções. Em [3] , [4] , [5] , [6] , [7] , [8] , 
/ 
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[1 4] [15] , [22] [2 3] [24] outrilS upl i cações. sao es 

tudadas com algum detalhe. No Final deste capítulo uma principal 

variante ê ubordada dentre diversas que:~ existem, a do "passo Oti-

mo'', que preserva a caractcrlstica local do processo. As que nao 

conservam esta caracter1stica, sao denominadas de métodos "vizi-

nhos" por LORIOAN em [14]. 

A mlnimização de alguns funcionais nao convexos faz parte 

do 29 capítulo, usando os mêtoc!os vistos com mais cuidado no pri-

meiro. na obtenção do elemento Ótimo de um funcional não ronvexo 

rn0.s 11 bem comportado", ê usado um outro funciona·! estritamente con 

vexo auxiliar- uma f.unção de penalização. Esta idêia contintta a­

tê o fin1 do capitulo, passando do caso de tais funcionais nao-con 

vexas para o problema com vinculas, 

K um convexo do espaço V, tal que 

J(u) " Inf J(v) 
vEK 

i.e.: achar' uEKCV, St"ndo 

ver [3] e [1 5] . 

EstE! mesmo problema ê visto no tõ'rceiro cilpltu'lo, sem u 

utilização de funç5es d~ pcnalizaç5o, mas com um processo que se 

presta ii aproximação ela solução quando esta estiver nu fronteira 

do convexo em questão - 'ler [7]. 

Como SC' pode ver <ic~sde o cupítulo l, f,lzcndo vuriJ.l' Ds hi 

pôteses, s(ío obtidus divcn;:~s sltuJÇÕ('S de conve;ogência, 01'0 for-

te, ora fraca, e este ,\S[H'clo se pr-eservo até o fi11 d0 trabc1lho . 

o uso de funçOes de pencll-izaçâo apt·opriudas a Ci~d<'.. caso e r_:.studa-

do em o~, [3] e [s] e, em ~~ 
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até incluir a aproxir.1ação de distribuições nas teses de NISSEN e 

DUPUY, ou até a procura de pontos de sela, como na tese de SCIAR 

RINO- t,10RGAN. 

Por outro lado, e tendo e1n mente novas possibilidades 

que surgem, aspectos diferentes de m~todos derivados do das va­

riações locais podem ser mesclados para a resolução de problemas 

do tipo daquele apresentado no início desta terceira parte, como 

os de equações integt·ais lineares ou não-lineares, equações a de 

rivadas pat·ciais e problemas de otimização, como em [5] e. [8] 

No capltulo O se· apresentam rapidamente alguns conceitos 

essenciais a que se fari refer~ncfa ao longo do texto. 

No apêndice sao upresentados os dois pl~ogramas que forn~ 

ceram os melhores ;·esultados de ~-corda com os processos descritos 

nos capítulos e ITI, nessa ordem. A falta de tempo 

impediu que o primeiro se igualasse em precisão aos 1·esultados in 

dicados no final do capitulo I, €Jllbora o segundo, cujos resulta­

dos figuram no final do capitulo III, tenha sido bem ma-is sutisfa 

tõrio. 

Em suma, aquilo que ~ dpr~sentado nao se propoe oJ resol­

ver nurneticamen-te (em termos de computador->"s) problemas quaisquer. 

O pr6pGsito ~ o de preparar o caminho par~ trabalho futuro com a 

ut'ilizaç3"o destes conceitos, dddptando-os e rnodificilndo-os para 

obter soluções significativas em problemas afins. 



1 • 

C a p i t 11 l o O 

<la naquilo que se sugue, algumas dcfiniç3es e alguns rcsulta<los s~o 

nprcsent2dos neste cap[tulo preliminar. 

Dentre us espaços vetoriais os qtte interessam 

~do aqueles construiJos sobre o corpo dos reais e, portélnto, esta 

~eiiDminnçio de real sera apenas subentendida. 

Dado 111n espaço de Banach cu de llilbert, V, seja 

A UQ operador cujo dontmio ~ v c cuja Íl'lag'em esteja crn outro es-

paço 11, ele se>.;:â dito um operador em CC V H. Se H "" IR, 

operador 5 um funcional. 

V, um Pspaço de Banach, e 

conve_~<;<O>nte 

V) se, para todo funcioJtal linear ! definido em 

X n 
em 

Um funcioncd 

quando n + " 

r cLc. do!:1Ínio 

continuo para todu sequ~r•cia 

nm X o c v, tive1· qu.::: f ( X ) 
·n 

u~~ 

para qunlqtlcr sequ~ncLn 

~tquenciH { ;\ • :z l 
n 

!J A. ' u 
A. ' 11 c v 

(")eu 

i 'r: 

o 

topologia fraca 

v se tiver 

v e dito fr;_·c;ll1<'nte 

~c, 
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Um operador A Ker~ dito fra~nmente co•ttÍnuo em 

x
0 

EV se, para toda sequencia que converge fracamente para ;~; 0 (o 

se indicari por X 
n 

gindo fracamente para 

0.2 DefiniçÕes: 

A. x 
o 

ti ver a sequenci.:J. {A. X } 
n n 

conver 

Um subconjunto K de um espaço de Banach v 

fracamente fechado se contiver todos os seus pontos-limite fracos: 

para toda sequência em K fracamente convergente para 

X E K 
o 

Num espaça de Banach, uma esfera e fracamente fechada sendo 

convexa e fechada na topologia da norma de v, cf. Cotldr, Cign~ 

li [to]. 

Um subconjunto K do v ~ dito fraca~~nte com-

se toda sequência {x
11

}n em K tiver uma subscqu;ucia 

qur. convirja fracamente para Uln elemento x0 E:: K. A esfera 

e fr2-can1ente compacta (Je todo subc,Jnjunto infinito da esfera for 

fracamente compacta. 

Um operador A de v em e dito compacto em 

ll C V se levar subconjuntos limit11dos de H em subconju11t0s limita 

dos de w. Se, alem de compacto, for contínuo, e dito completamen-

te contÍnuo crn H. 

Um espaço de Banach v e dito reflexivo (ou re-

gular) se coinci<lir com o espaço conjugado de Hcu eonjugado i.e.: 

v for hoi~co~orfo a (V' ) t ' Em out1:ns palavc·as se, para todo 

,., 
9, E(V')' houver vE.V tal que 

<z , v> VzE.V' 

Observa-se que todo espaço d~ l!ilbert e reElcxi-

vo sendo auto-adjunto; os espaços LP, l<p<ro ci~O reflexivos. 

0.3 Tcor,~ma: Um;l condiçio necess;rin e suficiente para que um es­

paço seja reflexivo e que a esfera unit~ria seja fra 

camcntc compacta. 
ver [21] 



J. 

Um funcion.-:!1 J d'"finido em V, <H1 c.:;paço de Ilil 

nar:h (que ê linenr se ( i ) Vu,vC:.:V, J(u +v) 

= J ( :.1) + J(v) (i i) '-~"' G 1R ' "' ccJ(u)) e convc:-:o 

tamentc convc:;:o) se, para quctlque:r c<ÇJ:\. dado, com (J<cc<l e para 

dois distintos elem~ntos de V valer u desigul.;tdatlC' (respccti·Jn-

mente, a desigualdade estrita): 

J(o.:u + (1-cc) :;: u:J(u) + (1_-o:) J(v) 

(n,sper:tiv<J.n:Cntc~ J(a:u + (l-o;)v) <c~J(u)+(J.-o:) J(v)). 

Se 2. relação valer apenas p2ra u,v•'~ H CV, J e canvexo em R. Um 

subconjunto K do espaço v e convexo se p11ra qunisqucr :z,)cç K.'""""--··--

C(Jntiver tamb5m a:x + (1-a:)y para Voc, 

Indica-s<.' por [J,H] o seguinte conjunto: 

{(r,v)GIR Y. \!: J(v) :':r} ond8 J ~o funcional definido 

em ECV, Segne que o func:iotHil J sera convexo em H, se c u~ se 

o co;1juntn [J,H] for conv<o•::;o em lR x V 

ver [16] Luenbc.q;c.r 

0.5 U1na propriedade de funç;c.s Cllnvex~s em 
n , -

ffi e que C c u0n fu~ 

çao de JRn em ],'{ (til;\ funcional em 1Rn) convex.J no subcPnjunto 

convexo K de nn se c s~ He pura todo 

11 c ar u (P) 
>X ' 

em S 

(L) c..px ( ") C (X) 

(i. i ) G ( t:) > t{J (F,) 
X 

t' <:.r'' v ' ., '-~- s 

G 

v:tle a 

G(t;)- G(x) <=-_s 



4. 

E se G for de classct. em S n L~ondiçGo e-

quívalc a 

i 
X > o v~, x cs 

cf. [17] Morrey. 

0.6 Lema: Se J é um funcional estritc\íacnte convexo, cont:Ínuo na 

topologia (da norma) de um o;.spaço vetori.al. normado E ' 
e semi-contfnuo inferiorm~nte na topologia fraca de E. 

D 
Vt:>O, V'J r;;; E, 

o 
existe uma vizinhança V de v

0 
para a qual vale: 

eonj unto 

V v E: V, J(v) > J(v ) - E 
- o 

-1 ] J (-oo, J(v ) - s 
o 

Sendo J contÍnuo e convexo o 

~ um fechado e convexo em E 

a imagem inversa de um intervalo fechado de B. 

topolosia fraca de V, contendo todos os seus pontos-limite. Seu 

co1nplementar, V c aberto na topologia fraca de 

p:ua todo \) fó'. v' 

J(\J) > J(\J ) - F; 
- o 

D 
cf. [10] Cotler e Cignoli 

E cont,cm ') 
o e' 

O. 7 Lema: Se, :'!].em disso, E for 11m espaço de Banar:\1 reflexivo, 

E uma so;.quencia { \l } 
n n com 11 ú 11 n ' c con!i tan 

te , 'In, que possui uma sub,;equência frclcamente convergente a úm 

elemélnto uC.:E, e se {J(u )} 
n n 

converge para J(u) é!ll 1R, a prÕpt·ia 



sequência u 
n 

converge para u em E, na topologia fraca de 

sendo u tal que J(u) Inf J(v), 
vE.E 

D 

5. 

E, 

Vn , sno limitados os conj11ntos F '-'{uk:k>n}. 
n -

Seja F
0 

o fecho na topologia fraca. 
N 

Para todo N, n 
n=l 

F 
n 

e, como o esp;'IÇO E e reflexivo, o conj1Jnto ilu !I < C 
n 

e fracamen-

te compacto, cntao 

00 

n F 
n=l n 

como hi uma subsequindia 

entao 

uG F F 
n 

que converge fracamente para u 

Se u e Único ilm F, un-------, u na topologia fraca. 

Supondo, no entanto, que hi em F outro elemento V. 

Entio h; outra subsequincia {u'} dD {u} 
n n u n 

converge fracamente para V • 

Da semi-continuidade inferior de J na topologia fraca de 

gue que 

sendo u 

J(v) < lim inf J(n') 
n 

"' J ( u) . 

ta 1 que J(u) Inf J(V) , tem-~c 

v~E 

que v u . 

D 

que 

E, se-

Dado um opcrcdnr A definido em um rspaço de Ba-

na c h V, este ~ dito difcrcnciivel eu1 X E V 
o ' 

,;enti<.lo de Frêchet, f; e, para todo h G<.V se tiver 



A(x ~· h) - A(x ) 
o o 

(L\A) (h) 
X 

o 
F(x ).h+ w(x -h) 

o o 

onde F(x
0

) .h e um operador linear em h, e w(x
0

,h) e tal que 

1 i r.. 
n c- . J 'I i: í< .< , :1 1 o o 

6 • 

O mesmo o feito com relaçio a um funcionnl defini 

do ~~n espaço de v, 

sent~do de Fréchet se 

que c dito diferenci~vel em x G V 
o 

(,:'\J) (h) 
X 

o 
(OJ) (h) + f~(:< ,h) 

X O 
o 

onde (CJ) X (h) 
o 

e um funcional linear em h lim 
ii hii+O 11 h 11 

c f. [12] Ge1fand e Fomi.n 

[11] D 1 Ambrosi.o 

[21] Vainberg . 

. ··----·-··------­--------------------

no 

o 



CAPITULO J. 

1. Hi_R§teses, descri çilo do tnétodo 

Sejam: Q um uberto limitado do v um espaço de B aru<ch 

reflexivo de funç~es deEinidas em 11, (como LP(Q), l<p<oo, por exem-

plo), e ainda J, um funcÍOlH!.l contÍnuo, nao linear e~tritamcntoc cc:1 

vexo, que satisfaz: 

( 1. 1) J(v) • ro 

l.l Teorema: Existe U1n unico elemento ueV tal que J(u) 

onde VN e qualquer subespaço de V. 

In f "T (v) 
v12V 

N 

o (i) existência: como J (v) para ,o,\~ :1 > O l o • J \( > o 

tal que Vv;;:, V com ::vil> K =:? 
N 

J (v) > M. O conjunto 

.J(v) < M} e fechado na topologia da norma de V, c con 

vexo e, portanto, e fr<Jcamente fechado em V, cont<'ndo todos seus 

pontos-limite fraco. 

f: limitado porque se nao o fosse nao valeria que VvG.. A, 

J (v) < H e, da scmi-continuiJade inferior do funcional J na to-

pologia fraca de v. segue n existênt:l:u de UlQ elemento us AC:VN 

que minimize o funcionai J A. 

No enL~nto este alem~nto n,inimizn o ftlncion:ul J en1 todo 

VN porque Vv t.:- VN A u i\ c terr;~3e: 

J ( ll) ' .] (v) s ''- v E ,\ 

J (u) ' H ' -1 (v) s (' v C A' 

i sto e: 

J (li ) 1nf .J (v) 
v€ VN 



(ii) unicid~•de 

supondo qu"' -h:l 2 ,;l:;mpnlu;; u
1 ' 

u 1 f " 2 e 

j Tnf J(v) 

v E VN 

em v 
N 

t "i s q u c• 

sendo VN um espnçn vetorial e J estritamente convexo, 

ul + u2 
se w 

2 

o que 

'E.n t ao 

•'! absurdo. 

[J 

l 
2 

lr.f 
vE V 

N 

.r (v) 

1) Sendo 1/ um e.spaço d<'. llan.:>ch (rc•flcxivo), a bola nnitdria 

(e, port.HJto, todo sub<:onj,,nto infinito e lir.1i.L:rdo Jc V) 

~ fracamente coQpacta em V 

i. e : 

V{x } 
n n 

urna Yub9uqu~ncia {x
0 

)k 
k 

fracamente convergPnte a um elemen 

2) 

to x E K • 
o 

SeJ· a a socquenc1.a (V } 
c; N 

V. de dim~nsio finita 
J 

(l . 2) v.c \f. c v 
J J + l 

v. 
J ' 

arbi trDrio com 

V j' .. ' 0::: v 
N-1.\l-'::-l 

(jU<'-: 

( l . 3) 

j 
J ( \\) 

lj c .J ( \1 N) 
N 

.f J 
J N J ( UN) 

In 1 J (v)· 
..,r;: v 

I 11 f 
v E v :-; 

In f 

•:E v í' 
N 

de subespaços de 

tel q "'" 

u V. seJa densa 
j J 

, e N} Ul!lil base d<'-

N 
y 

J (v) 

J (v) 

l} 

v 

em v·; 

VN, c om ? ' c 



.},_:__l__~o<Jiç-;o: 

i) JN j qu:1ndo N ~> ~ 

i i) f 
.J I\ -> j N q u:1nd o r + o' 

i. i i) "N + " fr;l(.:ilfH'!lLC (j1t."'l!lJO ' -> "' 
i v) u9 fr_qca•;Jente qucn~Jo ' o' ~> 

" ' + 
N 

[] (i) V f: > o, Ja cufltinuirl<J.d,; do funcional Sr". obtem 

Oc(u) >O tJ..I_ que se HEV 

~ J(•,.,r) - J(u) I < E 

Dado 

li u -

j 0'.: 
u 

Core. o 

este '' cowo u 
n 

v li < 6 i. e: 
v 

I 3 v E v 1 ~ c v 
' u m 

J(v) J ( ll) 

vx 
o 

JN 
o 

c v m' 

lim j 
m 

r,;+m 

' .J (v ) 

1.ftn > v u o 

i 

v u densa em 
u 

VrJ > ll <;om 
o 

' s u' tõatao, 

' i ,, 
E 

j ' _jm ' jN 

(ii_) De modo sen:•clhantc se pío•rn que 

-> j quando f'->- o+ 

v 

u 

u! I < 
'" 

< ] 

haunvE-U 
n 

' ' Vm > 

9' 

v com 
n 

1\ 
o 

(ii.i) Para mostrur fraciEnente quundo :.r ->c'Jverifi.-· 

de do Índice N, porque jN -->- j, ç se pode conclu(r que 

ii l\rl llv ' c outra con~ot<Jnte q ~~e i.ndep•)l:de do N, r o L s .se 

1: 11:--:; [[v + ,, ent,\0 j ~: 
,) ( 1.l :<1) ' ' ~ 

T 1'- :-1-· ~; r• po·r tdnt ,, v ~;cqu<_,c1Cl;1 {" ' 1 i'"' i t .o c:.a com v 
' i'!J N 

esp.~,ço de J\,·:olu_ch rt•.fl.l·_~i.•Jo. d:Í una sub:;<'')l\i7nc;: .. ~ {u,. 'k qu.:• 
-'lz 

Nesta topo1ogi<J (O.ú) o func-ioJl;ll ,[ p_ S"ml -conl:ti\1..:<1 lní:12ri<n-

f:1C'ntc c cntao: 

J ( ,_,) ' lim in f .J ( nN ) 1. in JN 
k-)-n;> i k N+co 

_] J ( l1) 

c .J ( ',!) ' J ( u) •c•? ,., 
" 



1 o. 
Nestas condiç~es (0.7) a pr5pria sequ~ncia {uN}N converge fra 

carnente para u. 

De modo se~elhante se prova (iv). 

o 
~bscrvaçÕ<O:s: (i) supondo que v c Lp(\1) com l<p<o·o, s~e'1do () UI" d 

berto limit.'ldo do 1.'\.
11 

(de EJodo 11w.is preciso, seja vcHm'p(!J) 

V fechado, com Wm'p(Q) 

(ií) sejam hElR 0 
comh.>Q 

' 
ra i 1,2,.,. ,n e Vh um subespaço de V de dimens~o fini 

ta N(h) . N(h) e o nGmero de pontos de u'a malha discreta 

\Ih C 11. Seja ainda J"' f' (h), com Jl diminuindo a zero quando o 

faz h (em parágrafos seguintes torna-~se claro o intere<'i?S~~-~---

em nao ter f e h indepandentes). 

(i i i) vr(h) denota o subconjunto 
1 

N (h) 
cujos elementos s~o da forma I 

Como foi visto, 

de v 
h 

17\.E 1/. 

' 
_p,.,f(h) 

i =1 
m. f c. 
' '· 

em que 

Con9idere-se, a tÍtulo de exemplo o esp.:lÇ<) Lp(Q)=V, 

sendo aberto limitado do ll\
n 

' c , con~ 

trôi-se a malha QhcQ com N(h) pontos, obtidos das intcrse 

çÕes das retas i 1, ... ,n e 9..E." :E, cont.ldas no 

Em torno de cada virticc i 
p da mallta Oh constr6i-se 11m pa-

ralelepÍpido 

Ql_l 

' 
i 

'i 

h. 
- __ .l_ 

2 

Usando funç~es caract~rfsticas: 

1\(h) 

< X • 
J 

h. 
+-:f}c~1. 

V "' { uE V: 11 
h 1 '"i X~~~~ 

'· 
(:<)} QtCdC' 

vh ~ obviam~nte, {x 0 ~ 
' assim, uRa oproxi1caçao 

i=l 

i ~ 1, ... 

de u em V, 
" 

N (li) } 

.s c l" i .1 

de 

aproxirnaçio esta que pode, dependendo da m~lhn, estar tio pr~ 



1.5 

D 

xima quanto se qu1sci.· C[l3] [19]) 

(iv) s~rrdo Vh um e~paço d~ di~cnsio 

f r 11 }, com phE c-y(Vh' V) e 

li. 

finita N(h) , a ter­

rhE ~(V, V h), é di-

se o erro de truncamento 

11 
,, 

p,r,u-n, 
ll 'l v --· o q 11 ando -~ o. 

N(h) 
No exet~plo a C Í lUB .l: u(pi) Xnl~ e o opf.lrador :restrição; 

1"' 1 1 

e ph: Vh ~V , o operador prolongamento, ser5 simplesmente a 

identidade, Ver [2] [9] e [25]. 

Demonstra-se que 

( l. 3) 

onde s(h) e a constante de estRbilidade c lin1 s (h) + ~ • 

ver [2] Aubin, e [9] Cherruault. 

Em caso de ser V= Wm,p (Q) como no que se trata aqui, s (h) 
c 

I h !m' 
onde C e constante, independendo de h. 

Teorema: Se 

(i) 
.j' 
Jh 

(i i) ph 

lim s (h) l' (h) o ent ao 

I h l+o 

J(ph 
f in f J(v) " uh) 

f 
v~Vh 

ui' -J-
h " fracamente quando 

> in f J (v) 
vt;;V 

+ j quando ! h 1-~ o 

I h I + o 

J 

Seja uCV tal que J (u) .i Se [icur provado que, para todo 

c > o existe h
2 

C':rl J[(n \)Rl:a o 'i'JJ.l 

V h CO\;l I h I ' I h I ,, oop .1-'(h) 

J " 
' J + c 

resultará ti m 
.f(h) 

' j + ' que sup J h . u c~Ol'lO 

ihl+o 

lim in f 

I h l·>o 
. J'(ll) 
J h > J rosult;n~i ::J. parte• (i.), i..e. 

lim 
. .r (h ) 

i h 1->-0 
Jh "' j Pnra tanto, hâ que escolher um elemento 
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( l 
1 

2 n) n h"'h,1, ... ,hE.lR <al (..'tJC . ' daJoE:>O, se_1 :1. obtido 

da continuidade do funcional J' u::J valor n > O p<tra o 

qual 

li ph 'h u - u li < 
v n '"'*' I J Cph L u) - J <" > I < '; 

u 2 

ou J(ph 'h u) < j •· "lz c f. [zJ' .-,] - ' 
[u,] e [2 s] 

Denominando de uh o elcnento rl;' u E. Vh , pode-se t'ncontrar 

?(h) E. 
"h 

onde 

que esteja "perto" 

N(h) 

I 
i"'l 

hj 
T 

" i X-, h 
"'i 

< X 

de uh visto que 

i ~ .i ' x. 
' 

. j 
+ ::.__} 

2 
é um paralelep_I 

pido construido etr. torno do vê r ti c e x. ; e x0 h 
""i ' 

ê a função ca·racterÍstica de Xa? ; e (n:
1

, ... ,cc"l(h)) são ·-"'11,;·..,_ __ 

' 
cot;tponentcs de uh G V h , 

zendo 

v f(h) 
h 

variar h. de modo 

N(h) 

I 
í=l 

m. 
' 

que lhi -+ 

J' (h ) x0 h com m. G ll 
-· . 1 

e, [a-

' o <' em consequ~ncia, dimi 

nuirp(h),os ~i podem ser aproximados 5atisfdtoriamente p~ 

los rn. f(h) 
' 

[n.J(h) - "'· 
' ' 

< f (h) em qualquer 
h n. 
' 

da n:alha 

0
11 

Usando a desigualdade cité!da ant0J:iormentc, ondP. figura a 

constante de estabilidade S(h) (t.3), tem-se: 

N (h) 

I ' c. I 
i'" 1 

s c 11 > !I 

! P;l (uh - .P( h) ) 
"h 

lp Jx < 

oh 

' 

c. 

l(h)) 
"h 

N (h) 

I i'" i '-·1 
' l 

r(l~ 
é 

llt" C(vol U). [f(h)]P 

- l<l.f(h)jP J ., 

' 

Indicando por rzP, constante finita, o produto C. 11(\1) e, vol 

' 



tando a desigualdade desejada, tem-se: 

s (h) . 

como, por hipÓtese, lim S(h) f(ll) "'O 

j h G:: Rn 
o 

!I r h 
P(h) 

"h -

Ent:Ío J(ph 

.P(h) 
]h 

tal que 

ph uh 

uf'(h)) 
h 

lhl+o 

" l h I ' I h I então 
o 

li ' n 

' J(ph uh) + 'I 2 

1 3. 

K. S(h). f(h) 

K ê constante 

Em face do comcntirio no inicio da demonstraçio, est~ prova-

da a parte (i). 

(i i) Hâ um Único tal 

como quando lhl -+O, tem-se que constante, 

o que implica na limitação de jjp
11 

uh llv etn decorrência de 

(l.l), portanto: 

Sendo {ph uh}h limitada, admite uma subsequ2ncia convergente 

fracamente para algum wfõ v. 

Indicando ainda por {ph uh} a subscqu~ncia em questao, a semi 

-continuidade inferior do funcional J na topologia fraca im 

plicu em 

lim inf 
l h I -l-o 

mas li1n inf 

lhl+ü 
i ', r-ntao u w. 

como a subsequêrJc La {ph uh }h converge para u quando ih] + O 

na topologia fraca, e nas condiç~e~ do teore~a conclui-se que 

a pr6pria sequencia converge frncaEIODte i.e.: Ph uh --------y u fra 

camente qun.ndo ]h]->- O (-""-r 0.7). 

D 
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S~lLdo o problena prÍJtcipnl proposto reinirnisar o 

funcional J sohre o e~paço V, sabendo que, sob dcte·n~inJda.s 

condiç~es, essa soluç~o e obtenlvel por aproximnç~es em 511b-

-espaços de Jimens;o finita procede-se prnticamentc co 

no descrito no que se segue, constituindo-se o m~todo naque-

1' 

K(" 
l ' <X2'' .. ,ç.cN (h)) 

N(h) 

.] < I tran,;formanc\u probl~ 

i,, 1 

ma no de minimisar a fLLnç~o 

K 

In f 
""l'<X2'''. •""J·l(h) 

i. c. 

K(o:l'''''""N(h)) In f J (v) 

v E VN(h) 

O proce~·so se in·i.cia com \1[1] Vi!lor inici.al escolhi-

do (o:~, o:~, ,cc~l(h)) c com outro, tamb&:cn escolhido, p u s "ll do , 

onde nio houver possibilidade de JGvidn, N no lugar de )! (h) 

definem-se 

v. o o o o o 

' 
K("'l' ,o:i-1' a: i , "'i+l,. ,a.N) 

) ~~: K("'~• "o "? f 
o "o) i ]_ , 2 ' ••• '!': ' " ' i-1' ' i+ 1' ' N '· ' 

v. K(tt~, ••• 
o o 

"'~+1'.'. •"'~) ' " " J' ' ' ' i --1 i. 

Seja 
_P . - cscolh~do dentr~ as 

l 
pric:eirus coordenadas 

(.o.:~,"'~+ Jo, "'o- ,0} de modo >1 mini~,i_l: .. n· o conjunto {V 1 ,v:,l7~} 
SllbBtítuido ~~ por esse novo VRlor, obtem-se de !noJo ;Jtt~logo 

somado ou 

n:colhantcmcntrc, o ]'c>nt·o ele 

se obtem o mrni~o do COlljll!ltO {17 2 , . ' ·I ~ , 
~ 

valo r in.ici<ll, anteJ:ion:!cntc 
., 

(" 1 ' 
f _f I) (l 

( '" " " " ) l 2 ' 3' ' . ' ' N 

sep;unda 

+ ,-, 
_, ' u 

c 
2 

- y} 

~LJ"Gstlt,:inclo "'~ 

u 
... , -~p) ,, pa.•;s<J 

com o qual se repete o processo pnr8 R o:_,tcnç~o de 17
3

, 
+ v, c 

Se 

por 
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v; e tnmb"ém sucessivamente usnnJo este raciocfnio at~ a 

obtcnçaÕ de chega-se ~ um novo v e to r 

qce passa a ser o valor inicial c com o qual o processo todo c 

r~petido at~ se cheear a um vetor cstaciorL~rio, i.e.: at~ se ob-

ter um vetor 

v, ' v+ 
(l . 4) 

l 

v, ' v, 
17 2 ' 

+· v, 
v, < v, 

'VN < 

} 
} 

? o 
2' 

K(o:f.. "'J 
' N ' 

p 2 
o; f') K(o::l,o:2'' ' N 

tal que 

K(o:f 
l 

+ r , 

' K(o.J 
1 ' 

r 
"'2'. 

f 
" +· 

2 

"'~-1' 

r 
,""N) 

f' CC;> ' 

f 
o;N-f-f'). 

f. 
'o; J :~'<>-,...__..,_ 

N 

O processo leva de fato, a un• p011to estucion~rio, 

dapois de um mumero finito de vartaçoes, o que se justifica pelo 

s2gui.nte 

1.7 Lema: Fix~dos N e p, apos um numero finito de variaçoes o me 

todo descrito (m&todo 1) conduz i existincia de um v~ 

t :J r vetifique l. 4. 

o 
Sejam os pontos no ~ubconjunto subespaço 

v cujas componentes sao ' 2 •• i . ,, . : 

" v:, .. 
N 

I 
i=l 

aqueles 

c2'''' ,cH} e uma bnsc: de s r'ndo 

>J1ér:::odo 

i;<õdo que _:; (v) ~· 00 tem-se que 11 v;~!i < C sendo C \.\Ela Cüns 

tantc que inJcponde do N. Cntio Vi=l, ...• ~~~~~ 
' 

< K e' ao fim de 

~~ maximo ~.R variaç~es, o proccCRO pJra, onde R c o maior intci-
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ro c:ontido em (K~l)/e 

lj 

Uma vez atingida a eSt.lcionaridade, o p·r:oc:ec;so t~ 

do se repete com !?;z nü lugar de p 1,HOCCdÍíilC~ 

to este cuj~ convcre~ncia seri vista no que se segue. 

2. Um teorema de t0'1Y~2:].~-~ci a 

Denota-se o ponto obtido pelo método 1 e verifjcan 

do (l.4), por * 9 r f 
uN "'("'\ ''''' o:N) 

. . d .f SeJam ::nn a JN 

pondo a existência de derivada~ parciais cont{nuas 
N 

K == K (CC 1 , ' .• 'o:N) = J ( I 
Í."'l 

a:. e.) 
' ' 

da função 

uma 

Esta ir.tposiçÜo nao e r-estritiva em t2rmns pc·ii:ticos, ver §6, [tl] e 

[5] , Demonstra-se entao: • 

2. l Teorema: (i) 
.• 1 

j N JN ·• quando r ~ o• 
' 

ç 

(i i) 
x? 

fortemente quando 9 o• 
uN + uN 

., 

o 
a prova indepcnde de N. Com o intuito de simplific;-la, sera 

feita com N "'2, Considere-se o problema de minimi~ar KC~ 1 ,~ 2 ): 

que 

com 

- S' 

satisfaz 

(2 . 1) o 

o '8 l 

Inf K(o-:
1 

,o:
2

) 

o; l ' "'2. 

,, o 
O m~torlo l, j; Juscrito, forncc~ urn ponto ( "'' o.:J) 

l ' 2 

(1' 4) 

K (te i z + f -

o l c j!) ' 1 

,,_ 
c-e·' ) 

2 

' 
a K 
~~:;:-

1 

( 2. 2) ; 

J' . 
f 

KL ("'t + Olf' 

a desigualdade 2.1 continua vnlcndo se + P fnr substituido por 

' ' ( .P > O sem[lre) e 0
1 

for suhstitul<lo por C::l ·"" 8 (J') l l 
COr.l 
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o ' o 1 ' 1 doncle 

( 2 . 3) ("" }' ' ;)[( ,. J' 
Kl 

~ o cY 2) (• .. 0]_ ' • 2) ' o 1 l '"t l ~ 

ti_tHlo de 

( 2 . r, ) 

K ("' .t' ' " o 
" K ("" l-' o 5 " ' s· l ~ l'{cx\ ". ) 1 2 ' l . z ' 2 1 

•• "',\ + Cl 
2 2 

~) ) 

donde ( 2 . 5) l K (•2 
? 

' íJ 2 f) ' o 2 1. 2 

o ' 8 " l'l 
2 

Cy) ' 1 
2 

K ("'f ·' ' 
\')2 f) ' o 2 1 ' 2 

v~i a zero por ~ucessivn~ 

n l.<.lgo 

2 •• 

. - .? o 
d1visorõS por 2, f = ··­

n 
2

n 

i•tÍ_r:ial, f 

f n 
o' com 

11 n 
'N 

' 1• c v ·. 
N 

pura todo k ~ n e, e ' 

porr::.mto, coTí1 

i ,-)'11 
(2,6) ;luN 11 

( 2 . 7) 

que 

. ' . 
O rdCl.OC:.nJ.O On 

< C sEOndo C utnu 

" 
!' + i\ 1 l 

f 
COJ'L n 

' ' "' ·• "z 2 

lem-"1 l.7, 

constante que Í.c1dcpende de ' ' ' 
r c s u I. 

' {~~} p0d2n ser ~xtT·a~-

" i.nd;_,~adas .-tincl;l por {c:"
1

} e 

( O ; I 
' 

c•o:l'ol 1'0 \;, ~~to,.!o :· 
•• 

) o' 

funç~to ;z 



1 3. 

( 2 . 8) 1 
Kl (''\ • 81 ? 

I' 
"z l Kl(Sl,E2) 

K (cJ ' ·') - 0 r Klcsl,ez) 1 1 1 2 

f 
Kz("'l 

l' 
"z • o ll K2(Sl,S2) + 

2 

o o ' Kz<"'i •' 2 
- e z.P) + Kz(Bl,(l-2) 

q·..1ando p + o+ 

u;ando as desi.gualJades (2.2), (2.3) e (2.5) obtem"· se 

( 2. 9) 

CJmO J, o funcional admite 1..:8 Único ponto cr!tico, um l:~.!nimo-,""'~-~-- ... 

Illf .J (v) 

vEVN 

a pr6pria sequ~ncia para (p;
1

,B 2 ) i . e. : 

*I,' 
uN 
:>d' 

'' J funcional contÍnuo, 

J ( uN ) 'luanC.o 

o 
3. Plêto,::'d 0 o,_,z-''--étéCecocreme~ de con_ve~·gência 

O M5todo anterior ct5 a ap!oxirnaçio do problema 

(3. 1) In f J (v) 
v;:;V 

em 2 passos, 

Nutn 19 esc"ágio, o problema JH"Opost:o, (3.1), e subs 

ti.tuido por 

( 3. 2) Inf J(v) 

vcVN 

c, numa z!! et<Jp<l, o método 1 " E V N N 

i\. ret:olução de (3.1) pude sr~r proposta dirct.:urcnte o:d.e em vez de: 

(i.) fixilr N, e • fa;~er J'·~ O p.1r11 esse N ; 

(i i) escolhe-se f= j'(:·!), 'J qu" se c"nstitui no ::1;:;todo 2. 

prescntRdas no pnt~grafo l 
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(O) J e um ÍuncionD.l não-linear,· contlnuo, estr.ita;nLOnte conve;.:o 

(i) 

tal que 1 i m J(v) " ; '" ; e que verifica, além 
llvll +00 

seguintes 

J tem deriv<tda <lo Fr~-chct F ( x) {srud 

' 
onde F: V -r V } V e ' 

" dual de V 
x fr F(x) 

J) (x) 

des tJ.s, il:Õ 

tem-se entao J(x + u)- J(x) F(:d.u + v(x,u) com '.1 satisfazendo: 

( 3. 3) 

(ii) 

( íii) 

[w(x,u) [ :C: k(Y.). [iu[[: rl8sigua1dade e.m que""> 1., e k(x) e 

funçao que indepsnde da u e que leva sequ~ncias limitadas eu1 

conjuntos lii1\Ít<ldos; [21] Vainberg, 

Se vn tende fracamente a V no espaço V, e se u tende 
n 

mente) a u, tambcm em V, entÕ.o F(v ), u _.,. ~'(v).u 
n . n 

em 

do n + oo 

para calcular 
*i (N) 

u o, elo m2todo 
ti 1, e usado como vnlor 

cial, o 

Tem-se cnt<lo o 

(fort~ 

in i-

3.l Teorema: i,.., l,Z, ••• ,N}, se J verifica 

as propriedotdu: [CO), (i), (i i) e (i i i)] e, ctLnda, 

-se 1) 1 im 
N->-eo 

De !IHH\0-ira mais precic.a, e com u not<~çao usual, tem 

''
,.,.f(N) 1 ' . d V -N M una topo og~a Lraca c ; c 

2) Se J e fracamente cont{n,Jo, ~ntao 

lim 
N+w 

De étcordo 

j 

r~om <1 hipÓteso (i i. i) a 
,., y ( N) 

{_iN }N 

é dcçresccrrte, e minoradrt infcrlornJentc ,., portanto, adrüte l:n] li.mi 

te 2 . 

li m 
N-HO 

*.f'( N) 
J ( u~ ) Com n sc~>icontinuid~de inferior de J um 



1. o. 
nu topologia fraca de V, decorre que, como u na to-

pologiu fraca de V, 

lim 
N->-W 

, j J(u) 

que c o unLco resultado obten!vel se nao for Stlposta a continuid~ 

de fraca de J. 'no entnnto, se J for frncRmrnte cont!nu0, cntno 

* p (N) 
lim UN 
N+co 

u (na topol. fracc) ='o-> lin 
N+m 

nfirmnç~o 2) vem a ser dccorr~ncia direta da 1), 

o 

J(u) -· j ' a 

Novamente se usa um rncíoc!nio ji utilizudo, con-

cluindo da limitaçio de ,., _?(N) ,~ j'(N) 
J(uN )= jN que 

( 3. 5) ilv ~ C , onde C ~ ,tma constante que inrlcpende 
.. / (N) 

Pode ser cxtraÍdu, da sequênci_a {u~ \
1 

ut:w 

quencia, indicada por ,~J'(N) 

{ u } 
N 

que converge fracamente para um elt!mtcnto vGCV, ce.flexivo. 

Como foi visto om §2, te1~1-s"': 

i: 
*-f (N) * J' (N) 

(3. 6) ' j (u + 2 e. ) - J ( u ) ' ' ,.,POn i< J-1 (N) 

' J(q - .f' e. ) .J ( u ) 

' 

de ~ • 

sub se 

pG.ra qualquer i, i"' 1,2, ... ,N, 

(3. 7) 

,., p(N) 
O < J(u 

* p( N) 
.J ( u ) "''JF(u 

*j'(N) 
+ w (u 

,.,f(N) 



,~ (3.8) 

f 
,, ;'(>:) 

-H C! 

.\;~(:-:) 

C' I" 

;, ço:) 
-•.·l ( u 

. ') (N) 
< F(u"" ), f 

' '-' \O • ) - ' 

.d~(N) 

< ··.fl'(u ) 

''? ( cl) 
< F(n ) 

o, 
c 

o ' ' c -

,,~(') 
u(u 

1.1. 

- J' ('_'. ) 
' 

u::.~.J IH(x,n) com "' > 1, entuo 

c' 9) 

-·- ,?(;:.\) 
F(u" 

,.r c:;) 
< k(u ), 

*i" (:J) 
k ( u ) • 

* ~j (:·J) 
o.: s li u < C e, dadas ~s hip6tcses sobre o funcional J e po~ 

t_nto scbre '· 
' ' conclui-se que 

,,.f'(N) 
k'u ) _::: Cl >CO::". C e Cl CllllStHntcs que indepc.1r.iCI•I ele N. Como 

""'' N) i 1,2, ... ,!1:} , dn dcsigu2Jd::-.de (3.9) decor 

c~. 10) c. I 
c f 

«-1 

F.'-::'-'ndo uso ~la afi.r;·caçao: Vv s V 

tante que Í!tdapcnde de r~dicu i, c 

~I 

J. ÍF_ I! v - I 
v 
" ,."" i~ l 

(.:.. ]_ l) i I' ( u ,., . 
I" ) 

), 

< ;\ . r; 
c 

! '! F(•. 

i<\' ( }:) 

c. e 
i ' 

,, 

,., !/ (:!) 
F ( 11 ) • ( 

-.'- l' ( :1 ) 
!f(u.. ).(v 

.. P('.J) 
JF(IJ."" ),(v 

N 

) 
oc l 

c . l' . 

' ' 

' I 
i '"1 

N 

I 
i o'] 

v 

c. " ' 

-c.,_. 
' 

para i l , 2 , ... ,N. 

' 
) I 

i I 

N 

' c c 

c. ,_, . ) I. 
i_ '~ l l_ "]_ 

' 

cons 



tendo si.rlo utilizada a desir;ualdilde (3.10) e il vajot·aç<'o por 

das primcirad N coordenad~s de v. 

rasE.V, 

C O i'IO 

N 

e v - I 
i =1 

lo do espaço V, 

lim 
N+w 

,~f'(N) 
a subsequência u converge 

C. e . 
' ' 

C. e . ) 
' ' 

jF(s). o! 

o elemento 

Voltando a desigualdade (3.11) e passando R8 limite com N + oo 

obtem-se: 

lim 
N-+"'> 

'h ?(N) 
[P(u ).v 

+ 1 in 
N•• 

a-1 

< c .c
1 

lim N. p 
- 0 N->c.o 

C. e.) 
' ' 

como lim N[p(N)]o:-l [cr(N)]cc "' O , conclui-se que 
N·>-<» 

+ 

( 3. J. 2) 
* 9 (N) 

j·F(u ) • v j = O o que valr:, para todo clemento 

v E V. Por out'(O létdO lim 
N+oo 

,., ,p(N) 
F (u ) • v = F(s), v "' o , Vvs V, 

"· 
c 

o 

nu-

Então F(s) o i. c. F(s) e a funçio nula de V' donde 3C. con-

clui que e ponto crftico de .J ' que tem um Gnico ponto < • c r .l t l 

u, onde atinge 
. . 

seu nllnlmO. Logo, s = u. 

Pode ser CD!ICluido ~11e a ?roprin scqu~n~ia 

"r c N) 
{uN }N , e noo ~:o a sub~:~quê:rtci,o, cunve~t;c. fl·acan:\~nt'' P'1r.1 n, 

demonstrando 1). Da observaç~o 3.2 vc-se qua a cuntinuiddJe f~a-

ca de J l~va a concluir que 
,, (N) 

'"' J 

JN l im J 
> t"l.c7\Í.ll:lLldO a 

N-Hn 

D 
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Os tPoC~DBB L,l e 3.1 contintJ•Iffl v~l.enJo ~e 

flnitu !\(h) c um<:! 
~ 

n, C-<~ (V, , V) t.1Í s 'J'.'C'-·n n u "' v, h l l 

(i) l\o CélSO ÔO tcoccna 2.1 c-s~ cvado a 
. . . 

consJ_r,c~-2Ç<:to de 

funçÕes de 

h 
" 1' 

c a, 

N(h) 

"'h 1 
N (h) ' vh E '·' h 

,. tem 

(ii) tJ teorema J.l contínua 'J~l.i-!o, det'd'-' q•Je o fuuc.:icnel J 

verifique as bipC)teSC8 /ls::;Ín<llada:; C1s do n o2 (i)' (i i)' (iii.)) e 

se 
N(ll) o 

uã vu.rlaçoes pod,·T~ ser int;:oduzid2s nn 

1. Em pdrticular, os teoremas de coavergcncia ~nntinuR~ valendo ~ 

uplicados a ~uriantes como a que se segue: 

o ponto inici.:!l 

+ f til con·.ponente, 

o 
..• , "'N) 

l10V.ln'Lt!i)tC se 

i' I :?. 

acrescenta 

no l.112;:'Y de p 

Com rcla~t·o n<l c•6toclo Z, '-'Sn-se N, a <liccn·•;o Jos 

~:ubesra<;os H , N 
*.r (i.;) 

p '' ·; S Í \' '.' l" 



2.1, 

Il~ que manter em consideraç~o o fato de qur ncRtcs 

rnétodos, o concputador C de pritlOrdial iiT.f-Ortância, sendo o "N mai. 

or poss~vcl'' aquale alem du qual faltaria mem5ria, ou arca de tra 

balho a m~quina. Alem disso, como o tc~po utilizado pal-J c~lculos 

co~ grandes v~lorcs de seria muito extenso, pode ser Gtil cn-

a possibilidade de se fazer o método 1 por blocos i.e.: se 

N "' k.p faz-se a v:Hi.açr,o de :::..? a n blocos de p componentes 

(hcrruault 

4.1 Aplicaç~cs a resoluçio da equaçao Au • f com ll ur.t espaço 

Hilbert, Ar:;.z;(H,H), i . e. : A é um operador linear 'em H; 

e continuo toma-se, uma vez apresentado o problema 

(4.1) Au f 

(lf.2) J(v) il Av f li~ 

de 

-1 
A 

Pode ser v~rificado que se cst~ nas condiç;es do primeiro parugr~ 

fo, visto que: 

( i ) o funcional J 
~ < 
e c:ont~nuo, sendo-o o operador e a ap1i-

c~çao que a um qualquer elemento v do espaço 

H, assÇJcÍa IIAv c 'I ' ' H 
em n~ 

(ii) J c estritanu:::;nte convexo e 

(iíi) lim J(v) + "-' 

li V li +oo 

Rntio o problema csti nas condiç;es do par~gra(o 2. Entretanto 

v a 1 e tamb~m o teorema de convarHeucia do parisrafo 3, o teorema 

3. 1. 

(ii) J ê estriLlmC'ntc convexo. 

Scjan u,vc V • H )J e À r':::;a_'~' po~ítivils t;\\_s que 

p + À= l. Quer-se provar que .J(llV + Àu) < pJ(v) + :\.I(u). 

De fato: 

J(pv + Àtl) <A(llV +Àu)-f A(pv + Àu) -f> 

<pAv + \Au - (]J + À) f, pAv + ).Au - ()J + \)f> 



15. 

<p(Av - f) + À(Au - f) ' ]J(Av - f) + À(Au - f)> . 
2 

11 Av f li~ >'11 Au fi[ 2 ' + 
'H 

' " 
2 

11 Av - f 11 
2 

+ 
,, 

!11\u - fll 2 

indi.can,t,) por p " norma 11 Av -

que se deseja verificar e que 

,2 q2 ' 2 "' A +).lp+-A)Jq. p ' 

como À + p "' 1 

11 - t-t
2 

""p(l - t.~) 

acima equivale a 

2 2 
)JÀ(p + q -2p q) > o ("<) 

+ 

+ 

fji H 

2pÀ 'Au 

., ·,r 11 Au 
"-"'i -

a 

2 
+ 1-IP 

q 

e n t <!O 

-

- f' Av - " < 

fil .I! Av - f li 
a norma !I Au - cllu o 

equi.valentc a: 

e u desigualdade 

)1À > o 2 
(p-q) ;:: O , valendo a igu<lldade so se P"''1 Se. or;ta 

igttaldade valer, vale, no luga~ da ~esigunldacle 

<Av - f, Au - I> ~ jjAv - fjj 

M~s se isto acontecer, ent~o: 

11 Av - f li r li e Av - f 

j r > O com Av - f r(Au- f) 

"" 11 Av - fil r. !]Au - f]j 

' r = l Au = Av. Da existência 

" 

de 

a. igualdr..de. 

Au - f sao tais que 

-1 
A decorre a biunivo-

cidade do operfl!:!or A, donde u = v , se n<:to valer a. 

(iii) 

desigualdade estrita ew (*); e a estrita convexida 

de do funcional J. 

J(v) . i1Av - q2 'Av - f> 

' a. 11 112 i V: + 11 f 11
2 

2 <Av,f> 

' M. i[ vll 2 
+ i1 f 11 ' - z[[Av[] 

11 
'i 2 

VI' (~l + - 2 i] A. 

A 'f 

, 

11 f 11 

_v_ 11-

!lvll 

f> H 

!I _li 
li t !l 

li v li 

, 

), 



~! 6 . 

desigualdade em que se fez uso do fato de que se o operador A e 

i.:cversivel (e ê) ent:ío j"' real positivo t<ll que iiA·v!! >o.: jjvjj 

( ')3] Halt;ws); }[ "' a:
2 e se u:;ou tambêi'! a Jesignalde~dc 

1 i m 

<Av, f' < [[Av[[, [[f[[ 

'Av, f> >-[[Av[[· [[f![ 

, lW! clW! 
11 v 11 i[ v 11 

- 2jj A ·-"--[[ )] 
il v li 

lim J (v) 
]j v]]-roo 

Q~anto as hip~teses do §3, 

(i) J admite derivada de Fr~ch<'t: F(x). u 2 <Ax-f, Au>H po~ 

que 

J (x+u) J(x) "' <Ax + Au - f, Ax -r Au - f> -

- <Ax f, Ax - f> "' 

[[Ax fjj 2 
·I· 2 <Ax - f, Au> + jjAujj 2 

2 <Ax - f, Au> + jjAuj]
2 

c~dc 2 <Ax- f, Au> c linear em u e 

(:.i) 

11 Aul[ 2 

[[ui[ 
1 i. tu 

11 ujl->-o 
''AI' >I I o 

cí [1.3] Haltnos 

[1.0] Cotl:1r 

tCffi':"'SC V.'(X,u) 
2 

e 11 Au'll ' 
' ' - 'I '1

2 
11 'I 2 

I ,\ i · . n i 

xn -·-7 x 

u -~ u 
n 

scudo satisfeitn a 

çc-ndição (:1.3) 

fr •. ca~cnte } QtJ H, dadas a~ ~ctiniç3es de A c 

(fol.t.~wcnl,,) do Jif..:>re:nl:Í.,l.l d0 E•'rGehet de J 

t.:>tlt-Sl': 



l 
F(x n) 

2 ,- u -2- ' n 

' Ax 

Ax 
n 

Au 
n u 

f, 

' 

Au > 
u 

< f, A un > 

2 7. 

coco o operador A e contÍntlO Au 
u 

converge para Au, tom ll e , por-

t<lnto <f, A u > + <f, 
n 

Au> em quando n-->-ço RcstD- cntD-o mos 

De fn_to: 

<Ax , Au > 
n u 

A(u -u)'> 
u 

e a aplicação dG. ll em IR que a cada v~ ll associa o real <x,A'"(p..,_t)> 

e funcional linear contínuo =V <Ax , Au> "' <x n n' ' A Au> que 

* tende. a <x, A Au> = <Ax Au> nm ]R, dada a conve.rg~ncia fraca 

C. c x
0 

a x em H. Por outro lado, 

< Ax , 
n 

A ( n 
n 

u) • 11 u -
n 

tende ;j_ zero 

e::1 1R srcndo llx I! < }J pura N independente do fndi.ce n, por c,1usa 
u 

da converg~ncia fraca de X 
n 

'n --7' x (fraca) V.Vi:l!' 

e::n IR H. Entâ.o: 

em H, 

tem-se: 

i. e. 

Q.x + tx 
n 

! . . 2 Let>Ja: O m~todo 2 se aplica a resoluç;o de Au • f com o uso 

Co funcional proposto, s'-'ndo AE cGCH,H), A-l -contLn~o, H um esp~ 

L.3 Rcsoluc;o de Au =f s cnrlo A um operador n?o-linear em ---·-------' ---------
~,ll espaço de lli.lbert. DnJo o problnua de resolver 

( 4. 3) Au "' f 

J (v) 'I .. I A'-'- sendo A, a operador em ll 

suposto tal que J seja cstrit~mcntu convexo e t.1l que: 

( 4 . 5) 1 i~ li 
.. 2 

.\Vil entao 

Íl V 11 >oo 

hipSteses sao fnciln1~nte verificadas. 



Se, ~len1 disto, se su~user que 

(i) A;;_ frc,c:~mente contfnuo e, em 

0 A(v ·Cu)"' Av+ F(v). u + w(v,u)([21]) 

se tC>nha w(v,u) I (4.6) llw (v,u) 11 .S C llull2 (t'mbor~ o e:-:pocnte 2 

pudesse ser subst:ituido por"' co:n o:> l), •cnt~o: 

4.5 Lema: Ao problema (4.4) pode ser aplicado o mGtodo 2. 

admite difcrenciRl de Fr;;_~het. 

J(v + li) - J(v) IIA(v + u) - f 11 2 .. [[Av- r[[ 2 

(por0) "'j]Av + F(v), u + w(v,u)- f![ 2
- ![Av- f[[ 2 

(4. 7) 

[

jjAv- fii 2 •11F(v).ujj 2 + ije>(v,u)jj 2 
+ 

+ 2 <Av·- f, F(v).u> + 2 <Av- f , 1·.1 (v,u)> 

+ 2 <F(v).u, w·(v,d)>- iiAv- f[l 2 
• 

í!.(v,u) "'[!F(v).uj[ 2 
-i· 11]1·1(v,u)[[

2 • 
+ 2 <Av- f, w(v,u)> + 2 <F(v).u, <·l(v,u)> 

en t ao: 

( 4. 8) + 2 [[f(v). uj , :jv(v,u)[[ 

() 'I "'1 2 1\· .. cJII' c'l'll2 
V, u 1 ,S 11 ui ~~ l' v + . 1u + 

+ 2 C j[,\v- q + 2 (; Í:F(v) 11. [! 1!:} 
lim ll_sl_c~c"2-JI ~ o 

IIC>j•u l]ui] 

"'-9 ([;c1d J)(v). u""' G(v). u = 2 <Av- f, F(v). u > 

onde F(v). u A(v + u) -- A(v) - ~1(v,u) • 
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A ..J <1 continui 

d nd e Je F (forte) , te\u-se que (jU3llc\O 

v ~ v f"""'"'"" } ente, o 
n 

n -7 u (fort<,\oente) 
n 

G(v ) . u 
n n 

.. 2 <Av f, l' (v ) u , 2 <Av 
n n n 

f, F(v),u> 

i. e. C(v 
n 

) u , 
n 

G (v) u. 

Flnal,uente: Je (L8) ,; (~ t '"-m q l'.<.l 

il r.(v ,u)]l • 11 ,. 2 
'- U!l ·,1 u '1l

2 
·1 'I l + K 

1
1 u: 

,.,P (N) 
fazendo v uN e tomJ.ndo R > 2 

K. I! ll !I R. .. ' 
De fn~o, dns condiçocs impo~ 

tas, se obtem que ·F c fortcmcnt·e • cont!.nuo .c 

-· p ( N) 
to, {J.'(u;; )}N e li.rnitado :Jc:n cr~mo o e 

.. P C:O 
'I .. 'I l {I AuN I N ,;enao 

Segue, ele>. (1!.8), que 

C ilul] r 
o 

com r > 2 e vale a desigualdnde proposta. 

portaE_ 

na.<! »cria 

(com o int•1ito de acnler~r o p~occsso il.iucrico ele ro11ver-

gc,~cia), 

-se u~ pnsso otimo Prn racin ul~~ c.J~ JirPç~c 

maçao dl'. nE: V 

Coi.JO o intuito 2 

J(u) f.;~f J (v) 
vG V 

O de• 



3 o. 

onde se est~ nas conl~:.ções de dc:sej«das, O p·,:occ::;so e e::;Lud2<.lo 

no intuito de :!!.elhorar 2 obtenção do Ínfimo de 

" J: m-~ .. F., p:ntir>do de um u 
u 

J assume U<.J Ceten:".ir:a,~o VJ.lor, pussaudo-se ao ronto u
0 

+ p v em 

(i) ' vE IR-, L:!:\ vetor em cuja di.c·eç3o se faz a vari.açao 

de. passo O, v (v,, ... ,v") 
> ·' 

(ii) pE.lR, um escalar, de modo a obter 

p pode ser escolhido Cc modo que se tenha o menor valor podsfvel 

ct,~ J(u + p v) 
u 

us~ndo o Cescnvolvimento de Taylor em torno do ponto 

t2.rzloS de 29 orde:.1, obtco,\-se: 

( 5 . 1) J (u + p v) 
u 

2 ê: 
.c i + ZT 

i~l 

ooJ(u)+p 
o 

N 

I v.v. 
j ~1 c J 

o':;. tendo J (.u + p v) como função de 
o 

' condição d '· que 

)J o YP 
aJ 

o~tenC.o; ( 5. 2) ( 1J • p v) 

êi.T (u ) 
u 

(i J ( \...\ ) 
o 

h;. dx. 
' J 

p tambêm, " 

N ;u (u
0

) 

I v. • d p. o j ool J ~-;-:-
J 

p :,1 

+ ç 

(c ) 

" 

L v., .. 
j = 1 1. J 

" I 
.i =1 

v.v. 
c J 

o 

+ 

QuLll 

u 
o 

:; e 

ate 

i lllP Õ e 

~0brc o funcional J em tdis condiç3cs o v:1l.or do r obtido 
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J (!ffi relação 

a íJ, 

v suces 

sivamentc como cadn um das vetores unit~rios dos eixos coord~na-

Ci' i" l,2, ... ,N, ObtClll'"SC ccnr.d o pa.<;BO Ôt:i.ll'.O 

o rn;;ior decr€scil.ll0 c~o fllnciorwl J, de (5.2): 

que dâ 

(5. 3) o passo 5timo na dircçio ek 

b este valor d<l p o que se usa na variac•o do 

m;todo direto de varlnçoes locais, na Jircç~a de 

Em geral, o funcional utilizado para aproximar a 

2 s. 
' 

ver [3] . 

PortJ.nto, p.:;n:u um funcional assim, tem-se 

"' COIJSt4lltC, k 1, 2,, .. ,N e, neste caso a f6rmula 

(S. 3) vale c o US<"J d'-' p 6timo ~pressa consi~eravclmcnte o me-

todo do variaç~~s luc~ie. Valem co~o exemplos os cnsos nprcscu~ 

dos 01:; §G, UI'--::.Lis;:dos .em [s] 

(5. 4) J Cu 
o 

3J(u ) --x o 
dx,_ 

' 

+ 

+· 



32. 

Ê evidente que ne.sta.s condiçÕes n detcrnln,l.~{io do 

p "~ s o p Ótimo<' bem mais dif:Ícil, podendo se1: nnul[,dR toda a 

V3ntagem qHc advcm de se uso.r o p Stimo no m;:;todo de varlilÇoes 

locais se for necess~rio obter o . . 
1rrl lll mo do poli.nômio em p ' 

'OJ(u ) 
2 2 3 

8
3

K(u ) p + 
p 3 J(u ) 

" L + -- o T --:x o -I o 
'Jxk "k 6 

(lzk 

Mns ainda neste c~so e poss{val introdt1zir uma va 

riaçao do rn~todo para que acelerado, seja ''eficiente'' em termos 

pr;ticos do uso do computador: 

em vez de se calcular em cada passage11, o fun-

cional. J(uA,pe) 
u k 

pela f6rmula que e geralreente dada por 

N 

I 
i=l 

que e "custosa" em ternws de exigir rr.uitos c;:ilculo:; c, porta~ 

to, tempo, recalculam-se os termos que nao foram afetados r~lR 

mudança de u
0 

para u
0 

-tO ek isto e, nn fÜunula (5.4) do dcsnvol-

vimento de Taylor intarrompido no tarmo de ordem m t;.cl que 

c constante 

a partir dos 

... ' O f ato 

obtendo o v-alor de J(tl 
o 

d J ( u ) 
valores de J(uA), -;o;- o 

.., a xk 

a S•}n'atÓria no 

tPmpo do processo, mas este ca~o e partict1lar vorqt!e, s~ pur um 

Nlõ't:tes c as c s , ond '' se e :o_ 
~ ·~ o c8cnl<! do derivn.d,1s ;J ill' c_i .~ i_ s , o !T.I" 

todo perde a caractl'rÍstica de um :r:(tnd~ diLeto, DVl S ~ <:: nl1 a c:n o-

fici~ncia pritica. 

Nnr,t ext'n:plo que se c~1nsiJera nu par::igrafo 6, se 



t"" r i c. o p 

" tal 

Au = f 

J(v) = 11;\v 

N-1 

J.~ (v) h I 
i"'- ;,J :..1 

u(x) + 11 
-1 

faz-se 

11 ( t) 
x-t 

de f (X) 

<lproxi.nndo po1: 

+ 
N-1 [ 
~ u(jl!) 

j~-N+l 

. l [) g ll 

e o p Ô ti l~:o n:~ ''r:ir2ç2o o " k 

('1 (hk) 
o 

2h > o 

1~. , --1-, I 
I j-k--'1 

' 

, c, para isso, 

L(h"k)) 

'" .) ,) . 

Neste caso, o ele~rnto dn base Pk ~ a Junçao ca-

r~ctcristica d0 intervalo [c- i lh, (k + l 

' 
com 

.J 

k =- :~+1,- li·IZ, ••• ,:l-~, X·-1 c,cndo o cocjunto Je funçÕes c;:~rnc-

t~risticas sobe~ tais i~tervnlos a b~Jc do cspnço de dil 1 rcnu~o 

2:-;-1 t..:Om O 'i~'''-1 Se <l[:fC'>:i 1',il O ptGt'tl\J f,
2
((-l,l)). c~f [J] 

y.:,_j ~)1.] ":co 



6 - Rcsul ta dos Nu1ni~ri cos 

6.1 Resoluç~o da equaçio integral sinEular 

1 

u ( x) + v.p. J 
-1 

~0:.2.. dt 
x- t 

.E ( x) 
2 

, com f E L (-1,1) 

e a funç"ií.o u, entao, tambem em L
2 (-l,l). Del:ine-~;e 

J ("l.l) 

1 

"j lu(x) 

-1 

1 

+ ''· p. f 
-1 

.o.:...(!J_ I' dt-f(x)-Jx 
x- t 

3 .j 

e, ttsando um h> O e-se lcvndo :1 di.scrc:Li<::lção do prob.le~1a, l'.[l~ 

ximarrdo J(v) por .T
11

(vh) com vhE. Vh de rlir.:tensfio .Ei.ni.ta ~l(h) e 

Jh dado por: 

{ ,,_., [ 
v. + ) v .• 

1 j,.,-N+t 1 
lu g L ' 

sendo os v. 1 s as componentes de v
1 

no espaço v
1 

(cllm}! "'N(h) 
c ' ' 

nos s[mbolos de somatÓria), componentes fJ.Ue dão o V!:>lor da função 

P<lr.a resultados 

numéricos e estim;J.ti.va de erro ver (herruault [4], Loridan[llf]c 

Ecbora este problema proposto te11ha sido aborda-

do com o auxilio de companheiros do departamento de computaç~o, 

o aparecimento de problemas nu execuç;o c u cxic••idadc de tc~po 

de (he~ruault, Lori~an. 

1 

u{-x) + f o 
o 

Se~ui11do o mesmo caminho que em 5.1, uLtcm-sr u p~ublcina dlu 

crctiz~do como descrlto aqui: 



s, 

\ 
1 + -z 

\ 
2 

si n 

+ 

35. 

com 

h cos 2jh) 

sin h c:os 2 jh+ s in 2jh. cos h) + 

sin h. si.n 2 j h) 

Novarr,ente se refere ao trabalho de: CHERRUAULT [t.J 
para resultados nuinericos sendo esclarecido que, como em 6.1 

(i) se 90Z dos componentes do vetor permanecem esti'lcio-

nâr i as considerou-se no programa que foi obtido o ponto do 

método 1, 

(i. i) fixndo o h, interrompe-se a sueess.;_,.ta divisD:o d('_ fl por 

2 quando a diferença 

P, 
entre dois valores sucessivos do funci.on<J.l 

(i..e.~emuh eem for n:lo maior 
-8 

que 10 

(i i i) Nos trabalhos mencionados, a precisão foi da ordem de 

]) .. 
', J 

6.1 

6.2 

-4 com 6t, pontos, _sr.r_? __ (j.e 10 

com 256 pontos, 

com 17.8 pontos, 

-5 
<'!rro de 1.0 

6.3 RcsolGÇ~O da equaçao e derivadas parciais. 

f"(.>)"'-

l_n[
00 

O 

tlu(:<) = f ( x) sob r f' (-1 ,1):-::(-1,1) 

com u fmr'ar 

t'lu 
a2

u 82\! 
o ~, > ----2· 

()x ;]y 
uc:dto o opc1:ador 6 ~ npruxi~ado por 

1, \ . L' 1. + 'J 
+ u ,·_ -1 'J + \1. • \ + ll. • l - 4\1 . ~] l,]- l,J+ t,J 



s"ndo u .. ":lproxi~Jctçao, do tipo desejado, d~ u(ih,jh) 
' 'J 

este problema~ levado: miniillizaç;o Jo funcional 

2 
- f. . J 

' , J 

3 6 . 

Assim, 

CO:tl r .. indicando f(i.h,jh). Ncst0. ('_;JSO, o trabalho dco Cherrttau.lt 
' 'J 

~] indica os seguintes resultados, iazendo 

(i) lll"'l, 

f ( x) 

usando 225 pontos em Q! -4 1 
rx10 

para p 1611 ---
a erro ' da ordem de -6 1 

i_~lQ_ para p /819 2 
-"'--·--

(i i) m . 3 

f ( x) (x 
2 _ 1 ) 3. (yz_ 1 ) J 2 (y 

2 •· 2 
2) ' - X - e 

USDl1dO 225 pl.'lltOS em D 

{Lxl0-4 1 
par a p 1z 56 

o ~r r o a da o:r:do?.m de 
1 

v.~!_o~~- para p /16384 

='-'= c: :::::=-;;::;;c;occ;:: =:::o:~· ::::::::o::::: -·- -- -· ----------------
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C A P f T U L O II 

Ate aqui foram vistos processos para R minimisa~ 

çao de funcionais estritamente convexos fazendo uso do m~todo de 

variaçoes locais. No entanto, este m~todo tnmb~m porl~ ser usado 

no caso de funcionais nio convexos, c nao li11eDres. 

Quer-se resolver o problema de minimisar um fun-

cional nao-convexo J num espaço de Banach (reflexivo): 

( l. l) 

ob tnndo em 

( l. 2) 

In f .J (v) 
vc:V 

v um elemento 

J ( u) Inf J(v) 
vEV 

u tnl que 

a solu<;ão uEV pode ser >tproximada, discretizando-se, tanto o 

funcional, J, como o espaço V, transformando o problema (1.1) 

em 

( 1. 3) com h escolhido de iliDdo que suas com 

ponentes sejam to<la'> positivas e o "des 

. " t1no de h e o de tender ao zero, fazendo, com que, em um cer 

to senti.do, Jh e v h 

1~en ta. Nll prdti. c a v h 

tal que 

mente. parA u, ,;oln~:::Í.(l 

e [6] 

" nprc-::<i,<em 

JRN(h) 

de (1.1 

(v e r 

In f 
vG:Vh 

1. 2) 

de. J e de " . , respectiv~ 

§1 cnp. 1) , 

tcnJe forte ~u frnca 

qu . .Hldn h .. ,.. O. ver cap. 1 , 

o problema se constitui em ncl1ar um m~todo convcrgent~ que rc-

solv:1. (1.3). No qu>.' Sê'. segue o rndice h 

alivinr n notaçno. O tipo de problema opr('S~ntnrlo a Jn meHm<l 



H. 

linha de pensarento do §l do cnpÍtulo 1, a, P<)r isso, itlentifi-

ca-se v ( I - V ) lRN (h) . N qur at<' 1.1 pouco era h c<:m , 1, e.: )R e 

e um funcional de 1l\N em JR: 

(1.3)' J(v) 
JRN 

J 

Se J fosse um funcionAl co~vexo, o mEtodo direto de v~riaç~cs 

locais (ou alguma de suas varie1ntas) :;crmíti.ria re.9olver (l.J) ', 

m3 s se J, sendo nilo convexo e tendo, possivelmente), r1Ínimos lo 

ca1s, for <?.bordado peLo referir] o processo, 8Ste, sendo local, 

falh.'L 

Prop~e-se associar ao problema (1.3) 1 uma seque~ 

c1a finita de problemas do mesmo tipo, que serio indicados por 

com i"' l,Z, ... ,n, Na obtenç.;:lo do in fi mo do probll"rHt 

sern usado aquele obtido seguindo--se o procc_:;_ 

se de modo q••e o 6timo de (1.3) seja o desej<-1do de 
n 

(l.J)'. 

Secao necessirius outras hip6tescs, como, por excn:pto, nfirmnr 

que J atinge seu 6tlmo e;~\ cem Único 

'd O • 1 c ' r• •' v ,.,N ConsJ. ero.~gc o .runc~ona ner~nl.C'O em -" 11, , 

e que c aiudn, est~itAruente con-

vexo tom V, 

Entao G11 (v) c unn matriz sim~trica s~ndo 

G' (v) ( _.a_Q (v) 
8x ''' · 

1 
(v) ) 

[_L c --(v)] 
:h i (lxj i ,j 

G" (v) com ' GG:C (V, I~',) 

Define-se a sq;•1intc notar; ao: C"(v,h) '" <G"(v) .h, h >v 

com hCJRn, e 

a cou~cxidade estrita de G 
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( 2 . 1) C"(v,h) >O V v, '-.'h f. O, cf [17] e (o.s). 

Sup~e-sc ainda que G admite 1:1~ Gnico mfnino absolt•to a distin 

ci-a finita da orig<>m, e, ,ll(.m disso: 

(2.2) <G"(v).h • h> ' - p > o 

V v E V Vh E. V CO TI' \h_ I 1 

onde I h I indica o norma de h em v ll<Y 

csta ec:colh.:'. de G 

ca~o, basta escolher G como um parabol~ide. 

Ao problena (1.3)' se associa, entiio, o seguinte.: 

fazendo ilo-:(v) oo J(v) + co C:(v) 

(2.3) ~- Inf·Uo.:(v) 
vG.V 

In f [J (v) + "" G (v)] 
vCV 

com o-: um real 

positivo, variando num interv~lo a ser d~ter~inado. Pa~a tanto, 

tawb~m e suposto ser tdl que 

J E c 2 (V, 1R) 

verificando: <J"(v) .h, h> > - K 

V v E. V e 

2.2 Lc::•.a: a função 

J(v) + '"" G(v) 

todo 

D 

K => <il . (v) h o • ' o > , v 
o p • 

p;-l .. • ,_,. " E 

o q11e d~ a estrita 

c 

• 

( K > O) 

Vh€:: V, ih i "' 1 

e ~stritamcnte convexa para 

h> 

v . 
> 

V h .. ·-= 
,. . ' 

o 

v ' ! h ' ' 
> 1 

[J 

l-im C(v) 
li v!l-roo 

''', pode '-<3T l.~O'ltL-;\do sitCJp~c'SHl<'nt,' •itH~ H,_c(v) 



,j o. 

rifica e ~csrna propriedade. 

sc:ndo H e~trita~ente CO!lVBxo 
" 

contínuo, e como li.m 
!I V 11->oo 

H""(v) o m~todo de variaçoes locais 

pode ser aplicado a este funcional obtendo-se o 6timo d c H 
" 

em 

V, i. e, : u EV 
" 

lRN tal que 

A partir deste o Ínfiir.o de 

" ' " o 
e sob deterll:iüadas condiçÕes pede-se fazer "' Jccrescer 

a zero e obter assim com o auxÍlio de um processo convctgcntc o 

Ótimo de H 
o 

H ( u) 
o 

n 
À 

o o' À 

J + O, G i. e. o wínililo dG. J em v 

Inf 11 (v) 
vEV 

0 
Inf J(v) 
v E V 

< 
1 

" o 
perto d<" 

uma partiçao do intervalo 
(cc -O) 

À '! . 1 -) "' J ~ ~ J--n·--

Procura-se o 6timo de H:\ 
n 

quanto clesej ar 

com pa,; so k e 

usnndo o n,6toJo de va 

rlaçoes locais (m~todo este que converge sendo H~ nas ~ondiç;es 

n 
desejadas). A partir desse uÀ 

n 
tal qne 

(u,\ "' Inf 
V\,;__V 

HÀ (v) e usando o l\'.êtodo c i t: a do, obtem 

-c e u, 
n-1 

assim, 

n n 

o Ótima de HÀ 
n-1 

até 

i . e . 

vev 
n

1 
(v) 

'u-l 

u, o (;tlmo 
o 

Este proc85~a, sob as ,~and-i.ç~lc·; "que SP. rc.fccin (po1: 

Jo H 
o 

:·.cmplo,k, 

o passo, n;o deve ser !~uito ''grande'') conduz, npos um Dill~cro Ii-

nito de operaç;es ao Ót~mo gleba] do funcion2l J, 
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§3 - Conv<:'nJênci u do m~todo 

Ser~o neccssirias as hip6teses: 

I 3. 1 I lJo;E [o,"l], H admite ~nico ' um rnnimo global; e 
" 

(3. 2) JG.C
2

(V, ·R) sob as qu:~.ís tem-se 

J. 1 Ler;1a e e " + ' ent:lo H"' converge uniformemente para Ha 

" " (respectÍVil~0nte, H"' tende uniformemente para ll ) so 
' 

bre todo subconjunto limitado de V. 

3. 2 Lema: 

D 

H ( u ) a a 

Inf Ha:(v) 
vEV 

"" + a 

Sejam 

In f H
8 

(v), 
v EV 

Jnf 
v EV 

H (v) 
a 

tais 

quando 

In f H a: (v) 
vEV 

e 

Avaliando-se H (u ) - H (u ) usando propriedades 
o:a: aa 

inerentes ao !n~imo obtem-se a desigualdade: 

< H (u ) - 1l (u ) 
a:a: aa < H (u ) - H (u ) -o:u an 

ora os ua: estao todo5 contidos em um subconjunto limitado de V, 

e a convergencin uniforme de n, para 11 
a 

leva a: 

(i) -ll(u)l+ü a ., quando a: ->- H 

porqu<>.: 

I H (u ) - H (u ) I + 
"'·"" n:a 

I H (u ) 
' v:: [( 

H ( u ) I a n ' 

l!!a(na) ·-ll(u)l. ., « 

como cada um dos 3 termos do lado direito da desiguHldade se anu 

la quando "' -~ a 

+ H (u ) 
a a 

quando o:-+ a, 

n; ->- a , 

D 



H. 

3. 3 Lema: o ponto onde 11~ atinge 
< • se 1.1 ,,n n :uco nbsoluto depe~ 

de continuamente Je ~ 

D 

Por absurdo, seja 

existe uma sequencia {À. } 
' 

(3. 3} 

tem-se que (3.1!) 

>i'H(u) 
a a 

> 

]H (u ) 
a a 

c um 

tal que 

com i ~ oo dA mo;!o que 

I· I indica a norr,ta uJual em 

v = 

> 

r:-. as de ( 3. 3) e sendo o ponto uttico em qu~ ll"' .:ttinge 
< 

seu !'H 

nimo absoluto, 

I H ( u ) Ha(uÀ. l I > B, > o B iudepend', Ou i 
a a u 

' ,, onJe ll ( u ) n~...<u;...) > 
,, 

> o. para o, incl<'tlenrlcndo de 
a a "" ' ' . p, outro la do, quando À. + a I H a Cu) n~..cu/... l I • o •• i • ' ' 

surgeuclo a contradi,;ão. 

P~rtanto, para toda sequ~ncia {\i} 

-~e que 

D 

classe 
2 

C nuL! nberta tlc 

convexo nur,~:l UiU du 

seus mÍnimos 

'lll'' <:-xiste\'1 t0<Lt,; '.l'llll 1-i.rnit<'ldo conti 

do em cf [L1]. 



li 
" 

r"' > r > o 

D 

" 
Svp~Q-sc GUB H=(v) > O ~U8R vizirh1nç~ Je c.ld~ 

u.:~ d (~ 
< • seus m1 n11~:o.s. 

s~r sntisfcite s~~pre. 

( i) deRonstra-se prl~clru o supond_;:, 
~,-~.-, 

p·:r r.b~t;rdo, qu<?c há em [p,o:
1

] uma sequZucia {~.}. 
J. ]_ 

i) 

< • r~ o 

H 

j n 

B 
" 4-- " 

" " l 

I " i " 

!?r; I. a ~upo;;1çao elo i..-, leio 

c B(u ,r ) 
" lf. 

tal que Yvc B(u"',,_·"') 

> 8 > o 
" 

" Por outro lodo, pel.o lema 3.1 H tendro_ u~_ifcr 

i 

" 
" 

'luando i -~ o sobre quolquer ~U~1:onjuntn limita 

< 

" " 
8 
''" " H'" (v) < r 

·" 
(v) < 

4 ' )-!"(\i) 

" 

I 

" 
H,~ (v) 

) 

i 

f'.'li_'-_1 

,_c 'lU<IIi<_Tfl 

n l =.> i 

\' vG !l ( ~t 

. , r:nt 
1 

" H 
n: 

i 

'-í • l <\\!C I" .. " I "' l 

:".I) :J nl 
. o "I '1 HC 

f ;-1'/.(c\1(10 < 
i 

I; a 1 ..• . • I 
i 



4 4. 

em torno de cad.-1 l1a urna bola aberta de raio contiJa em 

ond~ U"" e estritarnentr positiva isto 
i 

', 
fato, convcx:o, contr.".l·iando a hi:!Ôte.se in:postct de 

onde R 
" i 

ro: _,_ O 
i 

e, de 

(i i) No cat;O mais ::;eral de N varl_:;.veis, segu.:.-se o mesmo es 

quema, supondo que h~ uma sequ~ncia de o:is convergindo para 

r -+ O 
" i 

Tem-se que se c estritamente conve~o, entao 

" " VvE JRN H"'(v,h) <H"' (v) .h,h> ' o p arn e V h com 

" i. e. <H,.,(v) .h,h> e contÍnua, estr-!.taoente positivn 

1} onde V 

\i E v(u«) 

" " 

" {" 0E V 
t ai. s HB C v) " que , o 

L" v E H 
u 

e 

onde se indicaram os conjunto Índic<.' 

nimo 

Ale.m disso, j Tl > o 

entao: 
o 

E \·,' ( u ) 
" 

implicaJ\do na cxistencia de bolas abcrtaR de c~ntro u 
" 

fixo onde 1-1«. c convc:'o p:c~a 

' 
\;lo:. tal_ qu<'- 1 ''·. 

' ' 
< ~1 

I h I 1 

~lo comp ~ 

do 

c raio 

sendo 

estritamente pu:;i.tivo, cor1tradizcnclo ç ''.0 de 



' + o "· 
' 

fun<,:Õcs llu:: F 
'. 

q \l.'!!ldü 

H ( u ) 
" "· 

cl' 

c 

" 
I! c-~ (uo:) 

In{ l!u:(v) 
vEOV 

4) • 

o 

polo~ ser considern.las 

onde n um funcional nstrit~~cntc convexo e E tlUl real posi_ 

tivo que deve tende~ o zero. 

H 
"•' 

verifica fncilmunte a condiç;o desc_jada: 

" 
no:,<: (v) , o 

Tamb~m e simples ver que 

de H"' • E + 0 

nue~1a ·-ri~inhiiil''il do ',lonto Ótimo u 
--; cc , E 

do .funciono.l H""' c 

' . 
\!"' i~l'-llll"no 

O mRtod,-., r_ o mo ' . .LÜ]_ de1: cri to, CO!l'.'Crgt•, i. s to 

no.l 

' o o' 

=J+/,.C 

' 
ponto inicial "A. 

l ·i·l 

[] 

A -"•f! L 

mo .. , Jc H 

' 
o ClJ1l 

que, ,; e 

l\ - ,. 
' k ent.:.o 

J, f1 i . (>. ' Vcc c c 
I()> 

ê ohti<lo 

' c :_~ ç -'10 que 

L ' n 11 .~ ' Ull L 

I u >. u :~I 

" l c 
L·' " 

de j);1SSO k. ir:Jí~ 

tccl que O ':\l 0\ ]_ .110 dn fnneio 

do 

" 2'1 ' ;\ ' 
- :-1\ ,J as ~-- •) c i .?. ,, u: Ln L <: .. 

lu !'L (• t'C'' !1 <; c 
' 

.. l L 
.. 
:, c :; l' j o l~ ' o ',, L 

< st!ndo o 

r > O 



çao de [o,o.:J 

o, Àl' ... , À n 

:16 . 

Numa Gol~ abertQ de centro uÀ. 

' 
e raio ' , que 

conte rã "! 
i+ l 

o funcionnl e convexo. ·uso.ndo nÀ 
i+ l 

to 

mo ap~oximo.~ao inicial num m~tOdo local como o dB vari~çoes lo-

cais descrito no cap{tulo l, e~tc conduz ao wÍo.írno de n\. 

' 
A repctiçao do Processo at~ a obtcnçn~ de u\ 

o 
o mÍnimo de li 

o 
J 7 O.G ~ Ieito. com a sucessiva obtençio 

Õtin;os dos 

J(u) 

1\ 1 
S 

À. 
terminando _Coo!To 

' 
Inf J(v) 
v EV 

D 

n tal que 

dos 

O processo converge depois de um numero flnito 

de grupos de operaçÕes, sem que lLtju n•,,cessida-

de de se ter o passo da partiç~o de [o ,"'
1

] o k' l e nd e nd o 

zero. 

t.:J. pr:itic..'t, c C.o ponto dc vistJ. do us'" dc con~pu~ 

dores, pode-se COlr.eç«r CODl 111\l P<HiSO k " k e cons ide r ;n: s ucc f}-
o 

sivamente k k k , . a t c quc o Vitlor f in oll ('Jl con-
'Yz % 'ls 

trado se n:~ntcnha dentl"O de um~ pr~-det~r~inada f3ixa Je val·ia-

ç ao i . e. ate que o processo ''stncione. 

Até c< qui se proc1:rou estud~or 3 mini:niSCl~ :to de fun 

aceita corno parte do prohleoa proposto, cf. [6] 
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4.1 Con!;idcre-sc o proiJlen1~ 

(i,, I_) l11f J(v) "·' J(u) 
v~K 

K c o convexo [o<:l•sdo Jcfi-

U+.2)K-(vc=:V G(v) < O} 

l~i<?.llt.C COil'/!õ'XO 

SupÕe-se " ainJa ~·;e K # Q usandu <1 nor:2çau 
o 

de K i;;JJ.1 Lnt:el·ior 

do conve};U K. 

vínculo~ c, entacl, fe U5<< o :u\:todo dc:;~rii;o no quC' p;:c~ccdc. l'a-

[ J (v) '" vG K {v C V; c; (v) ' O} 

H c v) 
" 

'-.. J (v) +a: G(v) si?. " ct K 

4. 2 L.:illil: Ha:(v) e c~ntinuo ~~ tndo o cEpaço V se o forem J c G. 

o 
Seja Ó(v) 

r c (v) 

lo vE:'K 

ve-se racil~unte ~uc G ' e c0-lt:1.n\lo em v G s ,,_ <!nu·· 

la em 

[,\nc-ion;::l_~ 

K' 

' contL!'..•os, c-a 

ll c:-l,~il v<~J-iiic •.c r·.ncu._•\.1 '1~1<' u.:1 f.tu.:-ir>Tt!ll cons-· 

tcui.du como ·'-l'll'.n\·,: di.[c•f•'ll•; .)•.,>! aind:: q·.tc o 



se.jarn tanto 

do se usa 

H"'(v) 

G como J 

Em geral se considcr..:Jl'l prolongnulcnt<Js do fun-

J(v) 

cional J 

n 
+a:G(v) 

Cjuf_ sejam nHtis rcgulaJ:es, como 'lllé~ 

com n > 2 

s::cs crnborn estn regularidade seja obtida, para a obtl:.uç;lo do rní 

nino de J, tem--se que va a zero obrigat5riumente, ao passo 

q:~e fazendo 

J(v) + a: G(v) 

pode ser provado que h~ um valor finito <X
0 

tal que 

Ho:(v) atinge seu mÍnimo no m~smo elemento 

uçV que J 

4.4 Teorema: Sejam os f•1ncionnis J,G de 

H" J + " G, 0-ntão existe 

1 
classe C 

" t. al o 

en V. So 

que para todo 

" > ' funçÕes H e 
o " 

J ntingem s cus mlninws globais no mesmo 

p~nto. Observe-se que ainda continuam supostos os funcionais J 

e H" para v " ' o tais que J tem um Únl co 

e ~-1 K e "' H 
" 

têm Uni. co mÍn1mo ab~;oluto em 

o 
G admite unico ponto crÍtico (mi n) qUI?. 

~-(V) 
8v. 

' 

Por outro l:1do 

> H. > O 

' 
com 

J vcrifi.cn 

1,2, ... ,\>! 

' K. 
' 

com i = 1,2, ... ,N 

mÍnimo absoluto 

v para todo '-'">0. 

ond<'-H(oa 

intcrseçao do complementar do convexo K 

com um compacto que contlOm o Ínf do .J, o inE do !l<X e <jue contc'rn 
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ainda o K • 

Fixado um L, podem ser encontradas 2 situaç~cs: 

(i) a G c v) 
3v. 

' 
oH 
--==-c v) ôv. 

' 

que leva a 

ôJ 
--(v) + av 1 

811 
s .o cr. for escolhido de modo que 

K. 
' a: ?: N. , deeocre quu ·;;:---..:::_(v) > O 

o v. 
' '· 

para Vvs '.-1 

CJllo: 
(i i) ~(v) < H. 

d v i 1 
·,-(v) < K. ~ "'N. 
dv i 1 1 

e, totnanclo 

Ki 
o:> N. , tem-se 

' 
='9 VvE H para 

d,;,sde que se tenha o:> sup 
i ""1, .•. , N 

:.:est!'ls condiçÕ~s, entao, tem-se 

VvE H 

\l.=l,2, ... ,N 
' 

grad H"' (v) # O pnr.'l Vv{';:V'VK, 

O mínimo de ll~ tem que estar, portanto, em K, 

o ::d c G se anula e, cntao, 

VvE K, 

c~Ínimo global de J 

J (v) i. e. 

p<lra todo cc. 

o mínimo de 

, " 
o 

D 

Para resultadoa nu•j~ricos, vor [3], [s] v [l 1] 

-~=--=~~=======~= --------·· ... , .. ___ _ 

Ho: c atingido m 
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C1\PITULO IIJ 

§ 1 J:IJ_p_§teses 

Continua s ser consider~do o funciunal .r, de fi-

nldo sobre um espaço de B.1nach r.ej:lr:xivo (indi(:ado por V). J 

continuo e nno linear, c, em V, se considera um s~bconj!Jnto, 

denotado por K, que e f,~chado, limlta:do e convexo, em V. De se 

um rc1êtodo 

.Lução de 

Inf J(v) 
vEK 

que, var1.açoes loc<!ÍS, npro;~imc 

J(u) 

Seja um aberto limitado m0
: ~ v 

de Banach ce[lexivo COl~posto de funçoes definiJ~s sobre n, Se-

ja ainda J um funcionctl contÍnuo, nÕ.o-lin..:!ar, aplicc.çao de 

em m, estritamente convexo que verifique a condiç~o 

( l. 1) lim .J(v) 
11 V 11 +>oo 

' ro 

v 

Com tais conJiç;cs i~postas tanto sobre J, como 

sobre KCV, prova-se: 

1. 1 Lema: -------

J ( u) 

E xis t c uni co ~~lc:n•onLo 

a ti nj aí ' a ::; Q \~ 1Ll1.1l i_ !.lO 

Iuf J(v), (1,2) 
v~K 

u " K tal q 1\C .J , o f,nci.~'n"l ' 

' . ". tal q u.: 

crt q11C s2 provo a 0xist?ncia n n u-

mente parn un subconjunto couv<o;.o, f<-:chado c li;ÜL:do K r! e V. 
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j :::obre i. . c' • : 

.:;clun: l)C !C l:al (jL!0 J(11) lnf .J(v), •'- o qu-2 :;c bu.~ca r'·~~ulvcr 110 

v,;;l{ 

qu,~ Sl'- scc;<te scrn f:lz'-'-r uso de f•J<Jco-•s rl'" 1?'--''~aiisnçao - que tr2ns 

forma~ o problema em '!m outro, S·!m v{nculus 

(1 . 3) [nf J (v) 

v 
h 

,o v n K v- h 

'i 

que se tenha: (como ~o capitulo 1) 

U Vh Jens:1 <.liú V. 
h 

conve;,o Je 

Ê evi.dc.ute 'l \i '·' " n .. . h- ,, 

no de [.J.lnimlsnr un:2 funçilo rle ~l(h) varlrr'.'C-l.U .-lobr'-' um e:or,junto 

.,, .\'(h) 
conv.;•:(c>, {e>c;h.<tdo c li.;,;Ítodo de 1" 

'i \·.' "--· ,, n K 'h " 
N (h) 

I 
i=l 

u, 

c e, 
i ' 

( ,, __ , .. , , e.,(' ) ) 
l r. !< 

uma 

do prublema 

so1uç:8o de (1,2) na topolugi H in i-

cial ,]e V, 

Seguc-~c um m~todo numrr1cn fornecendo u~n apro-

resolvendo :1ssim o pru::l_ .. ·;;:n (1 .. 1), \flOr [19] ,. "] L'·; 

§2 

Jo~~rito 21:tcrior· 

<'~;uli-:Jdo,o 'nr~c~S''.l'~'-''~'-

t -r i_ ç o,, s De f iJ. to , \h) 
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fechado em 
2 

m for~ndo pelo s~~iplano ; direita da ret;t r, indi 

c:udos de modo que;! scjn m[nima n dist3nc:in de 

que na verdade e a distinc:ia de P ao convexo K. 

Q 

----1 
~· 
p 

,' 

p 
o 

Fig. 

p é! p 
o 

Se o ponto inicial do mêtoclo das variuçocs locais 

for Q 
o 

o método levn ao ponto Q, na fronteira do convexo K (r~ 

- -presentad::: por é} 1() , ponto CSS<:'. que nao c o P 
o 

de.s<,jaJo. De modo 

o ponto com o qual o processo ~iniciado, csti-

vess10- na horizontal (ou, melhor, na direção de um dos elementos 

vel, 

o método chegaria a 

sendo o P indicado na [igura 1. 
o 

Q' igualmente indcsejR-

A soluçao do problema geral e obtenivel se: 

(i) o problema (1.3) e tr''-ns[arr.larlo num problema de minimi 

S<'-ÇLIO sem vfnculos (m;;:todos de pC'.nalisaç:Ío, de I!iacco, ,-je l'-1c Cor 

mick e similares cf. [14]). 

(ii) ou sn fo1: c:onv"'-rv:1Jo ') probleu:l (t.3) usar:do uma "va-

riaç~Ío" do uétodo dP vari.açoe~ loc:1is, ~lOdifieJ.ndo-o ''Clll)-lrC' que 

ac chcBar a um ponto na fronteira. 

qni. Com o intuito de simplif:i.c·e1r a notaÇ80, anal.is:1-:;e o ca~o 

CO fi\ N (h) 2: quer-se minimisar uma funç;o de 2 va~iaveia sobre 

um convexo fcchJdo e limitado ~c 
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to <'Stacic,n8rio 'o' cuja e.xi~tênc::.iol '' q Uc' 

o funcional J satisfaçA 2s condiçÕes do pilc-V.!;rafo 1. 

(i i) Un; ponto viziul\o de s é defini.cto 
o 

como ll<(uclc ~u~ nst~ situado~ di~cancia p de s n:c <~i-x:eç-;;o 
o 

elos eixos coordenados e~ ambos 3cntiJos. Se todos os pnntos 

s
0 

cstao COHi:idos no K, o processo se rep~'tc 

DO iudlcado em (i) substituindo-se p por (ou por 

No entanto, ' o 

ses!f,()K 
o 

(í.e.: " o 
es tâ no intl'~·ior do K), cn l'J[;nr Jo:> 

pontos vi~lohos exteriores ao K, s~o utilizado:' os po<1tos 

obtidos pula i~terseçao dos ei~os ~os qua~~ pert2nce~ o~ 

pontos e~tcriorea com a fronteira obLcn•1o novos 

tos situados logicamenle no sc~,a~nto que une 
o 

aos pon(;os 

vizinhr)S foT:<J. do K. Gomo il<<Str,JJc na fig••ra 2, onde 

des.Lr;nCtnl os pontos vizir:!:o:J de s
0

, todos exteriores 

3. exctoç::Ío de s 
4 

suhstituidos por "' ~ l • 

1uinDç;o daquele no qual se tem o menor valor do funcional~ 

Se o ponto c~' que J ntingc 

c:i.r,rln for "o' 

\ 
\ J 

'">---
í 

·-------·-~,---

/
: .. ., 

/ 

,, l tir (i) cr,1 (ou .o/ k ) 
/2 " 

,, procco.so e 

p' C Oi"10 8cr:.~.'l-

r: c mo, Pore•~ .se_ o por!.ttJ <[Ul' 
F i 9. 1 

valo1- p:-1ca. o fnn 
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(29) se s Eõ" GK, sao c:onsidcraélos os "quadrantc!:l" formados pf.'­
c 

los segmentos ortogonais que ligam s a seus pontos 
o 

vi;d.-

nhos. Par<t o I:êtodc, interessam apenas as regioos nr~s qunis 

pelo menos um dos tais se~mcntos esti todo ~ontido em K 

e pelo menos um dos restautf.'s est~ totalmente fora do K, 

exceçoo feita ao s é 8K, 
o :lo c:·:<:'-rnp l.o (fÍ.)!.Ul'il 3 ) o o 

quartos de plano se indicam por a h d e interessam 

apenas as regi.oes b d. 

Figura 3 

o ' 4 

_çl_ 

c 

'o ( 

l
~--. ,, 1 __.....'" 

.... ~~f 

'z 

Nestas regioes a p;>.rtir do 

ponto vi~inho interno ~o K 

e na dircç::Ío do ei:-:o que C(Jít''...,___,. 

tem o segtnento unindo o o 
o 

ponto vizinho fora do K,~ cb-

tido outro ~outo na f~onteira 

do convexo K pel~ inter~eç;o 

com 8K d:1 reta que <:ontem o 

ponto vizinho citado, nn dire 

çio indicada. Na figura, no 

caso da ccgi ao _lJ_, partindo de 

s
1 

e na direç~o da reta que une ' c o 
e ohti.,1o en 

o ponto o ' 1 

AnJlog:omen.te, nc. regiao i s'" obtem sJ c:orr.o in r! i c :"Ido. Co-

mo nos passos a~~criores, pcccur~-oe, rla;ltrc os pontos as-

sim obtidos ne írontcir~ do K n'ai~ o J 

HSSUI~e o menor ' 1l o r. St?. e s t c Y o r c prc.p~·lo ' ,. pro Cl' S s o 
c 

i.nicindo p :n f· i~- de ( ·t.) 'I (ou 
...,-ko 

lug<J r do c ,. e a com 
2 '· . ~)) r, o 

p. for outro 11HD o so vlllta-·sc• ~:i.·u)llC"SI"O(~n-

te a (i) com o •~es~:o VRLor de p. 
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P3ra u~ valor fixo de p a cstacionari.dade e a-

t~ngida apos um nu=ero finito de iter3ç~es, como visto no 

tulo 1. O ~lti~o p~sso do cxenplo cit~do ~ dcsc-ito novam~ntc, 

sem tanta refer~ncia nos as~ectos geom;tricos. 

' o Seus ponto vizinhos s ao (-c + p c , 

(=~i p, y i) , (X i > yi + p) o (xi' p) Cornn se ve na fi-

g 'J r a, '4 = (xl ,y i + r:·) o '1 = ( xi + p, y. ) 
' 

in ternos ao K, 

e os outros dois sao externos ao convexo K, A partir dos inter 

obtêm-se, em tais que 

' , ,, (x. 

' 
,, , yi + p) E 8K o 

"""""~- ...... 
' ' ( xi + p, yi - 'J) G 'K 1 

Um teorema que garante a convergencia do m~todo e apresenta-

~o no p;trigrafo se~uinte, cf [7] e [s]. 

y 

Seja o funciOD<ll J: JR'' +It e suponha-se: 

(i) que o funcion:ll J e contfnuo, convexo, verificdndo 

(1.1), i.c. li_m 
[1 '! ~ +w 

c i ais <'le 1§ ordem 

( i i) qoc o cor.vçxo K , 

c CJ a mi.nirüs rrr j , 

qu~r ponto de ~K. 

::..2 'l'eorei:1C1: 
+ Se p ->- O 

J (v) + 00 e admite 

< cont1.nuas; 

' Lni ' aJo e f c c h a do ' ' ·h r<' " 
,, 

'"' 1 c '-'- de ' 

(-lei ;:!:O. te' l\f.! h -~i'" l'P L an·-' " ctnr_~ c~ n ' ,, cn qua_! 

dp~.-,~sent:.tdo no 

i.e.: se u inJicn o ponto de cstaci 0 naridnde de J 
p 

par;l um pc1sso p, p.:do !:'!Stodo indic-Hlo, cnt<Jo, 
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(i ) q u.l~Hlo p ->- o uCK tal qui:'. 

j_,J(u) In .E J (v) ; 
vf.K 

j p 
_, 

] .J(u), qu(tndo p ' o 

D 

Os vetores estao contidos num SL!bconjunt~ 

De {u } Ae pode extrair uma subs~rtu~ucia cc~ p p 

vergente, indicadn ainda por { u } 
p 

N 
que converge p:H:J. Jlr:;um uG:1R , 

u G-K --> p 

=? "'' E K. Hais ctinda, pode se1_· supos\:a que " ~ dK porque ~e nn.o 

o problema pode ser encarado como desprovido do vinculo K. Ent~o: 

(i) ou a subsequ;;:ncia dos up apontarLc Hntes tc~I<~ Uic\ JHilllet·o 

finito de elementos em aK e, purtnuto urna infinirlnde d2les no 

interior de K- c vê--se qu''- ta:;1bém Uf'.stc cc1so H, o limite de tal 

subsc''l'lência est"ií. no int.:.1:ior- d,J K, n o Euncional -Otr.inge seu Úti 

mo como no caso sem vinculas; 

(ii) ou a suhsequ~ncia convergente a '"E K te1n 1_l'la infinida-

de de ulementos up E::: ()K. 

~ neste ~ltimo caso d~scrito que se roos·tra que a 

restriçao dos elamentos da subscquertcia que pertencum ~ frontei-

ra do K leva a um ponto limlte ~m 3K, o • 
LUllCl_Q 

nal J atinge seu ot1mo co K. 

De fRto: os po~tos um <(ue sn olltDIJ a ••stacionarL 

d~dc do funcional ,J, fi:.:<JJa o "passo" " ,. 

<'!.quelcs encontrcH!os em OK <.ltrflve~ elo o·.JêtoJu descrito '"" (i.i_) 2V. 

Irulic<~ndo pol-

tem- s c 

i 
u 

p os. divc'r:oos pon Lo f: 



.J(u ) 
p 

i 
< J(n ) 

p 

SY. 

, i E I 

sendo I o conjunto de fnrlices rclativoo aoo pontos vizinhos. Na 

figura 4 um cx~mplo, u éo;. 3K, onde 
p 

se tem: 

( 3. 1) 

J(o ) < 
o 

f J (A) 

t 
J (B) 

J (L\.' ) 

J ( B') 

K 

Figuta 4 

Neste caso particular tem-se, por 

CXCUlplo J(/\ 1)-J(s) o· 

J(so + pcl 

()12 + p2) íJ J(s ) 
v 1 o 

- J ( s ) 
o 

' o 

, o 

onde 

com O 5 - U 5 p e 

'7 J(s ) e a dl'l"Í'J,<J.clJ 
v 1 o 

B' 

di-::8cional 

do funcional J em :; na d.irct,.ão do "1' vetor nnit:irio na di_-
o 

r e çao ' A' H as de p ~· o+ '9 p _, o o "1 p<tos<1.ra o ·se r ver 
o 

ser na direç~o da tangente ao conjunto K Em s • No 
o 

c as o parti c~ 

lar o vetor v
1 

pa,;saria a ser o vtn·sor tangcnt<:>. a K na dir.e<,~Üo 

indicada e no sentido direita esquerda, com: 

íJJ(s)>O. 
v

1 
o 

Procedendo de DOJo 'lniilogo C011~ Il '(~ dK obtcm-se 

'VJ(c:)>O 
v 2 o 

.1 ( B 1 ) J (~,..,) > o 

o 

Com u!n racio~f~•io ~~~elhante 110 ra~o geral, obtem 

-se que: 
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o onde indica as derivadas direcionais 

do funcioDal J calculadas em w na dircç~o Ci. sendo 
' 

81, 07., ... ,ÓN-1 ( 3. 2) N-1 vetores IJnit~rios nu direç~o 

de retas independentes em 

r ando • aJ. um hiperplano tangente 

tnnr:,entcs 

K 

Alêm disso, tem-se que 

(3' 3) 

K ge-

6 
o 

e um versar na direç:o de um eixo coordenado interior 

ao K. 

lstu porque exi~tc uma vizinhança de w na qual 

todos os up t~m pontos vizinhos interiores n K na dir2~io fixa 

de algum eixo interior convexo K,e se 

xo de direção 0
0 

no sentido fora-dentro, 

pv ) 
o 

> o 

e n t ao p.'l J(u ) > O 
v o p 

\/J(u)>O 
v 

0 
P. 

e, com p··~O+~ 

VJ(w)>O. 
v, 

v 
c 

o vecsor do 

c u~a semi-reta qu~lqucr pertcncen 

te ao hiperplano tangente ao K paHsanJo poc w tcm··se: 

o 

podendo ser conci1Jido ainda qu•:, qunlqucr qu2 seja n soJmi-rcta l1 

saindo de w e contendo pontos de K diferc•:~cs do prGprio ~. vaJu 

( 3. 5) 

e ''voltada'' para o {Ilterior do K, eut~o 

(3. 6) porque 



(3.1) 
:-; i 

,. I 
j ~ j_ 

tod115 os t~rmos da sorn;•torLa s~o nulos 

v J(\·:) > o. 
n 

j c, 

, o "-

e:onc:lui-se que 

Jl.,_,,,::;cr:cv·encl_o (3.7) co-;;t 1,7hJ(,>) no lHgcq: de v
0 

J(t-:), 

" como lt rcprcscnt~ a ccrn aaindo ~c w p~ra o int0,ior do K, t:omo 

> o , o 

-!> '-/hJ('.·.') > o 

Or~ isto sig~iiica que w c o elcmcato do K no 

- . .3"~U EOLllllllO, i' C:. : ·-·I 

quctlcia {up} ten~o a 

propTi ,~ sequcr;ci.l dos 

p + o' f il:ócndu--o tambêm 

+ J(u) 

X 

O c<.ll1 VI" ;.;O 

K 

D~ continuid~Je Jo funrion.Ll J seg•tc que 

• p _,__ o 

( X ' ·Xl'''''·n'' 

{ ,. c ,, ;1 • 
!, ..___ .• • 

\~ ;J 
L Y. 

i=l 

, . 
L 0 I. 

~l 

'~ 

l ) 

com 

'I ' ... ' n ) n 
d ,_,do, "oh I'•' 

aboc·U.cdo 0 os rcsultaJos q1:c 

'" p.:.•t;ir;:JO <.'l:oll<~~cl;t, 

" 
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Consi dcrou-sc: 

' . .. , 

(ii) o procc>.sso e interro1,pido qu8ndo o p2sso p deix:t de S21: 

muior que dado de anter.wo: 

Foram obtidos os resultados indica,!os no que se segue 

a·~ (-3., -4.) 

solução obtida x, -0.600000000011641 

x, -0.799999999991268 

s:>luçR.o correta x, -0.6 

Xz -0.8 

S2-, com o -rr.esJao podo de interro~~lper o processo, e usnn2o a dimcn 

s~o n ~ 3, foram obtidos: 

a= (3.,4.,5.) 

&oluçio correta: x, .424264068711928 

Xz .565685424949238 

XJ .707106781186547 

solução obtida x, .424174197279188 

X 2 
.565658870643772 

XJ .707181937286698 

~~ste rn~todo com aqLtclcs em quo variantes sao utili~adss com o 

rropÕsitc de acclcun: <:~_ conver?,0nc:La, ver [3] c [s] 

(Ol'l ' dimenc.~io n 4 , c ' ( 5 . ' 5. 5 ' ' 5 . ) 

solução correta; x, o~ 5 

Xz 
o ,. . ' 

x, 0.5 

x,, o. 5 



solução obtida: x1 
.500003686130759 

Xz .499999872l37G90 

x3 .499973552819410 

x 4 ~ .sooo22887655S37 

=======~===~~======= ------------------·--

61. 
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