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INTRODUÇM 

Consideremos Rn o espaço euclidiano e o seguinte resul 

tado de Whitney: 

2n-l 
saemJR, 

n -"Uma variedade M de dimensao n pode ser ime.E_ 

isto é, 
m 

existe uma aplicação C 

CUJa matriz jacobiana tem posto constante igual a n em cada 

ponto de M. 

n n Substituindo agora M por F , espaço projetivo real, 

consideremos a seguinte pergunta: "Dado um inteiro positivo 

n, qual o menor inteiro k, 1 lP n . lRk ta que, 1rnerge em ?TI 

Através de aplicaçÕes bilineares nao singulares canse 

guimos uma resposta parcial a esta pergunta, obtendo tais 1mer 

soes para 8 < n· < 2 3 e n f 19, 

Para isto, dividimos o texto em quatro capitulas. 

Os capÍtulos I e II, 11 Fibrados Vetoriais" e ''Álgebras 

dos Quaternios e Cayley'' respectivamente sao encarados como 

pré-requisitos, onde ~'procuramos desenvolver com a máxima ela 

reza os assuntos a serem tratados no decorrer do trabalho em 

s1, que corresponde aos dois capftulos restantes. 

O capítulo III, consta das construç;es das apli caç;es 

bilineares nio singulares, 

Partimos de K, Álgebra de Cayley e da' aplicaç;es 

2 K2 K3 dada LAH [7] g:K3 K3 Ks da f :K- X ~ por K.Y. e X ~ 

da por J.ADEH [1] . 

Usando basicamente as propriedades de K dadas no capÍ-

tulo II e considerando restriç~es convenientes de f e g a va 



rios subespaços de K
2 

x K
2 

e K
3 

x K
3 

respectivamente, canse-

guimos os resultados desejados para entao, no capi:tulo IV , 

dar suas aplicaçÕes. 

Uma delas, relaciona a existincia de tais aplicaçÕes 

bilineares nio singulares com o nGmero de secçÕes independe~ 

tes do fibrado kÇ
1 
n 

(k-soma de Whitney de ~l 
n 

fi brado linear 

canônico sôbre Fn), atravês do seguinte teorema: "Se existe 

uma aplicação bilinear não singular f:Rr x mn+l--+ mk 

kÇ 1 admite 
n 

r-secçoes independentes". 

entao 

A outra, responde a nossa pergunta inicial quando pro-

vamos o seguinte resultado: "Se existe uma aplicaçio bili-

near não singular f :JRn+l x JRn+l --+ JRk+l ,(8 < n < k) 

imerge em lRk" 

entao JP
0 

Convêm frisar que na demonstração deste teorema, recor 

temos· aos resultados de Hirsch encontrados em ~]. 

Finalmente, como uma complementaçio do texto colocamos 

no final do capítulo IV uma tabela das melhores irnersoes de 

JP0 em :m.k para 1 < n < 23. 
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CAPÍTULO I 

FIBRADOS VETORIAIS 

1.1 - Definição: 

Um fibrado vetorial real n sobre um espaço to-

polÔgico fixo B, consiste do seguinte: 

i) Um espaço topológico E ~ E(n) chamado 

espaço total. 

i i) uma aplicação continua 'lT:E + B chamada 

projeção. 

iii) para cada bsB , 'lT-l(b) tem estrutura de 

~spaço vetorial real. 

'satisfazendo a seguinte restriçio: 

Condiçio de trivialidade local . Para cada po~ 

to de B, existe uma vizinhança UcB, um intei-

ro n>o e 
n -1 

um homcomor.fismo h: U x 1R -+ 'IT (U), tal 

que, para cada bsU, a correspondência xf--rh(b,x) 

define um isomorfismo entre o espaço vetorial 

1R n e o -1 
espaço vetorial '1T (b). 

Tal par (U,h) ~ chamado carta local para n. 

O espaço B ~ chamado espaço base. Se for possf 

vel escolher U como sendo todo espaço base, di 

zemos que n c um fibrado trivial, portanto n ê 

homeomorfo a B 

n vezes por a . 

n 
x JR , que indicaremos algumas 
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O espaço vetorial n-
1

(b) ~ chamado fibra sobre 

b. Como trabalharemos com B conexo, a dimensão 

-1 
n de 1T (b) (que ê constante em cada compone.!!_ 

te conexa de B) será uma função constante de b. 

Falamos assim de um fibrado vetorial real n-di 

mensional, que indicaremos por nn 

O fibrado vetorial T1 ê conhecido também como sen 

do a terna (E,n,B) 

O fibrado linear canonico sobre wn 

Fn, ~espaço projetivo real, pode ser definido 

como o espaço quociente, n -S por uma relaçao de 

equival~ncia, dada pela identificação dos seus 

pontos antÍpodas, i.e: 

n 
" s I X 'C y se e somente se x ·-! y. 

"' 
Os pontos de Fn serao indicados por x ~ {x,-x} 

com xE:Sn 

A aplicação canonica q: Sn---+ 

di a Fn a topologia quociente. 

sn 
!"' 

com q (x) 

~1 fibrado linear canonLco sobre F 0 
n 

x, 

Seja o subconjunto de IP 0 x JRn+l, consis-

tindo de todos os pares (x, À x), À real. 

Definimos a aplicação projeção ~: 

pondo ~(x, À x) = x. Deste modo, cada fibra p~ 

de ser identificada com a reta que passa por 

x e -x JR
n+l 

em , com a estrutura usual de espa-

ço vetorial. 
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A condição de trivialidade local é verificada, 

tomando U aberto de 5° que nao contem nenhum 

par de pontos antÍpodas e tomemos u
1 

como a ima 

n -gem de U em lP atraves de q., 

Definindo então 

h(~,À) = (X,Àx) para (x,À) E: S 0 
X JR temos o par 

(u
1
,h) como sistema de coordenadas locais para 

1.1 .2 - Soma de Whitney 

Consideremos e dois fibrados vetoriais 

sobre uma mesma base B com projeçÕes 1T 1 :E 1 ~B 

e 1T 
2 

: E 
2 

--r B , r e s p e c ti v ame n te , 

0 fibrado n
1 

W llz S;bre B ~ definido COOIO teu-

do esp,aço t,otal E
1

mE 2 = {(x,x') sE 1 xE 2 
com 

'IT
1

(x) = TI
2

(x1)} e projeção 1T: E
1

teE
2 

--ii-B dada 

por lT(x,x'_) = rr
1

(x) = 1T
2

(x') 

-1 
Para cada bsB, a fibra 1T (b) c 

Dado UC B, se: 

l U X JR
n 

11 : ~ Tr ~l (U) -e carta local e 

-1 -
--+ n

1 
(U) e carta local de llz~· então: 

u+m -1 -
x JR -->- 1r (U) e carta local de 

n
1 

ID llz que ~ cihamado de Soma de Whitney de n1 

com n 2 . 

De modo anilogo define-se Soma de Whitney para 

um número finito de fibrados, e e facil ver que 
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valem a comutatividade e associatividade de ~. 

1.2- Aplicações entre fibrados 

1. 2. 1 Definição: Sejam ~ e n fibrados vetoriais com 

mente. Um homomorfismo entre fibrados de mesma 

base <f>:Ç -rn ·ê uma aplicação contínua cfl·:E -+F 

tal que: 

ii) <f> é linear em cada fibra 

A condição i) nos diz que o seguinte 

E 

lT~ 

comutativo e ainda que 

para cada bsB , 

serva as fibras. 

A condição ii) nos diz que para cada 

diagrama 

~.e, <P pr~ 

b c: B, 

é uma aplicação linear 

de espaços vetoriais. 

Nas condiçÕes da definição dada, um homomorfis 

mo <f>:E --+F· ê um monomorfismo (respectivamen-

te epimorfismo) se para cada b s B, 

-1 -1 -
iflb: 'ITE (b) ----+1T:F (b) e orna aplicação injetora 

(respectivamente sobrejetora). 

Um isomorf:ismo <jl:S ----+n ê um homomorfismo in-

jetor e sobrejetor. 
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1 .2.2 - Subfibrada Vetorial 

Dados i; , n dois fibrados vetoriais com proj~ 

-çoes 1TE: E --+ B e TIF: F ----+ B respGctivameE:_ 

te, com E C F, ~ é subfibrado de n (t; C n) se 

cada fibra rr;
1

(b) ê um subespaço vetorial da 

-1 
fibra correspondente TIF (b) para cada bEB. 

1.3- Kernel, Imagem, Cokernel de homomorfismos com posto 

constante. 

1 .3.1 - Definição: Um homomorfismo de fi brados~:~---+ n 

sobre B como (1.2.1) tem posto constante k 
~ 

se 

-1 -1 
~ 1 : 1TE (b) --+·rrF (b) tem posto constante k p~ 

ra todo beB 

.1.3.2- Teorema:. sejam ~:!;n --+n~ homomorfismo de fi-

brados' sobr.e E com posto con3taate k. 

Então: 

Ker~ ~ um subfibrado de .; de dirnens~o n-k, Im$ 

e um subflbrado de n de dim k e Coker rp e um 

subfibrado de n de dim m-k. C[ s]. pag 34 ) 

Observamos que o espaço total de Coker ~ e o 

espaço quociente de F(n) pela seguinte rela-

ção: y,y' E F(n) estao relacionados se 

TTF(y') = 1rF(y) e y-y' <P (x) par. a algum xEE CO. 

Decorrem imeJiatnmente do teorema anterior: 

1.3.3 - Coro1ãrio: Seja <f>: ç:n -->- nm um monomorfismo 

sobre B. Então Im <P e Coker cp são fi brados ve 



-6-

toriais (~ tem posto constante m-n) 

1 .3.4 - Corolirio: m 
n um epimorfismo e o 

bre B. Então Ker ~ é fibrado vetorial. 

(~tem posto constante n-ffi). 

1.4- Métrica Riemaniana. 

1 • 4 . 1 

Sejam Ç um fibrado vetorial com projeção 

n:E ---+ B e 

Ll.(Ç) = {(e,e') sExE tal que lr(e) = ·rr(e')=b}= 

= 

Definição: Uma Métrica Riemoniana em l; e uma 

aplicação contÍnua < 

1. <e,e> > O e 

2. <e,e'> = <e',e> 

tal que 

-1 
<e,e> =O< >e= Oe:~rr (b). 

Nosso obje-tivo será mostrar que todo Jibr_a_do ve 

torial cuja base ~ paracompacta admite m~tri-

ca Riemaniana, para isto recordaremos algumas 

definiç~es e resultados que nos auxiliarão. P~ 

r a maiores detalhes ver c[s]' cap 8 e 9) onde 

é introduzido uma métrica Riemnniano numa va-

riedade diferenci~vel. 

Seja X espaço topolÔgico. 

1 .4.2- Recobrimento localmente finito 

Seja U ~ (U ) A um recobrimento por abertos do 
~ ~c 

espaço X. Diremos que U ~ localmente finito se 
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para todo xEX, existir uma vizinhança V 
X 

de X 

que interaepta s~mente um n~mero finito de ele 

mentos de U. 

1 .4.3 - Suporte de uma função continua 

Seja f: X--+ JR+ "' {x EJR ; X::: O} contÍnua, de 

finimos suporte de f como o conjunto 

a(f) =aderência {x E X ~ f(x) >O}, 

1.4.4- Partição da unidade. 

Uma partição da unidade associada a um recobri 

menta aberto U = (U ) A localmente 
~ ~c 

finito -e 

urna famÍlia de funçÕes contÍnuas ( ·' ) onde, 
'~ ~cA 

para cada ~sA , ~rr: X ~ R+ é tal que 

(~(~rr))~EA ~ um recobrimento localmente finito 

do espaç_o X e L ~rr (x) ~ 1 VxcX e 
rr.sA 

1.4.5- Espaço Paracompacto 

Um espaço X é paracompacto se X e Hausdorff e 

todo recobrimento aberto localmente finito de 

X, possui uma partição da unidade associada a 

este recobrimento. 

1.4.6 - Lema: Um fibrado vetorial trivial sempre admi 

te m~trica Riemaniana. 

Demonstração: Seja E "" B x JR
0 

um fi brado tri-

vial com projeção~: E --+ B; logo, existe um 

homeomorfismo h: B x lli.
0 

--r E 
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Dado bsB sejam e,e' pertencentes a mesma fi-

bra de E, esta e, e, e': s 7r-l(b)~ JRn 

- -1 
Temos entao h (e) = (b,e) e 

-1 
h Ce')=:(b,e') 

Definindo <e,e'>h := <e,e'> ternos dado uma me­

trica no fibrado trivial, de fa.to: 

l. <e,e>h > O e <e,e>h e' =O E 

-1 
~ (b). 

2. <e,e'>h ê bilinear e simétrica, uma vez 

que <e,e'> a e . 

Uma vez que <e,e'>h 
-1 -1 

= <po h (e), po h (e')> 

onde p: B x JR n ~ 1R n segue a continuidade 

global nas . ' . 
var~ave1s e, e'. 

1.4.7- Teorema: Um fibrado vetorial com base paraco~ 

,Pacta a~frni te métrica Ricmaniana. 

DemonstY.acão: Seja S um fibrado vetorial com 

r eco-projeçao rr:E ---+ B. Seja U = (U,)o:sA um 

brimento aberto localmente finito de B tal que 

sobre os abertos deste recobrimento, S e tri-

vial. 

Pelo lema anterior, sabemos que para 

esti definida uma metrica Ricmaniana < • >a: 

Mas B ~ paracompacto, logo possul uma purtiçao 

da unidade (cjla,)a:EA tal que o(cJ\,) C: Uoc 

Assim poderemos definir globalmente uma m~tri-

ca Riemaniana em ~' por; 

<e,e'> "' ~oc(b) <e,e>u: onde 
~cA 

b "'1T(e) "",1f(e'). 
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1.5- Sequência de Homomorfismos 

1. 5. l Definição: Sejam ~.n,y fibrados vetoriais so-

bre uma mesma base B. 

Dizemos que a sequência de nomomorfismos de fi 

brados 

u 
n-~v'-+ -y ê exata em n se a sequência 

~ ~ 1 (b) 

-1 
em 7fn (b), Vbe:B i. e' 

-1 
1ry (b) for exata 

se Im ub "'Ker v.b VbEB. 

Indicamos este fato por Im u = Ker v. 

1.5.2 - Teorema. 

Seja o~ !;~ 
v 

O uma -n- r~ sequencia e-

xata cu.-r'tA., i.e, n e monomorfismo, Im u = Ker v 

epimorfismo. Se - fibrado vetorial e v e n e um 

com m~trica Riemaniana, entao existe um isomor 

f i s mo w: (, ID y -+ n de modo que o seguinte dia-

grama seja comutativo 

o~ [~ v 
y~o 

' 
n~ 

b "I b 
o~ ' ~;~ !;oy 

j - y---+0 

o homomorfismo i e a inclusio no 19 fator e J 

a projeçio sobre o 2Q fator 

Demonstração: seja Ç' = Im u onde 

E (.; ' ) c E ( n) . C o n si de r e mos 
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E(y') = {x E E(n) com <x,x'> =O 

~ (x) 
n 

Tf (x')}. 
n 

VxsE (I;) com 

Seja g: E(n) --+ E(Ç') a projeçao de 1T~ 1 (b) so 

-1 
bre 1Tç:' (b) para cada bc:B. 

Queremos mostrar que g e contÍnua. 

Para isto podemos supor 

u' B X JR m-+ B x ]R n 

e <x,x'>b a métrica 

g' B x JR.m ~ B X Fn -e 
n 

um mononwrfismo 

m 
em B x 1R , 

dada por 

entao 

g (b, X) " (b ' I <x,ub(ei)> e. ) onde 
i"'l ' 

-e a base ' . 
canon~ca 

n 
do 1R . e portanto g 

ê contÍnua. 

D~sde que gb ~ contÍnua linear e sobre, 

g: n -:-- S' ê um epimorfismo e então Kcrg é um 

subfibrado de n temos que y' e subfibrado de n 

pois Kerg = y' 

Temos ainda y' --+ y é isomorfismo e de-

finimos finalmente 

mo ]J: S--+ S' C n e 

como sendo o isomorfis-

w/ 
y 

corno sendo o isomot· 

fismo ( ) 
- 1 

V/ y-ry'cn 
y' 

1.6 - Apêndice. 

Consideremos o fibrado 
l 

(n+l)Ç a soma de Whit­
n 

1 -ney de S por ele mesmo, (n+l) vezes, CUJO es 
n 

paço total e dado por: 

E ((n+l)Ç!) = { (~,À 1 x, .. ,À
11

+
1
x),xsSn,.H E·IR, l::;i:::n+l} 
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1.6.1 - Um isomorfismo entre (n+l)S
1 

e ç(IP
0

) ffi e1 
n 

Denotando por < x,y > a produto interno no JR 0 , 

definimos o fibrado tangente a S 0
, Ç(S 0 ) como 

sendo a terna (E,rr,S 0
) onde E C S0 x llin+l ~ ob 

tido da relação, (x, v) E: E 

$e e somente se <x,v >=:O e a projeçao rr:E-+S 0 

dada por rr(x,v) = x nos dá as fibras rr- 1 (x) co 

mo espaços vetoriais de dimensão n. 
" 

o par (x,v) e chamado vetor tangente a 8° em x. 

A partir de Ç(s 0
), definimos l;(.IP

0
) '0 fi brado 

a ]p n 1 tangente pe a terna rr lP n) 
1' 

onde 

ê obtido de E pela identificação (x,v) = (-x,-v), 

que indicamos por (x,v) com rr
1 

:E
1
--+ JP

0 
dada 

É fâcil "ver que 1;(8°) e Ç(1P
0

) satisfazem a con 

dição de trivialidade local. 

O isomorfismo f s~bre F 0 entre (n+l)t; 1 
n 

e 

e cbnstruido da seguinte maneira: 

Para cada x E:JR 0
, x f. O, existem duas furiçÕes 

lineares V 
X 

n 
--+ JR ' aplicação normal 

·1f : JRn ---+ JR a pTojeção em x, 
X 

tal que 

e <b,v (y)> 
X 

o 

<x,y> 
<x,x> 

para todo y s:JR 0 

e 
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vx(y) --------~y 

I 

I 

--+----- -Jol 
X Tf (y) ,X, 

X 

1 . 6. 2 -

Definimos f: (n+1).;
1 
n 

por: 

(;,1T (Ã
1

, ... À 
1
))) cuja inversa ê 

x n+ 
dada 

por: 

g((x,y), (;;,k)) ""6c,p
1

(y+kx).x, ... ,p 
1

Cy+kx).x) 
n+ 

onde 
n+ 1 

p. : ]R 
~ 

lR -e a projeçao da i-êsima 

coorden·a.d::t ( [5], pg, 16). 

. - 1 
Outra representaçao de ~ 

n 

Como em (1.1.1) consideremos 

E CS 1
) "" { (~,Àx); x E Sn, À E1R}. espaço total de 

n 

;;1 
n 

Tomemos E 1 (~!) o espaço obtido de Sn x lli pela 

identificação (x,À) " (-x,-À) 1) n ou E1 cs ""s x 

onde T ê a involução T(x,À) 

Indicaremos os elementos de 

Consideremos a projeção 

por 7fE (x,À) x 
1 

Nosso objetivo e mostrar que 

isomorfos. 

. n 

= (-x,-À). 

1 
E 1 (t:;n) por 

dada 
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Para isto, consideremos a aplicação f:S
0

x lli-+E 

contínua e sobre E, dada por f(x,À) 

que satisfaz, f(-x,-À) (-x, (-À). (-x)) = 

= (~,Àx) = f(x,À), Sendo assim, tal aplicação 

passa ao quociente, isto ê, existe uma - . 
un~ca 

tal que ~oq(x,À) = f(x,À) on 

de q ê a aplicação quociente. 

C o mo <P oq = f! S n x JR --+ E - , n 
e cont1.nua c S xJR/ 

T 

tem a topologia co-induzida por q ' segue-se 

que <P é contLnua. 

Além disso, <P ê injetora e sÔbre. 

Logo, <P: E
1

--+ E dada por !fl[(x,À)J 

um isomorfismo de fibrados, po1s: 

<)-
X 

-1 -
TfE (x) 

1 

-1 ·-
'lT E (x) 

cX,\x) e 

(x,À) (x,Àx) ê linear. 

= ·'- (x "À ) 
'~'x ' 1 

para todo o:,À 1 , A2 E:JR • 

* * * 



CAP!TULO I I 

ALGEBRAS DOS QUATERNIOS E CAYLEY 

2. l - Algebras lineares 

2.1 .1 - Definição: Seja P um corpo, uma ''algebra li-

near'' sobre o corpo P ou simplismente algebra 

sobre P ê um espaço vetorial A sÔbre p com 

uma operação adicional dita multiplicação deve 

tores, que associa a cada par de vetores a,bs A 

um v e to r a. b em A di to produto de a por b de 

maneira que, para quaisquer a,b,c E A e 

tem-se: 

i) a(bc) " (ab)c. 

i i) n (b +c·) nb +~c, . 

. 
íii) (b+c)a - ba + bc. 

ív) a:(ab) = (a:a)b = a(a:b), 

Se existir um elemento e em A tal que ae = ea =a 

para todo a em A dizemos que A ê uma âl~ebra 

linear sobre P com elemento unidade.A ~ comuta 

tiva se ab = ba para todo a,b E A 

Observação: l) Se A é tal que nao vale n pro-

priedade i) chamaremos A de ~1-

gebra não-associativa. 

2) Note que A com estas -operaçoes 

-e um anel, 

2.1.2 - Definição: Seja (R, +, ;) um nnel. 
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Definimos centro de R (C(R)) como o conjunto 

dos elementos a de R que permtJtam com todos os 

elementos de R, isto -e, ax ~ xa para todoxc:R. 

2.1.3 - Proposição: Se uma algebra A sobre um corpo P 

tem elemento unidade e #O, entio C(A) contem 

um subcorpo contendo e isomorfo a P. 

Demonstração: Consideremos P 1 o conjunto dos e 

lamentos da forma a: e com a: E P. 

Seja J1 P ~P' a aplicação definida por 

u(a:) = a:e, que e um morfismo, po1s para todo 

a:,S<::P tem-se 

(a>r-S)_e = a:e + Se 

Na verdade Jl é um isomorfismo, pois -
~ e Sobre-

jetora e sendo P um corpo, Ker u e um ideal im 

prÓprio de P. Se Ker Jl = P, J-1(1) =O onde 1 é o 

elemento unidade de P, mas, 1J (l) = e .1 -· e f- O. 

Logo Ker J1 ê o ideal zero e portanto Jl e um mo 

nomorfismo. Finalmente P' est5 contido no cen-

to de A. 

Para quaisquer x,yEÁ temos 

(cce)x ""cc(ex) =o cc(xe) ""x(cce). 

2.1 .4 - Consideraç;es gerais sobre as opcraç;es na il-

gebra A. 

Seja A uma ilgebra sobre um corpo P. No espaço 
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vetaria! desta ilgebra, escolhemos uma base X, 

consistindo dos elementos x., tal que ~perco~ 
L 

re um certo conjunto de Índices. 

Entio todo elemento a E A pode ser expresso de 

modo Único como, 

a = I 
a. eX 

l 

x. 
l 

~. 

l 
(~.sP). 

1 

Com isto ficam bem determinadas a adiçio de e-

lementos de A e a multiplicação por elementos 

de P. 

Se x., x. s X , x .. x.E:A, logo tem uma expressao 
1. J l.J 

em termos dos vetares da base 

X. X. ·-
1 J 

·ande sornamente um nu-

mero finito de 
k 

f; .. sao diferentes de zero. 
1J 

O sistema de elementos 
k E; •• 
1J 

do corpo P, do.tcrmi 

na completamente a multiplicoçio na ilgcbra A. 

Para elementos o::,j3 E P temos, 

(x.~) (x.S)=(x.x.) (rrS) = 
1. J l.J 

Dados dois elementos de A 

a = x.«. 
1 l 

x.r-.:X 
1 

b I 
X .sX 

J 

x.s. 
J J 

( 2) 

como somente um numero finito dos coeficientes 

o:. )3. pode ser diferente de zero e levando em 
1 J 

conta as leis distributivas obtemos 
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a. b = L 
x.sX , 

L (x.~.)(x.S.) 
X ~ 1 J J X.E 

J 

L 
i 'j • k 

k 
xk.(~ .. ~.s.) 

l_ J 1 J 

= 

(3) 

Naturalmente, se escolhemos uma outra base de 

A, os numeras 
k 

E; • • mudam, 
lJ 

e entao obtemos 

uma ''t~bua de multiplicaçio'' diferente de (1). 

Vale a pena ressaltar que: 

Se uma base X de elementos x. (iEI) e escolhida 
l 

num espaço vetorial V sobre um corpo P e elemen 

tos arbi trârios sao tomados em P(i,j,kcl), 

entao existe uma âlgebra sobre P que tem V co-

mo espaço vetorial e que e dada na base X pela 

t~bua de multiplicaçio (1) conl estes coeficinn 

k 
~ .. tes 

lJ 

Para isto, basta tomar {3) como definiç~o de 

produtos de dois elementos a,bEV cujas expres-

sÕes na base X são da forma (2) e e fácil ver 

que as condições da cl12finição :1.2.1 sao scltis-

feitas. 

Uma algebra construída deste modo pode nao ser 

associativa nem comutativa, o seguinte resulta 

do nos ajudari na determinaç~o de tal ~lgebra. 

2.1.5 - Propasiç:,ãQ_: Se uma base X ê eseolhida numa Ô.l-

gebra A sobre um corpo P, entao a álgebra A se 

ra associativa ou comutativa se e somente se, 
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para quaisquer x.,x.,xk c X x. (x.xk)=(x.x.)xk ou 
1J l_J l_J 

x.x. = x.x. respectivamente. 
l_J Jl_ 

Demonstração: 

Sejam a,b,c E A, tal que a = E 
x. EX 

1 

b = l: 
x.EX 

J 

x.e. 
1 J 

i) (ab) c 

ii)ab=ba 

e c = 

a(bc) =9 (x.x.)xk 
1 J 

==? x.x. = x.x. 
l_J Jl_ 

x.o::. 
1 1 

x. (x.xk) 
1 J 

iii) (x.x.)xk = x. (x.xk) para todo x.,x.,x..cX~ 
l_J l.J ljl< 

~ (ab)c = a(bc) 

(ab)c = ( L 
x.E:X 

1 

( l:' I· 

x.o:. 
1 1 

(x.~.).(x.S.)) 

= 

l: 
X. EX X .EX 11_ JJ 

xk E: X 
1 J 

= ( l: I (x . x . ) ( ~. B . ) ) I 
X .EX x. EX 1J l_J 

xkEX 
1 J 

= l: 
x. ,x. ,xkEX 

1 J 

x. ,x. ,xksx 
1 J 

(x.x.)xk' (".S.y1 ) 
1J l_JC 

X. (x.x
1

) · (~.s. ,yk) 
1_ J (. 1 J 

= l: x.oc. l: 
1 1 X x, eX 

1 

i v) x.x. 
1 J 

= 

xj ,xkE" 

x.x. - ab = ba 
J 1 

xk Y k 

xk Yk 

a. (bc). 

ab = l: x.o:. l: x.s. l: l: (x.~.)(x.S.) 
1 1 J J 1_ l J J x.EX x.EX x. E: X x.cx 

1 J 1 J 

l: (xi xj) . (oc,S.) = l: I 
x. eX 1 J x . .sx x.EX 

1 J 1 

= 
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(x.x.).(S.~.)~ L (x.S.). L (x.~.) ba. 
J~ J~ xJJ ~~ x.E: x.E:X 

J ' 

2.1.6 - Definição· 

Uma ilgebra A sobre um corpo P ~ de dimensão 

finita se o espaço vetorial desta ilgebra so-

bre P ê de dimensão finita. 

2.1 .7 - Definição. Sejam o corpo dos rea1s 

Uma ilgebra de -divisão real D ~ um anel de di-· 

visão D ,-, ) -
L~D,+,. e anel e os elementos na o nu 

los de D formam um grupo com relação a multipli_ 

cação] com JR como sLtbanel de tal modo quexd=dx 

para todo dsD e X EJR • 

Uma alg~~ta D da Jivisão ·real ~ u1nd ~lgebra li 

near sobre" JR com elemento unidade, -que e o e-

lemento unidade da multiplicação em D. 

2.2 - Exemplos de Ãlgebras 

2.2.1 -Corpo dos Complexos: 

O corpo C dos complexos ~ uma ~lgebra de divi-

são sobre o corpo do$ JReais. 

Esta algebra tem dimensão 2 pois 1 formam 

uma base para ela. 

A t~bua de multiplicaç;o nesta base e dada por: 

1 ' ou 12 = 1 

1 1 i li i 1 i 

' é 
_, .2 -· 1 ' 
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2.2.2 - Algebra dos Quaternios 

Vamos contruir uma ilgebra de divisio de dimen 

sao 4 sobre JR. 

Consideremos o conjunto Q ='{(a,h_,c,d); a,b,c,dc:JR} 

Se (a,b,c,d) (a',b',c',d') sao elementos de 

Q, definimos a adição em Q por: 

(a,b,c,d) + (a',b',c',d') = (a+a',b+b',c+c',d+d') 

e se x c:JR, definimos 

x(a,b,c,d) (xa,xb,xc,xd) 

Q com estas operaçoes e um espaço vetoridlreal 

Tomemos agora os elementos de Q, 

e = (l,O,O,O) , i = (0,1,0,0) , J 

• k = (0,0,0,1) 

Todo elemento ~€Q, « = (a,b,c,d) pode ser ~s-

crito como (a,b,c,d) = a(l,O,O,O) + 

+ b(O,l,O,O) + c(O,O,l,O) + d(O,O,O,l) 

= ae + bi + cj + dk 

Os elementos e,i,j,k formam uma base para Q. 

Definimos o produto destes elementos pela se-

guinte tibua de multiplicaç~o: 

e L J k 
e h-

k fi- L J -.,-
1 k _)_ L L . 
k 1 J < . 

k k J -L -1 

Para encontrar o produto na tibus por exemplo, 

o produto de j por i, fazemos a intersecçio da 

linha correspondente a j com a coluna cort·es-
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pondent"' a i, e encontramos -k, isto -e,ji=-k. 

Assim fica determinado o produto em Q que pas-

sa a ser uma álgebra sobre os reais. 

Desta tábua de multiplicação segue que 

1) ~ ~ o elemento unidade de Q. 

Observação: Passaremos indicar ~por 1. 

assim se a: = (a,b,c,d) E: Q, então 

a: a + bí + cj + dk 

2) Q e uma âlgeSra não comutativa; 

por exemplo ij ~ k e j i = -k 

3) Q ~ unta álgebra associativa, pois de acordo 

com (2.1.5) ê suficiente verificar as equa-

-ço es : 

(ii)i• i (_i_ i) 

(i i ) j i ( j j ) 

(i j ) i i ( j i) 

( j i) i j (i i ) 

(ij)k i ( jk) 

O centro de Q, isto 6 os elementos 8 E Q tal 

que crS = Brr para todo ~ 
-c Q' e formado pelos 

elementos s = (x,O,O,O) = X com xsJR 

Se cr = a + bi + cj + dk -e um elemento de Q, 

chamamonos rr = a - bi - cj - dk de conjugado 

de a:. 

Verifica-se facilmente que valem as -equaçoes 

i) a:+ 6 = ~ + 6 ; para todo 
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a:,B.sQ. e 

O nÚmero real 
~ 

na o negativo a:o:: = 0::0:: e 

chamado norma de a:, 

e N(o::) =O~> a:= O. 

N(a:S) ~ N(a:). N(S) Va:,S s Q , de fato 

N(~SJ ~ C~S)("S) (a8)(s;') ~ ~CSSl"~"N(SJ~ ~ 

~ "~ N(S) ~ N(") N(S) 

Deste modo Q nio cont~m divisores do zero, Ls-

to e, se o::B = O entao a: = O ou B = o 

a:B =O ~ N(a:B) =O = N(a:) N(8) :==;, N(a:) o ou 

N (S) 0 ~ CC = O OU 0 "' o 

Se a:EQ ~ tal que a: i O então existe inverso 

de " 
-1 " " ~ 

Deste 'modo .estâ constrUido Q, UTt13 álgebra de di 

vis~o real de dimensio 4. 

2.2.3 - Algebra de Cayley. 

Vamos construir uma ilgebra nao associativa de 

dimensio 8 sobre R, com divisio unLca e com um 

elemento unidade. 

Consideremos o conjunto K = {o:+ 0e o:,SE:Q} onde 

~ ~ um novo sÍmbolo. 

Definimos em K a adiçio e multiplicaçio por um 

nÚmero real a, pelas equaç~es 

(a:+ Se) + (y + 8e) = (a:+ y)+(S+8)e (1) 

a(o: + Se) =ao:: + (aS)e (2) 
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Obtemos assim um espaço vetorial real de dimen 

são 8 com base l,i,j ,k,e,ie,je,ke jã que um e-

lemento de K ê da forma ~ + Se onde ~.s E Q 

Definimos neste espaço, a multiplicação pela 

-equaçao. 

(3) 

E ficíl verificar a distributividade desta mul 

tiplicação com respeito a adi.ç::lo (2) e ainda a 

validade das equaçÕes 

Esta álgebra K e chamada, álgebra de Cayley, a 

tábua de multiplicação nesta álgebra é d;J:.da_p(n:-

1 i i ' k ke i i' c le e -
1 1 i j k é lC JC ke 

i i -1 k -j lC -e -ke je 

J J -k -1 l JC ke -e -~e 

k k J l -1 ke -je i e -e 

e e -i e -Je ·-ke -1 i j k --
lC lC e ke JC -i -1 -k J 

ke ke ke e lC -J k -1 -i 

JC je -je le e -k -j i -1 
---

A ilgebra de Cayley nao e comutativa nem asso-

c-Lativa. 

Por exemplo 

(i k) e -je""-Je 

i(ke) ""JC • 

De ( 3) conclui mos que 1 = l+Oe -e o elemento un1 
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dade de K. 

Se ~ = ~ + Be ~ um elemento _de K, chttmamos 

~ = ;;; - Se (4) o conjugado de Ç. 

Verifica-se facilmente que se n = 6 + ye 

i) ç + n = ç: + n , i i) Sn = n ç; 
De fato 

i) 

i;+ n" <~+y)+(B+ô)e =i;+n" <~+y)-(B+ô)e" 

~ + y- Se - ôe " (;;;- Se)+(y- oe) "~ + n 
i i) 

i; • n " (~+Se). ('(+oe) -""" i;n - (~ .y- ÓB)- (ô~-Sy)e 

" (y cr - jô) + (-ôcr - Sy)e 

Por outro lado 

n . i; 

Sendo l; "' ·a:+Be n:a: + BR 

N(•j + N(S) !;i; 

O nUmero real não negativo N(f;) = ~ç; 

N(a:) + N(S) ~ chamado norma de ç;. 

Se i; o: + Se e n = y + ôe cntao 

N(i;n) "N(i;).N(i)) 

" 
o 

N(~). N(S) + N(S) .N(ô) + 

+ N(o:) .N(Õ) 
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+ N (8) • N (y) + a - b onde 

a = yiiô~ + ~ôSy 

b ~ySô + lis:Y~ 

-
~8s:Y desde que Y86cc = 

~y(iô = lis:Y~ 

Temos a e b -sao numeras reais 

Se cc = O então a = b = O, logo a-b = O. 

Se cc F O, N(cc) f O e desde que a ê real 

= (ccy136 + 6sY~) N(o::) = b.N(o:) então a=b e por-

tanto a-b O. 

Deste modo 

N(l;.n) = N(~).N(y) + N(8).N(ô) + N(~) N(y) + 

+ N(0) N(y) = 

= [N(~)· + N(S)]. [N(y) + N(ô)] = N(l;). N(n) 

Segue daqui que a ilgebra de Cayley não tem di 

visares do zero. 

Se I; € K e tal que i; ' o entao oxiste o t_nver-

de I; 
-1 _I;_ so I; = 

N(Ç) 

Se I; e n -sao elementos de K, com i; " o a equa-

çao i; I; = n tem uma solução 1; = cn . [N (f;)rl 

- divisores do e e Ulll.CB porque nao temos zero. 

Do mesmo modo, a ~nica solução da equação 

-e dada por 

<; = nl; 
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2.3- ALGEBRAS ALTERNATIVAS 

2.3.1 - Definição: 

Uma âlgebra -na o associativa R e alternativa se 

valem as seguintes equaç~es: 

(i) (yx)x = y(xx) ; (ii) (xx)y x (xy) 

para quaisquer x,y em R. 

2.3.2 - Proposição: 

A álgebra de Cayley ê alternativa 

Demonstração: 

Vamos verificar (i). Sejam E,= o:+Se , n = y+Oe 

dois elementos de K. 

<nO. 1;~ [<r~-iiaJ+(Sy+o~Je] (cr+Se) • 

Por outro lado 

Desde que («+o:) e SB sao nGmeros reais eles co-

mutam com qttalquer quaternio 

Logo <nO I; " n (I; f;) • 

De modo análogo, verifica-·se (i-i). 
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2.3.3 - Definição: 

Se x,y,z sao elementos de uma ~lgebra R, difini-

mos o comutador e o associador destes elementos 

respectivamente por: 

[x,y] = xy - yx 

[x,y,z] =- (xy)z- x(yz). 

Note que o associador [x,y,z] ê linear em cada 

variável e que [-x,y,z] [x,y,z] 

2.3.4- Propriedades do associador [x,y,z] numa álgebra. 

alternativa R. 

i) [x,x,y] [y,x,x] =O 

ii) [x,y,x] =O 

O = [x, x+y, x+y] 

= [x,x+y,x} 

-[x,x,x] + 

+ [x, x+y ,yJ 

[x,y,x] + [x,x,y] + [x,y,y] 

- [x,y,x] 

iii) Se os elementos x,y,z de R sao permutados, en 

tao o associador [x,y,z] fica inalterado quando 

a permutaçao e par e troca de sinal quRndo ~ 
< 1m-

par. 

Para isto e suficiente mostrar que: 

[x,y,z] [y,x,z] = [y,z,x] 

Temos: 

[x+y ,x+y ,z] = lx,x, z] + [x,y, z] + [y, x, z] + [y ,y, z] 

=[x,y,z]+[y,x,z] 

Logo [x,y,z] = [y,x,z] 
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2.3.5 - Identidades de Moufang. 

i) {xzx)y = x(z(xy)) 

i i) (xy) (zx) = x(yz)x. 

para todo x,y,z numa álgebra alternativa R, onde 

podemos escrever xzx uma vez que [x,z,x] ==O. 

(xzx)y-x(z(xy)) = [xz,x,y] + [x,z,xy] 

-[x,xz,y] - [x,xy,z] 

= -(x(xz))y+x((xz)y)-(x(xy))z + x((xy)z) 

- ( (xx) z)y- ((xx)y) z + ( (xz)y + (xy) z) 

= -[x 2 ,z,y]-[x 2 ,y,z] -x 2 (zy)- x 2 (yz) 

+ x((xz)y + (xy)z) 

= x(-x(zy)- x(y?.) + (xz)y + (xy)z) 

x([x,z,y] + [x,y,z]) ~O 

est<Ihelece.mos i) que implica i i). 

(xy) (zx)- x(yz)x [x,y,zx] + x(y(?.X)- (yz)x) 

[xy,z,x] 

= -[x,zx,y]- x[y,z,x] 

-(xzx)y + x((zx)y- [y,z,x]l 

= -x ( z ( xy) - ( z x) y + [y , z , x] ) 

xC-[z,x,y] + [y,z,x]) =O 

A identidade ii) ê equivalente a 

iii) [xy,z,x] = [x,y,z]x para todo 

x,y,z em R, desde que: 

((xy)z)x- (xy) (zx) "" ((xy)z)x - x(yz)x = 

= ((xy.)z - x(yz))x = [x,y,z]x . 
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-Proposição: Se K a a álgebra de Cayley, 

{ [x,y] f o 
[x,y,z] I o implica [x, z] f o 

[y' z] I o 

para quaisquer x,y,z em K. 

Demonstração: Tomemos x em K, x seu conjugado e 

consideremos os numeras reais 

t(x) = x+X , N(x) ::: xx = xx, o 

traço e a morma de x respectivamente. 

Para x,y em K, o número real 

R = N(x+y) - N(x) - N(y) satisfaz, 

xy + yx- yt(x) - xt(y) +R~ O. 

Se [x,y] = O , ie, xy "' yx entao 

2xy- yt(x) = xt(y) -R. Assim, 

[zxy - yt (x), z, x] = [vtf-<r~ -R z vl ,, '.J' -·· ~·~-~ 
par8. q1_1ais-

quer x,y,z· em K. 

Mas [xt(y) - R,z,x] = O , pela 1inearidade rio as-

sociador, ·junto com o fato de K ser alternativa e 

R rea 1. 

Então, 

O= [Zxy- yt(x),z,x]=[2xy,z,x]-[yt(x),z,x] 

[x,y,z] 2x- jy,z,x]t(x) 

= [x,y,z]2x- [x,y,z]t(x) = [x,y,z](2x-t(x)) 

Desde que K uao tem divisores do zero e como 

[x,y,z] f O teL,os Zx- t(x) =O. O que implica 

x real. Contradição. 

Nota: Usaremos a proposiçio anterior na seguinte 

forma 
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2.3.7 - Se [x,y] O entao [x,y,z] "='O para qua~squer 

x,y,z em K. 

* * * 



CAPITULO III 

CONSTRUÇOES DE APLICAÇDES BILINEARES NAO SINGULARES 

Nosso principal interesse neste capÍtulo ' esta 

voltado para construçoes de aplicaç~es biline~ 

res não singulares, isto ê, uma aplicação bili 

a b c 
lear f:R x R --~R tal que se f(x,y) "O 

ou y o o 

Trabalharemos assencialmente com a âlgebra de 

Cayley K, juntamente com suas propriedades men 

sionadas no capÍtulo anterior. 

' n.umeros de Cayley, representados como pares de 

·quaternios o produto xy ~ dado por: 

xy 

Sejamu::;; e Colo-

cando; 

Então definimos f(u,v)=:(!fl
1

(u,v), c:p
2

(u,v), rp
3

(u,v)). 

3.1.1 - Teorema: 

~ não singular. Alêm disso, por convrinientes• 
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restriç~es, f induz as seguintes aplicaç~es bi 

lineares nao singulares 

i) lR 16 X JR 16 ---+ JR 23 v) JR" X lR 16 -> JR" 

íi) lRl3 X JR 13 --+JR 19 vi) lR 10 X ]{ 15 ---+ lR 21 

iii) lRll X JR 11 ---+]R 1? vi i) lR !O X JR 111 ---+ JR" 

i V) lR 10 xJRlO..._____.._JRIG vi i i) JR' X lR 16 --+ lR 16 

Demonstração: 

Obtemos assLm tres 
~ 

equaçoes 

Para pr.ovar a não-singularidade da f, usamos 

estas equaçoes e as propriedades da ~lgebra de 

Cayley. 

~ 

Multiplicando a equaçao (1) por y
1 

a direita c 

-a equaçao (2) por y
2 

a esquerda obtemos 

( 1') : 

( 2') : 

(xlyl)yl ~ (y2x2)yl 

Yz (y2xl) ~- Yz (x2yl) 

-Somando membro a membro estas duas equaçoes ob 

temos. 

Desde que y
2 

+ y
2 

-e un1 numero real, 

xzCYz + Yz> " Cvz + Yz>xz usando (3) te 
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mos e por (2.J.7) segue: 

Assim, a -equaçao ( 3 ' ) fica reduzida a 

e usando 

novamente (2.3.7) -temos a equaçao (/+) na forma 

(4') 

Sendo y
2

y
2 

-um numero real, reduzimos 

ra: 

Suponhamos v =: temos 

-tando a equaçao (1), temos y
2

x
2 

"' O 

tox 2 =0 .. 

Logo u =: (x 1 ,~ 2 ) =: (0,0) 

Assim f ~ nio singular 

( 4') pa-

1- O e vol 

e portan-

A segunda parte da demonstraç~o, consiste em 

obter as seguintes aplicaç~es; 

i ) JR 16 X ]R 16 ___,. JR 23 

2 
Desde que K te'll dimensão 16 sobre IR, vamos v.~ 

rificar que ~ ~plicação f dada ~ tal que, sua 

imagem esti num subespaço 
3 de K de dimens;o 23. 

Para isto vamos verificar o termo 

repre-

sentados como pares de qu;tternios. 
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Uma vez que: 

e 

puro. 

De fato: 

Consideremos 

a 1 i l<i<4 e b 1i l<i<4 numeras reais. 

Assim, 

albl - blal ~ (2al3bl4 - 2al4b13)i + 
' 

+ 

Um cilculo anilogo mostra que o quaternio 

também não tem parte real. 

Desta forma, o termo e um ~ma 

ginirio puro, isto é, esti num subespaço de K 

de dimensão 7. 

Logo imagem de f est~ num s1tbespaço de 

dimensão 23, isto prova i). 

ÍÍ) JR13 X JR13 _,_JRl9 

Consideremos V, um subespaço de K3 de dimens~o 

5 consistindo dos elementos (a,b) com a real e 

b quaternio. 
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Consideremos u ~ (x
1

,x 2 ) e v ~ (y 1 ,y
2

) com u e 

v no subespaço KffiV de K
2 

de dimensão 13. 

Vamos verificar que f restrita a este subespa-

3 
ço tem sua 1magem num subespaço de K de dirnen 

são 19. 

Para tais u e v, o termo 

Sendo a
1 

real, ele comuta com qualquer quater-

e como b
1 

também 

logo 

Temos entao que 

O). 

- -
Pela parte i), vimos que a

2
b

2
- b

2
a

2 
-e um imaginário 

puro, en tao está num subespaço de 

K de dimensão 3 e portanto imagem da f está nuiil 

subespaço de K3 de dimensão 19. 

iii) JR 11 X JR Il -+JR 17 

Consideremos V, um subespaço de K de dimensão 

3 consistindo dos elementos (a,b) com a real e 

b complexo. 
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e u = 

paço 

(xl,x2)' 

KffiV de K
2 

v~ (y 1 ,y 2 ) com u c v no subes­

de dimensão 11. 

Por- (ii), x 2 y 2 - y
2

x
2 

= (a
2

h
2

- b
2

a
2

,o) e 

como ; 2b 2 - ~ 2 a 2 ~ um complexo que nao tem pa~ 

te real, x 2y 2 - y
2

x
2 

estâ num subespaço 

de dimensão 1. 

de K 

Assim, imagem da f restrita ao subespaço de di 
- 2 - . -mensao 11 de K esta num subespaço de d~mensao 

17 de K3 . 

Í V) JR 10 X JR lO --+ JR 16 

Consideremos V, um subespaço de K de dimensão 

2 consistindo dos elementos (a,b) com a e b 

reais. 

e y o 

2 

2 . -centes ao subespaço de KmV de K de d1mensao 10. 

Logo imagem de f est~ num subespaço de K
3 ele d1. 

mensao 16. 

V) JR 10 X ]R 16 -->- ]R_ 2.2 

Consideremos V, um subespaço de K de dimensão 

2 consistindo dos elementos (a,b) com a e b 

reais. 

Sejam u = (x
1

,x
2

) um elemento do subespaço 
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K@V de K2 de dimensão 10, e v = (y 1 ,y 2 ) um ele 

2 
menta de K . 

Para tais u e v analisemos o termo x 2y
2 

- y
2

x
2 

-
XzYz- Yzxz = (albl- blal + a2b2-

Como a
1

,a 2 sao reais, a
1

b
1 

= b
1

a
1 

e a.
2

b
2 

= a
2

b
2 

e então â2 b 2 - b 2 ~ 2 = a 2b 2 - a 2b
2 

= a 2 (h
2
-b 2 ). 

Portanto 

Por outro lado, como b
1 

,e -b
2 

sao quaternios, 

. (b
2
-b

2
) ~"· (h

1
-b

1
) s:=tn imaginâ.._..ios puro,:; ~ '2n­

t~o x 2yi - y 2x 2 est~ num subespaço de Jimens~o 

6 de K. Logo i1~agem da f est~ num subespaço de 

K3 de dimensio 22. 

vi) 1R 10 x JR 1s ----->- IR 21 

Consideremos V um subespaço de K de dimensão 2 

consistindos dos elemontos (a,b) com a,b reais 

e W um subespaço de K de dimens~o 7 consistiu-

do dos elementos (c,d) com c quaternio e d pe~ 

tencente a um ~ubespaço dos quatcrnios de di-

mensão 3 com parte real. 
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Por v), x
2

Y
2

- y 2 x 2 ~ (a 2 Ch 2-h
2
),-a 2 Cb

1
-h

1
JJ 

dos quaternios de dimensão 2 e 

quaternio sem parte real. 

Logo x
2

y
2 

- y
2

x 2 esti num subespaço de K de d! 

mensao 5 e então, imagem da f se encontra num 

3 espaço de K de dimensão 21. 

vi i) lR lO X JR 10 -------+ JR 20 

Consideremos V, um subespaço de K como em vi) 

e W um subespaço de K de dimensão 6, consistiu 

do dos elementos (c,d) com c quaternio e d com 

plexo. 

e 

- -
Para tais u e v , :{ 2 y

2
- y 2x

2
"' (a 2 Ch 2 -h 2 ),-a 2 Cb 1 -b~ 

onde a primeira coordenada esti num subespaço 

de dimens~o 1 de K e a segunda esti num subes-

paço de dimensão 3 de K. 

dimensio 3 e cntao imagem da f se encontra num 

subespaço de K3 de dimensão 19. 

vi i i) JR 9 X JR 16 ~>- JR 16 

Tomando agora V um subespaço de K de dimensio 

1, portanto formado pelos elementos (a,o) com 

a real. 

Sejam, u com u s KffiV, 
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ve:KEI!Kcom X ~ 

2 e y ~ 

2 

Para tais u e v, x
2
y

2 
-y

2
x

2 
= (a 1 b 1 -t 1 a 1 ,b 2 (a 1 -~ 1 )) = 

= (0,0) uma vez que a 1 ê real e portanto 

e 

Logo imagem da f esti num subespaço de 

- 3 sao 16 de K . 

O pr6ximo teorema nos permite melhorar iii) e 

obter uma aplicação bilinear nao singular 

f: JR 12 X JR 12 --r JR 17 trabalhando agora com uma 

aplicação bilinear definida em q 3 = Q @ Q @ Q. 

3 - -· 3 J 5 em Q , Entao a aplicaçao g:Q x Q --r q· defi-

ni da p'or 

- -
g(a,b) (albl + b2a2 + b3a3,a2bl - b2al,a3bl-

- b 3 a 1 ,b 2 a 3 + a 2 b
3

,b
3

a
3 

+ ;
3

b
3

) induz uma apli 

cação bilinear não singular ix) :JR 12 x JR 12
--): JR 17 

Demonstraçã~: ~ facil ver que g ~ bilinear 

vamos mostrar a nao singularidade. 

Se g(a,b) = O, ternos as seguintes equaçoes 

(1) al b 1 + b 282 + b 
3

a 
3 

, o 

(2) a2bl 
, 

b2al 

-
(3) a 3 b 1 

, b 3 a 1 

- -
(4) b2a3 

, - a2b3 

( 5) h3a3 
, - a3h3 
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Multiplicando (1) por h 1 a direita obtemos: 

usando 

(2) e (3) e a associatividade dos quaternios te 

mos: 

O= a
1

(b
1

b
1

) + G
2

(a
2

.b
1

) + b
3

(a
3
b

1
) =a

1
(b

1
b

1
) + 

+ b2(b2al) + b3(b3al) = al(blbl) + (b2b2).al + 

+ (b3b3).al = al.[(blbl) + (b2b2) + (b3b3)] 

Supondo b = (b
1

,h 2 ,b
3

) # O entao a
1 

= O. Por 

outro lado multi~licando (1) por b
2 

a esquerda 

obtemos: 

(4), (5) e a associatividade obtemos: 

- (b2a3).b3 = "z(blbl) + "z<bzbzl + (azbJ).b3 

"z(blbl) + "z(bzbzl + "z(b3b3) = "z[ttlbl) + 

+ <h
2

h 
2
J + ci)

3
.b 3 l] Logo a

2 
= O 

Usando o fato de a
1 

= a
2 

= O, as -equaçoes (l) ' 

(3) e (4) ficam reduzidos a b
3

a
3 

= O • a
3

b
1

o:::O, 

b
2

a
3 

=O respectivamente. Como (bl'b 2 ,b
3

)i(O,O,O) 

temos a =O. 
3 

Com isto esta verificada a -na o singularidade 

de g. 

f ficil ver que g induz a aplicaçiu bilinear 

JR 12 x 1ll
12 + JR 17 , para isto basta tomar a i..Í.ltlma 
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-
coordenada de g que e dada por b

3
a

3 
+ a

3
b

3 
e 

ver que e um quaternio que -e o tem parte real. 

Logo imagem de g está num subespaço de q 5 de 

dimensão 17. 

3 2 . - 3 . - A apl~caçao K 

Sejam u = e 

Defini mos h ( u, v) = ( <P 
1 

( u, v) , •.. , tP 
5 

( u, v) ) . 

3.2.1 - Teorema: A apllcaç;o bilinear 

é nao singular. Alêm disso, por 

convenientes restriçÕes, h induz as seguintes 

aplicaçÕes bilineares -na o singul.::trcs 

i) JR'" X JR ;!11-+ JR 39 v) JR 19 X JR 211 + JR 3fl 

i i) JR" X JR 21-+ IR 3s vi) JR" X JR23+]_{37 

iii) lR 19 x JR19+JR33 vi i) 1R 18 X JR22_>-1R% 

i v) lR !8 X JR H>->- JR 32 vi i i) 1R 17 X JR211-+JR32 

Demonstração: 

s·e h(u,v) =O entao rp
1 

(u,v) ,., = <Ps (u,v) "'O. 
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(2) ylx3 = xly3 

(3) ylx2 - xly2 + x3y3 = o 

( 4) YzX3 = x2y3 

(5) xl Y 1 = ylxl 

Para provar a não-singularidade de h usaremos 

estas equaçoes e as propriedades da Ãlgebra de 

Cayley. Dividiremos em diversos casos. 

19 caso: Se x = O e y = O as 
1 1 ' 

equaçoes acima 

ficam reduzidas ao seguinte sistema: 

o 

= o 

-
D~sde que K nao tem div·iso~e~ do zero 

segue' facilmente que a u = O ou v= O. 

29 caso: Se = O e y
1 

# O, segue de (2) que 

x
3 

= O, substituindo em (3) y
1

x
2 

=O , 

o que nos da x 2 =O. 

Portanto u = O. 

39 caso: Se x
1 

=O e y
1 

#-O, segue de (2) que 

73 =O, substituindo em (3). x
1 

y
2 

=O. 

o que nos da Yz =O. 

49 caso: 

Portanto v = O, 

Se x
1 

~ O e y
1 

-;. 

x
2 

f o e y 2 f. o, 

O, segue de (1) que 

usando (2) temos x
3 

=O 

se e sOmente se y
3 

= O. 
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Se x 3 ""y 3 O, as equaçoes de (1) a (5) ficam 

reduzidas ao sistema. 

-Multiplicando a equaçao (7) por y
1 

a esquerda 

- -
temos y 1 (y

1
x

2
) ~ y

1
(x

1
y

2
). 

Usando a propriedade (2,3,7) e a equaçao (8) 

temos: 

Agora, multiplicando por y
2 

a direita 

((y 1Y
1

)x 2 )y 2 = ((x
1

y
1

)Y
2
)y

2 
que ê equivalente 

a 

usando (6) e o fato de que ylyl 

-quaçao acima se reduz a: 

Como K nio tem divisores do zero, x
1

y
1 
~O e 

isto implicaria x
1 

=O ou y
1 

=O, e teriamos 

uma contradição. 

Multiplicando (2) por y
1 

a esquerda temos 

ylcJlxJ) o yl(xly3). 

Como x 1y
1
. = y

1
x

1 
e y

1
y

1 
- y

1
y

1 
, ficamos com 

(ylyl)x3 o (xlyl)y3 
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Multiplicando a equaçao acima por y
3 

a direita 

e usando o fato de y
1

y
1 

ser um n~mcro real, cl1e 

gamos a: 

Substituindo (9) em (3) temos 

(10) 

Multiplicando (10) por y
1 

~ esquerda e por Yz 

a direita, usando os argumentos anteriores che 

gamos a: 

(ll) N(y1)x2y2 - xlyl N(y2) + 

-1 
+ (y1(xlyl))y2 N(y3).N(yl) O 

Usando (1) e este ~ltimo resultado na equaçao 

(11) obtemos: 

Desde que x
1

y
1 

"'y
1

x
1 

, vale o cancelamento, e: 

Toma.ndo À " N(yl) + N (y 2) temos 

( 13) N (y 3) 
-1 

y1 " Yz À 

( 1 4) 
-1 

À Yz " y1 N (y 3) . 
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-l 
Y2Y2 = (yly2) N(y3) À e 

2 -2 -1 
(15) À N(y

3
) = N(y

2
) .N(y

1
) 

Substituindo (13) e (14) em (10) obtemos 

Usando (15) e o fato de À = N(y
1

) + N(y
2

) te­

mos y
2

x
2 

=- x
1

y
1 

e entao por (1), x
2

y
2 

=y
2

x
2

. 

A comutatividade de x
2

y
2 

e a equaçio (4) multi 

plicada a esquerda por y
2 

e a direita por y
3 

nos dá: 

que somada com (9) e usando (1) obtemos x
3

y
3 

=0. 

Contradiçã_o. 

Logo não poden'tos ter h(u,v) =O quando todos os 

x. , y. s~o distintos de zero, i,j = 1,2,3. 
l J 

Portanto h ê não singular. 

Para obter as restriç;es procedemos exatamente 

como foi feito em (3.1.1). 

-nnme.rof; de 

Cayley representados por pares de quaternios. 

Temos entao que: 

ê um imagin~rio puro e portanto esta num subes 

paço de K de dimensão 7, o que nos d.::Í (i). 
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As outras são obtidas restringindo x
1

,y
1 

segue: 

Denotando r.,z.,q. qualquer numero real, 
1 1 1 

como 

com-

plexo e quaternio respectivamente) e usando o 

fato do comutador, xlyl - ylxl ser um irnaginâ-

rio puro, temos: 

Se xl (rl,ql) yl " (r2,q2) obtemos (i i) 

Se xl " (rl,zl) yl " (r2,z2) obtemos (i i i) 

Se xl " (z
1

,o) yl (z
2

,0) obtemos (i v) 

Se xl " (rl,r2) yl " (ql,q2) obtemos (v) 

Se xl (rl,zl) yl " ((r2' 2 2) ,ql) obtemos (vi) 

Se xl " (z
1

,o) yl " (z
2

,0) obtemos (vi i) 

Sê (r
1

,0) (ql,q2) obtemos ( ... ) v " yl Vlll "1 ' 

• * • 



CAPITULO IV 

APLICAÇÕES 

4.1 NUmero de secçoes independentes do fibrado linear canô 

nico. 

Consideremos um fibrado n com projeção rr:E-)-B, 

-uma secçao S. em n e uma aplicação continua 
' 

S.: B-+ E tal que íTS.(b) = b para cada bE:B. 
' ' 

As secç~es s 1 , ... ,Sk de n são chamadas indepe~ 

dentes, se para cada bsB, {s
1

(b), ... ,Sk(b)} ê" 

um conjunto linearmente independentes de veto-

res na fibra sobre b. 

. . ek - F. b d .Note que se e um .1 ra o trivial com earta 

local (B,h), definindo para cada b E: B, 

S. (b) = h(b, (O, ... ,0,1,0, ... O)) (com 1 na 1-es1ma 
' 

posiçio) obtemos k-secç~es independentes, 

P 1P
n assemos agora a , o espaço projetivo real 

. - cl de d~mensao n e ~n o fibrado linear can~nico so 

n . - . 
bre F , cuJO espaço total e obt1do de 

pela identificação (x,y) = (-x,-y). 

Para cada inteiro positivo k, denotemos 

k-soma de Whitney , isto e, 

1 1 
~ @ ••• ffi ~ 

n n 
(k-vezes). 

k~l 
'n Deste modo o espaço total c com 

a identificação (x,y) ""' (-x,-y), indicado por 
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(x,y) • 

Com isto podemos enunciar: 

4.1 .1 - Proposição. 

Se existe uma aplicaçio bilinear nio singular 

T S k 
f: JR- x lR --+ lR e.ntdo admite s-secçoes 

independentes e k~ 1 

1 
admite s- r-secçoes indepe~ 

dentes. 

Dernonstr-ªS,ão: 

') k·c 1 adm'.te · l d ~ sr-l ~ s-secçoes 1Ulepen entes. 

Dada a aplicaçio bilinear nio singular 

f •, lRr X lR 9 'lRk, 'd f ~ cons1 erernos a es era un1-

tária Sr-l CJR.r e a aplicação 

F· .. 5 r-1. x lRs ------~ r-1 lRk ~ S x dada por: 

F(u,y) (u,f(u,y)) 
r-1 

com u f': S 

Se denotarmos por T a involuç~o em r-1 k s·· xlR' 

dada por T(x,y) (-x,-y), vemos que 

r-1 k 
S X JR 
"-----;;T;-" E(ki;l ) 

.r-1 . Denotando ainda 

a involuç~o antipoda T(x) = -x obtemos 

r-1 
lP 

por T 

Deste modo, nossa aplicaçio F, ixtduz a aplica-

lP
r-1 _ s 

ção F' : x JR dada por: 

- - ·r-1 s 
F' (u,y) o~ (u,f(u,y)) com u E1P - , u t:JR que 

esti bem definida; pois 

F'(-~,y) = ( u,f( u,y)) = ( u, f(u,y)) 
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Estamos na seguinte situação 

r-1 JRS F r-1 lRk s X 8 X 

q 1 F lq' 
JR r-1 x ]Rs (S r-1 x lR k) 

F ' /T 

r-1 s -Desde que a topologia de JP x JR e a coindu-

zida pela aplicação projeção q, e a aplicação 

F e continua, temos ~ continua. Ainda mais 

F' = g'o F , portanto F' ê continua. 

Consideremos agora o seguinte diagrama 

r-1 lR s 
JP X 

P. 

F' 

r-1 
lP 

~ E(kC1 ) 

/'r-1 
' 

onde -p e a aplicação proJeçao do fibrado tri-

r-1 s r-1 
vial 1P x lR sobre lP e w a aplicação pr~ 

-e hemo-

morfismo de fibrados, uma vez que ê continua e 

r-1 -para cada u sJP- e linear em cada fibra, i.e, 

F' U X 

-1 -
p ( u) (ti,y) ~---> (u,f(u,y)) -e linear, 

o que decorre imediatamente do fato de f ser 

bilinear: 

Além disso, F' I _1 
e injetora, o que decor-

p ( u) 
- T-1 

re de f ser nao singular. Dado u t:lP 

(u,f(u,y)) ::: (u,O) =? f(u,y) =O~ y ::: O. 
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Agora, o que temos a fazer é transportar as se~ 

- r-1 s 
çoes de 11? x JR ' j â 

r-1 s 
que JP · xlfl. 

~ trivial s3bre JPr-l, e portanto admite s-sec-

-çoes · d d ~b JPr_-l 1n epen entes so re 

Se S. 
L 

l<i<S -'ao r-1 JR' as secçoes de 1P x , de 

finímos c i (Ü) = F ' r-s . ( ~ l] , 1 <i< s . 
L' 1. - -

A, funçÕes 

c. 
L 

sao secçocs do fibrado pü1S 

~c. cul =~F' [s. cul] = p(s. cu)) = u 
L L L 

e são independentes po1.s F' 
~ 

e injetora nas fi-

bras. 

i i) Analogamente prova-se que admite 

r-secç~es independentes. 

4.1.2 - Resultados obtidos: 

Usando as aplicaç;es bilineares obtidas no Ca-

pitulo III, teoremas, (3.1.1),(3.1.2), (3.2.1), 

e o teorema anterior podemos construir a se-

guinte tabela: 
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lRR x lRS K 1 n9 de secçoes 1 n9 de secçoes 
~ lR K f;R-1 independentes 

K <s-1 independentes 

1R24 X ]_{24-+ JRJ9 39 
1 

f; 2 3 24 
-

lR 21 X JR21-+ JRJ5 35 1 
s2o 21 

-
lR 19 X JR 19-+ JRJJ 33 1 

1;18 19 

lR 18 X JR18--+ JRJ2 32 1 
1;17 18 

lR 18 X JR24-+ JRJ8 38 1 
(17 24 38 1 

sz3 18 

lR 19 X JR2J--+ JRJ7 37 1 
1;18 23 37 1 

S22 19 

lR 18 x1R22-J.JR36 36 1 
1;17 22 36 1 

1;21 18 

lR 17 X JR24--+ JR32 32 1 
s 16 24 32 1 

s23 17 

lR 16 X JR16--J.-]R2J 23 1 
f; 15 16 

lR 
13 X JR13-r )].{_19 19 1 

1;12 13 

lRll x JR11_ :m.l7 17 1 
1;10 11 

lR 1 o 41Rl0-:+1Rl6 1 
16 (, 9 . 10 

f---c - - --- ~ -~-------·-

lR 10 16 22 
22 -<; 1 16 22 1 lO xlR ~ lR 

' 1;15 9 ---
lR 10 x JR15-+ lR 21 1;1 1 21 15 21 <;14 10 

9 

lR 1 o X JR14-+ J[{ 2 o 20 <;1 
9 14 20 <;1 

13 10 
------~ 

lR9 xJR16--+JR16 16 i;l 16 16 1 9 8 <1s 
-~ 

:m.12 X JR12--+ ]_ll7 17 1 
<n 12 

4.2 - Algumas imersões dos espaços projetivos no espaço Eu-

clidiano. 

4.2.1 - Teorema de Ginsburg. 

Se existe urna aplicaçio bilinear -na o singula-r 

f: 1Rn+l x 1Rn+l --)- JRk (8 < n+l <k) entao 

' lR k-1 1merge em 
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Demonstração: Consideremos o espaço projetivo 

real de dimensão n, F 0 e ç:- 1 o fibrado linear 
n 

canônico 

Tomemos 

onde 

~ n 
sobre lP 

~1 • 
n 

~ 1 m 
n 

• • • til 

(n+l)-vezes 

E[Cn+l)~ 1 ] 
n 

n n+l . é obtido de S x JR com a 1.den 

tific.ação (u,y) = (-u,-y), denotado por (u,y). 

Sabemos por (1.6.1) que 

(n+l)~l = çn(!Pn) ffi Sl(!Pn) onde Çn(!Pn) 
n 

. n 81 - .. 1 
f~brado tangente a lP e e um tr~v~a 

dimensão 1 sÔbre JP
0 

• 

Desde que a aplicação f dada -e bilinear 

singula~, ela induz uma ~plicação. 

f.: E [{yt+l) i;~] --r JRk dada por: 

"i[(u,y)] = f(u,y) com que 

bem definida, pois: 

-e o 

de 

nao 

esta 

i'[c u, yl] f(-u,-y) = f(u,y) = f[(u,y)] 

f ~ linear e nao singular em cada fibra, 

e , se considerarmos Tf como 

sÔbre JP
0 , - n 

para cada u slP • 

lR
n+1 

U X 

(u,y) 

a projeç3o de 

lRk 

f(u,y) 

isto 

1 
(n+l)~ 

n 

é linear e não singular, o que dacorro trivial 

mente do fato de f o ser. 
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Definimos agora a aplicaçio, 

lP n x lRk d d a a por: 

~ está bem definida; pois 

" <~[(u,y)]. f[(u,y)])) "u[(u,y)] 

Ainda mais, ~ ~ uma aplicaçio contfnua que re~ 

trita a cada fibra ~ linear e injetora portan-

to um monomorfismo de fibrados. 

Deste modo, imagem de U que e um subconjunto 

k 
de IP 0 x JR é um sub fi brado de 1P 0 x com f i-

bra JR 
n+l 

Podemos cntio construir a seguinte 
~ . 

scquenc1.a c 

xata curta de flbrados: 

8 
-> y---+ o 

onde y e o fibrado que tem 

JRk-(n+l) como fibra. 

Deste. modo, o fibraclo Ok 

crito como: 

k 1 9 • (n+l)i; O y 
n 

n lRk JP x pode ser es 

Recorrendo agora, aos resultados bbtidos por 

Hirsch em [t1 ] 
-que sao: 

n 
variedade fechada M , de dimensão n, i me r 
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ge em JRk com k > n se e somente se, existe um 

k-n n k-n 1 11 

fibrado ll com fibra JR tal que 1;; (M) G'l ll = et 

Ainda mais. "Se o fi brado ll ê tal que ll =ll' IDe r 
- n k-r 

e k-r > n entao M imerge em JR ". 

Podemos concluir que lPn imerge em JRk-l 

Usandos a~ aplicaçÕes bilineares obtidas em 

(3.1.1),(3.1.2),(3.2.1) e o teorema 4.2.1. podemos enun-

ciar. 

4.2.2 - Proposição: F 9 imerge em ~ 15 , F
11 

1merge em 

16 JP12 . 18 15 22 17 JR , 1merge em JR , ]? imerge em JR , 1P 

imerge 
31 18 . em JR , ]? 1merge em lR 32 JP20 . , 1merge em 

JR 34 e JP 23 imerge em n~ 38 

4.2.3 - T~bua das melhores imersÕes de :D?
0 

em Rn+k 

n < 23.· Escreveremos J:?n C ]{n+k 

1. 

2. 

3. 

4 JR7 16 31 4. JP C 16. IP C JR 
f-------+------+-~---~ 
S. IPSÇ JR7 17. nll7 C JRJl 

--~-+-+------
6. IP6Ç JR7 18. IP18C JR32 

---cc7----cc8-+--- ~,19 c-- JR32 ('') 
7.FC1R 19.1I 

8. 
20. 20 lR34 

JP ' 
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Esta tábua é obtida dos seguintes resultados; 

(1) uma variedade compacta, Hn não imer 

ge em JRn 

(2) Se n = 1,3, 7 

(3) Se 2r lPn 2n-l - irnerge n " , c lR mas na o em 

2n- 2 
( [ 1 o] , 50). lR pg 

( 4) JP
5

CJP
6

cJR
7 

; [4] 

(5) Se n " 2r + 2r + 2 , n > 10, JPn na o imerge 

2n-5 [
3
,l 

em lR ~ 

( 6) Se n 2r + zs + 1 r > s > 2 n > 13 , 

lPn 1Pn+l JPn+2 imergem 2n-4 , em lR mas na o 

imergem em lR 
2n-5 

[3] 

( 7 ) So. n - 2r + 4 , n > lO ,.n -a ao imerge em 

Zn--7 
[3] lR ; 

(8) lP19 c lR 32 [11] 

(9) Proposição 4.2.2 

Como se pode observar o m~todo usado para en-

centrar as imers;es obtidas em 4.2.2 nos di as 

melhores imers~es possiveis de ]? n JR
n+k 

em para 

9 < n < 23 com a excessão de n = 19 - - que por 

(4.2.2) JP
19 

C m34 , e Sandcrson 

lP19 c JR32 

mostrou que 

'Para 1 < n < 8, as imcrsoes seguem diretamente 

dos resultados mencionados acima de (l) a (4) . 

Para n 9 9 - . 
JP nao lmcrge em .,,15 . lP8 

11"- pols na o 
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irnerge em lR 15 por ( 3) . 

Para n lO JP 1 o na o imerge em ]{15 por ( 5) . 

Para 11 lPll -n " na o ímerge em lR15 pois JP 19 

- irnerge JR 15. na o em 

Para 12 lP 12 -n " nao imerge em lR 17 por (7). 

13, 14, 15 JP 13 lP 14 lP 15 -Para n " e na o 1 me r-, 

gem em lR 21 por ( 6 ) . 

16 lP 16 -Para n " na o ime.rge em lR30 por ( 3) • 

Para 17 lP 17 - imerge lR 30 JP 16 n " na o em pOLS 

na o imerge em lR 30 

Para n 18 lP18 na o imerge em lR31 por ( 5) • 

Para n " 20 ]! 2 o -na o i me r ge em lR 33 por ( 7) . 

Para n " 21, 2 2 , 23 lP 21 , lP 2 2 , JP 2 3 na o imergem 

em lR 3 7 por ( 6 ) . 

* * * 
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