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INTRODUGAD

Consideremos R" o espacgo euclidiano.e 0 segﬁinte resul
tado de Whitney: "Uma variedade M" de dimensao n pode ser imer
sa emimzn_l, isto &, existe uma aplicacao Cm, £iM™ ——+im2ndk
cuja matri; jacobiana tem posto constante igual a n em cada
ponto de M,

Substituindo agora Mt por En, espago projetivo real,
consideremos a seguinte pergunta; "Dado um inteiro positivo
n, qual o menor inteiro k, tal que, P" imerge emIRk YR

Através de aplicagdes bilineares nao singulares conse
guimos uma resposta parclal a esta pergunta, obtendo tais imer
soes para 8<mn- < 23 e n # 19,

' " Para isto, divi&imos 0 texta eém quatro capltulos.

0s ca.pftulos'l e IT, "Fibrados Vetoriais™ e "YAlgebras
dos Quaternios e Cayley" respectivamente sao encarados como
pré-requisitos, onde iprocuramos desenvolver com a maxima cla
reza os assuntos a serem tratados no decorrer do trabalho em
si, que corresponde aos doils capitulos restantes.

0 capitulo III, consta das construgaes das apli.cagaes
bilineares nao singulares.

Partimos de K, Algebra de Cayley e . das aplicagaes
£:8% x kK% > x> dada por K.Y. LAM [7] e g:K° x K° — K° da
da por J.ADEM [1].

Usando basicamente as propriedades de K dadas no capi-

tulo IT e considerando restrigoes conwvenientes de f e g a va



rios subespacgos de K2 X K2 e K3 X K3 respectivamente, conse-

guimos os resultados desejados para entao, no capitulo IV ,
dar suas aplicacgoes.

Uma delas, relaciona a existeéncia de tais aplicagoes
bilineares nio singulares com o nimero de secgoes independen

: 1 . 1 . . '
tes do fibrado kEn (k-soma de Whitney de En , fibrado linear
- -~ el : - . .
canonico sobre P ), atraves do seguinte teorema: ''Se existe
. - .1 T~ . r n+l k ~
uma aplicagao bilinear nao singular £:R™ x R —+ R entao
1 , ~ .

kEn admite r~secg¢oes independentes™,

A outra, responde a nossa pergunta inlcial quando pro-
vamos o seguinte resultado: "Se existe uma aplicacac bili-

~ . +1 +1- k+1 ~ n
near nao singular FRrY x R" ——> R7.7(8<n<k) entao P
. Ky
imerge em R .

Convem frisar gue na demonstragao deste teorema, recor
temos: auos resultados de Hirsch encontrados em [}].

FTinalmente, como uma complementagao do itexto colocamos
no final do capitulo IV uma tabela das melhores imersoes de

P em ®F para 1 =<n < 23,



CAPTTULD 1

FIBRADOS VETORIAIS

1.1 - Definigao:

Um fibrado vetorial real n sobre um espago to-

pol6gic0'fixo B, consiste do seguinte:

i)

ii)

1ii)

Um espago topologico E = E(n) - chamado
espago total.
uma aplicacao continua w:E > B chamada
projecao.

-1

para cada beB , m “{(b) tem estrutura de

espage vetorial real.

Satisfazendo a seguinte restrigao:

Condigao de trivialidade local . Para cada pon

to de B, existe uma vizinhanga UccB, um intei-

ro n>0 e um homeomorfismo h:U x RrR"Y - ﬂul(U},tal

que, para cada beU, a correspondéncia x—rh(b,x)

define um isomorfismo entre o espago vetorial

n .
R" e o espago vetorial

“Lioy.

Tal par (U,h) & chamado carta lecal para mn.

0 espago B & chamado espago base. Se for possi

vel escolhier U como sendo todo espago base, di

zemos que N & um E[ibrado trivial, portanto n @

n . . .
homeomorfo a B ¥ R, gue indicaremos al gumas

n
vezes por 9.
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.l -1 - .
0 espago vetorial m (b) e chamado fibra sobre
b. Como trabalharemos com B conexo, a dimensao
-1 - ’
n de ™ “(b) (que e constante em cada componen
te conexa de B) sera uma fung¢ao constante de b.
Falamos assim de um fibrado vetorial real n~di
mensional, que indicaremos por nn .
0 fibrado vetorial n & conhecido também como sen

do a terna (E,T,R).

1.1.1 - 0 fibrado linear candnico sobre P"

Pn, o0 espago projetivo real, pode ser definido

. n -
comoe o espago quociente, § por uma relacgao de
equivaléncia, dada pela identificagao dos seus
pontos antipodas, i.e:

»T o= 8 /_ onde x N~ y se e somente se x = t+y,

n ~ s -
0s pontos de P serao indicados por x = {x,-x}
n
com xe8° .,

A aplicacao canonica q:Sn-—-+ Sn/_ com g(x) = X,
"

di a P" a topologia gquociente.

]_ . . ~ . 11
En , fibradeo linear canonico sobre IP

. , . ) k .
“Seja E(Ei) o subconjunto de P x R™ 1, congisg=

tindo de todos os pares (%, A x), A real,

Definimos a aplicacao projecao m: E(Ei) —

pondo w(x, A x) = x. Deste modo, cada fibra po

de ser identificada com a reta que passa por
VR

¥ e —x em R , com a estrutura usual de espa-

¢o vetorial.



1.1.2

-3-
A condigao de trivialidade local é verificada,
tomando U aberto de §° que nao contenm nenhum
par de pontos antfpodaé e tomemos U, comoa ima
gem de U em P" atravis de q.

Definindo entao h: U1 x R ——4?#>w“1(Ui) por
h(x,A) = (x,Ax) para (xX,A) e st X'R temos o par

(Ul;h)como sistema de coordenadas locals para

gl

n
Soma de Whitney -

Consideremos n? e ng dois fibrades wvetoriais
sobre uma mesma base B com projegoes T :E ~—*B
e Myt B, — B, respectivamente.

0 fib?ado nl @ n2 sobre B & definido como ten-
do esgagé total E1®E2-= {tx,x')E:Elez com
Wl(x) = WZ(XU} e projegEo T2 E1®E2 > B dada

por w(x,x') = nl(x) = ﬁz(x')

Para cada beB, a fibra ﬁnl(b) e
Ty x Tt ) < B xE

1 2 — 71 2
Dado U B, se:
hlz U x Rn —;—+WI1(U) e carta local de n; e

0 -1 - -

h2: U xR Ty {U) e carta local de Ny, entao:
h1 & h2: U x Rnfm ““**Wfl(U) & carta local de

n, ® n, que ¢ chamado de Soma de Whitney de ny
com n, .
De modo analogo define—se Soma de Whitney para

um numeroc finito de fibrados, e e facil ver que
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valem a cemutatividade e associatividade de @.

1.2 - Aplicagoes entre fibrados

1.2.1 - Definigdo: Sejam & e n fibrados vetoriais com

projegoes Mg +E *B e mp:F »B respectiva —
mente. Um homomorfismo entre fibrados de mesma
base ¢:& —r7 & uma aplicagao continua ¢+E -=F

tal que:

i) Mg = T © &

ii) ¢ & linear em cada fibra

A condigao i) nos diz gque o seguinte diagrama

E “HQ—+F e comutative e ainda que

TrE\‘ / y
B

¢(ﬁ;l(b)5(: ﬂrl(b) pafa céda beB , 1.e, ¢ pre
serva as fi£ras.

A condigae ii) nos diz que para cada b & B,
¢b: ﬂgl(b)-“ﬁ—+ ﬂ;l(b) & uma aplicagao linear
de espagos vetoriais.

Nas condigoes da definigao dada, um homomorfis
‘mo ¢:E ~>T e um monemorfismo (respectivamen-—
te epimorfismo) se para cada b ¢ B,

¢y ! wgl(b) —-+ﬁ;1(b) & uma aplicagao injetora
(respectivamente sobrejetora).

Um isomorfismo ¢p:&£ —>n & um homomorfismo in-

jetor e sobrejetor.
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1.3 - Kernel,

-5~

Subfibrada Vetorial

Dadoes & , n dois fibrados vetoriais com proje

goes T E =—*B @& 1T F —= B respectivamen

F:
te, com E¢c: F, § & subfibrado de n (8 n) se

E:

cada fibhra WFl(b) € um subespacgo vetorial da

fibra correspondente W;l(h) para cada beB.

Imagem, Cokernel de homomorfismos com posto

constante,.

1.3.1 -
1.3.2 -
1.3.3 -

Corolario: Seja ¢: &0

:Definicdo: Um homomorfismo de fibrados ¢:£ — n

sobre B come (1.2.1) tem posto constante se

=

1(b) tem posto comstante k pa
F P a

¢b: ngl(b) T

ra todo bgB

brados schre B com posto constante K.
Fatao:
Ker¢ e um subfibrado de £ de dimensao n~k, Imd

o]

e um subfibrado de n de dimk e Cokerd¢ & um

subfibrado de n de dim m-k. ([ 5 ], pag 34 )

Observamos que 0 espago total de Cokerd¢ e o

espacgo guociente de F(n) pela seguinte rela-
cao: y,y' € F(n) estao relacionados se
ﬂF(y') = WF(y) e y~y' = ¢$(x) para algum xcE(£).

Decorrem imediatamente do teotrema aunterior:

m : -
el § um monomor fismo

sobre B. Fntao Im¢ e Coker ¢ sao fibrados ve
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1.3.4 -

1.4,

.4 - Metrica

1

.2

definigoes e resultados que nos auxiliarao. Pa

-B-

toriais (¢ tem posto constante m-n)

Corolario: Seja ¢:En — nm um epimorfismo SO

bre B. Entao Ker ¢ & fibrado vetorial.
(¢ tem posto constante n=im).
Riemaniana.

Sejam & um fibrado vetorial com projecao

T:E — B e

A(EY = {(e,e') e ExE tal que m{(e) = m(e')=b} =
= vl x 1 )
beB
Definigao: Uma Métrrica Riemoniana em £ e uma

aplicagao continua < , >: A(§) — R tal que

-1
1. <e,e> > 0 e <e,e>=0<=e=0cm ().

i

2., <e,e'> = <eg!',)e>

3. <=e_ + Bez,e'> = ¢<ele'> + B<e2,e'?

Nosso objetivo sera mostrar que todo fibrado ve
torial cuja base @ paracompacta admite métri-
ca Riemaniana, para isto recordaremos algumas
ra maiores detalhes ver ([8], cap 8 e 9) onde
8 introduzido uma métrica Riemaniana numa va-
riedade diferenciavel.

Seja X espacgo topoldgico.
Recobrimento Tocalmente finito

Seja U = (Um)mEA um recobrimento por abertos do

espago X. Diremos que U & localmente finitec se



1.4.3

1.4.4

1.4.5

1.4.6

_7...
para todo xeX, existir uma vizinhanga V_ de x
X
que intersepta soOmente um numero finito de ele

mentos de U.
Suporte de uma fung¢ao continua

Seja f: X —> R, = {xeR ; x > 0} continua, de
finimos suporte de f come o conjunto

c(f) = aderéncia {xeX ;, f(x)>0}.
Particac da unidade.

Uma particao da unidade associada a um recobri

mento aberto U = (Um)ng localmente finito e

uma famiiia de fungoes continuas (¢, onde,

g A
para cada ~gA , ¢ X —> R_ e tal que

(b(¢m))m€A & um recobrimento localmente finito

Ho_ESpago X e ) ¢ (x) =1 ¥xeX e

cg A

o(d ) U ¥egA
Espaco Paracompacto

Um espago X & paracompacto se X & Hausdorff e
todo recobrimento aberto localmente filinito de
X, possui uma partigac da unidade associada a

este recohrimento.

Lema: Um fibrado vetorial trivial sempre admi
te métrica Riemaniana.

Demonstracio: Seja E = B x R" um fibrado tri-
vial com projegao w: E —> B; logo, existe um

homeomorfismo h: B X RY — [ .
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Dado beB , sejam e,e' pertencentes a mesma fi-
bra de E, esto e, e,e’ ¢ w_l(b)z rR™

Temos entao h—l(e) = (b,e) e h_l(e') =: (b,e')

Definindo <e,e'> = <e,e'> temos dado uma mé-

h

trica no fibrado trivial, de fato:

1. <e,e> > 0 e <e,e> = 0<>e = e' =0¢

-1

7T ~(b).
2. <e,e'>h & bilinear e simétrica, uma vez

que <e,e'> o &,

Uma vez que <e,e'> = <po h—l(e), po h—l(e')>

h
onde p: B x RT — RT , segue a continuidade

* f - [
global nas variavels e, e .

1.4.7 - Teorema: Um fibrado vetorial com base paracon
pacta admite matrica Ricmaniana.

Demonstracdo: Seja £ um fibrado vetorial com

projegao m:E — B. Seja U = (U_) um reco-

xg A

brimento aberto localmente finito de B tal gque

sobre o8 abertos deste recobrimento, & & tri-

vial.
Pelo lema anterior, sabemos que para cada U
esta definida uma metrica Riemaniana <, >,

o

Mas B & paracompacto, logo possul uma partigao

da unidade (¢_) tal que o{(p_) < U_ .

g A

Assim poderemos definir globalmente uma metri-

ca Riemaniana em £, por;

<e,e'> = § ¢ _{(b) <e,e>_ onde
wgA :
b = m{e) = w(e').
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1.5 - Sequencia de Homomorfismas

1.5.1 - Definicao: Sejam &,n,y fibrados vetoriais so-

1.5.2

xata curta, i.e,

bhre uma mesma base B.

Dizemos que a sequencia de nomomorfismos de fi

brados
1 v - -~ .
£ — 1) * Y e exata em N Se a sequencla
u v
ﬂgl(b) —~jL+ ﬂnl(b) ——JL+ ﬂyl(b) for exata

em ﬂal(b), ¥beB , 1i.e, se Im v, =Ker v, ¥beRB.
Indicamos este fato por Im u = Ker v,

Notagao 0 = (8,1,,B)

Teorema.

Seja O0—— E~2> p—<+ - y— Ouma sequéncia e-

; u @& monomorfisme, Imu =Ker v
e v & epimorfismo. Se 1 & um fihrado vetorial
com.métrica Riemaniana, entaoc existe um isomoxr

fismo wi: §9y~>n de modo que o seguinte  dia-

grama seja comutativo

0 » £ L n Y, Y =)
T = T
[
i 3
R e N T v —

o homomorfismo i @ a inclusaoc no 19 fator e j
a projegao sobre o 2?9 fator

Demonstracao: Seja £' = Im u onde

E(E') < E{n). Consideremos
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il

E{(y") {x € E{M) com <x,x'> =0 ¥xeE(E) com

T (%) T {(x')}.
n N
Seja g: E(n) —> E(E£') a projegao de ﬁal(b) s
bre ﬂ%}(b) para cada bgB. |
Queremos mostrar que g & continua.
Para isto podemos supor
- . m n N
u: B xR — B xR um monomor £ismo

- . m o~
e 4x,x‘>b a metrica em B x R , entao

g: B x RY — B x R" & dada por

n
g(b,x) = (b, 7} <X,ub(ei)> ei) onde
i=1
ey & a base candnica do R". e portanto g

¢ continua.
Desde que g, e continua linear e sobre,
gy nn —> E£' & um epimorfisme e entao Kerg ¢ um

subfibrado de N temos que ¥' & subfibrado de n

pois Kerg = y' .

Temos ainda vyl y' — v ¢ isomorfismo e de-
T
Y

finimos finalmente u? como sendo o isomorfis-

g
mo U: &> E' T n e W como sendo o isomor
Y
fismo (v )Hli Yy— y' Cn
. /Y'

1.6 - Apendice.
. . 1 .
Consideremos o fibrade (n+1)€n a soma de Whit-
ney de Ei por ¢le mesmo, (n+l) vezes, cujo esg

paco total & dado por:

It

E((n+1DED) = {(R,h x,. .,k %), xes% M eR, 1¢ignn)
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1.6.] - Um iscomorfismo entre (n+1)£i e gCPn) 5] 81

Denotando por < x,y > a produto interno no Rn,

definimos o fibrado tangente a Sn, C(Sn) como

n n+1l

sendo a terna fE,ﬂ,Sn) onde E ¢ $7 x R & ob

tido da relagao, (x,v)eBE ,

$e e somente se <x,v>= 0 e a projegao 7:E>g"
dada por ﬁ(x,v) = x nos da as fibras ﬂml(x) co
mo espagos vetoriais de dimensao n.

0 par (x,v) e chamado.vetor tangente a S" em x.
A partir de C(sn), definimos CGPn) o fibrado

tangente a P pela terna (El’ ﬁl, P") onde El

e obtido de E pela identificacgao (x,v) = ({(=x,~v),

E.— Y dada

que indicamos por (x,v} com myiEy

‘pt.?r ﬂl[(m)} X

F facil ver que C(Sn) e QCP“) satisfazem a con

H]
"

dicao de trivialidade local.
0 isomorfismo £ sobre PN entre (n+1)5ﬁ e

c(P™) o 61 2 construido da seguinte maneira:

Para cada xeR®, x # 0, existem duas funcoes
. n n . ~
iineares Vi R® —+ R, aplicacgaov normal e
-wxzfmn —= R a projegao em X, ~tal que
— . _ <x,y>
y = v, (y) + 7 (y).x com w (y) . x>

s \)X(Y) =¥ - 7]'}{<y>, .K- 3.

e <b:VX(Y)> = 0 para todo y eR"
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QGPH) & 81 por:

Definimos f:(u+1)£i

f(x,llx,...ln+lx)=((x,vx(k1,...,An+1)) ,

, (x,wx(ll,...ln+l))) cuja inversa e dada

pPoOr:

g((x,y), (x,k)) = (;,pl(y+RX)-x,---,pn+1(y+kx)-X)

+ - . P
ocnde Py r" 1 ———> R e a projecac da i—esima

cnordenada ([}], rg. 16).

Qutra representacao de Ei

Como em (1.1.1) consideremos

Efgi) = {(x,Ax); xe8", AeR}, espago total de
1

En

1 .
Tomemos El(gn) o espaco ohtido de s x R pela

identificacao (x,A) = (~x,-1) ou E1(£i)=§1x E?
1 7

onde T &€ a involugao T{x,A) = (~x,-X).

Indicaremos os elementos de El(Ei) por (x,4)

Consideremos a projecao LI — p" dada
i 1 B
por Tn (x,A) = %
1

Nosso objetivo 2 mostrar que E(Ei) @ El(gi) sao

isomorfos,
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Para isto, consideremos a aplicacgao £:8 % R—E

continua e sobre E, dada por £{(x,A) = (x,Aix).

1

que satisfaz, f{(-x,-A)

(-x, (-A)  (-x)) =

= (x,Ax) = f(x,A). Sendo assim, tal aplicacgao

passa ao quociente, isto &, exigste uma unica

¢ g™ x Ry —+ E  tal que ¢oq(x,A) = f{(x,A) on
ST

de q @ a aplicagao quociente.

n

Como ¢og = f:8° xR — E & continua e g xﬁy

T
tem a topologia co-induzida por q, Segue-se
que ¢ & continua.

Além disso, ¢ & injetora e sobre.

-

Logo, ¢: E, —* E dada por ¢[ﬁx,l)] = (x,Ax) &
um isomorfismo de fibrados, pois:

b= néi(%) —— wglcg)

(x,%) ——— (x,Ax) & linear.

o-LA )+ OANT = (A +2y)
= 06, (A #3000 =0GA )+ (6, 0,%)
= p A ey e dpleGaap] =

= ¢z (x,%h ) = (Xmhyx) = S 0GA %) = @n (%A )

para todo ﬁ,ll, AZ £ R



CAPITULO II

ALGEBRAS DGS QUATERNIOS E CAYLEY

2.1 - Algebras lineares

2.1.1 - Definicao: Seja P um corpo, uma "algebra 1i-
near" sobre o corpo P ou simplismente algebra
sobre P & um espago vetorial A sobre P com
uma operac¢ac adicional dita multiplicacao de ve
tores, que associa a cada par de vetores a,be A
um vetor a.b em A dito pfoduto de a por b de
maneira que, para quaisquer a,b,c € A e &gP
tem-se:

i) a(be) = (ab)le.
ii) a(b*e) = ab +ac..
1ii) (b*c)a = ba + be.

iv) «(ab) = (xa)b = a(xb),

Se existif um elemento e em A tal que. ae = 2a = a
para todo a em A dizemos que A & uma algebra
linear sobre P com elemento unidade.A & comuta -
~tiva se ab = ba para todo a,b € A
Observagao: 1) Se A € tal que nao vale a .pro-
priedade i) chamarecmos A de Al-
_gebra nao-associativa.
2) Note que A com estas  operagoes

. .
e um anel,

2.1.2 - Definigao: Seja (R, +, ‘) um anel.
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2.

1.3

1.4
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Definimos centro de R (C{R)) come o conjunto
dos elementos a de R que permutam com todos os

elementos de R, isto &, ax = xa para todo x &€ R

Proposicao: Se uma algebra A sobre um corpo P
tem elemento unidade ¢ # O, entao GC(A) contem

um subcorpo contenda , isomorfo a P,

Hi

Demonstragao: Consideremos P' o conjunto.dos e
lementos da forma «e com «g P,

Seja y 1+ P —=P' a aplicacgao definida por
u(=) = =e, que & um morfismo, pois .para todo
x ,B¢P tem—se

(=+B)e = =e + Be |

(=Ble.= (;@)(ee) = (xe.B)e = «e.fe

Na verdade yu & um isomorfismo, pois U & sobre-
jetora e sendo P um corpo, Ker U e um ideal im

proprio de P. Se Keru= P, u(l) = ¢ onde 1 & o

elemento unidade de P, mas, pn(l) = e.l e #0,
Logo Keru é o ideal zero e portanto y & um mno
nomorfismo.lFinalmeute P' esta contido no cen-
to de A,

Para gquaisquer x,vyeA temos

(ce)x = o(ex) = «x{xe) = x(xe).

Consideragoes gerais sobre as opcragaes na al-

sebra A.

Seja A uma algebra sobre um corpo P. No espago



..'15..

vetorial desta algebra, escolhemos uma base X,

consistindo dos elementos X tal que 1 percor
L] - *

re um certo conjunto de indices.

Entaoc todo elemento a € A pode ser expresso de

modo Gnico como,

a = Z X, o (ﬁieP).

Com isto ficam bem determinadas a adigao de e- -

lementos de A e a multiplicacao por elementos

Se x., %.¢X , xi.xjeA, loge Lem uma exXpressao

em termos dos vetores da base

. . - -
X.X, .= Z x, &., onde scomomente um nu-
1] b k 1]
. - xeX
’ k
' .. o2k - .
mero finito de gij sao diferentes de zero,

e R

0 sistema de elementos £ i do corpo P, determi
na completamente a multiplicagao na algebra A,

Para elementos *,B € P temos,

() (6B =Crgx ) (@B) = L x (5, =B)

Dados dois elementos de A

A = X.%.., b=} x.8. (2)
X ijX 1]

como somente um numere finlto dos coefilcientes

o Bj pode ser diferente de zero e levando em

conta as lets distributivas obtemos
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a.b = J T o(x.o. ) (x,8.) =
x.£X =%x.eX Lot 13
i i
ok
= é:k Xk(gl_] :LBJ)' {(3)

Naturalmente, se escolhemos uma outra base de
- k -

A, os numeros Eij mudam, . e entao obtemos

uma "tabua de multiplicacao"” diferente de (1).

Vale a pena ressaltar que:

Se uma base X de eplementos xi(iEI) e escolhida
num espago vetorial V sobre um corpe P e elemen
.. k ~ ..
tos arbitrarios gij sao tomados em P{i,j,kel},.
entao existe uma algebra sobre P que tem V co-
mo espago vetorial e que € dada na base X pela
tabua de multiplicagao (1} com estes coeficien

k
tes E.. .

ij °.
Para isto, basta tomar (3) como definicao de
produtos de dois elementos a,beV cujas expres-—
soes na base X sao da forma (2) e¢ & facil ver
que as condigoes da definigao:1.2.1 sac satis-—
feitas,
Uma algebra construida deste modo pode nac ser
assoclativa nem comutativa, o seguinte resulta
do nos ajudara na determinacao de tal algebra.

Proposicao: Se uma base X 2 escolhida numa al-

gebra A sobre um corpo P, entao a algebra A se

ra associativa ocu comutativa se e somente se,
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ara qualsquer X, ,X.,X X x. . =(x.x,
p q q l, J! kE xl(xjxk) (xlXJ)Xk ou
xixj = iji respectivamente.

Demonstracao:

Sejam a,b,eeA, tal que a = )} x.=, ,
idi
: : x.eX
i
b= ) x.B. e <=} %y, .
XJSX 1] xkex Kk

i) {(ab)e = a(be) == (xixj)xk = xi(xjxk)
ii) ab = ba = x.x. = x.X.
173 374

iii o J = . * How Kay! $
iii) (xli)Xk xl(xjxk) para todo X xJﬁ%gX

=3 (ab)e = a(bc)

(ab)c - ( Z w L, . z X ’Y =
x.ex T 1 <. eX k'x
L ]
= () zr (x.=.).(x.B.)) . E %y, =
xiEX xjgx 11 11 xkex k'k

= CL L Gyxa=8) o ] owmyy -

w.£X x.£X x, £X
1 ]

Gegxdm e (= 8:7,) =
, %, £X

X, ,%.
i’ k

)
3
) g Gy - (54857

X gX

i’XJ’Xk

= ) x, e« ¥ (ijk).(Bij) = a.{(be).

ab = X X]‘_c‘:i Z X_-B. = X'zex E (Klmi)(xjsj) =

x.eX
]

R

x.e¥ : x.2X x.cX
] 1

1!
-1
—

d
w
e
—
~
8
™
Nt
i
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X.X, . (B.,x,)= .B.). L) = .
Gegxgde (Bi=y) Xj)jﬂ(xjsj) xiZEX(Xl ;) = ba
2.1.6 ~ Definicao
Uma algebra A sobre um corpo P é de dimensao
finita se o espago vetorial desta algebra so-
bre P & de dimensao finita.
2.1.7 - Definic3ao. Seja R o corpo dos reais
Uma algebra de -divisao real D & um anel de di~’
visao D [{D,+,;) & anel e os elementos ndo nu
los de D formam um grupo com relagdao a multipli
.cagéo] com R como subanel de tal modo que xd=dx
para todo deD e xeR
Uma algebra D de divisao ‘real & uma algebra 11
ﬁear sobre’ R com elemento unidade, que & o e-

lemento unidade da multiplicagao em D.

2.2 - Exemplos de Algebras

2.2.1 - Corpo dos Complexos:
0 corpoc C dos complexos € uma algebra de divi-
sao sobre o.corpo dos Reais.
Esta algebra tem dimensaé 2 peis 1 , 1 formam
uma base para ela.

A tabua de multiplicagido nesta base & dada por:

2
1 1 ou 1 =1
1 i1 =41 1 = 1
il 1 1= 2
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2.2.2 - Algebra dos Quaternios

Vamoé contruir uma 3lgebra de divisao de dimen
sao 4 sobre R,
Consideremos o conjunto Q =:{(a,b,c,d); a,b,c,deR}.
Se (a,b,c,d) , (a',b',c',d') sao elementos de
Q, definimos a adicao em Q por:

(a,b,c,d) + (a',b',c',d") = (at+a',b+b’,ctc’,d+d")
e se xeR, definimos

x{a,b,c,d) = (xa,xzxb,xc,xd)
Q com estas operagaes & um espago vetorial real
Tomemos agora os elementos de Q,

e = (1,0,0,0) , i = (0,1,0,0) , j = (0,0,1,0) ,

» &k = (0,0,0,1)

Todo elemento «eQ, @ = (a,b,c,d) pode ser -es-
crito como « = (a,b,c,d) = a{1,0,0,0) +

+ b{(0,1,0,0) + c(0,0,1,0) + d4(0,0,0,1}) =

= ag + bi + cj + dk |
Os elementos e,1,j,k formam uma base para Q.
Definimos o produto destes elementos pela. se-

guinte tabua de multiplicagao:

eli]ilk
erl |17k
ili]~-Uk|-]
NS HE
kik|iF-1-1

Para encontrar o produto na tabua por exemplo,
o preduto de j povr i, fazemos a intersecgao da

linha correspondente a j com a c¢oluna corves-—
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pondente a i, e encontrames ~k, isto &, ji=- k.
Assim ficé determinado o produto em Q que pas-—-
sa a ser uma algebra sobre os reais.
Desta tabua de multiplicagao segue que
1) ¢ & o elemento unidade de Q.

Observacao: Passaremos indicar g por 1.

assim se « = (a,b,c,d) € Q, entao

® =g + hi + ¢] + dk

2) Q @ uma algebra nao comutativaj;

por exemplo 1j =k e ji = -~k

3) Q é uma algebra associativa, pois de acordo

com {2.1.5) e suficiente verificar as equa-

goes t

GiE = i (D)

(i) = 1G9

(ij)i = 1(j1)

(Gi)i = j(ii)

(130k = i(jk)
0 centro de Q, isto ¢ os elemcntos B € Q tal
que «f = RB= para todo « g Q, € formado pelos
elementes B = {(x,0,0,0) = x com xR
Se © = a + bi + ¢j + dk e um elemecnto de Q,
chamamonos <« = a - bi - ¢j] - dk de conjugado

de «,

Verifica-se facllmente que valem as equagoes

i) = + 8 =« + B 3 ii) xR = Beo para todo
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B, £Q. e 1ii) wx = wx = a2 + b2 + 2 + 2.

0 numero real nao negativo HN(x) = «<x = xa«

@i

chamado norma de o,

e N(x) = 0 <> «= 0,

N («<B) N{x). N(B) Ve, £ @ , de fato

i

(<B) (=B) = (=B) (B=) = =(BRl==«N(B)e

N («<B)
=« N(B) = N(x) W(B)

Deste modo Q nao contém divisores do zero, is-
to e, se « = 0 entao « =0 ou B = 0

oB = 0 ==> N(xB) = 0 = N{=} N{(B) == N(x) = 0 ou

N{R) =0 = «“=0 ouf =20 .

Se =cQ & tal que « # 0 entao existe inverso
-1 o
o o [
de «, )

Deste ‘modo .esta construido @, uma algebra de di
visao real de dimensao 4.

Algebra de. Caylaey.

Vamos construir uma algebra naoc associativa de
dimensao 8 sobre R, com divisao finica e com um
elemento unidade.

Consideremos-o canjunto K = [ + fe ; «,ReQ} onde
e &€ um novo simbolo. |

Definimos em K a adigao e multipiicagao por um

numero real a, pelas eguagoes

(= +Be) + (v + 8e) = (= + y)+{(B+8)e (1)

a{= + Be) = ax= + {(aB)e (2)
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Obtemos assim um espago vetorial real de dimen
saoc 8 com base 1,i,j,k,e,ie,je,ke ja que um e-
lemento de K & da forma « + Be onde «,8 £ Q .
Definimos neste espago, a multiplicacao pela

equagao.

(=+Be) . (Y+8e) =(xy-6R)+(8x+By)e (3)
E facil verificar a distributividade desta mul
tiplicagao com Trespeito a adigao (2) e ainda a
validade das equagaes

a[(=+Be). (y+8e)] =[a(=+Be)] . (y+Se)=(=+Be) [a (y+e)] .

fsta algebra K & chamada, Algebra de Cayley, a

tabua de multiplicacaoc nesta algebra e dada.por:

L j kle |ielke|je

11|13 kje |iefjelke

il i -1 1k -3 lie | -el-kelje

il 117k -1 ] 1itlje|ke|-e |-ie

kik {jrFLl {~1{ke [-e| lef-e

el e [~ilef-jefkel-1 i | ] Ik

ic jie | e [ ke je|-1 |=1 [~k []

ke ke | kei e piel~j |k |-1 {-i

jelje |~jel ie|le |-k -3 | 1 |-1

A algebra de Cayley nao & comutativa nem asso-
ciativa.

Por exemplo

il

(ik)e -je = - je

i{ke)

H

je

1+0e & o elemento uni

De (3) concluimos que 1
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dade de K.

Se £ =« + Be & um elemente .de X,  chamamos
£ =« -~ Be (4) o conjugado de E.
Verifica~se facilmente que se n = § + ye

iy E+n=%+mn, ii) &n =n E .
De fato
)
£+ n = (cey)+(B+8)e =>E+n = (x+y)-(B+8)e =
=@+ Y - Be - de = (= - Be)t(y - Se) = 41
ii)
En

= (Y « - B8) + (-8« -~ BY)e

(=+Be).(y+Se) == gn = (=.y ~8B)- (S=-BY)e

Por outroe lado

n . £ = (y-8e).(=-Be) = (y=-B8)+(-By-S=)e

Sendo £ = wtBe , € = («+Ba).(F-fo) = == + B -
N(=) + N(R) = EE

0 nimero real nao negativo N(§) = E& = E& =

N(=) + N(B) E.chamado norma de .

Se £ = = + Re e n =1y + Se entao

N(En) =N (&) .N(AH)

NN = En.(Em) = [(sy-88)+ (Sxrpy)e] . [(YE-BS)~

[

(S=+BYYe] = [(oy-8BILY=-B8)+ (§ec+BY) . (Sx+By )]+

-+

[(-0x=8Y) . (wy-3R)+ (8<+B7) . (xy-38)]e =

0
= =YY= ~ «yf§ - By + JRES + «38w + <8y +

+ YRS« + yBRY = N(=). N(B) + N{(B).N(§) +
+ N(=).N(&)
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+ N(R). N(Y) + a-bh onde

yBSe + =3By

“YEG + EB?; ,

il

a

Il

b

desde que YEG“ = “53§

=y B8

By

Temos a e b sao numeros reais

Se « = 0 entao a = b = 0, 1ogo afb = 0.

Se « # 0, N{(=) # 0 e desde que a & real

a.N{(x) = xac = ayBS N(=x) + N(«x), Sg?; =

= (xyB8 + 6BYx) N(=) = b.N(x) entao a=bh e por-
tanto a-b = Q.

Deste modo

N(E.n) = N(=).N(y) + N(B).N(§) + W(=} N(Y) +

L N(B) N(Y)
= NG+ N@Y]L MG+ N8 = N(E). N(n)

Segue daqui que a algebra de Cayley nao tem di
visores do zero.

Se £ € K & tal que & # 0 entao existe o inver-—

so de £ , Enl = N(gg) .

Se £ e n sao elementos de K, com £ # 0 a equa-

. ~ = N T}
¢ao &£ = n tem uma solugaoc T = &n . [N(@}J

e & unica porque nao temos divisores do zero.

Do mesmo modo, a unica solugac da equagao

r& =n (£ # 0) e dada por

¢ =nE . vl



-25-

2.3 - ALGEBRAS ALTERNATIVAS

2.3.1 - Definicgao:

Uma algebra nao associativa R e alternativa se
valem as seguintes equacoes:
(1) (yxx = y(xx) ;3 (L1) (xx)y = x(xy)

para quaisquer x,y em R.

2.3.2 - Proposigﬁo:

il

]

A algebra de Cayley e alternativa
Demonstragéo:
Vamosg verificar (i). Sejam £= «x+Re , n = y+8e

- dols elementos de K,

i

(RE). E= [(ye=BS8)+(By+8x)e] . («+Be)

I

[(Ym{éé)«—é(sv+sc‘c)]+ (B (ye-B8)+ (By+s=) .= Je

[wﬁ;é@é—é By+Bo= ]+ [By=-BES+BYE+65x e =

[re?-B8 («+x)- BBy] + [By (z+x)-BBS+8xx Je =
Por outro lado

N(EEY = (v + Se).[ (=%~ BR) + (Bx + Bo)e] =

EY(*Z-EB)+(Ba+BE).5]+[(5m+32),Y+5(;Ejggj]e -
[ye?~YBB+5E0+wBs] + [Boy +BFy+875-0FB]e =
[ye2-Bpy+ () B8]+ [B(a+a)y+dma-BBS]

Desde que («x+x) e BB 530 numeros . reais eles co-

mutam ¢om qualquer quaternio

Logo (n&)E = n(gE).

- De modo analogo, verifica-se (ii).
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2.3.3 - Definigao:

2.3.4

Se x,y,z sao elementos de uma algebra R, difini-
mos o comutador e o associador destes elementos
respectivamente por:

[x,v] = xy ~ yx

[ﬁ,y,z] = {(xy)z - x(yz).
Note que o associador [%,y,z] & linear em cada
variavel e que E-x,y,z] = - [x,y,z]

Propriedades do associador [x,y,z] numa algebra,

alternativa R.

i) [x,x,y] = [y,x,x] =0
1i) Ex,y,x]

0

0

[x,x+y, x+y]

Ir

i

'[x,x+y,x] + [x,x+y,y]
=‘[X,X,x] + [X,y,x:[ + EX,X,Y] + [’HY:Y]
= [x,y,x].

i1i) 8e os elementos x,y,z de R sao permutados, en

tac o associador [k,y,z] fica inalterado gquando
a permutacao & par e troca de sinal quando & 1m-

par.

. Para isto & suficiente mostrar que;

Geovaz] = - [roxsz] = [y.z,%]
Temos :

[xty,x+y,2] = [x,x 2]+ [x,y, 2]+ [y.x, 2]+ [y.,v. 2]
=[x,y,z]+[v,x,2] .
Logo [%,y,z] = - [},x,z]
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2.3.5 - Identidades de Moufang.

i) (xzx)y = x(z{xy))

11)  (xy) (zx) = x(yZ)X;

para todo X,y,z numa algebra altermativa R, onde

podemos escrever XZX uma vez due [x,z,x] = Q.

il

[xz,x, J + Ex,z,xy]
—Ex,xz,y] - I:x,xy,z]

~(x(x2) )y +x((x2)y) - (x{xy) )z *+ x({xy)z)

(xzx)y-x(z(xy))

I

~((xx)z)y ~(xx)y)z + ((x2)y + (xy)z)
~[x%,2,y]-[x%,y,2] - x% (2y) - x*(yz)

+x((xz)y + {xy)z)

fi

x(~x(zy) —x{yz) + (xz)y + (xy)z)

X([X,Z,y:[ + [Xsy:z]) =0 .

il

estabelecemos 1) que implica 1i).

[

[x,v,2x] + x(y (2x) - (y2)x)
-[x,2x,5] ~ x[y,z,x]
~(xzx)y + x((zx)y - [y,2,%x])
“x(z(xy) ~ (zx)y + [y,z,x])
= ~ x(=[z,x,y] + [v,2,x]) =0

(xy)(zx) -~ x{yz)x

i

A identidade ii) & eguivalente a
11i1) [xy,z,xj = [x,y,z]x para todo

X,¥,2 em R, desde que:

[xy,z,x]

{((xy)z)x - (xy)(zx) = ((xy)z)x ~ x(yz)x =

((xylz -~ X(§Z))x = [x,y,z]x% .

il
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2.3.6 - Proposigao: Se K a a algebra de Cayley,

[x,y] # 0
[x,y,z] # 0 implica [?,z] # 0

[y,z] # 0 .

para quaisquer x,y,z em K.

Demonstracao: Tomemos x em K, x seu conjugado e
consideremos o8 numeros reais
t(x) = x+x , N{x) = XX = XX, O

trage e a morma de X respectivamente.
Para x,y em K, p ntmero real

i R = N(x+y) - N(x) - N(y) satisfaz,
xy + yx — yt(x) - xt{y) + R = 0.
Se [},y] =0 , ie, Xy = ¥X ent ao

2xy ~ yt(x) = xt(y) - R. Assim,

[2xy'~ yE(x}, z,x] = [Kt(y) - R,z,x] patra quais~
guer %,y,Z' em K,
Mas [xt(y) - R,z,x] = (0 , pela 7linearidade do as~-

sociador, "junto com o fato de K ser alternativa e
R real,

Entao,

0 F2xy - y_t(x),z,x]=|:2xy,z,x]-i:yt(x),z;x:[

Exsy:z:l 2x - I-Yszaxjt(x)

It
1]

[x,v,z]2x - [x,y,z]t(x) [x,v,2] (2x-t{x))

Desde que X nao tem divisores do zero e como
[x,y,z] # 0 temos 2x -~ t(x) = 0. O que implica

x real. Contradigao.
Nota: Usaremos a proposicao anterior na scguinte

forma
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2.3.7 - 8Se [__x,y:l = 0 entao Ex,y,z] = () para quaisquery

X’YSZ em K‘



CAPITULO III

CONSTRUGUES DE APLICACOUOES BILINEARES NAO SINGULARES

Nosso principal interesse neste caplitulo estd:.
voltado para comnstrugoes de aplicagoes bilineé
res nao singulares, isto e, uma aplicacao bili
iear £iR® x Rb -+Rc tal que se f{x,v}) = 0 ,
xeR? s ySRb entao x =0 ou y =0,
Trabalharemos assencialmente com a algebra de
Cayley K, juntamente cowm suas propriedades men
sionadas no capitulo anterior.
Como ja foi visto, dados x = (alﬁ%) ey = Uﬁsz)
numeros de Cayley, representados come pares de
-quaternios o produto xvy e dado por:

xy ; (albl - 3282 s b2a1 + azgl).

3.1 - A aplicacgao k% x K2 —--*K3

. e 2 ~ 2 _
Sejam u *(lexz)eK g VvV = (yl,yz)eK . Colo
cando;

o (V) = Xy - yyx,

bp (V) = yyxy + XYy

¢, (u,v)

I
I
)
~d
[o%]

T Yo%y
‘Eut3o definimos £(u,v)=(4; (u,v), ¢, (u,v), §5(a,0)).
' A S 1 2 3
3.1.1 - Teorema: A aplicagao bilinear f:K~ x K~ -——K

¢ nao singular. Alem disso, por conveénientes:
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restrigoes, f induz as seguintes aplicacgoes bi

lineares nao singulares

i) R x R® RS v) RY X R — R 22
ii) RP¥ x R R Covi) RY x RS —s p2
iii) RY x rM —spr? vii) RY x R¥* — R?2®
iv) R x R SR viii) R? x R — R'®

Demonstragao:

Se f(u,v) = 0 entao ¢, (u,v)=d, (u,v)=¢,(u,v)=0

Obtemos assim tres equacoes

(1) X

-
Sy
[
]
]
!
A

(2)  yoxy = = x,¥y

(3)  x,y,

]

el
]

=
b

Para provar a nao-singularidade da £, usamos
estas equagoes e as propriedades da dlgebra de
Cavlevy.
Multiplicando a equacao (1) por §1 a direita e
a equagao {2) por ;2 a esquerda ohtemas

W, - . (T -

(L) (=yydyy (v,%,)y,

Somando membro a membro estas duas equagaes ob
temos.

1 - -~ _ - - » - -
Desde gue v, + §2 & um numero real,

Xz(y2 + y2) = (yz + yz_)xz , ugando (3) te



= Y,%, € por (2.3.7) segue:
(y,%,0y = ¥, (x,5,)
Assim, a equacao (3") fica reduzida a

(4)  (xyy )5y + y,(yyxy) =0

Desde que V¥ T VY & VoY, = Y,Y, usando
novamente (2.3.7) temos a equacao (4) na forma
T v - -

Sendo §2y2 um numerc real, reduzimos (4') pa-
ra:

x [y *+ yy,0] =0
Suponhamos v = (yl,yz) £ 0, temos X # 0 e vol
tando a equacao (1), temos §2x2 = 0 e portan-
to x, = 0..
Logo u = (XI’XZ) = (0,0)
Assim f & nao singular
A segunda parte da demonstragao, consiste : em

obter as seguiutes aplicagdes;
i) :[Rlﬁ % ]R].G ; ]R23

2 . ~ ,
Desde que K” tem dimensaoc 16 sobre R, vamos ve
rificar que a aplicacac f dada & tal que, sua
. - 3 . ~
imagem esta num subespaco de K~ de dimensao 23.
Para isto vamos verificar o termo
¢3(U:V) = X2y2 - Y2X2

Con51deremo§ X, =(a1,a2) ey, =-(hl’b2) repre-—

sentados como pares de quatevnios.
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Uma vez que:

9¥y = layby = boa, 5 boa, + a,b) e

Yo¥y = (bla1 - a2b2 , a2b1 + bzal). temos: .
KoYy =YXy = (albl—b1a1+32h2~bzaz, b2(al~a1)—az(ble1)
0 quatermnio albl - blal e um imagilnarlo puro.
De fato:

Consideremos

a1 T @y F 3kt ayad * oAk

b1 = bll + blzl + bl3q + bl4k com

ag: 1<i<bde b, 1214 numeros reais.

Assim,
by = byay = (2apgby, = Zay, by )1 4
*(2ay,byy m 2a7,b, 00+ (2ay by, - 24 00 )0k
Um calculo andlogo mostra que o quaternio
ayby T bya,

tambem nao tem parte real.

Desta forma, o termo X,Y g £ K & um ima

R
ginario puro, isto &, estd num subespaco de K

de dimensaoc 7.

Logo imagem de f esta num subespago de K3 de

dimensao 23, isto prova 1i).
ii) RV¥ x RP? —Rr?Y
3

Consideremos V, um subespago de K’ de dimensao

5 consistindo dos elementes (a,b) com a real e

b quaternio.
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Sejam X55Y, E V¥ tal que Xy = (al,az) e
Yoy T (bl,hz) com

a.,b

1 reais e az,b2 gquaternios,

1

Consideremos u = (Xl,xz) e v = (yl,yz) COm u €

v no subespago K&V de K% de dimensdo 13.

Vamos verificar que f restrita a este subegpa-

3

go tem sua imagem num subespago de K~ de dimen
sao 19.

Para tais u e v, O termo
Xp¥y = Yoxp, = lagby = byagp 4oagh, -
- bza2 s bz(al“al) - az(bl-bl)
Sendo a, real, ele comuta com qualguer quater-

1

nio, portanto a = b,a, , e como b tambem
P 1°1 ] 1

e real, aL = ;l e by =b; , logo
bz(almal) =0 e a2(b1~b1) = ()

Temos entdao Jue

¥, T VeX, (32b2 - b2a2 , 0).
Pela parte i), vimos que asb, = 5232 e um imaginirio
puro, entaoc x2y2 = y2X2 esta num subespacgo .de

K de dimensao 3 e portanto imagem da f esta num
subespago de k> de dimensao 19.

111y ®mY x wrY —wrY

Consideremos V, um subespa¢o de K de ‘dimensao

3 consistindo dos elementos {a,b) com a real e

‘b complexo.
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Sejam x,,y, € V tal que x, = (a,,3,), y, = (b.b,)

e u = (XI’XZ)’ v o= (yl,yz) com u e v no subesg—
paco KeéV de K2 de dimensao 11.

Por:. {(ii), Xo¥y = Yoy = (gz'b2 - EzaZ,O) s e

COMmo 52b2 - b2a2 & um complexo que nac tem par
te real, x,y, - 9%, esta num subespago de K
de dimensao 1.

Assim, imagem da f restrita ao subespago de di
mensao 11 de K2 esta num subéSpago de dimensao
17 de K°.

iv) RY¥x R — i

Consideremos V, um subespago de K de dimensao
2 consistinde dos elementos {a,b) com a e b
reais.

Sejam ¥, = (al,az)

jul

Y, = (bl,bz} com Xz,yzev.

e u = (xl,xz) e v (yl,yz) com u,v parten=
centes ao subespaco de KOV de K2 de dimensao 10.
0 termo XV T YNy = (a2b2 - b2a2,0)= {0,0) ja
que a,,b, sao naimeros reais.

Logo imagem de f esta num subespago de K3cm di

mensao 16.
v) R¥ x RS -— R2

Consideremos V, um subespago de K de dimensao
2 consistindo dos elementos (a,b) com a e: b
reaisg.

Sejam u = (xl,xz) um elemento . do subespago
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K8V de K2 de dimensdo 10, e v = (yl,yz) um ele

mento de KZ.

Para tais u e v analisemos o termo Xo¥ g = VoX,

com x, = (al,az), ¥y = (bl,bz) onde a .a, sao

reais e b b2 quaternlos.

1)

X9¥y T Yo%, = (agby = bjay +oa,b, -

bzaz,bz(al—al) - aZ(bl_bl)
Como a,,a, 540 reails, alb1 = blal e a2b2:=a2b2
e entao azb2 - b2a2 = 32b2 - azb2 = az(bz—bz).

Portanto
XY, T Vo¥Xy = (az(b2~gz), - aZ(bl_El))

Por outro lado, como b1 e bznsao guaternios,

(bymby) e (b

l“bl) san imaginarios puros = -en-
tao X,Y5 T Yo¥y esta num subespaco de dimensao
6 de K. Logo iwmagem da f esta num subespago de

K3 de dimensao 22.

vi) RYx RY— RZ

Consideremos V um subespago de K de dimensao 2
consistindos dos elementos (a,b) com a,b reais
e W um subespaco de K de dimensao 7 consistin-
do dos elementos {c,d) com ¢ quaternio e d per
tencente a um subespaco dos quaternios de di-
mensao 3 com parte real,

Sejam u = (xl,xz} £ K@V e v = (yl,yz) e KoV

com x, = (al,az) e ¥y, = (bl’bZ)'
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Por V), x,9, = Yo¥, = (a,(h,=b,),~a, (b -b,)) |

Para tails Xys¥y o 32(b2~52) esta num subespaco

dos quaternios de dimensao 2 e —az(bl—gl)é um

quaternio sem parte real.
Logo X,¥, ~ ¥,X%, esta num subespago de K de di
mensao 5 e entao, imagem da f se encontra num

espago de x> de dimensao 21.
vii) R x RY > R

Consideremos V, um subespago de K como em wvi)
e W um subespago de K de dimensao 6, consistin
do dos elementos {c,d) com c quaternio e d com
plexo.

Sejam Q = (xl,xz)(:KGV e v o= (yl,yz) £ KOV
'cqm X, = (31,32) s ¥, = (bl,bz)

Para tais u e v , €oY o= VoKn = (32(b2~32Lfa2(b1—Bf
onde a primeira coordenada esta num subespago
de dimenszao 1 de XK ¢ a segunda esta num subes-—
pago de dimensao 3 de K.

Assim x,y esta num subespago de XK de

- X
2 T Y272
dimensac 3 e entao imagem da £ se encontra num

subespago de K3 de dimenszo 19.
viii)y R® x RY® — R
Tomando agora V um subespago de K de dimensao

1, portanto formado pelos elementos {a,o) com

a real.

Sejam, u = (x;,x,) e v = (y,5>¥,) com u & KoV,
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v £ K&K com X2 = (31,0) e y2 .= (b1;b2)

Para tais u e v, (a]3 ~b alJ)(a a)) =

Y9 TV o%y

= (0,0) uma vez que al_é real e portanto

Logo imagem da f esta num subespago de dimen-

sho 16 de K°.

0 proximo teorema nos permite melhorar 111) e
obter uma aplicagao bilinear nao singular

f: R x RY — R! |, trabalhande agora com uma
aplicagao bilinear definida em Q3 =0 8 Q6 Q.

Teorema: Sejam a = (al,az,aB) e b = (blﬂﬁ’b3)

3 - . ~ 3 3 5 .
em Q7. Entao a aplicagao g:Q” x Q7 —>Q defi-~-
nida por

gla,b) = (a;b, + b.a. + b.a

1°1 ) 433,3,b; = bag,alb

371

s T P - ] ; a
b3 1,b a 32b3,b313 + aBbB) induz uma apli
cagdo bilinear ndao singular ix) R¥ x RY%~»> RY

Demonstrag“a‘o: E facil ver que g & bilinear ,

‘vamos mostrar a nao singularidade.

Se g(a,b) = 0, temos as seguintes equagoes
(1) aby + Ezaz + 6333 = 0
(2) ayb; = bya,
(3) aghy = bya,
(4) bya, = = a,by
(5) b,a, = - a.b
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Multiplicando (1) por'g1 a direita obtemos:
Q = (albi)bl + (b2a2)'b1 + (blaB)'bl’ usando
(2) e (3) e a associatividade dos quaternios te
mes:

0 = al(blbl) + bZ(aZ'bl) + b, (a,b.,} =a_(b,b.) +

* hz(b2al) + b3(b3a1) = al (blb ) + (bzbz).al +

+ (Bgby).ay = a [ b)) + (,by) + (byby)]

Por

H
o

Suponde b = (b.,b

12 2,b3) £ 0 entao a

1

outro lado multiplicande (1) por b2 a esquerda
obtaemost

0 = bZ(albI) + b2(b2a2) + bZ(bBaB)’ usando (2},
(4), (5} e a associatividade obtemos:

0 = (§2al)b1 + (bzbz)a2 + bZ(bBa3) = (agﬁ)bl +

)

It

+ (bzb.z)a2 f bz(—a3b az{blbl) + az(bzbz}w

3

£

- (bZaB)'bB = az(blbl) az(bzbz) + &ﬁb3)'b3

a,(b b)) + a,(byby) + ay(byby) - aZI:(blbl} +

+

(b,b,) * (b3.b3)] Logo a, = 0

Usando o fato de a; = a, = 0, as equacgoes (1),

(3 e (4) ficam reduzidos a b3a3 = 0 , a3blm0,

b = 0 respectivamente. Como Gh}bzﬂﬁ)#(OJLO)

a
273
temos a, = 0.

3
Cowm isto estda wverificada a nao singularidade
de g.
E facil ver que g induz & aplicacao  bilinear

R?2 x m¥> RY, para isto basta Ctomar a ultima
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coordenada de g que & dada por b333 + b e

aqb4

ver que e um quaternio que sO tem parte real.

Logo imagem de g esta num subespago de QS de
dimensao 17.
3.2 -~ A aplicacao k2 x k7 K7
Sejam u (XI’KZ’XB) €K3 v o= (yl,yz,y3)EK3.
Colocando ¢l(u,v) = lel X,Y,
by (usv) = yyxy - xyg
d3(usv) = yyxy = %Y, b oxgyy
6, (u,v) = ¥y = myg
s (uv) = xyy) = vy
Definimos h(u{v) (¢1(u,v),...,¢5(u,v)).

3.2.1 - Teorema: A aplicagae bilinear

3

h:K

convenientes restricoes, h induz as

3

x K -*K5

@ nao singular.

Alem disso, por

seguintes

aplicacoes bilineares nao singulares

_i)
1i)
i1i)

iv)

]RZL!
]RZI
il 13

]R18

« RMsT3
x RIASRFS
x MI9>R3
< R

Demonstracao:

Se h{u,

v)

~ 0 entdo ¢1(u,

V) IRIB X }R2!§__:_:[R36
S vi) RY x RP+RY
vii)y R x RZ+R™

viii) RY x R2">Rr32

v) =....= ¢ (u,v) = 0.



(2)

(3)

(4)

(5)

Yi¥p 7 XYy * ¥3¥3 = 0
Y2%3 7 %23

1Y T 1%

Para provar a nao-singularidade de h wusaremos

estas equacoes e as propriedades da Algebra de

Cayley.

1¢ caso:

29 caso:

3¢ caso:

49 caso:

Dividiremos em diversos casos.

Se X, = 0 e vy, = 0, as equagoes acima

ficam reduzidas ao seguinte sistema:

X2y2 =
x3y3 =

Yo¥g T Fa¥j

Pesde que K nao tem divisores do zero

segue facilmente que a u = 0 ou v =0,
Se x, = 0 e v, # 0, segue de (2) que
X, = 0, substituindo em (3) §1x2.= G,
0 que nos da Xy = 0.

Portante u = 0.

Se x, = 0 ey, # 0, scgue de {2) que.:

vq = 0, substituindo em (3). xfyz = 0,

o gue mnos da ¥y = 0.

Portantoe v = (.
Se Xy #F 0 e Yy # 0, segue de (1) que
X, # 0 e Yy # 0, usando (2)temm3x3 = {

Se e goOmente se Vg = 0.



_.43_

Se Xy = ygq 0= 0, as equacgoes de (1) a (5) ficam
reduzidas ao sistema.

(6) x

(1) yyxy = %19,

(8) =y = yyx
Multiplicando a equacgao (7) por y, @ esquerda
temos yl(ylxz) = yl(xly2)'_
Usando a propriedade (2,3,7) e :a: equagao ({8)
temos:

v ) = Gyydxy = (yyxdy, = (xyv,)y,
Agora, multiplicando por vy, a direita

((ylyl)xz)y2:=((Xﬁﬁ)yg)yg que e equivalente

(795909950 = (5 y)(y,v,)
usando (6) e o fato de que yi¥y © N(yl) =YYy
e §2y2 = N(yz) = y2§2 sac numercs reais, a e-
quagao acima se reduz a:

xy, M) + NGy H] = 0.

Como K nao tem divisores do zero, x,y, =0 e

isto implicaria Xy o= 0 ou vy~ 0, e teriamos

uma contradigac.

Sex3%Oey3?’=0.

Multiplicando (2) por Y4 4 esquerda temos
PETEN ISR NI

Como x = ¥iXy e yuv, o= §1y} , ficamos com

171
(5113?1_)_1':3 = (%7407,
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Multiplicando a equacac acima por Yq 8 direita
e usando o fato de yl;i-ser um nuRmeo real, che

gamos a:
Substituinde (9) em (3) temos

_ - - . -1
(10)  y,x, ¥, v %y, N(yy) N(yy)

|
o

Multiplicando (10) por Y 3 esquerda e por g
a direita, usando os argumentos anteriores che

gamos a:

(11) N(yl)xzyz - XYy N(yz) +

* vy (kv Ny, 1\1(3/3)'N(y1)_l = 0

Desde que Xq¥1 = ylxl-f temos
yl(xlyl) = (ylxl)yl = (lel)yl e temos
vy Ny, = Uxydydy, = (v (yyy,)
Usando (1} e este ultimo resultado na .equagéo
(11) obtemos:

(12)  (y,) + N(yy)dxy,

(x,9,) (7,5,) N(yg) NGy h

. Desde gue XY vale o cancelamento, e:

TR T T

N(y ) + N(y,y) = (7,7,)-N(r).N(y )"

Tomandoe A = N(yl) + N(yz) ; temos

1

It

(13) Y= ¥, Ny AT

-1
Y4 N(YB) .

1]

(14) V., A
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Entdo y,7, = (y,7,) N(y.OA "+
°© ¥1¥1 Y179 T 3

1

(15) A% Ny TP = NGy Ny

Substituindo (13) e (14) em (i10) obtemos

-2 1

g _
Yo%, = xlyl()\ N(y3) ~ A N(Yl) )
Usande (15) e o fato de A = N(yl) + N(yz) te-
MOS Y.X, = T XY, e entdo por (1), Xo¥,y = V%,
A comutatividade de X,y, e a equagao (4) multl
plicada a esquerda por y, e a direita por Y 4
nos da:

que somada com {(9) e usando (1) obtemos Xa¥ 4 =0,
Contradigao.

Logo ndo podemos ter h{u,v) = 0 quando todos os
X s yj sao distintos de zero, i,j = 1,2,3.
Portanto h & nao singular.

Para obter as restrigaes procedemos exatamecute
como foi feiteo em (3.1.1).

Seja X, = (al,az} ey, = (bl’hZ) o8 numeros de
Cayley representados por pares de quatermnios.
Temos entac que:

+ a,b -

x 272

11 T Yp¥y T (agbythyay
- bZaZ s bZ(alﬂal) - az(blwbl)

@ um imaginario puro e portanto esta num subes

paco de K de dimensao 7, o que nos da (1) .
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As outras sao obtidas restringindo X5y, como
segue:
Denotando r.,z,,q, qualquer numero real, com-

plexo e quaternio respectivamente, e usando o

fato do comutador, XY, T ¥i%; ser um imagina-
rio puro, temos:

Se X, = (rl’ql) > ¥y = (rz,qz) obtemos (ii)
Se x, = (’rl,zl) » ¥y = (r2’22) obtemos (i11)
Se X, " (zl,O) » ¥ = (22,0) obtemos (iv)
Se X, = (rl,rz) > ¥y o= (ql,qz) obtemos (v)
Se ® = (rl,zl) » ¥, F dlﬁ’z2)’q1) obtemos (vi)
Se X, = (zl,O) > ¥y = (22,0) obtemos (vii)
Se %, = (I'tl,O) » ¥ (gl,qz) obtemos (viii)



CAPITULO 1V

APLICACOES

4.1 - Numero de secc¢oes independentes do fibrado Tinear cano

nico.

Consideremos um fibrade n com projcgao m:E—B,
uma Secgao 5, em n & uma .aplicacaoc countinua

Si: B —+ E tal que ﬂSi(b) = b para cada be B.

As Secgaes Sl,...;S de N sao chamadas indepen

dentes, se para cada b e B,'{Sl(b);...,sk(b)} e

k

um conjunto linearmente independentes de veto-
res na fibra sobre b.‘

.Note qﬁé ca ﬁk & um fibrado trivial com carta
156@1 (ﬁ,h), defininde para cada be B,

Si.(b) = h(b,(0,...,0,1,0,...8)) (com 1l na i-asima

posig¢ao) obtemos k-secg¢oes independentes.

n . .
Passemos agora a WP, o espago projetivo real
. ~ .1 . . -
de dimensac n e En o fibrado lincar canonico so
iy} N - . I
bre P, cujo espago total e obtido de 57 xR
pela identificagao (x,v) = (-x,-y}.

p . L. 1
Para cada inteiro positlivo k, denotemos kgn a

©1

k—soma de Whitney de Ei , isto

2

el ol 1
kgn = gn 8...0 En (k=vezes).

. 1 - "
Deste modo o espacgo total kEu ¢ s" x Rk com

a identificacgao (x,y) = (~x,-y), indicado por
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(x,v).

Com isto podemos enunciar:

Proposigao.

Se existe uma aplicacao bilinear nao .singular
A 8 'k ” 1 \ .

f: R xR ——> R entao kgr_l admite s—secgoes.

. . 1 . . ~ .

independentes e K& admite r=-secgoes 1ndepen

“8-1

dentes.

Demonstracao:

1) kEi«l admite s-seccoes independentes.

Dada a aplicacao bilinear nao singular

f: R° x R® ——+}Rk , consideremos a esfera uni-
tiria s T RY e a aplicacgao
S r— k
F: Sr L,x RS 3 1 x R dada por:
‘ ) "}_‘—1 5
F{u,y) = (u,f(u,y)) com ues » vy R
_ . . ~ -1 _ ok
Se denctarmos por T a 1nvolugao em S§° xR,
dada por T{x,y) = (-x,-y), vemos que
r-1 k
5 R E(kgl y . Denotando aiunda por T
T r-1
a involugﬁo antipoda T(x) = -x obtemaos
r- r—
P 1 _ S/'l
T

Deste modo, nossa aplicagao F, induz a aplica-

QED Tl Pg_l xﬁRS e E(kgiﬂl) dada por:

- R — - T S
F'(u,y) = {u,f(u,y)) com uel -t , uecR que
esta bem definida; pois

.F‘(—G:y) = (:—u)f(_uay)) = (:Uo"f(U‘;_Y")) =
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Estamos na seguinte situacgao

r-1 s r—1

R x R > (8§
'F ]

k
x R )
[T

1 5 - ,
xR e a coindu-—

Desde que a topologia de pi
zida pela aplicagao projegao g, e a aplicagao
F & continua, temos F continua. Ainda mais ,

F' = g'oF , portanto F' & continua.

Consideremos agora o seguinte diagrama

r-1 8 F! N 1
Jix x R E(kgr_l)

onde p & a aplicagao projegao do fibrade tri-

-1 1

. T S T~ , -
vial ¢ X R sobre PP e ™ a aplicagao pro

-1

jegao do fibrado kgi_l sobre P F' & homo-

morfismo de fibrados, uma vez que & continua e

- .r_]. - . i .
para cada uvel ¢ linear om cada fibra, 1.e,

! u X RS —r—r 1 X Rk-
@) Gi,y)  ——— (u,f(u,y)) & linear,

0 que decorre imediatamente do fato de £ ser
bilinear:

Além disso, F' _1 e injetora, o que decor-
P (u)
-1

~ \ . - T
re de £ ser mao singular, Dado uegll s

(u,f(u,y)) = (u,0) = f(u,y) = 0= y = 0.
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Agora, o que temos a fazer & transportar as sec

goes de Erwl x R® para kginl , ja que Prﬁl «R® -
- _— - r-1 .
e trivial scbre T , & portantoe admite s-sec=~
- . ~ r—-1
g¢oes independentes schbre F ,

. -~ ~ r-1 8
Se Si » 1<i<8 sao as secgoes de xR , de

finimos C, (W) = F'[8,(uw)], 1<i<s.  As fungdes
~ ' ~ , -1 .

Ci sao seccoes do fibrado kgr_1 pols
mC, (w) = wF [s; (W] = p(8; (W) = u

e sao independentes pois F' & injetora nas fi-

bras.

i1) Analogamente prova-se que kgiql adnite

r~secgoes independentes.

Resu]tados obtidos:

“Usande as aplicagoes bilincares obtidas no Ca-

pitule III, teoremas, (3.1.1),(3.1.2),(3.2.1),
e 0o teorema anterior podemes construir .a se-

guinte tabela:
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R xm® e g e | € E5-1 | Independontes
rR** x ®?P— »7 39 €1, 24
r2D x r?1— r3° |35 Eéo 21
r1? x V9 »33| 33 5%8 19
rYE x r18 o wI%|32 g:ll7 18
R x ® A m?%)38 &1 24 38 £, 18
R v > w7737 ¢! 23 37 £y, 19
r'® « R?7— ®7% |36 £ 22 36 £, 18
rY x R*4 7232 51'6 24 32 533 17
R x wl®— r?3 23 5}5 16
R« 1P w1? 19 g{z 13
R e RTINS i1
R L T34 10 _
250 L mE6_ R22|,, £ 16 22 &1, TR
R x 1= »%T |21 £ 15 21 £, 10

10 gl45 2% 90 e;é 14 20 5%3 10

2 xrY®— r'®%|16 gfls 16 16 g%_r) 9
r? x rY— w717 ’3;1 12

4.2 - Algumas imersaces dos'espagos projetivos no espacgo Eu-

clidiano.
4,2.1 - Teorema de Ginsburg.

Se existe uma aplicagac bilinear nao singular

£: ML 4 gL jE

k-1

(8 <n+l1 <k) entao ik

imerge em R
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Demonstracao: Consideremos o espacgo projetivo
real de dimensao n,?Pn e Ei o fibrado Ilinear

a— . - n
canonico sobre P .

‘Tomemos 1 1 _ 1
E & & 0 ... 08 £, = (r)&

{n+l)-vezes

onde

EE(n+1)£i] & obtido de S? X Rn+1 com a iden
tificacao (u,y) = (—u,*y),.denotado por (u,y).
Sabemos por (1.6.1) que |

(n+1)5; = ") e Blen) onde z" @™ & o
fibrado tangente a P e ot e um triviél de
dimensao 1 sdbre P
Desde que a aplicacao f dada & bilinear nao
singular, ela induz uma qplicagﬁo.

£or E[(p+1)£;] — Rk dada por:

%[tu,y)] = f(u,y) com u ESn, v em9+l que esta
bem definida, pois:

E[(_UQ_Y)] = f(_u:‘_‘Y) = f(l.l,)f) = EI:(U_,;)]

f 2 linear e mao singular em cada fibra, -isto

-

. . o~ . 1
e, se considerarmos T como a projegao de Gﬂi)gn
g Il - il
sobre P, para cada ueglP .,

!
F cuw x RPTY s RS

N (uL,y) e £ (u,y)

& linear e nao singular, o que decorre trivial

mente do fate de f o ser.
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Definimos agora a aplicagao,

e E[(n+1)£i] — fok dada por:

wlw] = al@y] . B[y

I esta bem definida; pois
wlu,=y)] = (nlo,-v] L LG -nI) =
= [ ,n] L L nIn = ul@n]

Ainda mais, Y & uma aplicagao continua que res
trita a cada fibra & linear e injetora portan-

to um monomorfismo de fibrados.

Deste modo, imagem de W que @ um  subconjunto
k - x k. -
de P" x R© & um subfibrado de P" x R com Fi-
1

1+
bra R
- Podemos entao construir a seguinte sequéncia e

xata curta de fibrados:

0 — (n+1)€i U, poo, gk S, Y= 0
- . n k
onde ¥ ¢ o fibrado (P x R )/ gue Ltem
LImu
Rk_(n+1) como fibra.

. k k
Deste modo, o fibrado 0 = Pn x R pode ser es

crito como:

ek =-(n+l}£i o v = (™™ e 81) vy =
= t@™ e 0 o y)

Recorrendo agora, aos resultados bbtidos por
Hirsch em Ea] que sao!

. ind . o~ .
"Uma variedade fechada M , de dimensao n, imer
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4.2.3

CR— oy I
n < 22, Escreverecmos P R
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ge em R% com k>n , se e somente se, existe um
. : L 1

fibrado n com fibra Rk ™ tal mnzﬁn@D @Tﬂrn =8k .

Ainda mais. "Se o fibrado n & tal que n=n' & o

~ . k-
e k-r>n entao M° imerge em R .

Podemos conclulir que " imerge em'Rk—l

Usandos as aplicagoes bilineares obtidas em

(3.1.1),(3.1.2),(3.2.1) e o teorema 4.2.1. podemos enun-

ciar.
Proposigao: v’ imerge emfﬁls, Ell imerge em
Rl6 , Elz imerge em'RlS, PlJ imerge eijZZ’El?

PIS 20

imerge ecm RSI, imerge en RBZ, i imerge em

RBA e E23 imerge em'}R38 .

- . e n n+k
Tabua das melhores imersoes de TP em B

n+k

1l et e r? 3| et w2
2. B2 ®Y |14l P ¢ m??
3.0 pdle Y |15, PP o wrPP
S G T LA S
s.ie’c v (17|t o rY
o | p© ~ B? 1. p18c m3?
/LR GO BT TS ISl SR e
s pPc w5 [20-] p20 o g3k
g.l e =P [21.] p*t ¢ ®r7®
10 0= wm1® {22, »?% = wP
11 plle m6 |23, p?3c mIP
2 Bl &'
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Esta tabua & obtida dos seguintes resultados:

n - . N~ .
(1) Se M e uma variedade compacta, M mnao imer

ge em R"

1

(2) se n =1,3,7 , P cC®RY"; ([10], pe 47)

2n—-1 ~ .
mas nao 1merge em

Il

(3) Sen =2 ,P'c R
R*272 ([10], pg 50).
W e crcr’ ; BT,

(5) Se n = 2T + 2% 4 2 , 0> 10, P" nio imerge
em ]RZn-S 3 [3:| .

(6) Sem =2+ 2% 4+ 1 , ¥>s>2 , n> 13,
+] - =
" s r" l, Pn+2 imergem.emimzn 4 mas nao

imergem emfmzn“5 ; [{]

3y p? < »? 5 Q1] .

(9) Proposigao 4.2.2

Como se pode observar ¢ metodo usado para en-—

_contrar as imersaes obtidas em 4.2.2 nos da as

, - . n n+k
melhores imersoces possiveis de P em R para

9 < n £ 23 com a excessao de n = 19 que por
(4.2.2) pt? - R34 , ¢ Sanderson mostrou que
pl%c r3? . -

Para 1< n < 8, as iﬁersaes seguem divetamente
dos resultados mencionados acima de (1) a (&).

~ . 15 . ~
Para n = 9 , Pg tac 1merge cm R pois PS nao
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imerge emiR15 por (3).

Para nw = 10 , IPIO nao imerge em IRIS por (5}.

Para n = 11 , IP nao imerge em mlS potis Elo
15

nao imerge em R’

12, Elz nao imerge em‘Rl7 por (7).

Para n =

Para n = 13, 14, 15 , P'3, % ¢ P*° nio imer-
gem emiR21 por (6).

Para n = 16 , E16 nao imerge emn RBO por (3).
Para n = 17 , IPl? nao imerge em IR3O poi;s 1[?16

nao imerge em R

18 31

Para n = 18 , P nag imerge em R por (5).
Para n = 20 , ]1’20 nao inerge em ]R33 por (7).
Para n = 21, 22, 23 , IPZl, ]Pzz, ]P23 nac imergem

em ]R3.7 por (&).
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