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UMA GENERALIZACRO DE FATORES EM GRAFGS

RESUMO

E apresentada uma condi¢dc necessiria e suficiente para que um
grafo finito possua um subgrafo gerador em gue cada vértice tenha
seu grau num intervalo especificado. Este resultado generaliza ou-
tros chtidos por Hall e Tutte em que o intervalo de cada vértice &
reduzido a um ponto. A demonstragac & construtiva, e obtém-se um al
goritmo polinomial gue determina um subgrafo que mais se aproxima,
num sentido bem definido, das especificag¢Ces desejadas. Mostra-se ain
da que ao se atribuir pesos as arestas, o problema se torna entao

NP-completo.

Sao apresentadas também algumas aplicagdes elementares do teo

rema, as quais incluem fluxos em redes e seqiincias gréficas.
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A GENERALIZATION OF FACTORS IN GRAPHS

ABSTRACT

A necessary and sufficient condition for a finite graph to haw
a spanning subgraph in which the degree of each vertex lies in a
specified interval is presented. This result generalizes others that
were obtained by Hall and Tutte, in which the interval of each ver
tex is reduced to a single point. The proof is constructive and a
polynomial algorithm is obtained. Thisg algorithm determines a sub-
graph which, in a well defined sense, is as close as possible to the
desired specifications. It is shown that when we associate welghts
with the edges, the problem becomes NP-complete.

Some direct applications of the theorem are also presented,

which include flows in networks and graphic sequences.
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INTRODUGXO

Em geral, o termo fator designa um subgrafo gerador de um gra
fo dado, em que © grau de cada vertice tem um valor previamente es-
pecificado. Equivalentemente, 0 termo fator pode designar o conjun-
to das arestas do referido subgrafo.

Em 1935, Hall [16] obteve uma condigdo necessdria e suficien
te para que um grafo biparticionavel possua um subconjunto x de ares
tas tal que cada vértice incide em exatamente uma aresta de x. Em
1947, Tutte [ 18] generalizou esta condigdo para um grafc n&c neces
sariamente biparticionavel. Em 1952, Tutte [19] generalizou ainda
mais o0 teorema, definindo para cada vértice v um nUmero inteiro nao
negativo f(v) gue deve ser o nimero de arestas do fator que incide
el V.

Neste trabalho associamos, a cada vértice v, um par ordenado
(fl(v), fz(v)) de ntmeros inteiros, com fl(v) < fz(vL Generalizamos
entdo a definicdo de fator que agora designa um conjunto x de ares-
tas tal que cada vértice v incide em no minimo £, (v} e mo maximo
f,(v) arestas de x. Determinamos uma condicao necessaria e suficien
te para que um grafo admita um fator. A demonstragac desta condigao,
que é apresentada no capitulo III, evoluiu a partir de  demonstra-
coes do teorema de Tutte com £ constante e igual a 1 em todos os Ver
tices ['5 ] e [:ll]. Como subproduto da demonstragao, obtivemos um
algoritme pelinomial que determina um conjunto de arestas que mais

se aproxima, num sentido bem definido, de um fator.




A necessidade da referida condicao & apresentada no capitulo IT
come um estudo progressivo das condigSes particulares 3& conhecidas,
porém sob um ponto de vista um pouco diferente,

No capitulo III & demonstrada a suficéncia da condigdo; esse
capitulo contém ainda outro resultado original: se generalizarmos
a definicao de fator atribuindo pesos &s arestas, cbteremos um pro
blema NP-completo.

Finalizamos © trabalho apresentando no capltulo IV algumas a-
plicagdes do teorema. Conseguimos obter, como conseqiéncia do mes

mo, resultados ndo triviais, alguns dos quais classicos.



CAPITULO I

DEFINIGOES E NOTACAO BASICAS

O objetivo deste capitulo € apresentar as definicdes e nota-
¢des basicas da Teoria dos grafos que serao utilizadas no decorrer
deste trabalho. Muitas destas defini¢Ses e notagbes foram retiradas
das referéncias [ 3], [ 7] e [2]; as demais foram introduzidas de
acordo com as necessidades do trabalho.

Convém ressaltar gue vamos considerar apenas grafos finitos ,
ou seja, grafos que apresentam um nimero finito de vértices e de a
restas.

Ao leitor familiarizado com a literatura, recomenda-se a lei
tura da secdo 1 antes dos demais capitulos, e a consulta a este ca
pitulo guando necessitar de alguma definigao. No final deste traba-
lho, apresentamos uma lista dos principais simbolos e um indice al

fabético das definigdes

' 3.




i - SIMBOLOGIA E NOTACAQ

De um modo geral, quando ndc houver possibilidade de interpre
tagao ambigua, simplificaremos as notagdes ou dencminagdes, supri-
mindo algumas letras, simbolos ou palavras. Por exemplo, chamaremos
de componente (f,B)-impar &s componentes de um subgrafo, determina
do a partir de B, que possuem certas propriedades com relacao a f e
B; o conjunto de todas as componentes (f£,B)-impares serad denotado
por T{f,B). Quando ndc houver dividas com relagao a f e B, diremos
apenas componente Impar e denotaremos I (f,B) por I.

Sejam £ e g duas fungdes reais com mesmo dominic D. Usaremos

as seguintes notagoes:

£ < g quando f(a)

I A

g{a) para cada a € D.

Hh
i

g quando f(a) g{a) para cada a € D.

£(X) = J}f@® para X< D
aex

2 - GRAFOS

Um grafo G consiste de um conjunto finitc VG de elementos cha
mados vértices, um conjunte finito 4G de elementos chamados ares-

tas e uma fungdo incidéncia eG: aG » VG gque assocla a cada aresta =

um par ndo ordenado eGe« = {u,v} de vértices (u,v nao necessariamen-
te distintos) chamados extremos de « |

Os grafos podem ser representados por diagramas, oOnde cada
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vértice & representado por um ponto e cada aresta por uma linha 1i
gando os pontos que representam seus extremos. (Subentende-se que ne
nhuma linha passa por pontos que representem vértices outros que os
extremos da aresta correspondente).

Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advém da repre

sentacdo em diagramas. Assim, 0s extremos de uma aresta sao inciden

tes A aresta, e vice-versa. Os extremos de uma aresta sac adjacentes

(mesmo que coincidam); sac adjacentes também arestas com pelo menos
um extremo em comum. para X um subconjunto de VG, Ad3iG(X) denota o
conjunto dos vértices de G adjacentes a pelo menos um dos vértices
de X. Uma aresta & um lago se seus extremos coincidem, uma ligagao
caso contririo. Arestas distintas com 0 mesmo par de extremos sao

chamadas arestas paralelas.

A cardinalidade de um grafo G & o inteiro |VG| + |aG]. O gra

fo vazio & o grafo de cardinalidade zero, sem vertices nem arestas.

Usaremos normalmente a letra G para designar um grafo; assim,
de acordc com a nossa convengao, omitiremos a letra G quando nao
houver possibilidade de ambigliidade e escreveremos por exemplo, V,

a, e, Adj, ao invés de VG, aG, eG, Ad])G, respectivamente.

3 - TIPOS DE GRAFOS

Grafo simples € aguele gue ndc contém lagos nem arestas para-

lelas.

Grafo completo & um grafo simples em gue quaisquer dois vérti

ces distintos sao adjacentes. Um grafo completo com exatamente n vér

- wcidl




tices & denotado por Kn; em particular, o K3 € chamado de triangulo.

Uma biparticdo de um grafo G & um par nao ordenado X,Y tal que

XUY = VG, XNY = g e cada aresta le G tem um extremo em X, O outro

em Y. Um grafo & biparticionivel se admite uma bipartigao.

4 - SUBGRAFODS

Um grafo H & um subgrafo de outro G (H < G) se VG inclui VH,
aG inclul aH e, eH € a restrigao de eG a aH. Se H ¥ G entdo H & um

subgrafo proprio de G,

Para X um subconjunto de VG, o sukgrafo de G gerado por X ,
ESDQ, & o subgrafo H de G tal que VH = X e aH & © coniunto das ares
tas de G que tém ambos os extremos em X. Ainda, G-X abrevia G[V\X ]
e para v um vértice em V, G-v abrevia G-{v}.

Un grafo H gera outro G se HC G e G = G[VH]. Um grafo H & um

subgrafoc gerador de G se H gera G, Assim, um grafo H gera G se e soO

mente se HC G e VH = VG.

5 - MAXIMALIDADE E MINIMALIDADF

Dado um conjunto ¢ de conjuntos, dizemos gue um oonjunto m em C
€ maximo em C se nenhum conjunto em C possui cardinalidade maior do
gque a de m; analogamente, m & minimo em C se nenhum conjunto em C
possul cardinalidade menor do que a de m.

Dizemos gue um conjunto m em C € maximal em C se nenhum con-
junto em C inclui propriamente m; anologamente, m & minimal em C se

nenhum conjunto em C € um subconjunto préprio de m.,



Dado um conjunto C de grafos, um grafo G & maximo em C se ne
nhum outro grafo em C tem cardinalidade maior do que a de G; um gra
fo H & maximal em C se H naoc & subgrafo proprio de nenhum grafo em

C. Analogamente se definem grafos minimos e grafos minimais.

6 - CORTES DE ARESTAS - GRAU DE UM VERTICE

Dado um par nao ordenado X,Y de subconjuntos de V, nao neces
sariamente disjuntos,AG(X,¥Y) dencta ¢ conjunto das arestas com um
extremo em X, o outro em Y. Note que A{(X,Y) = Xx(¥,X).

Quando o par constituir uma particao de V, pode-se omitir um
dos termos escrevendo apenas A(X) ou A(Y)., Dizemos ainda que A(X} &

o corte de arestas associado a X. Note que A{X) = A(V\X) e que

Alg) = ¢ = x(V),

Umn conjunto d de arestas & um corte de arestas se existir un

subconjunto X de V tal gque d = A(X).
Dado um par nao ordenado X,Y de subconjuntos de V, nao neceg
sariamente disjuntecs, define-se
gG{X,Y) = |AM(X, V)| + [a{xny, XNY) |
Quando Y = V denotamos g(X,V) por g{X}. Note que

g(x) = |[AX) ] + 2f2ax,%] = |[AX) ]| + 2]ac[x]]

Para v um vértice em V, g(v) abrevia g({v}) e & chamado grau do vér




tice v, Observe que g(v) @ o nimero de arestas que incidem em v, la
¢os contados Quas vezes. Se g(v) = 0 dizemos que v & igolado em G.
Dado ageora um subconjunto x de a, Ax(X,Y) denota xNA(X,¥) e

gx(X,¥} = [2x(X,Y)]| + |[Ax(xny, XnY)]|.

Em particular, gx(v), o grau do vértice v relativo a x, & o numero

de arestas em x incidentes em v, lagos contados duas vezes. Note
que para x = a, ga{v) = g(v). Para « uma aresta em a4, g«(v) abrevia
g{=}(v).

Como consegiiéncia imediata das definigdes apresentadas, temos

0 seguinte resultado:

PROPOSICAQ 1 - g(V) = 2[a] e gx{V) = 2]x

COROLARIO 2 - Em todo grafo, o nimero de vértices com grau (grau re

lativa) Impar € par.
- |

Dizemos que os vértices u,v € V sdo x-adjacentes se existe uma

aresta « € x tal que ex = {u,v}. Por outro lado, Adix (V) denota
AdjH(v) onde H & o subgrafo gerador de G tal que a¢H = x.

Seja agora S um subconjunto de V; VS{G) dencota o conjunto de
todos os vértices v em V tais que Adj(v) € S. Desse modo, V¢{G) de-
nota ¢ conjunto de todos os vértices isolados em G. Observe ainda
que

VS(G)\~S = V¢(GMS}



7 - PASSEIOS

Um passeio P em G € uma sequencia finita e nao vazia (vo,ml,

vl,..t,ifvn),cujos termos sao alternadamente vértices v, em V e ares

tas mj em a4, e tal que, para todo i, 1 < 1 < n , e vy Sac 0s

Vi-1

extremos de e Admite-se o caso em que n = 0, no qual P € entdac di

tc degenerado.

O comprimento de P & o inteiro n. Os vértices extremosde P, Yo

e V. ¢ nao necessariamente distintos, sao chamados respectivamente

de origem e término de P; vy,Vy,...,v 7 , também nac necessariamen

te distintos e podendo coincidir com a origem ou término de P, sao

chamados vértices internos de P; se n > 0 ent3o as arestas él e ﬁ1

530 a aresta-origem e a aresta-término de P, respectivamente; VP e

aP denotam os conjuntos'{vo,vl,...,vn} e'{ﬂi,cb,...,oh} respectiva-

mente; © passeio P passa pelos vértices de VP e pelas arestas de aP.

0 passeio R(P} (v_,« ,vn_l,...,ml,vo) & 0 reverso de P.

n’ n
Uma secao de P & um passeio que € uma subseqléncia de termos
consecutivos de P.
Se as arestas al""’ah de P forem duas a duas distintas entdo

P & uma trilha. Se os vertices Vgeee Vg forem dois a doisg distin-

tos entdo P & um caminho.

Seja agora Q = {uO,Bl,ul,Bz,...,Bm,um) um passeio tal que
uy = V. Entdo a seqléncia (vo,ml,vl,...,Gh,vn,Bl,ul,...Bm,um), um

passeio, & o produto de P e Q nessa ordem, sendo indicade por P oQ.
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8 - CONEXIDADE

Dois vértices u e v de um grafo G sBo ligados em G se existe
um passelo de u a v em G. Convém ressaltar que u e v sao ligados se
e somente Se existe um caminho de u a v em G. Desta definicao segue
imediatamente que a relagao de ligacdao & de equivaléncia. Portanto,
induz uma partigac p de V tal que dois vértices sio ligados se e
somente se pertencem ac mesmo elemento de p. Cada elemento X de p

gera um subgrafo de G,(;Dg,.que & chamado componente de G.

Um grafo G € conexo se quaisquer dois de seus vértices sdo 1li
gados, ou seja, se G & vazio ou se G possul uma Unica componente;se
G nao & conexo, dizemos que G & desconexo.

9 - DIGRAFOS OU GRAFOS ORIENTADGCS

Uma orientacdo de um grafo € um par ordenado (e+,e—) de fun-

— . + —
goes, ambas de a4 em V, tails gue para cada aresta zema, ¢ e ¢ «

.~ "]" - N . . -
sao 0s extremos de = em G; ¢ = e 0 extremo inicial de = e e « & ©Q

extremo final de « Um digrafo ou um grafo orientado D consiste de

um grafo GD, chamado de grafo subjacente de D, e de uma orientacdo

de GD.

Na representacao de um digrafo por um diagrama, colocamos, em
cada aresta «, uma flecha que aponta de et para e « ,

Podemos aplicar a um digrafo teodeos os conceitos ou proprieda—l
des definidos para grafos (nac orientados), subentendendo-se gue es

tamos aplicando o conceito ou propriedade ao seu dgrafo subjacente.
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Assin, podemos dizer que um digrafo & conexo, ou gue P é um passeio
num digrafo, etc.
Neste trabalho, confundiremos a notagac D de um digrafo com a
notagao GD de seu grafo subjacente.
Vamos agora apresentar as definigdes e notagdes que nos serdo
necessarias.
Seja D um digrafo, X e ¥ subconjuntos de V, v um vertice em V
e ¥ um subconjunto de a.
0 conjunto das arestas <« de a tais qgue e« € X ee =€Y &;&eY

e e « & X} & @enotado por l+D(X,Y) (A—D(X,Y)); note gue
MK, Y)u AXNY,XnY) = AT (x,v)u AT (X,Y).
Se X,Y constituir uma partigao de V entao MVx,v) 07,y 8 deno
tado por AT(X) ou AT (Y) (AT(X) ou AT(¥Y)).
Define-se ainda
+ + - -
g D(X,Y) = |[A (X,¥)] e g D(X,¥) = |x (X,¥) |
Note gue

giX,Y) = g (X,¥) + g (X,Y).

Denotamos g+(x,v) e g (X,V) respectivamente por g+(X)e g (X).

Qbserve gue




.12,

gt = DYoo+ e = W+ JasTH |
g (X) =]+ A= 2]+ tacX])
O semi-grau exterior de v & definido por gt (v} e denotado por

+ + - - o
g (v); g (v) @ o nimero de arestas que possuem Vv como extremo ini-

cial, lagos contados uma sG vez., De maneira analoga define-se o se-

mi-grau interior de v, g (v). Temos entdao que g{v) = g+(v) + g (v).

DCenctamos ainda x f1h+(X,Y) e X ﬂk_(X,Y) respectivamente por
+ - , ~ -
A X{X,Y) e X x(X,Y). Define-se entao g+x(X,Y), g x(X,Y), g+x(v) e

g—x(v) por

gtx(x,y) = fl+x(X,Y)]: g x(X,¥Y) = |x x(X,¥)] :

gtx(v) = g x{{v}, V) ; g x(v) =g x({v},V).

Finalmente, dado um subconjunto 8 de V, define-se

v,'(D) = vev/adit(v) c s} e
Vg (D) = {v € V/Adj (v) € S} onde
: - +
Adj+(v) = {u €V /u-=e «para alguma aresta « com e « = v}
e
Adj (v) = {ue€ev /u= eta para alguma aresta « com e « = v},



CAPITULO II

DEFINIGCAO GERAL DO PROBLEMA DO f-FATOR

E SUAS PARTICULARIZACOES
Neste capitulo vamos apresentar uma generalizagaco de fatores
em grafos finitos. A fim de encontrar naturalmente a generalizacgaoc
de resultados conhecidos, vamos reestuda-los com um enfoque novo.

1 - 0 PROBLEMA DO f-FATOR

Dado um grafo G, uma fungao restricao f: V+2 x 2 & uma fun —

¢80 gue associa, a cada vértice v em V, o par ordenado (flﬁn,fz(v))
com fl(v) < fz(v). Se f & uma fungao restricao em G, usaremos a no

tacao f = (fl,fz).

Dizemos que G & f-fator&vel quando existe um subconjunto x de a tal

que f, < g x < fz; nesse casoc, X € um f~fator em G (figura lﬂD

1
{o,1) (2,2)

(1,2) (a) (0,1) (&)

Figura 1.{(a) um grafo G onde a fungdo restrigado f estd indicada em

cada vértice; (b~d) exemplos de f-fatores em G.

(M Seguindo a nomenclatura mais comum na literatura, poderfamos equivalentemente

definir um f-fator como sendo um subgrafo H gerador de G tal gue F¢ < gklsz
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O problema do f-fator consiste em determinar condigOes neces-—
sarias e suficientes para que um grafo dado seja f-fatordvel, e con
seguir um algoritmo eficiente que determine um f-fator guando G for
f-fatoravel.

A solugdo para este problema, gue serd apresentada no Capitu-
lo ITI, & um pouco mais completa pois determinaremos condi¢Oes ne-
cessarias e suficientes para gue um subconjunto x de a esteja, num
sentido que serd definido, o mais proximo possivel em G de um f-fa-
tor; como sub-produto da demonstragac obteremos um algoritmo polino
mial que determina tal subconjunto Otimo (convém ressaltar agqui gue
se G admite um f-fator entdo um subconjunto Stimo serd necessaria —
mente um f-fator). ’

Considere agora uma fungao f£f: V-+2Z e um subconjunto x de a.

Dizemos que x & um f-emparelhamento em G se g x < £ e uma f-cober-

tura de V se g x > £, Por outro lado, se gx = f£f entaox & um f-empa-

relhamento perfeito em G ¢ uma f-cobertura perfeita de V, recebendo

também neste caso, o0 nome de f-fator em G. Note que esta definigao
de f-fator nada mais & do que uma particularizag¢do da definigao an
terior de f-fator: basta redefinirmos f como sendo a fungao restri-
cao {(f,f).

Observe que x & um f-fator em G se e somente se x & uma f,-co

bertura de V e um f,-emparelhamento em G. Por sua vez, toda £ ,-cober

1
tura de V e todo fz—emparelhamento em G sao f-fatores particulares:
basta fazer respectivamente f = (fl,g) e £ = (0,f2).

Por outro lado, veremos no Capitulo III gue, se G nao & f-fa-

toravel entdo um subconjunto Otimo nao precisa ser uma fl—cobertura
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de V, nem um fz—emparelhamento em G, Porém, se for reguerido, nosso
algoritmo pode determinar um subconjunto &timo que seja ou uma fl“.
-cobertura ou um fz—emparelhamento, desde que tenhamos respectivamen

0 ; basta para isso fornecer dados iniciais ade-

te fl < g ou f2 >

quados.

2 - ANALISE DE RESULTADOS PARTICULARES E SUA GENERALIZACAQ

Conforme observamos anteriormente, quando a fungao restricio

£ possui £, = f2 , 0 problema do f-fator pode ser simplificade con-

1
siderando-se f(v) como sendc o inteiro fl(v) ao invés do par ordena
do (fl(v), fl(v)). Neste caso recaimos em problemas ja estudados, os
guais passaremos a analisar. Esta analise serd feita sob um ponto
de vista um pouco diferente, 0 que nos permitira visualizar uma con
digﬁo necessaria para gque um grafo G seja f~-fatorivel, sendo f uma
fungao restrigdo arbitraria; postericormente provaremos que esta con
dicdo & também suficiente,.

Vamos comecar nossa analise com o caso £ = 1, i.e. £(v) = 1
para todo v em V. Observe que neste caso, um l-fator em G & um em-
parelhamento perfeito em G. Vejamos entado guais condigdes um subcon
junto x de arestas deve satisfazer, a fim de ser um l-fator em G.

Suponhamos inicialmente gque G seja biparticionavel. Seja en-
+30 x um l-fator em G e S um subconjunto de V. Como cada vértice em
V¢(G—S) é adjacente unicamente a vértices em S e gx(8) = |S| (pois
x & um l-fator em G), & obvio que para que cada vértice em Vd(G—S)

seja incidente a uma aresta em x, devemos ter |Vd(G-S)] < ]s|{, Philip
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Hall [16] provou a suficiéncia de uma condigéo equivalente a esta;

deste modo podemos enunciar o seguinte teorema:

TEOREMA DE HALL (1935) uUm grafo G com bipartigdo X,Y é l-fatoravel

sge e somente se

(1) Ix nv¢(G-3) |

| A

|s| para cada S € Y
L=

(ii) |y AV 4(G-5) [

| A

ls| para cada S<€ X

COROLARIO Um grafo G biparticionivel & l-fatordvel se e somente se

lvd(G—S)[ < |8] para cada § € V.

P V3 4
o o
Q T\\\\\b
V5 V.? V8
(a} (b)
Figura 2. (a) um grafo G gue nao & 1l-fatoravel;

(b) G4{vl,v6} com 3 vértices isolados.

@ Como conseqiéncia imediata de [16] , no qual Hall caracteriza representantes
de classes de subconjuntos, temos o teorema: "Um grafo G com bipartigao X ,Y
possul um 1-fator se e somente se, [Adj[S]J > ISI para cada S X e cada

SCY"
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Se G nao for biparticiondvel, a condigdc do corolario do teo
rema de Hall, apesar de necessaria, nao & suficiente para garantir
a existéncia de um l-fator: basta verificar que um tridngulo satis-
faz a referida condigao mas nao possui um l-fator. Vamos entao ana
lisar um pouco mais a existéncia de um l1-fator num grafo nac bipar-
ticionavel.

Considere um subconjunto S de V e seja K uma componente de

G-5. Entdo, para todo subconjunto x de a temos

gx(VK) + gx{VK,8} = 0 {(mod 2) (I}

pois estamos contando duas vezes as arestas de x com pelo menos um
extremo em VK. Deste modo, se x for um l-fator em G entao devemos

ter

|VK] + gx(VK,S) =0 (mod 2)

Observamos assim que se |[VK| for Impar e x um I-fator em G en
tio gx(VK,S) & ndo nulo, ou seja, para cada componente K de G-S5 com
um nimero Impar de vértices, x contém pelo menos uma aresta em

A (VK,S8); sendo x um l-fator, & Obvio que o nimero de tais arestas

ndo pode exceder |S

Define-se entdo uma componente impar de G~S como sendoc uma com

ponente com um nimero Impar de vértices ; denotemos © conjunto  de
todas as componentes impares de G-S por I(G-S}. Vimos que |I1{(GS}| <

|S| & uma condigdc necessaria para a exist@ncia de um l-fator em

1A

G ; William T, Tutte [:18] mostrou também a suficiénecia desta condi

gao.
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TEOREMA I DE TUTTE (1947) Um grafo ¢ & l-fatoravel se e somente se

{1(G-8)| < |s| para cada s¢€ V .
|

Doravante citaremos essa condig@co como sendo a condigdo I  de

Tutte.

(a) (b)

Figura 3. {(a) um grafo G gue ndo & l-fatoravel;

(b) G-v com 3 componentes Impares.

Vamos agora experimentar com generalizagGes do teorema I de
Tutte para o caso em que f: V-2 & uma fungao arbitraria. Para tan-
to, dado um subeconjunto 5 de V, tentemos inicialmente generalizar a

definicdo de componente impar de G-S.

De acordo com (I), se x for um f-fator em G entdo

f£(VK} + gx(VK,S}) =0 (mod 2) (IT)

donde se conclui que para cada componente K de G-S com f(VK) Impar,

x utiliza pelo mencos uma aresta de A(VK,S); sendo x um f-fator, &
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&bvio que o nimero de tais arestas nao deve exceder £(8).
Denotemos por Io(f,G-S) 0 conjunto de todas as componentes K

de G~5 com f£(VK) impar; temos o seguinte resultado:

PROPOSICAO T - Se G & f-fatordvel entdo

1T (£,G-8)| < £(3) (¥s < V) (II1)
o = = [

Verifica-se porém gque esta condigao, apesar de necessaria, nao
e suficiente; basta analisar o grafo da figura 4(a) e constatar que
o mesmo satisfaz (III) mas nao & f-fatordvel. Para mostrar a valida
de de (III), basta notar que f(v) & impar em apenas dois vértices,e
estes sdo adjacentes; deste modo, IIO(f,G—S)] < 1 valendo a igual-

dade somente se precisamente um dagueles vértices estd em S.

2 | 0
2 2 1 1
- OO
2
(a)
Figura 4. (a) um grafo G com f indicada em cada vértice.

G satisfaz {(ITI) mas nao e f-fatorivel;

* -
(b) o grafo G com £ 1indicada em cada vertice.

vamos entdo analigar um pouco maig nosso problema atravées da
dualidade que passaremos a definir.

Seja £ = (fl,f2) uma fungdo restrigao em G. Define-se a fun-

- *
cao restricao £ dual de f como sendo a folga de (fz,fl) com rela-
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-~ *
¢ao a (g,9), i.e., £* = (g—f2,g—fl}. Note que (f*J = f_, Por outro
lado, considerando-se o caso £ = (£,£f), podemos definir o dual & uma

- : *
fungao £f: V+Z como sendo £ = g-f; deste modo podemos indicar
* N * *
f - {fz r fl ).
Seja agora x um sSubconjunto de a. Define-se o dual de x como

~ . *
sendo o complementar de x com relagdo a a, i.e., x = a\X. Note que

x %
(x ) = x.

PROPOSICAD 2 - Um subeonjunto x de a & um f-emparelhamento em G se

* *
e gsomente se x e uma £ =cobertura de V.

Demonstragao: gx < £ &« g-gx > g-f <= gx* > f*.

COROLARIO 3 - Dada uma fungdo restrigdo £ = (fl,fz), urn subconjun-—
*
to x de a4 & um f~fator em G se e somente se& x & um

*
f -fator em G,

COROLARIO 4 - Seja £ = (£,,f,) uma fungdo restrigdo em G. Entdo G
& f-fatorivel se e somente se G & f -fatoravel.
|
Voltemos ent3o 3 nossa discussdc sobre a ndo suficiénecia da
condicdo (IIX) com relagdo 3 existéncia de um f-fator em G. Convéem
lembrar que estamos considerande f(v) como sendo um inteiro.

vimos que o grafo G na figura 4(a) satisfaz (III} com relagao
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a £, porém através da figura 4(b) observa-se que G ndo satisfaz (III)
- * - . .

com relagao a £ (basta tomar como S o vertice assinalado); assim,

pela necessidade de (III) e Corolario 4 concluimos que G nao pode

ser f-fatoravel.

conseguimos, desta maneira, uma condigac necessaria mais for

te do gque (III):

PROPOSICAD 5 - Se G & f-fatordvel entdo

(i) IID(f,G—S)] < f(8) para cada SCV
e (IV)
(ii) |T (f*,G—S)| < f*(S) para cada SC€ V

0
[

Novamente, porém, verifica-se gue a condigcaoc {(IV), apesar de

necessiria, nao & suficiente: basta analisar a figura 5. Note que,
- L3 . * o

como na figura 4, somente dois vértices tem f(f )} Iimpar, e eastes

sao adjacentes.

2 2 0 0
2 2 0 0

(a) {b)

to
=)

*
Figura 5. Um grafo G com f indicado em cada vértice em (a) e f

(b). G satisfaz (IV} mas ndo & f-fatoravel.

e
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Voltemos entao a analisar os argumentos gue nos forneceram a
condigao (III), lembrandc agora que para G pessuir um f-fator, deve
também possuir um f*—fator.

Vimos em {II) que se x & um f-fator em G e § & um subconjunto
de V entdo f£(VK) + gx(VK,S} = 0 {mod 2), ou seja, para cada compo-
nente K de G-5 com f{VK) Impar, x utiliza pelo menos uma aresta em
A (VK,S). Analogamente, sendo x* um f*—fator em G, temos dJue para
cada componente K de G-5 com f*(VK) impar, x utiliza pelo menos uma
aresta em A(VK,S).

Levando em conta estas duas observagdes, vamos considerar dois
subconjuntos disjuntos S e T de V, e analisar as componentes K de

G~ (S UT) tais que

gx(VK,S) + gx (VK,T) > 0

sempre que x for um f-fator em G.
Uma G-tripla & uma particdo B = (S,T,U) de V em 3 blocos dis-
juntos, alguns eventualmente vazios. Dada uma fungao f: V-7, uma

componente (f,B)-impar de G[U] & uma componente K tal que

f(VR) + g(VvkK,T) =1 (mod 2)

O conjunto de todas as componentes (f£,B)-impares de G[U] & denotado

por I1(f,B),

PROPOSICAD 6 - Se K & uma componente (f,B)~fmpar de G[U] e x & um

f-fator em G entao
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gx(VK,S) + gx (VK,T) =1 (mod 2).

Demonstragao: Sendo x um f-fator, para cada componente K em G[ﬁﬂ te

moes

IFl

f£{VK}) + gx{VK,T) + gx(VK,S5)} 0 (mod 2)

ou seja,

£(VK) + g{(VK,T) - gx (VK,T) + gx(VK,§) =0  (mod 2)

Assim, se K & (f,B)-Impar entdo

gx(VK,S) + gx (VK,T) =1 (mod 2).

Pela proposicao 6 concluimos que se x & um f-fator em G e X &
uma componente (f,B)-Impar de<3ﬁﬂ entdo ou x utiliza pelo menos uma
aresta em A(VK,S) ou x* utiliza pelo menos uma aresta em A(VK,T).
Sendo x um f-fator, & Sbvic que gx(VK,5) e gx*(VK,T) sao limitados
respectivamente por f£(S) e f*(T). Assim, temos © seguinte resulta-

do:
PROPOSICAD 7 - Se G & f-fatorével entao

|T(£,B) | < £(S) + £ (T (v)

para cada G-tripla B = (S,T,U)
|

Verifica-se porém, que esta condigdo ainda nao é suficiente
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para G possuir um f-fator: basta analisar o grafo da figura 6.

+ 4 0 0

5?
{a) (b)
*
Figura 6. um grafo G com f indicada em cada vértice em {a) e £ em

(b). G satisfaz (V) mas nao & f-fatoravel.

Verifiquemos que o grafo da figura 6 satisfaz a condigao (V).

Se 5 = ¢ entac nenhuma componente K de G[Q] & (f,B)-Impar pois
f(VK) & par e g(VK,T) também, Podemcs entao supor gue 5 & ndo Vvazio;
neste caso, f£(S) + f*(T) > 2 e para todo X <€ V , G-X tem no maximo
duas componentes. Deste modo a condigdo (V) & satisfeita e & facil
ver que G hao possul um f-fator.

Analisando com mais detalhe o grafo da figura 6., nota-se gue

para a G-tripla B = {{v4,v5} , {vl,vz} ,'{v3,v6}} temos
*®
[I(£,B)| = 2 < £(8) + £ (T) =4 + 0.
Porém, g{(T,S) = 4 e cada aresta = em A(T,S) ou estd em x e utiliza

- ® . N *
uma unidade de £(S), ou estd em x e utiliza uma unidade de £ () .

Deste modo, para G possulr um f-fator deveriamos ter
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IT(£,8)| + g(T,S) < £(8) + £ ()

0 que nao Vcorre nesse ¢aso.
Encontramos enta2o uma nova condi¢do necessaria cuja suficién-
cia foi provada per Tutte em ElQ]. Temos assim 0 seguinte teorema,

cuja condigao serd por nds denominada condicde II de Tutte.

TEQREMA II DE TUTTE {(1952) Um grafo G & f~fatordvel se e somente se

|T(£,B)| + g(T,8) < £(8) + f*(T)

para cada G-tripla B = (S,T,U}.
Seja agora f = (f,,f,) uma fungao restrigdo arbitraria. A ob-
tencao de uma condic¢do necessaria para a existéncia de um f-fator em

G tornou-se praticamente imediata e intuitiwva.

Dada uma G-tripla B = (8,7,U) e £ = (fl,f2), uma componente
{f,B)-Iimpar de G[U:[ & uma componente K de G[U] tal que i(K;£,B) = 1
onde

1, se fl(VK) = fz(VK) e fl(VK) + g(VK,T) =1 (mpd 2)
i(K?f:B) =

0, caso contrario.

O conjunto de todas as componentes (f-B)-Impares de G[U] e de

notado por I1(f,B).

O

PROPOSIGAQD 8 - Seja £ = (f;,f,) uma fungdo restrigdo em G. Se G

f-fatoravel entao
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*

|T(£,B)] + g(T,8) < £,(8) + £, (T) (VI)

para cada G-tripla B = (S,7,U)}.
[ |

Mostraremos no capitule III que esta condigdo & tambem sufi-
eiente para que G seja f-fatoravel.

Observe que se existir um vértice v em V tal que fl(v) > g{v)
entao G nao & f-fatordvel. De fato, basta testar (VI) com
B = (g,{v}, v\{v}). Por dualidade, se f,(v) < 0 entdo faga S = {v}
e T = ¢ (note que se f2(v) < 0 entao fz*(v) > g(v)).

Damos a seguir um resumo (figura 7) dos principais resultados
desta secgdo.

E facil mostrar que se f; = f, entdo a condigdo (VI) da propo
sigdo 8 & equivalente A& condicaoc IT de Tutte. Por sua vez, se £ = 1
entdo as condigdes I e II de Tutte sao equivalentes. Finalmente, se
G for biparticionavel entao a condigdo I de Tutte e a condigac do
coroldrio do teorema de Hall sac equivalentes. Deixamos a cargo do

leitor a verificacao destas equivaléncias.



RESULTADOS PRINCIPAIS DESTA SEGAO

COMPONENTES X RELEVANTES

FUNGAQ
GRAFO | RESTRI- NOTACRO PARA RES ULTADOS
OME DEFINIGAO O CONJUNTO
CRO N ¢ DESSAS COMPO
. NENTES
Dadp SC V , K é TEOREMA T HALL (1935) G & l-fatorfvel se e samente se
G
uta componente  de .
(1) XNV _(G-s)| < |8 (VSCY) e
COM BIPAR -8 comstituida por XAV e-s) | < |s] c
TIGAO X,¥ VERTICE | um vértice isolado (11 J¥ave-s) | < |s| (¥5 < X)
f=1 ISOLADO | &0 G-S Vg G5
. COROLARIO DO TEOREMA TE HALL G & l-fatordvel se e so
mente se
BIPARTICIO
NAVEL ]v¢(6~s)! < [8] (¥s € V)
a Dado S & V , K & TEOREMA I DE TUTTE (1947} G & l-fator@vel se e somen-~
OUALOUER £=1 uma componente 1(G-5) te se
IMPAR de G -5 tal que [1(c-5)| < |s| (¥s < V)
[VK] =1 (mod 2)
e copoEn | D290 B = (s,T,U0), TEOREMA IT DE TUITE (1952) G & f-fatoravel se e somen
K e uma componen I(£.B) te se
. te d B *
QuLQuER | £1 V22 e by tipar ® GJu] tal ’ [T(£,B) | + g(T,8) < £(8) + £ (T)
que f£{VK) + . —
+ g (VK,T)=1 (mod 2) para cada G-tripla B = (S,T,1)
Dad B = (§,T,U), K PROPCSICAO 8 - Se G & f-fatorével entio
¢ @ una componente & 11(£,B) | (T,8) < £,(8) + £, (T) (V1)
- 1(f,B) | ‘ tgil,s) o< +
oumrguer (T = (£, ,£,) |€B) -DPAR | G[U] tal que ’ g !

fl(VK) = fz(VK)

a
£ (VR +g(VK,T) = 1
(med 2)

para cada G=tripla B = (S,T,U).

Figura 7.

-LZ.
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CAPITULO 11T

RESOLUGAQ DO PROBLEMA DO f-FATOR

1 - INTRODUGED

Seja G um grafo, £ = (£f,,f,) uma funcao restrigdo em G ,x um

subconjunto de @ e v um vertice em V. Define-se o f-desvio de x em

v por
fl(v) - gx(v) , se gx(v) < fl(V)

AMv:x,f) ={ 0 , se fl(v) < gx(v) < fz{v)
gx{v) - fz(v) ’ se gx(v) > fz(v)

0 f-desvio de x € entdo dado por A(V ; x,f). Dizemos que x & £-Oti-

mo se x & um subconjuntc de a4 gue apresenta o menor f-desvio possi

VEl; iue.}

Il
L=

A(v;¥,£) = min{a(V;y,f) / v ¢ al

Observe que G & f-fatorlvel se e somente se A = 0, ou seja, G e
f-fatoravel se e somente se qualquer conjunto f£-0timo & um f-fator.
0 chjetivo deste capitulo & resolver o problema do f-fator de
uma maneira mais completa do que a definigao do mesmo dada em II.1.
Mais precisamente, nossos objetivos serdo:
- determinar as caracteristicas de um subconjunto % de a4 due
seja £-6timo.

.28.
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~ determinar um algoritmo eficiente que encontre tal subcon-
junto x.

- determinar condicles necessadrias e suficientes para que te
nhamos &m = 0, ou seja, condigles necessarias e suficientes

para que G seja f-fatordvel.

2 - CARACTERIZACAO DE UM CONJUNTO f-OTIMO

Consideremos agora uma fungao restrigao £ = (f,,£,), ua G-tri-

l!
pla B = {8,T,U) e uma componente K de G[ﬁ]. Conforme fol visto no

capitulo II, XK & impar se e somente se i(K) = 1 onde

1, se £,(VK) = £,(VK) e £ (VK) + g(VK,T) =1 (mod 2)

0, caso contrario
Também vimos que o conjunto de todas as componentes Impares detsﬁﬂ
& denotado por I e
|T| =} i(K) onde a somatdria & sobre todas as compo-
nentes K de G[U].
consideremos também um subconjunto X de a. Vamos denotar por

5§ (K} a guantidade

A(VK) + gx(VK,S) + gx*(VK,T).
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LEMA 1 - se £, (VK) = £,(VK) entao
§ (K} = i(XK} (mod 2}.
Demonstragdo: Sendo £, (VK) = £,(VK), entao
i(K) = £, (VK) + g(VK,T) (mod 2) (1)

ademais, por definigcdo de fungao restricgao, £, £, assim,flﬁm)

= fz(VK) implica em fl(v) = f,(v) para cada v em VK. Entao,

Alv) =

Assim,

d (K)

1t

Pror outro lado,

gx (VK)

De (2-3) vem gue

6 (K}

11

De (4) e (1) segue a

lox(v) - £, ] = [gx(v) - £7(v)] (mod 2)

ox(VK) - £, (V)] + gx(VK,S) + gx (VK,T) (mod 2) (2)

gx{VK,S) + gx(VK,T) (mod 2) (3)

fl(VK) + g(VK,T) {mod 2) (4)

condigao enunciada.
|
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*
TEQREMA 2 - a(V) > [T} + g(T,8) - £,(8) - £, (T).
Ademais, vale a igualdade se e somente se as cinco pro

priedades seguintes forem satisfeitas:

(A)  gx(v)

v

fz(v) (¥v € 8)

(BY gxlv) < £,(v) (Vv € T)

*

(¢) aG[s] c x

(D) aG[T] € x

(E) §(K) = i(K) para cada componente K de G[U].

Demonstragao: E facil ver que

A(8) > gx(5) - £,(8) (1)

com igualdade se e somente se (A)

=)
* *
A(T) > £,(T) - gx(T) = gx (T) - £, (T} (2)
com lgualdade se e somente se (B).
Por outro lado,
gx(S) > gx{sS,U) + gx(s5,T) (3)

com igualdade se e somente se (C)

e,

gx (T) » gx (T,U) + gx (T,S) (4)



com iqualdade se e scmente se (D).
Por outre lado, pelo lema 1 temos qgue § (K) > i(K) para

componente K de G[Q], ou seja,
*
A(VK) > i({X) - gx(VK,S) - gx (VK,T)

Assim,
5O > 1] - gx(U,8) - gx (U,T)

com igualdade se e somente se (E).

scmando as desigualdades (1-5) temos:
*
a(v) > III + g(T,S) = fz(S) - fl (T)

com igualdade se e somente se (A-E).
B

COROLARIO 3 - Se G & f-fatoravel ent3o

[T(B)| + g(T,8) < £,(8) + £, (D)

para cada G-tripla B = (8,T,U).
|

COROLARIQ 4 - Se valer a igualdade no enunciado do teorema 2

X & Otimo.
| |

.32.

cada

(5)

entao




Observe que o coroldrio 3 & exatamente a proposigaoc II.2.8 |,
uma condigado necessaria para que G seja f-fatoravel. Por sua vez, O
corolario 4 apresenta wea condicac suficiente para gque x seja Otimo,
Mostraremos a seguir gue essas condigoOes s@c necessérias e suficien
tes. Isto sera feito produzindo X, © Bo que satisfacam a iguwaldade
no enunciado do teorema 2, qualquer que seja G e f. A demonstragao
sera construtiva e na verdade apresentaremos um algoritmo eficiente

para obter X _ e Bo' Dessa forma alcan¢aremos nossos objetivos, a sa

o
ber, a caracterizagdo de um conjunto Stimo, a obtencdc de um algo-
ritmo eficiente que determina um conjunto 6timo e a determinagao de
uma condig@c necessdria e suficiente para que G seja f-fatoravel.

Em suma, nossos objetivos se concentrarac agora na demonstragéo do

seguinte teorema:

TEOREMA DA f-OTIMALIDADE Se x € 6timo entado existe uma tripla

B = (S§,T,U) tal que
*
A(vy = |I] + g{T,8) - £,(8) - £, (T).
Para demonstrar este teorema utilizaremos alguns conceitos que
envolvem passeios; esses conceitos serdo introduzidos na proxima se
cao.

3 - PASSEIOS FUNDAMENTAIS

Sejam dados um grafo G e um subconjunto x de a. Dizemos que
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um passeio P = (vo,ai,vl,...,(%fvh) & x—alternado se para todo i tal

que 1 < 1 <€ n-1, uma das arestas %€ %4 pertence a x, a outra a
* = - . .
x . Observe que se n < 1 entao P & trivialmente alternado.
Seja agora f = (fl’fZ) uma fungdo restricao em G. Dizemos gue

P, alternado e nao degenerado, € (f,x)-interessante se uma das al-

ternativas abaixo_for verificada:

(1) gx(vo) < fl(vo) e © €x

(i1) gx(vo) > fz(vo) e al e x

*

O passeio P interessante & do tipo x se N € x e do tipo x

*
se « € x .
n

Estendemos estas definigSes ao passeio degenerado P = (VO),

dizendo gue P & (f,x})-interessante do tipo x se gx(vo) < fl(vo) e

*
(f,x}-interessante do tipo x se gx(vo) > fz(vo).

LEMA 1 - Se P & um passeio interessante entao P & do tipc x ou do

* ot
tipo x , mas nao de ambos 05 tipos.

Demonstracac: Se n > 0 entdo o tipo de P &€ determinado pela perti-

néncia ou nao de « emx. Sen =0 entdo, por defini
¢ao, ou gx(vo) < fl(vo) < fz(vg) ou gx(vo) > f2(Vb) > fl(vo). Em to

dos os casos P & de precisamente um dos tipos.
|

- - . i *
LEMA 2 - Sen > 0, entao P € do tipo x {tipo x ) se e somente se

*
) & do tipo x (tipo x) e « €X

pr = (VO'ml'vl’ .- .,Cﬂn_l,vn_l n

®
(mn e X ).

e
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Demonstragao: Se P € do tipo x e n > 0 entdo N € x. Se n=l entao
gx (VO) > f‘.’a(vo} pois = € x ; sen > 1 entao “-1 €x
[} - - * ’
pois P € alternado. Em ambos os casos, P' & do tipo x .

Reciprocanente, suponhamos que P' & do tipo x* e = € x. Se
—~ - 9
= > »
n 1 entac gx(vo) fz(vo) ; sen > 1 entdo Uh—l € x . Em ambos os

casos, P & do tipo x.
L |

Dizemos que P, interessante do tipo x, & (£,x)-melhorante se

P for uma trilha e gx(vn) > fl(vn} + 1, com igualdade somente se

* -
Vo # v, Dizemos gue P, interessante do tipo x , e {f,x)-melhorante

se P for uma trilha e gx(vn) < fztvn) -~ 1, com igualdade somentz se
v, # v, - Observe que se P & mellorante ent3o n > 0.
LEMA 3 - Se P & (f,x)-melhorante entao x nao & &timo.

Demons tracdo: Suponhamos ;ue P seja melhorante do tipo x ; desse mo

do, n > 0, « € x e gx(vn) > fl(vn) + 1 com igualda

de socmente se Vi #v_ .

o
Seja X' =x @ an)Mostremos que A(V ; x') < AV ; x).
Sendo P uma trilha alternada, € Obvio que gx(v) = gx'(v) para
todo v em V \'{vo,vn} . Resta mostrar que
i - 1 -
ﬁ({vo,vn} ;o x') < A({vo,vn} ; X)
Suponhamos inicialmente que v, = V- Nesse caso temos que gx(vn) >

> fl(vn) + 2 ; portanto, como P & interessante, ) e x e gx(vn) >

> fz(vn). Assim,

@ x@® aP denota (x yabP) \ {x NakP)
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gx'(v) = gx(v)) -2 = £v) e (1)
ﬂ(vngx) = gx(vn) - fz(vn) > 0 {2)
De (1-2) segue que
A{v :x") = maX{O,gx'(vn) - fz(vn}} < Ay ix)
Suponhameos entac gue Vo # Vg Nesse caso, g{%vh)=:gx(%9 -1 >

> £;(v ) e, obviamente, A(v ;x") < Alv ix). A demonstragac  estara

completa se mostrarmos que &(vo;x'} < &(vo;x).

Se gx(vOJ < fl(vo) entao al € x* ; assim, gx‘(vo} = gx(v0)+l <
< fl(vo) donde se conclui que
&(vo:x') = fl(vo) - gx'(vo) < ﬁ(vO;X).
Analogamente, se gx(vo) > fz(vo} entao © e x, gx'(vo) = gX(Vb)—l e
ﬁ(vo;x')-= gx'(vo) - f2(vo) < ﬁ(vo;x)

De fato, A(V;x') < A(V;x) e portanto x nado & Stimo.

De maneira andloga demonstra-se que se P & melhorante do tipo
* e ~ e P N
X entao X nao e otimo.
"

4 - DEMONSTRACAQ DO TEOREMA DA f-OTIMALIDADE

Suponhamos que x seja um conjunto Otimo. Denotemos por Zx 0
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conjunto de todos os vértices em V que sao términos de trilhos inte

ressantes do tipo x; por Z_* o conjunto de todos Os vértices em V
— - v . * - .

que sao términos de trilhas interessantes do tipo x . E facil wver gue

Zx e Zx* nao sdo necessariamente disjuntos. Denotemos por Z © con-

: *
junto Zx §] Zx -

Denotenos agora por B a tripla (S,T,U) onde
= = * =
S=2Z, %N, ,T=2N2* e U=v\(SUT
Vamos mostrar que
*
a(v) = [I] + g(7,8) - £,(8) - £, (T)

Para tanto, vamos mostrar que B satisfaz as condigoes (A-E) do teo-
rema 2.2, a saber,

(A) gx(v) > fz(v) (¥v € S)

(B) gx{v) < fl(v) (¥v € T)
*
(¢) aG[s] ¢ x
(D) aG[T] ¢ x

(E) 6 (XK) = 1i(K) para cada componente K de G U].
A validade de (A) e (B) segue imediatamente do lema 1 abaixo:

LEMA 1 - As duas propriedades abaixo sao verificadas:
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(i) para tcdo v enm zx*’ gx(v) > fz(v) - 1, com igualdade somen
te se fl(V) = fz(v) e v € U.
{ii) para todo v em Z, . 9xv) < fl(v) + 1, com igualdade somen

te se fl(V) = fz(v) e v € U.

Demonsttagao: (i) Seja v um vértice em Z,* e P uma trilha intereésql

te do tipo %" com término v. Como x & dtimo, entdo
P nao é melhorante e portanto gx(v) > fz(vJ - 1, com igualdade so-
mente se v e a origem de P. Mas se vale a igualdade gx(v) = f2hﬂ - 1
entao também vale gx(v) > fl(v) - 1. Porém, o desvio de x em v, ori
gem de P, & positivo; assim gx{(v) = fl(v) - 1 e portanto fl(v) =
= fz{v). Ademaig, como gx(v) < fl(v), entdao v pertence tamb&m a Zx,
pois (v) & interessente do tipo x. Assim, v € z* n Zx C U.

A demonstracao de (ii) & an&loga e fica a cargo do leitor.
E

A validade de (C) e (D) segue imediatamente do lema 2 abaixo:

LEMA 2 - Seja « uma aresta, u e v seus extremos.

r——

(i} se u € ZX* e « @ x entac ou u ou v pertence a ZX , e v e 7.

*
(ii) se u € 2X e =« € x entao cu u ou v pertence a Zx* ;y 8 ve Lz

Demonstracao: (i) Suponhamos que u € Z * e x € x. Seja P uma trilha

* - N
interessante do tipo x com termino u.

Se (v, «,u) & uma secdo de P entao, pelo lema 3.2, v € Z.* e

u€z, . Se (u,«,v) & uma segao de P entao, pelo mesmo lema, u € Z_*
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e v € Zx . Finalmente, se =« @ dP entao, novamente pelo lema 3,2,
Po(u,«,v) & uma trilha interessante do tipo x e portanto v € Zx .
A demonstragao de (ii) é andloga e fica a cargo do leitor,

Para completar a demonstragao do teorema, resta mostrar (E),

i,e., que § (K) = i(K) para cada componente K de G[U]. Ora, se §(K) =0
e £,(VK) # £,(VK) entdo i(K) = 0 ; se §(K) =0 e £,(VK) = £,(VK) en
tao, pelo lema 2.1, temos gue i(K) = 0. Resta entido verificar a va-

lidade de (E) para as componentes K de G[U] comd (K) > 0. Em vista
do lema 2.1, & suficiente mostrar gue para essas componentes temos
£L(VK) = £,(VK) e &(x) = 1.

Consideremos entdo uma componente X de G[U] tal que §(K) >0 ;

vamos provar due §{K) = 1 e fl(VK) = f2(VK) .

LEMA 3 - vRC z N 7 *
-_— - X b4

Demonstracao: Como 0<§(K) = A(VK) + gx(VK,S) + gx*(VK,T), entac ou

% apresenta desvio em um vértice v € VK, ou
* ~
Ax(VK,5) U Ax (VK,T) # 4. No primeirc caso, v € Z, por definicdo d
*
Z; no segunde, O extremo em VK da aresta de Ax{VK,S) U ix (VK,T) per
tence a Z, pelo lema 2. Nos dois casos, Z encontra VK, Mas, VK € U
e X & conexo, portanto VK C Z M Z * , pelo lema 2 e definicao de U.
[
Dentre as trilhas interessantes com termino em VK, escolha
uma, N = (uo,cxl,ul,...,ocn /), que seja minimal, i.e., que nao seja

segdo de nenhuma outra distinta de N. Pelo lema 3.2, {vo,v O "'vn—l} < V \VK.
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Note que admitimos n = 0, caso em que A(un) > 0; a figura 1 mostra

as situagdes possiveis.

(uo)

gx(uo) < £, (u)

(b}

N = (uo)

gx(uo) > fz(uo)

(c) {d)

Figura 1. (a-b) N & interessante do tipo x ;

- . ) *
(c~d) N e interessante do tipo x

LEMA 4 - Se NoM = (uo,ml,ul,...,mm,um) com m > n e
L==(v0,81,vl,...,82,vi = um) sao trilhas interessantes de
tipos distintos e M é uma trilha em K, entao existe uma trilha M' em

K, de u, au, tal que NoM' & interessante e de tipo diferente & de

NoM ; ademais, aM' ¢ aM yal.
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Demonstragao: Por indugidoc em m.

Para cada s tal que 0 < s < £ seja N, o passeio

NoMO(VE,BE,...,v ; B

s+1

s+1 ¢+ Vg) e L, a trilha (vo,Bl,V ,--.,BS,VS)

{(figura 2).

Figura 2.

Lema 4.1 - Para cada s tal que 0 < S < £, N, e Lg sao ambos passeios

interessantes, e de tipos diferentes,

Demonstragac: Por indugdo em £-s. Se s = £ entdo N, =NoMe L, = L:

nesse caso a tese vale por hipdtese. Suponhamos entao

que s < L, Por hipStese de indugdo, N e L sao ambos passelios

s+1

€ x entao LS

s+1

interessantes e de tipos diferentes. Se 8., 41 € do ti
- * -

po x e portanto Ns+l e tipo X ; nesse caso, pelo lema 3.2, L, € do

*

- * -— -
tipo x e NS é do tipo x. Analogamente, se Bs+l € x entao LS e do

* ~ .
tipo x e Ns do tipo x . Em ambos ©0S casos, LS e NS sao interessantes

e de tipos diferentes,
|
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Seja r o menor inteiro tal que 0 < r < £ e N, & uma trilha,

Lema 4.2 - A trilha (v., 8 17--+18psV,) estd em K. Ademais, se

r+l'vr+

r = 0 entao = v_ .
L) o

Demonstracdo: Como N_ e L sdo trilhas entdao para todo s tal que
<

r<s<f temos que N e L sao trilhas. Pelo lema

4,1, sao trilhas de tipos diferentes. Assim, v reeerVp sao to-

rVr+l
dos vértices (de uma mesma componente) de U. Mas Vo € VK, logo,
(Vr'8r+l'vr+l"“’8£’v£) € uma trilha em K.

Suponhamos ainda que r = 0. Entao N, = NoMoR(L) e L, = (vo)
sao interessantes e de tipos diferentes. Pelo lema 3.1, N0 é nao de

- \ * — -
generada, Seija y a aresta—termino de No' Se vy € X entao NO e do ti-
* — -
{ . 1 >

po x e gx(vo) fl(vo) ; 8¢ Y € x entdo N_ & do tipo x e gx(vo}
> fz{vo). Em ambos ©s casos, No € melhorante, a menos que uo = VO .

Pela otimalidade de x, u. = v_ .
o} ° 'm

Consideremos inicialmente 0 casc em que r = 0 e portanto
u, € VK. Pela minimalidade de N, n = 0 e poritanto uoT V.. Assim, a
assergao vale com M' = L.

Suponhamos entdo gque r > 0. Pela definic¢do de r, existe um in
teiro t tal que 1 < t<m e at = Br . Logo, (ut_l,mt,ut} & igual

a (Vr—l’Br’vr) ou ao seu reverso, A figura 3 exemplifica as duas si

tuagoes.
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(o)

-

pm17 grOy) SVl hBvy) g

LI =3
M (un; ml'l-i-l'un-i-l' Tt t'ut} © (vr’ B]H—]: 'VI.'+l' *t ,8£,V’E) :
() (up_q,=u) = (VB v q)
M= (un' Tkl e 'mt—l'ut—l) @ Ly = (VB sVyrene ’Br’vr) i
Se (u_y,=.,u) = (v __y+8,,v) entdo u = v_ € VK e portanto

t > n, pela minimalidade de N, Nesse caso, a assergac vale com

MY = U S Uy S0 O VL By Vi r e s B V)

Resta considerar o caso em gue {ut_l,ost,ut) (v Br,vr_l}.

Como 1= YV, € VK, entao, pela minimalidade de N,t-l1 > n. Seja M

rf

1
a trilha (U.n, T L S Py 'ut—l) . Aplicando a hipdtese de indu

gac com MJ_ e Lr no lugar de M ¢ L, temos que existe em K uma trilha

ic_:_ aM, UaL,. e N oM. & interessante e do

t
Ml de u, a v, tal que aM 1
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mesmo tipo que L.. Assim, a assercao também vale neste caso, com

Ml = Mio(vr'Blr+l’vr+l““'BE'VE)'
o

LEMA 5 - Para todo vértice v em VK existem em K trilhas Q e Q*, am-

. * — .
bas de un a v, tais que NoQ e NoQ sao interegsantes e

de tipos distintos.

Demonstragao: Seja X o conjunto de vértices de VK para os guais exis

tem pelo menos uma das trilhas Q e Q*. Ora, u € X e
portanto X # &.

Pelo lema 4, existem ambas as trilhas para cada v em X; basta
entdo mostrar que X = VK.

Suponhamos gque X<§ VK, Come X # ¢, entdo A(X,VKNX) € nao va-
zio; seja = uma de suas arestas, u e v seus extremos, respectivamen
te em X @ VKN X, Seja P aquele de Q e Q* tal que NoP o (u,«v) & unm
passeio interessante. Se {u,«,v) & uma secaoc de NoP ou se (v,«u)
& uma secdo de NoP entdo obviamente v.€ X. Se N OP nac passa por «
entiaoc NoP o (u, «,v) é uma trilha. Em ambos os casos, v € X, contra-

dizendo & hipdtese de que v € VK \NX.

a
LEMA &6 - fl(VK) = fz(VK). Ademaisg, A(VK) < 1, com igualdade somente
sen = 0,
Demonstracao: Seja v um vértice em VK. Pelo lema 3 temos

que v & Zx ﬂZX* :+ entao, pelo lema 1, fz(v) -1 <
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< gx(v) < fl (v} + 1 com ambas as desigualdades estritas a menos que

il

fl(v) f2(v) . Se ambas as desigualdades forem estritas, entao

fz(v)

bA

gx{v) ¢ £,(v) < f,(v) e portanto gx{v) = £,(v) = £,(v).
Assim, fl(VK) = f2 (VK) . Ademais, A(v) < 1 pois fl(v) - 1< gx(v) <
< £,(v) + 1.

Suponhamos que A(VK) > 1 : seja v tal que A(v) > 0. Pelo lema
5, existem trilhas Q e Q* em K, ambas de u av, tais que No Q e
N OQ* sao trilhas interessantes do tipo x e x* respecltivamente. Se
gx{v) > fz(v) entaoc NoQ & melhorante, a menos que Vv = u, se
gx{v) < fl (v) entao N oQ* & melhorante, a menos que v = U Como X

& 6timo, temos em ambos os casos que v = u,- Pela minimalidade de N,

vVv=u_en=0. Como essa conclusao vale para todo v em VK tal gue

n
Al{v) > 0, temos que A(VK) = a(un) < 1 com igualdade somente se n =0,
n
* »
LEMA 7 - BSe = € Ax(VK,S) Uix (VK,T) entaon > 0 e « = o:n .

Demonstracao: Seja v o0 extremc de = em VK, u seu outro extremo. Pe-

lo lema 5, existe P em K de u_ a v tal que NoP & uma
trilha e NoP o (v, x,u) & um passeio interessante, do tipo x se u€s,

*® - - . N
do tipo x se u € T. Assim, NoP o (v,=,u) nao &€ uma trilha, pois

u g U. Mas NoP & uma trilha ; por definicao de W, (u,cr,v)=(un_l,mn,un).

[ |
COROLARID 8 -8 (K) =1 e fl(VK) = £, (VK).
Demonstracao: Pelos lemas 6 ¢ 7 temos que £.{VK) = £,{VK) e §{K) < 1.

Porém, por hipdtese, § (X) > 0; assim,8(K) = 1.
B
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Com o corolario 8 concluimos a validade de (E) para a tripla

B. Assim, x & Otimo e

*
(T).
n

a(V) = |T] + g(T,8) - £,(8) - £

5 - CONSEQUENCIAS DO..TEOREMA DA f-OTIMALIDADE

Conforme observamos na seg¢ac 2, com o teorema da f-otimalida-
de caracterizamos completamente os conjuntos f-Otimos e os grafos
f-fatoraveis; essa caracterizagdo havia sido iniciada com os corola

rios 2.4 e 2,3, e agora estamos em condicdes de completa-la:

COROLARIO 1 - (Caracterizacdao de conjuntos f-6timos) Um subconjunto

% de @ & £-Otimc se e somente se

*
avy = 1] + g(T,8) =~ £,(8) - £, (T)
para alguma G-tripla B = (§8,T,U}.
COROLARIO 2 - (Caracterizacao de grafos f-fatoraveis) G & f-fatora-

vel se e somente se
*
|1} + g(T,8) < fZ{S) + fl (T)

para cada tripla B = (5,T,U).
[
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Com base na demonstragaoc do teorema da f-otimalidade podemos
ainda comnstruir um algoritmo eficiente gue nos determina um conjun-—
to Otimo x e uma tripla B que prova essa otimalidade, satisfazendo
a igualdade do coroldrio 1, Observe gue na demonstracao do teorema
da f-otimalidade partimos da hipdtese que nos eram fornecidos, além
de G e f = (fl'fZ)’ um conjunto Otimo x, os cenjuntos ZX e Zx*e, pa
ra cada vértice em ZX(ZX*), uma trilha interessante P{v) (P*(V)) do
tipo x (tipo x*) com término v. Construimos entac, a partir de
7 =27_ U ZX* , & tripla B = (5,T,U) dada por

b4

= * —_ '_ .
S z.Nz, , T AN A (1)

e provamos que B, assim definida, satisfaz as condigoes (A~E)} do teo
rema 2,2, ou seja,

AV) = |T] + g(T,8) - £,(8) - £ (D).

1

Podemos porém, obter um conjunto f-~-6timo, com base na demons-
tragao do teorema da f-otimalidade, a partir de um subconjunto qual
quer x de & (eventualmente x = @) e de uma guadrupla x-ideal: dize-

- * LI . *
mos que uma guadrupla I = (Y,Y ,P,P ) & x~ideal se ¥ g_zx , Y © Z.*%,

— %
* — - - z * 1 .
P e P sao fungoes com dominio ¥ e ¥ respectivamente, e tals que
* * - . »
para cada v em Y, P{v) (vemY , P {v)) & uma trilha interessante do

*
tipo x (tipe x ) com término v. Podemos entdo definir a tripla

B(I} = (8,T,U) onde

* *
S =Y \Y , T =Y\Y
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e verificar se B(I) satisfaz as condic¢oes (A-E) do teorema 2.2. Se
todas forem verdadeiras entdo x & Otimo: caso contrario, a demons —
tragao do teorema da f-otimalidade nos mostra como aumentar]Y}+|Y*|
ou como diminuir o desvio de x.

Mais precisamente, podemos ordenar quadruplas x-ideais {com x
fixo) pela relacao (Y,Y*,P,P*) Z (Yl,Yl*,Pl,Pl*) se e somente se
YC Yy, v < Yl* com pelo menos uma das inclusoes prbpria. Com ba
se na demonstracao do teorema da f-otimalidade, pode~se descrever um
algoritmo, gque chamaremos otimalidade, e gue tem 0s seguintes para-
metros:

e © grafo G

a fungio restrigdo f

s um subconjunto x (eventualmente vazio) de a
e uma guidrupla ideal I = (Y,Y*,P,P*)
(eventualmente I = (¢,¢,¢,¢)).GD
A cada execucgao de otimalidade (G,f,x,I), um dos 3 casos ne-
cessariamente ocorre:
e casc 1: B(I) satisfaz as condi¢des (A-E) do teorema 2.2.

e caso 2: um subconjunto x, de a4 & obtido, com

1

AlV ; xl] < AV ; x)

e Caso 3: uma nova quadrupla x-ideal I & obtida com I <Iy

£ entio imediato o algoritmo gue determina x Otimo, dados G e

@ Estamos denotando fungdes com dominio vazio por d.
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Procedimento xdtimo (G,f)

Inicio

X« g ;

Repita
I« g,6,8,8 ;
Repita

caso, x,I +otimalidade (G,f,x,I)

até que caso ¥ 3

até que caso = 1;

devolva x

Para obter o algoritmo otimalidade, basta observar que as de-
monstragoes dos lemas 4.1 -4.7 s3o construtivas, isto &, contém infor
magac suficiente para a codificagdo de algoritmos que verificam a
validade do enunciado ou obtém uma trilha melhorante ou uma nova qui
drupla ideal. Deixamos a cargo do leitor a descrigao desses algorit
mos em linguagem mais ortodoxa.

0 algoritmo otimalidade assim obtido & certamente polinomial;
de fato, com uma estrutura de dados adeguada &€ possivel implementar
otimalidade de tal forma que a execugdao requeira nao mais do que
c(fal + 1) (]V] + 1) operagdes elementares, onde ¢ & uma constante
que ndo depende dos pardmetros. Assim, em vista da proposigcao a se
guir demonstrada, x6timo também & polinomial, nunca exigindo mais
do que d(la] + 1)2 (|v] + 1)2 operacdes elementares, onde d & uma

constante que nao depende nem de G nem de £.

oy

-4t
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PROPOSICAD 3 - O procedimentc x6timo executa o algoritmo otimalida-

de no maximo (2 {a| + 1) (2|V| + 1) vezes.

Demonstracgao: Para cada subconjunto X de 4, o maior nimero de cha-

madas consecutivas de otimalidade que fornecem © caso
3 & limitado por 2|V|, pois a cada chamada de otimalidade (G,f,x,I)
em que © caso 3 ocorre, € obtida uma nova guadrupla x-ideal I, com

* * * *
I < I, ;: assim, denotando I = (¥,Y ,P,P ) e Il = {Yl,Yl ’Pl'Pl ) te

1
*
mos gque |Y| + |Y*| < Jy;| + ¥, [ ¢ 2]v]. Logo, a cada 2|V| chama-
das de otimalidade no pior caso, obtém-se uma ocorréncia do caso 2
ou do caso 1.

Por outro lado, denotando por V; o conjunto'ﬁ/e‘v,/g(v)<ii(v)}

e por V, © conjunto {v e Vv / £4(v) < 0} temos que

Avix) > [E (V) - g(v)] - £5(V,) (vx C a)
Ademais,

A(Vig) < fl(Vl) - £,(vy) + g{v \(Vl UVé))
Logo,

A(V;g) - A(Vix) < g(v) = 2]a| (¥x<€ a)

A cada chamada de otimalidade em que 0 caso 2 ocorre, o desvio do

subconjunto de & obtido € estritamente menor do que o desvio do con

UNICAMP
BIBLIOTECA C(EHTRAL
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junto fornecido. Assim, no méximo 2|a| ocorréncias do caso 2 aconte
cem.
Denctando entao por # 1 (i = 1,2,3) 0 niimero de chamadas de

atimalidade que fornecem o casc i, temos:

#1=1
#2 < 2 la
# 3 < (2]v]) # 2+ (2|v]) ¥ 1 < 4]al]V] + 2|V|

De fato, xO0timo executa o algoritmec otimalidade no maximo 2ja| +

+ 2|v] + 4]al|]v| + 1 vezes.
||

Seja x um conjunto f-Otimo, ou seja, A(V;x) = ﬂm . & 8ovio que

1
ra de V em um fz—emparelhamento em G. Porém, se ﬂm > 0 entao x pode

se A = 0 entdo x &€ um f-fator em G, sendo portanto uma f,-cobertu-

ndo ser uma f,-cobertura nem um f2~emparelhamento (figura 1.b onde

1
ﬂm =2 = A(V;x}).
{3,3)
M
Q\
(3,4) > '\\\\\
I\ | |i
(l,l) QAO (1’2)
{a) (b) (d)
Figura 1. (a) um grafo G onde f = (fl,fz) esta indicada por um par

ordenado em cada vértice; (b) um conjunto x &timo quenao
& uma fl-cobertura de V, nem um fz—emparelhamento em G ;

c) uma fl—cobertura Otima ; (d) um f,-emparelhamento oti

mo.
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No entanto, a demonstragao do lema 3.3 nos garante que se iniciali-
zarmos o procedimente xdOtimo com uma fl-cobertura (fz—emparelhamen-

to) entaoc obteremos um conjunto 6timo gue & uma f.-cobertura (f,-em

1

parelhamento), se e somente se £, <9 (£, > 0) (figura 1).

6 - UMA GENFRALIZACAOQ NP-COMPLETA

Vamos generalizar o problema da determinagaoc de um f-fator co
locando pesos nas arestas do grafo. Mais precisamente, dado um gra-
fo G e uma funcao restrigao f = (fl’f2)' seja k: a ~ Z uma  fungdo

ponderacac que a cada aresta « em a4 associa um inteiro ndo negativo

k(= chamado peso de «, Dizemos que G & (f,k)-fatoravel quando exis

te um subconjunto x de a tal que

fl(v) < Z k(x)gx(v) < fz(v} (Yv e V)
T oeex

nesse caso, x & um (f,k)-fator em G,

0 problema de determinar se um grafo G & ou nao (f,k)-fatora-
vel & NP-completo conforme mostraremos a seguir.

0 conceito de algoritmo polinomial (em tempo) e as definigdes
de classes P, NP e de problemas NP-completos s3ao bem conhecidos e
podem ser encontrados em [1] ou [ 4] ou [14:[.

Convém lembrar que problemas NP-completos, "os mais dificeis™

na classe NP, incluem problemas cléssicos como o problema da mochi
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la, o da programagadc linear inteira,eo d caixeiro viajante, para os
guais nao se conhecem até hoje algoritmos polinomiais. Mais ainda, a
existéncia de um algoritmo polinomial para qualguer problema NP-com
pleto implica na existéncia de algoritmos polinomiais para todos os

problemas em NP (inclusive os NP-completos).

TEOREMA 1 - O problema de decidir se um grafo G & ou ndo (f,k)-fatc

ravel & NP-completo.

Demonstragao: O problema certamente pertence a NP: dado um subcon —

junto x de a,para verificar se x & ou nao um(f, k)~ fator bas
ta calcular )} k{=)gx{(v) e verificar se este niimero se encontra en

x2x
tre £, (v) e fz(v}, para cada v € V, Assim, a verificacdo de uma so-

1
lugao pode ser feita por meio de um algoritmo polinomial, ou seja,
O problema estd em NP.

Stephen Cook, em 1971 [17], mostrou que o problema da satisfa
tibilidade & NP-completo; vamos entdo reduzi-lo polinomialmente ao
nosso problema. Para tanto considere uma formula booleana C do cal-
culo proposicional em forma normal conjuntiva, envolvendo variaveis

do conjunto U ='{ul,u2,...,um}. Isto &, denotando os operadores 16-

gicos por - (negagao), v {ou) ,A (e), temos

= FaN

C=CiNCy AL A Cy (N > 1) onde

C; =45y V4, \f...\/ﬂini (i < i <N, n; >1) onde
i3 = u_ ou Kij = u para algum u_ em U
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A partir de C, vamos definir um grafo G, uma funcdo restricdo

£=(£,,f;) e uma fungdo ponderagdo k. O grafo G & simples e tem bi

particao X,Y onde

X = {vl;V2’¢--;vmpcl;CZ;---pCN}

Y ='{ul,uz,...,um,ﬁl,ﬁz,...,ﬁm}

e tal que
Adj(vi) = {ui,ui} (1 <i<m
Adj(C;) = {Eij /1 <3<nl} (1<1i<N

A fungdo restrigcac £ & definida por:

flvy) = (N,N) (1 < i < m)
£(c;) = {1,n;) (1 <i<N
f{w) = (0,N) (vw € Y)

A funcdo ponderagao k & dada por

N , se « incide em {vl,...,vm}
k(=) =

1, c.c.

Exemplo: Considere U ='{ul,u2,u3,u4} e seja

C = (ulw*u3)f\(uz)/\(ul»ful\fu3).
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Assim, N = 3, m = 4,

Cl = (u1\’u3;; n, = 2 ; Ell = uy j 212 = Uy
Cop=fuy) s ny =15 &, =u,;
C3 = (\yVuVuy) ¢ nqy =35 Ly =u 5 £y = uy 5 8y = uy;

O grafo G e as fungoes f e k estao indicados na figura 1.

(3,3) (3,3) (3,3) (3,3) (1,2) (1,1) (1,3)
“y
1 X
1 1
hc! u,
(0,3) (0,3) 0, 3) (0, 3) (0,3) ©,3) (0,3)
Figura 1. O grafo G definido a partir de Ue C ; a fungdo restri-
cdo f = (fl'fz) estd indicada em cada vértice e a fungao

ponderagao k em cada aresta.

E ficil ver que dados U e C & possivel obter G,f e kX em tempo
polinomial,

Resta mostrar que C & satisfazivel se e somente se G & (f,k)~
-fatoravel, i.e., existe uwma interpretacao I das variaveis em U, que
lhes atribui o valor verdadeiro ou falso, e gue faz com que C tenha

o valor verdadeiro se e somente se G admite um (f,k)-fator.



Suponha que C € satisfazivel, seja I uma interpretacdc que faz

com que C tenha o valor verdadeiro., Seja

W ='{ui ey / I(ui) = verdadeiro}lj{ﬁi ey / I(ui) = falso}

e F = YN\W,

Seja entdo x € a definido por:

{1

Adjx(vi) =F n{ui,ui} (1 =1,2,...,m)
Adjx(C;) =W ﬂ{ﬁij /1 <3< ni} (i =1,2,...,N)
£ facil ver que x € um (£f,k)-fator em G:
gx(vi) =N (i =1,2,...,m), pois vi1é x-adjacente a pre

(2)

(3)

(4)

cisamente um dos vértices u, e u, , a saber, aquele que

pertence a F; ademais, a aresta correspondente tem peso

N.

1 E gX(Cl) E ni {l = lrzr---rN): pDiS Adjx(Cl) é

HEAS

precisamente o conjunto'{flij /1< j<n e I(Eij) = ver
dadeiro}. Note gue esse conjunto € naoc vazio pois Ci as-
sume o valor verdadeiro segundo a interpretagao I; assim
gx(Ci) > 1. Por outro lado, todas as arestas incidentes
em Ci tem peso 1 e entao gx(ci) <n, .

0 < gx{w) < N (vw € W) pois se w € W entac

Adjx(w) = {C, {1 < i <N) /w-= ﬁij para algum j,lgjgni}
gx(w) =N (¥w € F) pois se w € F entdac w = u, ouw ={%

para algum i, 1 < i < m, Adjx(w) ='{vi}, e a aresta em x

que liga v. aw tem peso N.
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Reciprocamente, se x & um (f,k)~fator em G, entdo C & satisfa

zivel fazendo

verdadeiro, se Gi for x~adjacente a v,
I{ui) =
falso ; Se u; for x-adjacente a vy
para i = 1,2,...,m.
De fato,
(1} obviamente I & uma interpretacdoc sobre U pois como

(2)

f(vi) = (N,N) e as arestas incidentes em vy tem peso N, en
t3o precisamente um de u, e Gi & x-adjacente a Vi' para
i=1L2,...,m,

cada Ci Pl < i N, assume o valor verdadeiro segundo I.

LA

De fato, f(Ci) (l,ni) e portanto Ci & x-adjacente a pe-

lo menos um vértice, digamos w;em'{uj,ﬁj} ; por sua vez,
w ndo pode ser x-adjacente a vy pois f(uj) ==f(ﬁy = (0,N)} e
as arestas com um extremo em Vj tem pesc N. Assim, I{w) =
= verdadelrc e . portanto ci assume o valor verdadeiro

segundo I.

Em suma, € trivial verificar se um subconjunto x de a & ounao

um (f,k)-fator; ademais, se existir um algoritmo polinomial para de

terminar se G & ou nao (f,k)-fatoravel entao teremos, mediante a re

ducac acima, um algoritmo polinomial para determinar se uma fOrmula

& ou nao satisfazivel. Assim, essa generalizagao de f-~fator & um pro

blema NP-completo,

_____Cb_..___



CAPTTULO IV
APLICACOES

1 - INTRODUGAOQ

Neste capitulo vamos mencionar algumas aplicagbes do Corola-
rio ITI.5.2 , apresentando alguns resultados bem conhecidos como sim
ples conseqiliéncias do mesmo.

pPara dar maior uniformidade ao capitulo, apresentaremos inici

almente uma formulagdo eguivalente ao Corolario III,.5.2:

TEOREMA 1 - Seja £ = (f;,f,) uma fungao restrigao em G. O grafo G @

f-fatoravel se e somente se
lT1(£,B)| + £,(T) = £5(8) + g(T,V\S)

para cada G-tripla B = (S5,7,U)
[ ]

As condigoes do Corolario III.5.2 e do teorema 1 sac equiva-

lentes; a demonstracao & imediata ficando a cargo do leitor.
2 - f.FATORES EM GRAFOS BIPARTICIONAVEIS E EM DIGRAFOS

0O teorema 1.1 apresenta uma condigao necessaria e suficiente
para um grafo G ser f-fatordvel; quando G & biparticionavel, a condi

¢ao pode ser simplificada.

.58.
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TEOREMA 1 - Um grafo G biparticionavel & f-fatoravel se e somente se
fl(T) < fz(S) + g(T,V\8)

para todo par S,T de subconjuntos disjuntos de V.

Demonstragac: A necessidade da condigac é imediata, pelo teorema 1.1,

Basta portanto demonstrar que a desigualdade enunciada
implica na desigualdade do teorema 1.1 guando G & biparticionavel.

Para tanto, suponha que
fl(T') < fz(s') + g(T',V\8") (L)

para todo par S',T' de subconjuntos disjuntos de V. Seja B = (5,T,U0)

uma G-tripla, vamos demonstrar que
|I(f,B)|+fl(T) < £,(8) + g(T,V\S) (2)

por indug¢do em |71(f,B)|
Se T(f,B) = ¢, (2) seque imediatamente de. (1}. Suponha entao

que 1(f,B) # d e adote como hipdtese de indugéo gue
|I(f,B')]+fl(T'] < £,(8") + g(T',VN\S")

para toda G-tripla B' = (S',T',U') com |[I(£,B"| < |I(£,B)].
Seja X,Y¥ uma biparticao de G e K uma componente em I (f,B); se
jam M e N tais que
{M,N} = {X VK , YNVK} e

£,(M) - g(T,M) < £(N) ~ g(T,N) (3)
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Seja S' = SUM, T' = TUN, U' = UNVK e B!' a G-tripla (8',T',U").

F facil ver que

|T(£,B)] = |T(£,B")| + 1 {4)

=)

fl(T) = fl(T') - fl{N)

(3)
Pela hipdtese de indugdo,
]I(f,B')|+f1(T') S E,(8T) 4 g(T', VNS (6)
De (4-6) vem que
[ T(E,B) [+£,(T) < £5(8") + g(T*,V\S') - £00) +1 (7)
Ademais,
fz(S') = f2(S) + f2(M) (8)
g(T',v\8'}) = g(T,Vv\S) - g(T,M) + g(T,N) (2)

De (7-9) vem que

TER | + £ <66 +g@uNs) + |5,00 - arp [0 - S| +1 (20)

Por outro lado, como K € I (f,B) temos

fZ(M) = fl(M) e {(11)

£,00) + fl(N) + g{(T,M) + g(T,N)

I

1 (mod 2) (12)

De (3), (11) e (12) temos
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Assim, de (10) e (13) segue que
| T(£,B)| + £,(T) < £,(8) + g(T,V\8)

ou seja, B = (5,7,U) satisfaz a desigualdade (2)}.

De fato, pelo teorema 1.1, G & f-fatoravel.
[ |

£ um exercicio padrdo demonstrar a condigdo seguinte, a par-

tir do teorema l:

CORGLARIO 2 - Um grafo G com bipartigdo X,Y & f-fatordvel se e somen

te se
(4] £,(T) < £5,(8) + g{T,¥\8) (VT € X) (¥S C Y)
c
(L4 £,(T) < £,(8) + g(T,X\8) (VT € Y) (V8 C X)

Considere agora um digrafo D. Uma fungdo restricao £f em D @&

um par ordenado (f',f7) de funcoes £Y,£7: VD > Z x 7 tais que
+ + + -~ _ - - + + - -
£o= (£, f,) e £ (£, , £5,) com £ <£,° e £ < £, .

Dizemos que D & f~fatorivel se existir um subconjunto x de g

tal que

nesse caso dizemos gue x € um f-fator em D.
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TEOREMA 3 - D & f-fatoravel se e somente se

(<) £,7(1) < £,7(8) + ¢'D(T,V\S) e

(44) fl"(T) f2+(S) + g D(T,V\8)

1A

para todo par 5,T de subconjuntos (nao necessariamente disjuntos) de

VD.

Demonstracgdo: A partir do digrafo D, vamos construir um grafo G com

. PV S + - .
biparticdo V', V e |V'| = |v | = |vD| da seguinte ma
neira:
2o — + +
(a} a cada vartice v em VD corresponde um vértice, v , em V e um
vértice, v , em V

+ -~
(b) aG = aD de tal forma gque, se em D, e ¢ =1 e e « =v, entdo

em G, e = {u; v }.

vamos agora definir uma fungao restrigdo h em G por
+ + - -
h(v') = £ {(v) e hiv) =f£f (v} (¥vevD)

E imediato que um subconjunto x de aD & um f-fator em D se e
somente se x & um h-fator em G. Pelo Corolirioc 2 temos gque G & h=fa-

toravel se e somente se

(£} £ T ()

1 £,7(S) + gG(T,V \S) (vr c v (vs € V) e

2

§ A

(A4} fl_{T) f2+(s) + gG{T,V+\\S) (YT C V) (¥S C vh

| XA

donde segue a condig¢ao enunciada.
a
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3 - f.SOLUBILIDADE

Dado um grafo G e uma fungao restrigao £ = (fl,f2), dizemos

que G & f-sollivel se existir uma fungao peso p: a4 » N tal gque

£,0v) < 1 p(=)ge(v) < £,(v)
«gaq

- —~ )
para tode v em V; nesse caso, p € uma f-solucao de G.G

Observe que Se a imagem de p for um subconjunto de {0,1} en-
tao o conjunto {« / p(«¢) = 1} & um f-fator em G. Por outro lado, se

fl = f2 = 1 entao G & f-so0llvel se e somente se G & l-fatoravel.

TEOREMA 1 - Seja £ = (fl,f2) una fingdo restricao em G, com fl > 0. O grafoG é

f~g0]lQvel se e Somente se
[1(£,B)| + £,(T) < £,(8)

para cada G-tripla B = (5, V_(G-5}, U).

o

Demonstracgdo: Vamos construir um novo grafo G', a partir de G, tal

que:

fal VG' = VG e
(b) gG'(u,v) =mgG{u,v) para todo par u,v de vértices, onde
m = |v| + £,(0).
Assim, G' & obtido substituindo-se cada aresta de G por m "cd
pias" dela. E fdcil ver que G & f-sollivel se e somente se G' & f-fa-

toravel,

+
@ Tutts [19] define f-solubilidade para G sem lagos e f@ V> N .
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Pelo teorema 1.1, G' @ f-fatoravel se e somente se
|[T(c";£,B) | + £,(T) < £5(8) + gG'(T,V\5) {1

para cada G-tripla B = (S8,T,U0).
A condicdo (1) € valida para todas as triplas tais que

gG'{T,V\S8) # 0 pois
[T(6':£,B) | + £,(T) < [V] + £,(V} < gG'(T,V\8).

Por outro lado, comoe SNT = ¢, gG'(T,Vv\S8) = 0 se e somente

se T E'Vﬁ{G_S)= nesse caso, [I K?;f,BH = {I&;;f,B)

Assim, G & f-sollivel se e somente se
| T(E,B) | + £,(T) g £,(8) (2)

para cada G-tripla B = (5,T,U) com T & V¢(G~S).

Suponhamos agora que B = (8,T7,U} seja uma tripla com
T C V¢(G—S); consideremos entao a tripla B' = (S,T',U') com T' =‘ﬂjk%8)
e U' = U‘\V¢(G—S}. E claro gue
|1¢£,8)| = [1(£,80) ] + [x] e [%] ¢ £,(0)
onde X & o conjunto dos vértices v em Urﬁv¢(G—S) com £,(v) = £,(v} = 1

{(mod 2}. Assim,
|1(£,B)] + fl(fr) < JI{E,BY) | + £,(T")

donde se conclui gque (2) vale para toda tripla B = (S5,T,U) com

T C (G~S) se e somente se {2) vale para toda tripla B = (8,7,U) com

Vg
Vg
B = (5,T,U), com T==V5K}S}.

T {G-8) . De fato, G & f-soliivel se e somente se (2) vale para cada G-tripla

1
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TEOREMA 2 - Seja f uma fungdo restricio, com f] > 0. Um grafo G bi

particionavel &€ f-sollivel se e somente se

£) (V4(G=8)) < £,(8) (VS € V)

Demonstracao: Seja G' o grafo construido a partir de G tal que

{a) VG' = VG e
(b) gG' (u,v) = m gG{u,v) para todo par u,v de vértices, onde
m = £,(V).

Temos que G e f-sollvel se e somente se G' & f-fatoravel. Pe-~

lo tecrema 2.1, G' & f-fatoravel se e sOmente se
fl(T} < fz(S) + gG' (T,V\S) (1)

para todo par §,T de subconjunteos disjuntos de VG,
De maneira analoga a demonstracace do tecrema 1, prova-se que
(1) equivale a

£1(V4lG-8)) < £,(8) (¥s C V) i

COROLARIO 3 - Seja f uma fungdo restrigao, com £, 2 0. um grafo G

com biparticdo X,Y & f-solilvel se e somente se

{£) fl(xnvﬁ(G—S)) < £,(8) (VS C Y)
e
[44) £,(Y nvdte—sn < £,(8) (¥s € X)
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Considere agora um digrafo D e uma funcao restrigao f em D.

Dizemos que D & f-sollvel se existir uma funcao peso p: aD + N tal

que

£ s I op < ETmes,Twm e I P < £,

e «=V e «=v

para todo v em VD; nesse caso, p € uma f-solugao de D

TEOREMA 4 - Seja f uma fungdo restrigdo, com f; > 0. Um digrafo D é

f-soliivel se e somente se

. + ., +
{£) £, (Vg (D)) 2 £, (8)
e
.. - - +
(ed) €7 (Vg (D)) < £,7(8)

para todo subconjunto S de VD.

Demonstracao: Seja D' o digrafo construido a partir de D tal que

(a] vD' = VD e

(b) g+D'(u,v) m g+D(u,v)

para todd par u,v de vértices, onde

m = mak{f2+(VD), £. (VD) }.

2
Temos que D & f-solUvel se e somente se D' & f-fatoravel. De
maneira andloga 4 demonstracao do teorema 1 (ou 2), prova-se due a

condicdo enunciada para D equivale & do teorema 2.3 para D'.
|
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PARA f-FATORAGAO E f-SOLUBILIDADE

GRAFO f-FATORAGAD f-SOLUBILIDADE (£, >0)
_
TECREMA 1.1 TEOREMA 3.1
G |Z1(£,B)] + £.{T) < £,(8) + g(T,v\8) | |T1(£,B)] + £, (V (G-8)) < £_(S)
qualquer 1 -2 | | 1'g - 72
¥ B = {(5,T7,0 ¥YB = (S,Va(G—S),U)
: TEOREMA 2.1 TECREMA 3.2
cionavel '
(¥s,Tc V) (S,T disjuntos) (¥Scv)
COROLARIO 2.2 COROLARIO 3.3
G (VT C X)
com | (4} £ (T)<E,(8) + g(T,Y\S) (i) fl(xnvg(c—:?,)) < £,(8) (¥8¢Y)
biparticao (¥SC Y)
X,Y e - e
(WT C ¥}
(44} £, Mz, (8) + g(T,X\S) (L4} £ (W (G-8)) < £,(8) (¥Sc X
(VS C X
TECREMA 2.3 TEOREMA 3.4
. + - + . b+ -
D (£) £.( < £, (S) + g (T,V\S) (L} £, (Vg (D)) < £, (8)
orientado 1 2 18 -2
e e
. - + - cy e == +
[£4.] £, (M < £,7(8) + g (T,V\8) (4] £, (Vg D) < £, (S)
(¥S,T C V) (S,T nao necessariamen (W5 < V)
te disjuntos
]
4 - FLUX0O MAXIMO NUM DIGRAFO
Seja D um digrafe com dois vértices, ot e o , distintos, cha-

mados respectivamente de origem e destino; os demais vértices de VD

= - . . - : + -
sdo chamados vértices intermediarios e denotamos VD N{o ,o } por ID.
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Seja uma fun¢ao c¢: abD -~ N; ¢ & chamada funcdo capacidade.

pada uma fungdo ¥Y: aD + N, define-se

Y o= TP () P (v = P (=) e

+
e =Yy e ==V

v vy =Y T - P T (¥ € VD).
o

Dizemos que ¥ & um fluxc em D se e somente se

o<¥ ¢

P (v) =0 (¥v € ID) e
O

Note que para toda fungdo Y: aD > N temos f (VD) = 0. Assim,
o
se ¥ for um fluxo, entdo

YY) =F T -9 T =Y Tom Y Tap =¥ o).

+). Um

0 valor de um fluxo Y & definido por val ¥ =¥ " (o
fluxo ¥ & miximo se val f > val ? para todo fluxo ¥ em D.

Um corte separador em D & um corte X (S) tal gue ot es e

-

6~ & VDNS. A capacidade de »(S) & definida por c{1V(S)) e denotada

por c¢(S). Dizemos que A(S) & minimo se c(S} < c{8') para todo corte
separador A (S') em D.

Em 1927, Menger [10] apresentou varios resultados envolvendo
fluxos maximos e cortes minimos em digrafos com fungao capacidade

constante igual a 1. Em 1956, Ford e Fulkerson [}2] relacionaram fly
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x08 maximos e cortes minimos apresentando um teorema gue ficou conhe
cido como "Max-flow Min-cut theorem" e em 1957 [13] apresentaram uma
prova construtiva para esse teorema. A partir de entac surgiram ingl
meras provas para o referido teorema; vamos agora apresentd-lc  como

consequéncia do teorema 3.4:

TEOREMA T - Seja ¥ wum fluxo num digrafo D e A(S) um corte separador

em . Entdo

val ? < c(8)

com igualdade se e somente se ¥ & maximo e A(S) & minimo.

Demonstracao: Sendo f um fluxo e A(S) um corte separador em D, te-

mos
val¥ =¥ Toh) = ~|’O(s) =Y s,y -9 (7 (s, VD) (1)
Mas,
¥ ofs,v) -Y 0T,y =P 0%E) - P aTe) (2)

Por outro lado, sendo o < ¥ < ¢, de (1-2) segue que
val P < c(x(8)) = c(s) (3)

Provamos que a desigualdade {(3) @ valida para cada fluxo f e
para cada corte separador A{(S) em D; assim, & imediato gue, se valer
a igualdade em (3) entdo Y & miximo e A(S) & minimo.

Resta agora mostrar que (3) é verificada com igualdade para

cada fluxo maximo Y e para cada corte separador minimo A(S). Para
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tanto, & suficiente mostrar a existéncia de um fluxo ‘P e de um cor
te separador A(S) em D tal que val ¥ = c(s).

A fim de mostrar a existéncia de um par ?, A(8), tal que
val f’: ¢(S), vamos transformar o problema da determinagéo de um flu
x0 maximo e de um corte separador minimo em D, num problema de solu
bilidade. Para tanto, construiremos um digrafo D', e, para cada nﬁmg

ro natural k, definiremos uma fungdo restricdo £ em D', de tal forma

que:

(a) se D' & f-solfvel entdo existe um fluxo ¥ em D tal que val ¥=xk.

(b) se k < c(S) para todo corte separador A(S) em D entao D' & f-so-

luvel,

Desse modo, se c¢(8') for a capacidade de um corte separador

minimo em D, fazendo k = c¢(S5'), garantimos a existéncia de um fluxo
?I em D tal que val‘F' = c(S'), o que completa a demonstracao do teo
rema,

vamos entao construir o referido digrafo D', da seguinte ma-
neira:

- + .
[a) cada aresta « em aD e subdividida em duas, « e « , por meio de

- + - + - - + +

um novo vertice g , tal que e * = e * , e « =g _T e < e
e”&+ = e « (figura 1,) O conjunto de todos os vértices d. sera
denotado por Q: assim VD' = VD UQ.

D: D':

Qv ' v

. AN cx+

Figura 1. « d.
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(b) a cada vértice em VD' & adiciocnado um lago.
Seja agora k um nimerc natural. Vamos definir a funcgao restri

cdo £ = (£',f7) em D' por:

) = £ (@) = (c(®, c(=)) (¥ @ ap)
£ (0" = £7(07) = (k,k)
£ =77 = 0,0
W) = £(v) = (k,k) (Wv € ID)

£ 8bvio que se D' & f-solivel entdo existe um fluxo ¥ em D

tal que val ¥ = k. Suponhamos entdo que

k < c(S}

para todo corte separador A{S) em D; mostremos que D' & f-soluvel.
Seja Z um subconjunto de VD'. Para possibilitar a aplicagao

do teorema 3.4, mostremos que:
. + +
(1) fl (VZ (D')) < f2 (Z) a

[ii) £, (v, (D)) < £, (2)

Mostremos inicialmente a condigdo (i).
Como cada vértice em VD' possui um lag¢e nele incidente, temos

que Vz+(D‘) C Z. Assin,

o, _
£, vy (b')) = £

+

+ +
1 (2y - £, (2\V, (B')) (4)

Por outro lado, pela definicdo de £,

£.7(z) = £,7(2) + x| 7} nz| - x|{o7} N7 (5)
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‘De (4=5) conclui-se que (se o" # 2) ou (se 0 € 2) entao (i) & tri-

vialmente valida.
Suponhamos entao que o+ €7 e o & Z; nesse caso, A{(Z NVD) e

um corte separador em D. Assim, por hipbtese,
k < c(zNVD) (6)

Ademais, de (4-5) temos

+,ot iy e~ et +,
(VZ (D")) = f2 (Z) + k fl (Z\\VZ (D')).

Assim, basta mostrar que
+ +,
fl (Z‘\VZ (D)) > k (7)

X . + -
Se existe um vértice v € Z*\Vz (D') tal que v € VD, entac (7)
. . - , +
€ trivialmente valida pois fl (v) = k.
~ + - .
Suponhamos entao que Z‘\VZ (D') & um subconjunto de Q. Nesse

caso,
fl+(Z\VZ+(D')) > ¢(Z N VD) (8)

De {(6) & (B) temos (7).
Concluimos entac que a condicao (i) & valida para todoe subcon

junto Z de VD'. A verificagao da condigac (ii) e analoga: observando

-se que VZ—(Dl) C Z temos
£, oY) = £,7(@ +kllinz] -k nz] -
17 -2 T :
- £7(ZADAY, (D)) = £7(2noN\Y, (D) (9)

De (9) temos que (se o € 2) ou {se o+ e Z) ou (se erVD\\vZ_(D')# &)




entdo a condigaoc (ii) & trivialmente valida,
Suponhamos entdoc que o € 7, o" g 7 e Z‘\VZ"(D') € Q; assim,

A{VD\Z) & um corte separador em D e

£, (Z\V, (D')) > c(VD\Z) > k

Z

O que completa a verificacgdo da validade de (ii).

De fato, pelo teorema 3.4, D' & f-sollvel.
B

5 - ARESTA CROMATICIDADE DE GRAFOS BIPARTICIONAVEIS

Uma k-aresta-cocloracac (k > 0) de um grafo ¢ & wma fungdo

c: a > {1,2,...,k} tal gue para arestas =« e 8 adjacentes, c(=2 # c(8).

Un grafo & k-aresta-colorlvel se admite uma k-aresta-coloragdo.

E 6bvio que se um grafo G possui lagos entao G nao & k-aresta
-coloravel para nenmm k > 0. Desse modo, até o final dessa segdo, va
mos considerar apenas grafos sem lagos.

Observe que © grafo vazio & 0-aresta-coloravel; note tambeém
que todo grafo G & |a|-aresta-coloridvel e que se G & k-aresta-colora
vel entdo & k'~aresta-coloradvel para todo k' > k. Podemos assim defi

nir o nlmero aresta-cromatico de G, x'{(G), como sendo © menor k tal

que G & k-aresta-colordvel; dizemos entao gue G & y' (G)-aresta-croma

tico.

E imediato que G & k-aresta-colordvel se e somehte se existe
uma particao de & em k blocos, cada um dos quais um emparelha
mento em G. Por outro lado, seja M(G) = max{g(v)/v € V}. Como as ares

tas incidentes num mesmo vértice sio todas adjacentes, & Obvio gque
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x'(G) > M(G); para verificar que a desigualdade pode ser estrita, bas
ta considerar um tri@ngulo. Provaremos porém, que se G for biparticio
navel entdo y'(G) = M(G).

No caso geral, caracterizar os grafos G tais que y'{G) = M(G)
deve ser fifficil pois, ¢ tecrema das quatro cores € logicamente equivalente a

3-aresta-colorabilidade de grafos 3-requlares, 2-coneos, planares [2] ou [7].
TEOREMA 1 - Seja G um grafo com bipartigdo X,Y e Q o conjunto &os vér
tices em V com grau maximo M(G) > 0. Nessas condigOes exis

te um emparelhamento t em G que cobre Q.

Demonstragao: Vamos definir uma fungao restricao f = {fl,fz) em G

11

tal que f 1l e

2

l , se v €¢Q
fl(v) = B
0 , caso contrario
Se mostrarmos gque G possui um f-fator t, entao t & um empare-

lthamento em G gue cobre Q. Para tanto, de acordoc com o teorema 1.1,

vamoes mostrar que

£.(T)

1A

£,(5) + g(T,¥\8) (VT < X) (¥S ¢ Y)
=]

£,.(T) < £,(8) + g(T,X\S) (¥T € Y) (VS C X)

1

Sejam entdao T e S subconjuntos arbitrarios de X e Y respecti-

vamente. Fagamos

T, = TNQ e T = TXQ



Asgim,
g(TQ,Y) = M|'I‘Q] = Mf, (T} e
g(Ty,8) < M[S] = ME,(S)
TQ (f1=l) Té (fl=0) XN\NT
& I
\
\
L 3
s (£,=1) YN S
Figura 1.
Entao,
Mfl(T) = g(TQ,S) + g(Ty,Y\S) < ME,(S) + g(TQ,Y'\s)
ou seja,
q(TQ,Y \S)
£.(T) < £,(8) + W < £,(8) + g(T,Y \S)

Resultado analogo vale para TC Y e 8 € X.
- - |

COROLARIO 2 - Se G & um grafo biparticiondvel entdc a pode ser
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ex—

presso como a unido de M(G) emparelhamentos dois adois

disjuntos,
L

COROLARIO 3 - Se G & um grafo biparticiondvel entao x'(G) = M(G).
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6 - SEQUENCIAS GRAFICAS

Seja v = {1,2,...,p} um subconjunto de N e £ = (fl,fz)uma fun
cado de Vem Z x 2. A segléncia Sf = (£(1), £(2),...,f(p)) & gré&fica
se existir um grafo G tal que VG = V e fl <96 < £, 5 8t & grafica

estrita se G for simples.

PROPOSIGAD 1 - Uma seqiiéncia Sf com £, > £, 2 0 & grafica se e somen

te se f,(V) & par ou £,(V) > fl{v).

Demonstracao: Seja G um grafo completo com p vértices ao qual foi a-

dicionado um lago em cada vértice. Obviamente, f & uma

funcdo restrigao em G; ademais, Sf & grafica se e somente se G & f-s0

1ivel. Pelo tecrema 3,1 temos que G & f-solUvel sSe e somente se

|T(£,B)] + £,V (G-8)) < £,(8) (1)

&

para toda G-tripla B = (S,V¢(G-S),U).

Como cada vértice em V possul um lago,

vV (G-S) = g (VS € V) (2)

Por outro lade, sendo G um grafo completo,
[7¢(£,B)] < 1 (¥vB = (5,T,U}) (3)

De {1-3) temos que Sf & grafica se e somente se

f2(S) > 0 para todo S C V tal que fl(V\S) = EQ(V\S) 21 (mod 2} (4)

1 (mocd 2) para

Se £, (V) & par entao (4) & valida pois £,(8)
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todo subconjunto S de V tal que £,(vN8) =1 (mod 2); se fzﬁn>flﬁﬂf

entao £,(8) > fl(S) para todo subconjunto S de V tal que fl(V‘\S) =

= £,(V\S5). Em ambos os casos, (4) e valida.
Reciprocamente, se (4) vale, fazendo S = ¢ temos que f2(8)==0

e portanto ou f,(V) & par ou fl(V} 7 £,(V).
[

COROLARID 2 - A seqgiiéncia Sf & grafica se e somente se

[4) £, > £ e £, > 0

2 1 2
e
(LL]) fZ(V) & par ou entio existe v em V tal que

fz(v) > maX{O,fl(v)}. -

As solugles encontradas pela proposigao 1 e coroléario 2 nem
sempre nos fornecem grafos simples., Vejamos entac alguns resultados
que caracterizam as seqliéncias graficas estritas.

TEOREMA 3 - A seqgliéncia Sf & grafica estrita se e somente se

£,(T) < r{x-1) + [ minfr, £,(v)} (¥vT C V) (1)
vEVAT

com desigualdade estrita se
fl(uT) = f2(UT) 4 rIUT] (mod 2)
onde r = |T| e

UT ="{v € V\NT / £,(v) > r}
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Demonstracao: E Obvio que Sf & grafica estrita se e somente se KP
b é f~fatoravel se e so

e
f-fatoravel. Pelo teorema 1.1, K

mente se

1(£,8)] + £,(T) < £,(8) + g(T,V\S) (1)

para toda Kp-tripla B = (8,T,U).

Como Kp & completo, entao

f1(£,B)] < 1 (2)
e
r(r-1) + r|U| = g(T,V\5) (3)
Por outro lado,
) min{r,£,(v)} < £,(8) + r|y| (4)
vas uuy
com igualdade se e somente se
fz(v) <r (¥v € S) e
(a}
£ (v) > x (vv € 1)
De (3-4) temos que
r{r-1) + 7§ mih{r,fz(v)} < £,(8) + g(T,V\S) (¥B = (5,T,U)) (5)

vesuy

com igualdade se e somente se (a}.

Se a condigdo (I} enunciada & satisfeita, entao, de (2) e (5)
temos que



-
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[T(£,B)| + £,(P) < £,(S) + g(T,V\8) +1

com igualdade somente se

(a)

£.(0) = £,(0 Z riu| (mod 2} (b) e

£,(Ug) # £,(Uy) ou £,(U;) = r|Us[  (mod 2) (o)
Mas, {a), (b) e (c) levam a uma contradigdo, pois (a) implica que
UT CUe fz(v) = r para todo v em U‘\UT, o que, com (b), implica que
£1(0p) = £,(U) 2 ‘rfUTl (mod 2), o que contradiz (c}. Assim, (I) im

plica em (1).
Reciprocamente, se (1) vale, entdo fazendo U = UT r (@) wvale,

a igualdade vale em (5) e portanto temos que

£.(0) < x(r-1) + | min{r,£,(v)} =|T(£,B)]
vaVA\T

Assim, a desigualdade (I) vale; ademais, considerando (2), a desigual

dade (I) & estrita se [I{£,B)| = 1, ou seja,

£, U) = £5(Up) e £,(Up) + x|Up] =1 (mod 2).

Assim, (1) implica na condigao (I) enunciada .
Logo, (1) e a condiga@o enunciada sao eguivalentes ; a demons-—

tragao estad completa.
=

Se £, = f, > 0, podemos considerar £ como sendo uma fungdo que

assume valores em N. Nesse caso, a particularizagdo do teorema 4 ocoin

cide com o teorema demonstrado por Erdds e Gallai em 1960 [15] e



. 80.

aqui o apresentaremos como coroldrio 5. Em 1974, Tutte [21] demons
trou esse teorema como consequeéncia da caracterizacao de grafos f-fa

toraveis.

CORQGLARIQ 4 - Seja Sf = (f(1), £(2),...,f(p)) uma segiiéncia nao cresg
cente de naturais. Entao Sf & grafica estrita se e so-

mente se

P

} f(l) & par e

i=1

r p

} o ofh< r(r-1) + ] min{r,£(i))}
i=1 i=r+l

para todo r tal que 1 < r < p.
N
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INDICE DE NOTAGOES

1 - TABELA DE SIMBOLOS

Simbolo. Uso Referencia
& el {conjunto vazio)
€ a € A (relagd3o de pertinéncia)
& a € A (negagd3o de a € A)
c ACB (inclusao)
HCG (subgrafo) 6
% A % B (inclusao propria)
U A VUB (unido)
N A 0B (intersecgao)
\ 2 \ B (diferenca)
o) A®B (diferenca simétrica) 35
X A x B (produto cartesiano)
o} P o Q ({(produto de passeios) 9
= a = b (mod m) (congruéncia mddulo m}
Z a b (modm) (negacac de a = b (mod m))
|| |m] (valor absoluto de m, se m & nimero real)
EY (cardinalidade de A, se A € conjunto)
< £ < g (f,g: fungdes) 4
= f =g (f,g: fungdes) 4
£{X) £ (X} {X: subconjunto do dominio de f) 4
* £" (fungdo dual de f) 19
x* {(conjunto dual de x) 20
L] G[x]  (subgrafo gerado) 6
- G- x (G[viX]) 6
G -v (G~ {vh 6
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2 - TABELA DE ABREVIAGOES

Abreviacao

a

Uso
aG ou a
ap
AdJG(X) ou Adj(X)
Adjx (v)
aait(v)
Ad3y (V)
B = (5,T,U)
GD ocu D

eGx oUu &«

£ {v)

gG(X,Y) ou g(X,Y)
gG{X}) ou g(x)
gG(v) ou g(v)
gx(X,Y)

gx (v)

g=(v)

g D(X,Y)

g D(X,Y)

g (%)

g (X)

g" (v)

.85,

Referencia

4,5
S

5

8
12
12
22
10
4,5
10
10
61

61

11
11
11
11

12



Abreviagao

ID

val

Uso
g (v)
g x(X,Y)
g x(X,Y)
g x(v)
g x(v)
i(K;f£,B) ocu i(K)
1(G~8)
I (£,G-8)
I(£,Byou I
ID
K, (grafo completo)
M(G)
cenjunto dos naturais
conjunto dos naturais positivos
R(P)
St
VG ou V
vp
Vg (G)
V¢(G)
Vg (D)
Vg (D)
val‘P
conjuntoe dos inteiros

Z
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Referencia

12

12

12

12

12
25,29
17

19
22,25,29
67

6

73

76

4,5

12
12

68

37



Abreviacao

Uso

X
Z *

X
§ (K)

Alveix,f) ou A(v)
A

m

f (fluxo)

¥

'f T (v

¥F, ()

AG(X,Y) ou A(X,Y)
A (X)

Ax(X,Y)

A+D(X,Y) ou A+(X,Y)
ATD(X,Y) ou A (X,Y)
AT (x)

AT(x)

ATx(X,Y)

2 x(X,Y)

¥'(G) (nimero aresta-cromitico)

_____ﬁj_w_

. 87.

Referencia

36
37
29
28
28
68
68
68

68

11
11
11
i1
12
12



INDICE ALFABETICO

Este indice foi elaborado em ordem alfabética de acordo com

a primeira palavra significativa. Assim, tanto trilha como G-tripla

estdo no grupo T.

Adjacencia, 5
x-adjacentes, vértices, 8
x-alternado, passein, 34
Aresta, 4

origem, 9

término, 9
k-aresta~coloragan, 73
k-aresta-coloravel, grafo, 73
Arestas

adjacentes, 5

paralelas, 5
Biparticao, 6
ODiparticiondvel, grafo, B
Caminho, 9
Capacldade

de um corte, 68

fungaa, B8
;aracterirzagdo de

conjuntos f-ctimos, 46

grafos f-fatoravels, 48
Cardinalidade de um grafe, 5
f-cobertura, 14

perfeita, 14
Completo, grafo, 5
Componente, 10

impar, 17

(£,8)-impar, 22,25

Comprimento de um passeio, 8

Condigas I de Tutte, 18
Condigao IT de Tutte, 25
Conexa, grafo, 10
Conjunto f-&dtimo, 29
Corte de arestas, 7
assaociado, 7
Corte
minima, B8
separadar, B8
Osgenerado, passeio, 3
Desconexo, grafo, 10
UOestinn, B7
T-desvio de um conjunto de arestas, 28
num vértice, 78
Uigrafo, 10
f-futoravel, B1
f-saluvel, 6B
Oual
de um conjunto de arestas, 20
de uma fungao, 20U
fungao restrigdao, 19
f-amparelhamento, 14
perfeito, 14
Estrita, segléncia grafica, 70
Extremo, 4
final, 10
inicial, 10

f-fator, 13, 14, E1

. 88.




(f,k}-fator, 52
f-fatoravel
grafo, 13
cdigrafo, B4
{f,k}-fatoravel, grafo, 52
Fimal, extremo, 10
Fluxo, 68
valor de, 68
Fungao
capacidade, 68
incidencia, 4
peso, B3, BE
ponderagado, 52
restrigao, 13, 61
restrigao dual, 19
Cerado, subgrafo, 6
Gerador, subgrafo, B
Gratfica, sequencia, 76
nrato, 4
k-aresta-coloravel, 73
biparticiondvel, 6
complato, 5
conexo, 10
descanexo, 10
f-fatoravel, 13
(f,k]J-fatoravel, 52
orientado, 10
simples, 5
f-soldvel, 63
susjacente, 10
vazio, 5
Grau de um vertice, 7
rzlativo, 8

Hall, tecrema de, 16

¥ -ideal, guadrupla, 47

Tmpar, componente, 17

{f,B)-Impar, componente, 22, 25

Incidencia, 5
fungao, 4

Inicial, extremo, 10

(f,x)-interessante, passeio, 34

Intermedidrio, vertice, B7
Interno, vertice, 9
Isolado, vertice, 8

Laco, &

Ligagao, &

Ligados, vértices, 1D
Maximal, B

Maximo, B

(f,x]-melhorante, passeioc, 35

Minimal, 6
Minimo, 6
corte, 68
Nimero aresta-cromdtico, 73
Orientegao, 10
(Orientado, grafo., 10
Origem, B7
aresta. 9
de um passelio, 3
f-ptimalidade, teorema da,
f-dtimo, conjunto, 29
Paralelas, arestas, 5
Passagam, 9
Pagseio, 8
x-alternado, 34
degenerado, 9
(f-x}-interessante, 34
do tipo x, 34
do tipo x*, 34
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(f,x)-melhrante, 35

Peso Trilha, 9

de uma aresta, 572 G-tripla, 2Z

fungdo, B3, 66 Tutte
Ponderagao, fungdo, 52 condigao I de, 18
Produto de passeios, 9 condigao IT de, 25
Propria, subgrafo, 6 teorema I de, 18
Restrigdo, fungég, 13, 61 teorema II de, 25
Reverso de um passeio, 3 Valar de um fluxa, ©68
Sgcao de um passeio, 9 Vazio, grafao, 5
Semi-grau vertice, 4

exterior, 12 intermedidrio, §7

interior, 12 interno, 9
Sgparador, corte, &8 lsolado, B8
Seqglencia Vertices

grafica, 78 adjacentes, 5

grafica estrita, 76 x-adjacentes, B
Simples, grafo, 3 ligados, 10

f-solugao, 63, 66
f-sollvel

grafo, 63

digrafo, GB |
Subgrato, B

gerado, B

gerador, &

prépria, B
Subjacente, grafo, 10
Teorama

de Hall, 16

da f-otimalidade, 33

I de Tutte, 18

IT de Tutte, 25
Término, aresta, 9
Término de um passoio, 8

Tridngulo, B



