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UMA GENERALIZAÇAO DE FATORES EM GRAFOS 

RESUMO 

~ apresentada uma condição necessária e suficiente para ~ um 

grafo finito possua um subgrafo gerador em que cada vértice tenha 

seu grau num intervalo especificado. Este resultado generaliza ou-

tros obtidos por Hall e Tutte em que o intervalo de cada vértice -e 

reduzido a um ponto. A demonstração é construtiva, e obtém-se um al 

goritmo polinomial que determina um subgrafo que mais se aproxima, 

num sentido bem definido, das especificações desejadas. Mbstra-se aig 

da que ao se atribuir pesos às arestas, o problema se torna então 

NP-completo. 

São apresentadas também algumas aplicações elementares do teo 

rema, as quais incluem fluxos em redes e seqüências gráficas . 
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A GENERALIZATION DF FACTORS IN GRAPHS 

ABSTRACT 

A necessary and sufficient condition for a finite graph to have 

a spanning subgraph in which the degree of each vertex lies in a 

specified interval is presented. This result generalizes others that 

were obtained by Hall and Tutte, in which the interval of each ver 

tex is reduced to a single point. The proof is constructive and a 

polynomial algorithm is obtained. This algorithm determines a sub

graph whích, in a well defined sense, is as close as possible to the 

desired specifications. It is shown that when we associate weights 

with the edges, the problem becomes NP-complete. 

Some direct applications of the theorem are also 

which include flows in networks and graphic sequences . 

. ii. 
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INTRODUÇM 

Em geral 1 o termo fator designa um subgrafo gerador de um gr~ 

fo dado, em que o grau de cada vértice tem um valor previamente es-

pecificado. Equivalentemente, o termo fator pode designar o conjun-

to das arestas do referido subgrafo. 

Em 1935, Hall [16] obteve uma condição necessária e suficien 

te para que um grafo biparticionãvel possua um subconjunto x de ares 

tas tal que cada vértice incide em exatamente uma aresta de x. Em 

1947, Tutte [18] generalizou esta condição para um grafo não neces 

sariamente biparticionãvel. Em 1952, Tutte [19] generalizou ainda 

mais o teorema, definindo para cada vértice v um número inteiro não 

negativo f(v) que deve ser o número de arestas do fator que incide 

em v. 

Neste trabalho associamos, a cada vértice v, um par ordenado 

(f1 (v), t
2 

(v)) de números inteiros, com f
1 

(v) :s_ t
2 

(v). Generalizamos 

então a definição de fator que agora designa um conjunto x de ares-

tas tal que cada vértice v incide em no mínimo f 1 (v) e no máximo 

f
2

(v) arestas de x. Determinamos uma condição necessária e suficien 

te para que um grafo admita um fator. A demonstração desta condição, 

que é apresentada no capítulo III, evoluiu a partir de demonstra-

ções do teorema de Tutte com f constante e igual a 1 em todos os vér 

tices [ 5 J e [11]. Como subproduto da demonstração, obtivemos um 

algoritmo polinomial que determina um conjunto de arestas que mais 

se aproxima, num sentido bem definido, de um fator. 

-1-
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A necessidade da referida condição é apresentada no capítulo !I 

como um estudo progressivo das condições particulares :1ã conhecidas, 

porém sob um ponto de vü;ta um pouco diferente. 

No capítulo III é demonstrada a suficência da condição; esse 

capítulo contém ainda outro resultado original: se generalizarmos 

a definição de fator atribuindo pesos às arestas, obteremos um pr.Q_ 

blema NP-completo. 

Finaliz~ o trabalho apresentando no capítulo IV algumas a

plicações do teorema. Conseguimos obter, como conseqüência do mes 

mo, resultados não triviais, alguns dos quais clássicos. 



CAP1TULO I 

DEFIN!ÇOES E NOTAÇAO BASICAS 

O objetivo deste capítulo é apresentar as definições e nota

çoes básicas da Teoria dos grafos que serão utilizadas no decorrer 

deste trabalho. Muitas destas definições e notações foram retiradas 

das referências [ 3], [ 7] e [ 2]; as demais foram introduzidas de 

acordo com as necessidades do trabalho. 

Convém ressaltar que vamos considerar apenas grafos finitos , 

ou seja, grafos que apresentam um número finito de vértices e de a 

restas. 

Ao leitor familiarizado com a literatura, recomenda-se a lei 

tura da seção 1 antes dos demais capitulas, e a consulta a este ca 

pítulo quando necessitar de alguma definição. No final deste traba

lho, apresentamos uma lista dos principais símbolos e um Índice al 

fabético das definições 

• 3 • 
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1 - SIMBOLOGIA E NOTAÇ~O 

De um modo geral, quando nao houver possibilidade de interpr~ 

tação ambígua, simplificaremos as notações ou denominações, supri-

mindo algumas letras, símbolos ou palavras. Por exemplo, chamaremos 

de componente (f ,B) -ímpar às componentes de um subgrafo, determina 

do a partir de B, que possuem certas propriedades com relação a f e 

Bi o conjunto de todas as componentes (f,B)-ímpares será denotado 

por I(f,B). Quando não houver dúvidas com relação a f e B, diremos 

apenas componente impar e denotaremos I(f,B) por I. 

Sejam f e g duas funções reais com mesmo domínio D. Usaremos 

as seguintes notações: 

2 - GRAFOS 

f< g quando f(a) < g{a) para cada a e D. 

f g quando f(a) = g(a) para cada a e D. 

f(X) = Lf(a) para X c o 
a ex 

um grafo G consiste de um conjunto finito VG de elementos ch~ 

mados vértices, um conjunto finito aG de elementos chamados ares-

tas e uma função incidência eG: aG ~ VG que associa a cada aresta ~ 

um par não ordenado eGcr: = {u,v} de vértices (u,v não n•ecessariamen-

te distintos) chamados extremos de cr: • 

os grafos podem ser representados por diagramas, onde cada 
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vértice é representado por um ponto e cada aresta por uma linha li 

gando os pontos que representam seus extremos. (Subentende-se que~ 

nhuma linha passa por pontos que representem vértices outros que os 

extremos da aresta correspondente). 

Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advêm da repr~ 

sentação em diagramas. Assim, os extremos de uma aresta são inciden 

tes à aresta, e vice-versa. Os extremos de uma aresta são adjacentes 

(mesmo que coincidam); são adjacentes também arestas com pelo menos 

um extremo em comum. Para' X um subconjunto de VG, AdjG(X) denota o 

conjunto dos vértices de G adjacentes a pelo menos um dos vértices 

de X. Uma aresta é um laço se seus extremos coincidem, uma ligação 

caso contrário. Arestas distintas com o mesmo par de extremos sao 

chamadas arestas paralelas. 

A cardinalidade de um grafo G é o inteiro [VG[ + faGf. O gr~ 

fo vazio é o grafo de cardinalidade zero, sem vértices nem arestas. 

Usaremos normalmente a letra G para designar um grafo; assim, 

de acordo com a nossa convenção, omitiremos a letra G quando nao 

houver possibilidade de ambigüidade e escreveremos por exemplo, V, 

a, e, Adj, ao invés de VG, aG, eG, AdjG, respectivamente. 

3 - TIPOS DE GRAFOS 

Grafo simples é aquele que nao contém laços nem arestas para

lelas. 

Grafo completo é um grafo simples em que quaisquer dois vérti 

ces distintos são adjacentes. Um grafo completo com exatamente n ver 

1 
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tices é denotado por Kn; em particular, o K3 é chamado de triângulo. 

Uma bipartição de um grafo G é um par não ordenado X, Y tal qt:e 

X U Y = VG, X n Y = c;i e cada aresta Je G tem um extremo E:m X, o outro 

em Y. Um grafo é bipa;:ticioná~ se admite uma bipartiç:ão. 

4 - SUBGRAFOS 

Um grafo H é um sub grafo de outro G (H c G) se VG inclui VH, 

aG inclui aH e 1 eH é a restrição de eG a aH. Se H ~ G então H é um 

subgrafo próprio de G. 

Para X um subconjunto de VG, o subgrafo de G gerado por X , 

G [xJ, é o subgrafo H de G tal que VH = X e aH e o conjunto das are~ 

tas de G que têm ambos os extremos em X. Ainda, G-X abrevia G[V\X] 

e para v um vértice em V 1 G-v abrev:La G- {v}. 

Um grafo H gera outro G se H c G e G = G [VH] • Um grafo H e um 

subgrafo gerador de G se H gera G. Assim, um grafo H gera G se e so 

mente se H c G e VH = VG. 

5 - MAXIMALIDADE E MINIMALIOADF 

Dado um conjunto C de conjuntos, dizemos que um a:njunto m em C 

é máximo em C se nenhum conjunto em C possui cardinalidade maior do 

que a de rn; analogamente, m é mínimo em C se nenhum conjunto em C 

possui cardinalidade menor do que a de m. 

Dizemos que um conjunto rn em c é maximal em C se nenhum con

junto em C inclui propriamente m; analogamente, m e mini mal em C se 

nenhum conjunto em C é um subconjunto próprio de m. 
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Dado um conjunto C de grafos, um grafo G é máximo em C se ne 

nhum outro grafo em c tem cardinalidade maior do que a de G; um gr~ 

fo H é maximal em C se H não é subgrafo próprio de nenhum grafo em 

C. Analogamente se definem grafos mínimos e grafos minimais. 

6 - CORTES DE ARESTAS - GRAU DE UM VtRTICE 

Dado um par nao ordenado X,Y de subconjuntos de V, nao neces 

sariamente disjuntos,ÀG(X,Y) denota o conjunto das arestas com um 

extremo em X, o outro em Y. Note que À{X,Y) = À(Y,X). 

Quando o par constituir uma partição de V, pode-se omitir um 

dos termos escrevendo apenas À{X) ou À(Y). Dizemos ainda que À(X) é 

o corte de arestas associado a X. Note que À (X) = À (V'\. X) 

À (91) ~ 91 ~ À (V) • 

e que 

Um conjunto d de arestas é um corte de arestas se existir um 

subconjunto X de V tal que d = À(X). 

Dado um par nao ordenado X,Y de subconjuntos de V, nao neces 

sariamente disjuntos, define-se 

gG(X,Y) ~ IÀ(X,Y) I + IÀ(XnY, xnY) I 

Quando Y =v denotamos g(X,V) por g{X). Note que 

g(Xl ~ IÀ(Xl I+ 2IÀ(X,Xll ~ IÀ(X) I + 2laG[x] I 

Para v um vértice em V, g{v) abrevia g({v}) e e chamado grau do ver 
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tice v. Observe que g(v) e o número de arestas que incidem em v, 1~ 

ços contados duas vezes. Se g (v) = O dizemos que v é ü::olado em G. 

Dado agora um subcvnjunto x de a, Àx(X,Y) denota x nÀ(X,Y) e 

gx(X,Y) ~ IÀX(X,Y) I + IÀX(X ny, X nY) I· 

Em particular, gx(v), o grau do vértice v relativo a x, é o número 

de arestas em x incidentes em v, laços contados duas vezes. Note 

que para x = a, ga (v) = g (v) • Para a: uma aresta em a., g o:( v) abrevia 

Como conseqüência imediata das definições apresentadas, temos 

o seguinte resultado: 

PRDPOSIÇAO l- g(V)- 2lal e gx(V) ~ 2lxl • 

• 
COROLJ\RIO 2 - Em todo grafo, o numero àe vértices com g:rau (grau re 

lat.~ vo) ímpar é par . 

• 
Dizemos que os vértices u,v e V sao x-adjacentes se existe uma 

aresta a: e x tal que e o:= {u 1 v}. Por outro lado, Adjx (v) denota 

AdjH (v) onde H é o sub grafo gerador de G tal que aH = x .. 

Seja agora S um subconjunto de V; v
5 

{G) denota o conjunto de 

todos os vértices v em V tais que Adj (v) C:: S. Desse modo, Vrj{G) de-

nota o conjunto de todos os vértices isolados em G. Observe 

que 

ainda 



• 9 • 

7 - PASSE !OS 

um passeio P em G é uma seqüência finita e nao vazia 

v1 , ... ,'h,vn),cujos termos sao alternadamente vértices vi em V e ares 

tas o::j em a, e tal que, para todo i, 1-:._ i :: n , vi-l e v. sao os 
l 

extremos de ~i. Admite-se o caso em que n =O, no qual Pé então di 

to degenerado. 

O comprimento de P é o inteiro n. Os vértices extremos de P, v 0 

e v , não necessariamente distintos 1 n 
sao chamados respectivamente 

de origem e término de P; v1 ,v2 , ... ,vn-l, também não necessariamen 

te distintos e podendo coincidir com a origem ou término de P, sao 

chamados vértices internos de P; se n > O então as arestas rr 
l 

são a aresta-origem e a aresta-término de P, respectivamente; 

e " n 

VP e 

aP denotam os conjuntos.{v
0

,v
1

, ... ,vn} e {a;
1

,a;
2

, ... ,a;n} respectiva

mente; o passeio P passa pelos vértices de VP e pelas arestas de aP. 

o passeio R(P) (v , a; ,v 
1

, ... , r:r:..
1

,v
0

) é o reverso de P. n n n-

Uma seção de P é um passeio que é uma subseqüência de termos 

consecutivos de P. 

Se as arestas de P forem duas a duas distintas entãô 

P é uma trilha. Se os vértices v 0 , ... vn forem dois a dois distin

tos então P é um caminho. 

Seja agora Q = (u0 ,8 1 ,u
1

,B 2 , ... ,Bm,um) um passeio tal que 

u
0 

= vn. Então a seqüência (v0 ,a:1 ,v1 , ... ,a:n,vn,Sl,ul, ... Sm,um) um 

passeio, é o produto de P e Q nessa ordem, sendo indicado por P o Q. 

·l· . 
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8 - CONEXIDADE 

Dois vértices u e v de um grafo G sao ligados em G se existe 

um passeio de u a v em G. Convém ressaltar que u e v sa.o ligados se 

e somente se existe um caminho de u a v em G. Desta definição segue 

imediatamente que a relação de ligação é de equivalência. Portanto, 

induz uma partição p de V tal que dois vértices são ligados se e 

somente se pertencem ao mesmo elemento de p. Cada elemento X de p 

gera um subgrafo de G, G [x], que é chamado componente de G. 

Um grafo G e conexo se quaisquer dois de seus vértices são li 

gados, ou seja, se G é vazio ou se G possui uma única componente;se 

G não é conexo, dizemos que G é desconexo. 

9 - DIGRAFOS OU GRAFOS ORIENTADOS 

+ -Uma orientação de um grafo é um par ordenado (e ,e ) de fun-

+ çoes, ambas de a em v, tais que para cada aresta a: em a, e a: e e a: 

são os extremos de o: em G: e+ a: é o extremo inicial de a: e e a: é o 

extremo final de o:. Um digrafo ou um grafo orientado D consiste de 

um grafo GD, chamado de grafo subjacente de D, e de uma orientação 

de GD. 

Na representação de Um digrafo por um diagrama, colocamos, em 

+ cada aresta o:, uma flecha que aponta de e o: para e a: • 

Podemos aplicar a um digrafo todos os conceitos ou proprieda-

des definidos para grafos (não orientados) , subentendendo-se que e~ 

tamos aplicando o conceito ou propriedade ao seu grafo subjacente. 
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Assim, podemos dizer que um digrafo e conexo, ou que P e um passeio 

num digrafo, etc. 

Neste trabalho, confundiremos a notação D de um digrafo com a 

notação GD de seu grafo subjacente. 

Vamos agora apresentar as definições e notações que nos serao 

necessárias. 

Seja Dum digrafo, X e Y subconjuntos de V, v um vértice em V 

e x um subconjunto de a. 

O conjunto das arestas o:: de a tais que e+cr e X e e o: e Y (e+a;ey 

e e a: e X) é denotado por À+D(X,Y) (À D (X,Y}); note que 

À(X,Y) U À(Xn Y,X rw) 
+ -

À (X,Y) U À (X,Y). 

Se X;Y constituir uma partição de V então À+(X,Y) (À-(X,Y)) e deno 

tado por À+(X) ou À+(Y) (À-(X) ou À-(Y)). 

Define-se ainda 

Note que 

+ + -Denotamos g (X, V) e g-(x,v) respectivamente por g (X) e g (X). 

Observe que 



g+(xl ~ p,+(x) I + IÀ+(x,x) I ~ IÀ+(x) I + I«G[x] I 

g (X) ~ 11-(X) I + IÀ-(X,X) I = IÀ-(X) I + 'aG[x] I 

.12. 

O semi-grau exterior de v é definido por g+({v}) e denotado por 

+ ) + - -g (v ; g (v) e o numero de arestas que possuem v como extremo ini-

cial, laços contados uma qÔ vez. De maneira análoga define-se o se-

+ -mi-grau interior de v, g (v). Temos então que g(v) = g (v) + g (v}. 

Denotamos ainda X () À+(X,Y) e X nÀ-(X,Y) respectivamente por 

+ - - + + À x{X,Y) e À x(X,Y). Define-se entao g x(X,Y), g x(X,Y), g x(v) e 

g x(v) por 

Finalmente, dado um subconjuntoS de V, define-se 

v
8

+(D) ~ {v e v I Adj+(v) c S} e 

- - S) vs ( D) ~ {v e V I Adj (v) c onde 

Adj+(v) {u alguma aresta + v) = e v 1 u ~ e a: para "" com e ~ = 

e 

Adj-(v) · {u e v 1 u + alguma aresta v) • ~ = e a: para a: com e ~ = 

----9---



CAPITULO I I 

DEFINIÇAO GERAL DO PROBLEMA DO f-FATOR 

E SUAS PARTICULARIZAÇOES 

Neste capítulo vamos apresentar uma generalização de fatores 

em grafos finitos. A fim de encontrar naturalmente a generalização 

de resultados conhecidos, vamos reestudá-los com um enfoque novo. 

l - O PROBLEMA DO f-FATOR 

Dado um grafo G, uma função restrição f: V+ Z x z é uma fun

çao que associa, a cada vértice v em V, o par ordenado (f1 (v),f2 (v)) 

com t 1 (v) ~ f 2 (v). Se f é uma função restrição em G, usaremos a no 

tação f= (f
1
,f

2
). 

Dizemos que G é f-fatorável quando existe um subconjunto x de a tal 

que f
1 

< g x ~ f 2 ; nesse caso, x é um f-fator em G (figura l)<D 

[ 0,11 [ 2, 2) 

[ 0,1 I [c) 

Figura 1. {a) um grafo G onde a função restrição f está indicada em 

cada vértice; (b-d) exemplos de f-fatores em G. 

(!) Seguindo a nomenclatura mais comum na literatura, poderíamos equivalentemente 

definir um f-fator como sendo um subgrafo H gerador de G tal que -F
1 
~ gH 5 f

2 

.13. 

1 
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O problema do f-fator consiste em determinar condições neces

sárias e suficientes para que um grafo dado seja f-fatorãvel, e con 

seguir um algoritmo eficiente que determine um f-fator quando G for 

f-fatorável. 

A solução para este problema, que será apresentada no Capítu

lo III, e um pouco mais completa pois determinaremos condições ne

cessárias e suficientes para que um subconjunto x de a esteja, num 

sentido que será definido, o mais próximo possível em G de um f-fa

tor; como sub-produto da demonstração obteremos um algoritmo polino 

rnial que determina tal subconjunto Ótimo (convém ressaltar aqui que 

se G admite um f-fator então um subconjunto ótimo será necessaria 

mente um f-fator). 

considere agora urna função f: v+ z e um subconjunto x de a. 

Dizemos que x é um f-emparelhahlento em G se g x < f e uma f-cober

tura de V se g x :::, f. por outro lado 1 se g x == f então x é um f-empa

relhamento perfeito em G e llilla f-cobertura perfei t.a de V, recebendo 

também neste caso, o nome de f-fator em G. Note que esta definição 

de f-fator nada mais é do que uma particularização da definição an 

terior de f-fator: basta redefinirmos f corno sendo a função restri-

çao (f ,f). 

Observe que x é um f-fator em G se e somente se x é uma f 1 -c~ 

bertura de V e um f 2-emparelhamento em G. Por sua vez, t~oda f 1-0Jbe.!:_ 

tura de V e todo f 2-ernparelhamento em G são f-fatores particulares: 

basta fazer respectivamente f== (f
1

,g) e f= (O,f 2 ). 

Por outro lado, veremos no capítulo III que, se G nao é f-fa

torãvel então um subconjunto ótimo não precisa ser uma f 1-cobertura 
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de v, nem um f 2-emparelharnento em G. Porém, se for requerido, nosso 

algoritmo pode determinar um subconjunto ótimo que seja ou uma f -l 

-cobertura ou um f 2-emparelharnen to, desde que tenhamos respecti vam'§!l 

te f 1 S g ou f 2 ~ O i basta para isso fornecer dados iniciais ade

quados. 

2- ANALISE DE RESULTADOS PARTICULARES E SUA GENERALIZAÇAD 

Conforme observamos anteriormente, quando a função restrição 

f possui f
1 

= t
2 

, o problema do f-fator pode ser simplificado con

siderando-se f(v) como sendo o inteiro f 1 (v) ao invés do par orden~ 

do (f1 (v), f 1 (v)). Neste caso recaimos em problemas já estudados, os 

quais passaremos a analisar. Esta análise será feita sob um ponto 

de vista um pouco diferente, o que nos permitirá visualizar uma con 

dição necessária para que um grafo G seja f-fatorável, sendo f uma 

função restrição arbitrária; posteriormente provaremos que esta con 

dição é também suficiente. 

Vamos começar nossa análise com o caso f= 1, i.e. f(v) ~ 1 

para todo v em V. Observe que neste caso, um l-fator em G é um em-

parelhamento perfeito em G. Vejamos então quais condições um subcon 

junto x de arestas deve satisfazer, a fim de ser um l-fator em G. 

Suponhamos inicialmente que G seja biparticionável. Seja en-

tão x um l-fator em G e s um subconjunto de V. Como cada vértice em 

V~{G-S) é adjacente unicamente a vértices em Se gx(S) = js) (pois 

x é um l-fator em G) 1 é obvio que para que cada vértice em V~(G-S) 

seja incidente a uma aresta em x, devemos ter )v
95

(G-S) J < ]sI~ Philip 
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Hall [ 16] provou a suficiência de uma condição equivalente a esta; 

deste modo podemos enunciar o seguinte teorema: 

TEOREMA DE HALL ( 19 35) Um grafo G com bipartição X,Y e 1-fatorável 

se e somente se 

(i) lx nvi"(G-S) I < IS I para cada s c y 

e 

(ii) IY nvi"(G-s) I ls I 
@ 

< para cada se X 

COROLARIO Um grafo G biparticionãvel e 1-fatorável se e somente se 

r-----r 
I vl 1 
I I 
I 

Figura 2. 

IVI"(G-8) I < !SI para cada S c V. 

(a) 

(a) um grafo G que nao é 1-fatorável; 

(b) G~{v 1 ,v 6 } com 3 vértices isolados. 

(b) 

® Como consequencia imediata de [16] , no qual Hall caracteriza representantes 

de classes de subconjuntos, temos o h-~orema: "Um grafo G com bipartição X, Y 

possui um l-fator se e soroonte se, [Adj (S) J ? js] para cada S ~=-X e cada 

s c y" 



.17. 

-Se G nao for biparticionável, a condição do corolário do teo 

rema de Hall, apesar de necessária 1 não é suficiente para garantir 

a existência de um l-fator: basta verificar que um triângulo satis-

faz a referida condição mas não possui um l-fator. Vamos então ana 

lisar um pouco mais a existência de um l-fator num grafo não bipar-

ticionável. 

considere um subconjunto s de v e seja K uma componente de 

G-S. Então, para todo subconjunto x de a temos 

gx(VK) + gx(VK,S) _ O (mod 2) (I I 

pois estamos contando duas vezes as arestas de x com pelo menos um 

extremo em VK. Deste modo, se x for um l-fator em G então devemos 

ter 

IVKI + gx(VK,S) O (mod 2) 

Observamos assim que se ]VKI for Ímpar ex um l-fator em G en 

tão gx(VK,S) é não nulo, ou seja, para cada componente K de G-S com 

um número !mpar de vértices, x contém pelo menos uma aresta em 

À(VK,S); sendo x um l-fator, e óbvio que o número de tais arestas 

nao pode exceder lsl. 
Define-se então uma componente ímpaE de G-S como sendo ure an 

ponente com um número Ímpar de vértices ; denotemos o conjunto de 

todas as componentes ímpares de G-S por 1 ( G-S} . Vimos que ]1 (G-S} I < 

< ]s] é uma condição necessária para a existência de um l-fator em 

G ; William T. Tutte [18] mostrou também a suficiência desta condi 

çao. 
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TEOREMA I DE TUTTE (1947) Um grafo G é 1-fatoráve1 se e somente se 

II(G-S)I<Isl paracadascv . 

• 
Dor avante citaremos essa condição como sendo a condição I de 

Tutte. 

(a) 

Figura 3. {a) um grafo G que na o é 1- fatorãvel i 

(b) G-v com 3 componentes Ímpares. 

(b) 

Vamos agora experimentar com generalizações do teorema I de 

Tutte para o caso em que f: V-+ Z é urna função arbitrária .. Para tan

to, dado um subconjunto S de v, tentemos inicialmente generalizar a 

definição de componente ímpar de G-S. 

De acordo com (I), se x for um f-fator em G então 

f(VK) + gx(VK,S) -O (mod 2) (II) 

donde se conclui que para cada componente K de G-S com f(VK) ímpar, 

x utiliza pelo menos uma aresta de À(VK,S); sendo x um f-fator, e 



.19. 

óbvio que o número de tais arestas nao deve exceder f(S). 

Denotemos por I (f,G-S) o conjunto de todas as componentes K 
o 

de G-S com f(VK) ímpar; temos o seguinte resultado: 

PROPOSIÇAO 1 - Se G é f-fatorável então 

(\i'S c V) (III) 

• 
Verifica-se porém que esta condição, apesar de necessária, não 

é suficiente; basta analisar o grafo da figura 4(a) e constatar que 

o mesmo satisfaz (III) mas não é f-fatorável. Para mostrar a valida 

de de (III), basta notar que f(v) é Ímpar em apenas dois vértices,e 

estes são adjacentes; deste modo, j1
0

(f,G-S) j ;, 1 valendo a igual-

dade somente se precisamente um daqueles vértices está em s. 

2 o 

2 2 l l 
I 

l ' 
----r 

o I l o 
' ' [_ __ _, 

2 o 
(a) (b) 

Figura 4. (a) um grafo G com f indicada em cada vértice. 

G satisfaz (III) mas não é f-fatorável; 

* (b) o grafo G com f indicada em cada vértice. 

vamos então analisar um pouco mais nosso problema através da 

dualidade que passaremos a definir. 

Seja f= (f
1
,f2 ) uma função restrição em G. Define-se a fun

* çao restrição f dual de f como sendo a folga de (f
2
,f

1
) com rela-
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çao a (g,g), i.e., f* * * ~ lg-f 2 ,g-f
1
). Note que (f ) ~ f. Por outro 

lado, considerando-se o caso f = (f,f), podemos definir o dual re una 

* função f: V-+ z como sendo f = g-f; deste modo podemos indicar 

* * f = (f2 ' 

Seja agora x um subconjunto de a. Define-se o dual de x como 

* sendo o complementar de x com relação a a, i.e., x = a'-x. Note que 

* * (x ) = x. 

PROPOSIÇAO 2 - Um subconjunto x de a é wn f-emparelham•:mto em G se 

Demonstração: 

* * e somente se x é uma f -cobertura de V. 

* * gx < f ~ g-gx > g- f ~ gx > f • 

• 

COROU!.RIO 3 - Dada uma função restrição f = (f
1 

,f
2
), un subconjun

* to x de a é um f-fator em G se e somente se x e um 

* f -fator em G . 

• 

COROL~RIO 4 - Seja f= (f
1
,t 2 ) uma função restrição em G. Então G 

* é f-fatorável se e somente se G é f -fatorável . 

• 
Voltemos então à nossa discussão sobre a nao suficiência da 

condição (III) com relação à existência de um f-fator em G. Convém 

lembrar que estamos considerando f(v) como sendo um inteiro. 

Vimos que o grafo G na figura 4(a) satisfaz (III) com relação 
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a f, porém através da figura 4 (b) observa-se que G nao satisfaz (III) 

- * -com relaçao a f (basta tomar como S o vertice assinalado); assim, 

pela necessidade de (III) e Corolário 4 concluimos que G não pode 

ser f-fatorável. 

conseguimos, desta maneira, uma condição necessária mais for 

te do que (III): 

PROPOSIÇAO 5 - Se G é f-fatoráve1 então 

(i) li (f,G-S) I < f(S) 
o 

e 

* * (ii) ll 0 if ,G-S) I < f IS) 

para cada S C V 

para cada S c V 

I IV) 

• 

Novamente, porém, verifica-se que a condição (IV), apesar de 

necessária, não é suficiente: basta analisar a figura S. Note que, 

* como na figura 4, somente dois vértices tem f(f ) ímpar, e estes 

são adjacentes. 

2 2 o o 

2 1 1 1 1 2 

2 2 o o 

I a) (b) 

* Figura 5. Um grafo G com f indicado em cada vértice em (a) e f em 

(b). G satisfaz {IV) mas não é f-fatorãvel. 
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Voltemos então a analisar os argwnentos que nos forneceram a 

condição (III), lembrando agora que para G possuir um f-fator, deve 

* também possuir um f -fator. 

Vimos em (II) que se x é um f-fator em G e S é um subconjrmto 

de V então f(VK) + gx(VK,S) =O {mod 2), ou seja, para cada campo-

nente K de G-S com f(VK) Ímpar, x utiliza pelo menos uma aresta em 

* * ft.(VK,S). Analogamente, sendo x um f -fator em G, temos que para 

* cada componente K de G-S com f (VK) Ímpar, x utiliza pelo menos uma 

aresta em À {VK,S). 

Levando em conta estas duas observações, vamos considerar dois 

subconjuntos disjuntos s e T de v, e analisar as componentes K de 

G- (S UT) tais que 

* gx(VK,S) + gx (VK,T) > O 

sempre que x for um f-fator em G. 

Uma G-tripla é uma partição B = (S,T,U) de V em 3 blocos dis-

juntos, alguns eventualmente vazios. Dada uma função f: V-+ Z, uma 

componente {f,B)-ímpar de G[U] é uma componente K tal que 

f(VK) + g(VK,T) - 1 (mod 2) 

o conjunto de todas as componentes (f ,B) -ímpares de G [tQ é denotado 

por l(f,B), 

PROPOSIÇAO 6 - Se K e uma c~)mponente {f,B)-Ímpar de G[u] e x -e um 

f-fator em G então 
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* gx(VK,S) + gx (VK,T) _ l (rnod 2) • 

Demonstração: Sendo x um f-fator, para cada componente K em G[u] te 

mos 

f(VK) + gx(VK,T) + gx(VK,S) _ O (rnod 2) 

ou seja, 

* f(VK) + g(VK,T) - gx (VK,T) + gx(VK,S) -O (rnod 2) 

Assim, se K é (f,B)-ímpar então 

* gx(VK,S) + gx (VK,T) ~ 1 (rnod 21 • 

• 
Pela proposição 6 concluímos que se x é um f-fator em G e K é 

uma componente (f,B)-ímpar de G[u] então ou x utiliza pelo rrenos l.ll1a 

* aresta em À(VK,S) ou x utiliza pelo menos uma aresta em À(VK,T). 

Sendo x um f-fator, é óbvio que gx(VK,S) e gx*(vK,T) são limitados 

* respectivamente por f(S) e f (T). Assim, temos o seguinte resulta-

do: 

PROPOSIÇAO 7 - Se G é f-fatorável entao 

* ll(f,Bil < f(S) +f (TI (V) 

para cada G-tripla B = (S,T,U) 

• 

Verifica-se porem, que esta condição ainda nao e suficiente 

I 



.24. 

para G possuir um f-fator: basta analisar o grafo da figura 6. 

o o 

o o 

2 2 

{a) {b) 

* Figura 6. um grafo G com f indicada em cada vértice em (a) e f em 

(b). G satisfaz (V) mas não é f-fatorável. 

Verifiquerros que o grafo da figura 6 satisfaz a condição (V) . 

Se S = çl então nenhllllla componente K de G [u] é (f ,B) -ímpar p:Jis 

f(VK) é par e g{VK,T) também. Podemos então supor que::; é não vazio; 

* neste caso, f(S) + f (T) ::, 2 e para todo X~ V , G-X tem no máximo 

duas componentes. neste modo a condição (V) é satisfei·ta e e fácil 

ver que G não possui um f-fator. 

Analisando com mais detalhe o grafo da figura 6., nota-se que 

ll{f,B) I * 2 < f {S) + f { T) = 4 + O. 

Porém, g(T,S) = 4 e cada aresta cr em À(T,S) ou está em x e utiliza 

* * uma unidade de f (S) , ou está em x e utiliza uma unidade de f (T) . 

Deste modo, para G possuir um f-fator deveríamos ter 
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• ll(f,Bll + g(T,S) < f(S) +f (T) 

o que nao ocorre nesse caso. 

Encontramos então urna nova condição necessária cuja suficiên

cia foi provada por Tutte em [ 19]. Temos assim o seguinte teorema, 

cuja condição será por nós denominada condição II de Tutte. 

TEOREMA li DE TUTTE (1952) Um grafo G é f-fatorãve1 se e somente se 

• II(f,B) I + g(T,S) < f(S) +f (T) 

para cada G-tripla B = (S,T,U). 

Seja agora f = (f
1
,t 2 l uma função restrição arbitrária. A ob

tenção de uma condição necessária para a existência de um f-fator an 

G tornou-se praticamente imediata e intuitiva. 

Dada urna G-tripla B = (S,T,U) e f= (f
1

,f2), uma componente 

{f,B)-ímpar de G[u] é uma componente K de G[u] tal que i(K;f,B) = 1 

onde 

~ 
1, se f

1 
(VK) = f

2
(VK) e f

1 
(VK) + g(VK,T) = 1 (mod 2) 

i (K;f,B) = 

O, caso contrário. 

O conjunto de todas as componentes (f-B) -Ímpares de G[u] é de 

notado por I(f,B). 

PROPOSIÇ~O 8 - Seja f = (f1 ,f 2) uma função restrição em G. Se G e 

f-fatorável então 
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li (f,B) I + g(T,S) < f2(S) + (VI) 

para cada G-tripla B = (S,T,U) . 

• 

Mostraremos no capítulo III que esta condição é também sufi-

~iente para que G seja f-fatorável, 

Observe que se existir um vértice v em V tal que f 1 (v) > g(v) 

então G não e f-fatorável. De fato, basta testar (VI) com 

B = (ç6, {v}, V' {v}). Por dualidade, se f 2 (v) < O então faça s =·{v} 

e T = ~ (note que se f 2 (v) < O - * entao f 2 (v) > g(v)). 

Damos a seguir um resumo (figura 7) dos principais resultados 

desta seçao. 

g fácil mostrar que se f 1 = f 2 então a condição (VI) da propQ 

sição 8 é equivalente à condição II de Tutte. Por sua vez, se f = 1 

então as condições I e II de Tutte são equivalentes. Finalmente, se 

G for biparticionável então a condição I de Tutte e a condição do 

corolário do teorema de Hall são equivalentes. Deixffinos a cargo do 

leitor a verificação destas equivalências. 
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NOME 
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DEFINIÇÃO 
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G-S o:msti tuida r:or 

um vértice isolacb 

em G-S 

Dado s ~ v , K é 
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NENI'ES -

urna componente I{G-S) 

de G -s tal que 
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Dado B = ( s , T, U), 
K é uma cornponen 
te de G [u] tal -

que f (VK) + 
+ g (VK,T)~l (rrod 2) 

Dado B = (S,T,U), K 
é urna romp:mente fu 

1 (f,B) 

G[U]talque l(f,B) 

f 1 (VKI = f 2 (VKI e 

f 1 (VK)+g(VK,T) ~ 1 
(rrod 2) 

Figura 7. 

RESULTADOS 

'IIDREMA IE HAI.L (1935) G é 1-fatorável se e semente se 

(il lxrw'"(G-SII:: 1s1 

(i,il jY<W'"(G-SI I :: ls! 

('<18 s_ Y) e 

('<18 <::: X) 

COOOI..ÁRIO ro TID~ DE HALL G é 1-fatorável se e so 

mente se 

lv'"(G-sl I o. lsl (VS C V) 

TEOREMA. I DE 'I'UITE {1947) G é 1-fatorável se e sorren

tese 
li ( G-S I I '- I s I (VS <::: VI 

TEOREMA II DE TUITE {1952) G é f-fatorâvel se e sorren 

te se 

* ll(f,B) I + g(T,S) ::. f(S) +f (T) 

para cada G-tripla B = (S ,T, U) 

PFOPCEI@ 8 - Se G é f-fatorável então 

* < f 2 (S) + fl (T) li (f,B) I + g(T,S) (VI I 

para cada G-tripla B = {S ,T, U) . 



CAPITULO 111 

RESOLUÇAO DO PROBLEMA DO f-FATOR 

l - INTRODUÇM 

Seja G um grafo, f = (f1 ,f 2 ) uma função restrição em G, x um 

subconjunto de a e v um vértice em V. Define-se o f-desvio de x em 

v por 

f
1 

(v) - gx(v) , se gx (v) < f
1 

(v) 

~(v;x,f) = O 

O f-desvio de x é então dado por 6(V i x,f). Dizemos que x é f-óti-

mo se x é um subconjunto de a que apresenta o menor f-desvio possi 

vel, i.e. 1 

~(v;x,f) = mirí{~(V;y,f) I y c a) ~ 
m 

Observe que G é f-fatorável se e somente se 6 =O, ou seja, G 
m 

-e 

f-fatorável se e somente se qualquer conjunto f-ótimo é um f-fator. 

O objetivo deste capítulo é resolver o problema do f-fator de 

uma maneira mais completa do que a definição do mesmo dada em II.l. 

Mais precisamente, nossos objetivos serão: 

- determinar as características de um subconjunto x de a que 

seja f-ótimo. 

• 2 8. 

l ,, 
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- determinar um algoritmo eficiente que encontre tal subcon-

junto x. 

determinar condições necessárias e suficientes para que te 

nhamos ~m = Ot ou seja, condições necessárias e suficientes 

para que G seja f-fatorável. 

2 - CARACTERIZAÇ~O DE UM CONJUNTO f-OT!MO 

consideremos agora uma função restrição f= (f1 ,f 2), uma G-tri-

pla B = (S,T,U) e uma componente K de G[u]. Conforme foi visto no 

capítulo II, K é ímpar se e somente se i(K) = 1 onde 

1, se f 1 (VK) = f 2 (VK) e f
1 

(VK) + g(VK,TI - 1 (mod 2) 

i (K) = 

O, caso contrário 

Também vimos que o conjunto de todas as componentes ímpares de G [u] 

é denotado por I e 

jij =I i(K) onde a somatória é sobre todas as campo-

nentes K de G [u]. 

consideremos também um subconjunto x de a. Vamos denotar por 

ó (K) a quantidade 

* 6(VK) + gx(VK,S) + gx (VK,T). 
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LEMA 1 -Se f
1 

(VK) ~ f
2

(VK) então 

8 (K) _ i(K) (mod 2). 

Demonstração: Sendo t
1 

(VK) = f 2 (VK), então 

i(K) - f
1

(VK) + g(VK,T) (mod 2) ( l) 

Ademais, por definição de função restrição, t
1 

:5. t
2 

; assim, f
1 

(VK) = 

= f 2 (VK) implica em f
1 

(v) = f 2 (v) para cada v em VK. Então, 

ll(v) ~ lgx(v) - f
1 

(V) I - [gx(v) f 1 (v)] (mod 2) 

Assim, 

8 (K) - [lx(VK) - f
1 

(VK)] + gx(VK,S) + gx*(VK,T) (mod 2) (2) 

Por outro lado, 

gx(VK) - gx(VK,S) + gx(VK,T) (mod 2) ( 3) 

De (2-3) vem que 

8 (K) - f
1 

(VK) + g(VK,T) (mod 2) ( 4) 

De (4} e (1) segue a condição enunciada . 

• 

1 
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* TEOREMA 2 - ~(V) ~ I I I + g (T ,S) - f2 (S) - fl (T). 

Ademais, vale a igualdade se e somente se ats cinco pr~ 

priedades seguintes forem satisfeitas: 

(A) gx(v) > f
2 

(v) (Vv e S) 

(B) gx(v) < f
1 

(v) (Vv € T) 

aG[s] * (C) c X 

(D) aG(T] c X 

(E) ó (K) = i(K) para cada componente K de G [q] . 

Demonstração: ~ fácil ver que 

~(S) > gx(S) - f
2

(S) ( l) 

com igualdade se e somente se (A) 

e, 

* * ~(T) > fl (T) - gx(T) = gx (T) - f l ( T) ( 2) 

com igualdade se e somente se (B) • 

Por outro lado, 

gx(S) > gx{S,U) + gx(S,T) ( 3) 

com igualdade se e somente se (C) 

e, 

* * * gx (T) > gx (T,U) + gx (T,S) ( 4) 



com igualdade se e somente se {D) • 

Por outro lado, pelo lema 1 temos que ô {K) > i (K) para 

componente K de G[u}, ou seja, 

6(VK) * > i(K) - gx(VK,S) - gx (VK,T) 

Assim, 

6 (UI * > jlj - gx(U,S) - gx (U,T) 

com igualdade se e somente se (E). 

Somando as desigualdades (1-5) temos: 

6 (V) > jlj +g(T,S) -f
2
(S)-

com igualdade se e somente se (A-E) . 

• 
COROLARIO 3 - Se G é f-fatorável então 

jl (B) I + g(T,S) < 

para cada G-tripla B ~ (S,T,U) . 

• 

. 3 2. 

cada 

( 5 I 

COROLARIO 4 - Se valer a igualdade no enunciado do teorema 2 então 

x é Ótimo . 

• 
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Observe que o corolário 3 é exatamente a proposição II.2.8 ' 
uma condição necessária para que G seja f-fatorável. Por sua vez, o 

corolário 4 apresenta uma condição suficiente para que x seja ótimo. 

Mostraremos a seguir que essas condições são necessárias e suficien 

tes. Isto será feito produzindo x e B que satisfaçam a igualdade o o 

no enunciado do teorema 2, qualquer que seja G e f. A demonstração 

será construtiva e na verdade apresentaremos um algoritmo eficiente 

para obter x
0 

e 8
0

• Dessa forma alcançaremos nossos objetivos, a s~ 

ber, a caracterização de um conj-unto ótimo, a obtenção de um algo-

ritmo eficiente que determina um conjunto ótimo e a determinação de 

urna condição necessária e suficiente para que G seja f-fatorável. 

Em suma, nossos objetivos se concentrarão agora na demonstração do 

seguinte teorema: 

TEOREMA DA f-DTIMALIOADE Se x é ótimo então e xis te uma tripla 

B ~ (S,T,U) tal que 

~(V) ~ li I + g(T,S) - f2(S) -

Para demonstrar este teorema utilizaremos alguns conceitosque 

envolvem passeios; esses conceitos serão introduzidos na próxima se 

çao. 

3 - PASSEIOS FUNDAMENTAIS 

Sejam dados um grafo G e um subconjunto x de a. Dizemos que 
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um passeio P = (v
0

, a:
1 

,v
1

, ••• , a:n ,vn) e x-alternado se para todo i tal 

que l < i < n-1, uma das arestas a:i e '\+l pertence a x, a outra a 

* X • Observe que se n < 1 então P é trivialmente alternado. 

Seja agora f= (f1 ,t2 ) uma função restrição em G. Dizemos que 

P, alternado e não degenerado, é if,x)-interessante se uma das al-

ternativas abaixo for verificada: 

o passeio P interessante é 

* se o: e x 
n 

e 

e 

* • e x 
l 

a:
1 

e x 

do tipo x se a: 
n 

e X e do * tipo x 

Estendemos estas definições ao passeio degenerado P = (v
0

) 

dizendo que Pé {f,x)-interessante do tipo x se gx{v
0

) < f
1

(v
0

) e 

* (f,x)-interessante do tipo x se gx(v
0

) > f 2 Cv
0

). 

LEMA 1 - Se P é um passeio interessante então P é do tipo x ou do 

tipo x*, mas não de ambos os tipos. 

Demonstração: Se n > O então o tipo de P é determinado pela perti-

nência ou não de a: em x. Se n = O então, por defini 
n 

dos os casos P e de precisamente um dos tipos . 

• 
* LEMA 2 -Se n > O, entao Pé do tipo x (tipo x) se e somente se 

* t ex: e x l . 
n 

e a e X 
n 

~· 
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Demonstração: Se pé do t:Lpo x e n > O então o: e x. 
n 

Se n=l então 

gx (v
0

) > f.) (v } pois 
- o 

~ e x 
l 

se n > 1 então * ~ 
1 

ex 
n-

pois Pé alternado. Em an~os os casos, p• " é do tipo x . 

* Reciprocamente, suponhamos que P' é do tipo x e~ "' e x. 
n ,, 

Se 

n = 1 então gx(v
0

) > f 2 (v
0

) 

casos, Pé do tipo x • 

; se n > 1 então cr € X . Em ambos OS n-l 

• 
Dizemos que P, interessante do tipo x 1 é (f ,x) -melhor ante se 

P for uma trilha e gx(v ) > t
1

{v ) + 1, com igualdade 
n - n 

somente se 

* v
0 

t- v
11

• Dizemos que P 1 interessante do tipo x , é ILxl -melhorante 

se P for uma trilha e gx(v ) < f
2 

(v ) - 1, com igualdade somente se 
n - n 

v
0 

t- v
11 

• Observe que se P é melffirante então n > O, 

LEMA 3 -Se P e (f,x)-melhorante então x nao e ótimo. 

Demonstração: Suponhamos -.1ue P seja melhorante do tipo x ; desse m9_ 

do,.n>D, ~ e x 
n 

e gx(v ) > f
1

(v ) + 1 com iguald~ 
n - n 

de somente se v I v n o 

Seja x 1 = x EB aP<p Mostremos que 6. (V ; x 1
) < f1 (V ; x) . 

Sendo P uma trilha alternada, é Óbvio que gx(v) = gx' (v) para 

todo v em V \ {v ,v } . Resta mostrar que o n 

x) 

Suponhamos inicialmente que v ~ v . Nesse caso temos que gx(v ) > n o n 

> f
1

(vn) + 2 ; portanto, como Pé interessante, 

> t 2 (vn). Assim, 

(!) x (3 aP denota (x U aP]' (x nap) 

" e x 1 
e gx (v ) > 

n 
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e ( l) 

( 2) 

De (1-2) segue que 

~(vn;x') = max{O,gx' (v) - f
2
(v)} < b..(v ;x) 

n n n 

Suponhamos então que v f v . Nesse caso, gx' (v) = gx(v) - 1 > 
n o n n 

e, obviamente, b..(v ;x') < b..(v ;x). A demonstração 
n - n 

completa se mostrarmos que b..(v
0

;x') < b..(v
0

;x). 

Se gx(v
0

) < f
1 

(v
0

) então 

< f
1

(v
0

) donde se conclui que 

~(v ·x') ~ 
o' 

6(v ·x') . o' 

* " e x l 

De fato, l'I(V;x') < ~ (V;x) e portanto X 

; assim, 

- ótimo. nao e 

estará 

gx(v)+l< 
o 

De maneira análoga demonstra-se que se p e melhorante do tipo 

* então X X não é ótimo. 

• 
4 - DEMONSTRAÇAO DO TEOREMA DA f-OTIMALIDADE 

Suponhamos que x seja um conjunto Ótimo. Denotemos por Zx o 

1 
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conjunto de todos os vêrtices em V que sao términos de trilhos inte 

ressantes do tipo Xi por Zx* o conjunto de todos os vértices em V 

* que são términos de trilhas interessantes do tipo x . :t: fácil ver qre 

Z e Z * não são necessariamente disjuntos. Denotemos por Z o con-x X 

junto Zx U Zx* . 

Denotemos agora por B a tripla (S,T,U) onde 

S==Z*"-Z T 
X X ' 

Z '- Z * e U = V' (S U T) X X 

Vamos mostrar que 

6 (V) = [I I + g(T,S) - f2(S) -

Para tanto, vamos mostrar que B satisfaz as condições (A-E) do teo-

rema 2.2, a saber, 

(A) gx (v) > f
2 

(v) ('i! v 8 S) 

( B) gx (v) < f
1 

(v) ('i!v e T) 

aG[s] * (C) c X 

(D) aG[T] c. X 

(E) o (K) = i(K) para cada componente K de G :-u]. ,_ 

A validade de {A) e (B) segue imediatamente do lema 1 abaixo: 

LEMA 1 - As duas propriedades abaixo sao verificadas: 
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(i) para todo v em z * gx (v) > f
2 

(v) - l, com igualdade somen 
X ' -

te se f
1 

(v) = f
2 

(v) e v e u. 
( ii) para todo v em zx ' gx (v) < - f

1 
(v) + l, com igualdade somen 

te se f
1 

(v) = f
2 

(v) e v e u. 

Demonstração: (i) Seja v um vértice em Zx* e P uma trilha interessan 

* te do tipo x com término v. Como x é ótimo, ent'ãJ 

P nao é melhorante e portanto gx(v) ~ f 2 (v) - 1, com igualdade so

mente se v é a origem de P. Mas se vale a igualdade gx(v) = f
2 

(v) - 1 

então também vale gx(v) : f 1 {v) 1. Porém, o desvio de x em v, ori 

gem de P, é positivo; assim gx{v) = f 1 (v) - 1 e portanto = 

= f 2 {v). Adernais, como gx(v) < f
1 

(v), então v pertence também a Zx, 

Pois (v) é interessante do tipo x. Assim, v e Z * n Z c U. 
X X 

A demonstração de (ii) é análoga e fica a cargo do leitor . 

• 
A validade de (C) e (D) segue imediatamente do lema 2 abaixo: 

LEMA 2 -Seja ex: uma aresta, u e v seus extremos. 

(i) se u e Z * e a: 8 x então ou u ou v pertence a Z 
X X 

e v e z. 

* (ii) se u e z e a: e x então ou u ou v pertence a Z * , e v e Z. 
X X 

Demonstração: (i) Suponhamos que u E Zx* e a: E X. Seja Puma trilha 

* interessante do tipo x com término u. 

se (v, a:,u) é urna seção de P então, pelo lema 3.2, v e Zx* e 

u e Zx • Se (u 1 a:,v) é uma seção de P então, pelo mesmo lema, u e Zx * 
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e v E Z x . Finalmente, se o: ~ ap então, novamente pelo lema 3. 2, 

Po (u, cc,v) é uma trilha interessante do tipo x e portanto v e Z 
X 

A demonstração de (ii) é análoga e fica a cargo do leitor, 

• 
Para completar a demonstração do teorema, resta mostrar {E), 

i,e., que ó (K) = i(K) para cada componente K de G[u]. Ora, seó(K) =O 

e f
1 

(VK) f f
2

(VK) então i(K) ~o ; se o(K) O e f
1 

(VK) ~ f
2 

(VK) en 

tão, pelo lema 2.1, temos que i(K) =O. Resta então VE!rificar a va-

!idade de (E) para as componentes K de G [u] com O (K) > O. Em vista 

do lema 2.1 1 é suficiente mostrar que para essas componentes temos 

fl (VK) ~ f
2 

(VK) e o (K) ~ l. 

Consideremos então uma componente K de G[u] tal que ô (K) >O 

vamos provar que ô(K) = 1 e f
1

(VK) = f
2

(VK). 

* Demonstração: Como O<ó(K) = 6(VK} + gx(VK,S) + gx (VK,T), então ou 

x apresenta desvio em um vértice v e VK, ou 

* \x(VK,S) U Àx (~<,T) ~ ~- No primeiro caso, v e Z, por definição ~ 

* Z; no segundo, o extremo em VK da aresta de \x(VK,S) U \x (VK,T) pe!_ 

tence a Z, pelo lema 2. Nos dois casos, Z encontra VK. Mas, VK c U 

e K é conexo , portanto VK c Z 
X 

n z * , pelo lema 2 e definição cE 
X 

Dentre as trilhas interessantes com término em VR, escolha 

u. 
• 

uma, N = (u
0
,'\,u1 , .•. ,a:n''11),que seja minimal, i.e., que não seja 

seção de nenhuma outra distinta 00 N. Pelo lema 3.2," {v
0

,v1 , .... ,vn_1 } ~ V\VK. 
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Note que admitimos n = O, caso em que ~(u ) > O; a figura 1 mostra 
n 

as situações possíveis. 

K 

o uo 

N = (u
0

1 

gx(u
0

) < f
1 

lu
0

1 

u 
n 

(ai (b) 

K 

N = (u
0

) 

gx(u
0

1 > f 2 1u
0

1 

I c) 

K 

I di 

Figura 1. (a-b) N é interessante do tipo x ; 

* (c-d) N e interessante do tipo x 

LEMA 4- Se NoM = (u ,cr
1

,u
1

, ... ,a: ,u) com m > n e 
o m m -

L=(v
0

,B
1

,v
1

, ... ,B
1

,vi =um) são trilhas interessantes de 

tipos distintos e M é uma trilha em K, então existe uma trilhaM' em 

K, de un a ~, tal que N o M 1 é interessante e de tipo diferente <b de 

N o M ; ademais, aM' c aM uaL. 

I. 
' 
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Demonstração: Por indução em m. 

Para cada s tal que O < s < f seja N5 o passeio 

NoMo(v.e.,B.t'''"'vs+l ,Bs+l, v
5

) e L
5 

a trilha{v
0

,B 1 ,v1 , ... ,B
5

,v
5

) 

(figura 2). 

K 

Figura 2, 

lema 4.1 -Para cada s tal que O< s < i, N e L sao ambos passeics 
- s s 

interessantes, e de tipos diferentes. 

Demonstração: Por indução em .t-s. Se s = .t então N
5 

=NoMe L
5 

=L: 

nesse caso a tese vale por hipótese. Suponhamos então 

que s < 2 • Por hipótese de indução, N s+l e L s+l sao ambos passeios 

interessantes e de tipos diferentes. Se 8 s+l 8 X então L s+l e do ti 

* po X e portanto Ns+l e tipo X ; nesse caso, pelo lema 3. 2, Ls e do 

* * tipo x e N
5 

é do tipo X, Analogamente, se Bs+l e X então Ls é do 

* tipo x e N5 do tipo x . Em ambos os casos, L5 e N5 são interessantes 

e de tipos diferentes . 

• 
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Seja r o menor inteiro tal que O < r < i e Nr e uma trilha. 

Lema 4.2 - A trilha (vr, Br+l'vr+l'' .. ,Bl,vt) está em K. Ademais,se 

r = O então u
0 

= v
0 

Demonstração: Como Nr e L sao trilhas então para todo 

r < s < t temos que N
5 

e L5 são trilhas. 

s tal que 

Pelo lema 

4.1, são trilhas de tipos diferentes. Assim, vr,vr+l'''' ,v_e são to-

dos vértices (de uma mesma componente) de u. Mas 

(vr,Br+l'vr+l'"' .,st,vt) é uma trilha em K. 

V_e_ € VK 1 logo, 

Suponhamos ainda que r = O. Então N
0 

= NoMoR(L)eL =(v) 
o o 

sao interessantes e de tipos diferentes. Pelo lema 3.1, N e não de 
o 

* generada. Seja y a aresta-término de N . Se y 
o 

e x então N -e do ti-
o 

* po x e gx(v
0

) < f
1 

(v
0

) ; se Y e x então N
0 

e do tipo x e gx{v
0

) 

> t
2

{v
0

). Em ambos os casos, N
0 

é melhorante, a menos que u
0 

= v
0 

Pela otimalidade de x, u0 ~ v0 • 
consideremos inicialmente o caso em que r = O e portanto 

u
0 

e VK. Pela minimalidade de N, n = O e portanto un = vr. Assim, a 

asserção vale com M1 ~ L. 

Suponhamos então que r > O. Pela definição de r, existe um in 

teiro t tal que 1 < t < m e a:t = Br. Logo, (ut-l'a:t,ut) é igual 

a (vr-l'Br,vr) ou ao seu reverso. A figura 3 exemplifica as ~ 

tuações. 

si 

l ' ' ' 
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K K 

(a) (b) 

Figura 3. (a) (ut-l'~t,ut) =(vr-1' 6r'vr) 

M' = (un,'h+1'un+l'"""'o:t,ut) o (vr,Br+l'vr+l'"""'Bl,vi). 

(v ,s
1

,v
1

, ••• ,B ,v). 
o r r 

Se (ut-l'o:t,ut) = (vr-l'Br,vr) então ut = vr € VK e portanto 

t > n, pela minimalidade de N. Nesse caso, a asserção vale com 

M' = (un,a:n+l'un+l'···r'\'ut) o (vr,Br+l'vr+l'"""'Bt,vl). 

Resta considerar o caso em que {ut-l'at,ut) = (vr,Br,vr-l). 

Como ut_1= vr € V~, então, pela minimalidade de N,t-1 ~ n. Seja M1 

a trilha (un,o:n+l'un+l'"""'o::t-l'ut-l). Aplicando a hipótese de indu 

ção com M1 e Lr no lugar de M 0 L, temos que existe em K uma trilha 

' ' ' M1 de un a v r tal que aM1 c ct.M
1 

U aLr e No M
1 

é interessante e do 
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mesmo tipo que Lr. Assim, a asserçao também vale neste caso, com 

* LEMA 5 - Para todo vértice v em VI< existem em K trilhas Q e Q , am-

* bas de u a v, tais que No Q e N o Q são interessantes e 
n 

de tipos distintos. 

Demonstração: Seja X o conjunto de vértices de VK para os quais exi§_ 

* tem pelo menos uma das trilhas Q e Q . Ora, u e X e 
n 

portanto X 7' 9$. 

Pelo lema 4, existem ambas as trilhas para cada v em X; basta 

então mostrar que X = VK. 

Suponhamos que X 'ji VI\. Como X 'f ç6, então À I X, VK '-XI e nao v a-

zio; seja cr uma de suas arestas, u e v seus extremos, respectivame~ 

* te em X e VK,X, Seja P aquele de Q e Q tal que NoPo(u,o:,v) é um 

passeio interessante. Se (u, a:,v) é uma seçao de No P ou se (v, cx,u) 

é uma seção de N oP então obviamente v e X. Se N oP não passa por o: 

então N oP o (u, cr,v) é uma trilha. Em ambos os casos, v e X, contra-

dizendo a hipótese de que v € VK 'X • 

• 
LEMA 6- t

1 
(VK) = t 2 (VK). Ademais, 6(VK) < 1, com igualdade somente 

se n = O. 

Demonstração: Seja v um vértice em VK. Pelo lema 3 temos 

que v € zx nzx* ; então, pelo lema l, 

' 
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< gx (v) < f
1 

[v) + l com ambas as desigualdades estritas a menos que - -
f

1 
(v) ~ f

2 
(v) • se ambas as desigualdades forem estritas, então 

f
2 

(v) < gx (v) < f
1

[v) < t
2 

(v) e portanto gx{v) ~ f
1 

(v) ~ f 2 (v) • -
Assim, fl (VK) ~ f

2 
(VK) . Ademais, LI (v) < 1 pois t

1 
(v) .. l < gx (v) < - - -

< f
2 

(v) + l. 

Suponhamos que ~(VK) ~ 1 ; seja v tal que ~(v) > o. Pelo lema 

* 5, existem trilhas Q e Q em K, ambas de u a v, tais que 
n 

No Q e 

* * N oQ são trilhas interessantes do tipo x ex respeci:ivarnente. Se 

gx(v) > f
2

(v) então N oQ é melhorante, a menos que v== u
0 

i se 

- * -gx(v) < f
1 

(v) entao N oQ e melhorante, a menos que v= u
0

. Como x 

e ótimo, temos em ambos os casos que v"" u . Pela minimalidade de N, 
o 

v = u e n = O. Como essa conclusao vale para todo v E~m VK tal que 
n 

6(v) > O, temos que 6(VK) = 6.(u) < 1 com igualdade somente se n =0. 
n - • 

* LEMA 7 - se cc e :\x(VK,S) u :\x (VK,T) então n > O e o:: = 0: 

n 

Demonstração: Seja v o extremo de o: em VK, u seu outro extremo. Pe-

lo lema 5, existe P em K de u a v tal que N oP é uma 
n 

trilha e N oP o (v, o::,u) é um passeio interessante, do t:ipo x se ues, 

* do tipo x se u e T. Assim, N oP o (v, c:c,u) não é uma tl~ilha, pois 

u f- U. Mas No P é urna trilha ; J:=Dr definição de N, 

COROLARIO 8 - o (K) 

(u,o:,v)=(u 
1

,o: ,u). 
n- n n • 

Demonstração: Pelos lemas 6 e 7 temos que f 1 (VK) = f 2 (VK) e ó(K) < 1. 

Po rém 1 por hipótese 
1 

ó (K) > O; assim, 8 (:K) = 1 . 

• 



.46 

Com o corolário 8 concluirnos a validade de {E) para a tripla 

B. Assim, x é ótimo e 

~(V) * fl (T) . 

• 
5 - CONSEQDENCIAS DO. TEOREMA DA f-OTIMALIDADE 

Conforme observamos na seçao 2, com o teorema da f-otimalida-

de caracterizamos completamente os conjuntos f-Ótimos e os grafos 

f-fatoráveis: essa caracterização havia sido iniciada com os corolá 

rios 2.4 e 2.3, e agora estamos em condições de completá-la: 

COROLJ\RIO 1 - (Caracterização de conjunt,os f-ótimos) Um subconjunto 

x de a é f-Ótimo se e somente se 

~(V) = li I + g(T,S) - f2(S) -

para alguma G-tripla B = (S,T,U). 

COROL~RIO 2 - (Caracterizaçã~ de grafos f-fatoráveis) G e f-fatorá-

vel se e somente se 

para cada tripla 8 = (S,T,U) . 

• 

l 



. 4 7. 

Com base na demonstração do teorema da f-otimal:Ldade podemos 

ainda construir um algo>·'Ltmo eficiente que nos determ:Lna um conjun-

to ótimo x e uma tripla B que prova essa otimalidade, satisfazendo 

a igualdade do corolário 1. Observe que na demonstraçào do teorema 

da f-otimalidade partimos da hipótese que nos eram fornecidos, além 

de G e f= (f 1 ,f 2), um conjunto ótimo x, os conjuntos zx e Zx*e, p~ 

r a cada vértice em Z (Z *), uma trilha interessante p ·:v) 
X X 

* (P (v)) do 

* tipo x (tipo x ) com término v. Construimos então, a partir de 

Z = Zx U Zx* , a tripla B = (S,T,U) dada por 

(1) 

e provamos que B, assim definida, satisfaz as condições (A-E) do teo 

rema 2.2, ou seja, 

LI(V) = ]!] + g(T,S)- f
2
(S)-

Podemos porém, obter um conjunto f-ótimo, com base na demons-

tração do teorema da f-otimalidade, a partir de um subconjunto qua1_ 

quer x de a (eventualmente x = y;') e de uma quádrupla x-ideal: dize-

~ * * mos que uma quadrupla I = (Y, Y ,P ,P ) é x-ideal se Y c. c z * - X I 

* - - * P e p sao funçoes com domínio Y e Y respectivamente, e tais que 

* * para cada v em Y, P (v) (v em Y , P (v)) é uma trilha l.nteressante do 

* tipo x (tipo x ) com término v. Podemos então definir a tripla 

B(I) = (S,T,U) onde 

* s = y 'y ' 
* T = Y\ Y 
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e verificar se B(I) satisfaz as condições (A-E) do teorema 2.2. Se 

todas forem verdadeiras então x é Ótimo; caso contrário, a demons-

* tração do teorema da f-otimalidade nos mostra como aumentar jYj +IY I 
ou como diminuir o desvio de x. 

Mais precisamente, podemos ordenar quádruplas x-ideais (com x 

- * * * * fixo} pela relaçao (Y,Y ,P,P ) < (Y
1

,Y
1 1 P1 ,P

1 
) se e somente se 

com pelo menos uma das inclusões própria. com ba 

se na demonstração do teorema da f-otimalidade, pode-se descrever um 

algoritmo, que chamaremos otimalidade, e que tem os seguintes parâ-

metros: 

• o grafo G 

• a função restrição f 

• um subconjunto x (eventualmente vazio) de a 

* * e uma quádrupla ideal I= (Y 1Y ,P,P 

(eventualmente I = (9f ,çt ,cj ,çt)) • ~ 

A cada execuçao de otimalidade (G,f,x,I), um dos 3 casos ne-

cessariamente ocorre~ 

e caso 1: B(I) satisfaz as condições (A-E) do teorema 2.2. 

e caso 2: um subconjunto x
1 

de a é obtido, com 

~(V; x
1

J < ~(V; x) 

• caso 3: uma nova quádrupla x-ideal r 1 é obtida com I <I1 

~ então imediato o algori·tmo que determina x Ótimo, dados G e 

f: 

@ Estamos denotando funções com domínio vazio por 0. 

] 
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Procedimento xótimo (G,f) 

Início 

X + ~ ; 

Repita 

Repita 

caso, x,I +otimalidade (G,f,x,I) 

até q~ caso -:j 3 

até que caso = 1; 

devolva x 

Fim. -f 

~' 

Para obter o algoritmo otimalidade, basta observar que as de- --lJ 

monstrações dos lemas 4.1-4.7 são construtivas, isto é .. contêm info!: 

mação suficiente para a codificação de algoritmos que verificam a 

validade do enunciado ou obtém uma trilha melhorante ou uma nova q~ 

drupla ideal. Deixamos a cargo do leitor a descrição desses algori!. 

mos em linguagem mais ortodoxa. 

O algoritmo otimalidade assim obtido é certamente polinomial i 

de fato, com uma estrutura de dados adequada é possível implementar 

otimalidade de tal forma que a execução requeira nao mais do que 

c ( ! a I + 1) ( ) V) + 1) operações elementares, onde c e uma constante 

que nao depende dos parâmetros. Assim, em vista da proposição a se 

guir demonstrada, xótimo também é polinomial, nunca e:ügindo mais 

do que d(lal + 1) 2 ( lVI + 1) 2 operações elementares, onde d é uma 

constante que não depende nem de G nem de f. 
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PROPOSIÇ~O 3 - O procedimento xótimo executa o algoritmo otimalida

de no máximo (2 lal + l) (2/VI + l) vezes. 

Demonstração: Para cada subconjunto x de a, o maior numero de cha-

rnadas consecutivas de otimalidade que fornecem o caso 

3 é limitado por 2]vl, pois a cada chamada de otimalidade {G,f,x,I) 

em que o caso 3 ocorre, é obtida uma nova quádrupla x-ideal r 1 com 

* * I< r
1 

assim, denotando I= (Y,Y ,P,P) e r
1 

= * * {Yl,Yl ,P1 ,P1 ) t.§. 

* * mos que IYI + IY I < IY 1 1 + IY 1 I ~ 2IVI. Logo, a cada 2IVI chama-

das de otimalidade no pior caso, obtém-se uma ocorrência do caso 2 

ou do caso 1. 

Por outro lado, denotando por v
1 

o conjunto {v E V I g(v) < f 1 (v)} 

e por v
2 

o conjunto {v e V I f 2 (v) < O} temos que 

(Vx ~ a) 

Ademais, 

Logo, 

6(V;i!)- 6(V;x) < g(V) ~ 2lal (lfx~ a) 

A cada chamada de otimalidade em que o caso 2 ocorre, o desvio do 

subconjunto de a obtido é estritamente menor do que o desvio do con 

UNIC/\MP 

BIBLIOTECA CEiHRAl 

I ' 
' 
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junto fornecido. Assim 1 no máximo 2jaj ocorrências do caso 2 aconte 

cem. 

Denotando então por ij i (i = 1,2,3) o número de chamadas de 

otirrnalidade que fornecem o caso i, temos: 

11 l l 

112<2faf 

113< (2[v[l *'2+ (2[v[l ltl< 4fa[[v[ +2[V[ 

De fato, xótimo executa o algoritmo otimalidade no máximo 

+ 2[v[ + 4[a[ [v[ + l vezes • 

• 
Seja x um conjunto f-ótimo, ou seja, ó.(V;x) = !J. • 1!: Óbvio qtE 

m 

se !J.m =O então x é um f-fator em G, sendo portanto uma f 1 -cobertu-

ra de V em um t 2-emparelhamento em G. Porém, se !J.m > O então x pode 

não ser uma f
1

-cobertura nem um f 2-emparelhamento (figura l.b onde 

Arn ~ 2 ~ A(V;xll. 

( 3 3 I 

(l,ll 0-----<>· (1,2) 
(a) (b I (c) ( d) 

Figura l. (a) um grafo G onde f= (f
1
,f2 ) está indicada por um par 

ordenado em cada vértice; (b) um conjunto x ótimo quenao 

é uma f
1
-cobertura de v, nem um f 2-emparelhamento em G ; 

c) uma f
1
-cobertura ótima ; (d) um f 2 -empal~elhamento óti 

mo. 
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No entanto, a demonstração do lema 3.3 nos garante que se iniciali-

zarmos oo procedimento xótimo com uma f
1
-cobertura (f

2
-emparelhamen

to) então obteremos um conjunto Ótimo que é uma t
1
-cobertura (f 2 -e~ 

parelhamento) , se e somente se f
1 

:: g (f
2 

:::_ O) (figura 1) • 

6 - UMA GENERALIZAÇAO NP-COMPLETA 

Vamos generalizar o problema da determinação de um f-fator co 

locando pesos nas arestas do grafo. Mais precisamente, dado um gra-

foGe uma função restrição f = (f1 ,f2), seja k; a 7 z uma função 

ponderação que a cada aresta cr em a associa um inteiro nao negativo 

k (a:) chamado peso de u. Dizemos que G é (f 1 k) -fatorável quando e xis 

te um subconjunto x de a tal que 

L k(u)gu(v) < f
2

(v) 
uex 

nesse caso, x é um (f,k)-fator em G. 

(Vv e VI 

O problema de determinar se um grafo G é ou nao (f,k)-fatorá-

vel e NP-completo conforme mostraremos a seguir. 

O conceito de algoritmo polinomial (em tempo) e as definições 

de classes P, NP e de problemas NP-completos sao bem conhecidos e 

podem ser encontrados em [ 1] ou [ 4] ou [14]. 

Convém lembrar que problemas NP-completos, "os mais difíceis" 

na classe NP, incluem problemas clássicos como o problema da rnochi 

11 
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la, o da programaçao linear inteira,eo Cb caixeiro viajante, para os 

quais não se conhecem até ~1oje algoritmos polinomiais. Mais ainda, a 

existência de um algoritmo polinomial para qualquer problema NP-com 

pleto implica na existência de algoritmos polinomiais para todos os 

problemas em NP (inclusive os NP-completos}. 

TEOREMA 1 - O problema de decidir se um grafo G e ou nao (f,k)-fat~ 

rável é NP-completo. 

Demonstração: O problema certamente pertence a NP: dado um subcon-

junto x de a,pa.ra verificar se x é ou não un(f,k)- fator b~ 

ta calcular I k(~lg~(v) e verificar se este número se encontra e~ 
•ex 

tre t 1 (v) e t 2 (v}, para cada v e v. Assim, a verificação de uma so-

lução podê ser feita por meio de um algoritmo polinomial, ou seJa, 

o problema está em NP. 

Stephen Cook, em 1971 Q-7], mostrou que o problema da satisf~ 

tibilidade é NP-completo; vamos então reduzi-lo polinomialmente ao 

nosso problema. Para tanto considere uma fórmula booleana C do cá1-

culo proposicional em forma normal conjuntiva, envolvendo variáveis 

do conjunto U = {u1 ,u2 , •.• ,um}. Isto é, denotando os operadores ló

gicos por -(negação), v (ou) 1 A (e), temos 

c = c1 "' c2 "' •.• "' cN (N > l) onde -
c. ~ !.

1 
v t.

2 
v ... vt. 

l l l llli 
( j_ < i < N, n. 

1 
> l) onde 

para algum ur em u 

(l < i < N, l < j < ni) - -
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A partir de C, vamos definir um grafo G, uma função restrição 

f= (f1 ,f2 ) e uma função ponderação k. O grafo G é simples e tem bi 

partição X,Y onde 

e tal que 

A função restrição f é definida por: 

(l < i < m) 

(l<i<N) 

f(w) ~ (O,N) (\fw e Y) 

A função ponderação k e dada por 

k(•) ~ 

) N , se o: incide 

ll,c.c. 

- - -

em {v11 ... ,vm} 

c = (u
1 

v u 3 ) A (u
2

) A (u
1 

v u
1 

v u
3
). 

1 
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Assim, N =3 1 m= 4, 

= 3 

o grafo G e as funções f e k estão indicados na figura 1. 

(3, 3) 

vl 

(O, 3) 

Figura 1. 

(3, 3) ( 3' 3) (3' 3) (l ,2) (1,1) (1,3) 

v2 v3 v4 cl c2 c 3 

(O, 3) (O, 3) 

O grafo G definido a partir de U e c ; a função restri-

ção f = (f1 ,f2 ) está indicada em cada vértice e a função 

ponderação k em cada aresta. 

~ fácil ver que dados U e C é possível obter G,f e k em tempo 

polinomial. 

Resta mostrar que C é satisfazível se e somente se G e (f,k)-

-fatorável, i.e., existe uma interpretação I das variáveis em U,que 

lhes atribui o valor verdadeiro ou falso, e que faz com que c tenha 

o valor verdadeiro se e somente se G admite um (f,k)-fator. 

X 

y 
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Suponha que C é satisfaz.Lvel, seja I uma interpretação que faz 

com que C tenha o valor verdadeiro. Seja 

W ~{ui € Y I I(ui) ~verdadeira} U {Üi e Y I I(ui) ~falso} 

eF=Y,W. 

Seja então x c a definido por: 

~ w Cl{.l' .. I 1 < j < n
1
.} 

1] 

(i~ 1,2, ... ,m) 

(i~ 1,2, ... ,N) 

~ fácil ver que x e um (f,k)-fator em G: 

(1) 

( 2) 

gx(vi) = N (i = 1,2, ... ,m), pois ' -v. e x-adjacente a 
1 

pr~ 

cisamente um dos vértices u. e U. , a saber, aquele que 
1 1 

pertence a F; ademais, a aresta correspondente tem peso 

N. 

Adjx (C.) 
1 

e 1 < gx(Ci) :S. ni (i= 1,2, •.. ,N), pois 

precisamente o conjunto {i .. I 1 < j :::_ 
1] 

n. e I(.l' .. ) ~ ver 
1 1] 

dadeiro}. Note que esse conjunto e nao vazio pois C. as-
1 

sume o valor verdadeiro segundo a interpretação I; assim 

gx(Ci) ~ 1. Por outro lado, todas as arestas incidentes 

em C. tem peso 1 e então gx(C.) < n. 
1 1 1 

(3) O ~ gx(w) < N (~w e W) pois se w e W então 

Adjx(w) ~ {Ci (1 < i < N) I w ~ .e. para algum j,l<j<n.} - lJ - - l 

( 4) gx(w) ~ N (Vw e F) pois se w e F então w ~ ui ou w = u. 
1 

para algum i, 1 < i < m, - Adjx(w) ~ {v i}, e a aresta em X 

que liga V. a w tem peso N. 
1 

1 
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Reciprocamente, se x é um (f,k)-fator em G, ent.ão C é satisfa 

zível fazendo 

para i 

rerdadeiro' se u. for x-adjacente a v. 
l l 

I(ui) 
falso se u. for x-adjacente a v. 

l 1 

1,2, ... ,m. 

De fato, 

{1) obviamente I é uma interpretação sobre U po.is como 

( 2) 

f(v1 ) = {N,N) e as arestas incidentes em v1 tem peso N,~ 

tão precisamente um de u1 e ü1 é x-adjacente a v
1

, 

i= 1,2, ... ,m. 

para 

cada C. , 1 < i < N, assume o valor ver da dei :ro 
1 -

segundo I. 

De fato, f(C 1 l = (l,n
1

) e portanto c
1 

é x-adjacente a pe

lo menos um vértice, digamos~ em {u.,U.} ; por sua vez, 
J J 

w não pode ser x-adjacente a vJ. pois f(u.) == f{Ü.) = (O,N) e 
J J 

as arestas com um extremo em vj tem peso N. Assim, I{w) = 

= verdadeiro 

segundo I. 

e portanto C. assume o valor verdadeiro 
l 

Em suma, é trivial verificar se um subconjunto :>~ de a e ou nao 

um (f,k)-fator; ademais, se existir um algoritmo polinomial para de 

terminar se G é ou não (f,k) -·fatorável então teremos, mediante are 

dução acima, um algoritmo polinomial para determinar s;e uma fórmula 

é ou não satisfazível. Assim, essa generalização de f-·fator é um p~ 

blema NP-completo • 

• 
--9-----
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CAPITULO IV 

A P L I C A Ç D E S 

l - INTRODUÇAO 

Neste capítulo vamos mencionar algumas aplicações do Corolá

rio III. 5. 2 , apresentando alguns resultados bem conhecidos rorro sim 

ples conseqüências do mesmo. 

Para dar maior uniformidade ao capitulo, apresentaremos inici 

almente uma formulação equivalente ao Corolário III.5.2: 

TEOREMA 1 - Seja f= (f
1
,f2) uma função restrição em G. o grafo G e 

f-fatorãvel se e somente se 

ll(f,B) I + fl (T) < f2(S) + g(T,V \S) 

para cada G-tripla B = (S,T,U) 

• 
As condições do corolário III.5.2 e do teorema 1 sao equiva

lentes~ a demonstração é imediata ficando a cargo do leitor. 

2 - f.FATORES EM GRAFOS BIPARTICIONAVE!S E EM DIGRAFOS 

o teorema 1.1 apresenta uma condição necessária e suficiente 

para um grafo G ser f-fatorável; quando G é biparticionável, a condi 

ção pode ser simplificada. 

. 58. 



• 59 . 

TEOREMA 1 - Um grafo G biparticionável é f-fatorável se~ e somente se 

para todo par S,T de subconjuntos disjuntos de v. 

Demonstração: A necessidade da condição é imediata, pelo teorema 1.1. 

Basta portanto demonstrar que a desigualdade enunciada 

implica na desigualdade do teorema 1.1 quando G é biparticionável. 

Para tanto, suponha que 

( l) 

para todo par S',T' de subconjuntos disjuntos de V. Seja B = (S,T,U) 

uma G-tripla, vamos demonstrar que 

ll(f,B) l+f
1

(T) < f
2

(S) + g(T,V'-S) 

por indução em li (f,B) I 

( 2) 

Se I(f,B) = ~~ (2) segue imediatamente de (1). Suponha então 

que I(f,B) #~e adote como hipótese de indução que 

ll(f,B') l+f1 (T') ~ f 2 (S') + g(T' ,V'-S') 

para toda G-tripla B' = (S',T',U') com II(f,B'll < ll(f,Bll. 

Seja X,Y urna bipartição de G e K uma componente em I (f,B); se 

jam M e N tais que 

{M,N} =.{X nvK Y nvK} e 

fl (M) - g(T,M) < fl (N) - g(T,N) ( 3) 
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SejaS' = S UM, T' = T UN, U' = U'-VK e B' a G-tripla (S',T',U'). 

E: fácil ver que 

ll (f,BI I ~ li (f,B'I I + 1 ( 4 I 

e 

( 5 I 

Pela hipótese de indução, 

( 6 I 

De ( 4-6) vem que 

( 7 I 

Ademais, 

f 2 (S'I ~ f 2 (SI + f 2 (MI ( 81 

g(T' ,V ',S'I ~ g(T,V'-SI - g(T,MI + g(T,NI ( 9 I 

De (7-9) vem que 

ll (f,BII + f 1 (TI _:: f 2 (SI + g(T,V,SI + [f2 (MI- g(T,MIJ-~ 1 (NI- g(T,N)J +1 (101 

Por outro lado, como K e I (f,B) temos 

e 

f 1 (MI + f 1 (NI + g(T,MI + g(T,NI _ 1 (nnd 21 

De (31, (111 e (121 temos 

(111 

( 12 I 

(131 

1. 
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Assim, de (10) e (13) segue que 

ou seja, B = (S,T,U) satisfaz a desigualdade {2). 

De fato, pelo teorema 1.1, G é f-fatorável • 

• 

!!: um exercício padrão demonstrar a condição seguinte, a par-

tir do teorema 1: 

CDRDLARID 2 - Um grafo G com bipartição X,Y é f-fatorável se e somen 

te se 

({) fl (T) < f
2

(S) + g(T,Y '-SI - (VT c X) evs c Y) 

e 

IUI fl (T) < - f 2 (S) + g(T,X'-S) (VT c:_ Y) (VS c X) 

• 
Considere agora um digrafo D. Uma função restriqão f em D e 

+ - - + -um par ordenado (f ,f ) de funçoes f ,f : 

f+= (f
1

+, t
2

+) e f = Cf
1
-, t

2
-) com f

1
+ 

VD + z x z tais que 

+ 
5 f2 e fl ~ f2 

Dizemos que D e f-fatorável se existir um subconjunto x de a 

tal que 

f + < 
l 

+ g X f + 
< 2 e < g X 

nesse caso dizemos que x é um f-fator em D. 
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TEOREMA 3 - D é f-fatorãvel se e somente se 

I -é I + < f
2 

(S) + g D(T,V'\S) e 

para todo par S,T de subconjuntos (não necessariamente disjuntos) de 

VD. 

Demonstração: A partir do digrafo D, vamos construir um grafo G com 

bipartição v+, V- e lv+l ~ lv-1 ~ Ivo! da seguinte ma 

neira: 

(a) a cada vértice v em VD corresponde um vértice, 

vértice, v-, em v- i 

(b) aG = ao de tal forma que, se em D, 

emG,ecc 
+ -

~ {u ; v ). 

+ e cr ~ u e 

+ v, + em v 

e cr =v, 

Vamos agora definir uma função restrição h em G por 

+ + -h(v ) ~f (v) e h(v ) ~ f (v) (\fveVD) 

e um 

então 

~ imediato que um subconjunto x de ao é um f-fator em D se e 

somente se x é um h-fator em G. Pelo Corolário 2 temos que G e h-fa-

torãvel se e somente se 

I -é I f
1

+(T) -
< f2 (S) + - gG(T,V \S) (VT c V+) (VS c V) e 

lül 
- r/csJ fl ( T) < + -

+ 
gG(T,V \S) (VT c V ) ( \IS c V+) 

donde segue a condição enunciada. 

• 

1 
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3- f.SOLUBILIDADE 

Dado um grafo G e uma função restrição f= (f
1
,f 2), dizemos 

que G é f-solúvel se existir uma função peso p: a + N tal que 

f
1 

(v) < ! p ( rr) gcr(v) < f 
2 

(v) - -
«E a 

para todo v em V• 
' nesse caso, - f-solução de 

(fi 
P e uma G. 

Observe que se a imagem de p for um subconjunto de {O, 1) en-

tão o conjunto {cr / p(rr) = 1} é um f-fator em G. Por outro lado, se 

f 1 = f 2 ~ 1 então G é f-solÚvel se e somente se G é 1-fatorável. 

T EO REMA 1 - Seja f = (f
1

, t 2J uma fmção restrição em G, cnm f
1 

:_ O. O grafo G e 

f-solúvel se e somente se 

jl(f,B) I+ fl(T) ~ f2(S) 

para cada G-tripla B = (S, V~(G-S), U). 

Demonstração: Vamos construir um novo grafo G', a partir de G, tal 

que: 

(a) VG' = VG e 

(b) gG' (u,v) =mgG(u,v) para todo par u,v de vérticesj. onde 

m = jvj + f 2 (V). 

Assim, G' é obtido substituindo-se cada aresta de G por m "có 

pias" dela. :g fácil ver que G é f-solúvel se e somente se G' é f-fa-

torãvel. 

Q) Tutte [ 19] define f-solubilidade para G sem laços e f: V-+ N+ 
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Pelo teorema 1.1, G' e f-fatorável se e somente se 

IIIG';f,B)I + f
1

1T) < f 2 1S) + gG'IT,V'-.S) I l) 

para cada G-tripla B = (S,T,U). 

A condição (1) é válida para todas as triplas tais que 

gG' (T,V,S) 7'- O pois 

Por outro lado, como S nT = ç6, gG' (T,V'-.S) =O se e somente 

se T c VÇ/IIG-S); nesse caso, li IG';f,B) I = li IG ;f,B) I· 

Assim, G é f-solúvel se e somente se 

li lf,B) I + fl IT) ~ f21S) 

para cada G-tripla B = IS,T,U) com T ~ VÇ/I(G-S). 

Suponhamos agora que B = (S,T,U} seja uma tripla com 

I 2) 

T c Vsi(G-S); consideremos então a tripla B' = (S,T',U') comT' =V91'(G-S) 

e u' = u 'v~ ( G-S) • g claro que 

lllf,B)I=Illf,B')I+IXI e lxl~f 1 1X) 

onde X e o conjunto dos vértices v em U nvli(G-S) com f 2 (v) = f 1 (v) - 1 

(mod 2) . Assim, 

donde se conclui que (2) vale para toda tripla B = (S,T,U) com 

T c Vçi(G-S) se e somente se {2) vale para toda tripla B = (S,T,U) com 

T = Vç6(G-S). r.e fato, G é f-solúvel se e sorrente se (2) vale para cada G-tripla 

B = IS,T,U), a:>rn T = VlG-S) •• 

I 
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TEOREMA 2 - Seja f uma função restrição, com f 1 ~ O. um grafo G bi 

particionável é f-solúvel se e somente se 

(lfS C V) 

Demonstração: Seja G' o grafo construido a partir de G tal que 

(a) VG' = VG e 

(bl gG' (u,v) = m gG(u,v) para todo par u,v de vértices, onde 

m ~ f 
2 

(V) • 

Temos que G e f-solúvel se e somente se G1 é f-fatorâvel. Pe

lo teorema 2.1, G' é f-fatorável se e somente se 

fl (T) ;5 f
2 

(S) + gG' (T,V'.S) (1) 

para todo par S,T de subconjuntos disjuntos de VG, 

De maneira análoga à demonstração do teorema 1, prova-se que 

( l) equivale a 

(lfS C V) 

• 

CDROLARIO 3- Seja f uma função restrição, com f 1 >O. um grafo G 

com bipartição X,Y é f-solúvel se e somente se 

[Ü) 

t
1

(X()Vçi(G-S)) < f
2

(S) 

e 

(lfS c Y) 

(\IS C X) 

• 
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Considere agora um digrafo D e uma função restrição f em D. 

Dizemos que D é f-solúvel se existir uma função peso p: ao ~ N tal 

que 

+ f
1 

(v) < L p (cr) < 

e+«=v 

+ f
2 

(v) e f
1 

(v) < 

e a:=v 

para todo v em VD; nesse caso, p é uma f-solução de o 

TEOREMA 4 - Seja f uma função restrição, com f 1 > O. Um digrafo De 

f-solúvel se e somente se 

e 

[ü) 

para todo subconjunto S de VD. 

Demonstração: Seja D' o digrafo construido a partir de D tal que 

I a) VD' = VD e 

I b I 
+ + g D' (u,v) = m g D{u,v) 

para todo par u,v de vértices, onde 

.{ + m.., max f
2 

{VD), 

Temos que O é f-solúvel se e somente se D' é f-fatorável. De 

maneira análoga à demonstração do teorema 1 (ou 2), prova-se que a 

condição enunciada para D equivale à do teorema 2.3 para D' . 

• 
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SUMARIO DAS C.N.S. PARA f-FATORAÇAO E f-SOLUBILIDADE 

GRAFO f-FATORAÇAO f-SOLUB':L!DADE if1 ~O) 

TEOREMA 1 . 1 

G 
qual quer 

V B = (S,T,U) 

TEOREMA 2.1 
G 

biparti- fl (T) :Ó f2(S) + g(T,V'.S) 

cionãvel 

G 
com 

bipartição 
X,Y 

(VS,T ~V) (S,T disjrmtos) 

COROLMIO 2. 2 

r
(I{J' c X) 

W f
1 

(TI::f
2

(S) + g(T,Y \S) -
(VS c Y) 

e 

TEORE~IA 3.1 

TEOREMA 3.2 

t
1 

IV<II'G-S)) ~ f
2

(S) 

(VSc- VI 

COROLMIO 3. 3 

+ g(T,X\S) - [ü) I(I{J' c Y) 

D 
orientado 

(VS c X) 

TEOREMA 2.3 

{.L) t/(T) ~f 2 -(S) +g+(T,V\S) 

e 

{ü) fl (T) :'_f/(S) +g-(T,V\S) 

(VS,T ~V) (S,T não neaessãri~} 
te disjl..ID.tos 

4 - FLUXO MAXIMO NUM D!GRAFO 

TEOREM.I 3.4 

{.L) fl+(V
5
+(0)) :: f

2
-(S) 

e 

{.L-L) f
1
-(v

8
-(o)) é f

2
+(S) 

(VS <::: V) 

Seja Dum digrafo com dois vértices, o+ e o , distintos, cha-

mados respectivamente de origem e destino; os demais v1§rtices de V D 

são chamados vértices intermediários e denotamos VD '-{o+ ,o-} por ID. 
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Seja uma função c: ao + N; c é chamada função capacidade. 

Dada uma função f: ao + N, define-se 

'f +(v) = L 'I' 1•1 f- (v) = L i' (•) e 
+ e rr=v e cx=v 

'f (v) = f +(v) - i' - (v) (Vv e VD) • 
o 

Dizemos que f e um fluxo em D se e somente se 

o::f <c 

'f (v) = O (Vv e ID) e 
o 

Note que para toda função f: aO + N temos f {VD) O. Assim, 
o 

se f for um fluxo, então 

o valor de um fluxo f e definido por val f = '!' +(o +I • Um 

fluxo 'f é máximo se val f > val 'f para todo fluxo f em D. -
Um corte separador em D é um corte A (SI tal + e s que o e 

o e VD,S. A capacidade de À{S) é definida por c(À+(S)) e denotada 

por c(S). Dizemos que À(S) é mínimo se c(S} < c{S') para todo corte 

separador À(S') em D. 

Em 1927, Menger [lo] apresentou vários resultados envolvendo 

fluxos máximos e cortes mínimos em digrafos com função capacidade 

constante igual a 1. Em 1956, Ford e Fulkerson [12] relacionaram flu 
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xos máximos e cortes mínimos apresentando um teorema que ficou conh~ 

cido como "Max-flow Min-cut theorem" e em 1957 [13] apresentaram uma 

prova construtiva para esse teorema. A partir de então surgiram inú 

meras provas para o referido teorema; vamos agora apresentá-lo como 

oonseqüência do teorema 3.4: 

TEOREMA 1 -Seja f um fluxo num digrafo De À{S) um corte separador 

em D. Então 

val 'f :5 c (S) 

com igualdade se e somente se 'f' é máximo e À(S) e mínimo. 

Demonstração: Sendo f um fluxo e ;\(S) um corte separador em D, te-

mos 

val 'f ='f +(o+)= 'f (S) ='f (À+(S,VDII- 'f (À-(S,VDII (li 
o 

Mas, 

( 2 I 

Por outro lado, sendo o < f < c, de {1-2) segue que 

c(S) ( 3 I 

Provamos que a desigualdade (3) é válida para cada fluxo f e 

para cada corte separador À(S) em D; assim, é imediato que, se valer 

a igualdade em (3) então f é máximo e \(S) é mínimo. 

Resta agora mostrar que ( 3) é verificada com igualdade para 

cada fluxo máximo f e para cada corte separador mínimo À(S). Para 
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tanto, é suficiente mostrar a existência de um fluxo f e de um cor 

te separador À(S) em D tal que val f= c(S). 

A fim de mostrar a existência de um par f, À(S), tal que 

val f= c(S}, vamos transformar o problema da determinação de um flu 

xo máximo e de um corte separador minimo em D, num problema de solu 

bilidade. Para tanto, construiremos um digrafo D', e, para cada núrne 

ro natural k, definiremos uma função restrição f em D' , de tal forma 

que: 

(a) se D' é f-solúvel então existe um fluxo 'f em D tal que val f=k. 

(bl se k < c(S) para todo corte separador À(S) em o então o' e f-so-

lúvel. 

Desse modo, se c(S') for a capacidade de um corte separador 

minimo em o, fazendo k c (S') garantimos a existência de um fluxo 

f' em D tal que val f = c(S') o que completa a demonstração do teo 

rema. 

Vamos então construir o referido digrafo O', da seguinte ma-

neira: 

[a) cada aresta rr em ao é subdividida em duas, 

um novo vértice q 
~ 

+ -
, tal que e o: 

+ e ~ 

+ 
IX e IX por meio 

e " 

- + e cr e a: (figura 1.) O conjunto de todos os vértices q a: 

denotado por O: assim VD' = VD UQ. 

D: 

v 

Figura 1. 

u 

+ cr 

0 I : 

v 

u 

de 

e 

será 
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[b) a cada vértice em VD' é adicionado um laço. 

Seja agora k um número natural. Vamos definir a função restri 

+ -çao f = (f , f ) em D' por: 

f+( ) -
q~ 

~ f (q) ~ (C ( rr) ' C ( rr) ) (:fio: E! ao) 

f+(o+) - -
~ f (o ) (k ,k) 

f- (o+) ~ f+(o-) ~ (0 'o) 

f+(V) -
= f (v) = (k 'k) (Vv El ID) 

:g óbvio que se D' é f-solúvel então existe um fluxo 'f em D 

tal que val f = k. Suponhamos então que 

k::_c(S) 

para todo corte separador A(S) em D; mostremos que D' é f-solúvel. 

Seja Z um subconjunto de VD'. Para possibilitar a aplicação 

do teorema 3.4, mostremos que: 

(i I f +(V +(D')) < f
2
-(Z) 

l z 

[iil f 1-(v2-(o'JJ < f/izl 

e 

Mostremos inicialmente a condição (i) . 

Como cada vértice em VD' possui um laço nele incidente, temos 

que v
2
+(D') c Z. Assim, 

( 4) 

Por outro lado, pela definição de f, 

( 5) 
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De (4-5) conclui-se que (se o+ ~ Z) ou (se o e Z) então (i) e tri-

vialmente válida. 

+ Suponhamos então que o 8 Z e o ~ Z; nesse caso, À(Z nvo) e 

um corte separador em D. Assim, por hipótese, 

k < c(z nvol ( 6 I 

Ademais, de (4-5) temos 

Assim, basta mostrar que 

( 7 I 

Se existe um vértice vez 'Vz+(D') tal que v e VD, então (7) 

e trivialmente válida pois f 1+(v) ~ k. 

Suponhamos então que Z '- v 2 + (D') e um subconjunto de Q. Nesse 

caso, 

f +(Z\V +(D'II > c(Z'lVDI 
1 z ( 81 

De (61 e (81 temos (71. 

Concluimos então que a condição (i) é válida para todo subcon 

junto Z de VD'. A verificação da condição (ii) é análoga: observando 

-se que V
2
-(D') c Z temos 

(9 I 

De (9} temos que (se o + 
~ Zl ou (se o e z1 ou (se z nvn'vz (D'I;' ><11 

I 
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então a condição (ii) é trivialmente válida. 

Suponhamos então que o assim, 

À {VD 'Z) é um corte separador em D e 

o que completa a verificação da validade de {ii). 

De fato, pelo teorema 3.4, D' é f-solúvel . 

• 
5 - ARESTA CRDMATICIDADE DE GRAFOS BIPARTIC!DNAVE!S 

Uma k-aresta-coloração (k ~ O) de um grafo G e uma função 

c: a-+ {l 1 2, ... ,k} tal que para arestas o:eB adjacentes, c(o:) r1c{8). 

Um grafo é k-aresta-colorável se admite uma k-aresta-coloração. 

~ óbvio que se um grafo G possui laços então G não é k-aresta 

-colorãvel para nenhum k ~ O. Desse modo, até o final dessa seçao, va 

mos considerar apenas grafos sem laços. 

Observe que o grafo vazio é 0-aresta-colorâvel; note também 

que todo grafo G é lal-aresta-colorável e que se G é k-aresta-colorá 

vel então é k'-aresta-colorãvel para todo k' > k. Podemos assim defi 

nir o número aresta-cromático de G, x' (G), corno sendo o menor k tal 

que G é k-aresta-colorâvel; dizemos então que G é ~)-aresta-cromá 

ti co. 

:g imediato que G é k-aresta···colorável se e somente se existe 

uma partição de a em k blocos, cada um dos quais um emparelh~ 

menta em G. Por outro lado, seja M(G) = max{g(v) /v e V}. Como as ares 

tas incidentes num mesmo vértice são todas adjacentes, é Óbvio que 
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x' (G) ~ M(G); para verificar que a desigualdade pode ser estrita, h~ 

ta considerar um triângulo. Provaremos porém, que se G for bipartici2_ 

nável então X' (G) = M(G). 

No caso geral, caracterizar os grafos G tais que x'(G) = M{G) 

reve ser fifícil pois, o teorema das quatro cores é logicamente e qui valente à 

3-aresta-rolorabilidade de grafos 3-regulares, 2-ronems, planares [2] ou [7] o 

TEOREMA 1 - Seja G um grafo com bipartição X, Y e Q o conjunto <bs vér 

tices em v com grau máximo M(G) > O. Nessas a:mdições exis 

te um emparelhamento t em G que cobre Q. 

Demonstração: Vamos definir uma função restrição f = {f1 ,f2) 

tal que f
2 

= 1 e 

se v e Q 

caso contrário 

em G 

Se mostrarmos que G possui um f-fator t, então t é um empare-

lhamento em G que cobre Q. Para tanto, de acordo com o teorema 1.1, 

vamos mostrar que 

fl (T) < f 2 (S) + g(T,Y \S) 

e 

f
1 

(T) < f
2

1S) + g(T,X \S) 

(VT c X) (VS c Y) 

(VT c Y) (VS c X) 

Sejam então T e S subconjuntos arbitrários de X e Y respecti-

vamente. Façamos 

e 



Assim, 

s 

Então, 

ou seja, 

T
Q 

Figura 1. 

==== 

g(T ,Y '-S) 
f

1
(T) S f

2
(S) + QM < f

2
(S) +g(T,Y'-S) 
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Resultado análogo vale para T c Y e s c x . 

• 
COROLARIO 2 - Se G é um grafo biparticionãvel então a pode ser ex-

pressa como a união de M(G) emparelhament:os dois a dois 

disjuntos • 

• 

COROLARIO 3 -Se G e um grafo biparticionável então X' (G) = M(G) . 

• 
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6 - SEQÜêNCIAS GR~FICAS 

Seja V= {1,2, .•. ,p} um subconjunto de N e f= (f
1
,f

2
) urra fu!l 

çao de V em Z x Z. A seqüência Sf = {f(l), f(2) , ..• ,f(p)) é gráfica 

se existir um grafo G tal que VG = V e f
1 

~ gG ~ f
2 

; Sf é 

estrita se G for simples. 

gráfica 

PROPOSIÇ~O 1 - Uma seqüência Sf com f 2 ~ f 1 ~ O é gráfica se e somen 

te se f
2

(V) é par ou f
2

(V) > f
1

(v). 

Demonstração: Seja G um grafo completo com p vértices ao qual foi a

dicionado um laço em cada vértice. Obviamente, f é uma 

função restrição em G; ademais, Sf é gráfica se e somente se G é f-so 

lúvel. Pelo teorema 3.1 temos que G é f-solúvel se e somente se 

(li 

para toda G-tripla B = (S,V~(G-S) ,U). 

Como cada vértice em V possui um laço, 

(\fS C V) ( 2 I 

Por outro lado, sendo G um grafo completo, 

jl(f,B)j < l (\fB ~ (S,T,U)) ( 3) 

De (l-3) temos que Sf é gráfica se e somente se 

f
2 

(S) > O para tocb S c::_ V tal que fl (V\ S) ~ f 2 (V\ S) - l (rrod 2) ( 4 I 

Se t
2

(V) é par então (4) e válida pois f
2

Cs) _ l (mod 2) para 
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todo subconjuntoS de V tal que t
2

(V'-S) :: 1 (mod 2); se t
2

(V)>f
1 

(V), 

então f 2 (S) > f
1 

(S) para todo subconjunto S de V tal que f
1 

(V '.S) = 

= f
2

(V 'S). Em ambos os casos, (4) ê válida. 

Reciprocamente, se (4) vale, fazendo S si temos que f 2 {S) = O 

e portanto ou f 2 (V) é par ou f
1

(V) i f 2 (V) . 

• 

COROLARIO 2 - A seqüência Sf e gráfica se e somente se 

1~1 e 

e 

[ii) f 2 (V) é par ou então existe v em V tal que 

f
2

(v) > max{O,f
1 

(v)} • 

• 
As soluções encontradas pela proposição 1 e corolário 2 nem 

sempre nos fornecem grafos simples. Vejamos então alguns resultados 

que caracterizam as seqüências gráficas estritas. 

TEOREMA 3 - A seqüência Sf é gráfica estrita se e somente se 

f
1

(T) < r(r-1) + L min{r, f 2 (v)} (\IT c V) (I) 

veV\T 

com desigualdade estrita se 

onde r~ [T[ e 
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Demonstração: ~Óbvio que Sf é gráfica estrita se e somente se Kp -e 

f-fatorãvel. Pelo teorema 1.1, Kp é f-fatorável se e so 

mente se 

para toda K -tripla B = (S,T,U). 
p 

Como K é completo, então 
p 

li (f ,B) I < 1 

e 

r(r-11 + rlul = g(T,V\5) 

Por outro lado, 

ves uu 

com igualdade se e somente se 

De (3-4) temos que 

(Vv e s) 

(\IV e U) 

e 

r(r-11 + I rnin{r,f
2
(v)} < f 2 (s) + g(T,V'-SI 

vesuu 

com igualdade se e somente se (a) . 

(1) 

( 2 I 

( 3) 

( 4) 

(a) 

(IIB = (S,T,U)) ( 5) 

Se a condição (I} enunciada e satisfeita, então, de {2) e (5) 

temos que 



' 
' ., 

I 
' 

/1 (f,B) I + fl (T) < f2(S) + g(T,V\,S) + l 

com igualdade somente se 

(a) 

(b) e t
1 

(U) = f
2

(U) "1- r/ui (mod 2) 

fl(UT) ~ f 2 (UT) ou f 1 (UT) õ rJUT/ (mod 2) 

o 79 o 

(c) 

Mas, (a), (b) e (c) levam a uma contradição, pois (aL) implica que 

UT'=. U e f 2 (v) =r para todo v em U'UT, o que, com (b), implica que 

fl (UT) = f 2 (UT) "f- T JuTj 

plica em (l) o 

(rnod 2), o que contradiz (c}. Assim, (I) im 

Reciprocamente, se (1) vale, então fazendo U = UT, (a) vale, 

a igualdade vale em (S) e portanto temos que 

t
1 

(T) < r(r-l) + L min{r,f
2
(v)}-/1(f,B)/ 

veV\T 

Assim, a desigualdade (I) vale; ademais, considerand~ (2), a desigual 

dade (I) é estrita se !I<f,B)I = 1, ou seja, 

1 (mod 2) o 

Assim, (1)_' implica na condição (I) enunciada . 

Logo, (1) e a condição enunciada são equivalentes ; a demons-

tração está completa . 

• 
Se f 1 = f 2 > O, podemos considerar f como sendo uma funçãJ que 

assume valores em N. Nesse caso, a particularização do teorema 4 ooi!!_ 

cide com o teorema demonstraC.lo por ErdOs e Gallai em 1960 [15] e 
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aqui o apresentaremos como corolário 5. Em 19 74, Tutte [21] demons 

trou esse teorema como conseqüência da caracterização de grafos f-fa 

toráveis. 

COROLARIO 4 - Seja Sf = (f(l), f(2) , ... ,f(p)) uma seqüência nao cres 

cente de naturais. Então Sf é gráfica estrita se e so-

mente se 

p 

L fiÍJ e par e 
i=l 

r 
L fÜ)< r (r-l) + 

i=l 

para todo r tal que 1 < r < p . 

• 

p 

L min{r,f(i) l 
i=r+l 
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INOICE DE NOTAÇOES 

I - TABELA DE STMBOLOS 

Símbolo Uso Referência 

çJ çJ (conjunto vazio) 

e a e A (relação de pertinência) 

I! a I! A (negação de a e A) 

c AC B (inclusão) 

H c G (subgrafo) 6 

'ji AJ B (inclusão própria) 

u A u B {união) 

n A n B (intersecção) 

\ A \ B (diferença) 

® Att)B (diferença simétrica) 35 

X A X B (produto cartesiano) 

o p o Q (produto de passeios) 9 

- a - b (mod m) (congruência módulo m) 

' a 'i' b (mod m) (negação de a - b (mod m)) 

lml (valor absoluto de m, se m e número real) 

IAI (cardinalidade de A, se A é conjunto) 

< - f < g (f' g: funções) 4 

= f = g (f.g: funções) 4 

f (X) f (X) (X: subconjunto do domínio de f) 4 

* * f (função dual de f) 19 

* X (conjunto dual de x) 20 

[] G[x] (subgrafo gerado) 6 

G - X (G[v \X]l 6 

G - v (G - {v} ) 6 

. 84. 



2 - TABELA DE ABREVIAÇOES 

Abre vi ação 

a 

Adj 

B 

D 

e 

f 

g 

Uso 

aG ou a 

ap 

AdjG(X) ou Adj (X) 

Adjx (v) 

Adj +(v) 

Adj (V) 

B = (S,T,U) 

GD ou D 

eG"" ou e"' 

+ 
e " 

e cr 

gG(X,Y) ou g(X,Y) 

gG(X) ou g(X) 

gG(v) ou g(v) 

gx(X,Y) 

gx (v) 

go:(v) 

+ g D(X,Y) 

g D(X,Y) 

+ g (X) 

g (X) 

+ g (v) 

. 85. 

Referência 

4,5 

9 

5 

8 

12 

12 

22 

lO 

4,5 

lO 

lO 

61 

61 

7 

7 

7 

8 

8 

8 

ll 

ll 

ll 

ll 

12 



I 
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Abreviação Uso Referência 

-g (v) 12 

+ g x(X,Y) 12 

g x(X,Y) 12 

+ g x (v) 12 

g x(v) 12 

i i(K;f,B) ou i (K) 25,29 

I I ( G-S I 17 

I 
0

(f,G-S) 19 

I (f ,B) ou I 22,25,29 

ID ID 67 

K K (grafo completo) 6 
n n 

M M(G) 73 

N conjunto dos naturais 

+ conjunto N dos naturais positivos 

R R(P) 9 

Sf Sf 76 

v VG ou v 4,5 

VP 9 

v
8 

(G) 8 

VçD(G) 8 

v
8

+col 12 

v
8

-(o) 12 

va1 va1 'f 68 

z conjunto dos inteiros 

z z 37 



Abreviação 

À 

X' 

z 
X 

z * 
X 

ô (K) 

Uso 

ó.(v~x,f) ou Ll.(v) 

o 
m 

f (fluxo) 

f+ (v) 

'f -(vi 

'f' o (v) 

ÀG(X,Y) ou À(X,Y) 

À (X) 

ÀX(X,Y) 

+ + 
À D(X 1 Y) ou À (X,Y) 

À-D(X,Y) ou À-(X,Y) 

À+ (X) 

À- (X) 

À+X(X,Y) 

À-x(X,Y) 

x' (G) (número aresta-cromático) 

---9----
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Referência 

36 

37 

29 

28 

28 

68 

68 

68 

68 

7 

7 

8 

ll 

ll 

ll 

ll 

12 

12 

73 



1NOICE ALFABtTICO 

Este índice foi elaborado em ordem alfabética de acordo com 

a primeira palavra significativa. Assim, tanto trilha como G-tripla 

estão no grupo T. 

Adjacência, 5 

x-adjacentes, vértices, 8 

x-alternado, passeio, 34 

Aresta, 4 

origem, 9 

término, 9 

~,-aresta-coloração, 73 

k-aresta-colorável, grafo, 73 

Arestas 

adjacentes, 5 

paralelas, 5 

Bipartição, 6 

Oiparticionável, E;rafo, 6 

Cc:Jminho, 9 

L:apacidade 

de um corte, 6/J 

função, 68 

l:aracterização de 

conj UrltOOJ f-Ótimos, 46 

grafos f-fatorávcds, 4D 

Cardinalidade de um grafo, 5 

f-cobertura, 14 

pcrfei ta, 14 

Completo, grafo, 5 

Componente, 10 

írrpar, 17 

(f,B)-Ímpar, 22,25 

Comprimento de um passeio, 9 

Condição I de Tutte, 18 

Condição II de Tutte, 25 

Conexo, grafo, 10 

Conjunto f-Ótimo, 28 

Corte de arestos, 7 

associado, 7 

Corte 

mÍnimo, 68 

separador, 68 

Degenerado, passBio, 9 

Desconexo, grafo, 10 

Destino, 67 

f-desvio de um conjunto Ue arrostas, 28 

num vértice, 28 

Uir;rd I' o, 1Cl 

f-fc.Jtoróvcl, 61 

f-solúvel, 66 

DucJl 

Uc um conjunto de Arestas, 20 

de uma função, 2ll 

funçdo restrição, 19 

f-empurelhaflDnto, 14 

perfeHo, 14 

~strita, seqüência gr8fica, 7G 

Cxi...remo, 4 

findl, 10 

inicial, 1CJ 

f-fator, 13, 14, E1 

. 88. 
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(f,k)-f<:Jtor, 52 

grafo, 13 

cli~rafo, 61 

(f,K]-fatorável, grafo, 52 

final, extremo, 10 

Fluxo, 68 

valor de, 68 

Função 

capacidade, 68 

incidência, 4 

pe3o, 63, 66 

ponderação, 52 

restrição, 13, 61 

restrição dual, 19 

Gerado, subgrafo, 6 

c;erador, subgrafo, 6 

Gráfica, seqüência, 76 

~-~r.Jfo, 4 

1\-aresta-colorável, 73 

biparticionável, 6 

completo, 5 

conexo, 10 

desconexo, 10 

f-fatoráveL 13 

(f,KJ-fatorável, 52 

orientado, 10 

sj.mples, 5 

f-solÚvel, 63 

su':Jjacente, 10 

vazio, 5 

Grau de um vêrtice, 7 

relativo, 8 

Hall. teorema de, 16 

x-ideal, quádrupla, 1!7 

!mpar, componente, 17 

(f,Bl-Ímpar, componente, 22, 25 

Incidência, 5 

fLmção, 4 

Inicial, extremo, 10 

(f ,xl-interGssante, passnio, 34 

Intermediário, vértice, [i7 

Interno, vértice, 9 

Isolado, v~rtice, 8 

Laço, 5 

Ligação, 5 

Ligados, vértices, 10 

~1aximal, 6 

Máximo, G 

(f,xl-melhorante. passeio, 35 

Mini mal, 6 

Mfnirm, 6 

corte. 68 

r~Úmero are ::o ta- Cl'omático, 73 

Orientação, 1 O 

Orientado, grafo, 10 

Origem, 67 

aresta. 9 

de um passeio, 9 

f-otimalidade, teorema da, 33 

f-Õtim:J, conjunto, 29 

Paralelas, arestas, 5 

Passagem, 9 

Passeio, 9 

x-olülrnado, 34 

degenerado, 9 

(f-xl-interessante, 34 

do tipo x, 34 

* do tipo x , 34 
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(f,x)-melhrante, 35 

Peso 

de uma aresta, 52 

função, 63, 66 

Ponderação, função, 52 

Produto de passeio,;, 9 

Próprio, sub grafo. 6 

Restrição, função, 13, 61 

Reverso de um passeio, 9 

Seção de um passeio, 9 

Semi-grau 

exterior, 12 

interior, 12 

Separador, corte, 68 

Seqüência 

gráfica, 76 

gráfica estrita, 76 

Simples, grafo, 5 

f-solução, 63, 66 

f-solúvel 

grafo, 63 

digrafo, 66 

'3ubgrafo, 6 

gerado, 6 

gerador, 6 

próprio, 6 

Subjacente, srafo, 10 

Teorema 

de Hall, 16 

da f-otimalidadc~. 33 

I de Tutte, 18 

II de Tutte, 25 

Término, aresta, 9 

Término de um passeio, 9 

Triângulo, 6 

Trilha, 9 

G-tripla, 22 

Tutte 

condição I de, ~8 

condição II de, 2:! 

teorema I de, 18 

teorema II de, 25 

Valor de um fluxo, 68 

Vazio, grafo, 5 

V8rtice, lf 

intermediário, 67 

interno, q 

isolado, B 

Vértices 

adjacente~ .• 5 

x-adjclcer,te~o. 8 

ligados, 10 
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