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RESUMO

Neste trabalho serd apresentada uma descriciio bdsica de tépicos importantes do
método Bootstrap { Efron, 1979a) para serem aplicados em problemas de Inferéncia
Estatistica cujas solugées analiticas sdo complicadas ou desconhecidas. Este texto € dirigido
nio sd para estudantes de pés-graduagio em Estatistica, mas também para alunos de
Bacharelado em Estatistica que tenham cursado disciplinas bésicas de Probabilidade e

Inferéncia,

E vista, inicialmente, a implementacio do método para estimar variancias,
tendenciosidades e constru¢fo de intervaios de confianga, Em seguida, esta metodologia
é implementada em problemas de anilise de regressdo multipla utilizando critérios de

estimag¢io como : minimos quadrados, norma L, ¢ outros métodos robustos.

Finalmente, é apresentada uma aplicacio com dados de um experimento gquimico
em bases de Schiff, que ¢ um problema de regressio linear com restri¢io nos pardmetros,

para mostrar a versatilidade do método em problemas mais complicados.
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Capitulo 1

Introdugdo

Existem, em toda a inferéncia estatistica, muitos problemas cujas solugées analiticas
nio podem ser facilmente determinadas sendo, em algumas situa¢des, até mesmo

desconhecida. Por exemplo, considere o caso de um modelo de regressio linear simples

Ji= By + By, - €, i=1,2..n, (L.

onde x,, i=1,2,...,n sion valores pré-fixados de uma varidvel regressora, X; Y i=1L,2,..n
sdo n observacdes de uma varidvel resposta, Y; €, i=1,2,.,n sdo erros aleatdrios
independentes com mesma distribui¢io, esperanga zero e variincia constante €, By e B, séo
parametros desconhecidos. Usualmente, deseja-se inferir sobre P, e B, a partir de
procedimentos de estimacdo pontual, intervalos de confianca e testes de significancia.
Existem vdrios critérios para estimar pontualmente estes pardmetros como : minimos
quadrados, que minimiza a soma dos quadrados dos erros; o critério baseado na norma
L,, que minimiza a soma desvios absolutos dos erros; " least median of squares ", que
minimiza a mediana dos quadrados dos erros etc... . O mérodo dos minimos quadrados
¢ o mais utilizado, devido a sua facilidade matemadtica e computacional e as excelentes
propriedades estatisticas em muitas situacoes. As estimativas fornecidas por este método

tém expressdo analitica fechada e sfo fungdes lineares dos dados y;. Assim, supondo-se
normalidade dos erros, y; terd distribuigdio normal e, por conseguinte, os estimadores de

minimos quadrados também serdo normalmente distribuidos. Desta forma, intervalos de
confian¢a e testes de significincia podem ser construidos facilmente pelos métodos

tradicionais ( método da quantidade pivotal, teste F etc. ). Agora, para outros critérios de
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estimagdo como o da norma L, ou o " least median of squares ", que sio métodos que
podem ser mais robustos que o de minimos quadrados em um série de situagdes, mesmo
que os erros sejam normalmente distribuidos, ndo se pode garantir a normalidade dos
estimadores resultantes. Além disso, € dificil determinar a verdadeira distribuicio desses
estimadores, visto que eles sio obtidos por métodos iterativos devido ao nao conhecimento
de expressoes analiticas fechadas. Este fato dificulta ou torna impossivel a construcio de

intervalos de confianga ou testes de significancia exatos.

A solugfo clissica para contornar este problema é o uso de aproximacoes
assintdticas. Sabe-se, que sob determinadas condicdes, os estimadores de minimos
quadrados, assim como os estimadores de norma L, tém distribui¢io assintédtica normal,
independente da distribuigdo dos erros, isto &, para um tamanho amostral suficientemente
grande a distribui¢cio destes estimadores estard préxima da distribuicdo normal. A pratica
de utilizar aproximagdes assintdticas € bastante comum em toda a Estatistica. Seu grande
problema € saber quio grande n deve ser para ter-se uma " boa " aproximacio. Para um
tamanho amostral que n#o seja suficientemente grande a validade das aproximacdes podera

ficar bastante comprometida.

Nas duas iltimas décadas, vem-se desenvolvendo juntamente com o advento da
compurtacao de alta velocidade, com grandes capacidades de armazenamento de dados a
custos mais acessiveis, uma nova metodologia para andlise estatistica conhecida como
computacionalmente intensiva. Os métodos computacionalmente intensivos comegaram a se
tornar ferramentas atraentes e alternativas para os métodos estatisticos tradicionats, pois,
visam substituir as complexidades analiticas ou uso de aproximacgdes assintéticas de um
determinado problema por computacdo macica. Entre os mérodos computacionalmente
intensivos mais importantes, pode-se destacar o Jackknife, introduzido por Quenouille e

Tukey por volta de 1950, e, o Bootstrap ( Efron, 19792 ).

O Jackknife ¢ um método ( ndo-paramétrico ) que pode ser utilizado para avaliar
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alguma medida de variabilidade, por exemplo, o erro padrie ou a tendenciosidade de uma
determinada estimativa. Ele trabalha recalculando o valor da estatistica de interesse em
cada uma de n pseudo amostras de tamanho n-1, formadas a partir da amostra original,
eliminado-se em cada, uma observagio, da seguinte forma : a primeira pseudo amostra é
formada com todas as observagdes da amostra original exceto a primeira, a segunda pseudo
amostra é formada com todas as obsetvacoes da amostra original exceto a segunda, e assim
por diante, até a n-ésima pseudo amostra que é formada por todas as observagoes da
amostra original execeto a n-ésima. Desta forma, pode-se ver o Jackknife como um método
que trabalha com todas as n amostras extraidas sem reposicdo, de tamanho n-I1, da amostra
original. A variabilidade dos n valores da estatistica de interesse ¢ utilizada para estimar
a quantidade desejada. Por exemplo, se € de interesse avaliar o erro padrio da estimativa
obtida, entio, toma-se como sua estimativa jackknife o desvio padrio das n estimativas
calculadas em cada uma das n pseudos amostras. Neste trabalho nio sera discutido o uso
Jackknife, pois o interesse principal é o método Bootstrap. Uma excelente revisdo da

metodologia Jackknife pode ser vista em Miller (1974).

O Bootstrap ¢ um método mais versitil que o Jackknife, que pode ser implementado
facilmente, tanto de forma nio-paramétrica quanto paramétrica dependendo do
conhecimento do problema, para uma grande variedade de outras situagdes com estruturas
de dados para modelos lineares e nio-lineares, problemas de anilise discriminante, dados
censurados etc. Em sintese, no caso nio paramétrico, o método Bootstrap trabalha, ao
contrdrio do método Jackknife, retirando-se uma amostra com reposicdo, de tamanho n, da
amostra original, Esta amostra é denominada amostra Bootstrap. No caso paramétrico,
quando se tem infomagéo suficiente sobre a forma da distribuigio dos dados, a amostra
Bootstrap ¢ formada realizando-se a amostragem diretamente nesta distribuigio com os
parametros desconhecidos substituidos por estimativas paramétricas. A distribuicio,
condicional aos dados observados, da estatistica de interesse aplicada aos valores da
amostra Bootstrap em lugar dos valores da amostra original € definida como a distribuicdo

Bootstrap desta estatistica. Esta distribuicio fornece uma aproximagio para a verdadeira
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distribuigdo da estatistica de interesse. Logo, caracteristicas desta distribuicio sio
estimadas pelas respectivas caracteristicas na distribuicdo Bootstrap, isto é, a varidncia de
uma determinada estimativa é estimada pela varidncia da distribuicio Bootstrap da
estatistica de interesse. Esta idéia é bastante antiga, porém, sé recentemente foi
implementada pois, em geral, nao é ficil obter a distribuicio Bootstrap de uma
determinada estatistica. Mas, com a ajuda de processos de simulagiao de Monte Carlo
pode-se sempre obter uma aproximagio para a distribui¢do Bootstrap retirando-se, em vez
de uma, um grande nimero de amostras Bootstrap. A distribuicio empfrica dos valores
da estatistica de interesse calculada em cada uma das amostras Bootstrap ¢ utilizada como
uma aproximacio para a verdadeira distribui¢do Bootstrap., Devido a este procedimento,

que € utilizado na maioria das vezes, é que se considera o mérodo Bootstrap um método

que necessita mais intensamente da poténcia computacional que o método Jackknife.

O meétodo Bootstrap ainda é um método pouco difundido. A finalidade deste
trabalho consiste em realizar uma descrigdo bdsica da metodologia Bootstrap para
estimagdo de varidncia, erro padrio, tendenciosidade, construgio de intervalos de
confianc¢a etc., aplicando-a, mais especificamente, em problemas de andlise de regressio
linear muiltipla, sem a suposigio de normalidade da distribui¢do dos erros, com critérios de
estimacio de minimos quadrados e outros robustos e, também, como um método
alternativo para os procedimentos baseados no uso de aproximagoes assintéticas. Pretende-
se que este texto possa servir como notas de aula para o ensino do método Bootstrap néo
sG em cursos de estatistica em nivel de mestrado tais como inferéncia, analise de regressdo,
amostragem, estatistica computacional, métodos ndo-paramétricos etc., mas também, que
alunos de bacharelado que ji tenham cursado disciplinas basicas de probabilidade e

inferéncia possam acompanhar boa parte do material.

No capitulo 2 serio descritas e discutidas as etapas do processo Bootstrap para

estruturas de dados independentes, conduzido de formas paramétrica, nio-paramétrica e
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semi-paramétrica. Serd enfocado a estimagio Bootstrap da variancia e da tendenciosidade

de um estimador, com célculos exatos e aproximados por simulagio de Monte Carlo.

No capitulo 3, serd discutida a metodologia Bootstrap para construgio de intervalos
de confianca para um determinado pardmetro, assim como comentirios sobre algumas de
suas propriedades, Este capitulo serd de grande importincia para os capitulos 4 e 5, visto
que a construgdo de intervalos de confianga ou de testes de hipéteses via inversido de um
intervalo so objetivos fundamentais em anilise de regressdo. Porém, como se sabe, nem
sempre & possivel realizar estes procedimentos pelos métodos tradicionais quando néo se
supde normalidade dos erros aleatérios para o caso do estimador de minimos quadrados
do vetor de parametros ou quando se utiliza um critério de estimagéo alternativo ao de
minimos quadrados que, em geral, s6 é possivel obter estimativas dos parametros e

expressGes para intervalos de confianga e testes de significancia nao sdo conhecidas.

No capitulo 4, os conceitos apresentados nos capitulos 2 e 3, serdo aplicados
diretamente ao problema de andlise de regressao linear multipla, com estimagio de minimos
quadrados ordindrios. Também sera mostrado como utilizar o método para realizar testes

de significancia.

No capitulo 5, serd discutida a aplicacio dos métodos Bootstrap para regressdo
robusta, conforme realizada no capituto 4, porém, com énfase na estimagio pelo critério
baseado na norma L, De forma similar ao capfrulo 4, a construgao de intervalos de
confianca e testes de significAncia serd descrita. Adicionalmente, sera aplicada a

metodologia para estimagédo de tendenciosidade, descrita no capitulo 2.

No capitulo 6, serd apresentada uma aplica¢io do método Bootstrap para estimar
uma elipséide de concentracio em um problema de estimacdo de um ponto de interseciao
de um feixe de retas, mostrando a versatiidade do método em problemas mais

complicados.



O Mérodo Bootstrap e Aplicacées & Regressdo Multipla 6

A bibliografia utilizada, descrita no final deste trabalho, inclui algumas referéncias
adicionais sobre o método Bootstrap e temas relacionados, para leitores interessados no

assunto.



Capitulo 2

Introdugio ao Método
Bootstrap

2.1 Introdugio

O método Bootstrap, introduzido por Efron (1979a), é um conjunto de técnicas de
reamostragem’ para se obter informagdes de caracterfsticas da distribuicdo de alguma
variavel aleatdria, que ndo podem ser facilmente avaliadas por métodos analiticos
tradicionais ou cuja aproximagido existente tenha suposi¢des questiondveis em alguma
situacao. Por exemplo, considere o coeficiente de correlagdo amostral de Pearson, que é

dado por:

Y (X-X)(Y-7)

p-HX,Y) - 2 , (2.1.1)
\ Y (X-X)X (Y,-Y)
inl =1

onde, X = (X, X;,0., X, Ve Y = (Y, Yy, Y, ) 580 tais que:

' O termo reamostragem empregado no contexto Bootstrap nio se refere a amostragem adicional de
observagéoes da populagio em que a amostra original foi retirada. Os tipos de reamostragem Bootstrap
serdo discutidos na secdo 2.2.
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(X]_:Yl),: (erYz )!1-": ()f“;},”)Ir ‘;‘;—" F H (2'1'2)

e F é uma fungio de distribui¢io acumulada bivariada. Para estimar seu erro padrio, que

¢ dado por:

o(p) = [Vary(p)I” , 2.1.3)

constata-se que este nao € um calculo simples de efetuar, devido a expressdo complicada de p
em (Z.1.1). Usualmente, uma solucéo é obtida sob a suposi¢do de que F é normal

bivariada, isto &,

2

X o> poo
i — N2 K, , x P ; F , i- 1,2,".”!. (2.1.4)
Y, b) | poo, o

Neste caso, uma boa aproximacio para a(p) ( Johnson e Kotz, 1970), é dada por:

1 -
o(p) = oplp) - —E, @159

8y (p) = : 2.1.6)

Mas, quando néo for possivel supor a normalidade dos dados, como se pode estimar o(p),

ou outras caracteristicas da distribuicio de p ?
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Serd apresentado, neste capitulo, o métedo Bootstrap como uma metodologia geral
para responder questoes, como a antetior, sobre o coeficiente de correlagdo. A idéia bésica
deste método consiste em estimar caracteristicas desejadas reproduzindo-se o mecanismo
probabilistico gerador dos dados originais, com a distribuicio de probabilidade
desconhecida destes dados sendo substituida por uma outra conhecida que possa aproximé-
la. Caracteristicas que nio poderiam ser avaliadas na estrutura original do problema sio
estimadas pelas respectivas caracteristicas calculadas em uma pseudo-estrutura, criada pelo
processo de reproduciio, sob a distribuigio estimada escolhida para aproximar a original.
O termo " Bootstrap " foi derivado da frase " to pull oneself up by one's bootstrap " , que é
inspirada em uma situagio de uma pessoa que estd afundando em um lago e achando que
tudo estd perdido, pensa que conseguird emergir puxando pelos cadar¢os dos sapatos. De
uma certa forma, o sentido desta frase € : em situagdes de dificuldade tentar realizar o
impossivel. Na Estatistica, as " situagdes de dificuldade " podem ser vistas como os
problemas de soluctes analiticas complexas e, o " impossivel ", é a utilizagdo de uma
metodologia que pode precisar de uma quantidade muito grande de cdlculos, mesmo para

analisar um pequeno conjunto de dados, mas que pode fornecer uma solugdo nestes casos.

De uma forma nio muito precisa, porém informativa, pode-se dizer que o método
Bootstrap pode ser usado para calcular estimativas de medidas de dispersio,
tendenciosidade, limites de confianca etc, Testes de significiAncia podem também ser
realizados, aproximando-se a distribuicdo de uma estatistica de teste ou invertendo-se um
intervalo de confianga Bootstrap, pode-se formular um teste de hipétese. Um escopo de
muitas aplicacdes do Bootstrap pode ser encontrado, principalmente, em Efron e Tibshirani

(1986) e Hinkley (1988).

Também, neste capitulo, serda visto o Bootstrap como um método
computacionalmente intensivo, pois, devido 4 generalidade dos problemas em que ele pode

atuar, seus cdlculos podem necessitar de aproximacio numérica, via simulagdo de Monte
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Carlo, onde o poder analitico de andlises tedricas € substituido pela poténcia
computacional de computadores que hoje em dia se tornam cada vez mais velozes a custos
mais reduzidos. Como sers visto nas secdes 2.2 e 2.3, outra situagio em que o método
Bootstrap se torna computacionalmente intensivo € quando suas estimativas podem ser
calculadas de forma exata ( e ndo com a aproximagio de Monte Carlo ), a partir da
extracdo de todas as amostras simuladas da distribui¢io escolhida para aproximar a

original,

Devido aos objetivos deste trabalho, néo se pretende, neste capitulo, discutir todos
os métodos e aplicagbes do Bootstrap, mais, sim, fornecer uma quantidade razodvel de
informagdes sobre os principios fundamenteis do processo Bootstrap. Em virtude disto,
nio serdo tratadas aqui estruturas estocasticas envolvendo dados dependentes, que é, sem
duvida, uma importante drea na tecnologia Bootstrap que merece ser pesquisada mais
intensamente, O leitor interessado neste tdpico pode consultar o artigo de Léger, Politis
e Romano (1992), que fazem uma discussio do problema da dependéncia, incluindo
esquemas de reamostragem em certas classes de modelos de séries temporais. Referéncias
adicionais sdo fornecidas neste trabalho. Efron (1993, cap. 26 ) também fornece uma

discussao do problema de dependéncia.

Na secio 2.2, serdo apresentadas idéias basicas do método Bootstrap no problema
da estimacdo da varidncia de uma determinada estatistica, com cdlculos Bootstrap nio-
paramétricos, paramétricos e suavizados, € também, com a aproximagio de Monte Carlo.
Na secdo 2.3, serdo aplicadas estas mesmas idéias, para a estimacao da tendenciosidade de
uma dada estatistica. Em seguida, os conceitos envolvidos no processo Bootstrap serdo

estendidos na se¢fio 2.4 para estruturas de dados mais gerais.
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2.2 A estimativa Bootstrap da varidncia

Suponha que um conjunto de dados observados x = (x;, Xy,..., X, ) consiste de n-
- . - PR . . Z .
observacoes independentes de uma mesma populagdo, com média u e varidncia v°. Seja

F a funcdo de distribuicso acumulada ( FDA ) desta populagdo, isto é,

F@ - Pr{X <x} @.2.1

A notacéo x = ( x;, X»,..., X, ) indica que x,, %,,..., X, representam, respectivamente
¢ 1 X n X X )

realizacdes das n varidveis aleatérias X, X,,..., X, onde

X, Xpor X, ~ F. 222
Sejam
= Ep(X) 2.2.3)
e
vZ = VY(F) = Varg(X) = E. (X)) - (E(X))% i=1,2..m . (2.2.4)

n
A estimativa natural da média populacional g, a média amostral £ = (1/n)Ex,, tem
-1

varidncia dada por :

Var_ (X
6% F) = Var,(X) = § e _ wHE)  vHE) (2.2.5)
F ¥

n2 H H
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que é estimada nio tendenciosamente por :

- _ 732
st mET @.26)
" on n(n-1)

Observe que (2.2.6) representa uma estimativa da medida de variacdo das
estimativas ¥, entre todas as amostras de n observacoes iid, extraidas na mesma populagio
cuja FDA é F. Isto quer dizer que, se houvesse possibilidade de se retirar todas estas
amostras, poderfamos calcular o valor da expressao dada em (2.2.5) diretamente pela

varidncia dos valores das médias amostrais de cada uma destas amostras.

Naturalmente, devido 4 expressao (2.2.5) e ao estimador dado por (2.2.6), para o
caso da média x, ndo € necessdrio aplicar nenhum outro principio para estimar sua
varidgncia. A dificuldade aparecerd em situacbes onde o interesse consiste em uma
estatistica de forma mais complicada que #, como a mediana, a trimédia, o coeficiente de
correlacfio, etc., cujas expressées analiticas para suas varidncias niao sfo faceis de deduzir,
De volta ao principio anterior, para estimac¢io da varifincia, é impossivel extrair repetidas
amostras da populacdo descrita pela FDA desconhecida F, porém, é possivel obter amostras
de uma outra populagio, cuja FDA aproxima a verdadeira F. Esta € a idéia do Bootstrap:
trocar a FDA desconhecida F, que descreve uma populagdo que ndo pode ser reamostrada, por wm
estimador E de F, que descreva uma populacdo que pode ser reamostrada exaustivamente, visando

com isto tornar possivel o estudo direto da variabilidade da caracteristica de interesse.
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Tabela 2.1. Amostra observada x = ( x;, xy,..., X0 )

[y

X,

3,5921
3,1255
2,2240
-0,0204
-0,0210
5,4685
1,3322
3,1949
-1,4188
2,4099

R o N & N T~ o B

b
-

Sera visto, a partir de agora, como se efetuam os cdlculos Bootstrap. A idéia inicial
¢ usar toda informacio disponfvel para definir uma boa escolha para F, isto &, um
estimador que melhor aproxime a FDA verdadeira F. E importante observar que as
escolhas que serdo apresentadas no decorrer desta segéo serfdo baseadas no grau de
conhecimento que se tenha sobre F. Os dados da tabela 2.1 representam uma realizacio
de uma amostra de n=10 observacdes de uma distribuigao normal com média média p =
2 e variancia vZ = 4. Estes dados, cuja média e variancia amostral & £ = 1,9886 e
s? - 4,1974, respectivamente, serdo usados para ilustragdo das etapas do processo

Bootstrap.

Dado um minimo de suposicdes sobre F, uma escolha para F é o estimador de
mdxima verossimilhanca ndo-paramétrico de F, que é a fungdo de distribuicdo empirica ( FDE ),

denotada por Pn, que associa massa de probabilidade 1/n em cada xy, x,,..., x,, isto &,

1 #Hrx <x}

Fw=-=X1,, ~——, 2.2.7)
Ml i n
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que representa a proporgio amostral de valores observados menores ou iguais a x. Logo,
por exemplo, Fn('Z) = (0, pois no se observou nenhum valor na amostra menor ou igual
a"-2", F“(O) = 3/10, pois existem trés pontos menores ou iguaisa "0 ", e f’n(é) = 10/10
= 1. O gréfico de F , para este conjuto de dados, ¢ exibido na figura 2.1 juntamente com
a FDA verdadeira dada em (2.12) com u = 2 e v = 4, O uso da FDE ?n pode ser
justificado, pelo menos do ponto de vista de grandes amostras, pelo teorema de Glivenko-
Cantelli ( Mood, Graybill and Boes, 1974 ) que mostra a convergéncia uniforme de Fn para

F.

Figura 2.1, Grdfico da funcio de distribuicdo empfrica ( linha
tracejada } e da funcdo de distribuicio acumulada dos dados
F(x} = ®((x-2)/2) (linha sdlida)

O proéximo passo € a obtengdo da amostra Bootstrap. A amostra Bootstrap € um
conjunto de n valores X* = (X, X,,..., X.*), que sdo extraidos da populagio descrita por
E_, pelo mesmo processo em que xy, Xy..., X, foram obtidos da populagio com FDA F, isto
é, realizando-se reamostragem iid. Como a FDE B associa massa de probabilidade 1/n
sobre cada x,, x,,..., X, entio, extrair n observagdes iid da populagio dada por B_ é

equivalente a tomar uma amostra aleatdria simples de tamanho n, com reposicdo, da populacdo
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de n objetos {x;, %30, %3 Seja X = (X, X, X, Ve x" = (x, %,,..., x,” ) 2 amostra
Bootstrap e sua realizacio observada, respectivamente. Assim, a amostra Bootstrap, que
¢ formada neste caso realizando-se reamostragem na distribuicdo descrita por Fn, é
caracterizada por reusar a prépria amostra observada x = ( x;, X5,..., X, ) € nio realizando-se
nova amostragem de observa¢des da populacéo descrita por F. Uma maneira bem simples
de construir esta amostra, neste caso, € escolhendo-se aleatoriamente n inteiros I, L,..., L,
com reposicio, do conjunto {1, 2,...,n }. A amostra Bootstrap resultante serd dada por X*
= (X, X,y X)) = ¢ Xy Tty ) Assim, dado X =¥, as varidveis aleatodrias Bootstrap

Xi* sao independentes com FDA comum Pn, isto é,

X /X-x ~ F_,i-1,2,..,n (2.2.8)
iid

Com X em mio, estimativas Bootstrap sio obtidas realizando-se nesta amostra, sob
a distribuigdo Pn, as mesmas operacdes matemsticas que se gostaria de fazer na amostra
original, sob a distribuicio F. Por exemplo, para o caso da média #, por (2.2.4) e (2.2.5),

tem-se,

2 2
oX(F) - viF) B (X)) ;(Ep(Xi)) , 2.2.9)
n

onde o cdlculo dos momentos E:(X)? e (E.(X)) sdo impossiveis de serem calculados sob a

distribuicio desconhecida F. Para os dados da tabela 2.1, o verdadeiro valor de ¢2%(F) ¢

dado por:

2 2
;’0 % _ 04. 2.2.10)

A estimativa Bootstrap exata da variancia de ¥ € dada por:
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2

vHE)  Eg (X)) - (B (X))

H

800t (X) = o*(F ) - (2.2.11)

isto &, substituindo-se em (2.2.9) Fpor ¥_ e X; por X', i=1,2,...,n. Para chegar ao final do
cdleulo em (2.2.11), observa-se que : como X, , i = 1,2,..., n, foram obtidos por um
processo de selecdo aleatdria, com reposigéo, que atribue igual probabilidade de selecdo a
qualquer um dos valores da amostra observada { x,, x,,..., %, }, entdo, X;” pode assumir

qualquer destes com a mesma probabilidade 1/n, isto &,

Prol X; - x, ) - % ¥ ij=1,2,.m. 2.2.12
Logo,
ixk
. , 2.2.1
Ep(X))F - LoriL - H @20
" il n
Assim,

(2.2.14)
Y (x, - %)

inl n-1 .2

n? n

Como se pode ver, a estimativa Bootstrap da varidncia de  (2.2.14), obtida a partir

da simples substituicdo da FDA desconhecida F, pela conhecida Pn, aproxima-se da
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B . - . 2
estimativa nio-tendenciosa 8,,, a menos do fator n/(n-1).

De uma forma geral, em situaces onde se deseja estimar a varidncia de uma

estatistica 8 = t(x), dada por:

0XF) = Vart(X) = E,(((X)}) - (E.¢(X))*, (2.2.15)

a estimativa Bootstrap exata { ndo-paramétrica ) de ¢*(F), serd dada por :

Ooor (0) = 0%(E,) = Varg ((X")) = B ((X")) - (Eee(X")) . @219

Por exemplo, pode-se desejar avaliar propriedades da distribuicdo da estatistica

8 - #° como estimador do parametro 1, logo, H{X) = X°. Assim,

GUF) - Var,(X®) - E,(X%) - E.X%)" . 2.2.17)

Para os dados da tabela 2.1,

2 >3 a V2 2, Vi, viig
OF) = Var (X7) = 9u'(—) + 36p°(—) + 15(mn ). (2.2.18)
n n
Para n=10, p=2 e v =2, entéo
oX(F) - Var,(X®) - 8L,6. 2.2.19)

o , o =3 ) <
A estimativa Bootstrap exata ( ndo-paramétrica) de Var,(X") serd dada pela expressdo

(2.2.18) com ¥ em lugar de gL e G;OOT (X) em lugar de ( v¥/n), isto &,
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Oz0or (X°) = 0(E,) = Var, (X7) - Ep (X°) - (Bp (X7))" -
(2.2.20)
- 965007 (X) + 36205000 (X)]” + 15[8500r (X)1°.

A tabela 2.2 exibe os valores das estimativas Bootstrap de (2.2.14) e (2.2.20) para o

conjunto de dados da tabela Z.1.

Tabela 2.2,  FEstimativas Bootstrap ndo-paramétricas das

varidncias das estatisticas £ e £* para o conjunto de dados da tabela

2.1
Estatistica Caracteristica .
85007 (0)
0 o*(F) = Var, ()
£ 0,40 0,3778
7> 81,6 74,3021

Dependendo da forma da estatistica 8, pode ser complicado efetuar o célculo
Bootstrap exato de 83007 (8), como feito para # em (2.2.11)42.2.14). Um outro

procedimento de cdlculo exato, para 85507 (8), pode ser obtido a partir de todas as m =
2n -1

H
com reposicdo do conjunto { x;, Xy X, § ( Roussas, 1973 ) ) amostras Bootstrap distintas,

( que representa o niimero de amostras ndoc-ordenadas de tamanho n, extraidas

digamos z (1), 2’(2),..., z(m). Paran = 2, teremos m = 3, que sdo as amostras {x,x b
{ x5 % e{x,x }pois {x,x }e{x,x, }sio as mesmas ). Assim, a estimativa

Bootstrap da varidncia de (2.2.15) poderi ser calculada pela soma finita:

O500r (0) = Lwlte'()) - OO , @.2.21)
j:
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onde
n o, 1y
) = ].11).2!“_).”1]1;[(")7 2.2.22)
L

£() = _{l)w}_t(z*(;)) . 2.2.23)
,:

O valor w, de (2.2.22) ¢ a probabilidade de obtengdo da amostra 2'(j), com j, representando
o ntimero de vezes em que x, aparece na amostra z (j). A grande dificuldade deste método
é que m cresce muito rapidamente com o aumento do tamanho da amostra original n. A

tabela 2.3 d4 alguns valores de m correspondentes a pequenos valores de n.

Tabela 2.3. Numero de amostras distintas Bootstrap ( m ) referentes ao respectivo tamanho

amostral (n )

n 2 5 6 7 8 9 10 15
m 3 126 462 1.716 6435 24310 92378 77.558.760

Assim, para calcular a estimativa Bootstrap exata dada em (2.2.15), com base em um
tamanho amostral n = 15, seria necessirio obter todas as 77.558.760 amostras distintas

z'(), que pode ser uma tarefa computacional intensa, dependendo do computador

disponivel.

: . . . " o 2
Felizmente, é sempre possivel obter uma aproximacio numérica para 8p,0r (&)

através de simulacido de Monte Carlo, seguindo-se o algoritmo da figura 2.2.
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ALGORITMO 1

(i) usando um gerador de nimeros aleatdrios, extraia independentemente B
amostras Bootstrap x (1 ), x(2),..., x (B), isto é, B amostras aleatdrias simples de
tamanho n, extraidas com reposigdo da amostra atudl {x,, X,..., x.};

(i) Para cada amostra x'(b), calcule a estatistica de interesse &'(h) = t(x' (b)),
b=12,., B;

(iti) Calcule a variancia amostral dos B valores 8°(1) ,8(2),..., '(B) ,isto ¢,

B
(@) - 0 )
05(0) - Ze— :

(2.2.24)

B
Y @)
onde 0°() = =
B

Figura 2.2. Procedimento de Monte Carlo para estimar a variancia Bootstrap de uma estatistica

8 - t(x)

E facil ver que quando B — o, 6,23 ® - 6?3001" (6) = o*(£ ), a estimativa Bootstrap exata
de o%(F). E importante tomar amostras Bootstrap de mesmo tamanho que a amostra
original. O algoritmo de Monte Catlo da figura 2.2 ndo converge para 0300]. (6 da
expressdo (2.2.16), se o tamanho da amostra Bootstrap diferir do » original { Efron and
Tibshirani, 1986 ). Para fins praticos, uma pergunta que pode ser feita, a esta altura, é
sobre o nimero de replicacdes Bootstrap necessdrias para estimar 83,67 (8), via simulagso,
com uma boa precisio, ja que o tempo computacional cresce linearmente com o aumento

de B. Efron (1993), apresenta as seguintes regras prdticas:
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) B = 25, é usualmente informativo, B = 50 € freqgtientemente suficiente para dar uma
boa estimativa para 64opr (0) .

(i) Raramente sdo necessdrias mais do que B = 200 replicacdes para estimar uma variancia
ou um desvio padrdo { maiores valores de B podem ser necessdrios para estimagio de

intervalos de confianca Bootstrap ).

As figuras 2.3 e 2.4 exibem os resultados de um estudo de simulacdo aplicando-se
o algoritmo 1 para observar a convergéncia das estimativas Monte Carlo 8, (8) para a
estimativa Bootstrap exata 8, (8) do desvio padrao das estatisticas 8 - ¢ 0 - 7°,
Neste estudo foram considerados valores de B desde 25 a 700, com incremento de 25

replicagoes.

Figura 2.3. Estimativas Bootstrap Monte Carlo do desvio padrio
da estatistica ® - # (SROOT = 63(}2) ) em funcio do numero de
replicacdes B. A linha sélida representa a estimativa Bootstrap
exata §p .- (X) = 0,6147
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Figura 2.4, Estimativas Bootstrap Monte Carlo do desvio padrao
da estatistica § = £ (SBOOT = 0,(X") ) em fungéio do ntimero
de replicacdes B, A linha sélida representa a estimativa Bootstrap
exata 8, (X%) = 8,6199

Observando-se estas duas figuras comprova-se a utilidade das regras anteriores. Em
amhbos 0s casos as estimativas de Monte Carlo, referentes ao valor B = 25, jd sdo razodveis
caso nio se requeira tanta precisioc, visto que, com este nuimero de replicagdes, a
variabilidade inerente ao Monte Carlo é maior, Para o valor B = 200 jd se observa uma
diminui¢io desta variabilidade, e, a partir de aproximadamente B = 450, uma estabilizagao
das estimativas. Obviamente estas duas figuras representam casos especificos. Na pritica,
para uma maior seguranca na escolha do nimero de replicagtes em qualquer aplicagio do
método Bootstrap, pode-se realizar um pequeno estudo de simulagéo, como o anterior,
variando o nimero de repeticbes e observando-se o comportamento das respectivas

estimativas de Monte Carlo.
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Até agora, apresentou-se o Bootstrap totalmente nfo-paramétrico com o uso da
FDE, visto que nio se esta fazendo qualquer suposicio sobre F, apenas a sua existéncia,
Caso se tenha informagio adicional sobre a forma da F, o Bootstrap ¢ um método bastante
versdtil para incorporar este fato, Por exemplo, suponhamos que F tem a forma da FDA
da distribuigio normal, cuja média e variancia v? sdo desconhecidas. Assim, F pode ser

indexada por esses dois pardmetros, isto &,

F-F, (2.2.25)

como no exemplo dos dados da tabela 2.1 em que, supondo-se p ¢ v? desconhecidos, a

verdadeira FDA destes dados é dada por:

Fo) - PriX, sx)-Pr{ 2t oz ) gty e R, (229

¥ v

onde

¢ ,z € R, (2.2.27)

& a funcgio de distribuicdo acumulada da distribuicio normal padrdo. Portanto, um
estimador paramétrico de F é dado, simplesmente, por:

F -F

onde B © 0:” sdo estimativas de p e v%, obtidas através de algum método paramétrico de

estimagio, por exemplo, maxima verossimilhan¢a, Para os dados da tabela 2.1,
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uma estimativa paramétrica de F é

- ®((x-%)k). (2.2.29)

A amostra Bootstrap é formada por amostragem iid da distribuicdc normal com
média By =Te variancia Ofw = §2 (aqui, a reamostragem consiste de varidveis aleatérias
com distribui¢do normal. A amostra observada x é reusada para estimar a FDA F). Isto
pode ser feito através da implementagdo em um computador de um método de geragdes de
varidveis pseudo-aleatérias com distribuicdo normal, tal como o de Box-Milller, ou

utilizando-se algum pacote estatfstico apropriado. Assim,

X;, Xp,r X, TN(;L VW) (2.2.30)

Este processo, de conduzir o Bootstrap, substituindo-se a FDA F por uma estimativa
paramétrica € conhecido como Bootstrap paramétrico. A estimativa Bootstrap exata

(paramétrica) da variancia de alguma estatistica 8 = t(x) é dada por:
= * 2
O500r B) = 0*(E,,) = Ep t06)® - (Bp (X)) . 2.2.3)

Portanto, a estimativa Bootstrap paramétrica exata de o*(F) = Var_(X) serd dada por:

dighageor Ky = (S + ) - i - £ - o, (22.32)

n

o - >3 )
e, a estimativa Bootstrap paramétrica de o*(F) = Var (X"} serd dada por:
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- - 53 9,52 2 1.3
O500r K°) = Var, X* - 9#4(5) 4 368%(5) + 15(5) . @233
A tabela 2.4 d4 os valores destas estimativas correspondentes aos dados da tabela 2.1.

Tabela 2.4. Estimativas Bootstrap paramétricas das variancias das

estatisticas ¥ e £° para o conjunto de dados da tabela 2.1

Estatistica Caracteristica 52 ®
;) o*(P) - Var (9) oot
i 0,40 0,4197
%3 81,6 85,2672

No caso de estimativas paramétricas que descrevam populagtes infinitas, tal como
a Normal, Gama, Exponecial, Cauchy etc., torna-se impossivel aplicar o método de cdlculo
exato de 62007 (0) baseado nas extragoes de todas as amostras Bootstrap distintas, isto ¢,
todas as amostras iid de tamanho n da populagio que é descrita por ﬁw, visto que existem
infinitas amostras deste tipo. Porém, serd sempre possivel obter uma aproximacio
numérica para 6-gor (8), modificando-se o algoritmo 1 no passo () da seguinte forma : em
vez de formar a amostra Bootstrap selecionando-se aleatoriamente chservacdes com
reposi¢io, geram-se, independentemente, amostras de n obervacdes independentes de uma
varidvel aleatdria com distribuicdo normal, de média ,&W e variancia 05”, ou, de forma
mais geral, da distribuicio Bootstrap paramétrica. Os passos (ii) e (iii) sac idénticos ao do
algoritmo 1, e ao final deste processo, serd produzido uma aproximagio para a estimativa
Bootstrap paramétrica Of,m (8), de (2.2.31). Este processo foi realizado, como feito para
o Bootstrap nio-paramétrico, para valores de B desde 25 até 700 com incremento de 25

replicacoes. Os resultados estio exibidos nas figuras 2.5 e 2.6.
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Figura 2.5, Estimativas Bootstrap Monte Carlo do desvio padrio
da estatistica 8 - x {(SBOOT = GB(X') ) em fungdo do niimero de
replicacdes B. Linhasdlidarepresenta a estimativa Bootstrap exata 8 5., (X)
= 0,6478

Figura 2.6. Estimativas Bootstrap Monte Carlo do desvio padric
da estatistica & - % (SBOOT = OB(XS) ) em funcdo do nidmero
de replicagdes B, Linha s6lida representa a estimativa Bootstrap
exata & ... (X =9,2340
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Uma maneira de desenvolver o processo Bootstrap sem ser totalmente paramétrico
ou ndo-paramétrico € usar, como estimador de F, uma FDA que represente um
compromisso entre a FDE e uma FDA paramétrica, tornando o estimador resultante mais
suave que 13”. Isto pode ser realizado formando-se a amostra Bootstrap, em vez de
selecionar aleatoriamente do conjunto { x, X,,..., X, }, realizando-se a reamostragem da

seguinte forma:

X =F+¢[x-%-+ Vooor X)Z, 1, i-1,2,..n , (2.2.34)

onde I, I,..., L sdo escolhidos independentemente e aleatoriamente do conjunto { 1, 2,...,
n}eZ,Z,.., Z sdo varidveis aleatdrias independentes com mesma distribuicgo fixa tendo
média 0 e varidncia o%. Por exemplo, a distribui¢do uniforme sobre [-2,%] ( oi = 1/12
) ou a distribuigdo normal etc. As quantidades 7, 9,,.. (X) ec da expressdo (2.2.34) sa

a média amostral, o desvio padrio amostral ¢ - (v (13 N = (E(x -%Vm)”* e c é uma

2 1", entao, X; terd medla ¥ e varifncia ¢ aoor(X )

constante arbitrdria. Escothendosec = [1 + o
(paratodoi = 1, 2, ..., n) sob o procedimento de reamostragem Bootstrap. Este processo
& conhecido como Bootstrap suavizado ( Efron, 1979a). A idéia do Bootstrap suavizado é
formar amostras de uma distribuicdo mais suave que a FDE, que ¢ discreta, para evitar ou,
diminuir, a presenca de valores repetidos da amostra observada. Existem formas mais
gerais que (2.2.33), baseadas em estimadores de Kernel, para a formagio da amostra
Bootstrap, como pode ser visto em Silverman and Young (1987) e Efron (1993). Silverman
and Young (1987), Hall, DiCiccio and Romano (1987) mostraram, em determinadas

situagdes, que suavizar a FDE pode trazer beneficios ao processo Bootstrap.

QQuando a FDA F é continua e simétrica com centro de simetria  uma outra forma
ndo-paramétrica de conduciio do processo Bootstrap € a seguinte : estima-se F pela FDE
simetrizada G_ que coloca massa de probabilidade 1/(2n) em cada x, x,,..., X, 26- x,, 28-

yery 28 X,, isto é,
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1 + 1
G (x) _ § (x<x) gl: (xkzZG—x) (2235)
" 2n ’

onde § € um estimador de 8. Sob as condicoes:

a) & ¢ um estimador nio-tendencioso para 6;
b) 8 - 8 é invariante de locacio e escala;

c) § é assintoticamente eficiente,

Hinkley (1976} e Schuster (1975) mostraram que G" tem methores propriedades assintdticas
que F . A amostra Bootstrap ¢ formada tomando-se uma amostra aleatdria simples de

tamanho n da populagio de Zn objetos { x,, x;..., X, 20~ %;, 28- x5,..., 28- x_ }.

2.3 A estimativa Bootstrap da tendenciosidade

Na secéo anterior, ilustramos as idéias principais do Bootstrap com o problema de
estimacdo da varidncia. Naturalmente, tais idéias podem ser estendidas a outras
estatisticas, Serd considerado agora a estimativa da tendenciosidade de uma determinada

estatistica 8 = t(x) em refacso a um parametro B = s(B), seja

RxF) =0 -0 -tx) - s(F) . 2.3.1

A notacio 0 = s(F) é para denotar que o pardmetro 8 tem seu valor calculado, embora
desconhecido, aplicando-se a regra dada pela fungfio s(*} na distribuicao F. Para exemplicar,
suponha que © seja a média populacional. Logo, s = EX = [xdFx). A

tendenciosidade de 8 ao estimar 8 é definida por:
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T(F) - E;R(XF) = E (¢(X)) - s(F) . 2.3.2)

No caso das estimativas £ e #°, suas tendenciosidades sio dadas por:

T(F) - EX) - s(F) - u-p-0, 2.3.3)

€,
TF) - B - GE)® - (& + 3u™ ) - 4 - 3™, 23.4)

respectivamente. Portanto, parau = 2 v = 2, o verdadeiro valor da tendenciosidade de #°

éigual a T,(F) - 2.4.

Seguindo-se 0 mesmo processo discutido na secio 2.2, calcula-se a estimativa

Bootstrap exata de T(F) que é dada por:

Tpoor () - TE) - E,RX "By = Ep(t(X") - s(F) , (2.3.5)

onde X' = (X, X,',..., X, *) ¢ a amostra Bootstrap.

As estimativas Bootstrap ndo-paramétricas de T,(F) e T,(F), para os dados da tabela

2.1, sdo dadas por:

Taoor &) = T,(F,) - EP.(X') -¥=%-%=0 (2.3.6)

Tooor K°) = TyE) - B X7) - #° = 3885007 (X) = 22537,  23.7)
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respectivamente. J4 as estimativas Bootstrap paramétricas de T,(F} e T,(F), com base no

conjunto de dados da tabela 2.1, sao dadas por:

Tooor &) = T(F,,) - Ep X')-%-£-%-0 2.3.8)

Tacor %) = T,B,,) = Eg (X7) - &° = 3603507 (X) - 25038,  (23.9)

respectivamente.

Com o uso da FDE, o método de calculo exato da estimativa Bootstrap Ty, (8),
2n - 1
n

pode ser utilizado retitando-se todas as m = amostras Bootstrap distintas e

estimando T(F) por:
Taoor ©) - Zliwj[ 0z - ey 1, (2.3.10)

onde w; e t() sdo dados por (2.2.22) e (2.2.23), respectivamente.

Para aproximar numericamente faoor (9), pode-se usar o algoritmo 1, com as

seguintes modificagtes nos passos (i) e (iii):

(ii) para cada amostra Bootstrap X (b), calcule a correspondente repeticio Bootstrap
R(x‘('b),l":‘n) = t(x' (b)) - s(f’n), b=1, Z,..., B;
(iii)) calcule a média dos B valores R(x‘(l),?n), R(x‘(Z),f"n),..., R(x*(B),f:n) , isto é,
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B
> tx ()

B
130) - LREOE) - e - s

(2.3.11)

Quando B — =, TB(G) — TBOOT (6), da expressiao (2.35), tomando-se amostras
Bootstrap, no passo (i) do algoritmo 1, de tamanho n. Naturalmente, estimativas Bootstrap
da tendenciosidade podem ser calculadas parametricamente, ou através de alguma
suavizacao, E importante ter em mente que a estimativa Bootstrap de T(F), é de fato T(H),

onde F é uma escolha apropriada para substituir a F.

2.4 O processo Bootstrap para estruturas de dados mais gerais

Nas duas secdes anteriores, aplicou-se o método Bootstrap para a estimagio da
varidncia e da tendenciosidade de uma determinada estatistica § = t(x). Estas duas
situacoes, que serviram para introduzir as idéias bdsicas do método, tiveram como ponto
comum a estrutura estocdstica associada ao problema, em que uma tnica amostra X = (
X, X5,y X ) é gerada segundo um mecanismo probabilistico que produz, realizando-se
amostragem da populagio descrita pela FDA F, as n observagées iid x,, x,,..., x,. Por
conveniéncia, serd denotado este mecanismo, daqui por diante, pela simbologia "F — x",
que quer dizer : F gera X, segundo o processo desctito acima. O objetivo do problema
consiste na obtencdo de informacdo de alguma caracteristica da distribuicio de uma

varigvel aleatdria R, posstvelmente dependendo dos dados x e de F, isto §,

R - R(x,F). 2.4.1)

No caso da varidnda, RGP = 8 = t(%) e a caracteristica estimada ¢ 6XF) = Var(R(X,F).
No caso da tendenciosidade de 8 como estimador de 8 = s(F), Rx,F) = & - 8 = t(x) -
s(F) e a caracteristica estimada ¢ T(F) = ExR(X,F).
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A figura 2.8 exibe as etapas do processo Bootstrap. A primeira parte desta figura
ilustra a estrutura estocdstica acima discutida. O processo Bootstrap, propriamente dito,
inicia-se ao estimar a FDA F, a partir dos dados observados X, por uma escolha apropriada
de F. Esta passagem ¢ representada na figura pela simbologia " x = ¥ ". Este passo é
crucial para o Bootstrap, Se o processo é conduzido iniciando-se com um estimador F que

nio aproxime a verdadeira F, entdo, o método provavelmente fathara.

distribuigdo de distribuicio de
probabilidade amostra probabilidade amostra
desconhecida observada estimada Bootstrap
F - x = F — X
R = Rx,D R* = Rx,})
varidvel aleatdria varidvel alearoria
de interesse Bootstrap

Figura 2.8. Diagrama esquemdtico do processo Bootstrap para uma estrutura estocdstica de uma
amostra ( Efron and Tibshirani, 1986 )

~ * R R ¥, ~
A passagem representada por " F —» x " significa que a amostra Bootstrap X € gerada de F
pelas mesmas regras em que amostra original X foi gerada de F. A analogia Bootstrap da
varigvel aleatoria de interesse R = R(x,F) &, entfo, calculada com a amostra Bootstrap

observada X e a distribui¢do £, isto &,
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R* = R(¥,F) . 2.4.2)

A aproximacdo Bootstrap para a distribuicdo de R = R(X,F), sob F, ¢ a distribuicdo de R =
R(X,F), condicional aos dados x ( esta distribuicio é dita distribuicdo Bootstrap de R* ).
Estimativas Bootstrap de pardmetros da distribuicio verdadeira de R, tais como média,
mediana, variancia, tendenciosidade, quantis etc., sd0 as correspondentes média, mediana,

' . N . . . . [ *
variancia, tendenciosidade, quantis etc, da distribuigdo Bootstrap de R,

Em sintese, como vimos, o processo Bootstrap consiste num mecanismo de
reproducdo da estrutura real do problema, visto que os pseudos-dados da amostra
Bootstrap sao extraidos da distribuicso descrita por F, utilizando as mesmas regras em que
a amostra original foi extraida da populagdo descrita por F, e também, as estimativas
Bootstrap das quantidades de interesse sdo calculadas na distribuigio Bootstrap de R”, pelas

mesmas operagdes matematicas que se desejaria realizar na verdadeira distribuicdo de R =

R(X,B).

As idéias empregadas até agora podem ser estendidas a problemas com maior
nuimero de amostras independentes. Por exemplo, pode-se desejar obter informacio da

distribuicso da varidvel aleatéria, fungio de duas amostras,

R = R((p.2)(F.G)) = 8 - 0 = {(p,2)) - s(F,G) , (2.4.3)

onde ¥ = (v}, V200 ¥ ) € uma amostra extraida de uma populagao por um mecanismo
probabilistico que produz as m observacdes vy, Yy..0y ¥ independentes da distribuicédo F,
e, Z = (z, 2y, 7, ) € OUtra amostra extraida de uma populagio por um mecanismo
probabilistico que produz as n observacgoes z,, z,,..., 2, independentes da distribuicao G.

Pode-se representar o mecanismo probabilistico que produz os dados observados

x = {(y.z)por:
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P = {F,G) , 2.4.4)

onde " P — x " (P gera x ) significa " F — y " e, independentemente, " G — z ".

Dado um estimador do mecanismo da expressio (2.4.4) (passo " x= P "), digamos,
b

P - (FG) , (2.4.5)

obtido a partir dos dados observados X = (y, ), a amostra Bootstrap & formada pelo

passo " P o x"!

', isto &, pelas mesmas regras em que "P = x ", ou seja, X = (y', 2" ),
onde y* = (V] Y3 yeres Vi ) 830 m Observacoes extraidas independentemente da distribuicdo
dada por £ (" F =y "), e por outro processo independente, z°' = (z,", z,,..., z," } sdo n
observacoes independentemente extraidas da distribuicao dadapor G (" & —z""). A

analogia da varidvel aleatéria

R = R(x,P) = R({y,2),([F.G)) , (2.4.6)

serd dada por :

R’ - R(,P) - R((y",2), (£, B)) . 2.4.7

A figura 2.9, exibe o diagrama do processo Bootstrap, patra a estrutura de dados mais geral

"P_’X".

A aproximagio Bootstrap para a distribuigido de R(X,P), sob P, isto &, &(R), ¢ a
distribuiggo de R* = REX', P), sob B, condicional aos dados X = x, isto &, ‘.:fp(R*/ X =x)

(que ¢ dita a distribuigsio Bootstrap de R"). Estimativas Bootstrap de médias, variancias,
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quantis, etc, da distribuigdo de R, sdo as correspondentes médias, varidncias, quantis, etc.

da distribuicdo Bootstrap de R".

Bootstrap

mecanismo mecanismo
probabilistico amostra probabilistico
desconhecido observada estimado
P - X = P —

N N

R = Rx,P) R' = R&x,P)
varidvel aleatdria varidvel aleatoria
de interesse Bootstrap

Figura 2.9. Diagrama esquemdtico do processo Bootstrap para uma estrutura estocdstica mais
geral " P — x " ( Efron and Tibshirani, 1986 )

Trés problemas aparecem na condug¢fo do Bootstrap:

(1) estimacio do mecanismo de probabilidade P dos dados atuais. Este é o passo indicado

na figura 2 por " X = P " e crucial para o bom desempenho do Bootstrap;

(2) simulacgo dos dados de P, de acordo com a estrutura dos dados atual. Este é o passo

"P o x"na figura 2.9. Este passo ¢ conceituamente direto, isto &, executado da mesma

forma como " P — x ", mas pode requerer algum cuidado se eficiéncia computacional é

necessdria;

(3) calculo da distribuicio Bootstrap de R” = R(X', P).
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Com respeito 2 questio {1}, uma das versatilidades do método Bootstrap € que ele
pode ser conduzido de forma paramétrica ou nio-paramétrica. Na secio 2.2 e 2.3, com a
estimacio da varidncia e da tendenciosidade, respectivamente, discutiu-se o uso da FDE Fn
para estimar P = F, como também, o usc de estimativas paramétricas Ppm, ou, um
compromisso entre estas duas { Bootstrap suavizado ), visando tornar a FDA Pn, que €
discreta, mais suave. Estas escolhas podem ser adaptadas para estruturas mais gerais. Por
exemplo, na situagdo de duas amostras " P = (F,G) = x = (y, z) ", 0 uso da FDE pode
ser da seguinte forma : seja f-'m a FDE que associa massa de probabilidade 1/m sobre cada

Yur Yoers ¥m € G_ 8 FDE que associa massa de probabilidade 1/n sobre cada 2, z,,..., z,, isto

-

£y
2o )
£y - 20 Hoes 249
m m
€
Elzsz
6.2 Hree) 249
H n

A estimativa de P é dada por P = (Fm,Cn). O importante nesta passagem € que se use toda
a informagio disponivel para obter um estimador P que melhor aproxime o mecanismo

verdadeiro de P,

No que se refere 2 formacio da amostra Bootstrap ( questdo (2) ), foi visto que este
- . . . - " n 2
passo é conceitualmente direto, isto é, da mesma forma em que " P — x ". Porém, pode-se
requerer cuidados especiais se eficiéncia computacional na programagio é necessdria. Por
* v - . oe o .
exemplo, suponha que X serd formada por sele¢ao aleatéria, com reposi¢io, do conjunto
{ x}, X350 X, }. Dependendo de onde os dados possam estar armazenados e da quantidade

destes dados (n ), o algorftmo usual baseado no acesso aleatdrio ao banco de dados pode
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nio ser tio eficiente quanto um algoritmo seqilencial que selecione as observacdes uma-a-

uma com mesma probabilidade de selegio.

Com respeito 4 questiio (3), o calculo da distribuicao Bootstrap de R” é uma parte

dificit do processo Bootstrap. Trés métodos de cdlculo sdo possiveis:
METODQ 1 : cilculo tedrico direto;
METODOQO 2 : aproximacio de Monte Carlo para a distribuigdo Bootstrap;

METODO 3 : expansées em série de Taylor podem ser usadas para obter

médias varidncias aproximadas da distribuicao de R’
O método | consiste em derivar a distribuigdo exata de R™ ou através de cilculo
analitico, onde as estimativas Bootstrap das quantidades desejadas da distribuicao de R sdo
determinadas exatamente. Nas segdes 2.2 e 2.3, foi visto que estas quantidades podem ser

calcutadas exatamente, usando a FDE, a partir da extracio de todas amostras Bootstrap.

De maneira geral, a estimativa Bootstrap exata da quantidade

E,gRX,P))} , (2.4.10)

¢ dada por,

EjfRXP) /X =-x1. 2.4.11)

Infelizmente, nem sempre obteremos as estimativas Bootstrap ou a distribui¢do

» I -’ - . "
Bootstrap exata de R”, Para tanto, o método 2 é uma boa solucio, e consiste realizar um
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experimento de Monte Carlo, que usa 0 mecanismo da figura 4 e o algoritmo 1, tomando-
se B amostras aleat¢rias independentes do modelo # ( que é mantido fixo, assim como, 0s
dados x ), digamos, x(1), x'(2),..., x(B). A distribuicio empirica das B replicagoes
Bootstrap r'(1) = R'(1),B), £'@2) = R&'(),B),..., t B) = RE'(B),P), que pode ser
visualizada com um histograma, ¢ tomada como uma aproximagio para a distribuicio

Bootstrap. Assim, a estimativa Bootstrap de (2.41) pode ser aproximada por :

B
Y gR(x'(%),P))
b-1

B

(2.4.12)

Uma vantagem deste método 2, € que quando a FDA F é estimada pela FDE dos dados
observados, o processo Bootstrap é conduzido automdticamente. Naturalmente, a
implementacdo deste método é totalmente dependente da poténcia computacional, visto

que as aproximacoes tendem para as estimativas Bootstrap quando B — «,

A exemplo do método 1, o método 3, depende também do poder analitico, e ao
menos em situacdes especificas, perde em aplicabilidade. Em virtude disto, nao sers

discutido aqui este método. Detalhes podem ser encontrados em Efron (197%a).



Capitulo 3

Intervalos de Confianga
Bootstrap

3.1 Introdugio

No capitulo 2 foi apresentado o método Bootstrap como um conjunto de técnicas
para a obtengdo de informagdées sobre caracteristicas da distribuicio de uma varidvel
aleatéria R(X,P), que ndo podem ser facilmente calculadas por métodos analiticos
tradicionais ou que somente propriedades assintoticas s&o conhecidas. As caracterfsticas
estudadas, até entdo, foram a varidncia, a tendenciosidade e, de uma forma geral,
E, ¢(R(X,P)), onde a varidve! aleatéria R ¢ definida, de forma conveniente, como funggo

do estimador e do parametro de interesse.

Em um processo de inferéncia estatistica, geralmente, nio é suficiente somente
avaliar determinadas caracteristicas com um procedimento de estimag¢io pontual. Muitas
vezes, é necessdrio recorrer a um mecanismo de estimagio por intervalo, que possibilite
avaliar o erro que se comete na estimagio pontual. A avaliacdo deste erro pode ser feita
com a construcio de um intervalo de confianga para o parametro de interesse, isto é, um

intervalo do tipo

[ 1, . L 1, (3.3.1)
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tal que, a probabilidade deste intervalo conter o verdadeiro valor do parametro, digamos

0, seja igual um valor pré-fixado 1 - 2¢, ou seja,

Prf1(X) <0 < (X)}=12a. (.1.2)

O lado esquerdo de (3.1.2) é denominado probabilidade de cobertura, e, o valor 1- 2a (0 <
o < 0,5) é o nivel de confianga do intervalo, O valor (2¢) é denominado nivel de
significincia do intervalo. Intervalos de confianga satisfazendo a condicio de (3.1.2), isto
¢, com probabilidade de cobertura igual ao nivel de confianca, sio ditos exatos.
Geralmente, em aplicagdes praticas, busca-se construir intervalos de confian¢a com caudas

iguais, ou seja, intervalos que satisfacam a condi¢io

Pri@<1X)}-a ¢ Prl0>0LX)-a, (.1.3)

isto é, o intervalo ¢ construido de forma que as probabilidades das duas possibilidades do
intervalo nio conter o pardmetro, { 6 < 1,(X) } ¢ { 6 < L(X) }, sdo iguais & metade do
nivel de significancia. E facil ver que (3.1.3) implica (3.1.2). Porém, nem sempre o
contrario é verdadeiro. Neste capitulo serdo considerados intervalos de confian¢a com

caudas iguais.

Infelizmente, nem sempre ¢ possivel construir intervalos exatos no sentido que as
probabilidades em (3.1.3) sdc exatamente iguais ao valor o, Freqgiientemente, os intervalos

usados na prdtica sdo somente aproximados, isto é,

Prif 8 <1 X)}t=a ¢ Prl0>1(X)} = a. (.1.4)

Neste caso, além do intervalo, os limites 1,(x) e ,(x) sdo ditos também aproximados. Por
exemplo, o intervalo de confianga para a média u de uma determinada populagio, com
vatidncia conhecida 0%, freqiientemente usado, ¢ dado por

(L), L@ 1-[F+22,%-2-21, 3.1.5)

al
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onde, ¥ ¢ a média amostral de n observagtes independentes da populagao em questdo, e,
z, ¢ 0 t-ésimo percentil da distribui¢io normal padrdo. Este intervalo é exato somente se
as observacoes X,, X,,..., X, 580 normalmente distribuidas com média p e variancia o-.
Caso esta suposicdo nao seja satisfeita, entdo, ele € somente aproximado, jd que pelo

teorema central do limite,

- 1) ¢ -
Pr{,u<X+zm7°}:Pr{M>—zu}m
n o (.1.6)

s‘:Pf{Z>—Z“}=ﬂ,

£y

- g ;
Pr‘[p<X—zu——9}=Pr‘{M<z“}x
Vn % G.1.7)

mPr{Z<zm}=oc,

onde Z tem distribui¢do normal padrao.

Uma primeira questdo que pode aparecer quando se trabalha com intervalos de
confian¢a aproximados &, por exemplo, com respeito a proximidade das probabilidades em
(3.1.4), j4 que quanto mais préximas, intuitivamente pode-se dizer que, mais exato serd o
intervalo. Qutra questio que pode ser colocada é qudo préximos estdo os limites
aproximados 1,(x) e 1,(x) de limites exatos, como os definidos em (3.1.3). Estas duas
questoes definem, respectivamente, propriedades importantes para a avaliagio e
comparacio de intervalos de confian¢a aproximados, que sdo a acurdcia ¢ a corretibilidade
do intervalo.  Estes conceitos serdo definidos na se¢fio 3.2 juntamente com outras
propriedades desejdveis para os intervalos de confiang¢a aproximados que sio a invaridncia

a transformagées mondtonds e a preservacdo de amplitude.
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No decorrer deste capitulo, serd considerada a estrutura probabilistica de uma tnica
amostra para os dados observados, conforme a figura 2.3, isto &, P = F — X, onde x =
X1y Xpeony X, ) € uma realizagio da amostra X = (X, X,,..., X, ), cujas componentes sao
varidveis aleatorias fid com FDA F. A caracteristica de interesse serd representada por 0

= s(F) que serd estimada por 8 = £¢(X). A FDA de 8serd denotada e definida por:
Gyfs) = Prii 8 < s}, (3.1.8)
e, a FDA da estatistica Bootstrap 8" = ¢(X), serd denotada e definida por:

Guls) = Prd 0 < s 1. (3.1.9)

O objetivo deste capitulo é descrever como o método Bootstrap pode ser usado para
a produgio de intervalos de confianga para o parametro de interesse 8. Quase sempre estes
intervalos serao aproximados. Porém, como serd visto, esses intervalos podersio representar
melhores aproximacdes, no sentido das propriedades definidas na secdo 3.2, que outros
intervalos aproximados baseados em métodos classicos. Intervalos de confianga Bootstrap
podem requerer um gasto computacional maior que os intervalos aproximados usuais,
quando eles existirem. Caso estes nfo existam ou, nfio sejam fdceis de construir, entdo os
intervalos de confianca Bootstrap representam pelos menos uma alternativa implementdvel
para quem dispde de um computador. Nas segtes 3.3-3.5 serfio apresentados os intervalos
Bootstrap padrio, t-Student Bootstrap e t-Bootstrap. O primeiro desses intervalos é
construido sob a suposicio de normalidade aproximada da estatistica (8 - 8)8,,0r (8).
J4 o segundo é construido com base na aproximacio pela distribuicio t-Student com n-1
g.l. em vez da normal padrio. O terceiro intervalo é construido sob a aproximagio

Bootstrap para a distribuicio de (& - 0Y/o (8), de forma aniloga i construcio do

ROOT
intervalo cldssico que usa a a aproximacgio t-Student para esta distribuicdo. Finalmente,
nas secdes 3.6-3.8 serdo discutidos os intervalos Bootstrap baseados nos percentis da
distribuicdo Bootstrap da estatistica §". Estes intervalos sio os entio denominados

percentil, percentil com corregio para tendéncia e percentil com corregéio para tendéncia
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e aceleracéo,
3.2 Definicdes basicas e propriedades

Nesta segiio serdo discutidas propriedades desejdveis para comparagio e avaliagio
dos intervalos de confianca que serfo apresentados no decorrer do capitulo. Serd usada
anotacio [ 6la) , O[1-&] ] pararepresentar um intervalo de confianga aproximado, onde 8[a]
e B[1-a] sdo limites de confianga aproximados inferior e superior, respectivamente. Estes

limites aproximados sio tais que,

Pri0<Oa]ll=a ¢ Prf0>0[l-c]l}=a. 3.2.1)

Considere os seguintes tipos de erros:
ERRO (8[a]) = Prd 6 < B[a] ) - @, (3.2.2)

=

ERRO,(0[1-«]) - Pr{ 6 > O[1-a] } - e. (3.2.3)

Propriedade 3.1 ( acurdcia de ordem 1) : Um intervalo de confianga aproximado para o
pardmetro 8, com probabilidade de cobertura aproximadamente igual a 1-2a, ¢ denominado

acurado de ordem 1, se,

ERRO ,(B[a]) = a ERRO (B[1-a]) = 02
= — e — = -,
! Jn ! Jn

(3.2.4)

para duas constantes c; e ;.
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Propriedade 3.2 ( acurdcia de ordem 2 ) : Um intervalo de confianca aproximado para o
parametro 6, com probabilidade de cobertura de aproximadamente igual a 1-2 &, é denominado

acurado de ordem 2, se,

ERRO, (B{a]) = % e ERRO (0[1-¢]) = % (3.2.5)

para duas constantes ¢, e c,.

Como se pode observar, a nogao de acurscia estd relacionada com a proximidade
entre as probabilidades de cobertura dos intervalos (-e,8[a]) e (8{a]~e), e, 0 nivel
desejado a. Portanto, quanto menores forem os erros definido em (3.2.2) e (3.2.3), mais
acurado serd o intervalo de confianga aproximado. A propriedade 3.1 estabelece que os
erros dos intervalos acurado de ordem 1 tendem a zero, a medida que o tamanho da
amostra n tende para o infinito, a uma taxa { ou velocidade ) de 1/4/n. A propriedade 3.2
estabelece que os erros dos intervalos acurados de ordem 2 tendem a zero, a medida que
n tende para o infinito, a uma taxa de 1/n. A comparacio destas duas taxas fornece nio
somente uma magnitude do erro que se comete nos intervalos mas, também, um critério
de escolha entre eles, visto que a segunda taxa converge para zero bem mais rapidamente

que a primeira.

Seja 6 uma estimativa do desvio padrao de 6 e §__ [«] um limite de confianga

exato para 0 de nivel ¢ que satisfaz
Proi® <0 [a])-a. (3.2.6)
Considere agora o estudo do seguinte tipo de erro:

ERRO ,(8[a]) = O[a] - O [a]. (3.2.7)
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Propriedade 3.3 ( corretibilidade de ordem 1) : Um limite de confianca aproximado 8[a] ¢

denominado correto de ordem 1, se,

ERRO ,(0[a]) - O,(n -y, (3.2.8)

ou, equivalentemente,

ERRO  (0[a]) = O, 8, (3.2.9)

desde que & ¢ usualmente de ordem n”'’?.

Propriedade 3.4 ( corretibilidade de ordem 2 ) : Um limite de confianga aproximado 8a] ¢

denominado correto de ordem 2, se,

O (n ), (3.2.10)

ERRO  (0[al) ,

ou, equivalentemente,
ERRO | (6[a]) - 0, fn 1e. (3.2.11)

Ao contrdrio da nogdc de acurédcia, o conceito de corretibilidade se refere a
proximidade de um limite de confianga aproximado para um limite de confianca exato.

Corretibilidade de uma dada ordem, implica em acurécia da mesma ordem.

Propriedade 3.5 (invaridncia a transformacées mondtonas ) : Um intervalo de confianca para
um parametro 8 é dito possuir a propriedade de invariancia a transformagies mondtonas se o
intervalo obtido para um novo pardmetro ¢ = g(6), onde g(*) é uma transformagdo monétona,
corresponde ao intervalo para 6, mapeado por g(8). Se g(*} € mondtona crescente entdo o intervalo

para o novo pardmetro € dado por:
[$le].d1-a]] - [&(O8[a]).g(B[1-a])], (.2.12)

e, no caso de g(*) ser mondtona decrescente,
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[$lo]d[1-a]] = [g(O[1-«]),&(B[a])]. (3.2.13)

A propriedade de invaridncia a transformac¢des mondtonas fornece um resultado
pritico bastante 1util. Por exemplo, se é desejivel construir um intervalo para a um

parametro ¢ = log, dado um intervalo para O com esta propriedade, entao, basta aplicar

o logaritmo nos limites deste intervalo para formar o intervalo para ¢.

Propriedade 3.6 ( preservagdo de amplitude ) : Um intervalo de confianga
[ 8[a] , B[1-a] 1para um parametro 8, que assume valores em um conjunto 6, tal que
© -[a,b] c R, a < b, ¢ dito possuir a propriedade de preservagido de amplitude, se,
[ O[a] , B[1-2] ] = ©.

Esta propriedade de preservacdo de amplitude nem sempre se cumpre em muitos
intervalos de confianga usados na pratica. Por exemplo, considere a seguinte situagio :
Sejam X, X,,..., X, n varidveis aleatérias independentes que assumem o valor " 1 " com
probabilidade p ( p € [0,1] ) e 0 valor " 0 " com probabilidade I - p. Um intervalo de

confianga bastante usado, com probabilidade de cobertura de aproximadamente 1-2¢, &

0 seguinte:
[ 7+ 20| P8P 5 | EOP) (3.2.14)
n n
onde
gx* (3.2.15)

£ =

n

Entretanto, se em uma amostra de tamanho n = 15 observou-se uma proporgio amostral

-0, entio o intervalo (3.2.14), para uma probabilidade de cobertura de

aproximadamente 1 - 2e = 0,9 (&« = 0,05), serd dado por:
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(0,1-1,645(0,0775):0,1+1,645(0,0775)] = [-0,027;0,227] ¢ [O,1]. (3.2.16)

Portanto este intervalo nio possui a propriedade de preservacio de amplitude,

3.3 Intervalo Bootstrap padrio

Seja 85 - (8) a estimativa Bootstrap de ¢ - { VarFﬁ ¥, definida na secio 2.2, O
intervalo de confianca Bootstrap padrdo ( BOOTPAD ) para o pardmetro 0, com

probabilidade de cobertura de aproximadamente 1 -2a, ¢ dado por:

6

[BBOOTPAD (21, 900map [1-2]] =

= [0+ 2,0,00, 0,0 - 2,6, O],

(3.3.1)

onde z, é o a-ésimo percentil da distribuicio normal padrio, isto &, z, = ®a). A

construgido deste intervalo baseia-se na aproximacio assintotica,

. 6-6 ~ NOD. (3.2

s00r ©
Caso a distribui¢sio de T seja perfeitamente normal padrio, entio, o intervalo definido em
(3.3.1) € exato. Caso contrdrio, o intervalo € somente aproximado. Por exemplo, usando
os dados da tabela 2.1, se o interesse & construir o intervalo de confianca BOOTPAD para
o parametro % com base na estatistica 8 - £, com uma probabilidade de cobertura de
aproximadamente 0,90 (=1-Zo. = ¢ = 0,05), procede-se da seguinte forma : de acordo com

a tabela 2.2, a estimativa Bootstrap ( néo-paramétrica ) 8, (X) ¢ dada por:

8s00r B = { 85000 X) 14 = (0,3778)% - 0,6147. (3.3.3)
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Portanto, os limites do intervalo BOOTPAD ( z, = 7y = -1,6449 ) seriio dados por:

Bp00meap [0:05] = 7 + Zo,05 Opoor X) = 334

1,9886 - 1,6449.0,6147 - 0,9775

0 [095] -%-2 _8 x) -
BOOTPAD 0,05 Y BOOT (3.3.5)

1,9886 + 1,6449.0,6147 = 2,9997,

respectivamente. De forma andloga, pode-se construir o intervalo BOOTPAD para o
pardmetro u, utilizando-se a estimativa Bootstrap paramétrica ( a partir da estimativa da

varidncia da tabela 2.4)

85001 X) = { 8p00r (X) V* = (0,4197)% - 0,6478. (3.3.6)

Os intervalos BOOTPAD resultantes, destas duas formas de condugio do processo

Bootstrap, encontram-se exibidos na tabela 3.1,

Tabela 3.1, Intervalo de confianga BOOTPAD para o pardmetro p ( = 2 ) com
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, para os dados da tabela 2.1 (n = 10)

BOOTSTRAP 5 [0.05] & [0.95]

BOOTPAD BOOTPAD

Nio-paramétrico 0,9775 2,9997
Paramétrico 0,9230 3,0542




Cap. 3 - Intervalos de Confianca Bootstrap 49

Este exemplo corresponde a uma situagdo em que se dispde de um intervalo de confianca
exato, levando-se em conta a normalidade dos dados e o conhecimento da variancia v (

= 4), que ¢ dado por:

[ %+ 2, (2) , % -2z ——1-1{09483 ; 3,0289 . (3.3.6)

o
N n
Assim, comparando-se os limites dos intervalos da tabela 3.1, vé-se que, mesmo para uma
amostra de n=10, ambos os intervalos fornecem boas aproximagoes. As figuras 3.1 ¢ 3.2
exibem a distribuicdio empfrica da estatistica T com 6 = # ( nos casos paramétrico e nio-

paramétrico ), gerada pela simulagio de 10000 amostras de n = 10 observacses da

distribuicgo N(Z,4).

Figura 3.1. Distribuicio empirica da estatistica
T-(X-2 M8 00r (X) entre as 10000 amostras
simmutadas da distribuicao N(2,4) { curva ajustada sobre
o histograma N(0,1) ) com a estimativa Bootstrap nio-
paramétrica 8, (X) calculada a partir da férmula

2.2.14)
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0.00

=5.258 =3.45 -1.65 t.15 1.95 3.“?5 5.‘55
T

Figura 3.2. Distribuicio empirica da estatistica
T=-(X- 20001 (X) entre as 10000 amostras
simuladas da distribuicdo N(2,4) ( curva ajustada sobre
o histograma N(0,1) ) com a estimativa Bootstrap
paramétrica & (X) calculada a partir da férmula

(2.2.31)

BOOT

A principal vantagem do intervalo BOOTPAD ¢ a sua facilidade de construgso.
Mesmo quando a estimativa Bootstrap &, - (6) for complicada de ser calculada
analiticamente, conforme descrito na se¢io 2.2, pode-se utilizar em seu lugar, sua
aproximagio de Monte Carlo &, (0}, que ¢ obtida aplicando-se o algoritmo da figura 2.2.
Neste caso, com a ajuda de um computador o intervalo BOOTPAD torna-se
completamente automdtico, sendo apenas necessdrio para um usudrio obter um intervalo

de confian¢a aproximado para o parametro 0, fornecer a forma da estatistica 8.

A grande desvantagem do intervalo BOOTPAD é com respeito a sua acurdcia. Para
tamanhos amostrais que nio sejam suficientemente grandes para a validade da
aproximacio de (3.3.2), ou, que, caracteristicas como assimetria, tendenciosidades, etc. que
podem estar presentes na distribuicio de T, podem prejudicar o desempenho do intervalo

BOOTPAD no sentido da sua acurdcia. No exemplo discutido acima, a aproximagio para
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a distribui¢sio de T poderd ser razogvel, visto que os dados foram gerados da distribuicao
normal. Agora, suponhamos que, ainda neste exemplo, deseja-se construir um intervalo
de confianca para o pardmetro g’ com base na estatistica 8 = 3. O intervalo BOOTPAD
( paramétrico e ndo-paramétrico ) para este novo parimetro , com probabilidade de

cobertura de aproximadamente 0,90, encontra-se na tabela 3.2.

Tabela 3.2. Intervalo de confianga BOOTPAD para o pardmetro &’ ( = 8 ) com
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, para os dados da tabela 2.1 (n = 10)

BOOTSTRAP BBOOTPAD [0.05] BBOOIPAD [0.95]
Nio-paramétrico -6,3149 22,0429
Paramétrico -1,3250 23,0530

Para analisar a acurécia deste intervalo foi conduzido um estudo de Monte Carlo
com 10.000 amostras de n = 10 observagoes independentes, simuladas da distribuicio
normal com média g = 2 e varidncia v> = 4. Para cada uma destas amostras foi calculado

o correspondente intervalo BOOTPAD ( paramétrico e ndo-paramétrico } e observado as

percentagens:
(> < B 0.05] }
P, = e f&'g&""[ ] G.3.7)
e
(>80 0.95] }
5, - #lp pooreap (0-9] _ (3.3.8)

10000
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Os resultados encontram-se na tabela 3.3.

Tabela 3.3. Percentagens de ndo-cobertura, & esquerda ( g,) e & direita ( p,), em

10.000 realizagoes do intervalo BOOTPAD para o parametro i’ ( = 8 ), com uma
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90

BOOTSTRAP £,(%) £,(%)
Nao-paramétrico 2,14 11,65
Paramétrico 1,69 10,39

Como se pode observar, as percentagens de nio-cobertura, em ambos 0s casos,
diferem das probabilidades nominais iguais a 5%. As figuras 3.3 e 3.4 exibem a distribui¢io
empirica da estatistica T das 10.000 amostras da distribuicio N{(Z2,4), para os casos
paramétrico e ndo-paramétrico, respectivamente, e, a funcio de densidades da distribuicio
normal padrac. Observas-se que a aproximagdc ndo é satisfatdria, pois a distribuigio
empirica de T € assimetrica 4 esquerda. Portanto, como os limites do intervalo BOOTPAD
s30 sempre simétricos em torno da estimativa 8, entdo, a assimetria nio é levada em conta
nos cdlculos dos limites que poderdo ser bastante inacurados como o caso dos limites da
tabela 3.2, Nas situacdes em que limites de confianga exatos podem ser definidos, os
limites do intervalo BOOTPAD sdo apenas cotretos de ordem 1 ( Efron, 1987 ), e portanto,
acurados de ordem 1, Uma outra desvantagem deste intervalo € que, em geral, ele nac
possue as proptriedades 3.5 ( invaridncia a transformagdes mondétonas ) e 3.6 ( preservagio

de amplitude ).
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6.20

¢.10

0.0%

0.00

00— T i + T Ly 7 T
-15.0 =-12,5 -10.0 =-7.5 =-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0
T

Figura 3.3. Distribuicio empirica da estatistica
T = (X'B - 80,01 (Xg) entre as 10.000 amostras
sitnuladas da distribuicio N(Z,4) ( curva ajustada sobre
o histograma N{(0,1) ) com a estimativa Bootstrap nao-
paramétrica 8, - X 3) calculada a partir da férmula
(2.2.20)

T

Figura 3.4. Distribuigdo empirica da estatistica
T = (X° - 8)/0,,5 (X°) entre as 10.000 amostras
simuladas da distribuicio N{2,4) ( curva ajustada sobre
o histograma N(0,1} ) com a estimativa Bootstrap
paramétrica & (X”} calculada a partir da férmula
2.2.33).

BOOT
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Um procedimento bastante usado na estatistica cldssica, que pode fornecer um
intervalo mais acurado que o intervalo BOOTPAD ¢ o seguinte: dado que existe uma

transformagio mondtona g() tal que, para ¢ = g@) e ¢ - g(8),

$-% . no), (3.3.9)
DP($)

onde DP($) é o desvio padrao ( ou uma estimativa ) de § , ou seja, a distribuigsio de ¢ estd
mais préxima a distribuicio normal do que a distribuicio de 8, entfo, o intervalo de
confianca central para ¢, com probabilidade de cobertura de aproximadamente I-2a, &

dado por :
[blel.d[l-a]] = [$ + 2,DP$), ¢ - 2 DP()]. (3.3.10)

O intervalo desejado é obtido convertendo-se 2 escala 0, os limites do intervalo anterior

através da transformagcio inversa g'(). Por exemplo, se g(*} ¢ mondétona crescente, entdo,
[0[a].0[1-a]] - [gX(d + 2,DP@)).g(d - 2,DP$))], G311

e, o inverso dos limites do intervalo anterior caso g(*) seja mondtona decrescente. Por
< ) . 3

exemplo, no ¢aso da constru¢io do intervalo de confianga para o pardmetro u’, com base

na estatistica & = #3, foi visto que os limites do intervalo BOOTPAD eram bastantes

inacurados. Porém, uma transformagio monétona que normaliza a distribuicio de 8 &
dada por gly) = y*?, pois

2

b-g0)-0°_ @ -X = N(dn";), (3.3.12)

onde

$ - g0) - 0 - (A - 4. (3.3.13)

Logo, um intervalo de confianga aproximado para ¢, com base em ¢, pode ser dado pelos
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limites do intervalo BOOTPAD para o pardmetro g descritos na tabela 3.1, ou seja,
[$[0,05],$[0,95]] = [¥ + 2,0,00r (X).F - 2,8500; K)]. (3.3.14)

Assim, os limites do intervalo de confianca desejado sdo obtidos convertendo-se os limites

da tabela 3.1 2 escala p°, pela transformaciio inversa g'(y) = ¥, ou seja,
[6[0,051,8[0,95]] = [($[0,051)°,($[0,95])°] -

= [(F + zuﬁBOOT (X))g - zmoBOOT (X))a] .

3.3.15)

Os resultados do intervalo resultante deste procedimento estdo descritos na tabela 3.4,

Tabela 3.4. Intervalo de confianca para o pardmetro p’ { = 8 ), com probabilidade de

cobertura de aproximadamente 0,90, obtido elevando-se go cubo os limites do intervalo

BOOTPAD da tabela 3.1

BOOTSTRAP 8[0.05] 8[0.95]
Nio-paramétrico 0,9340 26,9919
Paramétrico 0,7863 28,4900

Para constatar a melhora na acurécia destes limites, produziu-se as correspondentes
realizacoes deste intervalo com base nas 10.000 amostras simulada da distribui¢do N{(Z,4)
e calculou-se as percentagens de nio-cobertura i direita e 4 esquerda, conforme a tabela 3.5.
Como se pode observar, pelos resultados encontrados, os valores de g, e p, estdo mais
proximos do valor nominal 5%, do que anteriormente, Portanto, o intervalo resultante
deste procedimento de transformacdo & sem duvida mais acurado que o intervalo

BOOTPAD aplicado direto na escala de .
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Tabela 3.5. Percentagens de ndo-cobertura, & esquerda ( p,) e a direita ( g,), em

10000 realizacses do intervalo de confianca para o pardametro u’ ( = 8 ) com uma
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, cujos limites sdo os cubos dos

limites do intervalo BOOTPAD para o parametro p

BOOTSTRAP B,(%) b, (%)
Nao-paramétrico 7,89 7,44
Paramétrico 6,97 6,50

Um outro exemplo de aplicacio deste procedimento ¢é a transformagdo de Fisher do
coeficiente de correlacio, § = tanh™p, cuja distribuigio estd mais préxima a distribuigio
normal do que a distribuicdo de p. A desvantagem desta estratégia é a necessidade do
analista de dados deduzir, para cada aplicagdo, a transformacsio que torna a distribuiggo
da estatistica transformada mais préxima & normal que a distribuicio da estatistica de
interesse. Mais adiante serd mostrado que alguns intervalos de confianca Bootstrap
incorporam em seus calculos, automaticamente, transformagfes como a anterior sem

requerer o seu conhecimento.,
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3.4 Intervalo t-Student Bootstrap

QO imntervalo de confianga BOOTPAD, discutido na sec¢éo anterior, foi derivado sob
a suposicao que a distribuicio de T pode ser aproximada pela distribuicio normal padrio.
Em determinadas situagdes esta suposicdo torna-se vilida quando o tamanho da amostra
n tende para infinito. Em pequenas amostras, pelo menos para o caso em que 8 = 7, uma
aproximagcio melhor para a distribuicio de T é dada pela distribui¢ao t-Student com (n-1)

graus de liberdade, isto &,

0-0
8500r(®)

T -

—~—

byt 3.4.1)

2 n
Se & - 5, aaoor(g) = ,\‘ f;:- = \jz(xi-f)zf(n(n-l)) e as observacgdes sio normalmente

i1
distribuidas, entdo esta aproximagio é exata.

Seja t,,(_'i) o o-ésimo percentil da distribuicdo t com n-1 graus de liberdade, ou seja,

o valor desta distribuigdo que satisfaz & equagdo « = Prpit | < £ 1. Assim, sob (3.4.1),

1-20 = Pro (6!) <« T< e = Pro (61 < T < 47 ) -
(3.4.2)
-Prp {0500, 0) < 0<6-:To,, 0

Portanto, o intervalo de confianga t-Student Bootstrap ( t-SBOQT) com probabilidade de

cobertura aproximadamente igual a 1-Z2a serd dado por:

10, (a0

¢-SBOOT ,spoor 11-0]] =
(3.4.3)

- [0 + 1085007 0).0 - 1,065, B)].
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Como se pode observar este intervalo tem forma similar ao intervalo BOOTPAD, exceto

(m) (a)

que os percentis £, ;" e -,

. sdo utilizados no lugar de z_ e -z, respectivamente. Na tabela

3.6 ¢ apresentado o intervalo t-SBOQT para os pardmetros p e u’, obtidos a partir dos
dados da tabela Z.1.

Tabela 3.6. Intervalo de confianga t-SBOOT para os parametros g ( = 2y e p’ ( = 8)

com probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, para os dados da tabela 2.1

Parimetro BOOTSTRAP g:-ssoor [0.05] Bt_saom. [0.95]
Y Nio-paramétrico 0,8618 3,1154
7 Paramétrico 0,8011 3,1761
@ Nio-paramétrico -7,9375 23,6650
u’ Paramétrico 90,0632 24,7907

Analisando-se os intervalos da tabela 3.6, para o pardmetro g, percebe-se uma diferenca
entre 0s nio-paramétricos e paramétricos. Em (2.2.31) vimos para o Bootstrap paramétrico
que 8., (X = sifn. Logo, o intervalo t-SBOOT paramétrico para o pardmetro g (
segunda linha da tabela 3.6 ) é exato, pois, com a suposigdo de normalidade dos dados da
tabela 2.1, a estatistica T é exatamente distribuida segundo uma t-Student com (n-1) g.1.
Assim, este intervalo dd a probabilidade de cobertura correta. Para o paradmetro g, a
exemplo do intervalo BOOTPAD, os limites do intervalo t-SBOOT sio bastantes
inacurados, como se pode ver na tabela 3.7 que exibe os resultados com base nas 10.000

amostras simuladas da distribuigao N(Z,4).
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Tabela 3.7. Percentagens de ndo-cobertura, i esquerda { B,) e & direita ( p,), em
10000 realizagses do intervalo t-SBOOT para o parametro i’ ( = 8 ), com uma
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90

BOOTSTRAP 7,(%) 7,(%)
Nao-paramétrico 1,26 10,01
Paramétrico 0,93 8,86

Isto acontece, pois, a exemplo do intervalo BOOTPAD, o intervalo t-SBOOT & simétrico
em torno de 8, em virtude da simetria em torno do valor zero dos percentis da distribuicio
t de Student.  Assim, o intervalo de (3.4.3) ndo leva em conta assimetria na distribuicao
de 8, ou outras caracteristicas quando & ndo é a média amostral, Um melhor intervalo
pode ser obtido aplicando-se o procedimento de transformagfo para alcangar uma simetria
da distribui¢io de 8. Como realizado para o intervalo BOOTPAD , os limites do intervalo
t-SBOOT para o parametro u ( linhas 1 e 2 da tabela 3.6 ) foram transformados pela
transformacio cibica para 2 escala g’ e suas percentagens de nao-cobertura foram

calculadas. Os resultados encontram-se nas tabelas 3.8 e 3.9,
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Tabela 3.8. Intervalo de confianca para o parametro g’ ( = 8 )-, com probabilidade de

cobertura de aproximadamente 0,90, obtido elevando-se ao cubo os limites do intervalo t-

SBOQT da tabela 3.6 (linhas 1 e 2 )

BOOTSTRAP

9[0.05] 8[0.95]
Nio-paramétrico 0,6401 30,2372
Paramétrico 0,5141 32,0393

Tabela 3.9. Percentagens de ndo-cobertura, & esquerda ( £,) e & direita ( §,), em
10000 realizacées do intervalo de confianca para o parametro &’ ( = 8 ) com uma
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, cujos limites sdo os cubos dos

limites do intervalo t-SBOOT para o parametro p .

BOOTSTRAP 5,(%) $,(%)
Nio-paramétrico 5,99 552
Paramétrico 5,10 4,72

De acordo com a tabela 3.9, comprova-se a necessidade do conhecimento de uma
transformacgdo para situacdes mais gerais, que a da média amostral, para um bom
desempenho do intervalo t-SBOOT. Nas situag6es onde limites de confianga podem ser
definidos, o intervalo t-SBOQOT &, em geral, correto de ordem 1 ( Efron, 1987). Portanto
este intervalo é acurado de ordem 1. Também, este intervalo ndo possue, em geral, as
propriedades de preservagio de amplitude e invaridncia a transformagoes mondtonas. Na

préxima segiio serd apresentado o intervalo de confianga t-Bootstrap, cuja construgao
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consiste do uso do Bootstrap nio somente para estimar ¢ - { VarFQ ¥, mas também, para

obter uma aproximagdo para a distribui¢do de T, com base nos dados observados x.

3.5 Intervalo t-Bootstrap

Foram apresentados nas duas tltimas se¢oes os intervalos BOOTPAD e t-SBOOT,
cujas constructes baseiam-se em suposicdes sobre a aproximagio da distribuigdo da
estatistica T a distribuicdo normal padrio e a t-Student com (n-1) g.l., respectivamente.
Porém, nem sempre esta suposicdo & vélida. Serd descrito, a seguir, uma outra metodologia
Bootstrap para a construcdo de um intervalo de confianga para o pardmetro 6 = s(F),
usando uma aproximaciio para a distribuicio de T, fornecida pelo Bootstrap. A idéia §,
com base nesta aproximaciio, obter estimativas Bootstrap dos percentis da distribuigdo de

T, usando-os para formar o intervalo de confianca de forma ansdloga 4 segdo 3.3 ¢ 3.4

De acordo com a segdo 2.4, a aproximagio Bootstrap para a distribuigdo de

T - TX.F) - 5 -0 _ t#X) - s(F) 650

01‘3’45"(‘.')]" (e) 6BOOT (6)

¢ a distribuicdo de

0 - s(F)  tX) - s(F)

T - T(X',F) - = ,
Og00r (0)  Vary(s(X))V*

(3.5.2)

condicional aos dados observados X. A construgdo do intervalo de confianga t-Bootstrap
( Efron, 1981 ) é feita da seguinte forma : sejam ¢, e, , os a-ésimo e (1-&)-ésimo percentis

da distribuicio Bootstrap de T, tais que,
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PriT" < t;}=0a ¢ Pr{iT <t ,}-=1ua, (3.5.3)

onde, " Pr, " indica que as probabilidades acima acima séo calculadas sob a distribuicio

Bootstrap de T". Assim,

Prit, < T <t }=12a. (3.5.4)

Se a distribuigio Bootstrap de T fornece uma boa aproximagcio para a distribui¢ao de T,

entao

Prit, < T <t/ y=Prit,<Tst,} (3.5.5)

@

Agora, combinando os resultados de (3.5.4) e (3.5.5), teremos que,

1 -20 = Prlt, <T <ty }-=
(3.5.6)

=Prd 6 - ©) <0 <8 -1,0,,,,01

10‘ BOOT

Logo, desta ultima relacio, temos que ¢ intervalo de confianca t-Bootstrap ( t-BOOT ) para

o parametro 6, com probabilidade de cobertura de aproximadamente 1 - 2a, serd dado por:

[ e:—BOOT [e] e:—BOOT [l-a] ] =
(3.5.7)

=10 - 1,000, 0) , 0 - 20,05, 0) 1.

Por exemplo, para construir o intervalo de confianga t-BOQOT para o pardmetro g, usando

o Bootstrap paramétrico, temos que:

W= sF) = [xdF(x), (3.5.8)



Cap. 3 - Intervalos de Confianca Bootstrap 63

S(F) = s(F,,) = [wF () - % (3.5.9

X -x X - ¥

I - = - (3.5.10
Fz00rX) sh/n
Como neste caso do Bootstrap paramétrico,
X' ~~ N(,s%n), 3.5.11)

entdo a distribuicio Bootstrap da estatistica T° da expressao (3.5.10) é a normal padrio.

Portanto,

(3.5.12)

Logo, o intervalo t-BOOT coincide com o intervalo BOOTPAD para o parametro g ( linha

Z da tabela 3.1 ) neste caso paramétrico.

Na maioria das vezes, como j& mencionado no capitulo 2, poder4 ser dificil calcular
analiticamente a distribuiciio Bootstrap exata de T", como foi feito acima. Neste caso, uma
saida € usar a aproximac¢do de Monte Carlo, descrita na secio 2.4, para estimar a
distribuicdo Bootstrap de T' e, por conseguinte, os percentis desta distribuicdo. Este

procedimento pode ser feito da seguinte forma : sejam X (1), x'(2),..., X (B), onde

X@®) = (%, %o %y ), b= 1 2., B, (3.5.13)
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B amostras Bootstrap geradas reproduzindo-se o mecanismo P - F — x, conforme a figura

2.9, Para cada uma destas amostras, seja

, 5y _tE®) - s)
Ty = T(x¥{b),F) = , b=1,2,...B,
0 = TH0.E) = 6.5.14

onde { vary t(¥'(b)) }** representa a estimativa Bootstrap do desvio padrio de § em cada
amostra Bootstrap. O a-ésimo percentil da distribui¢sio de T" € estimado pelo valor £,

tal que,

g T ) < €}
B

=, (3.5.15)

Este valor pode ser calculado da seguinte forma : ordenando-se os B valores T (b), digamos
Tu» T(E),..., T*(B,, entio, f: corresponde ao B.& maior valor, destes ordenados, isto é, T g,
Por exemplo, se B = 1000, entio, o percentil 5% da distribuiio Bootstrap de T" ¢ estimado
pelo quinquagésimo maior valor entre os T, ou seja, T’ Analogamente, o percentil
95% ¢ estimado por T ggy. Caso B.a nio seja inteiro um procedimento indicado para o
calculo de t: e thl'_ﬁ, segundo Efron(1993), se o < .5, consiste em tomar k = [(B+1)a}, o
maior inteiro menor ou igual a (B+ 1}a, e, os quantis empiricos @ e 1 - & sio os k-ésimo e
(B+ 1-k)-ésimo valores ordenados de T (), b=1, 2,.., B, isto §, T*(k, e T‘(B R
respectivamente, Dessa forma, o intervalo t-Bootstrap serd dado por (3.5.7), com f; e tﬁl'_u
em lugar de t, e ¢, respectivamente. Por exemplo, para construir o intervalo de
confianga t-BOOT para o parametro g = s(F) utilizando o estimador F - F , ou seja, um

Bootstrap nao-paramétrico, entdo

s(F) = s(F) = fxﬂi(x) - %)iji - % (3.5.16)

i=1
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T - X -x (X' -%)
8. (%) ] (3.5.17)
BOOT \ gl: (x,- £ Y2/ 2

Como nio se conhece a distribuicio de T, neste caso ndo-paramétrico, entdo, com base

em B amostras Bootstrap da FDE Fn, calcula-se a estatistica

@) - % - E) (% - %)
800r ) 3.5.18)

Y ( xb: - % Ym?

inl

Dessa forma, a distribuicio Bootstrap de T, pode ser aproximada pela distribuicio empirica
dos B valores de T'(b). Para os dados da tabela 2.1 foi realizado este processo com B =

1000 replicacdes Bootstrap. A figura 3.5 exibe um histograma dos valores calculados de

T'(Db).

Figura 3.5, Distribuicio empirica das B = 1.000
replicagoes da estatistica T"(b)
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Os percentis 0,05 e 0,95 desta distribuicdo empirica foram

Sy

fops = ~L7074 ¢ f5.. - 1,7727. (3.5.19)

Portanto, o intervalo t-BOOT para o parametro g, usando o Bootstrap nao-paramétrico,

serd dado por:

et»BOOT [0,05] = 1,9886 - 1,7727.0,6147 - 0,8990 (3.5.20)

B oo [0.95] = 1,9886 - (-1,7074).0,6147 - 3,0381. (.5.21)

A tabela abaixo descreve os limites do intervalo t-BOOT para os parimetros y e u’.

Tabela 3.10. Intervalo de confianca t-BOOT para os parametros u ( = 2 ) e g’ ( = 8 ) com
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, para os dados da tabela 2.1 (n = 10)

Parametro  BOOTSTRAP 8, poor [0-051 8, soor [0:95]
7 Nio-paramétrico” 0,8990 3,0381
@ Paramétrico 0,9230 3,0542
w N3o-paramétrico’ -7,4169 22,5818
w Paramétrico’ -6,8697 26,2288

* Intervalos calculados por simulacic de Monte Carlo com B = 1000 replicagoes.

Analisando a tabela 3.10, observa-se que nido h4 muita diferenga entre os os

intervalos t-BOOT para este caso com respeito aos intervalos das se¢oes anteriores, Um
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fato importante é que os intervalos para o parametro g’ sdo tdo inacurados quanto as
versoes nio-transformadas dos intervalos BOOTPAD e t-SBOOT. Efron (1993) sugere

gue este intervalo seja aplicado a estatisticas de locagio.

Existe um problema computacional e interpretativo com o intervalo t-BOOT. No
denominador da estatistica T'(b) em (3.5.14), é requerido o célculo da variancia Bootstrap
de 9, para cada amostra Bootstrap X (b), ou seja, Var, (t(¢'(h))). No simples caso em que

6 - #,comousodaFDE F ,

2o x::, - % )
Var, (¢ (9))) = = :

n2

(3.5.22)

como visto em (2.2.14). Neste caso, também, poderia ser usada, a estimativa nio-

tendenciosa da variincia, que é dada por,

n e
o%(0) - 2 (% %) (3.5.23)

nin-1)

A dificuldade aparece quando 8 = t(x) é um estimador mais complicado do que %,
cuja expressdo analitica para Var, (¢(¢'(b))) ndo seja ficil de deduzir. Uma saida para este
problema, que ndo prejudica a automacidade do mérodo, € usar a aproximagao de Monte
Carlo para estimar a varidncia Bootstrap Var, (¢(¢'(%))) conforme o algorftmo 1. Este
procedimento implica em dois niveis embutidos de reamostragem Bootstrap, ou seja, sobre
cada amostra Bootstrap X'(b), sdo extraidas B, amostras Bootstrap de tamanho n X'(b,s) =
( Xpois Xpgzorers Xpom )58 = 1, 2,..., B, Assim, na primeira etapa de reamostragem sdo
obtidas B amostras Bootstrap da amostra original X, €, na segunda, B, amostras Bootstrap

da cada amostra da primeira etapa X (b). Com este processo, Var, (t(x'(b))) serd estimada

por:
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BI.
_ 2
?}( tix'(,s)) - tix'(D).) ) 6.5.24)
B -1 '
onde,
Bl
Yt (B,5)) (3.5.25)

t(x'(b),.) = f:LB—

1

O prego que se paga com esta abordagem é o grande nimero de replicacdes Bootstrap, que

& dado por B.B, replicagoes,

O intervalo t-Bootstrap nio tem em geral as propriedades 3.5 e 3.6. Em termos de

acurdcia, este intervalo pode ser acurado de ordem 2 ( Efron, 1993),
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3.6 Intervalo percentil

A partir desta secdo serd discutida uma outra metodologia de construcgiio de
intervalos de confian¢a Bootstrap diferente das apresentadas até o momento. Como sers
visto, esta metodologia caracteriza-se pela formacao dos intervalos de confianca utilizando-

se percentis da distribuigio Bootstrap da estatistica 9°.

QO intervalo de confianga percentil ( PERC ) ( Efron, 1981 ) para o parametro 0, com
probabilidade de cobertura de aproximadamente 1 - 2a € definido pelos percentis & e I -

@, da distribui¢do Bootstrap de 87, isto é,

[OPERC [a]’ePERC [1-e]] = [Gf;l(“),é;(l—a)]- (3.6.1)

De acordo com (3.6.1}, os limites do intervalo PERC sao calculados na distribuiggo
Bootstrap de 8", cuja FDA ¢ Gﬁ' Este intervalo é bastante simples de ser construido. Por
exemplo, considere a construcio do intervalo de confian¢a para o pardmetro g, com os
dados da tabela 2.1, com uma probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90.
Utilizando-se o Bootstrap paramétrico com F = ﬁwr da expressio (2.2.29), entdo, a

estatistica Bootstrap X tem distribui¢io Bootstrap N(#,5%s). Portanto,

G, (0) = Pry { X" < x} = ®(/n(x - £)5s). (3.6.2)

par

Como a funcio inversa de (3.6.2) € dada por:

Gl - % B, (3.6.3)
e H
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entdo, os limites do intervalo percentil serdo dados, para0 < « < 0,5, por:

0 (@] - Gf;:(a) S E cp-l(a)% R z‘,% (.6.4)

2
0, .. [l-0] - Gl (l-a) = 7 - ®a)— - % -z >, 3.6.5
PERC PF ‘/?? a\/ﬁ ( )

que correspondem aos limites do intervalo BOOTPAD paramétrico. Assim, da tabela 3.1,

i

e [0:05] = 0,0, [0,05] = 0,9230, (3.6.6)

=

b

e [0:95] = O

ooreap [0.95] = 3,0542. 3.6.7)

A igualdade deste dois intervalos, neste caso, ndo foi por coincidéncia. Serd

mostrado no teorema 3.1 quando ela ocorre.
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Teorema 3.1 : Se a distribuigdo Bootstrap de 8° ¢ normal, com média & e variancia Ggoo:r (9,

isto €,
8 — N(O,06500r 9)), (3.6.8)
entdo, o intervalo PERC ¢ igual ao intervalo BOOTPAD,
PROVA :
Go (0 +120,,,:0)) =Pro{0 <0 .t8,,,.0)!}-
6 -0
=Prp{ ———— <t}=-(pr 368))=Pri{Z <t}- (3.6.9)
85007 ©)
= @), Ve,
onde
Z ~ N(O,1)}. (3.6.10)
Logo,
0 + 18, (0) = G, ®(), V. 3.6.11)
Parat = z, et = -z, teremos que:
(3.6.12)

0+ Z2.0500r = eBOOTPAD [e] - G;d)(za) = Gp;l(“) - ePERC [e]
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b - 2,900 ©) - ePADNOR [1-e] - Gx;lq)(‘za) = Gf:lq)(zx-u) =
(3.6.13)
- Glla) - B, [1-a].  ®

Quando a suposicio (3.6.8) nioc ¢ vdlida, entio, estes dois intervalos podem diferir.

Um pequeno problema prdtico que pode aparecer na aplicagio do intervalo
percentil é o cdlculo analitico da FDA G,, como realizado em (3.6.2), para fornecer os
percentis « e 1-a, Este cdlculo poders ser bastante dificil nas aplicacoes, dependendo da
distribuigio da estatistica 8'. Nestes casos, uma saida é usar a aproximagio de Monte
Carlo para esta distribuigéo, que € obtida, como descrito para o intervalo t-BOOT, da
seguinte forma: Sejam x'(1), X (2),..., X (B), B amostras Bootstrap com FDA comum F. A

aproximagcdo para G, serd dada por:

GI_:(t) -

#1{ 9'(;) st} #Hawd) s} (3.6.14)

B

de forma que o p-ésimo percentil da distribuicio de 8 ¢ estimado por Gf;l(p) , que é um

valor nesta distribuicéo satisfazendo:

#HOW® < Ge) )

. (3.6.15)
B P

Para calcular os valores GI;' Hay e G; 1(1—0;) , pode-se proceder da seguinte forma: (i) ordena-
se os valores da estatistica 6 de cada amostra Bootstrap, obtendo-se os novos valores
9;1), 9;2),..., QEB); (if) estima-se os percentis empiricos da distribuicio Bootstrap de 6" pelos
valores G Ya) - Bls_a) e Gﬁ"l(l—a) = 9}3.(14»’ se B.a é inteiro. Caso B.a nio seja inteiro,
pode-se usar o procedimento descrito na se¢do 3.5 para o intervalo ¢-BOOT. Para mostrar
a eficdcia deste procedimento, realizou-se um estudo de simulagdo que consistiu em calcular

os limites do intervalo percentil para os dados da tabela 2.1, com este procedimento,
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variando o nimero de replicacses B desde 500 até 10000 ( com incremento de 50). Os

resultados encontram-se nas figuras 3.6 e 3.7,

3.1%
5.10 ~ —
L Tl e .
= z‘%ﬁ&u;’kﬁa
- R TR L
o o
3.08
3.00
2.95 T T T T - .
8 1000 2000 3000 4000 EOD0 6000 TODO BOOC SO00 L0OOD
)

Figura 3.6. Limites superiores do intervalo percentil para o
pariametro p, calculados por simulacio, em fungio do niimero
de replicagoes B. Linha solida ¢é o verdadeiro valor do limite
superior & [0,951 = 3,0542

PERC
1.08
1.00
a.85
L i e i e e i "
R -
0.50 Y Al Proivi b
s T
E
a.Bs
Q.80
o 1000 zeoD 2000 4000 S000 €000 TOOO BUOC0 BOCO 10000
=

Figura 3.7. Limites inferiores do intervalo percentil para o
parametro g, calculados por simulacio, em fungio do ndmero
de replicagdes B. Linha sélida € o verdadeiro valor do limite

[0,05] = 0,9230

inferior BPERC
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Pode-se observar em ambas figuras anteriores que a convergéncia é excelente para um
numero de replicagdes B = 6.000. Porém, B = 1.000, que se trata apenas de uma
recomendagio, j4 produz um intervalo satisfatério, em ambos os casos, pois as diferencas
sdo irrelevantes para fins praticos. Se precisdo for necesséria para os limites estimados por
Monte Carlo, seja qual for a aplicacdo, pode-se realizar um estudo de simulagéo, como o
anterior, variando-se o nimero de replicacdes e observando-se a estabilizacio dos

respectivos limites estimados.

Q intervalo PERC, ao contrdrio dos intervalos BOOTPAD, t-SBOOT e -BOOT,
possui a propriedade 3.5 (invariancia a transformag¢des mondtonas ), como serd mostrado
no teorema 3.2, e a propriedade 3.6, que trata da preservagdo de amplitude pelo intervalo,
QQuanto a propriedade de corretibilidade, o intervalo PERC ¢, geralmente, corretc de
ordem 1 ( DiCiccio and Romano, 1988). A grande vantagem do intervalo PERC sobre os
anteriores é nas situacdes em que a distribuigio da estatistica § pode ser assimétrica, o que

compromete o desempenho dos intervalos BOOTPAD, t-SBOOT ¢ t+-BOOT. Se existe

uma transformac¢io monétona g(-), tal que as quantidades transformadas

b - 2(0), d - g(6) ¢ " - (69, (3.6.16)
satisfazem
Hd-¢) ~ W (3.6.17)
e
e -d) — W, (3.6.18)

-

onde T é uma constante e W é uma varidvel aleatéria simétricamente distribuida em torno

1t ]

do ponto zero, com varidncia constante (' indica distribuicdao Bootstrap ), entdo, o

intervalo PERC, cujos limites podem ser calculados diretamente na distribui¢io Bootstrap

de &, coincide com o intervalo de confianga exato para o patdmetro ¢, convertido a escala
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0 pela transformacio g’(). Isto quer dizer que, neste caso, o intervalo PERC & também
exato. Este resultado serd provado no teorema 3.3. As suposicdes (3.6.17) e (3.6.18)
significam que ¢ - ¢ e § - ¢ devem ter a mesma distribuigio simétrica em torno da
origem, e, em particular, 2 mesma varidncia. Na prdtica, ambas podem ndo ocorrer
exatamente, mas aproximadamente, como é o caso do exemplo considerado até agora em

quepara 0 = 2%, 6 - 3, ) - xB et = ], entdo

$ - -X-pu~ NO,v¥) (.6.19)

¢ - -X -7~ NO,s*m), (3.6.20)

e, neste caso, a probabilidade de cobertura ndo pode ser mais igual a 1-2e¢. Porém, quanto
. Ea 2 * d Z : - * 1d d d d. .b i
mais proxima s° estiver de v° maior serd a proximidade entre estas duas distribuicdes e,

conseqlientemente, mais préxima estara a probabilidade de cobertura de 1-2a,

Tabela 3.11. Intervalo de confianca PERC para os parametros p ( = 2 ) e g’ ( = 8) com
probabilidade de cobertura de aproximadamente 0,90, para os dados da tabela 2.1 (n = 10 )

Parametro ~ BOOTSTRAP Bpgnc [0.051 0, xc [0.95]
73 Nio-paramétrico’ 1,017% 2,9873
n Paramétrico 0,9230 3,0542
@ Nao-paramétrico” 1,0546 26,6585
@ Paramétrico 0,7863 28,4900

* Intervalos calculados por simulagio de Monte Cario com B = 1000 replicagoes.
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A tabela 3.11 exibe o intervalo PERC para os parametros g e u’, com os dados da tabela
3.1. Numericamente, pode-se observar nesta tabela que os limites dos intervalos para u’
séio o cubo dos limites dos intervalos para g. Qutro fato importante para ser observado na
tabela 3.11 é com respeito a acurdcia atingida dos limites encontrados para o parametro g’
que, automaticamente, correspondem aos limites do intervalo para o pardmetro g, elevados
ao cubo, sem ter que necessariamente usar a transformacio que normaliza a distribui¢éo
das estatisticas § = 2 e 0" = #2. Este desempenho, que é uma grande vantagem do
intervalo percentil com respeito aos intervalos anteriores, é devido ao resultado que serd

provado no teorema 3.3.

Teorema 3.2 : QO intervalo percentil para o pardmetro ¢ = g(8), com base na estatistica

transformada ¢ = g(®), onde g(-) € uma funcdo mondtona, crescente ou decrescente, ¢ dado por:
[$parc [0]: Bpee [1-211 = [£0prc (01,8605 [1-2D)1, (3.6.21)
se g(*) € mondtona crescente, e,
[®prrc (0] G pprc [1-011 = [8(0pgpe [1-21),8(0pzec [2 D1, (3.6.22)

se g(*} € mondtona decrescente.

PROVA : Seja ¢ - g(8) a estatistica Bootstrap transformada com FDA dada por:

Jo) = Prid < e} =Prpl ¢ <t} (3.6.23)

onde " * " indica que a probabilidade em (3.6.23) ¢ calculada sob a distribuicao Bootstrap de .

Considere o caso em que g{*) ¢ monétona crescente. Portanto,
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Go(g(6)) = Prp {0 < g7(e) } = Prp{ g(0) < ) =

(3.6.24)
-Prid <t)-Jp), Ve
Logo,
Gpgt =/ (3.6.25)
O a-ésimo percentil da distribuicdo Bootstrap de §” ¢ dado por :
Bppzc (01 = S @) = ((por (3.625) ) = (Cpg™)Na) -
. . (3.6.26)
- @ )'C M) - g(G @) - gBpec [a])-
Analogamente,
Bppe [1-0] - GG~ (1-2)) = g0y [1-01]). (.6.27)
A prova para o caso em que g('} € mondtona decrescente é feita de forma similar. u

Teorema 3.3 : Suponha que existe uma transformagdo mondtona g(-), crescente ou decrescente,
e uma constante T satisfazendo (3.6.16)-(3.6.18). Entdo, o intervalo PERC para o parametro 0,
coincide com o intervalo de confianca, baseado na distribuicdo de W ( 3.6.17 3.6.18), convertido

a escala B pela transformagdo inversa g'(), isto é,

w

(O (€100, [1-611 = [P - —2).g7(d - %)], (3.6.28)

T

se g(*) é mondtona crescente, e,
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[ (81,800 [1-61] = [£7H($ - %),g'l(tﬁ . %)], (3.6.29)

se g(-) é mondtona decrescente. Neste caso, a probabilidade de cobertura do intervalo percentil serd
igual a 1-2. O valor w, € 0 a-ésimo percentil da distribuicdo de W, isto é, w, = H'(a), onde
HéaFDAde W.

PROVA : Da relagio

Priw < Wz<w }=Priw, <sWzx-w I-1-2a, (3.6.30)

temos por (3.6.17), que
1 -2a=Pro{w < T[g®) - g(0)] < w1 =

(3.6.31)
wn‘. wﬂ
= Pr { g(0) + — < g(8) < g(0) - —= ).
T T

Considere o caso em que g(*) é mondétona crescente. Portanto, o intervalo de confianga

central para ¢ = g(0), com probabilidade de cobertura 1-2a, serd dado por:

w

[ g(8)

o wu
, 2(0) - = 1. (3.6.32)
T T

Como g(*) é¢ uma fungio mondtona crescente, entdo, da relacio (3.6.31), temos que,

Pro{ g(g(®) + %) <0 < g g(® - %) } =1 - 2d. (3.6.33)

Logo, o intervalo de confianca para o pardmetro 0, com probabilidade de cobertura 1 - 2a,

convertido 2 escala 0 pela transformagéo inversa g(*), serd dado por:
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w
87 (e®) « =2) . g - %) ] -
3.6.34)

I RIS S )
T T

Agora, seja J a FDA da distribuicso Bootstrap de ¢" = {8 como em (3.6.23).

Assim,
n W., . wu
S+ = )=Prpld <=1
T T
- Pra{t[¢ - ] < w )= (por (3.618) ) - 639
=-Pr{iW<w_ }-Hw)=a,
e, analogamente,
A w“
J(é - =) - Hiw,) = How,) - 1o (3.6.36)
Portanto,
w, L
$ e = } (a) = &pmc [d.] (3.6.37)
e
{(3.6.38)

w o~
“b - Ta = ] 1(1"(1') = ‘ﬁPERC [l_a]1

w w
ouseja, ¢ + —= e § - —= sdo os a-ésimo e (1-a)-ésimo percentis da distribuigdo Bootstrap
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de ¢° que sdo, por definicdo, os limites do intervalo de confianca percentil para o

parametro ¢ = g(9), respectivamente,

Assim, como g(*) é mondtona crescente, pelo teorema 3.2, temos que:

w w
[¢+_:*’¢_Ta]=[$PERC[a]’4>PERC[1_('¥]]=
= { g( ePERC [ﬂ.]) ? g(BPERC [1—&]) ]

(3.6.39

Logo,

h h
[ Oprre [0] 5 Bpp [1-01 1= [ g7 + T"‘) , 8NP - —Ti) 1.  (3.6.40)

que corresponde ao intervalo de (3.6.34), que tem probabilidade de cobertura igual a 1-2«,

A prova para o caso em que g{) é monétona decrescente € feita de forma andloga. »

3.7 Intervalo percentil com correcio para tendéncia

Foi apresentado na secio anterior o intervalo percentil que, entre boas
propriedades, pode fornecer probabilidade de cobertura exata em situacées de assimetria,
desde que exista uma transformacio monétona g(*) satisfazendo (3.6.16)-(3.6.18). Uma das
caracteristicas destas suposi¢des & que as estatisticas ¢ ¢ ¢ devam ser estimadores nio-
tendenciosos dos seus respectivos parimetros ¢ e ¢. Caso este fato nio ocorra, entio,
dependendo da tendenciosidade, a probabilidade de cobertura do intervalo PERC poderd
ser bastante afetada. Serd apresentado a seguir um outro intervalo de confianca Bootstrap,
cujos limites representam modificagdes nos limites do intervalo PERC para levar em conta
a presenga de tendéncias nas estimativas ¢ e §°. Este intervalo serd denominado percentil

com corregao para tendéncia ( Efron, 1981, 1982).
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QO intervalo de confianga percentil com correcdo para tendéncia ( PCT ) para o
parametro 0, com probabilidade de cobertura de aproximadamente 1 - Za, ¢ definido pelos

percentis

txl = @(220 + Za) (3'7'1)

0!.2 = (D(ZZO - Zu), (372)

da distribuigio Bootstrap de §°, isto é,

[ Oper [0], Oper [1-0] 1= [ Gil(a) , Gla,) ] =
(3.7.3)
- [ Gl (B2, + 2,) . CH(B(2, - 2,) 1.

Como se pode observar, este intervalo depende de uma constante denotada por z,. Esta

constante é conhecida como constante de correcdo de tendéncia e é dada por;

z, - OG, (0)). 374

o

Se a estatistica Bootstrap 9 tem esperanca Bootstrap igual a 8, entdo,
G ) - Pryd 6 <01-12. Logo, z, - ®1(1/2) - 0 e, neste caso, os limites do
intervalo PCT serao iguais aos do intervalo PERC. Por exemplo, para os dados da tabela

2.1,

z, - @Y Gpw(x') ) = @Y B( yu(x - )5 ) = ®HP(0)) = 0, (3.7.5

Portanto, o intervalo PCT para o parametro u serd igual ao intervalo PERC. Também,

para o parametro g’ esta igualdade também acontecerd, pois, neste caso, a constante z, setd
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dada por:

z,= ®( Prp {%° <2%))) -

(3.7.6)
- @ Pr, (£ <E})) - ®NG, @) - 0.

Porém, se G, 0y * 1/2, entao, z, * 0 e os limites do intervalo PCT diferiram dos limites

do intervalo PERC.

Caso seja dificil obter Cﬁ analiticamente, o intervalo PCT de (3.7.3) pode ser

aproximado pelo intervalo:

[ 0, » O, 1 G.7.0

onde QEBBI) e 9;&: ) 540 0s B.a, e B.a,, respectivamente, valores ordenados de B replicagoes
Bootstrap da estatistica 8", isto &, 6°(®), b=1,2,..,B. Caso B.a, e B.a, nio sejam inteiros,
entdo pode-se adaptar o algoritmo discutido para o intervalo t-BOOT. Neste

procedimento, a constante z, é estimada por:

£, - ®( # 6@ <81}/B). (3.7.89)

Portanto, se metade das replicacdes Bootstrap €°(b) sdo menores ou iguais ao valor

observado da estatfsitca 8, entao, £, serd igual a zero.

Q intervalo PCT, apesar da corregdo de tendéncia, ainda conserva as propriedades
do intervalo PERC de invaridncia a transformagdes mondtonas, como serg mostrado no
teorema 3.4, e, preservacio de amplitude, Quanto a acurécia, este intervalo &, usualmente,

acuarado de ordem 2. Porém, seri mostrado no teorema 3.5 que se existe uma
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transformac¢do mondtona g(), tal que as quantidades tranformadas

b - £0), ¢ - g(0) ¢ ¢ - g6, (3.7.9)
satisfacam

é-¢)+2, ~ N, (3.7.10)
e

" -}z ~ N(0,1}, (3.7.11)

onde T é uma constante, entfio o intervalc PCT para o parametro 8, cujos limites podem
ser obtidos da distribui¢io Bootstrap de 8°, coincide com o intervalo de confianga exato
para o parametro ¢, convertido  escala 0 pela transformagio inversa g (). Isto quer dizer
que sob (3.7.9)-(3.7.11) o intervalo PCT fornece probabilidade de cobertura igual a 1-2ct.
Um exemplo cléssico deste tipo de situagio € o da transformaco de Fisher do coeficiente

de correlacao, em que, para g(*) = tanh™(’),

=1 + p 1
¢~ N(¢ 2] | w3 ), (3.7.12)
Qu seja,
b- 6 (-1~ N(O, o). G.7.13

Este caso é um exemplo onde o intervalo PERC pode falhar.
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Teorema 3.4 : O intervalo PCT para o pardmetro ¢ = g(6), onde g(*) ¢ uma fungdo mondtona

crescente ou decrescente, serd dado por:

[per (@], bpey [0,11 = [8@pcr [2,1).8005c, [@,])], (3.7.14)

se g(*) é mondtona crescente, e,

[bper [&,], per [2,11 = [80pc; [2,]) .80, [ D], 3.7.15)

se g(*) € mondtona decrescente.
PROVA : Similar & prova do teorema 3.2, ®

Teorema 3.5 : Suponha que existe uma transformagdo mondtona g(*), crescente ou decrescente,
e constantes T e z,, satisfazendo (3.7.9)-(3.7.11). Entdo, o intervalo PCT para o pardametro 6,
corresponde ao intervalo de confianga baseado na distribuicdo normal, convertido & escala 8 pela

transformacdo inversa g'(*), isto é,

z

- =), .7.16
T

- | R

z
o -1
+ ?)rg (@ *

a | N

[BPCT [al:l?epc]* [062]] = [g-l(é + —

se g(*) é mondtona crescente, e,

a|N

[0pcr 10,1807 [,1]1 = [g7(d + = - %“),g‘l(tﬁ v z—: . %"‘)1, G.7.17)

se g(-) é mondtona decrescente. Neste caso, a probabilidade de cobertura do intervalo PCT serd

igual a 1-2 e,
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PROVA : Darelacio

Pz <Z sz Y=Plz <Z < 2, }-1-2a, (3.7.18)

temos por (3.7.10}, que
1-20=Pro{z, < t[g®) - g0} ~2,< 2, } -

(3.7.19)

Z

4 zZ
:Prp{g(9)+?0+7“sg{@)sg(e)»f%— }.

L
T

Considere o caso em que g(*) é mondtona crescente, Portanto, o intervalo de confianga

central para ¢ = g(0), com probabilidade de cobertura 1- 2¢, serd dado por:

z z 2 zZ
[g® + 2+ %, o) - 2 - =21 (3.7.20)
T T T T

Como g(*) é uma fungio mondtona crescente, entdo, da relagio (3.7.19), temos que,

Z z Z VA
Prolgg® + 2+ %)< 0<gled2-2y)-
T3 T3 (3.7.21)

=1- 2a.

Logo, o intervalo de confianga para o parametro 8, com probabilidade de cobertura 1 - 2«,

convertido a escala 0 pela transformacio inversa g'(*), serd dado por:
z Z Z z
_ 0 - 0
[gMd—=+2), gld+—=-2)1] (3.7.22)
T T T T

Agora, seja [ a FDA da distribuigdo Bootstrap de ¢ = () como em (3.6.23).

Assim,
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n z z, . z z,
Jid -2 2Pl sd-2.2)-
T T T T
. (3.7.23)
=Prp{ t[d - ] + 2z, < 22, + 2, )=
={por 3711) ) =Pl Z < 2z, +2z }=D®(2, +2)-a,
e, analogamente,
o ZO zn‘.
}($+?—?)=Pr{Zs 22, -z, )= @22, -2) - @, (3724
Portanto,
2y Zy a1 ~-1
b — = SR - 2) - T (@) - dper[a)] (3.7.25)
e
Zy 24 p1 r-1
b2 U@z - ) - Shey) - bpple]. 6129
ZO r4 ZO
ou seja, § + — "5' ed + = - ?" correspondem aos percentis o, = ®(2z, + z,) € &,

= ®( 2z,- z,) da distribuicio Bootstrap de ¢ que sdo, por definigao, os limites do intervalo
de confianga PCT para o parametro ¢ = g(0).

Assim, como g(*) é monotona crescente, pelo teorema 3.4, temos que:

ZO z, ZO Zu ) )
[ ‘I’ * ? * ? » $ * ? - ? 1=1 (bPERC [al] ? $PERC [052] 1= (5.7.20
= [ g(epERC [all) ’ g(epﬂqc [(12]) ]
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Logo,

[ ePERC [0,] » Opprc [2,] 1 -

(3.7.28
Z zZ Z Z
- [gd +-;§ - ) ,g"($+—§~ =)0

que corresponde ao intervalo de (3.7.22) que tem probabildiade de cobertura igual a 1-2¢.

A prova para o caso em que g(*) é monétona decrescente é feita de forma andloga. B

Um fato importante do intervalo PCT é que o teorema 3.5 ainda vale para

suposi¢des mais gerais que (3.7.10) e (3.7.11), que séo:

He-¢)rz, —W (3.7.29)

¢ -dlrz, ~ W, (3.7.30)

"

onde T é uma constante e W é uma varidvel aleatdria simetricamente distribuida sobre o

ponto zero com varidncia constante, com as seguintes modificagoes:

o, = H(2z, + w,), (3.7.31)

o, = H(2z;, - w,) (.7.32)
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z, = H™(G, (0)), (3.7.33)

onde H é a FDA da varigvel aleatéria W e w, € o a-ésimo percentil da distribui¢io de W,
isto &, w, = H'(«).

A diferenga das suposi¢oes (3.7.29) e (3.7.30), comparadas com (3.6.17) e (3.6.18),
respectivamente, é a generalidade da constante z,, Se esta constante € zero, entdo, elas

serdo iguais, assim como os intervalos PERC e PCT.

De uma forma geral, a constante z, mede a discrepancia entre a a mediana de 6" e
6, em unidades da distribuigio de W. A férmula para seu cilculo, aparece das seguintes

relacses:
J@) -Prdd < b} -Pria[d-$] <0} -

= Prd o[§-b] <=0} = (por (3.7.30) ) = (3.7.34)

=PriW <z, } = Hiy).

Por outro lado,

J@) = G (0). (3.7.39)

Logo,

Hz) - Gp0) = z, - H'(G,(8)). (3.7.36)

Para H = @, isto é, W tem distribui¢io normal padrao, entio

z, = UG, (9)). (3.7.37)
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3.8 Intervalo percentil com corre¢ao para tendéncia e aceleracgdo

Na se¢do anterior foi apresentado o intervalo de confianca PCT cujos limites
representam modificagdes dos limites do intervalo PERC para fornecer probabilidade de
cobertura exata, também, nas situagdes em que existe uma transformacio g(-) satisfazendo
as mesmas suposicoes sobre a transformagio referente ao intervalo PERC, porém,
admitindo-se tendenciosidade nas estatisticas transformadas ¢ = g(®) e ¢ - g(8). Foi
discutido que, caso esta tendenciosidade seja nula, entido, os dois intervalos sdo iguais. Por
isso, pode-se entender o intervalo PCT como sendo mais geral que o intervalo PERC,
Nesta secio, sera apresentado um outro intervalo de confianca Bootstrap, cujos limites sdo
modificacdes dos limites do intervalo PCT para fornecer probabilidade de cobertura exata
nas situacdes em que existe uma transformagio g(*) que satisfaz as suposicoes referentes a
transformacio do intervalo PCT, porém, admitindo-se que o desvio das estatisticas
transformadas $ - g{ﬁ) e " - g(B) possa variar com seus respectivos parametros ¢ e ¢,
respectivamente, que se trata de uma situagdo de heterocedasticidade pela qual os
intervalos PERC e PCT nio garantem, em geral, probabilidade de cobertura exata, Este
intervalo € denominado intervalo percentil com correcdo para tendéncia e aceleragdo ( Efron,

1984 , 1987 ), cujos limites serdo definidos a seguir,

O intervalo de confianga percentil com correcio de tendéncia-aceleracio ( PCTa )
para o parametro 0, com probabilidade de cobertura de aproximadamente 1 - 2a, &

definido pelos percentis:

(ZO+Z“_)

L-a(zy+z, )

¢ = ®( z, + ) (3.8.1)
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(2, -2,)
/ _ @ + [} [, 1 , 8.
a, = ®( z, l—a(zo—z)) (3.8.2)
da distribuicao Bootstrap de 87, isto &,
[ Bper [01] 5 Opep [03] 1 = [ Gilay) , Gil(ay) 1, (3.8.3)

Como se pode observar, este intervalo depende de duas constantes a serem determinadas:
%, qUe é a constante de corregio de tendéncia discutida na segao anterior, e, a4 que é
denominada constante de aceleragdo, cujos célculos e interpretacio serdo discutidos mais
adiante. Se a = 0, entdo, © intervalo PCTa serd igual ao intervalo PCT, e,5e a = Qe 2,
= (), entdo o intervalo PCTa serd igual ao intervalo PERC. Caso seja dificil obter Gﬁ
analiticamente, o intervalo PCTa de (3.8.3) poderd ser aproximado, com procedimento

andlogo ao da se¢ao anterior, pelo intervalo:

[ gy > Olpey 1 (3.8.4)

O intervalo PCTa conserva as propriedades de invaridncia a transformacoes
mondétonas, como setd mostrado no teorema 3.6, e, preservacdo de amplitude. Uma
grande propriedade deste intervalo é com respeito a sua corretibilidade. Efron (1987)
mostrou em determinadas classes de modelos paramétricos que o intervalo PCTa € correto
de ordem 2. Porém, serd mostrado no teorema 3.7 que, se existe uma transformacdo

mondtona g(*) tal que as quantidades transformadas

d =20, & -zg0) ¢ & - g(6), (3.8.5)

satisfagam
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Wd-dtrz, ~ NO,0), o -1-atd, (3.8.6)

W -b)ez, ~ NO,GE), o5-1-ach, (3.8.7)

entfo o intervalo PCTa para o pardmetro 0, cujos limites podem ser obtidos da distribuigéo
Bootstrap de 6, coincide com o intervalo de confianga exato para o parametro ¢,
convertido & escala 6 pela transformagéo inversa g™'(). Isto quer dizer que sob (3.8.5)-
(3.8.7) o intervalo PCTa fornece probabilidade de cobertura igual a 1-2a, As suposi¢coes
(3.8.6) e (3.8.7) generalizam as suposi¢des correspondentes dos intervalos PERC, visto que,
permite-se o desvio padrio das estatisticas ¢ e ¢ possa variar linearmente com seus
parimetros ¢ e ¢, respectivamente, a uma taxa que depende de a. FEsta é uma das razoes
para a denominacao de " constante de aceleragio ". De um forma geral, esta constante
mede a taxa de mudanca do desvio padrao de & e " sobre a escala da distribuigao normal padrao.
Ao contrdrio da constante de corre¢io de tendéncia g, seu cdlculo com base na
distribuicdo Bootstrap de 8" nso ¢ facilmente determinado. Em familias uni-paramétricas,
onde a estatistica § tem uma funcio de densidade ou funcio de probabilidades dada por

go® Efron (1987) sugere que uma boa aproximagio para ¢ € dada por:

1 Eg (U, - EU, )
6 [EG (UB - EGUe )2]3/2

1 8.
4 - EASSIMT(UOHG_Q ) ’ ; (3.8.9)
8-

onde, ASSIMT(X)|, _ 4 ¢ 0 cocficiente de assimetria da distribui¢do de X, calculado no

valor do parametro © = 8, U, ¢é a fungdo score, isto €,
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9
Uy(t) = ﬁlog FAGR (3.8.9)

Em familias multi-paramétricas, caso em que as varidveis aleatérias independentes X, X,,...,

X, sao identicamentes distribufdas com uma fungio de densidades dada por £,» onde,

N = (MpNgenn,)’ (3.8.10)

0 pardmetro e a estatistica de interesse sdo dados por:

0 - t(n) (3.8.11)
e
0 - t(d), (.8.12)
onde
i = (Apfyen,)’ (3.8.13)

¢ o estimador de maxima verossimilhanga de . A distribuicfo Bootstrap { paramétrica )
da estatistica 8 é dada por £a Seja ! uma matriz pxp cujo i-ésimo e j-ésimo elemento &
dado por (8%om,0n)logg, 0| , ., e V= (V,¥,...V), onde V, - (3(n)on)] Net

Entdo, uma aproximacio para a constante a ( Efron, 1987 ) é dada por:
4 - %ASSIMT (1) [0 » (3.8.14)

onde
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I(x) = (6/0A)logg,(x) (3.8.15)

§ - f - A1) . (3.8.16)

Em modelos nio-paramétricos, uma expressio simples para g, € dada por:

3 8, - 8,
a - n"l , (3.8.17)
663 (0, -8,) P

inl

onde 96) é o i-ésimo valor jackknife, isto €&,

By = t5) = H( Xy Xy By 7, ) 0 Y <L 2em, (819

0 - i=1 . . (3819)

Observa-se, portanto, que a constante de aceleragdo a € essencialmente uma estimativa de
assimetria. Segundo Hall (1992), esta constante é um ingrediente chave para que o
intervalo de confianga seja construido com corre¢io da assimetria da distribui¢io da

estatistica de interesse,
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Teorema 3.6 : O intervalo PCTa para o pardmetro ¢ = g(8), onde g(*) é uma fungao mondtona,

crescente ou decrescente, serd dado por:

[ e, (€11 @ pcr, [02]1 = [80nr, [@1]),80pp, [€3])], (3.8.20)

se g(*) é mondtona crescente e,

[®per, [81]. e [@2]1 = (80, [23]),80per, [€1]1)]. (3.8.21)

se g(*) é mondtona decrescente.
PROVA : Similar 4 prova do teorema 3.2. H®

Teorema 3.7 : Suponha que existe uma transformagdo mondtona g(*), crescente ou decrescente,
e constantes T e 2, e 4, satisfazendo (3.8.5)-(3.8.7). Entdo, o intervalo PCTa para o pardmetro
8, corresponde ao intervalo de confianca para @, baseado na distribuicdo normal, convertido &

escala 8 pela transformacdo inversa g'(*), isto ¢,

[0,cr, [011.8p0p, (0211 =

(3.8.22)
z, = z )1 + atd)

w1 -az,+z))

2, - 2)(1 + atd) ”

wW1l-alz-z))

e - beto -

se g(*) € mondtona crescente, e,
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[epcr,, [m;]:epcra [d;]] =
(3.8.23)
@ - 2,)(1 + atd)

™1l-alg-z)}

) (ZO + Za)(]. + m‘([)) )]

{1 - a(zo + Zu) 1

- [g‘l( ¢ ),g“( é

se g(*) € mondtona decrescente. Neste caso, a probabilidade de cobertura do intervalo PCTa serd
wual a 1-2a.

PROVA : Da relacio

Plz <Z <z Y-Plz, <Z< 2 }-1-2a, (3.8.24)

temos, por (3.8.6), que

1-20=Pr,{z < t[g®) -g®] +z, <2, }-
F{zu < 'c{ ——-——16+_a?¢ } + 2, < 2, }:

@y + 2,1 + ) chcd- zy - z M1 + ©d) }

1-al,+z)) 1 -afz,-z)}

(3.8.25)

Consideremos o caso em que g{*) ¢ mondétona crescente. Portanto, o intervale de confianga

central para ¢ = g(0), com probabilidade de cobertura I- 2, serd dado por:
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[ b - (z, + z)(1 + T) b (2, -~ z)(1 + ©) ] (3.8.26)

'l:{l-a(zo+za)}’ +1:{1—a(zo—zu)}

Como g(*) é uma fun¢do mondtona crescente, entdo, da relacdo (3.8.25), temos que:

Prp{g'i( b @, + z)(1 + ©d) ) 6. g_l( 5. (2, - z,)(1 + t) )} _ (.827)

+1:‘{1—a:(:zu+zm)} Wl-az-2z)}»

=1- 2

Logo, o intervalo de confianga para o pardmetro 0, com probabilidade de cobertura 1 - Za,

convertido 4 escala 6 pela transformagéo inversa g'(*), serd dado por:

[g-l( b 2z, + 2,)(1 + ) ) | -1( 5. (z, - 2,1 + ©h)

l-al+z)!} 7{ I—a(zoézu)}

) ] (3.8.28)

Agora, seja J a FDA da distribuigio Bootstrap de ¢ = g(8") como em (3.6.23).

Assim,
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(z, + 2, M1 + atd) }

T - alz, r2) )

f($+ (z, + z)(1 + at) )=Prﬁ{$'$(f)

7 l—a(zo + za) }

- $ - ¢' . (zo * z{,) ~
- PTF{ "-'( 1+ alz, 2 <z, 1~ at - 2) ) = (3.8.29)
(ZO + zu) ) ,
" pr 343) ) (P(z°+ b - a(z, + z,) )" ®y-
e, analogamente,
it ozl th )- ol - G % - 0y (3.830)
1:{ l—a(zo - zu) } . - 4] 1 _ a(zo _ zu) 2 O
Portanto,
(ZO + Z“)(I + a"l,'&) 1.
v - 3.831
‘I) w1 - a(zo + za) } 7 (al) ( )
e
- 1+ R !
$ (z, - 2z, atdh) - P, 5830

+‘C{l—ﬂrt(zo—zm)}
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(z, + z)(1 + atd) (z, - 2z )1 + atd)

e +
ol-a +2))} Hl-aE-z)1
e , da distribuicdo Bﬂootstrap de ¢ que sao, por definigao, os limites do intervalo de

correspondem aos percentis o'

ouseja, $ +
confianga PCT para o parametro ¢ = g(0).

Assim, como g(*) ¢ mondtona crescente, pelo teorema 3.6, temos que :

o + z,)(1 + 1) @y - 2,)(1 + T$) ] _

¢

b

{1 - a.(zo * Za) } ’ i {1 - a(zo - Zu) } (3.8.33)
= [ dperfonl bperlen] 1= [ £0pcple1]) . g0@pcr[ao]) 1.
Logo,
[ ema[ai]’epcra[“;] ] =
(3.8.34)

(Zy - 2)(1 + Th)

wl-alz,-2z)! ’

(z, + z M1 + Td)

’ W 1-alz, +z)}

o4 e -

que corresponde ao intervalo de (3.8.28) que tem probabilidade de cobertura 1-2a. A

prova para o caso em que g(*) € mondtona decrescente é feita de forma similar. L]

Um fato importante do intervalo PCTa é que ¢ teorema 3.7 vale para suposi¢des

mais gerais que (3.8.6) e (3.8.7), que s3o as seguintes:
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G¢ =1+ d'l.'(b, (3.8.35)

T{ ‘i’ _ $ } + 2y o~ W, O = 1 +atd, (3.8.36)

onde t € uma constante e W é uma varidvel aleatéria simetricamente distribuida sobre o
ponto zero, com varidncia constante e FDA H. Assim, o intervalo PCTa com as seguintes

modificacoes

[ Bpep, (0115 Bpery [05] 1= [ Gla)) , Gpl(ey) T, (3.8.37)

onde

Z. + W
ay = H{z + —— 1" (3.8.38)
1 - az, +w) !5
A
ty =H |z + o« (3.8.39)
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w, = H\(a) (3.8.40)

z, = H™ (G, (0)), (3.8.41)

fornece probabilidade de cobertura igual a 1-2¢.,

3.9 Discussoes

Para finalizar este capitulo, serd descrita nesta seco um breve resumo dos intervalos
de confianga Bootstrap apresentados nas secdes 3.3-3.8, segundo as propriedades da secio
3.2 de acuricia, corretibilidade, invariancia a transformacées monétonas e preservagio de

amplitude.

» Os intervalos de confianga BOOTPAD e t-SBOOT tem a grande vantagem de
serem facilmente construidos, dada uma estimativa Bootstrap do erro padrio da estatistica
6. Porém, estes intervalos sé devem ser aplicados a situagdes em que as aproximagoes
(3.3.2) e (3.4.1) sejam vdlidas, visto que caracteristicas como assimetria e tendenciosidade
podem comprometer o desempenho de ambos. Estes intervalos nio possuem, em geral, as
propriedades de invaridncia a transformacgdes monétonas e, também, s4o apenas corretos

de ordem 1 e, portanto, acurados de ordem 1,

» O intervalo t-BOOT tem duas grandes vantagens sobre os intervalos BOOTPAD
e t-SBOOT : (i) evita aproximar a distribui¢do da estatistica T pela distribuicio normal

padrio ou, t-Student com n-1 g.l., etc., utilizando-se a aproximacio Bootstrap que pode
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ser obtida usando a informa¢do dos dados observados x {ii) sdo acurados de ordem 2.
Porém, este intervalo tem a desvantagem de néo possuir, em geral, as propriedades de
invaridncia a transformag¢des mondtonas e preservagio de amplitude. Efron (1993) sugere

a aplicacio deste intervalo a estatfsticas de locagéo.

« Os intervalos PERC, PCT e PCTa possuem, sempre, as propriedades de
invaridncia a transformag¢des mondtonas e preservacio de amplitude. Estes sdo, sem
divida, dois pontos a favor destes intervalos com respeito aos intervalos BOOTPAD, t-
SBOOT e t-BOOT. Porém, em termos de acurdcia, os intervatos PERC e PCT, que sdo
acurados de ordem 1, perdem para o intervalo t-BOQOT. O intervalo PCTa foi mostrado
em algumas familias paramétricas ser correto de ordem 2 e, portanto, acurado de ordem 2.
Este intervalo generaliza os intervalos PERC e PCT por levar em conta correcio de
tendenciosidade e assimetria, portanto, é recomendado para situacdes mais gerais. Se a
constante d estimada por alguma das férmulas apresentadas na se¢io anterior for proxima
de zero, entdo os limites do intervalo PCTa nio devem diferir muito dos limites do
intervalo PCT que, por sua vez, se a a constante z, for préxima de zero , entio seus limites

estardo proximos dos limites do intervalo PERC.



Capitulo 4

O Método Bootstrap em Regressio
de Minimos Quadrados

4.1 Introdugao

Nos capitulos 2 e 3 foram desenvolvidos aspectos basicos da metodologia Bootstrap,
para o estudo de propriedades da distribui¢do de uma varidvel aleatéria, com base em
procedimentos de estimagdo pontual e por intervalo para uma estrutura de dados P — x,
como definida na secio 2.4, Serd mostrada neste capitulo a aplicacio destes métodos para
uma estrutura um pouco mais complicada definida em andlise de regressio linear multipla,

como serd visto a seguir.

A regressdo linear multipla € uma importante drea da estatistica de grande utilizagao
em problemas cujo interesse é estudar relacdes entre uma variavel resposta Y e um conjunto

de varidveis preditoras X,, X,..., X,, com base em n ohservagdes de Y,

Y = A Fp I Iy Vs 4.1.1)

a partir de n valores fixados das varidveis preditoras,

6= ( Xpp Xy X, Vs i=1,2,m. (4.1.2)
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Assim, o conjunto de dados necessdrio para uma andlise de regressdo pode ser representado

por X = (X, X3,..., X, ), onde

X =y, ,e'), i=1,2,..n. (4.1.3)

¥

O modelo de regressio linear multipla para estes dados é especificado, em termos matriciais,

por :
y =Xp + €, 4.1.4)
onde,
( v )
LX), . X, 1 ¢
1 X, ... X 1 ¢
X - 21 2p _ 2 ’ (41'5)
\ 1 Xx.l an) \ 1 gﬂ")

& uma matriz (fixa) nx(p+1), de posto igual a (p+1),
/
Bo )

B - B_l , 4.1.6)

\ BP)

& um vetor {p+ 1)xI de pardmetros desconhecidos { B, € denominado pardmetre de intercepto

), e,
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€ = NE “.1.7

¢é um vetor nxl de erros aleatdrios nao-observdveis. Faremos as seguintes suposigoes sobre

este vetor de erros aleatérios

o Suas componentes sdo wvaridvels aleatérias ndo observdveis

independentes com FDA comum F; 4.1.8)
* E) = 0; (4.1.9)
« Z(€) = Var(e) - 0, (0> > 0). 4.1.10)

onde E{e) e Z{e) denotam a esperanca e a matriz de varidncia-covaridncia do vetor €,

respectivamente.

Qutra representacdo que serd util para o modelo (4.1.4) e as suposicdes
4.1.8)-(4.1.10) é a seguinte:

?
J. = Bo + ZX[} + €, i=1,2,...n, 4.1.11)
i 1 Al
onde,
* €, €y €, ~ F; 4.1.12)
iid
* E(e) =0, i=12..,n; 4.1.12)

. 9 .
Var(€,) - 0, i-=12,.,n | 4.1.12)
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A estrutura probabilistica para o modelo de regressic linear multipla, que gera os
dados x, pode ser identificada como tendo duas componentes desconhecidas, F e B, ou

seja,

P - (Fﬂ B) > x-= ((.}’1:"1’)’ (yzicg})!‘"} (J’,,,c,,f))r 4.1.15)

de acordo com as seguinte regras:

F - € = ( El’ 62’"" en )1 (4116)

segundo a suposi¢io de (4.1.12), e

y,=(1 ¢ )B +e, i=1,2.,n, 4.1.17)

por (4.1.11).

O estudo das relagoes entre a varidvel Y e as preditoras X;, X,,..., X, ¢ feito com
base em inferéncias sobre o vetor de parametros §, face os dados observados X, a partir de
estimacdo pontual, intervalos de confianga e testes de significAncia sobre § ou fungdes

lineares de §,

B (A e R, (4.1.18)

Um estimador comumente usado do vetor B ¢ obtido pelo método de minimos quadrados

ordingrios ( MQQO ),

B - XXXy, 4.1.19)

gque minimiza a expressio
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QB) = (y-XB Y(y-XB), (4.1.20)
isto &,
B e R*

Sob as suposices (4.1.12)-(4.1,14), B é o melhor estimador linear ndo-tendenciosv ( BLUE )

de B, com matriz de varidncia-covariancia dada por :

B.(B) - Vary(B) - E,(B-B X B -B)- XX, (4.1.22)

que pode ser estimada nio-tendenciosamente por :

2(B) - XX, 4.1.23)

onde

"

l(y,-— (1 ¢;)p )

(n-p-1)

2 F (4.1.24)

Portanto, se o interesse consiste em apenas avaliar uma estimativa do desvio padraoc de
cada componente do vetor f entdo, toma-se, simplesmente, a raiz quadrada dos elementos
diagonais da matriz da expressio (4.1.23). Porém, em aplicagGes priticas, deseja-se a partir
do conhecimento da variabilidade do estimador B, fazer inferéncias através de
procedimentos como intetvalos de confianga e testes de significincia. Estes procedimentos
estatisticos 530 realizados na anilise de regressio cldssica supondo-se que os erros aleatérios

550 normalmente distribuidos, ou seja, que F € a fungio de distribui¢do acumulada da
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distribui¢do normal com média zero e varidncia constante 0. Sendo assim,

b~ N(B.o*XX)"), (4.1.25)

. 2 7 - e . .
e substituindo-se 0° por s da expressdo (4.1.24), constréi-se facilmente pelos métodos
tradicionais intervalos de confianca e testes de significAincia. Mesmo quando nio se

conhece nada sobre a distribuicdo dos erros, se

1
;(XX) -V 4.1.26)

Moo

os elementos de X sdo uniformemente pequenos comparados com y», 4.1.27)

entdo o estimador de minimos quadrados ordindrios tem a propriedade assintética

{(Freedman, 1981),

Va( B - B) = N(0,6%V"). (4.1.28)

Assim, a aproximagao de (4.1.28) possibilita que as inferéncias desejadas sejam vilidas pelo
menos para n suficientemente grande. O problema é saber, em termos préticos, quio

grande n deva ser.

O objetivo geral deste capitulo é mostrar a metodologia Bootstrap como método
alternativo para responder questes de interesse em andlise de regressdo linear multipla,
quando o vetor de parametros € estimado por minimos quadrados ordindrios, sem fazer o
uso da suposicdo de normalidade dos erros aleatdrios, ou a aproximagio assintética de
(4.1.28). Na secdes 4.2 € 4.3, serdo discutidos dois métodos basicos de reamostragem
Bootstrap para formagac da amostra Bootstrap. O primeiro é o método de reamostragem

dos residuos que consiste em formar a amostra Bootstrap reproduzindo-se a estrutura do
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modelo de regressio definida em (4.1.15)-(4.1.17), usando a informacdo dos residuos do
ajuste de MQO do modelo 4.1.11). O segundo é o método de reamostragem das
observacoes que caracteriza-se por reproduzir a estrutura estocdstica de um modelo de
correlagdo, mas que pode ser usado em problemas de regressio em uma estrutura de erros
heteroceddstica. Nestas segoes, serdo discutidas a formagio da amostra Bootstrap, suas
propriedades, estimaciio da matriz de varifincia e covariancia de f ¢ resultados assintéticos.
Na secido 4.4, serd mostrado como adaptar a metodologia apresentada nas secdes 3.3 a 3.8,
para construcio de intervalos de confianca para o vetor B, ou funcdes lineares deste vetor

e, na se¢do 4.5, para a realizacio de testes de significincia.

4.2 O método Bootstrap com reamostragem de residuos

4.2,1 Reamostragem dos residuos

Em (4.1.15)-(4.1.17) foi definido o mecanismo probabilistico P gerador dos dados
para a anilise de regressdo linear muiltipla, cujas componentes desconhecidas eram, Fe .
Portanto, para formar uma amostra Bootstrap reproduzindo-se este mecanismo, conforme
descrito na secio 2.4, é necessdrio, primeiramente, fornecer um estimador de P, que serd

denotado por:

P - (F,B). 4.2.1)

A escolha a ser utilizada para B, aqui neste capitulo, serd o estimador de minimos

guadrados ordindrios definido em (4.1.19). Sejam

& -y, - (LehHB, i=1,2..m, 4.2.2)
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os residuos resultantes do ajuste de minimos quadrados ordindrios ao modelo (4.1.11), O
método de reamostragem dos residuos ajustados { Efron, 1979 ), consiste em formar a
amostra Bootstrap utilizando-se a informagio destes residuos para construir uma amostra
Bootstrap de pseudos erros aleatdrios e, depois, com estes erros estimados, construir os
pseudos dados Bootstrap x* = { x;, %y...., ¥, ). Este mecanismo pode ser implementado
utilizando-se o processo Bootstrap nido-paramétrico realizando-se, simplesmente, a
reamostragem da funcio de distribuigio empirica que associa massa de probabilidade 1/n

sobre cada residuo &, ou seja,

4.2.3)

Assim, a componente F serd estimada por E , e o passo x = P produzir4 o estimador do

mecanismo probabilistico P,

P-(E.B) 4.2.4)

QO passo

P- (F,B) = % = (5,61 (73 165 )oes (7 2€) ), .2.5)

é realizado analogamente as regras (4.1.16) e (4.1.17), isto &,

P: — € = (€, €3y €, ) 4.2.6)

=1 e W v€,  i=1,2..m, @.2.7)
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. & 3 L3 -
onde (4.2.6) quer dizer que ( €, €, ,..., €, ) representa uma amostra de n observacoes
independentes da populagfio descrita por F,, que pode ser obtida, como j4 mencionado na
secdo 2.2, como uma amostra aletdria simples extraida com reposicio do conjunto de

valores

" éz"“’ én }. 4.2.8)
Logo, por construgio,

. 1 -
Prpu{ e!- = éf } = ;;‘, I,]=1,2,...,n. (42.9)

. ¥ * - .
Os pseudos erros aleatdrios Bootstrap ( €,', €, ,..., €, ) s30, condicionalmente aos dados

observados X, varidveis aleatdrias independentes ( observiveis ), isto €,

€1/x, /% €,/x ‘_; F;, 4.2.10)

tem esperanga zero, na distribuigio Bootstrap, j4 que o termo de intercepto estd presente

no modelo, isto €,
. 1
E,(e/x) = {zAE (2} - =¥ & - 0, 4.2.11
pl€/x) = [28,@) =~} &, 4.2.11)

e variincia

"

Ohoor (€) = Varg(ei/x) = Ep(€//x) = [2%E,6) - ~Y &, @212

=1
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que € a estimativa Bootstrap de 0. E importante observar que

(n-p-1) 2
n 7

drcor (€) = 4.2.13)

ue é igual 4 estimativa nio-tendenciosa de ¢, a menos do fator (n-p-1)n. Da expressio
q P xp

(4.2.13), temos que:

. I¢ -1 +1
E(O300r (€) = Bl ~2¢& ) - (”—z-l o® - 02—%02. (4.2.14
=l

- . 2 L » . "
Logo, a estimativa Bootstrap &pp0r (€;) tem tendenciosidade negativa dada por
~((p+1)/m)0?, portanto subestima a varidncia 6>, Mas, para p fixo, e n crescendo para o
infinito, esta tendenciosidade converge para zero. Existe uma forma de corrigir esta

tendenciosidade que ¢ pré-multiplicando, antes da reamostragem, cada residuo em A, pelo

fator f, - w/(n-p-1), obtendo-se o novo conjunto

Al = (f, fy fi&, ). (4.2.15)

Realizando-se a reamostragem de A", entdo, por construgio,

* * n ]. '
Prf’,.{ € = 1§ } = PrF‘{ € = 1/(@4)6). } = — i,j=1,2,.,n, (4.2.16)

e, as propriedades (4.2.10)-(4.2.12) valem, exceto que,
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0% oor (€) = Var, (€,/%) = EI,”(E:‘/x) - [z WE (z) -

iéz 4.2.17)
=li(fé )2=;l” e?:__il___I_h&
il 1 (’"P‘l)?l.-,l g (H-p—l)

L

ou seja, com a simples modificacio na etapa de reamostragem, iguala-se a estimativa

Bootstrap da varidncia dos erros aleatdrios & estimativa ndo-tendenciosa cldssica.
Com base nos pseudo dados

X =(y,,¢ ) i-1,2..m, 4.2.18)

ajusta-se pelo mesmo método que produziu a estimativa original ﬁ, isto €, neste caso,

minimos quadrados ordindrios, o modelo

yi=(1 ¢")B + ¢, i=1,2,..n, 4.2.19)

ou, em forma matricial,

¥ - XB + e, 4.2.20

cujo resultado € dado por,

B - xxyxy, (4.2.21)

que minimiza a expressao



Cap. 4 - O Método Bootstrap em Regressio de Minimos Quadrados 113

QB)=-(y -XB Y(y - XB ). @.2.22)

A aproximacéo Bootstrap para a distribuicdo de uma varidvel aleatoria R(x,P) { ou um
vetor aleatério R(x,P) ), sob P, fungio de § e B, é a distribuiciio de R(x",P), condicional
aos dados observados x, que ¢ definida como a distribuicio Bootstrap de R(x",F).
Estimativas Bootstrap de caracteristicas de interesse da distribuicdo da variavel aleatoria
R(x,P), sdo as respectivas caracteristicas da distribuicio Bootstrap de R{x",F). Por

exemplo, para estimacdo da matriz de varidncia-covariancia de 8, de (4.1.22), seja

R(x,P)-p - B. (4.2.23)
Entao,
2, () = Vary(B) - E, R(x,P)R(x,PY 4.2.24)
e
R(x,P)-p - B. (4.2.25)

A estimativa Bootstrap de X, (P)sera dada por

23001‘ 8) - VarP(B/x) = Eg{ R(x ,P)R(x' ,PY /x} =
“Ep (L (P -B B -B)/x)- 4.2.26

= Spoor (€)X X! = s2(XX)".

Desde que,
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[4
82 —> 02, (4.2.27
onde ® 5 - significa convergéncia em probabilidade, entdo,
z
Zp00r (BY = Zp (B). (4.2.28)

Destes resultados segue que o processo Bootstrap anterior produz uma estimativa nio-
tendenciosa de 2, (), que também & consistente. Na realidade, esta € uma situagsio em que
nfo é necessdrio aplicar 0 método Bootstrap, devido ac conhecimento de (4.1.22) e (4.1.23).
Porém, ela serve para ilustrar a implementacio do método para a estrutura de dados de um
problema de regressio que pode ser facilmente generalizada para uma caracteristica mais
complicada da distribuicao do estimador de minimos quadrados, ou, um estimador mais

complicado que (4.1.25), como serd discutido no préximo capitulo.

4.2.2 Reamostragem dos residuos centralizados

(Quando for desejdvel ajustar um modelo como (4.1.17) sem o intercepto , cu seja,

P
V= XX B v, i=1,2..m, (4.2.29)
j=1
ou em termos matriciais,
y = XB + €, (4.2.30)

onde, a matriz X de (4.2.30) ndo contém o vetor 1 = (1, 1,..., 1 )’ na primeira coluna, e,
assume-se que posto(X) = p, alguns cuidados devem ser tomados na reamostragem, pois, a

H
menos que 1, € C(X), entao, & » 0, e,

i-1
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Ep(€/x) = | E () = —I—Eéi 0, Vi=1,2,n. “.2.31)
" A’ B
Como,
B - B -y -B-xNX(XB+¢e)-B -
4.2.32)
- B xX'Xe - B - XXX,
entio
Ej(B -B/x}=-XXYXE, (e /x}-

4.2.33)

- (3%, )XXy'x'1_ + 0,
US|

ou seja, a distribuicio Bootstrap de p° -  incorporars uma tendenciosidade aleatéria, que
poderd afetar o desempenho do método. Porém, pode-se corrigir esta tendenciosidade

realizando-se a reamostragem, de forma mais geral, do conjunto,

A= {f(&-2%8 ), f,{ €258, )., f,{ &--F8 )}, (4.2.34)
"l Pl ]
onde
g | P pos®) 1 e 7y (4.2.35)

H nz
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e h.. é o elemento ij da matriz
1] J

H - XX'Xy'x', (4.2.36)
Logo, por construgio,
L g ]. -
Prol € - f( & - ~%¢& )} - —, i=L2.,m. 4.2.37)
" -1
Entao,
Ey(€/x) = szﬂi(z) = -—%:fz( g - ig e ) -
(4.2.38)
1 " ]
- ~£,¥ (e -1¥ye -0
By " il
e

Op00r (€) = Varg(€/x) - EP‘(E;fR/x) - [ ) -
4.2.39)
1 n L 3 ) s 1 " 1 » 5
- =Yl 8- -f-2 (8- -3¢ ),
nil i=1 n 1

i=1

que no modelo sem intercepto (4.2.29) € um estimador ndo-tendencioso de 67, assim como,
n

no modelo com intercepto (4.1.11}, pois, neste caso, X& = 0 ¢
i-1

] "

1 e CX) = EZhﬁ =n = f, = ((n-postoX) Yn Y = f,, 4.2.40)

n
il jal

e, a férmula da expressao (4.2.40) serd igual a da expressao (4.2,17).
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4.2.3 Calculos Bootstrap-Monte Carlo

A exemplo de outras situagtes discutidas nos capitulos anteriores, pode também
acontecer no contexto de regressio que a distribuigao Bootstrap exata de R(x",F) ou
caracteristicas desta distribuicio, possa ser dificil de ser calculada analiticamente. Porém,
pode-se obter uma aproximacio para a distribuicdo Bootstrap ou as caracteristicas desta
distribui¢do, adaptando-se o algorftmo de Monte Carlo da figura 2.2, como descrito na
figura 4.1. A distribuicdo empirica das B replica¢bes #(1),r(2),...,7(B) € tomada como
uma aproximacao para a distribuicio Bootstrap de R(x',P). Por exemplo, considere a
estimacdo da matriz de varidncia-covaridncia de f. Com base nas B replicagaes do vetor

aleatdrio Bootstrap

Rw.P)y =B -8, (4.2.41)

1510 €,

r®) - Rw®).P) - B°@) - B, (4.2.42)

entdo, a aproximacao de Monte Carlo para (4.2.26) serd dada por:

B
Y(F®) -rOrE) -re) Y

=1
23(6) = B -1 =

B {4.2.43)
g( B@y - B'C) W B'®) - B Y

*

B -1

onde,
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B
FE) = 1Y r@), @.2.44)
B3
e,
I B
B¢y = =X B'@). (4.2.45)
By

Quando B — =, entdo, &, ~ £, (B).

ALGORITMO 2

(i) forma-se B wvetores de pseudo erros Bootstrap, retirando-se independentemente B
amostras aleatdria de n observagdes, €'(b) = ( €,;, €gen &, )V, b =1,2, ..., B, com
reposi¢do, do conjunto A'' ;

(if) para cada um dos B vetores €, caleula-se os pseudos dados Bootstrap
y@® - Xp - ), (4.2.46)

onde, y'(b) = (FpyPyzrTo )5
(iii) para cada um dos B conjunto de dados Bootstrap x'(5) = (g7, %ypsesXg ) ,ONde
X = (Fge€,')s i= 1,2,....,n,calcula-se a estimativa de MQO

B') - XXY'Xy'®b), (4.2.47)

e, a b-ésima replicacdo da varidvel aleatdria Bootstrap R(x,B), que serd dada por

r'(y) - R(¥®),P), b-1,2,..,B. (4.2.48)

Figura 4.1. Algoritmo de Monte Carlo para construir B replicacoes da varidvel aleatéria
Bootstrap R(«x',P) com reamostragem de residuos
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4.2.4 Resultados assintéticos

O compottamento assintdtico da distribuigdo Bootstrap de

n( B - B ), (4.2.49)

no modelo de regressdo, foi estudado em Freedman (1981), com a reamostragem feita sobre
os residuos ajustados pela média, sem o fator de corregdo que converge para 1 quando n

tende para infinito, ou seja,

ﬂ{(éi—iEéi)sx}
Wil

F;(x) i (4.2.50)
n
Seja ¥ (F) a verdadeira distribuicao de
(B -B). 4.2.51)

Logo, a distribuicio Bootstrap de (4.2.49) serd dada por ‘I’”(F'n). Freedman (1981) mostrou
que, para n suficientemente grande, a distribuicdo Bootstrap ¥ (F ) estard proxima da
distribuicsio ¥ _(F), desde que o’ .p.trago (X'X)! seja pequeno. Logo, se as condigoes (4.1.26)
e (4.1.27) sao satisfeitas, entfo, a distribuigao Bootstrap ¥ (F ) também, aproxima-se-4 da
distribuicac normal p-variada com vetor de médias O e matriz de varidncia-covariancia

otV isto &,

Vr( B -B) ~ N, (0,0%v), 4.2.52)
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4.2.5 Problemas com modelagem incorreta

Quando o modelo estocastico P que se supde gerar os dados x € incorreto,
problemas sérios podem acontecer com as estimativas Bootstrap produzidas pelo método
de reamostragem de residuos, ja que este caracteriza-se por reproduzir fielmente a estrutura
estocéstica de P. Por exemplo, suponha que os erros aleatérios sio heteroceddsticos em vez

de homoceddsticos como postulado por P, ou seja,
2 .(€) = diag( 0}, 0%,...,062) = D (4.2.53)
P I Ygarear My * vy

onde P’ é¢ 0 modelo estocdstico correto. Portanto,

2,.(8) - Vary (&) - Var, ((I-H)e) - (I-H)D(I-H) 4.2.54)

Z, (/i (B-B)) - Var, (/i (B-B)) - m (XX XDXKX) -

{4.2.55)
- (—i—XiX)“%X‘DX(%X X)L,
Sob a condicdo (4.1.26) e
-i—X"DX _: A, (4.2.56)
onde A ¢ uma matriz positiva definida, entio,
Z.m(B-p)) — V7IAVY, 4.2.57)

H P

ou seja, a matriz de varidncia e covarifincia assintética da distribuigsio de i (- B ) ¢ dada
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por VAV, Conduzindo-se o processo Bootstrap segundo o modelo P, que assume erros

homoced4sticos, da expressio (4.2.17) { para um modelo com intercepto ), temos,

2
&
2 . ,21: ' &'é 4.2.58
poor (€;) = ” = n-pnl'

Porém, supondo-se a estrutura de erros heteroceddsticos,

Ep,(é"é) ] Ep,(E;(I—H)E) _ trago((1-HOD) _

E, (8500r (€))) -

n-p-1 n-p-1 n-p-1
o, 4.2.59)
o} - rap(X(X'X)'X'D)
) trago( D)) - trago( HD ) ) ;
n-p-1 n-p-1
Portanto, se
Yo
2 % I 4.2.60)
np-1 e
onde 8% é uma constante, entdo, prova-se, pela desigualdade de Markov, que
2 * P 2 .
Opoor (&) > 97, (4.2.61)
e, conseqilientemente,
4
2oor (Vr(B-B)) - v viavih 4.2.62)

Este resultado significa que a estimativa Bootstrap da matriz de variancia e covariancia de
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yn(B-B), nio corresponde a sua matriz de varincia e covariancia assintdtica. Em outras

palavras, a estimativa Bootstrap néo é consistente.

4.2,6 O método Bootstrap ponderado

Uma outra situagdo que pode comprometer o desempenho do método de
reamostragem dos residuos é quando um ou mais pontos X; = (y;, ¢;' ) sdo discrepantes dos
restantes, visto que estes podem afetar o ajuste de minimos quadrados. QO Bootstrap
ponderado { Weber, 1984 e 1986 ) ¢ uma tentativa de tornar o Bootstrap, ou, as estimativas
Bootstrap, mais robustos 3 presenca de observacoes discrepantes. Considere-se os residuos

studentizados ajustados pela média

€= &(1-n,Y" - ¢, i=1,2,.,n, (4.2.63)
onde,
]_ n
£ ==Y ¢, (4.2.64)
B XS

e o conjunto destes residuos

A" =16 ,6,.,¢ ) 4.2.65)

A idéia do Bootstrap ponderado é ajustar as probabilidades de reamostragem deste
conjunto para que residuos €, nao muito grandes sejam igualmentes provdveis de serem
selecionados, e, ao contrario, residuos grandes sejam menos provdveis de serem
selecionados. A sugestdo apresentada em Weber (1984) consiste em reamostrar da FDE 13:
que associa massa de probabilidade p, - ( 1 - k, )/( # - posto(X) ) em cada residuo do

conjunto A", isto &,



Cap. 4 - O Método Bootstrap em Regressdo de Minimos Quadrados 123

1 -h

E” = massa de probabilidade p, - em cada 6, (4.2.66)

n - poste (X)
Assim, tomando-se € - (€],€,....6,) como uma amostra aleatéria de tamanho n do

conjunto A", segundo as probabilidades de selecio p,, entdo, por construgio,

1 - h;;’
n - posto(X) ’

Prp.{ € -¢}-p, - ij = 1,2,.,n. (4.2.67)

Com estes pseudo erros aleatérios, formam-se 0s dados Bootstrap

x, = 076, (4.2.69)

onde,

P (Le)B €, i-1,2..n. (4.2.69)

Com base nestes dados, calcula-se a estimativa Bootstrap

B - XXy'Xy™. (4.2.70)

Weber (1984) mostrou que esse processo nio afeta o comportamento assintético do
Bootstrap e, sob a (4.1.17), para uma funcéo f com segunda derivada limitada a distribuicao

Bootstrap de

Vn( fB™) - AiB) ) @.2.71)

aproximar-se-4, para n suficientemente grande, da distribuicdo normal com vetor de médias

zero e matriz de varidncia-covariancia o (B)Y V-V (B), onde FUB) € o veror de
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derivada parciais de f com tespeito as componentes do vetor f. O Bootstrap ponderado
foi proposto com o intuito de melhorar o desempenho do método Bootstrap para valores

moderados de n, na presenca de pontos influentes,
4.3 O método Bootstrap com reamostragem das observagdes

Outro método Bootstrap para obtencdo de informacgdo da distribuicio de um
estimador do vetor de pardmetros B, é o método de reamostragem das observagoes ( Efron,
1983 e 1986 ). Este método consiste em formar a amostra Bootstrap reamostrando-se a
func¢ao de distribuigio empirica que atribue massa de probabilidade 1/n a cada um n dos

vetores de observagdes x,, i =1, 2,..., n, ou seja,

15:t : massa de probabilidade % sobre cada x, = (yl.,c';), i=1,2..1. (431

Assim, a construgio da amostra Bootstrap ¢ feita retirando-se uma amostra aleatéria

simples de tamanho n, ¥ - (¥],%.....x, ) , com reposi¢do, do conjunto de pares

A= (-yl’clfl’ (yz’czi)w-a U’,,’c,,f) ). 4.3.2)

Deste modo,

w

X, = (y/.¢;), i=1,2,..n, (4.3.3)
tal que,

. ) T
Pry (x; = (y,,¢;)) = —, i,j=1L2..n 4.3.4)
[ J ; n
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Portanto, ambas as componentes do vetor X," serdo aleatdrias. A matriz X de (4.1.5) serd

substituida por :

{ 3
« !
1 ¢
g 4.3.5)
X;W(P'rl) = 5 5 3 e
* /7
\ 1 ¢,

que é uma matriz aleatéria, Entéo, a estimativa Bootstrap do vetor B serd dada por :

B* - (X. X')-IX“;]?‘. (436)

Estimativas da distribuicio Bootstrap B° ( ou de uma outra varisvel aleatéria funcio
de B’ como a matriz de varidncia e covariancia de ) ndo sdo facilmente obtidas através
de calculo analitico direto, como realizado no método de reamostragem de residuos. Mas,
com a possibilidade de poder gerar varias amostras Bootstrap do conjunto de pares A,
pode-se adaptar o algoritmo de Monte Carlo da figura 4.1 com o mesmo propdsito de
aproximar a distribuicio Bootstrap da varidvel aleatéria de interesse, conforme estd descrito
no algoritmo da figura 4.2. Assim, caracteristicas de interesse da distribuigido Bootstrap
de uma varigvel aleatéria R, P) sdo aproximadas pelas caracteristicas correspondentes da
distribuicdo empirica das replicagoes r°(8), & = 1,2,....B. Por exemplo, a estimativa
Bootstrap de X, (f) ¢ aproximada pela mesma quantidade da expressio (4.2.43), com f°(B)
calculado pela férmula da expressio (4.3.7).



O Método Bootstrap e Aplicagdes 3 Regressio Mdltipla 126

ALGORITMO 3

(i) Forma-se B vetores de pseudo dados Bootstrap, retirando-se independentemente B
amostras aleatdria de n pares de observagdes, £ (bY = (X859, %), 0 = 1, 2, ..., B,
com reposicdo, do conjunto A;

(i) Para cada um dos B conjunto de dados Bootstrap x'(b) = (%1, %9, % ) -ONde
£, = (Fn.¢;). i=1,2,...n,calcula-se a estimativa de MQO

B@y - XXXy @), “.3.7)

e, a b-ésima replicagdo da varidvel aleatdria Bootstrap R(x' ,B) serd dada por

r'®) - R(x®),P), b-1,2,..B. 4.3.8)

Figura 4.2. Algoritmo de Monte Carlo para construir B replicagdes da varidvel aleatdria Bootstrap R(x°, P )
com de reamostragem de pares de observacdes

O método de reamostragem dos pares de observagbes reproduz uma estrutura
estocastica de um modelo de correlagio ( Freedman, 1981 ) que ¢ diferente da estrutura de
um modelo de regressdo. A estrutura estocgstica do modelo de correlagio supde que os n
vetores de dados observados representam uma amostra de uma distribuigdo (p+1)-

dimensional, ou seja, o0 passo P — x ¢é representado por:

Fx= (0.6 0.6) 0w (0,.6) ) 4.3.9)

onde a FDA F ¢ definida sobre R®?. O comportamento assintStico do método Bootstrap,
neste método de reamostragem, foi estudado em Freedman (1981} com uma modificacao
na etapa de reamostragem, selecionando aleatoriamente m pares de observagoes em vez de

n como descrito originalmente em Efron (1983, 1986). Assim, a matriz X serd dada por:
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a
1 ¢
1 c;’
X;“(rd) _ . , 4.3.10)
K 1 Cm }

e a estimativa Bootstrap B’ serd (4.3.6) com X igual a (4.3.10). Os principais resultados

assintdticos mostrados foram os seguintes :

+ A estimativa Bootstrap ' converge quase certamente para B quando m ~ =, isto

<,
a5
B~ B,
e

que quer dizer que a menos de pontos ¥ com probabilidade nula, $° tende para § com

probabilidade igual a 1, quando m — =,

» Quando m e n tendem para infinito, sob (4.1.17) e (4.2.57), a estimativa Bootstrap

da matriz de variincia-covaridncia converge para VMV, isto &,

2300]“(\/’;(8_'3)) - V-IMV_I’

e

onde

M - ljm(—:—(X’Z}(e)X).

¥

Logo, se Z(e) - 021'”, isto é, os erros si0 homocesddsticos, entdo, sob (4.1.17), M - o*V

e VIMV - 6?Vl. Se Z{e) = D, isto &, os erros sdo heteroceddsticos, entdo, sob (4.2.56),
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M= A,e, VMV - VAV, Estes resultados mostram que a estimativa Bootstrap da
matriz de variancia e covaridncia da distribuigao de # (" - f ), baseada na reamostragem
das observacées, é consitente tanto, no caso de homocedasticidade, quanto, no caso de
heterocedasticidade, ao contrdrio do método de reamostragem de residuos que é vilido
apenas no primeiro caso. Este método de reamostragem é mais simples que o método de
reamostragem de residuos no sentido que nio é necessério ajusta-los ou corrigi-los antes da

reamostragem.

» Sob determinadas condigbes, a distribuigo Bootstrap de (yn (B - B)) ¢ assintéticamente
{ quando m e n tendem para o infinito ) normal p-variada com vetor de médias zero e matriz de

variancia-covaridncia VMV,

4.4 Intervalos de confiancga

Nesta secio sera implementada a metodologia apresentada no capitulo 3, para
construir intervalos de confianga Bootstrap para fungées lineares do vetor de parametros

desconhecidos do modelo (4.1.4), isto é,

0 - AP, @.4.1)

onde A é um vetor do R®*" que serd denotado por:

A= (Mg Y. (4.4.2)

Neste caso, a estatistica de interesse serd dada por:

6 - A, (4.4.3)
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onde B ¢é o estimador de MQO de B, que sera denotado por

B - (By by B (4.4.4)

A estatistica Bootstrap serd dada por:

o - AP, (4.4.5)

onde §" é o estimador de MQO calculado na amostra Bootstrap y*, que pode ser obtida

pelo método de reamostragem de residuos ou pelo método de reamostragem das
observagées. Nesta secfo serdo descritos os intervalos diretamente com o uso do método

de reamostragem de residuos. A estimativa Bootstrap da varidncia de 8 é dada por

0?:oo:r (AB) = A‘!SBOQT B)r. {4.4.6)

4.4.1 Intervalo Bootstrap padrio

Q intervalo de confianca Bootstrap padrio { BOOTPAD ) para o parametro 6 =

A'B , com probabilidade de cobertura de aproximadamente 1-2¢, é dado por:

(8 [a].6

BOOTPAD sooreap L1-¢ 11 =

¥ [Afﬁ * z“oBOQT (AIB):A"FB - ZuﬁBOOT ()UB)] = (44?)

< (AP - 2 A8 (BALAB - 2 S (BIAT.
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4.4.2 Intervalo t-Student Bootstrap

O intervalo de confianga t-Student Bootstrap ( t-SBOQT) para o pardmetro 0 =

A'B , com probabilidade de cobertura aproximadamente igual a 1-2¢, é dado por:

[0, spoor [¢1.8, ooy [1-21] -
= [lfB * n{—ﬁloBOOT (A'!B):A-!S - f,,{;ZIGBoor (AIB)] = 4.4.8

[AB + 6 A Bpoor (DA AR - e 08 or (B)A].

4.4.3 Intervalo t-Bootstrap

Para construir o intervalo t-Bootstrap para o parametro 0, foi visto na segao 3.5 que
é necessdrio primeiramente calcular os percentis « e l-o da distribuicdo Bootstrap da

estatistica

_— M- AR AP - B) ,
Os0or WB)  (AE, - (BA Y

4.4.9)

isto &, t, e ¢, ,. Porém, devido aos esquemas de reamostragem apresentados neste capitulo
serem de natureza nao-paramétrica, com o usc da FDE, poderd ser dificil o cdlculo destes
percentis, Uma saida para este problema ¢ utilizar o procedimento descrito na se¢io 3.5,
seguindo-se 0s seguintes passos do processo Bootstrap ndo-paramétrico com reamostragem

de residuos :

(i) geram-se B amostras Bootstrap de pseudo erros
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e'®) = (€,;,€,.-.€,), b-1,2,.,B, (4.4.10)

selecionando-se com reposicao do conjunto de residuos A'';

(ii) formam-se B amostras Bootstrap de pseudo dados

y'@®) - XB + @), »-1,2,.,B, @.4.11)

(iti) calculam-se as estimativas de MQO Bootstrap

B'® - XXy Xy'®), b-1,2...B, 4.4.12)

para cada uma das B amostras Bootstrap do passo anterior;
(iv) Com base em €'(}) e §°®), b=1, 2,..., B, calculam-se as correspondentes replicacoes

da estatfstica T,

o) - M8 (b)“, M wpe - B L b-L20B 4y
Opoor AB®)  (AE, . (BENA)
onde
Bpoor (B®) = XX, (44.14)
i * " 2
2(&-8) 4.4.15)

s .2(b) ) f22 i1
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g - 1ye. 4.4.16)
LR

(v) estima-se os quantis @ e 1-o¢ da distribuicao Bootstrap de T" pelos quantis empiricos E;

-

et, , que satisfazem a

I
{T'®) <= £}
# ®) < fu = o 4.4.17)
B
e
{ T <=t} .
4 ®) le ™ _ g, (4.4.18)

B

Estes valores podem calculados ordenando-se os B valores de T'(b), obtendo-se T*(l)’ T*Q),...,
Ty €, tomando-se £, = T, € £, =T B.(.xy» 5¢ B.a éinteiro. Caso B.a nio seja inteiro,
entdo, pode-se seguir o procedimento indicado para o intervalo t-Bootstrap na secdo 3.5.
Portanto, o intervalo de confianga t-Bootstrap ( t-BOOT ) para o pardmetro 8, utilizando-se
os percentis aproximados da distribuiciio Bootstrap de T', com probabilidade de cobertura

de aproximadamente [ - Za, sera dado por:

[ 6, p00r [®] ecsoor [l-e] ] -

bl

- [ AP - t) 495001 (A'B) ., AP - t:GBOOT (AB) 1 - 4.4.19)

S LM - AME o (BOA AR - S (B)A .

-0
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4.4.4 Intervalo percentil

Sejam

6'(1), 9'2),..., O'(B) (4.4.20)

B replicaces da estatistica 8" baseada em B estimativas Bootstrap '), b = 1, 2,..., B, isto

g,

O'w - AP, bp-12..,B. 4.4.21)

Considere os B valores ordenados destas B replicagdes dados por 9}1), 9;2),..., QEB). O

intervalo de confianca percentil { PERC ) para o parametro 0, com probabilidade de

cobertura de aproximadamente 1 - 2a serd dado por:
[BPERC [a] ' GPERC [1"‘1] ] = [e(Bo'.) 7 B(B.{l-a))] H (4-4.22)

se B.a é inteiro. Caso B.a nio seja inteiro, entfo, como vém sendo recomendado, estima-

se 0s percentis seguindo-se o procedimento descrito na segdo 3.5.

4.4.5 Intervalo percentil com corre¢io para tendéncia

Sejam

o = B(2% +2,) (4.4.23)



O Meétodo Bootstrap e Aplicacdes & Regressio Miiltipla 134

@, = (2 - z,), (4.4.249)

onde

£, = @' #{ OB < 0)/B)- @ HAP® < MBI/ B), 4429

¢ a estimativa da constante de corregio de tendéncia zy, baseada nas B replicacdes de
(4.4.21). Assim, o intervalo de confianga percentil com corre¢io para tendéncia ( PCT)

para o parimetro 8, com probabilidade de cobertura de aproximadamente 1 - 2a, serd dado

por:

[ Opcr [0 5 Opp [1-0] T = [ O, O, 1. (4.4.26)

4.4.6 Intervalo percentil com corre¢do para tendéncia e aceleragio

Sejam

; (£, +z )
= @ 7 + ad
@ O % ) @.4.27)

' (fo'z)
=¢' L+ x s 4.
- B ) (4.4.28)
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onde £, é dada por (4.4.25) e 4 € uma estimativa da constante de aceleragdo a que, pela

facilidade de calculo, serd usada a expressac (3.8.17) baseada nos valores jackknife, isto &,

n

> 6, - 6y’

a-— , (4.4.29)
2 132
6 §( B(_) - Gm )2 ¥
onde
9(,_} - l‘ﬁm, i=1,2,.,1, 4.4.30)
B = KoXy) KeFer b-1.2...B, (4.4.31)

X, €, representam a matriz X e o vetor de dados observados y, ambos sem a i-ésima
linha ( X, tem dimensio (n-Dx{p+1) e Yy tem dimensao (n-1)x1 ). Portanto, o intervalo
de confianca percentil com corregio de tendéncia-aceleragio ( PCTa ) para o parimetro 9,
com prohabilidade de cobertura de aproximadamente 1 - 2a, serd dado por:

[ Bper, (@11 5 Oper, Lol 1= 10, O, 1 (4.4.32)

se B.a, ¢ B.a, nio for inteiro pode-se usar o procedimento descrito na segio 3.5.



O Método Bootstrap e Aplicagdes 4 Regressio Miiltipla 136

4.5 Testes de hipéteses e significAncia

Nesta secio serd demonstrado como se utilizar métodos Bootstrap para a realizagio
de testes de hipéteses e de significancia, Para ambos, serdo consideradas a hipdtese linear

geral, nula e alternativa, respectivamente,

H, :Cp-d @.5.1)

HA : CB ¥ d, (452)

onde C é um matriz de dimensido mx(p+1), de posto igual am < (p+1), e d é um vetor

pertencente ao R™, A estatistica comumente usada para a realizagio destes testes € dada

por:
-1 / =beet7-1 _
g . mNCB - a)y[Ccxx)'C'THCP -d) 4.5.3)
SZ
Se
€ —~ N(0,0% ), (4.5.4)

entdo, sob H,, # tem distribuicdo F de Snedecor com m e n-p-1 graus de liberdade no

numerador e denominador respectivamente, ou seja,

F ~~ F (4.5.5)

map-1°
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Porém, sem as suposigdes distribuicionais sobre os erros aleatdrios de (4.5.4), nio se garante
que (4.5.5) seja verdadeira e a validade de testes de hipdteses e significincia poder4 ficar
comprometida. Este é um bom exemplo de onde se pode aplicar o método Bootstrap como

serd visto a seguir.

Uma forma de usar 0 método Bootstrap para testes de hipdteses e de significancia

consiste em utilizar a distribuicdo Bootstrap da estatistica

o mHCP - aycxxyc e - 4y

\ (4.5.6)
Vary(e;)

para aproximar a distribuigdo da estatistica &. Isto pode ser feito, utilizando-se o método

de reamostragem dos residuos, da seguinte forma:

s Para cada uma de B amostras Bootstrap de pseudos erros aleatérios e replicacoes
do estimador de MQOQ para cada uma destas amostras, digamos €'(®) e @), b=1, 2,...,
B como em (4.4.10) e (4.4.12), calculam-se as correspondentes replicacGes da estatistica & ,

i5to 8,

m 1 (CB'(®) - 4)[CXX)'C'THCR®) - 4)

Fb) - -
s ™ (b)

b=1,2,..,B, 4.5

onde s *(b) é dada por (4.4.15);

s ordena-se estes B valores de & (b), obtendo-se Fay Fapr Figs
» estima-se o vdlor p que éigualap - PH F > F_ }, onde & ¢ o valor observado

da estatfstica .#, por:
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H F®) > F,)
p - .

(4.5.8)
B

Dessa forma, um teste de hipdtese para a hipétese Hy, a um nivel aproximado «, serd

descrito por: rejeite H, se #, for superior a F iy, J4 o teste de significancia é realizado

(1-2)) *
analisando-se a magnitude de p.

Uma outra forma de utilizacao do Bootstrap para testar a hipotese Hy : Cp = d é
invertendo-se um intervalc de confianga Bootstrap para o parametro O = CJ, isto ¢, dado
um intervalo de confianga Bootstrap para 8, [8,,,. [4]1,9,,,, [1-2]], com probabilidade
de cobertura aproximadamente igual a 1-2¢, rejeita-se H, ao nivel 2a se d nio pertence a

este intervalo.



Capitulo 5

O Me¢étodo Bootstrap em
Regressdo Robusta

5.1 Introdugio

No capitulo anterior foi discutida a aplicacdo do método Bootstrap em modelos de
analise de regressdao linear multipla, utilizando-se 0 método de minimos quadrados
ordindrios para estimar o vetor de parametros B. O estimador de minimos quadrados &
bastante utilizado na pratica para se fazer inferéncias sobre f devido as suas propriedades
dtimas quando os erros s§c normais { 0 que © torna com variincia minima entre todos os
estimadores de nio-tendenciosos de P, lineares ¢ nio-lineares ) e por sua facilidade de

célculo matemaitico e computacional.

Quando a distribui¢ao dos erros ndo & normal o desempenho do estimador de
MQO pode nio ser mais o mesmo. Sob as suposicdes (4.1.12)-(4.1.14), § continua
possuindo a propriedade de varidncia minima, porém em uma classe mais restrita que é a
dos estimadores lineares nio-tendenciosos. Isto quer dizer que se pode encontrar um
estimador nio-linear das observacdes vy, Vy,..., V,, por algum outro critério diferente do
MQQO, porém, com varidncia menor que a de . Em geral, os estimadores de MQQO ndo
sdo resistentes & presenca de observagdes discrepantes na amostra resultantes, por exemplo,
de erros grosseiros nos dados y; ou X;. Também, ndo sdo considerados robustos no sentido

de manter uma alta eficiéncia, como na situacio de normalidade dos erros, quando estes
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tiverem uma distribuicio com cauda mais alongada que a distribuicdo normal. Estas
quest&es levantadas agora motivaram o desenvolvimento do que se denomina regressdo

robusta.

A regressio robusta refere-se a aplicacio de métodos de estimacio robusta para
modelos de regressao, isto €, critérios alternativos ao de minimos quadrados que nio sé
sejam eficientes nas situagées em que a distribuicdo dos erros tenha cauda mais longa que
a normal, mas, também, na presenca de normalidade. Uma familia de estimadores, que
contém o de MQQO, mas que pode fornecer alternativas mais robustas, é dos M-estimadores'

( Huber, 1981 ), que serd definida a seguir.

Um M-estimador do vetor de parmetros B é definido como sendo um valor

que minimiza a expressiao

Yoele) = 3 ply, - (1 6)B), G.1.1)

il i=1

isto é,

min Y pe) = Y p(y, - (L €)B,,), 5.1.2)

B e gl =l i=1

onde p é uma fungiio convexa e simétrica sobre o ponto zero. Geralmente, um valor que

minimiza (5.1.1) pode ser obtido como solugdo da equagio

S W, - (1)B)1LEY -0, 6.13)

i=1

onde Y{u) - (¥d)pw). Como se pode observar, a classe dos M-estimadores € bastante

1 QO termo M-estimadores é devido ao fato que eles correspondem aos estimadores de mdxima

verossimilhanca quando a distribuigdo dos erros tém densidade proporcional a exp(-p(#)) .



Cap. 5 - O Método Bootstrap em Regressio Robusta 141

rica. Dois casos importantes sio o préprio estimador de minimos quadrados ordindrios [3
. , 1 .
que é obtido com p(u) - -Eu (= Y{w) - u) e o estimador baseado na norma L,, BL , que
1

minimiza a soma dos desvio absolutos (MDA),

3

min Y|y, - (LBl -X 1y, - (Lepb, |, (5.1.5)

ou seja, este estimador é obtido com p{u) = |u|( = (x) = sinal(s) ).

Até bem pouco tempo, a falta de programas computacionais para o cdlculo dos M-
estimadores era um dos problemas que dificultava o uso da regressdo robusta. Hoje, jd se
pode encontrar em pacotes estatisticos, como SAS’ ( no caso da regressdo L, ) e S-PLUS,
programas para estimar pardmetros do modelo de regressio com critérios distintos ac de
minimos quadrados.

Porém, uma dificuldade que ainda persiste é a falta de conhecimento das
propriedades estatisticas dos estimadores robustos, Todos os resulrados analiticos
disponiveis sgo de cardter assintético, sem muito tratamento sobre as respectivas taxas de
convergéncia, No caso dos M-estimadores, Huber (1981) mostrou que sob condigdes suaves
de regularidade eles sdo consistentes e assintoticamente normal com matriz de variancia e
covaridncia assintdtica proporcional 2 obtida pelo critério de minimos quadrados.
Propriedades de pequenas amostras vem sendo estudadas com auxilio de simulagdo de
Monte Carlo para constatar quando, ou néo, as formulas assintéticas sdo validas supondo

determinada distribuigao para os erros com cauda mais alongada que a normal.

Porém, sem fazer uso das aproximagdes assintGticas, para um determinado tamanho
amostral finito, como avaliar alguma medida de disperséo de uma particular estimativa § ,,
ou construir um intervalo de confianca ( ou um teste de significancia } para A'p ( A € R**!

), com base em A'f, 7 Uma resposta para estas questoes pode ser dada pelo método
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Bootstrap. Embora também aproximados, os resultados fornecidos aplicando-se a
metodologia Bootstrap apresentada até agora podem ser bastantes dteis dado que,
geralmente, devidoe & complexidade dos estimadores robustos ndo se conhecem solugoes
exatas. Do ponto de vista assintético, Shorack (1982) mostrou que o método Bootstrap
é um método valido. A grande vantagem do Bootstrap € a substituicdo das complexidades
analiticas pela poténcia computacional, gue torna-se cada vez mais mais rdpida a custos

mais acessiveis,
5.2 O método de reamostragem de residuos para M-estimadores

O método que serd descrito a seguir, para formac¢io da amostra Bootstrap, é o
baseado na reamostragem de residuos. O método da reamostragem das observagies néo
serd considerado devido a falta de conhecimento, em geral, das propriedades das
estimativas Bootstrap para M-estimadores, como no caso do ajuste por minimos quadrados
em que a estimativa Bootstrap da matriz de varidncia-covariancia de § é consistente
mesmo que os erros sejam heteroceddsticos, e, também, por nio se tratar de um método

que reproduza a estrutura estocdstica do modelo de regressio.

Sejam

&=y, - (1B, i=12..m, G.2.1)

os resfduos resultantes de um ajuste ao modelo de regressio (4.1.11) com um critério da
classe dos M-estimadores, que foram definidos em (5.1.2), isto é, com alguma escolha
patticular da fungdo p. Como foi visto no capitulo anterior, a formagio de uma amostra
Bootstrap, pelo método de reamostragem de residuos, consiste em usar a informagao dos
residuos correspondentes ao ajuste do modelo de regressdo { no caso, os valores de (5.2.1)
), para formar primeiro uma amostra de erros Bootstrap €' = (€], €,....,€, )’ €, em seguida,

construir os pseudos dados y' = (p;Pyeenvn) = XB,y + €. Com base em
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- + ! a - . . ]
x = (71,610, (7g,€3) s (7, -6y} Y, calculase a estimativa Bootstrap f,, pelo mesmo
critério que forneceu a  estimativa B dos  dados  originais

x = ((y.¢) (yz,c;),-..,(yn,c’,,) Y, isto &, B, ¢ o valor tal que,

min Y ple) = X p(r - (1 &)By), (5.2.2)
B emt il il
onde
e =y, - (€Y, i=1,2,.,n. (5.2.3)

¥

Como ja foi discutido, inferéncias sobre § sido realizadas com base na distribuigio

Bootstrap de f,.

Como se pode ver o processo é idéntico ao visto na secio 4.2, Porém, alguns
cuidados com respeito s propriedades do critério de estimagéo utilizado deve ser levado em
conta na formacio da amostra de pseudos erros Bootstrap, que no caso do critério de
minimos quadrados toma-se uma amostra aleatéria, com reposi¢do, de tamanho n, do
conjunto de residuo puros, ou ajustados, com ou sem fatores de corre¢io. Por exemplo,
no caso da critério baseado na norma L, ( B, - ﬁL;’ p{n) = |x| ), sabe-se que o ajuste
resultante passa pelo menos por (p+1) das n observagoes X, = (vy;, ¢,), 1 = 1, ,2,..., n. Isto
quer dizer que ao menos (p+1) dos residuos deste ajuste sdo iguais a zero. Schrader &
McKean (1987) sugerem que é melhor eliminar os residuos com valor igual a zero para a
reamostragem. Supondo que (p+1)} sdo nulos, sejam = n - (p+1) e é,.4,.....,&, 0s residuos
ndo-nulos, entdo, toma-se as componentes de €, €}, €,,.... €, COMO uma amostra aleatéria
simples de tamanho n, com reposi¢do, do conjunto de valores {¢,,4,, ,....¢, }. Para assegurar
que cada pseudo erro € tenha esperanca Bootstrap zero pode-se ajustar, antes da

"
reamostragem, cada um dos m residuos pela sua média & - (1/n)) ¢. Em geral, devido a
=1

complexidade do estimador baseado na norma L, ou qualquer outro M-estimador que nio
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seja o de minimos quadrados, podera ser dificil determinar analiticamente fatores de

corregdo para tornar a estimativa Bootstrap da variancia de cada componente €, nao-
. 2 . . L .

tendenciosa para a°. Por esse motivo € que a reamostragem ¢ feita apenas sobre os residuos

puros ou ajustados pela média.

ALGORITMO 4

(i) forma-se B vetores de pseudo erros Bootstrap, retirando-se independentemente B
amostras aleatdria de n observagdes, €'(b) = ( €, €y €, Y, b=1,2, .., B, com
reposicdo, do conjunto de m residuos ndo-nulos {8, é,,.., & };

(i) para cada um dos B vetores €'(h), calcula-se os pseudos dados Bootstrap

@) - XB, - €®), (5.2.4)

onde, ') = (PyrFageoTan) s b =1, 2,..., B;
(iii) para cada um dos B conjuntos de dados Bootstrap x'(B) = (xp1.%pp,--r %gn ) sOnde
% = (Fgoe,’)s i=1,2%..n,calcula-se a estimativa de B pelo critério da norma L),

f (), que minimiza ¥ |y - (1 6;)B |, ou seja,
! i1

min X1y - (LB =3 Ipm - (LB B 6525

B e me =1

Figura 5.1, Algoritmo de Monte Carlo para construir B replicagses Bootstrap da
estimativa 1 » com reamostragem de residuos, para a regressio L,

Para continuar o processo Bootstrap, nesta situagio de regressao robusta, é
necess4rio calcular a distribuicao Bootstrap da estatistica ﬂM ou caracteristicas de interesse
desta. Mas, ao contrario do que foi feito para o estimador de minimos quadrado no

capitulo anterior, a complexidade agora € muito maior. Como calcular, por exemplo, a
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esperanga Bootstrap do vetor ﬁM , pelo qual nenhuma expressio analitica relacionando
as observagoes y; € conhecida ? Uma safda para esta questdo, que vem sendo sugerida ao
longo deste trabalho, ¢ usar simulacio de Monte Carlo, que se torna fundamental neste
caso. A figura 5.1 exibe este processo para o caso particutar da regressio L;. A distribuicéo
empirica das B replicactes ﬁ}ﬁ(l), B;ﬁ(2),..., BL,(B) fornece uma aproximacio para a
distribui¢do Bootstrap de Bf»l Logo, uma aproximacgio de Monte Carlo para a estimativa

Bootstrap da matriz de varidncia-covaridncia do estimador baseado na norma L;, B, , ¢
1

dada por:
d * * * * }
8B} - 52.1:( BLI(E’) - BLI(') XN BLl(b) - BLI(') ) 5.2.6)
L B-1 ’
onde
. 1& 5.
B, () = > B; @). 5.2.7)
t 1 1

5.3 Estimacdo da tendenciosidade de 8,

Na se¢do anterior foi mostrado como se utilizar a metodologia Bootstrap para obter

uma estimativa da matriz de variincia-covaridncia do estimador ﬁ ;1 » assim como foi
1

realizado no capitulo 4 para o estimador de minimos quadrados ordinarios fi. Uma outra

caracteristica que se pode desejar avaliar da distribuicio de f, ¢ a sua tendenciosidade

Ll

como estimador de B, isto é,

T(F) - E{(B, - B) - EB, - B. 5.3.)

1
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Esta caracteristica néo foi estudada no capitulo 4, pois, sob as condigoes (4.1.8)-(4.1.10) #
é um estimador nao-tendencioso para B, isto é, T(F) = 0. Neste caso da regressio L,, ou
outro estimador robusto, a avatiagio da tendenciosidade pode ser importante e o Bootstrap

poder4 ser utilizado para uma estimativa.

De acordo com a secio 2.3, a estimativa Bootstrap de T(F) serd dada por:

TBOOT(ﬁLl) = T(ﬁu) = E}‘—: ( 8;1 - ﬁLl) = E}L‘“ B;_l - ﬁLl' (5.3.2)

Mas, como é complicado calcular analiticamente a quantidade EF, ;»1’ mais uma vez, &
necessdrio recorrer ao procedimento de Monte Carlo para obter uma aproximagio para
Tooor (B L) Isto é feito calculando-se B replicagdes Bootstrap do estimador ﬁ}ﬁ,
ﬁ;ﬁ(l), ﬁ;’(?..),..., B:'.,(B) , utilizando-se o algoritmo da figura 5.1, Assim, uma aproximagio

de Monte Carlo para (5.3.2) sera dada por:

(5.3.3)

5.4 Resultados sobre intervalos de confianca e testes de significancia

A construcio de intervalos de confianca para os M-estimadores ou realizagdo de um
teste de significancia sdo procedimentos de inferéncia estatistica que podem ser elaborados
facilmente com aplicagio do Bootstrap, evitando o uso de aproximagoes assintéticas ou
métodos analiticos complicados. A abordagem Bootstrap para estes procedimentos, neste
caso dos M-estimadores é feita de forma andloga a realizada nas secées 4.4 e 4.5 para o caso

do estimador de minimos quadrados.

Com respeito a trabalhos de utilizacdo do Bootstrap para estudar propriedades de
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um estimador mais complicado que o de mfnimos quadrados e de avaliagdo do seu
desempenho, pode-se destacar : Dielman & Pfaffenberger (1988) e Stangenhaus, Narula and
Filho (1993). Este tltimo trabalho consistiu de um estudo de simulacao para avaliar o
desempenho dos intervalos BOOTPAD e PERC para as componentes do vetor de
parametros de um modelo de regressio linear simples (p =1 ), B, e B, utilizando-se o
critério de estimacgio baseado na norma L, . Foram utilizados tamanhos amostrais ( n )
iguais a 10, 20, 30 50, 75 e 100, e, as seguintes distribuicoes para os erros aleatérios :
normal, normal contaminada, Laplace e Cauchy. As conclusdes obtidas para estes dois
intervalos, sugerem o uso do intervalo PERC paran < = 50, ¢, para n > 50, o intervalo
BOOTPAD que requer um menor nimero de simulagoes que o PERC, j4 que ambos

obtiveram desempenhos equivalentes.



Capitulo 6
Aplicagdo

6.1 Descricio do problema

Uma tarefa de grande importincia na quimica é a interpreta¢io e predi¢do da
reatividade que, em geral, pode ser expressa em termos da constante de equilibrio, K, ou
a constante de intensidade, k. Sabe-se que ambas quantidades dependem fortemente da

temperatura, 1.

Em uma série de reaghes quimicas, se a lei de Arrhenius for satisfeita, a relagio entre
o logaritmo natural da constante de intensidade, Ink, e o inverso da temperatura, 1/T , é
linear para cada reacao. Isto quer dizer que um grafico de varios valores Ink e 1/T devera
indicar uma reta para cada reagio. Se, além disso, uma rela¢fo isocinética, cujo estudo €
de grande importancia em quimica estrutural, organica e inorganica, for também satisfeita,
entdo, as retas correspondentes a cada reacdo deverio interceptar-se em um mesmo ponto.
A reciproca deste ponto tem interpretacio quimica e é denominada temperatura isocinética
(B). E facil mostrar que quando as retas se interceptarn em mesmo ponto, entio, a
correlagao entre os interceptos e os coeficientes angulares de cada reta é igual a 1 ou a-1.
Deseja-se, a partir de dados de um experimento quimico, estudar a relagao isocinética em
reacoes com 19 bases de Schiff, estimando o ponto de intersecdo das retas, como também

construir uma elipséide de concentracio para este ponto.

A estimacio do ponto de intersecdo trata-se de um problema nio-linear como serd



Cap. 6 - Aplicacdo 149

visto na préxima segdo. A construcdo da elipsdide de concentragio pode ser realizada pelos
métodos tradicionais, utilizando-se aproximagées assintéticas. Porém, como serd mostrado
na segio 6.3, pode-se facilmente implementar o método Bootstrap para construi-lo, sem a

necessidade de usar tais aproximacses.
6.2 Estimac¢do do ponto de interse¢do das retas

(s dados do experimento quimico foram obtidos da seguinte forma : para cada um
dos 19 reagentes ( bases de Schiff } foram medidos valores da constante de intensidade a
diferentes temperaturas (°K). Estas quantidades serdo denotadas por k;, e T,
respectivamente, i = 1, 2,...,, 19 ej = 1, 2,..., n, onde n;, representa o nimeroc de

temperaturas em cada reagente.

Sejam y,; = Ink; e x; = 1/T. As retas estimadas foram obtidas ajustando-se, para
cada reagente, o modelo de regressac linear simples

Yy =8+ bix‘.}. v €, ¥=1,2,.,19,j=1,2,.,n,. 6.2.1)

ij’

O coeficente de corrrelagio das estimativas dos pardmetros g, e b, foi aproximadamente
-0,09519 indicando que a lei de Arrhenius e a relagdo isocinética sdo praticamente

satisfeitas,

Seja (X5, V,) © verdadeiro valor do ponto de intersegdo das retas. A estimagio
deste ponto pode ser feita ajustando-se o modelo (6.2.1), com a restrigdo que, para X;; = X,,

entdo, ¥, = Yo Isto pode ser feito ajustando-se o modelo de regressao néo-linear

Py =Jo * bi(xi;. - X,) + € i=1,2,.,19,j-1,2,.,n.. 6.2.2)
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As estimativas dos parametros X, , ¥, e b, podem ser obtidas pelo método de minimos
quadrados, utilizando-se um método iterativo para a resolucdo das equagGes normais nao-
lineares, Com ajuda do procedimento NLIN do sistema SAS®, versdo 6.04, usando o
método iterativo de Marquardt, obteve-se as seguintes estimativas de x, e vy, ,

respectivamente : £, - 0.00345 e P, = -6.50. Isto quer dizer que a estimativa da

temperatura isocinética € f = ).'*‘51 = 289,86°K,

6.3 Construgdo da elipséide de concentragio

O processo Bootstrap para construir a elipséide de concentragio é o seguinte :

1) para cada uma das 19 retas estimadas ( Fy = A E;xq ), sejam

ééf, i=1,2,..., 19 ] j: 1:2:"-'7”;-! (63.1)

os residuos resultantes. Retira-se de cada um destes 19 conjuntos de n, residuos, uma

amostra aleatdria de n, observagdes com reposigio, para formar os pseudo erros bootstrap

EI

e i=1,2,.,19 , j=1,2,.m; 63.2)

2) os pseudo dados bootstrap sao dados por:

Py = 4+ blxij + e;, i=1,2,..,19 , j=1,2,..,n; (6.3.3)

3) repetindo-se independentemente os passos 1) e 2), B vezes, obtém-se B conjuntos de

pseudo dados bootstrap {y; () %), b=1,2,..,B.

4) para cada um destes B conjuntos dados, obtidos no passo 3, ajusta-se o modelo nio-
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linear

»

Vi =Y v by - %) + € i=12,.,19, j=1,2..n, (6.3.4)

obtendo-se as estimativas bootstrap de x; e y,, %) e o0, b = 1, 2,..., B.

5) a estimativa bootstrap da matriz de varidncia-covariancia das estimativas £, e j,, sera

dada por:
[ B B 3
?;;f (K@) - £()) g(fc;(b) - %o (NPo®) - F5()
I B BB N (6.3.5)
g(f(;(b) - 5 (NPo®) - Fol)) z_:,(l’c;(b) - Yol
\ B-1 B-1

6) a elipsside de concentragio para o ponto ( X,, ), com 100(1-a)% de significincia, serd

dada pela regiso:

R, - ((ry) € B3:[(x 2,508 (x -2, F,)T* < (Rg10)"). (6.3.6)

A estimativa Bootstrap-Monte Carlo = 5 Para os dados do experimento quimiuco, com B

= 250, foi a seguinte:

10 -7
S . 3,86.10 7,14.10 63.7)

-7,14.107  2,69.10°

A figura 6.1 exibe o grafico com as 19 retas estimadas e a elipsside de concentragio, de 95%

de significincia, para o ponto de interse¢do ( xq, v,)-
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