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Resumo

Um problema cléssico em aberto é determinar se, em dominios com fronteira, solugoes
das equagoes de Navier-Stokes convergem, em um sentido apropriado, a uma solugao
das equagoes de Euler quando a viscosidade do fluido tende a zero. Baseados nesta
importante questao, Kelliher, Lopes Filho e Nussenzveig Lopes examinaram, em [21],
o comportamento de escoamentos com viscosidade pequena em dominios limitados
com fronteira afastada, e descreveram condigOes precisas para que o escoamento li-
mite fosse regido pelas equagoes de Euler no espago todo. O presente trabalho é uma
continuacgao natural do artigo mencionado, pois analisamos a dinamica de escoamen-
tos tridimensionais incompressiveis com viscosidade pequena em torno de obstaculos
distantes. Mais precisamente, apresentamos uma estimativa fina que indica um com-
portamento assintético para familias de solucoes das equacgoes de Navier-Stokes em
termos da viscosidade do escoamento e da localizagao do obstaculo, e contrasta-
mos a referida estimativa com aquela demonstrada no contexto dos escoamentos em

dominios limitados.
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Abstract

It is a classical open problem to determine if the vanishing viscosity limit can be
established in the presence of boundaries. Based on this important issue, Kelliher,
Lopes Filho and Nussenzveig Lopes studied in [21] the behavior of viscous incom-
presible flow in an expanding bounded domain when the viscosity is very small. To
be more precise, these three authors described conditions under which the limiting
flow satisfies the full space Euler equations. The present work is natural continu-
ation of the aforementioned research since we consider 3D incompressible viscous
flows around a distant obstacle along with the vanishing viscosity limit. Specificly,
we obtain such a polynomial decay which shows an asymptotic behavior of families
of 3D incompressible viscous flows, in the exterior of a single smooth obstacle, in
terms of both the obstacle position and the small viscosity. Our approach allows us

to compare our rate of convergence to that ones proved in [21].
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Introducao

As equacoes de Navier-Stokes constituem o modelo que é amplamente utilizado para
estudar o comportamento de escoamentos viscosos e incompressiveis em um dominio
Q C R (d=2,3). Fixado T > 0, as referidas equacgoes sao

o’ + (v’ - V)u’ —vAu’ = =Vp” em Qx (0,7),

) dive’ =0 em Q x[0,T],
(NS7) u’ =0 em 09 x (0,7T),
u’(x,0) = uf(x) em §2x{t=0},

onde v > 0 é a viscosidade cinematica do fluido, u” : Q x [0,7] — R? ¢é a sua
velocidade, p” : Q x [0,T] — R ¢ a sua pressao e uf : Q@ — R? é um dado inicial
para o sistema. Por outro lado, quando o escoamento é inviscido, sao as equagoes

de Euler que regem o seu comprotamento e a sua evolucao. Tais equagoes sao dadas

por
O + (uf - V)uP = -Vp¥ em Qx (0,7T),
(B) divu? =0 em Q x [0,T],

uf  n =0 em 0 x (0,7T),

uP(-,0) = ul (") em Q x {t=0},

onde u¥ : Q x [0,T] — R? é a velocidade do fluido, p¥ : 2 x [0,7] — R ¢ a sua
pressao e uf : 0 — R? é um dado inicial para o sistema e 7 = fi(z) denota o vetor

normal em x € 02, apontando para fora de €.

Uma cléssica pergunta da mecanica de fluidos é se o comportamento das solugoes
de (NS¥) com viscosidade v > 0 pequena é, aproximadamente, aquele de uma
solugao de (£). Do ponto de vista da matematica, esta questao pode ser colocada

da seguinte forma: se, para cada v > 0, u” for uma solugao de (N.S¥), serd que

lim u” = u”,
v—0



em um sentido apropriado, onde u¥ é uma solugao de (E)? Este é o problema do
limite inviscido, que quando €2 é o espcaco todo possui resposta afirmativa. No
entanto, quando {2 é um dominio com fronteira nao vazia, o referido problema ainda
estd em aberto tanto no contexto das solugoes suaves de (IN.S”) quanto no contexto
das solucoes fracas. A maior dificuldade em tratar este problema é proveniente da
formacao de camadas limites em torno da fronteira de €2, o que resulta do fato de
as equacoes de Euler nao poderem satisfazer a condicao de Dirichlet na fronteira
09). Resumidamente, existe uma vizinhanca da fronteira na qual o escoamento é
governado formalmente pelas equacoes de Prandtl para as quais, em geral, nao sao

conhecidos resultados de boa-colocagao (veja [30]).

Em [19], Kato obteve uma caracterizacao para o problema do limite inviscido,

cujo enunciado é o seguinte:

Teorema 0.1 Sejam uf§,uf € L*(Q) (v > 0) campos com divergente nulo e su-

ponhamos que os mesmos sejam tangentes a fronteira de . Suponhamos também
que (uf),~o convirja a uf em L*(Q)) quando v — 0. Para cada v > 0, seja u” uma

E

solugao fraca de NS com dado inicial ug, e digamos que u™ seja uma solug¢ao suave

de (E) com dado inicial uf'. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) lin(lJu” =u” em L=([0,T); L*(2));
v—

(b)

v—

T
lin[l) (V/ HVu”(«,t)HLz(F(,,))dt> = 0,
0

onde I'(v) € uma v-vizinhanga de 0f).

O critério acima indica que a resolucao do problema do limite inviscido depende
fundamentalmente do comportamento das solucoes viscosas em vizinhangas muito
proximas a fronteira de €2. Destacamos que, além do resultado em si, os argumentos
desenvolvidos por Kato a fim de demonstra-lo também foram bastante frutiferos.

Em linhas gerais, estes se baseiam seguintes etapas:



E

e Construcdo de um campo corretor u® que coincide com u? em 94, é nulo na

fronteira I'() e converge a zero em L>([0,T]; L*(Q));

A C

e Aproximacao de uf por u? := u®f — u® com respeito & norma do referido

A

espago de fungoes (observamos que u” se anula em 0f);

e Aplicagao de métodos de energia a fim de obter estimativas que garantam que
1. - A e} . — U.
i {[u” = e o,1322(0)) = 0

O problema em aberto supracitado e o critério de Kato motivaram uma série de
trabalhos que versam sobre a perturbacao singular de dominios bidimensionais e tri-
dimensionais quando os mesmos encontram-se ocupados por fluidos incompressiveis
tanto inviscidos quanto viscosos. Podemos observar dois diferentes enfoques em tal
estudo: em um deles, a perturbagao singular do dominio e realizada considerando-se
escoamentos com viscosidade fixa; e no outro, a perturbacao singular do dominio é
tratada com a consideracao adicional de que os escoamentos possuem viscosidade

positiva e muito pequena.

A seguir descrevemos de forma sucinta o contetido abordado nesta linha de tra-
balhos recentes. Em [17], foi estabelecida uma andlise do comportamento de es-
coamentos bidimensionais inviscidos em torno de obstaculos muito pequenos, em
[18], um estudo para escoamentos viscosos foi realizado com o mesmo enfoque, e,
baseados neste ultimo, foi desenvolvido em [15] um estudo andlogo para o caso
tridimensional; em [27], foram considerados escoamentos bidimensionais inviscidos
em um dominio limitado com buracos, sendo um deles muito pequeno; em [20] foi
realizada uma analise para escoamentos bibimensionais, tanto inviscidos, quanto
viscosos, em dominios limitados expandidos; em [23] foram estudados escoamentos
inviscidos bidimensionais em torno de obstabulos pequenos tendendo a uma curva,

e, em [24], tal estudo foi também estabelecido para escoamentos viscosos.

Além dos trabalhos [15], [17], [18], [20], [23], [24] e [27], onde sao considerados es-



coamentos com viscosidade fixa e o dominio é singularmente perturbado, destacamos
os trabalhos [16] e [21] nos quais a perturbagao singular de dominios bidimensionais
e tridimensionais é confrontada com a suposicao de que os escoamentos possuem
viscosidade pequena. E importante enfatizar que os dois tltimos artigos estimulam
fortemente o estudo que sera desenvolvido no decorrer deste texto. Antes de apresen-
tarmos maiores esclarecimentos sobre isto, observamos que, em [16], foram tratados
escoamentos em torno de obstaculos muito pequenos e, em [21], a investigagao se
colocou no contexto de dominios limitados muito expandidos. Neste ultimo, argu-
mentos de energia baseados no critério de Kato permitiram a obtencao de estimati-
vas precisas que indicam que o escoamento limite é regido pelas equagoes de Euler
no espago todo. De maneira geral, o resultado central de [21] revela que a fron-
teira distante de um limitado expandido exerce uma influéncia no estabelecimento
do limite inviscido. Nesta tese, consideramos escoamentos tridimensionais incom-
pressiveis com viscosidade pequena em torno de obstaculos distantes que, de outra
forma, também é um problema de perturbagao singular de dominios que possuem
fronteira distante. O objetivo aqui ¢ investigar a influéncia da fronteira afastada no
comportamento do escoamento com viscosidade pequena, sendo esta uma aborda-
gem que permitird uma comparacao entre o nosso estudo e aquele desenvolvido em

21].

Introduzamos algumas notacoes a fim de que possamos enunciar o resultado
central do nosso trabalho. Seja €y C R um dominio limitado e suave, e supohamos

que R?\ € seja conexo e simplesmente conexo. Além disso, para cada R > 0, sejam
Qr = Qo + (R,0,0), Iz = R*\ Qr e Tg = 0Qr = Ollg. Agora, consideremos os

espacos de fungoes

D(Ilg) = {¥ € C*(Ilg);div ¥ =0 em IR},

H(lly) = DIy "o

4



={f e L*(T);div f =0 e f-7lon, =0}

H'(lg) = D(Ily) ™20

={f e W"Ilg);div f =0 e flon, = 0}.
Assim, temos o

Teorema 0.2 Seja wy € C°(R3; R3?) um campo com divergente nulo, ponhamos

wiw) =7 [ @Y o)y

T 4rm R3 |5E—?/|3

e consideremos a unica solu¢ao suave u = u(x,t) do sistema (E), com condi¢do
inicial ug. Além disso, denotemos por T* o tempo de existéncia de u e fizemos

T € (0, T*) arbitrariamente. Agora, para cada v > 0 e para cada R > 0, sejam

(a) uf* um campo vetorial em Iz com as sequintes propriedades: uf® possui diver-

gente nulo, se anula em uma vizinhanca de I'r e satisfaz

0" = wll e oz 21y = O(R™)
quando R — oo;
(b) uo.r a proje¢ao ortogonal de ug|n, sobre H(Ilg);

(c) u~f € L>(0,T; H(Ilg)) N L2(0,T; H*(IIg)) uma solu¢do fraca de Leray-Hopf
para as equagoes de Navier-Stokes em Ilg, com dado inicial ugr (veja a De-

fini¢ao 2.1 e o Teorema 2.11).

Entao existe uma constante C' = C(T,Q,wo) > 0 tal que

t 1
Jo50) = Ol + v [ I900) = T e < © (5 +7)

para quase todo t € [0,T] e para todo R > 0 suficientemente grande.

bt



Com isso, chegamos a seguinte conclusao:

Corolario 0.3 Consideremos as mesmas hipoteses do Teorema 0.2. FEntao eziste

uma contante C' = C(T,Qp,wp) > 0 tal que
v,R 1
"™ = ull e qo,ryrzanay < € { 5+ VPV )

Em particular, temos

[0 — | Lo o,17:22(115)) = 0

quando R — oo e v — 0.

As informagoes do Teorema 0.2 e do Coroloario 0.3 apontam que a fronteira
distante influencia o comportamento do escoamento com viscosidade pequena, e
que tal influéncia é mais efetiva aqui do que no caso analisado em [21] (consulte o

Teorema 4.10, cujo enunciado pode ser encontrado na segao 4.4 do nosso trabalho).

Este texto esta estruturado em 4 capitulos, como descreveremos a seguir. No
Capitulo 1, fixando definicoes e fatos basicos que serao utilizados no decorrer do
texto. Comegamos o capitulo recordando certos resultados de Anélise Funcio-
nal, tais como algumas caracterizacoes para conjuntos ortonormais completos em
espagos de Hilbert, a decomposigao ortogonal de Weyl-Leray-Hopf e a desigualdade
de Ladyzhenskaya. Nas tltimas se¢oes apresentamos a aplicacao que descreve a tra-
jetoria das particulas de um fluido suave e incompressivel, e estudamos algumas das

propriedades da solucao suave das equagoes de Euler no espago todo.

No Capitulo 2, utilizamos o método de Faedo-Galerkin a fim construirmos uma
solugao fraca de Leray-Hopf (veja [14] e [26]) para as equagoes de Navier-Stokes em

um dominio exterior suave.

No Capitulo 3, estudamos o comportamento no infinito da velocidade das equacoes
de Euler no espaco todo, do seu campo-corrente, e da pressao escalar associada.

Além disso, mostramos que uma certa relacao distribuicional conhecida para solugoes



fracas de Leray-Hopf pode ser estendida para campos-teste que nao possuem suporte

compacto, mas decaem suficientemente rapido no infinito.

No Capitulo 4, desenvolvemos um estudo sobre escoamentos tridimensionais in-
compressiveis com viscosidade pequena em torno de obstaculos distantes. Inicial-
mente, constuimos aproximagoes para a solugao suave das equacgoes de Euler base-
ados na argumentacao desenvolvida por Kato em [19]. Além disso, também cons-
truimos uma familia de dados iniciais para os escoamentos viscosos em torno dos
obstéaculos distantes, e demonstramos um resultado de convergéncia envolvendo estes
dados iniciais e o dado inicial considerado para as equacoes de Euler. Em seguida,
efetuamos céalculos heuristicos que sugerem a validade do teorema central enunciado
acima, e apresentamos justificativas rigorosas para o mesmo na se¢ao subsequente.

Finalizamos este texto, contrastando a nosso estudo com aquele desenvolvido em

21].






Capitulo 1

Definicoes e resultados basicos

Neste capitulo, visamos a fazer uma rapida exposicao acerca de alguns rudimentos

bésicos que sao necessarios a compreensao do nosso trabalho.

1.1 Resultados de Analise Funcional

Esta secao é dedicada a uma breve explanagao sobre os sistemas ortonormais com-
pletos em espacos com produto interno. E conhecido que, para cada espaco E com
produto interno, estes sistemas sao, precisamente, os elementos maximais do con-
junto ordenado (pela relagao de inclusao) de todas as familias ortonormais existentes
em E. Apesar desta caracaterizacao, a definicaio mais comum para este conceito é

a seguinte:

Definicao 1.1 Seja E um espaco com produto interno. Um subconjunto ortonormal

S de E ¢é dito completo se S+ = {0}.
Com esta definicao, temos a

Proposicao 1.2 Seja E um espago separavel com produto interno. FEntao existe

um conjunto ortonormal completo e enumerdvel em E.

Demonstracao: Veja o Teorema 3.6-4(a) de [22] (na pégina 171). O



Observacao 1.3 Os unicos espacos de Hilbert que admitem subconjuntos ortonor-
mais completos enumerdveis sao 0s separdveis, o que pode ser visto no Teorema

3.6-4(b) de [22].

Além disso, destacamos que os conjuntos ortonormais completos possuem certas
propriedades que os tornam extremamente relevantes na teoria dos espacos de Hil-
bert (veja [12]). Na verdade, algumas delas sdo equivalentes a Defini¢ao 1.1, como

pode ser visto no

Teorema 1.4 Seja E2 um espaco de Hilbert real e consideremos um conjunto orto-

normal S = {x,;n € N} em E. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) S é completo;

(b) O subespago de E gerado por S € denso em E;

(c) = Z(m\xn)xn para cada x € E;
n=1
(d) (xly) = (x|zn)(ylan) para quaisquer z,y € E;
n=1

(e) ||lz||> = Z \(z|x,)* para cada x € E.
n=1
A ezpressao dada em (e) € conhecida como Identidade de Parseval.

Demonstracgao: Este teorema sintetiza parte das conclusoes obtidas na Secao 3.6

de [22]. Veja as paginas 167-175 do referido livro ou consulte [12]. O

1.2 Sobre a decomposicao de Weyl-Leray-Hopf

Em virtude do teorema de Hodge, é conhecido que todo campo vetorial F' € L*(R"™)

(n € N) se exprime de maneira tinica como
F - Fl + F27

10



onde F} é um campo de divergente nulo e F, é um campo gradiente. Assim, fica esta-
belecida uma decomposigao de L?(R™) como soma direta de dois de seus subespagos,
sendo estes ortogonais. Para um estudo detalhado do assunto, recomendamos os li-
vros [28] e [29].

Neste trabalho, contamos com a validade de uma tal decomposicao para o espago
L3(IT), onde IT é o complementar de um subconjunto compacto de R® (dominio

exterior), que possui fronteira suave. Precisamente, com as notagoes
D(II) = {¥ e ¢x(M); div (¥) = 0},

H(IT) = ﬁll‘”ﬂ(n)

G(M) = {w € L*(TIl);w = Vp para algum p € L}, (1)},

podemos apresentar um resultado que é conhecido como a decomposicao de Weyl-
Leray-Hopf, sendo este o analogo do teorema de Hodge no contexto de certas classes
de dominios com fronteira (como dominios exteriores suaves, por exemplo). Mais

precisamente, temos o

Teorema 1.5 Seja II um dominio exterior em R3, com fronteira suave. Entdo
H(IT) e G(II) sdo subespacos ortogonais de L*(I1) (isto é, vlw sempre que v € H(II)
ew € G(II)) tais que

L*(IT) = H(IT) @ G(IT).

Demonstragao: Veja o Teorema I11.1.1, que se encontra na pagina 145 de [11]. O

Observacao 1.6 (a) O Teorema 1.5 é vdlido em dominios exteriores de R"™, para

todo n > 2, o que também encontra-se demonstrado em [11];

(b) Com a reqularidade suposta para a fronteira de Il no teorema acima, foi de-

montrado em [11] que H(IT) é precisamente o subespago fechado de L?(II)

11



formado pelos campos vetoriais que possuem divergente nulo e sao tangentes

a fronteira de 11, ou seja,
H(I) = {v e L*(T);divv =0 e v-7lsn = 0},

onde n € o campo de vetores normais apontando para fora de Ol e os valores
de u-n em pontos desta fronteira sao compreendidos no sentido da aplicacdao

traco.

Observagao 1.7 Em [11] foi estabelecida uma equivaléncia entre o Teorema 1.5 e
o sequinte problema: dado u € L*(IT), encontrar um tnico (a menos de adigao com

uma constante) p: Q — R tal que

(a) p € DY*(IT) = {v € L}, (I1); Vv € L*(1)};

loc
(b) /(Vp —u) - V¥ (z)dr = 0 para todo ¥ € DY2(II).
1

E através deste novo formato que a decomposicao de Weyl-Leray-Hopf é obtida em

[11] (veja o Lema II1.1.2 na pdgina 146 do referido livro).

1.3 A desigualdade de Friedrichs e a desigualdade
de Ladyzhenskaya

Nesta secao, apresentaremos duas desigualdades que serao utilizadas no decorrer dos
Capitulos 2 e 3. Enquanto uma delas (desigualdade demonstrada por Friedrichs em
1933) nos auxiliard no emprego do Método de Faedo-Galerkin, visando a obtengao
de uma solucao fraca para as equacoes de Navier-Stokes em um dominio exterior
(Teorema 2.11), a outra (desigualdade de Ladyzhenskaya) nos deixard a par do
mergulho continuo
Wo? (B?) = L4(RY),

onde W(}’Q(RS) = WH'”WIQ(R%, 0 que sera muito oportuno na demontragao da
Proposicao 3.14. No préximo lema, apresentaremos a primeira das desigualdades

supramencionadas.
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Lema 1.8 Sejam a > 0, q € [1,00) e consideremos o cubo C = (0,a)®. Entdo para
cadan € N existem n campos vetoriais wy, wa, ..., w, € L>®(C) (dependendo apenas

de C e de n) tais que

;. (6a)7

1wl + 5 mlVeli,
para todo campo vetorial w € WH4(C).
Demonstracao: Veja o Lema I1.5.2 na pagina 73 de [11]. O

Agora, passemos a segunda desigualdade em questao.

Lema 1.9 Para cada f : R? — R em W, *(R?), € vdlida a desigualdade

1/4 3/4
£l zaces) < VAFI oo | V £ 1oty

Demonstragao: Veja o livro [25], onde a autora prova a referida desigualdade no
contexto das fungoes suaves (Lema 2, pagina 9), mas argumenta, na pagina 8, sobre

a validade da mesma para funcoes em W, *(R?). O

A seguir, explicaremos por que a desigualdade do Lema 1.9 pode ser estendida
para fungoes (ou campos vetoriais) definidos em um dominio exterior suave IT C R3.

Antes disso, seja
Hl(H) — D(H>||'le,2(n) — {’U c Wl,Q(H);diV v=0e 'U’(?H — O},

onde os valores de v em OII s@ao compreendidos no sentido da aplicacao trago. Sali-
entamos que a segunda igualdade conta com fato de I possuir fronteira suave (veja

[11] para mais informagoes).

Observagao 1.10 Seja v € H'(II) e consideremos

v(z) se xell;
() =
0 se € R\IL

E conhecido que
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(a) v € WH(R?);
(b) Vo = Vo;
(c) ollwrzm = [|0]lwr2ms)

(veja a Proposicao 2 da pdgina 79 de [5]). Portanto, utilizando o Lema 1.9, vem

que

~ ~1/4 ~113/4

llaan = [Tl < VAT agge | VOl ooy
~11/4 — 13/4

= VA7) fatas | V0l ot

1/4 3/4
= \4/Z||U||L/2(H)||VU||L/2(H)7

como desejavamos verificar.

1.4 A trajetéria das particulas de um escoamento
incompressivel

Nesta se¢ao, introduzimos de forma breve uma aplicagdo que permite estudar o
comportamento de um fluido incompressivel através da andlise da evolucao de cada

uma de suas particulas ao longo do tempo.

Consideremos um escoamento que ocupa o espaco R” e suponhamos que sua ve-
locidade em x € R" seja v = v(z,t) em cada instante ¢t > 0. Fixemos a configuragao
do escoamento no instante em que comegamos a observa-lo (e convencionemos que
este instante seja ty = 0). Estamos em busca de uma familia a um parametro de
mapas

X, R* — R" (t>0),

que associam cada particula o € R™ da configuracao inicial do escoamento na sua

nova posicao X;(a) = X (a,t) no instante ¢.
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No caso em que v : R™ x (0,00) — R"™ é suave (este é o nosso contexto de
interesse!), o teorema de existéncia e unicidade cldssico garante boa colocagao para

o problema de Cauchy

dX
—(at) = v(X(a,1),1);

X(a,0) = a,
para cada a € R"™ pertencente a configuracao inicial mencionada. Cada um desses

parametros a € R™ é chamado de marcador lagrangeano e da origem a curva em R"
Co ={r e R" 2z = X(a,t) para algum t > 0}

que descreve a sua trajetéria a medida que o seu movimento se realiza. Assim, ja
encontra-se devidamente definida a familia de mapas {X;;t > 0} nos padroes que

foram estabelecidos inicialmente.

Agora, fixemos um dominio €2y C R™ no instante em que o fluido comega a ser

observado, e consideremos o dominio material
X(Qo, t) = {X(Oé, t), o€ Qo}

para cada t > 0. Utilizando esta notacao e o fato de X ser a solucao do problema de
Cauchy supracitado, chegamos a conclusao de que a referida aplicagao transforma
Qg em X (£, t) em cada instante de tempo ¢, e que o campo v = v(z,t) é tangente

a curva delineada pela trajetoria de cada marcador lagrangeano «a € ).

O préximo resultado permite traduzir informagoes do sistema de coordenadas
fisico (onde cada vetor em R™ pode ser denotado pela n-upla z = (x1, 2, ...,z,))
em termos do sistema de coordenadas lagrangeanas (onde cada vetor em R™ é visto

como um marcador lagrangeano) e vice-versa. Precisamente, definindo
J(a,t) = det(VoX(a,t)),

temos a
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Proposicao 1.11 Sejam v = v(z,t) e X = X(«,t) os campos mencionados ante-

riormente. Entao

dJ :
E = (d2U$U)|(X(a,t)7t)J(Oé, t).
Demonstragao: Veja a Proposicao 1.2 na péagina 5 de [28]. O

Uma outra relacao igualmente util e importante nesta teoria é a formula do
transporte, que auxilia, por exemplo, no processo de deducao das equacgoes de Navier-

Stokes (veja [29]). O enunciado desta férmula é o seguinte:

Proposicao 1.12 Seja €2 C R™ um dominio aberto e limitado, com fronteira suave,
e continuemos com as aplicagcoes X e v vistas acima. Entao, para toda funcao suave

f = f(x,t), temos

d

i X(Q,t)f(x’t)dl': /X (m)[fﬁ divy (fv)](z, t)dx.

Demonstracao: Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [7]. Na
verdade, a referéncia citada apresenta uma deducao para o caso em que n = 3, que

é exatamente o contexto no qual este trabalho encontra-se inserido. [l

Na préxima definicao, relembraremos, do ponto de vista matematico, o impres-

cindivel conceito de escoamento incompressivel.

Defini¢ao 1.13 Um escoamento (X(-,t))i>0 € dito incompressivel se, para todo t >

0 e para todo subdominio suave 2 C R"™, temos
vol (X (€,1)) = vol (),

onde vol (+) denota a medida de Lebesque em R™.

Observacao 1.14 Caso um escoamento seja incompressivel, € facil verificar a va-

lidade da condi¢ao div ;v = 0. Com efeito, aplicando a formula do transporte com
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a fungdo constante f(x,t) =1, obtemos
d :
0= — [vol (X(,t))] = divyvdx
dt X(Q,t)
para todo dominio 2 C R™ que seja aberto, limitado e suave. Assim, a arbitrariedade
do dominio €2 garante imediatamente o fato de v possuir divergente nulo. FEsta

conclusao, associada a Proposicdo 1.11, implica

dJ

T

isto é, J(a,t) = J(a,0) = 1 para todo marcador lagrangeano o« € R™ e para todo

t>0.

O préximo resultado ampliara as conclusoes da Observacao 1.14, apresentando

certas caracterizagoes para escoamentos que sejam suaves e incompressiveis.

Proposicao 1.15 Acerca de um escoamento suave X(-,t) (associado a um campo

velocidade v = v(z,t)), as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) O escoamento é incompressivel;
(b) divv=0;
(c) J(a,t) =1 para todo marcador lagrangeano o € R™ e para todo t > 0.
Na préxima secao, apresentaremos as equacoes de Euler no espaco R? e, por esta

razao, retomaremos parte desta discussao sobre a aplicagao que descreve a trajetéria

de cada particula de um escoamento suave e incompressivel.

1.5 Sobre as equacoes de Euler no espaco R?

Nesta ultima secao do capitulo, fazemos uma exposicao sobre as equagoes de Euler
incompressiveis. Estas equagoes constituem um sistema que modela desde escoa-

mentos hidrodinamicos mais simples até o fenomeno da formacao de vortices na
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esteira de um aviao. O referido sistema de equacoes foi introduzido por Leonhard
Euler em um artigo cléssico de 1757, no qual o autor acreditava ter desvendado to-
das as facetas relativas a mecanica dos fenomenos que pudessem ser descritos pelas
suas equacoes. Um indicio deste fato é que o inicio do primeiro paragrafo do seu

artigo dizia:

“Se ainda houver dificuldades, estas nao serao provenientes da mecanica, mas

apenas da andlise...”

Além de ser um modelo bastante utilizado no estudo da dinamica dos fluidos
incompressiveis, Arnold indicou em [2] que as equagoes de Euler poderiam ser es-
tudadas de um ponto de vista geométrico. Posteriormente, em [8], foi desenvolvida
a proposta feita por Arnold e as solugoes classicas das equacgoes de Euler também
passaram a ser interpretadas como geodésicas do grupo de Lie formado pelos di-
feomorfismos que preservam volume (estando tal grupo munido de uma estrutura

riemanniana adequada).

Neste trabalho, nao discutimos as questoes relacionadas a deducao das equacoes
de Euler, mas destacamos que [7], [28] e [29] sao boas referéncias acerca deste as-

sunto. Finalmente, o sistema de equacoes que justifica a presente secao é o seguinte:

du+ (u-Viu+Vp=0 em R3x (0,00),
(E){ divu=0 em R?x[0,00),
u(x,0) = up(x) em R3x {t =0},
onde o campo u denota a velocidade do fluido e a funcao escalar p denota a pressao
do mesmo. Além disso, destacamos que a primeira EDP do sistema é interpretada

como uma lei de conservacao do momento, enquanto a segunda assinala a condi¢ao

de incompressibilidade do escoamento (veja a Proposigao 1.15).

Antes de fazermos consideragoes a respeito da existéncia de solugao para (F),

apresentamos um campo de vetores que esta fortemente ligado a quantidade de
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rotacao de um fluido, posto que sua direcao é aquela em relagao a qual o fluido gira

(veja [28] e [29]).

Definicao 1.16 Seja u = u(x,t) = (uy(z,t), us(x,t), us(z,t)) um campo velocidade
suave. A vorticidade associada a u € o campo de vetores suave w = w(x,t), definido
por

w=rotu= (8211,3 — 83’&2, 83161 — 81u3, 81U2 — 8211,1) .

Para cada dado inicial uy € C*(R?), com s > 1, é conhecida a existéncia de um
tempo T* > 0 tal que o sistema (F) admite uma tinica solucao u € C*([0,T] x R?)
para cada T € (0,7*) (veja o Teorema 4.2.1 na pagina 77 de [6]). O préximo teorema
traz informagoes adicionais sobre esta solugao no caso em que ug possui rotacional

com suporte compacto.

Teorema 1.17 Sejam ug, u, T e T como acabamos de descrever, e suponhamos
0, &, ’
que wy = 1ot uy possua suporte compacto. Além disso, ponhamos w(u) = rot u. Sdo

validas as sequintes propriedades:
(a) ue L>(0,T;C*(R?)) e a pressio p € C([0,T); C'(R3)) associada a u satisfaz
Vp e L=(0,T; L*(R?)) para todo a € (1,00|;

(b) w=w(u) e L>(0,T; L*(R?)) para todo a € [1, 0|, sendo (lwll oo 0,750 (R3)) ) ae(1,00]

uniformemente limitado;

(¢) {r > 0; supp(w) C B,(0) x [0, T} # 0;

Demonstracao: Estas propriedades foram todas deduzidas na pagina 17 de [21]
(Teorema 7.1). Apesar disso, forneceremos posteriormente maiores detalhes sobre a

validade do item (c) (Observacao 1.21). O

Estando préximos do fim deste capitulo, fixamos nossa atencao em uma dis-

cussao que conduzird a justificativa do Teorema 1.17(c). Como parte deste precesso,
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apresentamos propriedades que relacionam os campos u e w (obtidos no referido teo-
rema) ou fornecem algumas de suas caracteristicas mais notéveis. Com este intuito,
o primeiro passo é obter um sistema que descreva a evolucao do campo vorticidade

w. Aplicando o rotacional em cada termo da equacao
Ou+ (u-V)u+ Vp =0,
é possivel obter
Ow ~+ (u-Viw = (w-V)u

(veja [29]) e, assim, acoplando esta iltima EDP com as duas condigoes naturais

satisfeitas por u e w, temos o sistema

dw+ (u-Viw=(w-V)u em R*x(0,00),
(V)¢ divw=0 em R3 x[0,00),
w=rot u em R3 x [0,00).

Ressaltamos que (V') foi deduzido a partir da existéncia de uma solucao suave
de (F) como no Teorema 1.17. Entretanto, como o campo velocidade u aparece na
EDP que rege a evolucao da vorticidade w, gostariamos de conhecer uma relagao
que exprimisse o campo u em fun¢ao do campo w. O préximo resultado fornece tal

relacao, que é conhecida como Lei de Biot-Savart.

Proposicao 1.18 Sejam u e w como no Teorema 1.17. Sao vdlidas as seguintes

afirmacgoes:
(a) A condigdo divw =0 é necessdria e suficiente para que o sistema
rot v = w,

div v =0,

admita uma unica solucao. Portanto, u € exatamente esta solucao.
(b) A condi¢ao divw = 0 implica a relagao
u= —rot 1,
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onde o campo-corrente 1 € a unica solucao de A = w, que € dada explicita-

Y(z) = 1/ “(y) dy.

A R [T — Y|

mente por

Com isso, temos a Lei de Biot-Savart
1 T —y
o) = = [ =0ty

Cdn R |2 —y[®

que permite expressar o campo velocidade u em termos da sua vorticidade w.

Demonstragao: Este resultado é um caso particular da Proposi¢ao 2.16 de [2§]
(pagina 72). De fato, é possivel demonstrar esta proposicao admitindo que w seja

dotado de menos decaimento no infinito. O

Outro fato que merece destaque no estudo do sistema (E) é que este modela
escoamentos suaves que conservam diversas quantidades especiais, tais como o fluxo

total da velocidade

o fluxo total da vorticidade

e a energia cinética

1
E(t) = 5 /., lu(x,t)*dz.

Para ver a demonstracao de que estas e outras quantidades relacionadas ao sistema
(E) sado fungoes constantes da varidvel temporal, recomendamos uma consulta a
Proposigao 1.12 da pagina 24 de [28].

A préxima proposigao traz uma expressao para as derivadas do campo velocidade

3

u. Ponhamos u = (u1,us,u3) e denotemos por Vu a matriz Jacobiana (0;u;);;_,

associada a u.
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Proposicao 1.19 Sejam u e w como no Teorema 1.17. A wvalidade da Lei de Biot-

Savart

u(z,t) = ! / (=) X w(y,t)dy

T 4n R3 |x—y|3

implica a relagao

1
+-w(x) x &

3

para todo ¢ € R®, onde a sequnda integral é compreendida no sentido do valor

principal e o produto tensorial @ € definido por

z@w = (zw;); j—; € Msxs(R) (para z,w € R%).
Demonstracao: Este resultado é exatamente a Proposicao 2.20 da pagina 77 de
[28]. O

A seguir, veremos uma formula que garantird a propagacao da vorticidade pelos
escoamentos que sao suaves, inviscidos e incompressiveis. Trata-se da Formula do
transporte da vorticidade, que conta com a existéncia do mapa X que descreve a

trajetéria de cada particula do escoamento (Secao 1.4).

Proposicao 1.20 Continuemos com u, w e T € T* como no Teorema 1.17, e seja

X = X(a,t) a aplicagdo trajetoria de particulas proveniente de u. Entao
w(X(a,t),t) = Vo X(a, t)wo(a)

para todo marcador lagrangeano o € R3 e para todo t € [0, T].

Demonstragao: Veja a Proposi¢ao 1.8 na pédgina 20 de [28]. O

Finalmente, ja estamos em condigbes de justificar o item (c) do Teorema 1.17.
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Observacgao 1.21 Consideremos u,w : R? x [0,7] — R3, X = X(a,t) e T €
(0,T*) como no Teorema 1.17. Ponhamos K = supp(wg) e recordemos que este é

um subconjunto compacto de R3. Afirmamos que
supp(w(-, 1)) € X (K x [0,T])

para todo t € [0,T]. Realmente, tomando y = X (ap,t), com ag ¢ K et € [0,T], e

aplicando a formula do transporte da vorticidade, vem que
w(y,t) = VaX(ao, t)wo(ao) = 0,

ou seja,

{r € R%w(z,t) # 0} C X(K x [0,7)).

Portanto, a continuidade de X implica a afirmacdo e, evidentemente, o Teorema

1.17(c).

Observagao 1.22 Antes de encerrarmos este capitulo, € valido lembrar que a con-
clusao da Observagao 1.21 decorre fundamentalmente da Formula do transporte da
vorticidade. No entanto, destacamos que os fatos e ferramentas apresentados antes

da referida observacao serao utilizados no decorrer dos proximos capitulos.
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Capitulo 2

Solucao fraca das equacoes de
Navier-Stokes em um dominio
exterior

Neste capitulo, consideramos 2 um subconjunto aberto e suave de R? e supomos que
IT = R3\ Q seja conexo e simplesmente conexo. Aqui, 0 nosso objetivo é relembrar
o conceito de solucao fraca de Leray-Hopf para as equagoes de Navier-Stokes em 11,
bem como apresentar o teorema que garante a existéncia de uma tal solugao. Esta
nogao foi introduzida por Leray em [26], onde foi obtida a existéncia de solucao fraca
no caso em que o dominio é o espaco R3. O trabalho pioneiro de Leray inspirou
o estudo da existéncia deste tipo de solucao no contexto de certos dominios com
fronteira, como pode ser visto em um trabalho de Hopf publicado em 1951 (veja
[14]). Paralelamente a estes dois importantes artigos que acabamos de mencionar,
a nossa explanacao se baseia em notas de dois minicursos, um deles ministrado por

G. Galdi em 2000 e o outro ministrado por J. Robinson em 2010.

2.1 Definicao e Propriedades Basicas

Seja T > 0. Denotamos por Iy o conjunto IT x [0, 7). Comegamos apresentando um
importante sistema de equacoes diferenciais parciais, que modela o movimento de um

fluido Newtoniano incompressivel contido no dominio II. Precisamente, dada uma

25



condicao inicial vy : IT — R3, as equacoes de Navier-Stokes em II, com forcamento

f : Iy — R3 e condicoes de fronteira de Dirichlet homogénea sao dadas pelo sistema

([ O+ (v-V)v—vAv=-Vp+f em I x(0,7),
divev =0 em 1lp,
(NS)
v=20 em OIl x (0,7,
[ v(z,0) = vo(x) em II x {t =0},

onde v : IT x [0,7] — R? é a velocidade do fluido, p : II x [0,7] — R ¢ a sua
pressao e v > 0 é a sua viscosidade. Uma solugao classica do sistema (N.S) é um

par (v,p) € C*([0,T],C*(TT)) x C([0,T], C*(I1)) que satisfaz as quatro condigdes.

No entanto, consideramos neste trabalho uma formulagao fraca para (NS), na
qual o campo velocidade procurado v satisfaz o problema em questao no sentido das

distribuicoes. Antes de precisarmos esta noc¢ao, lembremos que
D(II) = {¥ € C5°(11); div ¥ = 0 em 11}

e que H(II) e H'(IT) denotam o fecho de D(IT) em (L(I1), || - ||2) e (WE2A(TD), |- l1.2),

respectivamente. Além disso, definamos
D(Ily) = {® € C°(Illy); div,® = 0 em Ilr}.
A seguir, consideraremos as notagoes

OF\?
V= (3%)

ij=1

3
OF; 9G;
VF: VG_”Z_1 5, Oz,

onde F = (Fy, Fy, F3) e G = (G, Go, G3) sao dois campos em R.

Definigao 2.1 Sejamvy € H(II) e f € L*(Ily). Dizemos que um campo mensurdvel

v: Iy — R® € uma solugdo fraca de (NS) se valem as relagoes
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(a) v € L*(0,T; H'(IT)) N L>(0, T; H(IT));
(b)

T
/ / [v-0® —vVv: VP —v-Vou-®|(x,t)dxdt
o Jm

:_/OT/Hf-(I)dxdt—/HUO'(I)(%O)dx

para todo campo-teste ® € D(Ilr).

Analisando a defini¢ao anterior, percebemos que a relacao integral do item (b) omite
a pressao escalar presente na formulagao classica de (N.S). Na préxima observagcao,
apresentaremos um sentido segundo o qual podemos atribuir uma pressao P a cada

solugdo fraca v de (N.S).

Observagao 2.2 Caso v : Iy — R? seja uma solucao fraca de (NS) em Iy, com

dado inicial vy € H(II), observamos que é sempre possivel obter P : Iy — R, com
P(t) € L*(V)
para todo t € [0,T) e para todo aberto V- CC 11, de modo que
t
/ [—v(Vo[VX) L2y — (vV0[X) L2an + (fF1X) 2am))ds
0
= (P(t)|div x) 2ry + (v(£)|x) L2cry — (VolX) 2(m)

para cada x € C(II) e cada t € [0,T).

Destacamos que através desta ultima relagao nao podemos concluir que o par
(v, P) é uma solugao cldssica de (NS). No entanto, nao € dificil verificar que a
identidade integral acima é sempre satisfeita por uma solucdio cldssica (v, P) de

(NS). Nesse sentido, dizemos que P € uma pressio escalar associada a solugdo

fraca v de (NS).
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Apesar de ainda nao termos apresentado um teorema que garanta existéncia de
solucao fraca nos moldes da Definicao 2.1, desejamos conhecer a prior: algumas de
suas propriedades. O nosso principal objetivo nesta secao é obter uma caracterizagao
para noc¢ao de solucao fraca na qual os campos-teste pertencam a uma classe de

aplicacoes que nao dependam da variavel temporal.

Lema 2.3 Seja v uma solugio fraca de (NS) em Ilp. FEntao, para quase todo

t€0,7) e para todo ® € D(Ily), temos

/H v - ®)(x, t)dz — / v - ®](x,0)dz

II

t
:/ /[U'atq)—l/vv2V(D—U'Vv'q)]($,7)d$d7'
0 Ju

+/Ot/nf(x,7)-<1>(x,7)dxdr.

Demonstracao: Sejam t € (0,7) e & € D(Ily). Consideremos uma funcao
6 e C®((0,00)) tal que B(§) =1se 0 <& <1ef() =0se > 2. Agora, para cada

h >0 tal que t + h < T, definamos

On() = 0 <$>

e observamos que:

(a) Op(r) =1seT <t

(b) On(1) =0se T >t+ h;

oy,
< —, uma vez que — =

~— h’ dr

oy
dr

(c) Existe uma constante C' > 0 de modo que
19, T—t+hY\
h h ’

(d) /tt+h %Ch = On(t + h) — Op(t) = 0(2) — O(1) = —1;

28



(©) 10nll o pnp = Vh 101l 21,97, tendo em vista a mudanca de varidvel z = I=ith

t+h
no calculo da integral / 10,,(7)|° dr.
¢

Como v = v(z,t) é uma solucio fraca de (NS) em Iy, ®(z,7) = 0),(7)®(x,7)
é um campo-teste em D(Il7) e valem as propriedades (a) e (b) acima, chegamos &

identidade

/t/ [v-0,® —vVv: VP — (vVv) - O+ f- D] (z,7)dxdr

[ o
UH /deh ®) ( 77-)d1;d7-+/nv(x’t).q)($7t>dx]

+ [/Hv(x,t)~<I>(x,t)dx—/nvo~<1>(x,0)dx].

—vVu:V® — (vVv) - &+ f- | (z,7)dxdr

Para demonstrar o resultado, precisamos passar o limite quando A — 0 nesta

identidade. Inicialmente, vejamos que
t+h
L, = }lllm /Hh 0P —vVu: VP — (vVv) - & + f- @] dadr = 0.

Realmente, ponhamos w = v - P — vVov : V& — (vVv) - & + f - &. Como
ve L*0,T; HY(IT)), ® € C5°(Ilr) e f € L*(Ilr), sabemos que w € L*([0, T]; L' (IT)).
Assim, utilizando a propriedade (e) supracitada e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

vem que

t+h t+h
/Hh (x,7)dxdT S/ 05,(7)| Hw('77—)HL1(H) dr
¢

< 1681l 2ty 10l 20 7.0 ()

=Vh HQHLQ([I,Q}) ||w||L2([o,T];L1(H)) )
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o que garante que L; = 0. Agora, provemos que

Ly = lim {/tt+h/r[%(7) (v- @) (x,T)d:ch—i-/v(a:,t)~<I>(x,t)d:v 0.

h—0 i

Com efeito, utilizando as propriedades (c) e (d) acima, somando e subtraindo

/t B /H Cﬁg—ef [v(z,7) - ®(x,1)] dadr,

e aplicando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

t+h d@
= D) (z,7)dxdr +/ v(z,t) - O(z,t)dx
t+h de t+h do
h (v-®@)(z,7 dxdT—/ / h Q) (z,t)dxdr
t—i—h d9
(D) |o(z,7) = v(z, )| |®(x, t)| dudr
t+h

@ )| |v(x, 7)||P(x,7) — O(x,t)| dedr

1 t+h
< 106Dl (3 [ I067) = o)l )
t

+ HUHLOO((O,T);LZ(H)) fﬁ?}fh] |P(-,7) — q’('at)Hm(n) :

A continuidade uniforme de ® em partes compactas de IT x [0,7") implica facil-

mente a convergencia

;lllf(l)rerﬂ?fh] [P 7) = ()| L2 qry) = 0.

Além disso, o Teorema 3.85 da pégina 87 de [13] garante a existéncia de um sub-

conjunto X de [0, 7], com medida de Lebesgue nula, tal que

1 t+h
llgr(l) (E/t [o(z, 7) — v(z, )]l 2y dT) =0

para todo t € [0,7) \ X. Portanto, acabamos de verificar que Ly = 0. Observando

que X nao depende de ® = ®(z,t) em D(Ily), a demonstracao estd concluida. [
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Observacao 2.4 A conclusao do Lema 2.3 continua verdadeira se trocarmos ® =
O(z,t) em D(lly) por ¥ = V(x) em D(II), o que pode ser visto através de mo-
dificagoes minimas no cdlculo de Ly e Ly. Além disso, o subconjunto X de [0,T)
mencionado na demonstracao do referido lema permanece o mesmo e € independente

do campo-teste U = U(x).

Observagao 2.5 Na demonstracao do Lema 2.3, utilizamos a definicao de solucao
fraca com o campo-teste ®(z,t) = 0,(t)®(x,t), onde ® € D(Ily) (campo com suporte
contido em II x [0,7)) e supp(fy) C [0,t + h] C [0,T). Nesse caso, através de
argumentos completamente andlogos, podemos verificar que o referido lema continua

valido para campos-teste ® cujo suporte é um subconjunto compacto arbitrdrio de

IT x [0, 7.

A seguir, destacaremos mais propriedades das solugoes fracas, sendo todas proveni-

entes do Lema 2.3.

Observagao 2.6 Seja v : I — R uma solugao fraca do sistema (NS).

(a) E possivel redefinir v em um subconjunto de medida nula de [0,7) de modo

que v(t) € L*(TT) para todo t € [0,T), e valha a relagdo

Lw@@@m—/w@@@m

II

:/st/n[v-at<l>—l/Vv:V@—(v-V)v-@](x,T)dxdT

f[ZF@Jnyﬂmm,

sempre que 0 < s <t <T e ® € D(Ilr).

Realmente, para cada ® € D(Ily), o Lema 2.3 garante que a fungao essencial-

mente limitada em (0,T)

a@:A@@mﬁm—Aw@@m@
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(b)

(d)

coincide quase sempre com a funcao continua em (0,7

:/Ot/n[v-@(b—l/Vv:V@—(U-V)v-i)](:vﬁ)d:EdT

+ /0 t /H (@, 7) - ®(z, 7)dudr

Da teoria da Medida é conhecido que isto € suficiente para a obtencao da
relagcao integral desejada quando s = 0. Assim, o caso em que 0 < s <t <T

seque 1mediatamente.

A principio, s6 podemos utilizar a identidade integral da parte (a) desta ob-
servagdo com campos-teste ® € D(Ily) (enfatizamos que supp(®) C IIx[0,T)).
No entanto, um argumento andlago aquele visto na Observagao 2.5 permite ve-
rificar a referida identidade para campos-teste cujos suportes estejam contidos

em II x [0, T7.

Argumentando como na Observacao 2.4, podemos concluir que v pode ser re-

definida em um subconjunto de medida nula de [0,T] de modo que a identidade

/Hv(x,t).xy(x)dx—/nvo.xp( _ _u/ / Yoz, ) : V()] dedr
—/ /[v(:B,T)-VU(LB,T)]-\IJ(x)d$dT
/ / (@, 7) - U()dudr

seja valida sempre que t € [0,T) e U € D(II).

A parte (c¢) desta observagdo traz a informacgdo de que, apds a redefinicao,
v se torna uma aplicagao fracamente continua definida em [0,T) e tomando

valores em L*(I1). Mais precisamente, dado T € [0,T), temos

lim | v(z,t) - w(x)dr = /Hv(a:,T) ~w(x)dx

t—1 I

para todo w € L*(II).
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Daqui em diante, nossa meta é obter a reciproca da Observacao 2.6(c), isto
é, almejamos um formato alternativo para o conceito de solucao fraca no qual os
campos-teste dependam apenas das variaveis espaciais. A fim de alcancarmos a

equivaléncia em questao, contamos com o

Lema 2.7 Euxiste um conjunto ortonormal completo {¥,;r € N} em H(II), formado
por elementos de D(I1), tal que se & € D(Ily) ec > 0, entdo existemn = n(P,ec) € N

fungoes reais V1,72, € CL([0,T)) de modo que

(I)n'yt —CI)7t aq)n 'Jt _aq)7t <€,
tgﬁ%” (1) — &( )||C2<H)+£%3}Tﬂ”t (58) = 0@ t) oy <€

onde @ (x,t) = Z’yk(t)\lfk(x)

Demonstracao: Fixemos m > < e denotemos por (+|-),, o produto interno de

Wm™2(II). Como

N~

™ = H(11) = D) e

é um espaco de Hilbert separavel, a Proposicao 1.2 e a equivaléncia entre as condigoes
(a) e (b) do Teorema 1.4 garantem a existéncia de um conjunto ortonormal completo

(Er)e2, em (H™, ||| jym.2), tal que =, € D(II) para todo r € N.

Agora, seja ® € D(Ily) e tomemos 1 > 0. Uma vez que ¢ e suas derivadas sao
uniformemente continuas em subconjuntos compactos de IT x [0,7T), sabemos que
existe uma particdo P ={0 =1ty < t; < ... <ty =T} de [0,7] de modo que

n
[P(, 1) = (-, 8)|[ypmemn < 37
sempre que t,s € [t;_1,t;], onde i € {1,2,...,k}. Além disso, pela equivaléncia entre

os itens (a) e (¢) do Teorema 1.4, temos

para cada t € [0,7]. Pondo



é claro que existe [y € N tal que

n

[@i(-, i) — ()l ymean < 3

para todo [ > [y e i € {0,1,...,k}. Assim, tomando t' € [0,7] arbitrariamente e

fixando j € {1,2,...,k} tal que t' € [t;_4,¢;], chegamos a

2
2
||q)l('7tj) - q)l(Wt/)HWva(H) =

W2 (1)

(B, t5) = () |E )|

r=1

2
<2 15) = 0, ) Fymeaqn,
n>2
< —_
(5)
onde a peniltima relagao decorre da desigualdade de Bessel.

Nesse caso, os fatos obtidos até este ponto da demonstracao e a imersao de
Sobolev W™?2(IT) < C?*(I1) (veja o Teorema 5.4 na péagina 97 de [1]) implicam a

existéncia de C' > 0 tal que

1@:(-,) = @ )2y < CP( 1) = P ) wmzq
< O @ t) = Ru(s t)wmey + ClP( ) — (- 25) lwmaq)
+C|| (-, t5) — (-, ") lwm2qm
no.on., n
o1+
- 3 * 3 * 3
=Cn,

para todo [ > [y. Lembrando que t’ foi tomado arbitrariamente em [0, 7], vem que

li D,(-. 1) — P(-,t = 0.
zf&ﬁ%“ 1(51) = @(, D)l o2

Observemos, ainda, que trocando ® = ®(xz,t) por 9;® = 9;,P(x,t) e utilizando

argumentos analogos aqueles que foram apresentados acima, podemos concluir sem
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dificuldades que
lim max ||0,®,(-,t) — atq)('>t>‘|co(n) =0.

=00 te[0,T)

Agora, passemos a demonstragdo da existéncia de uma sequéncia (V,)%2, com

as propriedades descritas no enunciado. Com efeito, sabemos que (=Z,)2, ¢ um
conjunto ortogonal em (H™; || - [[ywm2ar) e, portanto, é linearmente independente.

Consequentemente, aplicando o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt com
respeito ao produto interno de (H(II), || -|| z2qm) ), obtemos uma sequéncia ortonormal

(U,)2, em H(II) tal que
[Z1, .0 2] = Uy, .., 0]

para cada r € N. Em particular, {¥,;r € N} € D(II) ¢ H(II). Enfatizamos os

seguintes fatos:

(a) T2 — f ; vealmente, como H™ ¢ H, é claro que Hm ' 1#2m « Fpilezan —

H. Por outro lado, a relagdo D(II) € H™ implica imediatamente H =

D(H)”"‘LQ(H) C W”'”LQ(“), seguindo o desejado.

(b) S ={V,;r € N} € um sistema ortonormal completo em H(II) : de fato, como

™ — ﬁll'\\wm,z

=, =
1, 29y ..

(lembremos a equivaléncia entre os itens (a) e (b) do Teorema 1.4), concluimos

que

H=Hm"?m 15 5 ] "

—— Il
[, DR [“ = ] L2

i’y [P, RO

== I I
= [:1,:2,...]| L2 = [@1,‘1’2,...? L2.

Este fato e o Teorema 1.4 ja fornecem o que queriamos demonstrar.
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(¢) Para cada | € N e para cada t € [0,T], ®,(t) € [S] : realmente, como

l
Ou(t) =D (P(O)|E)mEr € [Er, s Bl = [T1,., T,

r=1
para cada ¢ € [0,T] e para cada l € N, basta por v, (t) = 74(¢) = (Pu(¢)|¥,) r2am)

para obter

Ressaltamos ainda que cada +, define uma fungao no intervalo [0,7] que é

suave e possui suporte contido em [0, 7).

Os dois limites calculados inicialmente e os trés fatos (a),(b) e (c¢) finalizam esta

demonstracao. 0

Observacao 2.8 (a) Acabamos de demonstrar no Lema 2.7 que o conjunto

A= {Z’Yk‘lfk;’h,’m---ﬁn € Cy([0,T)) e ne€ N}

k=1
¢ denso em D(Ily) com com respeito a métrica uniforme definida por
D, P) = O(-,t) — D(- O(-,t) — 0,9(-
d(®, ®) = maxc [|®(£) = B( )llc2m + max [92(, 1) = (1) [ooqm),

onde ®, & € Dp(11).

(b) Através de poucas adaptagoes na demonstragao do Lema 2.7, podemos garantir
que todo campo W € D(II) pode ser uniformemente aproximado com respeito

a norma de W™*(II), por campos da forma

@n(x) = Xn: 057"‘1]7‘7
r=1

onden € N e o, € R para cadar € {1,2,... ,n}.

Agora, ja estamos em condigoes de concluir o principal resultado desta secao.
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Teorema 2.9 A fim de que um campo mensurdvel v : Il — R? seja uma solucdo

fraca de (NS) em Ilp como na Defini¢ao 2.1, é necessdrio e suficiente que:

(a) v e L*0,T; HY(IT)) N L>=(0,T; H(IT)),

(b) Valha a relagao

/Hv(x,t)-\If(x)dx—/nvo-\ll(x)dx - —y/ot/ Vo(z,7) : VU(2)| dodr

- /ot/n [v(z,7)- Vu(z,7)] - ¥(2)dzdr
+/Ot/nf($a7) - U(x)dxdr,

para todo t € [0,T) e para todo W € D(II).

Demonstragao: Na Observagao 2.6(c), ja argumentamos que a referida condicao é
necessaria. Passemos, assim, a demonstracao de que a mesma é suficiente. Fixemos

T > 0. Em virtude da Observagao 2.8 (a), basta verificar a identidade

T T
/ / V-0 ® —vVv: VP —0v-Vu- P (z,t)dxdl = —/ / f-@dxdt—/ vo-®(z,0)dx
o Jo o Jo I

para campos-teste & € D(Ily) que sejam da forma ®(z,t) = v(t)¥(x), com v €
CH([0,T)) e ¥ € D(II).

Com efeito, ponhamos w = —vVov : VU — (v-V)v - U + f - ¥ e consideremos a

fungao o : [0,7] — R, definida por

o(t) = /0 t /H w(z, 7)dwdr.

Como v e ¢ sao absolutamente continuas, temos
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—/OTW) </Hw(x,t)dx) it

:/T/[yvv:V<I>+(U-Vv)-@—f-@](m,t)dxdt,

uma vez que ¢(0) = 0 e y(7) = 0. Por outro lado, utilizando a identidade que

aparece na parte (b) do enunciado, temos

/OTvl(t)U(t)dt :/T ) (/ o(z,t) - U(x )dgg_/nvo.q;(x)dx) "
/ / (x,t) - 0, P(x,t)dxdt

~(2(1) = 7(0) | - ¥la)da

// (x,t) - 0P (x, t)dxdt

/H v - B, 0)de,

donde segue o desejado. ([l
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2.2 Existéncia de Solucao Fraca

Nesta se¢ao, (V,)22, denota uma sequéncia ortonormal completa em H (II) com as

propriedades descritas no Lema 2.7.

O nosso objetivo é demonstrar que existe ao menos uma solugao fraca para o
sistema (NS) em um dominio exterior. A presente exposi¢ao conta com uma técnica
conhecida como Método de Faedo-Galerkin. Esta ferramenta é similar ao conhecido
Método de Galerkin (veja a primeira se¢do do Capitulo 7 de [9]), mas permite
construir solugoes fracas para algumas EDP’s quando estas sao consideradas sobre
dominios ilimitados. De maneira bastante resumida, a aplicacao do referido método

se baseia em trés estagios essenciais:

(1) Construcao de uma sequéncia de solugoes aproximantes para a EDP em questao;

(2) Obtencao de uma subsequéncia da sequéncia aproximante que convirja em um

espaco de funcoes adequado;

(3) Constatagao de que o limite da subsequéncia aproximante seja uma solugao

fraca nos padroes almejados.

Antes de discutirmos o resultado de existéncia, fazemos um comentario que de-
sempenha um papel importante na construcao da sequéncia aproximante aqui con-

siderada.

Observagao 2.10 Seja k € N e fizemos dois campos vy € H(IT) e f € L*(Ily).
Para cada k € N, admitamos que existam fungoes cpi, Cra, -, e € CH([0,T]) de

forma que
k
ve=w(zt) = Y ()T, ()
r=1

seja uma solugdo cldssica de (NS) em g, e suponhamos que p, € C([0,T]; C1(IT))

seja uma pressio associada a vy,. Calculando o produto interno em L*(II) de cada
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termo da equacao

O, + vgVo — vAv, +Vp, =0

com VU, (r=1,2,...,k), constatamos que Ci(t) = (ck1(t), cxa(t), ..., crr(t)) € uma

solucao do sistema de EDO’s

p

dckl
+ E azlck1+ E Qis1CkiCls = fla

7,5=1

dckk
+ E azkckz+ E QiskCriCks = fk;

\ i,5=1

onde CkT(O) = Cor = (U0|\I/T)L2(H)7 A = V(V\I}i|V\Pr)L2(H); Airs = (\I[ZV\I/5|V\IJT)L2(H)
e fr = (fI¥,) 12y para cada r € {1,...k}.

Teorema 2.11 Dados T > 0 e dois campos vo € H(II) e f € L*(Ily), existe ao

menos uma solugdo fraca v : Iy — R3 para (NS) que satisfaz

t t
(0) (s 8)| gy +20 / 1700, ) 2y < / / v(a,7)- f . 7)dadr+|vo| 2
para todo t € [0,T];

(b) lim v (-, t) = vol[ 2 = 0.

Demonstracao: Como dissemos no inicio desta secao, a demonstragao deste
teorema se baseia no método de Faedo-Galerkin. Motivados pela Observagao 2.10
e utilizando as suas notagoes, desejamos encontrar uma solugao fraca de (NS) em
II7 que seja o limite (em um sentido conveniente a ser especificado) da sequéncia de

campos
k

ve=w(z,t) = Y () ¥,(z) (kEN),

r=1

onde Cy = (¢g1, ..., k) é uma solugdo do sistema (O). Com efeito, comegamos
observando que existem um tempo maximal T} € (0,7] e um tnico caminho Cj €

W12(0,T},) que é solugao do problema de Cauchy (O), o que provém do teorema de
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existéncia e unicidade classico para EDO’s (veja o Teorema VII.3 na pagina 104 de
[3]), lembrando que f, € L*(0,T) para todo r € {1,2,...,r}. Além disso, somando
membro a membro as k equagoes

a (M) + (i irCri(t ) crr(t <Z @isrCri (t) Chis )> fr()err(t)

di 2 i=1 i,s=1

(r=1,2,...k) e integrando de 0 até t € [0, T}), chegamos a relacao

t t
o (-, 12 any +2v i HWk(-J)H%z(n)dT:?/O(vk(-ﬁ)\f(wT))L2(H>d7+|!vk(->O)H%z(n)

uma vez que

k

lox (D2 = D lew P vlIVoR(, )12y = Zawckz Crr (T

r=1 rai=1

0 = (vkVug|vk) 2y = Z @isr Cri (£) Cros (8) i (£)

¢ k
WO G 0) 2y = Y Frt)e(t).

Vejamos que T, = T para todo k£ € N. Para tanto, é suficiente verificar que a
imagem do caminho O}, estd contida em um compacto de R* para cada k € N. De

fato, como

! I 1
|ttt mmandr <5 [t ol + 510w
0 0

k
o (-, 0) | 22y Z lexr (O)* = 1(00] W) 2qan > < Nlwoll
r=1
segue da forma integral do Lema de Gronwall a existéncia de M > 0 tal que
t
JonC Oy + 20 [ IV, dr < M
0

para todo k € N e para todo t € Tj,. Em particular, Cy(t) € [~V M,V M]*, como

pretendiamos constatar.
Definamos Gj,(t) = (vi(+, t)|¥,)2any para k,r € Net € [0,T].
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Afirmagao 1: Para cada r € N fixado, a sequéncia de fungoes G}, : [0,7] — R

é pontualmente limitada e uniformemente equicontinua.

A limitacao pontual desta sequéncia segue diretamente das relagoes
GO < Mok D) z2qany < VM,

vélidas para k,r € N et € [0,T]. Assim, fixemos r € N e passemos a verificagdo da
equicontinuidade uniforme da referida sequéncia. Com efeito, somando membro a

membro as k EDQO’s

d
dt Ck] + Zawck@\l{ + Z azsgckzckS\P - f]

i,5=1
(j = 1,2,...k) e calculando o produto interno em L*(IT) dos termos da equagao

resultante com WV,., obtemos

k

dG’"
+ E azrckz E QisrCriCls = fr

i,5=1

Nesse caso, dados t, s € [0, 7], temos

Gr() = Gi(s)l < I fllzzplt = s

(M D Il VY m mggﬂ#(ﬂf)l) |t — 5]

2,5=1

k
+ (VMZ HV‘I’iHLZ(H)HV‘I’rHLQ(H)> |t —sl,
=1

o que finaliza a verificacao da Afirmacao 1.

Afirmacao 2: Existe um subconjunto infinito N’ C N de forma que (G})gen

seja uniformemente convergente para todo r € N.

Realmente, pela Afirmagao 1, podemos utilizar o teorema de Arzela-Ascoli para

obter uma sequéncia de conjuntos infinitos

NODN; DNy D...DN, D ...
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de forma que (G})ken, seja uniformemente convergente em [0,7] para cada r €
N. Assim, definindo k, como sendo o r—ésimo termo da sequéncia (k)gen,, basta

considerar N' = {k; < ko < ... <k, < ...} obter a verificacdo da Afirmagao 2.

P d N. seja G" € C(|0,T1]) tal i G, -G = 0.
ara cada r € N, seja € C([0,T7) tal que klerlg/ trerﬁ% |G llcocto,m)
Afirmacao 3: Para cada t € [0,7), existe v(-,t) € H(II) tal que G"(t) =

(v(-,t)|¥,) 2¢m) para todo r € N. Assim,

lim (03 (1) = v(-, ) ¥,) 2y = 0

uniformemente em [0,7") para cada r € N.

Fixemos ¢’ € [0,T) arbitrariamente. Como (vg(-,t'))rerv é uma sequéncia limi-
tada em H(II), existe N” C N infinito de modo que (vg(-,t'))gen convirja fraca-

mente a um elemento v(-,t') € H(II). Em particular,

. N o4 _
B (v (-, #) = 0 () r) 2y = 0

para cada r € N. Logo, pela Afirmacao 2 e pela unicidade de limite, temos G"(t') =

(v(-,¥')|¥,) L2(mr), seguindo a prova da Afirmacao 3

Até o fim deste capitulo, (v(-,?)):c[o,r) continua denotando a familia a um parametro

de campos em H(II) obtida na Afirmacao 3.

Afirmacgao 4: v € L*>(0,T; H(IT)) e, para cada u € L*(II), temos

L (04 (-, 8) = (- ) |w) r2qn) = 0

uniformemente em [0, 7).

Inicialmente, enfatizamos que é suficiente provar esta afirmacgao no caso em que
u € H(II), tendo em vista o Teorema 1.5. Com efeito, fixemos u € H(II) e ¢ > 0

arbitrariamente. Uma vez que

u = Z(u“lj?“)LQ(H)\IJT}

r=1
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é claro que a sequéncia u, = Z (u|¥,) 2y ¥, converge a 0 em H(II) quando
r=n+1

€
n — 00, o que implica a existéncia de ng € N tal que ||u,|/z2(m < —= para todo
VM

n > ng. Nesse caso, para cada t € [0,7), chegamos a

|(0r (5 8) = v D) ng ) 2an| < ([Jon (s O)llzan + 0G0 2qn) [[no || 22(m)

€ €
<2vVM =:,
- AWM 2

pois passando o limite quando k£ — oo nas relagoes

(Do) zal < (1) = oC Do 8) L2an | + [[ok( Ol 2 (- Dl 2

< (o, t) = (-, O, 1) r2an | + VMIo(, )]l 2,

vem que Hv(-,t)H%z(H) < VM||v(-,t)||L2qr). Destacamos que as ultimas relacoes ja

garantem que v € L>(0,T; H(IT)). Além disso, como

no

i > () e (vi (-, 1) = v(, )82y = 0
r=1

uniformemente em [0,7") para todo r € N (Afirmagao 3), existe ky € N tal que

no

> W) gy (v (- 1) — v )W) L2y

r=1

<

DO ™

sempre que k € N, k > kg et € [0,T). Isto certamente implica

no

Z(u|\Ilr)Lz(H)('u(~,t) —u(, )Y, 2

r=1

H(wk (1) = v D) ung ) 2|

|(0r (1) = v, )W) eap] - <

o que finaliza a demonstracao da Afirmacao 4.
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Afirmacgao 5: v € L*(0,T; H'(I)).

Fixemos m € {1,2,3}. Como (vx)ken € (Omvk)renw S0 sequéncias limitadas em
L*(TI7), existem um conjunto infinito N C N’ e dois campos v, w € L*(IIr) de modo
que as sequéncias (Vg )gene € (OmUr)renw convirjam fracamente a @ e w em L*(Ilp),

respectivamente. Portanto, @ = 0,,0, pois

T T
/ /(w-q))dxdt = lim/ /(8mvk-cl>)dxdt - llm/ / Vg O, ) dadt
o Ju keN” Jo Jn
T
= —/ /(U - O @) dzdt
o Ju

para cada ® € C°(Iy). Além disso, utilizando o Lema 2.7 e a Afirmagao 4, também

T
/ /(v-@)dmdt hm/ /vk Ydxdt = / /v D) dzdt
O H EN//

para cada ® € D(Ily). Assim, concluimos que v = ¥ quase sempre em Il e,

temos

portanto, v € L?(0,T; H'(IT)).

Daqui em diante, concentramos nossa atencao em verificar que v é uma solucao

fraca de (NS) em IIy. Com esta finalidade, comegamos com a

Afirmacgao 6: Se KL CC II, entao

li — =0.
kl%l ||Uk UHL?(ICX[OT})

Observamos que basta mostrar esta afirmacao para o caso em que K = C = (0,a)?

¢ um cubo aberto em R3. De fato, tomemos 1 > 0 e fixemos n € N de modo que
(6a)?
2v/n?

Wy, Wy, . .., w, € L*(C) tais que

T
/0 (1) — 0 1) 2o

< 1. Pela desigualdade de Friedrichs (Lema 1.8), existem n campos vetoriais

2
dt

(vp —v)dx

=1
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T
+n / V06 1) = 0 )2yt

2

M
(v —v)dz| dt+ 5,
2
para todo k € N. Por fim, como 1116%1]/ Z/ (vp —v)dz| dt =0 (Afirmagao

4), segue a Afirmagao 6.
Afirmagao 7: v é uma solucao fraca de (NS) em IIp.

Realmente, das Afirmagoes 4 e 5, ja sabemos que v € L*>°(0,T; H(IT))NL?(0, T; H'(IT)).
Consequentemente, aplicando o Teorema 2.9, o Lemma 2.7 e a Observagao 2.8 (b),

sabemos que basta verificar

(0l [0 o — (ol W) oy = —V/O (Vo (7)Y, e dr
—/0 (v(-,7) - Vo, 7)Y, 2mydr
n /O () [, ) ey,

paratodot € [0,7T) e para todor € N. Primeiramente, como ¢y, (t) = (vi(+, t)|¥,) L2(m),
fr(t) = (f’qu)L2(H)7

k
Zawcm = vV 2k = v(Vor(, 1)V, 2y

i=1
e
k k
Z UisrChiChs = Z(\I’iV‘PS\V‘I’r)LQ(H)CMCks = (vr(-, ) Vo (-, 0)|W,) 20
1,5=1 1,5=1

para cada r € N e para cada t € [0,7T), basta integrar de 0 até t € [0,T") os termos

das equagoes do sistema (O), para concluir que
t
(Uk<'7t)“ll7")L2(H) - (UO“IJT)LQ(H) = _V/ (VUk(',T)|V‘I/T)L2(H)dT
0
t
— / (?}k(', 7') . Vvk(-, 7'))|\I/T)L2(H)d7'
0
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para todo t € [0,T) e para todo r € N. Agora, das Afirmagoes 3 e 5, temos

lim (Uk< t) — U('7t>|\IjT)L2(H) =0

k—o0

t

lim [ (Vor(-,7) = Vu(-, 7)[VE,) 2an) = 0.

k—o0 0

Além disso, escolhendo um cubo C, C R3 de modo que supp(¥,) C C,, chegamos a

t t
/ (Uk . Vvk|\I/T>L2(H)dT —/ (U . VU’\IJT)LQ(H)dT
0 0
t

((Uk — U) V’Uk’\lf )LQ(C dr| +

VF1WHLCT</HW )~ o wy@)

(U — 0) [0 20y dT

t

< (1} V(Uk—’l})‘qf )LQ( )dT

para cada t € [0,7), onde v™ denota a m-ésima componente do campo v para cada

m € {1,2,3}. Esta desigualdade e as Afirmagoes 5 e 6 implicam

t

t
lim [ (v - Vog|¥,)2mdr = / (v - Vo[W,) 2 mydr,
0

k—o00 0

donde concluimos a Afirmacao 7.
Na proxima afirmacao, obteremos uma desigualdade de energia para v.

Afirmagao 8: A solucao fraca v satisfaz a estimativa (a) do enunciado deste

teorema.

A demonstracao desta afirmacao consiste essencialmente calcular o limite inferior

quando k — oo de ambos os membros da identidade

t t
ok (- ) Z2m+2v | IV, 7)1 2mdr = 2/ (e, L)) 2 dr -+l ok (- 0|22 .
0 0

47



lembrando que esta é vélida para todo ¢t € [0,7"). Sabemos que

Jim oy (-, 0) [ 2y = [lvollz2q)

em virtude da identidade de Parseval (Teorema 1.4) e que
t

i [ (o)) e = / (W( ) ey dr

k—oo [
pela Afirmac@o 4. Por outro lado, v e Vv sao os limites das sequéncias (vg)p2, e
(Vug,)52,, respectivamente, com respeito a convergéncia fraca de L?(Tl7) (Afirmagoes

4 e 5). Logo, pelo Teorema I11.3.3 de [3] (pagina 35), chegamos & estimativa

t
ol 1) g + 2 / 1007 2y dr
t
S llm lnf (H'Uk(’ t)H%?(H) + 2V/ ||V’Uk(’ 7')||%2(H)d7—)
k—oo 0

t
<2 [ DI dr + 1060,
para todo t € [0,7T), conforme desejavamos.
No ultimo passo desta demonstragao, vejamos que a aplicagao v : [0,T) — L?(II)
é continua em t = 0.

Afirmacgao 9: v satisfaz a condigao (b) do enunciado deste teorema.

Utilizando parte do que ja demonstramos aqui, podemos verificar esta afirmacao
de maneira bastante simples. Por um lado, a desigualdade de energia obtida na

Afirmacao 8 fornece

lim sup ||v(-, t)||%2(n) < ||U0||2L2(H)'
t—0

Além disso, como v é uma aplicagdo fracamente continua definida em [0,77] e to-

mando valores em L*(II) (Observagao 2.6(d)), temos
ool 22y < lim inf [o( ) 172
(Teorema I11.3.5 da pégina 35 de [3]). Finalmente, a relacao
[o(-,8) = vollZ2qmy = lo( D122y — 20, ) o) 2qany + llvoll 22

e, novamente, a Observacao 2.6 (d) implicam Pr% lv(-,t) = vollL2amy = 0. O
%
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Capitulo 3

Comportamento no infinito

Neste Capitulo, apresentamos resultados de cardter técnico que sao fundamentais
para o desenvolvimento do Capitulo 4 deste trabalho. Apesar de estarem intima-
mente ligados aos nossos propoésitos, os fatos aqui provados sao propriedades de
permanéncia a respeito da solucao suave das equacoes de Euler no espaco R? e das
solugoes fracas das equacoes de Navier-Stokes em um dominio exterior. Isto signi-
fica que os resultados aqui obtidos evidenciam caracteristicas gerais das referidas

solugoes, podendo ser uteis em outras situagoes e com outras finalidades.

3.1 Velocidade inviscida no espaco todo

Seja (u, p) a solugao do sistema (F) associada a um dado inicial suave ug, suponha-
mos que wy = rot uy possua suporte compacto e denotemos por 7% > 0 o tempo de
existéncia da referida solugao. Fixemos T' € (0,7*) e recordemos que o par (u,p)
usufrui das propriedades listadas no Teorema 1.17. Esta secao é dedicada ao estudo
do comportamento de u, 0;u e Vu no infinito. Para isto, comegamos com um lema
que sera importante tanto nesta secao quanto posteriormente.

Lema 3.1 Consideremos um campo vetorial ® € C°(R?) tal que / O(y)dy = 0,

R3
e seja M > 0 de modo que supp(®) C By (0). Entdo existe C > 0 tal que

/ @=9) )iy < %

s |z —yl?
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sempre que T € R® e |z| > 2M.

o
LR

e fixemos = € R? tal que |x| > 2M ey € By(0). Vejamos que o conjunto [z, —y] =

Demonstragao: Seja g € C°(R3\ {0}) o campo vetorial definido por g(z)

{1 —t)z+t(x —y);0 <t < 1} estd contido em R* \ {0}. Com efeito, se isto nao

ocorresse, existiria ¢y € [0, 1] tal que
0= (1—to)x+to(x —y) =1x—tox + tox — toy = x — toy

e, portanto, teriamos |z| = |to||y| < M. Assim, pela Férmula de Taylor com resto

de Lagrange, existe 6 € (0,1) de forma que

g(r —y) = g(z) + Dg(x — Oy)(—y).

Uma vez que

5 (228 42+ 2 —3mz —3n7
19(2) - |Z|5 ) |Z|5 ) |Z|5 ’
—32129 Z% — 22% + z§ —32923
) = (T

2, .2 2
—32123 —32923 2] + 25 — 223>

&m@:(VP’IW’ 2

para cada 2z = (z1,22,23) € R*\ {0}, e y € By (0) foi tomado arbitrariamente,

obtemos

Léﬁi@w¢@@' .

s |z —y[?
P
cof M,
B (0) |z — Oy

_c
= faP

/B o Dg(x — 0y)(—y) x <I>(y)dy‘

onde também utilizamos as relagoes

T

[ ||
o~ By] > Jal —Oly] > || ~ ol = 2
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Consequentemente, segue o resultado. 0

A seguir, generalizaremos um argumento simples utilizado na demonstracao do

Lema 3.1 e que sera importante no decorrer do texto.

Observagao 3.2 Consideremos uma funcio h € C.(R3 R ) e seja M > 0 tal que

supp(h) C By (0). Dado o > 1, afirmamos que existe C' > 0 de forma que

/ h(y) dy < C
Bu(0) [T —y[® ||«

sempre que © € R® e |z| > 2M.

De fato, argumentando como na demonstragao do Lema 3.1, concluimos que

T
lx —y| > % para quaisquer x, y € R? tais que |x| > 2M > 2|y|. Portanto, obtemos

h(y 2\ N 1
[ My [ o) (—) dy = (2 / h(y)dy) L
B (0) |:L‘ - y| B (0) |:L‘| B (0) |JZ|

Assim como no Capitulo 1, continuamos com a notagao w(zx,t) = (rot u)(z,t) para
todo (z,t) € R3 x [0,7]. No préximo resultado, contaremos com a parte mais

interessante do Teorema 1.17, a saber:

{r > 0;supp(w) C B,(0) x [0,T]} # 0.

Proposigao 3.3 Seja M > 0 tal que supp(w(-,t)) C By (0) para todo t € [0,T].

Entao existe C' > 0 de forma que

(a) ulz,1)] < %

(b) [Ovulx, t)] <
(¢) [Vulz,1)] <

sempre que |x| > 2M et € [0,T].

Demonstracgao:

51



(a) Como w € L>*(0,T; L'(R?)) (Teorema 1.17) e valem as estimativas

1 (z —y)
t = |— t)d

~ 4m B (0) |ZL’ - y|2

1 / 1
(7? BM(0)| v.9) |z]?

sempre que x € R? e |x| > 2M (veja a Observagao 3.2), jd temos a primeira

parte desta proposicao.

(b) Seja 1 o campo-corrente associado a u, como na Proposigao 1.18. Nesse caso,
u=rot Y e
-1 Vu —uV
Oy = rot (atw) — rot _/ (w u—1u W)(Z/) dy
4m Jgs |z —y|

L /B (z—y) X (wVu —uVw)(y)dy,

AT S0 o=y

pois a evolucao de w é regida pela equacao

Oww + uVw = wVu

_ 1 _
v € B3\ Byu(0) — (WVu = uVW)y) ;. g
AT ) By (0) lz —yl

¢ uma aplicagao de classe C*>°. Consequentemente, a luz do Lema 3.1 e da

continuidade uniforme (e, portanto, limitagao) da funcao

tel0,T] — |(wVu — uVw)(y,t)|dy € R,
B (0)

basta provar que / (wVu — uVw)(y,t))dy = 0 para cada t € [0,7]. Com
R3
efeito, a condicao divw = 0 implica

3 3
wVu = Zwi@-u = Z Oi(wiu)
i=1 i=1
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e, portanto, fixando R > M, temos

/ wVudr =
Ri’)

j& que w(z,t) = 0 para todo (z,t) € Sg(0) x [0,7]. Finalmente, trocando

3

Z /BR(O) Oi(wiu) = — i/ (wiu)0;(1)dz = 0,

i=1

os papéis de w e u na argumentacao que acabamos de apresentar, também

obtemos / uVwdr = 0 e chegamos a segunda estimativa do enunciado.
R3

Fixando z € R?® de modo que |z| > 2M e utilizando a Proposi¢ao 1.19, vem

que
Vu(z)]é = —PV /R 3 (4@;%/3)_25‘3 (e y); ;(g)]y? (x —y)}¢ > dy
TN e L
— {lo—y|>e}n{lyl<M} ( e y>4>7<r|°;(g)]y<|25> = y)}ﬁ) W

para todo ¢ € R3.

Por outro lado, é importante destacar que se € € (0, M), entao

]

]x—y]272M>5

para todo y € By(0), ou seja,
{y € Bu(0);ly — x| > e} = Bu(0)

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Utilizando esta 1ltima afirmacao, a

Observagao 3.2 e passando o limite quando € — 0 nas relagoes

'/{lx_ng}m{lylgm < wly) x € 3z —y) xwy)] ® (@ = y)}ﬁ) dy’
<

4r|w —y|3 dr|w — y[>

wy)x & 3z —y) xwy)] (@ -y}
dr|r —y|? dr|z — yf?

y !
{lz—y[>eIn{ly|<M}
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wly)x & 3z —y) xwy)]® (@ -y} a

LKM

drlz —y|3 dr|z —y|®
1 / lw(y)| )
<|— dy | |§
(477 ly|<M lz —yl? €
C
< —
vem que

V() < %rf\

para quaisquer x,& € R3, com |z| > 2M. Com isso, todas as afirmagoes do

enunciado estao devidamente demonstradas.

Observagao 3.4 A continuidade de cada campos envolvidos na Proposi¢cao 3.3 per-

mite estender as estimativas ld obtidas para todo (x,t) € (R3\ {0}) x [0, T7.

Informamos que a Proposicao 3.3 tem um papel crucial na secao subsequente,

que é dedicada ao estudo do decaimento da pressao das equacoes de Euler no infinito.

3.2 Comportamento da pressao

Assim como na segao anterior, continuemos com a soluc¢ao (u,p) das equagoes de
Euler em R?, com as propriedades destacadas no Teorema 1.17. O objetivo da
presente se¢ao ¢ demonstrar que, para cada t € (0,77, existe p,, = po(t) € R tal
que a func¢ao escalar p — p, decai no infinito. Visando a este propédsito, comecamos

estudando o comportamento de Vp no infinito.

Proposicao 3.5 FizemosT € (0,7*). Entdo existe uma constante C' > 0 (que nao
depende de t € (0,T]) de forma que

C

Vp(x,t)] < —

Voo 0] <

para todo (z,t) € (R*\ {0}) x (0,T7.
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Demonstracao: Inicialmente, recordemos a primeira equacao do sistema (F)
Vp = —0u — uVu.

Pelos itens (a) e (c) da Proposigao 3.3, existe C' > 0 tal que
C
|(uVu) (@, t)] < fu(e, )] |Vu(z, 1) < EE
para todo (x,t) € (R*\ {0}) x [0, T]. Assim, também utilizando a estimativa (b) da

referida proposicao, temos

C C
IVp(z,t)| < |Owu(z, t)] + [(uVu)(z,t)| < oF + F
para todo (z,t) € (R3\ {0}) x [0,T7], o que fornece o desejado. 0

A proposicao 3.5 sugere que a pressao p das equacoes de Euler se comporte como
a funcao v € R*\ {0} — ]x% € R no infinito. A partir de agora, baseados nesta
colocacao intuitiva, visamos a atribuir um significado rigoroso para esta idéia. O
primeiro passo é ver que a funcao p, restrita a qualquer reta em R?® que passa pela

origem, possui um comportamento assintético no infinito. Mais precisamente, temos

0
Lema 3.6 Seja y € R*\ {0}. Entao o limite
L = lim p(0y)
0— o0
existe e € finito.

o0

Demonstracao: Consideremos uma sequéncia de nimeros reais positivos (6,,)5°,

tal que 6, — oo. Fixemos m,n € N arbitrariamente e digamos que 6, < 6,,
(isto implica |0,y < |0my]). Assim, definindo o caminho retilineo ,,,(s) = sy
(s € [0n,0m]), aplicando o teorema fundamental do cdlculo para integrais curvilineas

e utilizando a Proposi¢ao 3.5, chegamos a

/ Vp - dr

95

P(0ny) — p(0n7)] =




Om
Vp(Omn(s)) - ol (s)ds

mn

On

om
< [ 1vplspllsids

C (1 1
2P \6 6

o que nos diz que (p(6,9))s>, é uma sequéncia de Cauchy em R. Ponhamos L; =
711220 p(0,y). Para concluir a demonstragdo deste lema, é suficiente verificar que
o limite L; ndo depende da sequéncia (6,,)°°, que foi tomada inicialmente. Com
efeito, seja (A,)%2; uma outra sequéncia de nimeros reais positivos que tende a
infinito quando n — oc. E evidente que 0 mesmo argumento que apresentamos para

sequéncia (6,,)%, também garante que

c |1 1
N 11
IP(And) — P(And)| < E |22 T

para quaisquer m,n € N. Ponhamos Ly = lim p(\,y) e vejamos que L; = L. Re-
n—oo

almente, fixando n € N arbitrariamente e trocando #,, por A\, na primeira estimativa

apresentada nesta demonstragao, concluimos de maneira inteiramente analoga que

1 1

|p(‘9ng) - p(Ang)l < 92 - )\_2

Finalmente, a desigualdade

Ly = Lo| < [Ly = p(0ng)| + [P(0ny) — p(And)] + [P(And) — Lo,

valida para todo n € N, estabelece o resultado. O

Como ja dissemos, a interpretagao geométrica do Lema 3.6 é que a funcao p,
restrita a retas em R? que passam pela origem, tem um comportamento assintético
no infinito. Entretanto, tal comportamento depende, a priori, de cada reta fixada.
Com isso, a pergunta natural é se este é realmente o caso. A resposta para esta

questao ¢é exatamente o contetido do
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Lema 3.7 Sejam i e z dois vetores em R3\ {0}. Entdo

lim p(6y) = lim p(6z).
0—o0 0—o00
Demonstragao: O caso em que zZ = ay, para algum a > 0, segue diretamente
do Lema 3.6. Dessa forma, ponhamos L = elim p(0y), M = elim p(6z) e abordemos
— 00 — 00
a situagdo complementar. Sem perda de generalidade, suponhamos que |y| > |Z|.

Fixemos 6§ > 0, denotemos por S a esfera centrada na origem de R?, com raio

0)z|, e consideremos a geodésica minimizante em S que liga o ponto 6z ao ponto
_ 97|

9]
antipodais). Utilizando a notagao usual 7,S para o plano tangente a S no ponto ¢,

q = q y (observemos que a referida curva é unica quando 6z e ¢ nao sdo

tomemos v = vg € T,S de modo que
o1(s) = (sen(s))q + (cos(s))6|z|v,

com s € [s1, 9] C [0, 27|, seja uma parametrizagao do arco de geodésica supramen-

cionado (veja o Exemplo 3 da pagina 294 de [4]).

01z
o
i

o ponto ¢ € § ao ponto 0y (observemos que o trago deste caminho se degenera em

Agora, consideremos o caminho retilineo o,(s) = sy, com s € { 1, que liga

um tunico ponto se |y| = |Z|).

Posto que o teorema fundamental do calculo para integrais curvilineas implica

as relagoes

p(0y) —p(0z) = [p(g) —p(02)] + [p(0y) — p(q)]
= Vp«d’r’—i—/Vp-dr,

utilizamos a Proposicao 3.5 para chegarmos as duas estimativas

/Vp-dr

< / " | Vp(oa(s))lo} ()] ds

S1

g/ o S0|z]ds
s o)l
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S92 C ~
- [,

(82— s1)

Q

92'2‘2

2rC

IA
D
_»
0
no

0
< / IV p(oa(s))loh(s)ds

o que fornece
2rC C (|y|? 1
0y) —p(02)| < |— + — [ == — 1| —=.
pios) 02 < [ 55+ o7 (1) 7
Consequentemente, passando o limite quando § — co em ambos os membros desta

ultima desigualdade, concluimos que L = M. O

Observagao 3.8 Definamos p,, = p.(z,t) = elim p(0z,t) para cada (x,t) € (R®\
—00

{0})x[0,T]. Em vista do Lema 3.7, p., nio depende de x € R*\{0}. Consideremos

a funcao p(x,t) = p(x,t) — po(t). O objetivo da prozima proposi¢ao é demonstrar

que p = O(|z|72) quando |z| — .

Proposicao 3.9 Com as notagoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que

C

z|
sempre que (z,t) € (R*\ {0}) x [0,T].
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Demonstragao: Fixemos z € R*\ {0}. Argumentando como nos Lemas 3.6 e 3.7,

e utilizando a Proposicao 3.5, concluimos facilmente que

Ip(0x) — p(x)| = /1 Vp(sz) - zds

0
C
< —|xld
—/1 PP 1
_ ¢ (1
A

para cada 6 > 1. Portanto, utilizando a Observacao 3.8 e passando o limite quando

f# — oo na estimativa que acabamos de obter, vem imediatamente que

Ip(2)| = [p(2) = Poo| < Sl

o que finaliza a demonstracao. O

Observacao 3.10 Como o par (u, p) soluciona o sistema (E), € claro que o mesmo
¢ verdadeiro para (u,p). No restante deste texto (e principalmente no Capitulo 4),
este ultimo € o par no qual estamos interessados, uma vez que o decaimento de p no

infinito (Proposi¢do 3.9) € um fato crucial para os nossos propdsitos.

3.3 Comportamento do campo-corrente

Como na Secao 3.1, denotamos por ¥ o campo-corrente associado a velocidade u
das equagoes de Euler (veja a Proposicao 1.18). O intuito da presente secao é
analisar o comportamento de 1 e de suas primeiras derivadas no infinito. Para

tanto comecamos apresentando o seguinte fato geral:

Lema 3.11 Seja f € C*(R3 R3) e consideremos M > 0 de forma que supp(f) C

Bun(0). Entdo existe C > 0 tal que

/R /) dy L f(y)dy‘S%

sle—yl ™ o] Jre ]

sempre que x € R®, com |z| > 2M.
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1
Demonstragao: Seja g € C°(R?\ {0};R) a fungao definida por g(x) = ﬂ Fi-

x
xemos x € R, com |z| > 2M, e y € By(0). Argumentando como na demonstragao

do Lema 3.1, concluimos que
.0 —y] = {(1 =)z + t(z —y);t € [0,1]} C R*\ {0}.

Dessa forma, utilizando a férmula de Taylor com resto de Lagrange, obtemos 6 €

(0,1) de modo que

1
= g(x) + dg(z — 0y)(=y)
1 (z=0y) -y
o[ o= byl
uma vez que 0;g(z) = % para cada z = (21, 29, 23) € R\ {0} (: € {1,2,3}). Logo,

como y foi fixado arbitrariamente, vem que

/Rf(y) dy L f(y)dy‘ =

s |z —yl _Iw\ R3

By | —0y[3

< / W
B (0) |37 - 6y|

Estando em posse desta iltima estimativa e argumentando novamente como na

demonstracao do Lema 3.1, segue imediatamente o que pretendiamos demonstrar.

O

Embora seja bésico, o Lema 3.1 foi crucial para aperfeicoarmos a estimativa pon-
tual aguardada para o campo O,u, questao descrita detalhadamente na Proposi¢ao
3.3(b). Do mesmo modo, salientamos que o Lema 3.11 exerce um papel semelhante

na obtencao do decaimento de dy%) no infinito.

Proposicao 3.12 Seja w = rot u, firtemos T € (0,T*) e consideremos M > 0 de

modo que supp(w(-,t)) C By (0) para todo t € [0,T]. Entdo existe C > 0 tal que
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sempre que x € R®, com |z| > 2M, et € (0,T].

Demonstragao:

(a)

Como

Y(x,t) = ! / w(y: ) dy

Am B (0) |I - y|
para todo (z,t) € (R®\ Bay(0)) x [0, 7] e a funcio
tel0,T] — lw(y,t)|dy € R
B (0)
¢ uniformemente continua, a conclusao desta parte segue imediatamente da

Observagao 3.2.

A expressao integral de 1 obtida na Proposi¢ao 1.18 (também relembrada

acima) e a equagao da vorticidade dyw 4+ uVw = wVu implicam

(. 1) = —_1/ (wWVu —uVw)(y,1t) dy
4 B (0) |:L‘ - y'

para cada (z,t) € (R®\ Bay(0)) x (0,T]. Recordamos que, na demonstragio

da Proposicao 3.3(b), verificamos a relagao
/ (wVu —uVw)(y,t)dy =0
B (0)
para todo t € (0,7]. Logo, o resultado desejado segue do Lema 3.11, da
Observagao 3.2 e do fato de a fungao
tel0,T] — |(wVu —uVw)(y,t)|dy € R
B (0)

ser uniformemente continua (e, portanto, limitada).
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(¢) Uma vez que

8( 1 )_—(%‘—yz‘)
Or; \ |z -y lz —yl3

para cada (x,y) € (R3\ Baa(0)) x By (0) (i € {1,2,3}), chegamos a

[ e < [0

B (0) |£L’ - y| B (0) |£B - y|2

|0 (2, )] =

para todo (z,t) € (R®\ Bay(0)) x [0,T]. Nesse caso, a estimativa procurada

¢ uma consequéncia direta da Observagao 3.2.

3.4 Solucoes fracas de Leray-Hopf em um dominio
exterior

Assim como no Capitulo 2 deste trabalho, consideramos um aberto limitado Q C R3,
que possua fronteira suave. Ainda como naquela ocasiao, ponhamos IT = R3\ Q e
Iy =1 x[0,7). A finalidade da presente segao é ajustar a Observacao 2.6 de modo
a estendé-la para campos-teste que nao possuam suporte compacto, mas apresentem
um decaimento razoavel no infinito. Esta nova formulacao é realmente necessaria

em vista do que desejamos apresentar no Capitulo 4.

Inicialmente, seja n € C>(R?; [0, 1]) tal que

1 se |z| <1,

n(x) =
0 se |z|>2,

x

e, para cada s > 0, definamos ns(z) = 7 <—> (r € R?). No proximo resultado,
S

discutiremos algumas propriedades essenciais da familia de campos suaves {ns; s >

0} que acabamos de introduzir.

Lema 3.13 Com as notacoes fixadas acima, sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
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(a) Se F é um campo suave em I1 C R? e pertence a WV2(I1), entdo a familia de

campos {nsF; s > 0} converge a ' em W12(II) quando s — oo,

(b) Para cada a € (3,00], a familia de campos vetoriais {Vns;s > 0} converge a

0 em L*(I1) quando s — oc.

Além disso, suponhamos que G : R® x [0, T] — R3 seja um campo suave, e admi-

tamos que existam Cy >0 e a > 0 tais que

Gla,t)] < S

GR

para todo (x,t) € (R¥\ {0}) x [0,T]. Entao existe Cy > 0 de modo que:

C
(c) |0msG (-, )| L2y < a2 para todo t € [0,T], onde i € {1,2,3};

1
S 2

(@) 105G 1)) <~y sempre que t € 0.7, onde i,j € { 1,2,3);

Cy

para todo t € [0, 7.

3
(e) Se a > 3 entao ||nsG(-,t) — G(-,t)|| 2 <

3
s 2

Demonstragao: Em primeiro lugar, fixemos sy > 0 tal que 2 C B(0) sempre que
s > so. Nesta demonstragao, todos os argumentos se referem a campos 7, indexados

com s > Sp.

(a) Seja x € Il e tomemos s; > 59 de modo que x € B,(0) para cada s > s;. Nesse
caso,

ns(z)F(x) — F(z)

0;(nsF)(z) = O;F(x) (1=1,2,3)

quando s — 0o, uma vez que 1s(x) = 1 e 9ns(x) = 0 para todo s > s;. Além

disso,

[ns(2) ()] = |ns(2)||F(2)] < [F(2)]
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|0i(ns ) ()] = |0ins (2) () + ns(2)0:F ()| < C|F ()] + |0 F ()],

sendo C' > 0 uma constante que nao depende de x € Il e também nao depende
de s > sp. Portanto, como tomamos x € II arbitrariamente e F' € W12(II), o

teorema da convergéncia dominada implica a parte (a) do enunciado.

(b) Para cada i € {1,2,3}, temos
s (z) = 1, <f>
74/]78 - s Z/r] s )

o que claramente implica ||V7s||pe@m — 0 quando s — oco. Além disso, a

demonstragao no caso em que a € (3,00) segue diretamente das relagoes

a 1
—dx
Sa

[ om@pds = [ oo (%)

1 zyje 1 1 .
= o5 L ()] e = sl

ja que estas sao vélidas para todo s > sg. Isto fornece a parte (b) do enunciado.

(c) Utilizando a mundanca de varidveis x = sy como no item (b), chegamos a

1
[omweaore = [ 1
1 s<ly|<as S

< [ son) PGy Py
1<|y[<2

, C}
< slOnW)I" ot 5a
1<]y[<2 S |?/|

1
< o (Cf / I@n(y)IQdy)
§ 1<]y|<2

o (%) ‘2 G, 1) [2da

para cada ¢ € {1,2,3} e para cada ¢ € [0, 7, donde segue a condi¢ao (c) deste

lema.
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(d) Fixemos i,j € {1,2,3}. Através da mesma mudanga de varidvies da demons-

tracao dos demais itens, obtemos

| i @cte e = [
s<|:c|<25

— [ PG 0Py
1<|y|j<2 §
1/ C?

<=~ En)P 5z dy
s Jicyl<e ) s*y|?e

1
< 02/ 0; ’d )
< (G2 108wFay

i (%) (2 G, )2

para cada t € [0, T]. Isto fornece a parte (d) do enunciado.

(e) Em primeiro lugar, destacamos que célculos elementares garantem que

/ dy 4w
wizt [y 2a -3

3
para todo a > 3 Logo,

0(2)G(a,t) — Gz, O)Pde = n(2) ~1)Gla,t)
1 |z|>s S

- / In(y) — 121G sy, 1) 2s*dy
ly|>1

/ |2 012 3
< In(y) —1 s dy
ly>1 s2[y[>*

< 0012/ dy
- 820173 |1 |y|2a

1 4rCC?
- 203 \ 20 — 3

2

dz

para todo t € [0,T], onde, novamente, foi utilizada a mudanga de varidveis x =

sy. Assim, todas as afirmacoes do enunciado ja encontram-se demonstradas.

O
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Agora, ja estamos prontos para apresentar o resultado mais importante desta
secao, que é também o ultimo deste capitulo. Ressaltamos que este visa a obter
conclusoes andlogas aquelas que foram adquiridas na Observacao 2.6(d), e que sua
demonstracao se refere a objetos tratados no Teorema 2.11. Sendo assim, fixamos
T > 0, tomamos vy € H(II) e consideramos o sistema (NS) em Ilr, com dado inicial
vp e forcamento nulo. O referido teorema garante a existéncia de uma solugao fraca
v : Il — R? para o sistema mencionado (no sentido da Definicio 2.1). Mediante

estas colocagoes, temos a

Proposigao 3.14 Sejam ¢ : R®x[0,T] — R® ¢ F : R? — R? dois campos suaves

satisfazendo as condigoes:

(a) supp()) C (R*\ B) x [0,T], onde B ¢ wma bola aberta que contém Q (salien-

tamos que supp(v) nao € necessariamente compacto);
(b) div F =0 e supp(F) é um subconjunto compacto de I1;

(c¢) Existe uma constante Cy > 0 tal que

N o)
N o
V(1) < EE

~ Cl
< —
|8t77b(x7t)| =z

| 2

para todo (z,t) € (R3\ {0}) x [0,T].

Seja w = rot ¥ + F e suponhamos que exista uma constante Cy > 0 tal que

Cy

< 72

‘w(x7t)‘ — |l_|27
Cy
< 22
|Vw(z,t)| < BE
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&

|Ovw(z, t)] < P

para todo (z,t) € (R*\ {0}) x [0,T]. Entao

(v t)|w,t) ey — (volw(-,0)) 2y = /0 /H[v -Oyw — vV : Vwl|(z, 7)dxdr

t
+/ /(UVw)-vda:dT
o Jo

para todo t € [0,T).

Demonstragao: Fixando sy > 0 como no Lema 3.13, ponhamos
wg = rot (nsw) + F = Vn, X ) + nsrot v+ F

para cada s > sg. Claramente, {ws; s > so} é uma familia de campos suaves que
possuem divergente nulo (condigao (b)) e cujos suportes sdo subconjuntos compactos

de IT x [0, T (condigdes (a) e (b)). Assim, pela Observacao 2.6(a),(b), temos

(W t)ws(-, 1)) 2y — (volws(+,0)) 2y = /0 /H[U -Oyws — vV : Vwg(z, 7)dxdr

t
—/ /(va)"wsdl‘dT
o Ju

para cada t € [0,T) e para cada s > s9. A fim de obtermos a demonstragao
desta proposicao, passamos o limite quando s — oo em cada termo da relacao que

acabamos de exibir.

Afirmacao 1: lim (v(-,¢)|ws(-,t)) 2y = (v(-,t)|w(-,t))2an para cada t €
5—00
[0, 7).

Realmente, utilizando a desigualdade de energia (Teorema 2.11(a)), os decai-

mentos de v e rot ¢ descritos no enunciado, e o Lema 3.13(c),(d), chegamos a

(0, Dfws(- 1) 2y = (W Dw(, 8) 22|
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/%w%WmXJHm—Mm@W
11
< Jols Ol IV x & + (s — Dyrot &2z

< ol L2y (Vs < %Z’HL?(H) + [[(ns — 1)rot @Z“L?(H))

C C
< Jvol| z2(m % + %

<C
T Vs

para cada t € [0,T), seguindo a Afirmagao 1.

Afirmagao 2: Para cada t € [0,T),

t t
lim / /(v - Oywg)dxdT = / /(U - Oyw)dxdr.
70 Jo Jo 0 Ju

De fato, observando que
Opws = V15 x O + 1,0,(rot 1)),

utilizando os decaimentos de éh; e dyw (hip6tese), e recordando o Lema 3.13, con-

cluimos que

SILI{.IO ans X atl/;HLQ(H) =0

lim ||(ns — 1)0s(rot %E)HL?(H) =0

S§— 00

uniformemente em [0,7"). Estes fatos e as relagoes

/ot/n(v - Qywg)dxdr — /Ot /H(’U - Oyw)dzdr

t
< / / 0[|Vns x Opp + (15 — 1)y (vot ¥)|dzdr
0 11

t
SMﬂwm/H%X@WmmﬁﬂT
0

t
+|Ivo||L2<n>/ 1(ns = D)0 (rot )| 2 (7)d7
0
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(Teorema 2.11(a)), validas para todo t € [0,7"), demonstram a Afirmacao 2.

Afirmagao 3: hm// : V) (z, 7)drdr = // (x,7)dzdr
§—00

para todo t € [0,7).

Inicialmente, analisamos as relagoes

3
Vv : (Vws — Z 0;v;0; — ) Z v - 0j(ws — w)
i=1

i,j=1

Oiws — dyw = 0;(Vns) X 15 + Vs X @-@E + (0ins)rot JJ + (ns — 1)0;(rot @Z) (i=1,2,3).

Pelos decaimentos de ¢, Vi e Vw, assumidos no enunciado, podemos utilizar o

Lema 3.13(c),(d),(e) para concluirmos que

lim [|(Qiws — 9w) (-, 7) |22y = 0

S§—00

uniformemente em [0, 7). Logo,

t ¢
/(Vv : V) (z, 7)dzdr —/ /(VU : Vw)(x, 7)dxdr
0 JII 0 JII
3 t
< Z/ / |0v]|0i(ws — w)|(x, T)dxdT
i=1 70 JII
3 t
< Z/O 10:v(-, )l L2y 10 (ws — w) (-, 7) || L2 (mydwdT
i=1

< g (/Ot Haiv(.,T)H%Q(H)dT)é (/t 10 (ws — w)(-,r)H%?(n)dr) 2

; ;
< Cllllizan 3 ( / 104w, — w) >||%z<n>df)
=1

para todo ¢t € [0,7") (utilizamos novamente a estimativa de energia do Teorema

2.11(a)), o que assegura a Afirmagao 3.

Afirmagao 4: Para cada t € [0,T),

t t
lim / /(UVU) cwsdrdr = —/ /(va) -vdxdr.
70 Jo Jn 0o Ju

69



Primeiramente, temos

/O t /H (0V) - wodadr
- i / t | wdw) - wdzar
= i/t/[vi(@(wws) — v - duw,)]drdr
T

—/ /(Usz)md:ch
0 Jm
t
= —/ /(vas)-vdxdT,
0 Ju

pois como (v -w,) € L} (1) e V(v - w,) € L*(IT), podemos utilizar a decomposigao

ortogonal do Teorema 1.5 para obtermos

// V(v - wg)dxdr = 0.

Consequentemente, lembrando novamente os decaimentos de 1), Vi) e Vw supostos
no enunciado e utilizando o Lema 3.13(c),(d),(e), obtemos C' > 0 (independente de
t €10,77) tal que

¢
(vVv) - wedzdTt + / /(va) -vdxdr

WV (w — wy)] - vdxdT

0
¢
§/ /|v|2|Vw5—Vw|dxdT
o Ju

t
< / oo ) 2o | Vs — Vol gy

<o e [ e st

S 83/27

onde C' > 0 também nao depende da varidvel temporal (veja o Lema 1.9, a Ob-

servagao 1.10 e o Teorema 2.11)(a)). Assim, a Afirmacao 4 ja esta verificada.
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As quatro assercoes vistas acima finalizam esta demonstracao.
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Capitulo 4

Dominios tridimensionais
singularmente perturbados

Este capitulo é a parte central desta tese. Aqui, estamos interessados em estudar
o comportamento assintotico de escoamentos incompressiveis tridimensionais com
viscosidade pequena em torno de um obstaculo distante. Como dissemos na in-
trodugao, o presente trabalho é baseado em [21], onde foi desenvolvido um estudo
detalhado sobre o comportamento limite de escoamentos incompressiveis bidimen-
sionais e tridimensionais, com viscosidade pequena, quando os mesmos ocupam um

dominio limitado com fronteira distante.

Assim como em [21], provamos, no nosso contexto, que o escoamento limite é
regido pelas equacoes de Euler no espaco todo e descrevemos a taxa segundo a qual
este comportamento assintotico é estabelecido. Além disso, como aqui e em [21]
¢ examinado o efeito de considerarmos escoamentos com viscosidade pequena em
dominios com fronteira distante, contrastamos as taxas de convergéncia resultantes

dessas duas analises distintas.

Daqui em diante, consideramos um dominio limitado e suave Qg C R?, e supomos
que R?\ Q) seja conexo e simplesmente conexo. Além disso, para cada R > 0,

utilizamos as notagdes Qr = Qy + (R, 0,0), Il = R*\ Qr e 'y = 0Qp = .
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4.1 Consideracoes e estimativas iniciais

Consideremos um campo vetorial wy € C®(R3;R?), com divwy = 0. Pela Pro-

posicao 1.18, sabemos que

wiw) =7 [ @Y o)y

CAm s |z —y[?
é o tnico campo vetorial em L?*(R?) tal que div up = 0 e rot uyp = wy (observamos
ainda que uy € C*(R3), tendo em vista o resultado da pdgina 246 de [10]). Até o
final deste texto, seja u = u(x,t) a solugao das equagoes de Euler incompressiveis
em R3, com dado inicial ug, consideremos o tempo T* > 0 de existéncia desta
solugao e fixemos 7" € [0,7*). Recordamos que esta solugdo u = u(z,t) usufrui das
propriedades descritas no Teorema 1.17. Agora, seja p = p(z,t) a pressao associada
a u = u(z,t) como na Proposic¢ao 3.9 (veja também a Observacao 3.10), isto é, (u, p)

é solucao cléassica do sistema

((Qu+ (u-Vu+Vp=0 em R3x(0,7);
divu=0 em R3x[0,T];
(E)q
‘1|1m lu(z,t)] =0 para todo t € [0,T);
Tr|—00
| u(,0) = up(z) em R3,

onde p = O(|z|72?) quando |z| — oo.
4.1.1 Aproximacgao para a solucao das equacoes de Euler

Como nos capitulos anteriores, lembramos que

H(Ilp) = D(Ip) 00 = {f € L(MR):div f =0 ¢ f-7ilon, = 0}

HY(ITg) = D(ILp) ™00 — [ € WE2(IIR)idiv f =0 ¢ flon, = 0}.
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Nesta etapa, aproximamos a solu¢ao u = u(z,t) de (E) por uma familia de cam-
pos suaves {u’?; R > 0} com respeito & norma de L>([0, T]; H'(Ilz)) e apresentamos
um conjunto de estimativas que possibilitam o estudo do comportamento assintético
ao qual nos referimos no inicio deste capitulo. Com esta finalidade, fixamos My > 0
tal que Qy C By, (0) e consideramos uma funcio par ¢ € C*(R; [0, 1]) satisfazendo

as condigoes

1 se |s| > 2My;

pls) =
0 se |s| < M,.

Agora, para cada x € R3, ponhamos ¢7(x) = ¢(|z — (R, 0,0)]), seja

v =4 [ 1) g,

Cdn rs [T — |

(w = rot u) o campo-corrente associado a u = u(z,t) e definamos
u = uf(2,t) = rot (" (v + Cr)),

onde Cg é o campo vetorial constante dado por

-1

Cp = ——
R 47TR R3

wo(y)dy-

Observacao 4.1 Na Proposi¢ao 3.12(a) apresentamos um decaimento para o campo-
corrente 1 no infinito. No entanto, a estimativa ld obtida nao € suficiente para al-
gumas das nossas finalidades. Destacamos que esta € a razdo de termos introduzido

o campo Cg.

Observagao 4.2 A sequir, listaremos algumas propriedades basicas referentes aos

campos pertencentes a famidlia {u*; R > 0}.
(a) Da definicio da fungio @, é claro que cada fungdo ™ satisfaz:

1 se |xr—(R,0,0)| >2Moy;
ph(z) =
0 se |z—(R,0,0)] < M.
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Como

uft = Vet x (¥ + Cr) + ¢"u (R >0),
cada u® € um campo suave em R® que se anula em uma vizinhanca de T'p.
(b) ufi(z,t) = u(z,t) sempre que x € llg, |z — (R,0,0)| > 2My et > 0.

(¢) Cada u® (R > 0) possui divergente nulo, uma vez que estes campos sio defi-

nidos como o rotacional de um campo suave.
(d) A derivada temporal de cada u'* (R > 0) se exprime como

o =Vt x o)+ o

= Vol x 0p) — "uVu — p*Vp
em g x (0,7).

Antes de verificarmos que HuR — ul| ree(jo,7;:m1 (1)) — 0 quando R — 00, necessi-

tamos da desigualdade contida no

Lema 4.3 Sejam x,y € R3\ {0} tais que |z| > 2|y|. Entdo

< Ayl

R

1 1
|z —y| |z

Demonstragao: Assim como no Lema 3.1, podemos obter 6 € (0, 1) de forma que

1 I (x —0y) -y
=yl [z =0y
Uma vez que a relagao |z| > 2|y| implica |z — Oy| > ‘Qil, o lema estd provado. O

A seguir, faremos algumas colocagoes que serao utilizadas no decorrer do capitulo.

Observacao 4.4 (a) Seja R > 0, consideremos uma funcao h € C(R3x [0, T|; R),
e suponhamos que existam o > 1 e C' > 0 tais que

C

h(x,t)] <
]
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para todo (z,t) € (R3\ {0}) x [0,T]. Entao

C
sup [ (9" (@) e, ) de <
IIg

te[0,T]

para todo R > 0 suficientemente grande.

De fato, como

ly+(R,0,0)| > R—|y[ > R—2My >0

sey € R®, My < |y| <2My e R > 2My, a conclusdio desejada vem das relagoes

/HIVsOR(w)IQIh(fB,t)Fdw = ¢ (lx = (R, 0,0))*|(z, )" dz

/1\40 S |$7 (R7070) | S2MO

- / & (y)PIhly + (R,0,0),8)Pdy
Mo<|y|<2Mo

<C sup |h(y+(R,0,0),t)

Mo<|y|<2Mo

< sup { ¢ }

o Mo<|y|<2My |y + (Ra 0, O)|2a

C

< - -

(R —2M;)?

< C 1

— 2« 2a )
(-2 | 7

vdlidas para todo t € [0,T]. Finalizamos este item observando que este fato

continua vdlido se h € C(R? x [0,T];R?).

(b) Se trocarmos V!t por o — 1 ou por 81-2]@0]% (i,j = 1,2,3), obtemos um fato
andlogo dquele destacado no item (a), o que pode ser verificado facilmente

através de minimas adaptacoes.

O proximo resultado traz um importante conjunto de estimativas que permite

estabelecer o resultado principal deste trabalho.

Proposicao 4.5 Existe uma constante C' = C(Qo,T) > 0 de modo que, para todo

R > 0 suficientemente grande, sao validas as sequintes estimativas:

C

(a) u® = ullpqorr2any + 0™ = @ ull o o1122110)) < R
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C
(b) VU™ = Vul L oryL2(11a) < ik

C

(c) 11DV | Loy r2 1)) + 1V X 0| oo o 77:22(11m)) < =

(@) 1uf e o112 1)) + VUl o 1152 11) + IV | oo o.17:22 107 < C-
Demonstragao: Iniciamos a demontragao de (a) mostrando o seguinte fato:
Afirmacao: Existe uma constante C' > 0 de forma que
C
sup  [¥(y + (R,0,0),t) + Cr| < —;

2
Mo<l|y|<2Mo R

para todo R > 0 suficientemente grande e para todo t € [0, T.

De fato, se y € R?, com My < |y| < 2My, e R > 2Mj, temos
Isto fornece

1 w(z,t) 1
" ar /R3 T (70,0) — 2" IR /R3 wo(y)dy‘

=i dz — t)d
~lam /R O+ B0.0) — 27 el (7.0,0)] Jo 0

¥ 1 = [l
inly + (R,0,0)]  4nR| Jps OV
C 1 4|y|/
< )|d
U+ (RO.0) i1 R? lwo(z)ldz

<L+_
= (R-2M,)? R

para todo ¢t € [0,T], tendo em vista os Lemas 3.11 e 4.3, a conservagao do fluxo

total da vorticidade e o fato de a funcgao

€0,T]— | |w(zt)|dz
R3

ser limitada. Assim, a afirmacao ja estd devidamente verificada.
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Em posse da afirmacao acima, chegamos a

HUR - SORUH%%HR)
= [[Ve™ x (¥ + Cr)| 72115

' (le = (R,0,0))[*[(x,t) + Cr[*dz

/]\40<m(R,0,0)<2M0

— [ DRI + (R0,0),0) + Crfdy
Mo<|y|<2My
<C  sup |P(y+(R,0,0),t) + Cgl?
Mo<|y|<2My
C
= Ri

Além disso, como

para todo (z,t) € (R®\ {0}) x [0,T] (Proposicao 3.3(a)), podemos utilizar a Ob-
servagao 4.4(b) para obtermos a estimativa

C
(@™ = D)l oo, 22 (110 < ook

Portanto, basta recordar a identidade
u® —u =rot (¢ (¢ + CRr)) = Vo' x (1 + Cr) + (©® — 1)u

para concluir a parte (a) desta proposicao.

Passando a parte (b) do enunciado, recordamos a identidade

D — B = 9,(VeR) x (¢ + Cr) + V& x 9

+(0;0™u + (¢ — 1)0u,

vélida para cada i € {1,2,3}. O mesmo argumento utilizado na obtengao da esti-

mativa
R C
IVe™ x (v + Cr)ll o221 < 73
emonstracao do item (a)) tambeém garante que
d ¢ao do i bém g
C

10:(V™) X (¥ + Cr)|l oo o, 13:02(110)) < ook
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Além disso, os decaimentos de Vi (Proposigao 3.12), u (Proposi¢ao 3.3(a))e Vu

(Proposicao 3.3(b)) implicam
R C
IVe™ X 0| Lo qorizzaiay < 25

C
10" )ul| Lo 0,73 22 (1)) < I

C
(™ = Dosull o o.ms2210) < 75
para todo R > 0 suficientemente grande (veja também a Observacao 4.4), o que

finaliza a demonstragao do item (b).

Para chegar a demonstragdo de (c), basta observar que os decaimentos de p
(Proposicao 3.9) e 9y (Proposicao 3.12(b)), e a Observagao 4.4 asseguram imedia-

tamente as estimativas

_ C
1DV " oo (0.1, L2(11R)) < o3
(§]
R C
IVe™ X Ol o, rriz2ata)) < 13

para todo R > 0 suficientemente grande.
Finalmente, passemos a demontragao do item (d). Em primeiro lugar, lembramos
que a parte (a) desta proposicao garante diretamente a existéncia C' > 0 tal que

IV || oo o221y < C

para todo R > 0 suficientemente grande. J& as limitagbes uniformes (com respeito
a R > 0) restantes seguem da Observagao 4.2(a) e das Proposigoes 3.3 e 3.12. Nesse

caso, todas as estimativas do enunciado estao devidadente demonstradas. [l

4.1.2 Convergeéncia relacionada aos dados iniciais

Como na segao anterior, continuamos com wy € C®°(R3;R?), onde div wy = 0 e ug

como sendo o tinico campo vetorial em L?(R3) tal que div wy = 0 e rot uy = wy.
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Aqui, também consideramos as equacoes de Euler no espaco R?, com dado inicial v,
e denotamos por u a tnica solucao suave de tais equagoes. O nosso objetivo nesta
subsegao ¢ construir uma familia de campos vetoriais {ugr; R > 0} em H(Ilg) de

tal maneira que rot Up,R = w0|HR e
lim [|ig,r — =0
Aim[@o.r = uol| 2@s) = 0,

onde
uor(z) se x € llg;

17J07R($) = B
0 se x € Qg,

para cada R > 0. Estabelecidas estas notagoes, consideramos o sistema

[ O+ (u B - V)urt — vAuE = —Vp  em TIg x (0,T),
div u»f =0 em Ip x [0,7),
(VST
uft =0 em Ollg x (0,7,
| w(2,0) = ug r(z) em Tl x {t =0},

R

(v >0e R > 0), que admite uma solugao fraca u*"* no sentido de Leray-Hopf como

»R — ), rso com respeito

no Teorema 2.11. O nosso objetivo é estimar os campos (u
& norma de L>([0,T]; L*(Ilg)) e obter (na préxima segao) uma desigualdade que

indique o comportamento assintético almejado.

Proposicao 4.6 Dado R > 0, existe um unico upr € H(Ilg) tal que rot ugr =
wolty- Além disso, eziste uma constante C' > 0 (que nao depende de R) de forma

que

C

|to,r — uo||L2(msy < 72

para todo R > 0 suficientemente grande.

Demonstragao: Como uy € L*(R?), o Teorema 1.5 garante a existéncia de um

campo ug g € H(IIg) e de uma fungao g € L} (I1), com Vg € L?(Ilg), tais que

Uol, = uo.r + Vg,
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sendo unica esta decomposicao. Assim, como rot uy = wy, ja temos
woly = r0t Uglm, = rot (uplm,) = rot (uo.r + Vg) = rot ug g.

Vejamos que ug g ¢ o unico campo em H (Ilg) cujo rotacional é a restricdo de wy

ao conjunto IIx. Realmente, seja v € H(Ilg) tal que rot v = wy|n,. Consideremos

(1]

€ D(Ilg) arbitrario e tomemos um campo suave WV, definido em Ilg, tal que

= rot ¥ (IIg é simplesmente conexo). Portanto, a relacdo rot (ugr —v) = 0

(1]

implica

/(uo—v)-de:O
I

e a arbitrariedade de = corresponde a validade de

/H(uo—v)-wdaf:O

para todo w € H(Ilg). Consequentemente, aplicando novamente o Teorema 1.5,

obtemos uma fungao escalar g € L} (IIg), com Vg € L*(Ilg), de forma que uy —

v = Vg. Esta ultima conclusao, o fato de (ug — v) € H(IIg) e a unicidade da

decomposi¢ao do Teorema 1.5 permitem concluir que v = uy.

Agora, passemos a demonstracao da estimativa descrita no enunciado. Obser-
vando que ugp € H(IIg) é a projegao ortogonal de ug|r, sobre H(Ilg) para cada

R > 0 (Teorema 1.5), vemos que

luolne — o,k 2y < lluoln, — wllz2ay
para cada w € H(Ilg). Em particular, podemos tomar
w = u™(0) = rot (% (Y + Cr))|imo = V' x (¥ + CRr) + p™uy,
onde vy(z) = 9(x,0) para todo z € R3. Com isso,
ldo.r — uollfz@esy = /R3 |o,r(x) — uo(x)[*dx
— [ o= ol Pla)dn + [ oo
R

Qr
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= ||uo,r — u0|HR||%2(HR) + ||U0”%2(QR)
< luolms — u(0) 7201,y + NuollZ20p

< (luoly = w(O0)lz2qra) + ol 20

ou seja,
o, — vollL2s) < luolig, — w™(0) | 2(1,) + 1ol 22(05)-
Destacamos que a Proposigao 4.5(a) ja fornece

C

ol — (), < 75

para todo R > 0 suficientemente grande. Na proxima observacao, analisaremos o
comportamento de (||uoll12(q,))r>0 no infinito.

Afirmagao: Existe uma constante C' > 0 tal que

C

uoll 20y < )2

para todo R > 0 suficientemente grande.

Fixemos a > 0 tal que supp(wy) C B,(0). Lembrando que tomamos My > 0 de
forma que Qo C By, (0), vemos que supp(wo) N Qg = @ sempre que R > a + 2M,.

De fato, se zy € Qr, temos
|zo| = [(xg — (R, 0,0)) + (R,0,0)| > R — |xg — (R,0,0)| > R — My > a+ My > a,

o que significa que z € supp(wg). Logo, dados z € Qg e y € supp(wy) arbitrérios,

temos = # y e

‘x_y‘ = |(y_ (R7070)) - (l‘— (R>070))| > ’y - <R7070)| - ’JJ - <R7 070)‘

>R—|yl— |z —(R,0,0)] > R—a—2M, >0,
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donde

o)) c
< dy <
(@) < /Ba@ Tnle — P S (R—a_200)

1
ﬁ.

: [(1—&1—%

R R
Finalmente, como a medida de Lebesgue de cada Qp é igual & medida de Lebesgue

de Qy para todo R > 0, é claro que

C
uollr2@p) < ek

sendo a ultima constante independe de R.

Assim, a demonstracao do resultado esta concluida. 0]

4.2 Calculos Formais

Nesta secao, apresentamos certos calculos heuristicos que sugerem a validade da

convergencia
=l e o 71522 (17) — O

quando ¥ — 0 e R — oo. Destacamos que este fato serda devidamente demonstrado
na proxima secao.

1/,R7 I/,R)

Suponhamos que (u seja uma solucdo classica do sistema (NS*F) e

p

definamos

WI/,R — ul/,R o UR

para cada v > 0 e para cada R > 0. Nesse caso, utilizando a Observacao 4.2(d),

chegamos a

OWrE — v AW = —(WPF 4 ) VWP — WYL — oY
—Vp» R 4 vAuf

—V x 0 + puVu + p*Vp.
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Portanto, admitindo que (u*, p*#) seja um par suficientemente regular, efetu-
. 2 ~ .
amos o produto interno em L* de cada termo da equacao supramencionada com o

campo W" obtendo, para cada t € [0, 7], as seguintes relagoes:

(a) oW W Ry = %%HWV’RH%%HR);

I

(b) —v /H AW W Rdg = v | VW o
R

(c)
/ [(WE )y YW"E] . W hde = 0,
g

pois a condicdo div (W"* 4+ u®) = 0 implica

— / [(WHE L yTW B wrhde = / (WP E oy T B W idy.,
g

g

_/n (WHEUR] - W de < [Vl poo i W 3 1,
R

< CIW» |22

em virtude da Proposicao 4.5(d).
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/ (" uVu — u*Vult) - W dx
g
= / (" — u™)Vu - W"hde
g
+/ [ (Vu — Vu')] - W*dz
Iig
<l u = | L2 ) Vel oo iy W | 2 a1
HIVu' = V] g [0 | 2o Wl 2 qa)
C v,
W )

_R4

utilizando a desigualdade de Young e as Proposicoes 3.3 e 4.5(a),(b),(d);

(f) Vpu,R ) WV’Rd.T — 0’ pOiS div WvE = O;

IIr

(2)
1// (AuR . W”’R)dac = —V/ (VuR : VW”’R)dx
IIp IIg
< VUl 2 1) IV L2
< CVIVWP | 211
02

< N + —||VWVR||L2 (TIg)’

utilizando novamente a desigualdade de Young e a Proposi¢ao 4.5(d);
(h)

~ [ (@ x0w) W < 9" X 0 W
Ig

< Iy
S
< o+ O e,

tendo em vista a desigualdade de Young e a Proposicao 4.5(c);
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/ (VD) W"idz = / [V(e"p) — pV ] - Wiz
IIr I

—— [ @9t Wt
Il

< HﬁVsoRllm(nR)IIW”’R | L2(11z)

< I
o0 v,
R4 + CW RHLQ(HR);

lembrando a condicao div W*% = 0, a desigualdade de Young e a Proposicao

4.5(c).

Destacamos ainda que as contantes positivas que aparecem em (d), (e), (g), (h)
e (i) independem tanto da varidvel temporal quanto de R > 0 (suficientemente

grande). Assim, baseados nas informagoes contidas em (a)-(i), vem que

1d WY v, v, ¢
S I gy + SITW sy < O Ry + 27 + O

e, portanto, aplicando a forma diferencial da desigualdade de Gronwall, obtemos

V. v C
I oy < e | 0)zzq + g+ V|

Finalmente, como

W25 02y = lluor — u™(0) |2y
= [|t0,n — u(0)]| L2(es)

< |lto,r — ol 2es) + [0 — w(0)]] L2 @)

(Observagao 4.2(a)), concluimos que

v C
W5 e o,y < €7 {ﬁ + C\/P]
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e, consequentemente,

” C
HU R uHLoo([o,T];m(nR)) < T [ﬁ + C\/;}

(Proposigoes 4.5(a) e 4.6).

4.3 O teorema principal

Na secao 4.2, deduzimos uma estimativa que implica a convergéncia de uma certa

familia de solucoes do sistema (NS*F)

a solugao suave u das equagoes de Euler no
espaco todo, quando R — oo e v — 0. No entanto, os calculos 14 apresentados
pressupoem que cada solucao pertencente a referida familia usufrua de uma certa
regularidade que, em geral, nao pode ser garantida para solucoes fracas no sentido de

Leray-Hopf. Assim, o nosso objetivo nesta secao é apresentar argumentos rigorosos

que justifiquem o fato sugerido na se¢ao anterior. Para tanto, comecamos com o

Exemplo 4.7 Neste exemplo, construimos uma familia de campos suaves, cada um
com suporte nao compacto, verificando as condi¢oes do Lema 3.14. Como na Secao

4.1, seja wy € CX(R3R3), com div wy = 0, ponhamos

wio) =1 [ @Y )y

AT Jgs o —yP?
e consideremos a unica solu¢io suave u = u(x,t) do sistema (E), com condi¢do
inicial ug. Além disso, seja T* o tempo de existéncia de u e fitemos T € (0,T%)

arbitrariamente. Para cada R > 0, definamos
u® = rot (9" (¢ + Cr)) = rot (p"Y) + 1ot (p"Cp).
As Proposicioes 3.3 e 3.12, e a Observagao 4.2(a) implicam:
(a) supp(™) C (R*\ Buy,(0)) x [0, T];

(b) div rot (p"CRr) = 0 e cada campo rot (pCR) (= V& x Cr) possui suporte

compacto (contido em Ilg);

88



(c) Sao vdlidas as relagoes

u = O(|z|?),

Vult = O(|z]73)
e

o’ = O(|z|?)

quando x| — 0.

Nesse caso, a familia {u®; R > 0} se enquadra nos padrées do referido lema e,

consequentemente, temos

(W ()| ( 1) L2y — (uo,rlu™( 0)) L2

¢
= / / [u - o — vVut  Vul(z, 7)dvdr
0 Jig

i /ot /HR (" 5u®) - u") (2, 7)ddr

para todo t € [0,T).
O principal resultado deste trabalho é o seguinte:

Teorema 4.8 Continuemos com o campo de divergente nulo wy € C°(R3;R3),

ponhamos

wiw) =7 [ @=9) o)y

T Ar 3

AT Jrs |z —y|
e consideremos a unica solu¢do suave u = u(x,t) do sistema (E), com condi¢do
inicial ug. Além disso, denotemos por T* o tempo de existéncia de u e firtemos

T € (0, T*) arbitrariamente. Agora, para cada v > 0 e para cada R > 0, sejam
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(a) uft = rot(o® () + CR)) o campo introduzido no Exemplo 4.7;
(b) uo.r a proje¢ao ortogonal de ug|r, sobre H(Ilg);

(c) u® € L*>(0,T; H(Ilg)) N L?(0,T; H'(Ilg)) uma solu¢io fraca de (NS*T),

com dado inicial ug r, como no Teorema 2.11.

Entao existe uma constante C' = C(T,Q,wp) > 0 tal que
R R\ |2 ' R R |2 1
o 88) O+ [ IV ) = st < © (75 +7)

para quase todo t € [0,T] e para todo R > 0 suficientemente grande.

Demonstracao: Esta demonstracao se baseia na obtencao de estimativas de ener-
gia, seguindo argumentos introduzidos por T. Kato em [19]. Em primeiro lugar,

para cada t € [0,T), destacamos a desigualdade de energia

1 12 ! 14 1 1 1t
5”“ ’R('at)H?ﬁ(nR) + V/o [Vu ’R('77)||2L2(HR)dT < §||U0,R||2L2(HR) = §||UO,R”%2(R3)
(4.1)

(Teorema 2.11(a)), as relagoes

— (W 0 1) 2y + (uor|u™(,0)) 2(p)

/ / vBL o — vVut s vl (z, T)dodr
Iig

—// (v Bvur) - ufdedr
0 Jiig

t
—/ / u” (Vo x ) — uVu — V) (x, 7)dzdr
IIg

t
+1/// (Vu . Vultydodr
0 Jig
t
—// [u”’RVuR]-u”’RdxdT
g

// (Vf x 0pp — o'V p) (x, 7)dxdT
g
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+v / V(u"t : Vul)drdr

g
/ / uVu udedr — / / ”RV . u”’RdxdT
IIp g

/ / (Vo x 0 — ©B'Vp) (2, 7)dwdr
Il

—i—u/ Vu''® : Vultdedr

+ /t /HR[(@Ru — u®)Vu] - u"Fdzdr + /Ot /HR WV (u — u®)] - wPdzdr
/ /HR Ryl (R — o) dedr

(provenientes do Exemplo 4.7, da Observagao 4.2(d) e do fato de termos adicionado

(4.2)

e subtraido as integrais

t t
/ / (uVu) - u"Bdzdr e / / (uVul) - v drdr)
0 IIr 0 I

e a estimativa

1 1
iy < SIVER X (0 + Cr)amyy + IV X (0 + Ol w2

1
+§||U0”%2(R3)

= §HUR - SORUH%%HR) + HUR - SDRUHN(HR)HSORUHL?(HR)

+§||U0||%2(R3)

(4.3)

(onde foram utilizadas a Observagao 4.2(a) e a conservagao do fluxo total da velo-

cidade). Além disso, como

12 1 12 12 1
5““ M URH%?(HR) = 5““ ’RH%%HR) —(u ’R\UR)L%HR) + §HUR”%2(HR);

1, . 1, . - 1
§||U0,R - U0||%2(R3) = §||UO,R||%2(1R3) — (to,r|uo) r2re) + §||U0||%2(R3)7
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(UO,R|UR(0))L2(HR) = (UO,RWR(O) - UO)L2(HR) + (UO,R|U0)L2(HR)

= (uo,r|u™(0) — Uo) L2 (1) + (To,r|U0) L2(R3)

/ IV R Baqgdr  =v / 1V = VuB) (D)l dr

+2V/ (VU,VR|VU )LQ(HR)dT
0

t
v / V() g, dr

utilizamos as relagoes 4.1, 4.2 e 4.3 para concluirmos

1 12 l/
T =+ [ 1T = U0 i
L
< —HuQR - UOHLQ(RB) + / Uo,R * (UO - uR(O))d:v
2 r

t
—/ / " (Vo' x 04p — oV p)dwdr
o Jig
t
—V/ Vu''® : Vultdedr
o Jig

t
+u/ V|2, dr
0

+ /t/H [(¢"u — u™)Vu] - uRdedr + /ot/n [ (u — u™)] - udadr
/ /H R Byl - (R — ) dedr

—||u — " ull Loy + 10" = o ull 2 le™ull Loy -

O proximo passo € estimar os termos que aparecem no segundo membro da ultima

desigualdade.
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Afirmagao 1: Existe C' > 0 (independente de t € [0,77]) tal que

C

|0, — o || 23y < i

para todo R > 0 suficientemente grande.
Com efeito, esta é, precisamente, a conclusao da Proposicao 4.6.

Afirmacao 2: Existe C' > 0 (independente de ¢t € [0,7]) de forma que

C
/ Uo,R * (Uo — uR(O))dx S ﬁ
g
para todo R > 0 suficientemente grande.

De fato, como ug g ¢ a projecao ortogonal de ug|r,, sobre H(Ilg), a Proposicao

4.5(a) implica

< uo,rllz2rp) w0 — w(0)]| 2

/H o (up — u(0))da

< Nluollz2rsylluo — 6™ (0) || L2

C
< =
=g

Afirmacao 3: Existe uma constante C' = C(T") > 0 tal que

(V' x ) — oT'Vp)dxdr| <

HR

para todo ¢ € [0, T] e para todo R > 0 suficientemente grande.

Inicialmente, destacamos que

t
/ / (O'Vp)drdr = — / / u"" - [V(p"p) — pVTdadr
Il g
// - (pV™)dadr,
Ig

pois uf € H(Ilg), pfp € L} (IIg) e V(o®p) € L*(Ilg) (veja a Proposigao 3.5, a

Observagao 4.2(a) e o Teorema 1.5). Logo,

(V! x 0 — ©T'Vp)dadr

HR
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(V! x 0 + pV ) dadr

HR
v,R R _ R
S/ [ 2 (V™ x 0l L2y + 1DV | 22(1,) ) dwdT

S T([[V™ x 8]l Lo o121y + 1DV @™ || oo 011522 (110 10,2l L2112)
< CT||U0||L2 ]R3
-~ R2 J)

onde utilizamos a desigualdade de energia do Teorema 2.11(a), a Proposigao 4.5(c)

e o fato de ug g ser a projecao ortogonal de ug|r,, sobre H(Ilg).

Afirmacgao 4: Existe uma contante C' = C(T") > 0 tal que

¢
/ V221, / vut Vuldedr
g

< % [ 1T = )i+ O

para todo t € [0,7T] e para todo R > 0 suficientemente grande.

De fato, a desigualdade de Young e a Proposigao 4.5(d) implicam

t t
y/ ||VuR||%2(HR)dT - y/ Vu't . Vultdedr
0 0 Jig

t
<v / IV — P g |V i dr
0

t t
v . v
<5 [ 19 = Vg dr + 5 [ IV
0 0

IN

t
1%
’ /0 VP — uP 2, dr + Co

para todo t € [0,T].

Afirmacgao 5: Existe C' = C(T) > 0 tal que

RQ

t
ofu — u)Vau] - v drdr +/ / [V (u — u™)] - u"Rdrdr| < <
Ig

g

para todo t € [0,7T] e para todo R > 0 suficientemente grande.
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Realmente,

t
[(ou — u™)Vu] - wPdzdr + / / WV (u — uf)] - wPdzdr
g

g

t
< / o™ — a2 [Vl o e ey dr

t
+ / e e 17 (1 — ) 2o R 2y
0
cT
< R

onde aplicamos o Teorema 2.11(a), e as Proposigoes 3.3(c) e 4.5(a),(b),(d).

Afirmacgao 6: Existe C' > 0 (independente de T') de modo que

t
u®) - (vt — uf)dadr SC/O ||UV’R—UR||%2(HR)CZT

HR

para cada t € [0, 7.
Isto é consequéncia imediata da desigualdade de Holder e da Proposigao 4.5(d).

Assim, pelas afirmagoes acima e pela Proposigao 4.5(a), concluimos que

1 12 v,
) = Oz + /HW (1) = VU (D) Loy dr

1
<0 (g 40) 40 [ IR ) s

e podemos utilizar a forma integral da desigualdade de Gronwall para chegarmos a

1
() = () [2ar,y < 26 (ﬁ + ,,) (1 4 2C,te2>)

1
S 201 (ﬁ + I/) (1 —|— 2CQT€2CQT) s

sendo a pentltima estimativa valida para todo ¢t € [0, 7] e a ultima para quase todo

€ [0,T]. Logo, o uso simultaneo das mesmas garante que
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1 12 v,
() = u O e, + / IVufi(r) = V(7|12 d7

1
< (201 +4C,CoT(1 + CoTe*T)) (E + ) ,

para todo t € [0,7T] e para todo R > 0 suficientemente grande, o que encerra a

demonstracao do teorema. 0

Corolario 4.9 Admitamos as mesmas hipdteses do Teorema 4.8. Entdao existe uma

contante C' = C(T,Q,wp) > 0 tal que
v,R 1
[ = ullpe o2y < C( 5 +VV )

Em particular, temos

[ — ull Lo o,17:22(115)) — O

quando R — oo e v — 0.

Demonstragao: Este fato segue da desigualdade triangular, combinando a Pro-

posicao 4.5(a) e o Teorema 4.8. O

4.4 Uma introdugao ao conteiido de [21] e consi-
deracoes finais

Nesta se¢@o, apresentamos uma breve introdugao ao conteudo de [21] e estabele-
cemos certas conclusoes acerca do nosso trabalho. Especialmente, contrastamos as
informagoes contidas no Teorema 4.8 com aquelas obtidas no resultado principal de

21].
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Ressaltamos que, no caso de um dominio com fronteira, ainda é um problema
em aberto se solugoes das equacoes de Navier-Stokes convergem a uma solucao das
equacoes de Euler quando a viscosidade tende a zero. Seguindo esta direcao, a
pesquisa realizada em [21] apresenta uma analise sobre esta questdo quando consi-
deramos um escoamento com viscosidade pequena ocupando um dominio limitado

em R" (n = 2,3) com fronteira distante.

Antes de nos referirmos precisamente ao teorema central do artigo [21], fixamos
algumas notagoes essenciais a sua compreensao. Assim, seja U« um dominio limitado
e simplesmente conexo em R3, com 0 € U, suponhamos que sua fronteira I' seja de
classe C?, e definamos Ur = RU e I'p = RI' = OUR para cada R > 0. Consideremos
o subespaco de W12(R3)

V(R = {f e W(R?);div f =0 em R%}

e um campo ug € V(R3)NC*(R?) (s > 1), com supp(rot ug) compacto. Recordamos
que, com este dado inicial, as equacoes de Euler (E) no espaco R? admitem uma
tinica solugao u € C*([0, T] x R3) para todo T' € (0, T*), onde T* continua denotando
o tempo de existéncia finito para esta solugao (veja o Teorema 1.17). Como neste
trabalho, para cada R > 0, foi construido um campo 4y r € H(Ug) a fim de que

este fosse o dado inicial natural para as equacoes de Navier-Stokes

(OB + (u B V)urtt — vAuE = —Vp  em Ug x (0,T),
div u»® =0 em Up x [0,T),
u =0 em T'rx(0,T),

[ w(z,0) = Ty r(z) em Ur x {t =0}.

Salientamos que este sistema possui pelo menos uma solucao fraca como aquela cons-
truida no Teorema 2.11, fato também proveniente do célebre trabalho [26]. Sendo
assim, fixamos uma solucao fraca u* deste problema no sentido de Leray. Ainda

sobre a familia {ugg; R > 0}, destacamos que um dos resutados de [21] garante a

97



existéncia de uma constante C' > 0 de forma que

. C
|0, — ol 2(um) < ﬁ

para todo R > 0 suficientemente grande. Este decaimento é essencial para a validade
do comportamento assintotico la analisado. Finalmente, enunciamos o principal

resultado de [21].

Teorema 4.10 Com as notacgoes que acabamos de fixar, existe uma contante C' =

C(s, T,U,up) > 0 tal que
(a) Se s > 1, entdo
"™ = | Lo (o1 L2 m)) < v+ ﬁ + |0,z — voll L2 | €77
(b) Se s > 2, entdo

1
v,R -~ cT
™ — ull oo, L2 wm)) < [C (’/ + ﬁ) + [|to,r — UOHLQ(MR)] e,

para todo R > 0 suficientemente grande.

Tanto em nosso trabalho quanto em [21] o objetivo é avaliar como é afetado o
comportamento de um escoamento com viscosidade pequena quando sua fronteira
esta distante. Antes da obtencao do Teorema 4.8, ja havia a expectativa de que
a influéncia da fronteira distante no caso aqui tratado seria maior do que no caso
tratado em [21]. Destacamos que o nosso Teorema 4.8 e o Teorema 4.10 (provado
em [21]), confirmam o que a nossa intui¢do ja anunciava, uma vez que a taxa de

convergéncia obtida no primeiro é

1
[ — | = o.1322118)) < C (ﬁ + ﬁ)

enquanto no segundo

1
v,R
U — u| peo 72 <(C v+ —) ,
| Iz ([0,T]; L2 (URr)) (\/_ =
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ses>1le

1
v,R + —
u”’ — U oo -[2 < C v ) )
H HL ([0,T;;L2(UR)) = < 'R

se s > 2.

Na préxima observagao, encerraremos o trabalho levantando uma breve discussao

sobre os diferente expoentes do parametro v nos Teorema 4.8 e 4.10.

Observagao 4.11 Na Afirmacdo 4 da demonstracdio do Teorema 4.8, vimos que

existe uma contante C' = C(T) > 0 tal que

t
\VuR HL2 / Vut Vultdrdr
g

/ [V — TuR) () 2y + O

para todo t € [0,T] e para todo R > 0 suficientemente grande.

No caso do artigo [21], € possivel constatar a existéncia de uma constante K > 0

tal que

t t
y/HVMW}MJh—u/Q vut Vuldedr
0 JUR

< K [N = O + KT,

0 que provém de uma integracdo por partes na qual surge uma integral de superficie
sobre OUR que vale zero. Ressaltamos que, no nosso contexto, uma estratégia andloga

nao produz um efeito positivo, pois integragoes por partes em conjuntos da forma
Iz N {y € R®|y — (R,0,0)| < s},
com Qg C Bs(R,0,0), sempre originam integrais de superficie sobre
{y e R% |y — (R,0,0)] = s}

que ndao valem zero. Isto explica por que aparecem as parcelas \/v nosso teorema e

v no Teorema 4.10 (com s > 2).
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