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RESUMO

Seja G um grupo de Lie simples, S C G um semigrupo com interior nao vazio e L C G um subgrupo
fechado e conexo. Para que a acdo de S seja transitiva na variedade homogénea G/L é necessirio que L
seja transitivo no tipo parabdlico F(S) de S, que L admita uma sequéncia contractante com respeito a essa
variedade e ainda que F(S) seja flag de L. No caso em que S é um semigrupo de compressao essa condi¢ao
é também suficiente. A partir desses resultados, apresentamos nessa tese pares (S, L) tais que S é transitivo
em G/L, com S semigrupo préprio de G. Além disso, selecionamos algumas variedades homogéneas onde
isso nao ocorre. Para isso, selecionamos subgrupos com as propriedades citadas acima utilizando resultados
envolvendo dualidade entre variedades flags, dimensoes dessas variedades e o fato que algumas delas nao
podem ser flags dos grupos G e L simultaneamente. A busca por esses pares (S, L) estd relacionada com a
questdo de verificar quando a condicao S = G é necessdria para a controlabilidade de um sistema invariante

em G/L. Diante dos resultados encontrados, concluimos que os casos em que isso ocorre sao raros.
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ABSTRACT

Let G be a simple Lie group, S C G a semigroup with nonvoid interior and L C G a closed and conected
subgroup. In order that S is transitive on a homogeneous manifold G/L is necessary that the action of L
on parabolic type F(S) is transitive, that L admits a contractive sequence with respect to F(S) and that
this manifold is flag of L. In the case that S is a compression semigroup this condition is also sufficient.
From these results, we present here pairs (S, L) such that S is transitive on G/L and S # G. Furthermore,
we selected some homogeneous manifolds in that it doesn’t occur. For this purpose we selected subgroups
with the property above mentioned using results about duality between flag manifolds, dimensions of these
manifolds and the fact that some them can not be flags of the groups G and L simultaneously. The search
for these pairs (S, L) is related with the problem of verifying when the condition S = G is necessary for the
controllability of a invariant system in G/L. In view these results, we concluded that the cases in which this

Ooccurs are rare.
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INTRODUCAO

Nesse trabalho apresentamos resultados sobre a existéncia de variedades homogéneas G/L que admitam
acao transitiva de semigrupos proprios S C @, com interior nao vazio, sendo G um grupo de Lie simples
e L C G um subgrupo fechado, conexo e semissimples. Para encontrar os subgrupos que satisfazem essas
caracteristicas, utilizamos resultados de San Martin [11] e de San Martin e Tonelli [16] que afirmam que o
tipo parabdlico de S, denotado por F(S), deve ser flag comum de L e de G e também que afirmam que L
deve ter agdo transitiva e contractante com respeito F(S). Procedendo dessa maneira, apresentamos nesse
trabalho exemplos de variedades homogéneas G/L que admitem agao transitiva de semigrupos préprios de
G. Apresentamos também resultados que garantem que certas variedades homogéneas nao podem admitir
acao transitiva de semigrupos que nao sejam o grupo todo. Nesse sentido destacamos as seguintes variedades

que podem admitir agao transitiva de semigrupos préprios de G:

e Sl(2n,R)/Sp(n,R), sendo que o semigrupo que age transitivamente nessa variedade homogénea deve

ter tipo parabdlico igual a RP*"~1 ou Gra,_1(2n).

e Sl(2n,C)/Sp(n,C), sendo que o semigrupo que age transitivamente nessa variedade homogénea deve

ter tipo parabdlico igual a CP?"~! ou Cay, 90, —1-

e SO(7,C)/G4, sendo que o semigrupo que age transitivamente nessa variedade homogénea deve ter tipo

parabdlico igual a Fg, = G/Pg,, onde ©1 = X¢ — {aq }.

e SO(2n 4+ 2,C)/SO(2n + 1,C), sendo que o semigrupo que age transitivamente nessa variedade ho-
mogénea deve ter tipo parabdlico igual a Fe, = G/Pe, ouFe,,, = G/Ps,,,, onde 0, = Xg — {an}

€ @nJrl = 2G - {an+1}~

Além dos exemplos citados acima, destacamos variedades homogéneas que nao podem admitir acao transitiva

de semigrupos proprios de GG, por exemplo:
e SI(N,C)/L, com L # Sp(m,R), onde N = 2m.

e SO(2N +1,C)/L, com L # G2 um subgrupo maximal irredutivel simples.



e Sp(N,R)/L, com L um subgrupo maximal irredutivel simples.

Com os resultados obtidos, podemos observar que sao raras as variedades homogéneas G/L que admitem
acao transitiva de semigrupos proprios de GG, com interior nao vazio.
Um dos motivos para estudarmos a transitividade de semigrupos em variedades homogéneas é a sua

relacdo com a controlabilidade de sistemas da forma
i = Alx) + ) uiBi(w), (1)

com A e B campos induzidos por A, B € g, onde g representa a dlgebra de Lie do grupo G, x € R™ e o

controle u; percorre os reais. Associado a esse sistema temos um semigrupo de G dado por
S = {eAtuB  eAtumB .y e Rym > 1},

através do qual podemos estudar a controlabilidade do sistema. Temos que o sistema (1) é controldvel em
G/L se, e somente se, o semigrupo S é transitivo em G/L. Com isso, podemos concluir que se S = G, entao
o sistema é controlavel. Mas essa condigao é também necesséria para a controlabilidade do sistema? Com os
resultados apresentados nesse trabalho podemos dizer que na maioria das vezes a resposta para essa questao
é afirmativa, pois percebemos que sdo raras as variedades homogéneas G/L que admitem agdo transitiva
de semigrupos préprios de G, consequentemente, na maioria das vezes para que um sistema da forma dada
acima seja controldvel em G/L é necessério que S seja o grupo todo. No entanto, vimos acima algumas
excessoes, ou seja, alguns exemplos onde nao é preciso ter S = G para que a agdo desse semigrupo seja
transitiva.

Para o caso em que G/ L é compacto, essa condigao realmente é necesséria. Tal resultado foi apresentado
por San Martin e Tonelli em [16] (Teo 1.2):“Seja G um grupo de Lie simples com centro finito, S C G um
semigrupo com int(S) # @ e L C G um subgrupo fechado. Suponha que 0 < dimL < dimG. Assuma
que G/L seja compacto. Entdo S nao é transitivo em G/L a menos que S = G”. Além disso, em [16] foi
apresentado um contra-exemplo para o caso nao compacto, ou seja, quando G /L nao é compacto, podemos ter
um semigrupo préprio S C G tal que S é transitivo em G/L: “Consideremos o grupo de Lie G = S1(2n, R),
Sw = {g € SI(2n,R) : gW C W} um semigrupo de G, onde W é um cone pontual e gerador do R?" e
L = Sp(n,R) um subgrupo de G. Temos que Sy é um semigrupo préprio, de interior ndo vazio que age
transitivamente na variedade homogénea Sl(2n,R)/Sp(n,R)”.

A partir desse exemplo podemos nos perguntar: Existem outros pares da forma (S, L) tais que S é tran-
sitivo em G/L, além de (Sw, Sp(n,R))? Quais condi¢oes L deve satisfazer para que a variedade homogénea
G/L admita agao transitiva de semigrupos préprios de G com interior nao vazio? Essa ultima pergunta foi
respondida por San Martin e Tonelli em [16], impondo condigdes sobre os subgrupos fechados L de G para
que G/L admita agao transitiva de semigrupos préprios S C G, com intS # (. Além disso, San Martin mos-
trou em [11] que essas condigdes sdo também suficientes para uma certa classe de semigrupos. Mais ainda,
mostrou que se S age transitivamente em G/L, entao o tipo parabdlico de S é flag de L para o caso em que
L é semissimples. Todos esses resultados tornaram possivel a busca por pares (S, L) com as caracteristicas
descritas acima.

No desenvolvimento de nosso trabalho utilizamos alguns conceitos e definicdbes como ferramentas fun-

damentais. Dentre eles destacamos o conceito de tipo parabdlico de um semigrupo, denotado por F(S),



acoes minimais de grupos em variedades flags e a existéncia de sequéncias contractantes no subgrupo L.
Utilizando esses conceitos, foram provados em [11] e [16] resultados que nos ddo uma caracterizagdo de
semigrupos proprios transitivos em variedades homogéneas de G. Mais precisamente, nesses artigos foram
provados os seguintes resultados:

Teorema 1: Seja S C G um semigrupo com intS # ), L C G um subgrupo fechado e F(S) o tipo
parabdlico de S. Para que S seja transitivo na variedade homogénea G/L é necessdrio que a agao de L em
F(S) seja minimal e que L admita uma sequéncia contractante com respeito a F(.S), ver [16].

Teorema 2: Seja S C G um semigrupo com intS # () ¢ L C G um subgrupo fechado. Assuma G/L
conexo. Para que S¢ seja transitivo na variedade homogénea G/L ¢ suficiente que a agdo de L em F(S)
seja minimal e que L admita uma sequéncia contractante com respeito a F(S), onde S¢ é o semigrupo de
compressio do conjunto de controle invariante para a agio de S em F(S), [11].

Proposic¢ao 1: Todo subgrupo fechado e conexo L para o qual a variedade homogénea G/L admite
acdo transitiva de um semigrupo S C G é redutivel, isto é, se L é S-admissivel entao L é redutivel e sua
componente semissimples E também é S-admissivel. Além disso, L é ndo compacto e o tipo parabdlico F(S)
¢ uma variedade flag de E, ver [11].

A partir desses resultados, nossa busca se restringe aos pares (S, L) tais que S é transitivo em G/L,
cujos subgrupos L C G sao fechados, conexos, semissimples e transitivos no tipo parabdlico de S, ja que
para L conexo a acdo minimal é equivalente a acdo transitiva, ver [11]. Em seguida, investigamos entre
os encontrados, quais possuem sequéncia contractante com respeito ao tipo parabdlico de S. Em alguns
casos, principalmente no iltimo capitulo, usamos fortemente o resultado fornecido pela Proposicao 1, o qual
garante que se S age transitivamente em G/ L, entdo o tipo parabdlico de S é flag de L. Desta forma pudemos
concluir que em alguns casos G/L néo pode admitir a¢do transitiva de semigrupos préprios S C G, pois
através da dimensao de flags e resultados mostrados por Rabelo e San Martin em [8] sobre homologia de
flags complexos, verificamos que flags do subgrupo L nao poderiam ser flags do grupo G. Selecionando L
com as caracteristicas descritas acima, temos pelo Teorema 2 que S¢ age transitivamente em G/L. A partir
disso, conseguimos selecionar os pares (S¢, L) tais que S¢ é transitivo em G/L.

No desenvolvimento desse trabalho, primeiramente consideramos G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo
com interior nao vazio, tal que o tipo parabdlico de S é uma variedade flag minimal de G. Em seguida,
através de resultados sobre projegoes de flags, conseguimos resultados sobre semigrupos cujo tipo parabélico
sao variedades flags intermediarias que se projetam nessas minimais. Por ltimo, passamos a considerar G
um grupo de Lie complexo classico. Para o caso real, consideramos semigrupos cujo tipo parabdlico é uma
variedade flag minimal de Sl(n,R), ou seja, uma Grassmanniana real ou o espago projetivo real. Assim, o
primeiro passo foi procurar os subgrupos de Sl(n, R) que séo transitivos nessas variedades, depois estudamos
os subgrupos encontrados, e selecionamos aqueles que possuem sequéncia contractante com respeito a tais
variedades. Para o caso complexo, usamos uma classificacao dos subgrupos maximais simples dos grupos
cldssicos, feita por Dynkin em [2], dados nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, e procuramos dentre esses subgrupos
aqueles que possuem flags em comum com o grupo.

No primeiro capitulo dessa tese, apresentamos os conceitos de tipo parabdlico, agdes minimais de grupos
em variedades flag e também a existéncia de sequéncias contractantes, que sao ferramentas essenciais para

o desenvolvimento da tese. Além disso, esse capitulo contém os teoremas 1 e 2 e a Proposicao 1 citados
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acima, alguns resultados desenvolvidos por San Martin em [11] e um lema, os quais nos permitem restringir
a busca pelos subgrupos L C G que sao fechados, conexos, semissimples, ndo compactos e transitivos
no tipo parabdlico F(S). Nesse capitulo provamos também a seguinte proposicao:“Seja G um grupo de
Lie semissimples e L C G um subgrupo fechado, e semissimples. Se Fg é flag de L, entao L também
age transitivamente na variedade flag dual Fg-+.” Tal resultado garante que certos subgrupos transitivos em
variedades flags sdo também transitivos nas variedades flags duais a essas.

Dedicamos o segundo capitulo a procura de grupos conexos transitivos nas variedades flags minimais RP™
e Gri(n) de Sl(n,R), pois assim resolvemos os casos em que o tipo parabdlico de S é uma dessas variedades
ou que se projeta em alguma delas. Para o caso em que o tipo parabdlico é o espago projetivo, utilizamos
uma tabela fornecida por Boothby e Wilson em [1] que contém os subgrupos transitivos em R™ — {0}, e
para o caso em que o tipo parabdlico é uma variedade Grassmanniana, utilizamos resultados envolvendo
dualidade de variedades flag, citados acima, e alguns resultados sobre transitividade em Grassmannianas
apresentados por Oniscik nos artigos [6] e [7]. Mais resultados sobre transitividade de grupos de Lie em
variedades compactas podem ser encontrados em [3], [4] e [5].

No terceiro capitulo, utilizamos os grupos selecionados no segundo capitulo e o conceito de sequéncia
contractante para encontrar variedades homogéneas de Sl(n, R) que admitam agio transitiva de semigrupos
préprios com interior nao vazio, cujo tipo parabdlico se projeta em uma variedade Grassmanniana ou no
espaco projetivo. Nesse capitulo provamos um dos principais resultados da tese, utilizando os subgrupos
transitivos em RP"~! e/ou em Gri(n) que possuem sequéncia contractante com respeito a essas variedades.
Mais precisamente, foi provado o seguinte resultado:

Teorema: Seja G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo préprio com int(S) # (), cujo o tipo parabdlico F(S)
é de tipo projetivo ou tipo k (exceto os casos em aberto: Gre(4), Gr3(8), Groj+1(2m), com 21+ 1 < 2m — 3).
Entao a tnica variedade homogénea néo trivial de G na qual S pode ser transitivo é Sl(n,R)/Sp(m,R), com
n = 2m.

Os resultados vistos no primeiro capitulo, sao validos para grupos de Lie simples em geral. Desta
forma, dedicamos o quarto capitulo & busca de variedades homogéneas G/L que admitam agao transitiva
de semigrupos préprios de GG com interior néo vazio, onde G é um grupo de Lie complexo classico e L é um
subgrupo fechado, conexo, simples e maximal de GG. Pela Proposi¢do 1, podemos buscar pelos grupos G e
subgrupos L que possuem flags em comum. Para isso, consideramos novamente o tipo parabdlico de S uma
variedade minimal de G e utilizamos os subgrupos maximais dos grupos cléssicos obtidos por Dynkin em
[2]. No capitulo em questdo, demonstramos o seguinte lema: “Seja L C G um subgrupo fechado e conexo e
Fo = G/Pg uma variedade flag de G. Considere L = K AN a decomposicao de Iwasawa de L e suponha que
a agao de L em Fg seja transitiva. Entao dimFg < dimL — dimAN”. Esse resultado fornece um limitante
superior para a dimensao dos flags de G em que L pode agir transitivamente. Com isso, eliminamos muitos
dos subgrupos maximais L classificados em [2], ou seja, concluimos que para a maioria deles a variedade
homogénea G/L nao pode admitir agao transitiva de semigrupos préprios de G. Em seguida, eliminamos
outros subgrupos em que os flags selecionados através da dimensao tém segunda homologia diferente dos
flags de G. Para concluir isso, usamos o fato que a segunda homologia de Hy(Fg;Z) é dada por Z*=©!,
onde | ¥ — © | é o nimero de elementos em ¥ — ©, ver [8]. Procedendo dessa maneira, provamos resultados

que resumimos da seguinte forma:



Teorema: Seja G um dos grupos de Lie complexos cldssicos Sp(N,C) ou SO(N,C), L C G um dos
subgrupos maximais fechados, conexos e semissimples classificados por Dynkin em [2] e S C G um semigrupo

préprio, com intS # {.
1. Se G = Sp(NV, C), entao S nao pode agir transitivamente em G/L’, para qualquer L' C L.

2. Se G = SO(2N + 1,C), entédo a dnica variedade homogénea de G, além da trivial, na qual S pode ser
transitivo é SO(7,C) /G5, onde G5 é subgrupo de SO(7,C) com dlgebra de Lie Gs.

3. Se G = SO(2N, C), entao as possibilidades para G/L nas quais S pode ser transitivo sao:

(a) L com &algebra de Lie B,, e G com &lgebra de Lie D,,11, com n > 3.
(b) L com &lgebra de Lie B,, - A; e G com &lgebra de Lie D, 3, com n > 2.

(¢) L com &lgebra de Lie B,, + B,, ¢ G com é&lgebra de Lie Dy, 1pn,+1, com n3 > 1, ng > 1 e
ny +ng > 4.

Para os casos SO(7,C)/Gs € Dy41/Bp, com n > 3, mostramos usando érbitas projetivas de vetores de peso
méaximo, que uma certa variedade flag de L é uma subvariedade aberta e fechada de uma variedade flag
de G, e dessa forma sao iguais, concluindo assim que essas variedades homogéneas admitem acao transitiva
de semigrupos préprios. Para o caso em que G = Sl(n,C), utilizamos resultados de Oniscik que fornecem
os subgrupos transitivos no espaco projetivo CP"~! e nas Grassmannianas complexas Chp k. Dessa forma,
mostramos um resultado semelhante so obtido no caso real:

Teorema: Seja G = Sl(n,C) e S C G um semigrupo préprio com int(S) # (), transitivo em G/L. Se
n é fmpar ou se n é par e F(S) se projeta em C,, 1, diferente de C,, ,,—; e de CP""! entdao G/L é trivial.
Se n é par e F(S) = CP"! ou F(S) = C,, ,—1, entdo a tnica possibilidade para G/L, além da trivial, é
Sl(n,C)/Sp(m,C), com n = 2m.

A partir desses teoremas, ao final dos Capitulos 3 e 4, os principais desse trabalho, fizemos algumas
conclusoes, apresentamos alguns pares (S, L) tais que S é transitivo em G/L e algumas observacdo sobre

casos em que a ac¢ao transitiva de semigrupos préprios nao pode acontecer.






CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo vamos apresentar resultados e definigoes importantes para o desenvolvimento deste
trabalho. Nosso objetivo é encontrar variedades homogéneas G/ L que admitam acao transitiva de semigrupos
préprios S C G com interior nao vazio. Para isso vamos utilizar resultados onde o conceito de tipo parabdlico,
ou tipo flag, é fundamental. Tais resultados, mostrados por San Martin em [11] e por San Martin e Tonelli
em [16], estabelecem condigoes bastante restritivas sobre L para que G/L admita agdo transitiva de um

semigrupo S de interior nao vazio.

1.1 Motivacao

A ideia de estudar esse assunto surgiu a partir da seguinte questao: A condicao S = G é suficiente
para que se tenha acao transitiva de S em variedades homogéneas de G, mas essa condicao é também
necessaria? Motivados por essa questao, procuramos responder quando tal condigao nao é necesséaria, ou
seja, para quais variedades G/ L existem semigrupos préprios de G agindo transitivamente. No caso em que
a variedade homogénea é compacta, a resposta para essa questdao é afirmativa, como mostra o teorema a

seguir apresentado em [16], (Teo 1.2).

Teorema 1.1. Seja G um grupo de Lie simples com centro finito, S C G um semigrupo com int(S) # 0 e
L C G um subgrupo fechado. Suponha que 0 < dimL < dimG. Assuma que G/L seja compacto. Entdo S

ndo € transitivo em G/L a menos que S = G.

A principio, esse resultado foi apresentado em [15] (Teo 6.4) sem a hipétese de que G/ L fosse compacto,
e foi corrigido posteriormente em [16], apresentando-se na forma acima. Além disso, nesse artigo foi apre-
sentado um contra-exemplo para o caso nao compacto, a saber, foi mostrado que o semigrupo de compressao
de um cone W definido por
Sw = {g € SI(2n,R) : gW C W},
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onde W C R?" ¢ um cone pontual, isto é, W N —W = {0}, e gerador (intW # (), age transitivamente na
variedade homogénea S1(2n,R)/Sp(n,R). Veremos mais detalhes no exemplo 3.5. Desta forma, temos que
se G/L nao é compacto, pode existir um semigrupo préprio S C G tal que S é transitivo em G/L.

A partir desse exemplo podemos nos perguntar: Quais condi¢ées o subgrupo L deve satisfazer para que
existam semigrupos proprios, com interior nao vazio, que agem transitivamente em variedades homogéneas
de G? Essa pergunta foi respondida por San Martin e Tonelli em [16] e por San Martin em [11], impondo
condigoes bastante restritivas sobre os subgrupos fechados L de G para que isso ocorra. As condigoes
necessdrias apresentadas em [16] afirmam que a agdo de L no tipo parabdlico de S deve ser minimal e que L
deve admitir sequéncia contractante com respeito a esse tipo parabdlico. Além disso, em [11] é apresentada
uma condicao necessaria que sera fortemente utilizada no quarto capitulo a qual garante que o tipo parabdlico
de S deve ser variedade flag do subgrupo L. Motivados pela questao acima e fundamentados nessas condigoes,

vamos encontrar variedades homogéneas que admitam agao transitiva de semigrupos préprios.

1.2 Acao Minimal e Sequéncia Contractante

Apresentamos nessa segdo alguns resultados desenvolvidos por San Martin e Tonelli em [16] que esta-
belecem condigdes sobre L para que existam semigrupos transitivos em G/L. Mas antes disso, exibiremos

alguns conceitos e defini¢oes indispensédveis para tais resultados.

1.2.1 Tipo Parabdlico

Nessa se¢ao apresentamos a definicao de tipo parabdlico, denominado também por tipo flag, um conceito
fortemente usado no teorema principal desse capitulo. Apresentamos antes disso, algumas conceitos preli-
minares relacionados a teoria de semigrupos e de controle. Os resultados sobre esse assunto, apresentados a
seguir, podem ser encontrados em [15].

Seja G um grupo de Lie semissimples, conexo, nao compacto, com centro finito e g a algebra de Lie de
G. Denotamos por II o sistema de raizes, IIT o conjunto de raizes positivas e ¥ o subconjunto de raizes

simples de g. Seja g, o espaco de rafzes associado a o € [l e n™ = Z go- Assim, temos a decomposigao

a€ellt
de Iwasawa g = £ ® a ® nT da algebra de Lie g, onde £ é dada pela decomposicio de Cartan g = €D s

de g e a C s é uma subdlgebra abeliana maximal. A partir da decomposi¢ao de Iwasawa da algebra de
Lie, temos a decomposicio global de Iwasawa do grupo correspondente, a qual denotamos por G = KAN™T.
Denotemos por m o centralizador de a em £ A subdlgebra p = m @ a®n*t é chamada subélgebra parabdlica
minimal e a partir desta temos as demais subdlgebras parabdlicas pe = p & n~(0) denominada subélgebra

parabdlica associada a © C 3, onde n™ (©) = Z g_o- Normalizando-a, obtemos o subgrupo parabdlico
ace(O)t
P ={g € G; Ad(g)pe = po} e a partir desses subgrupos, definimos um dos principais ambientes de nosso

estudo, as variedades flags.
Definigao 1.2. Chamamos de variedade Flag Fo a variedade homogénea G/Pg.

Para definirmos tipo parabdlico de um semigrupo, utilizamos os conjuntos de controle invariantes para

a acao de S contidos nas variedades flags, os quais definimos a seguir.
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Definigao 1.3. Seja S C G um semigrupo com intS # 0. Um conjunto de controle invariante para S é um
subcongunto ndo vazio Co C Fg satisfazendo:
i) Para todo x € Cg, fe(Sx) = feCo

it) Co é maximal satisfazendo a propriedade (i).

Além do conjunto de controle invariante, definimos a seguir um subconjunto deste no qual S age transi-

tivamente.

Definicao 1.4. Seja Co um conjunto de controle invariante para o semigrupo S. O conjunto de transitivi-

dade para Cg € o subconjunto Cy definido por:
(Co)o :={x € Co : existe g € intS tal que gz = z}.

O subconjunto (Ceg)g é denso em Cg e é 0 tinico subconjunto invariante aberto de Fg onde S é transitivo.
Dado um semigrupo S com interior ndo vazio, existe um elemento regular real h € intS, isto é, um
elemento do interior de S pertencente & cAmara positiva AT de G. A existéncia de tais elementos em S é
usada no estudo da agao de S nas variedades flags. Mais precisamente, dado A um elemento regular real,
temos que a h-agao na variedade flag Fg tem um unico atrator bg(h) com variedade estavel aberta e densa

st(h), e um tnico repulsor bg (h). Vale o seguinte resultado, ver [15]:
Proposicao 1.5. Seja h € S um elemento reqular real e Fg uma variedade flag. Entao

1. b§(h) € cl(Sz) para todo x € Feo.

2. FEuxiste exatamente um conjunto de controle invariante para S em Fg. FEle € fechado e contém o atrator
bS(h).

3. Além disso, se h € intS entdo b (h) pertence ao conjunto de transitividade do conjunto de controle

invariante para a agdo de S, ou seja, by (h) € (Co)o.

A partir dos resultados a seguir, que podem ser encontrados em [15] podemos concluir que os conjuntos

de controle invariantes sdo formados por atratores de elementos de intS.

Teorema 1.6. Seja Cy o conjunto de transitividade para S na variedade flag mazimal F. Para qualquer

b e Cy, existe h € intS regular tal que b = b (h).

Teorema 1.7. Seja W o grupo de Weyl e w € W. Entdo existe um conjunto de controle em F que contém
o conjunto dos pontos fixados por w
{bw(h) € F;h € reg(S)}.

Definicao 1.8. O conjunto de controle em F contendo os pontos fizados por w para algum (e assim para
todo) h € reg(S) € denotado por D(w).

Proposigao 1.9. Seja D C F um conjunto de controle efetivo, isto é, Dy # (). Entao existe w € W tal que
D = D(w).

A partir desses resultados e defini¢oes preliminares, temos a definicao de tipo parabdlico de um semigrupo.
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Definicao 1.10. Seja 1 € W a identidade do grupo de Weyl e S um semigrupo de interior nao vazio de G.
Temos D(1) o dnico conjunto de controle invariante para S em F. Definimos o tipo parabdlico de S como
sendo o subconjunto

W(S) ={w e W;D(w) =D(1)}.

Observagao 1.11. Temos que W (S) é um subgrupo parabélico Wesy C W, isto ¢, gerado por reflexdes

com relagao as raizes de um subconjunto de ©(S) C X, a saber,
O(S) = O(H) = {a € X;(H) = 0},

onde H € a € um elemento caracteristico. Alternativamente, denotamos o tipo parabdlico de S pela corres-
pondente variedade flag F(S) = Fe(s) e dizemos que o tipo parabélico de S € Fg(gy, ou ainda simplesmente
o(9).

O Teorema a seguir, bem como a definicao e observacao que acabamos de ver podem ser encontrados no
b
artigo [15]. Esse teorema nos d4 uma equivaléncia para o tipo parabdlico de S, ou seja, uma outra forma de

definir tal variedade flag.

Teorema 1.12. Seja Fg uma variedade Flag e denote por w : F — Fg a projecdo candnica da variedade
Flag mazimal e por Co o conjunto de controle invariante para S em Fg. Entdo, Fo = F(S) se, e somente

se, as condigoes a sequir valem:
1. C=7"1(Ce), onde C € o conjunto de controle invariante para S em F.

2. Co € contratil.

Observagao 1.13. O tipo parabdlico de um semigrupo S € a maior variedade cujo conjunto de controle
invariante para a agdo de S € contrdtil (contido na célula aberta de Bruhat), e as tnicas variedades flags
que também possuem o conjunto de controle invariante para a ag¢ao de S contrdtil sao aquelas em que o
tipo parabdlico se projeta. Além disso, existe g € intS, com g = exp H, onde H é uma matriz diagonal
satisfazendo a(H) = 0 para todo o € O(S). Por exemplo, dado S C Sl(n,R), se o tipo parabdlico de S for o
espago projetivo entdo intS contém um elemento da forma g = exp H, com H = diag{aq, a2, @, ..., s}, ou
se o tipo parabdlico de S for a Grassmanniana Grs(n) entdo intS contém um elemento da forma g = exp H,
com H = diag{a1, 1,1, 0,09 ..., as}, onde «; sao nimeros reais nos dois casos. Essa propriedade implica
que o tipo parabdlico é a variedade flag minimal que satisfaz wé(ls)(Ce(s)) = C, onde C € o conjunto de

controle invariante na variedade flag maximal.

1.2.2 Acgao Minimal e Sequéncia Contractante

Dedicamos essa segao a duas defini¢oes essenciais ao desenvolvimento desse trabalho, as quais podem ser
vistas em [16] e em [11], mas antes de tais defini¢bes falaremos brevemente sobre a decomposicao polar de
um grupo de Lie, pois serd utilizada em uma destas definigoes.

Decomposicao Polar: Seja g = £ @& s a decomposigao de Cartan de g associada a involugao 6, entao
temos a decomposicdo G = K.S, onde K = {exp()) e S = exp(s). Seja a C s um subespago abeliano maximal,

ponha A = exp(a) e a* C a a camara de Weyl positiva. Sabemos que A é um subgrupo fechado de G e
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exp : a — A é um difeomorfismo. Assim AT = exp(a™) é um subconjunto aberto de A difeomorfo a a*. Para
qualquer X € s existe k € K tal que k- X € at. Esse fato junto com a férmula exp(Ad(g)X) = gexp(X)g~!,
com g € G e X € g, nos fornece a decomposicao polar de G. De fato, dado g € G temos que g = ks, com
ke Kese S Comos = exp(X), com X € s, existe k; € K tal que k; - X = H € a™. Entéo
g = ks = kky 'kyexp(X) = kky ' exp(Ad(k)X)ky = kki lexp(H)ky = K'hk; € KATK. Assim a

decomposigao de Cartan de G implica na seguinte decomposicao polar de G
G=KATK.

Definigao 1.14. A ag¢do de um subgrupo L C G em uma variedade flag Fo € minimal se toda orbita Lz,

com x € Fg, ¢é densa em Fg.

Definicao 1.15. Seja G = KAN a decomposicio de Iwasawa de G e tome h € A. Como exp € um
difeomorfismo em a, existe H € a tal que exp(H) = h, dizemos que H = log(h). Para cada raiz o € 11

consideremos a aplicacdo ¢o : A — R dada por
¢ (h) = exp(a(logh)).

Seja g, uma sequéncia em G e escreva sua decomposicdo polar g, = vihguy, com vy, ur € K e hy, € clAT.
Essa sequéncia é contractante com respeito a uma variedade flag Fo, se ¢po(hy) — 0 quando k — oo, para

toda raiz negativa o que nao estd no subconjunto (£0).

Apesar das definigdes 1.14 e 1.15 serem para variedades flag em geral, vamos utilizd-las particularmente

para o tipo parabdlico de S, ou seja, para Fg = F(S).

1.3 Caracterizacao de semigrupos transitivos

Os principais resultados dessa secao, nos d4 uma caracterizagao de semigrupos proprios transitivos em
variedades homogéneas de G. O primeiro deles, Teorema 1.18, fornece condigOes necessarias para que um
semigrupo de interior ndo vazio S C G seja transitivo numa variedade homogénea G/L. FEsse teorema
foi demonstrado por San Martin e Tonelli em [16] ulilizando alguns resultados que enunciaremos a seguir,

também demonstrados no artigo citado.

Proposicao 1.16. Seja g € G uma sequéncia. Entao existem:
1. uma subsequéncia gy, ;
2. elementos v,u € K e
8. uma aplicagdo linear T de ng,

tal que para todo Y € ng tem-se g, u"texp(Y) by — vexp(TY) - by, quando n — co. A subsequéncia é

contractante com respeito a Fg se, e somente se, T = 0.

Corolario 1.17. Seja g, € G uma sequéncia, e suponha que para um subconjunto aberto U C Fg, grx — by

para todo x € U, onde by € Fg € fizrado. Entdo g admite uma subsequéncia contractante com respeito a Fg.
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Teorema 1.18. Seja S C G um semigrupo com intS # 0 e L C G um subgrupo fechado. Para que S seja

transitivo na variedade homogénea G/L é necessdrio que
1. a agao de L em F(S) seja minimal e

2. L admita uma sequéncia contractante com respeito a F(S).

Demonstracgao:

1. A acao de L em F(S) é minimal:
Para todo x € Cj e para toda vizinhanga U de z, existe h € intS tal que hC' C U ( existe h € reg(S)
tal que h* -y — x € Cy, Yy € o). Como S age transitivamente em G'/L, pela Proposicao 2.3 de [16],
existe g € Ltalque h~'g € S, isto é, h~'g = s € S 0 que resulta em g = hs € int.S, mais precisamente,
g € (LNintS). Além disso, h~1gC C C, ja que C é invariante pela acio de S, e assim gC C hC C U.
Logo gC NU # B, o que implica em (L NintS)y densa em Cy, para todo y € C. Como Cj é denso em
C, temos que (L NintS)y densa em Cy, ou seja, C C fe((L NintS)y), para todo y € C. Esse resultado
é valido para gC no lugar de C, considerando o semigrupo ¢gSg~1!, j4 que se S age transitivamente na
variedade G/ L, entao gSg~! também age transitivamente em G /L. Agora tome x,y € F(S) e V uma
vizinhanca de y. J4 que gC cobre toda a variedade F(S) que é conexa, podemos encontrar g; € G,
i=1,...,ltal que z € Uy e y € Uy, onde U; = int(g;C), e U; NU; 1 # 0. Tome z; € U; NU;11, com
i=1,...1 — 1 e considere zg = x e z; = y. Temos que 2;, z;+1 € int(g;+1C). Considere V, =V N U,
uma vizinhanga de y. Como 21,y € U; = int(g,C), vimos acima que existe h; € (L Nint(g;Sg; "))
tal que hi(g;C) C V;. Defina V;_; = h;l‘/} NU;_1. Entao z;_1 € Vj_1 e hyz;—1 € V;. Usando o mesmo
raciocinio, encontramos V; vizinhanca de z; e h; € (LN int(gngfl)) tal que h;z; € V41, para todo
i=1,...1 — 1. Analogamente, a partir da vizinhanca V; de z; e uma vizinhaca V, C U; de z, existe
ho € (L Nint(g1Sg; ")) tal que ho(g1C) C Vi. Tome Vy = hy'Vi NV,. Entdo z € Vg e hox € Vi. A
partir dessa construcao temos
hihi—i...hhy -z €V CV,

com hihj_q...hihyg = he L. Resumidamente, dados z,y € F(S) e V uma vizinhanga de y, existe
h € L tal que ha € V. Logo a érbita Lz ¢ densa em F(S) e portanto, a acio de L em F(S) é minimal.

2. L admite sequéncia contractante com respeito a F(S5):

Consideremos x € Cy e uma sequéncia de vizinhancas Uy de z tais que ﬂ U = {z}. Consideremos

k
também hy, € reg(S) tais que hyC C Uy. Pela Proposigdo 2.3 de [16] existe, para cada k, g, € L

tal que h,:lgk € S. Assim, h,:lgkC C C, o que implica em gyC C hiC C Uy e consequentemente
gry — x, para todo y € C. Pelo Corolario 1.17, temos que g admite uma subsequéncia contractante
com respeito a F(S), basta tomar U = intC' # .

O

Seja S um semigrupo com interior ndo vazio, F(S) o tipo parabdlico de S e C C F(S) o conjunto de
controle invariante para a acao de S em F(S). O préoximo resultado, demonstrado em [11], é a reciproca do

Teorema 1.18, considerando o semigrupo de compressio de C' definido por S¢ = {g € G;gC C C}.
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Teorema 1.19. Seja S C G um semigrupo com intS # () e L C G um subgrupo fechado. Assuma G/L
conexo. Para que Sc seja transitivo na variedade homogénea G/L ¢é suficiente que a agdo de L em F(S)

seja minimal e que L admita uma sequéncia contractante com respeito a F(S).

1.4 Resultados quando L é conexo

Os resultados da segdo anterior fornecem condi¢Oes necessdrias ao subgrupo L para que a acao de
um semigrupo S de interior nio vazio possa ser transitiva na variedade homogénea G/L. Nesse trabalho,
consideramos o subgrupo L conexo e assumimos g uma algebra de Lie simples. Apresentamos a seguir alguns
resultados de [11] que restringem um pouco mais as possibilidades para tal subgrupo L. Mas vale ressaltar
que se L ndo é conexo, mas tem uma quantidade finita de componentes conexas, entdo S é transitivo em
G/L se, e somente se, S é transitivo em G/Lg, onde Lo representa a componente conexa de L, e assim
reincidimos no caso conexo. Tal resultado e ainda resultados relacionados a esse assunto para o caso em que

a quantidade de componentes conexas de L nao for finita, sdo apresentados em [11].
Definicao 1.20. Dizemos que um subgrupo fechado L C G € S-admissivel se S ¢é transitivo em G /L.

Proposigao 1.21. Todo subgrupo S-admissivel conexo L é redutivel e sua componente semissimples E é

também S-admissivel. Além disso, F(S) é uma variedade flag de E.

Observagao 1.22. Como consequéncia da proposicao acima, do Teorema 1.18 e da defini¢cdo de um sub-
grupo fechado e conexo L ser S-admissivel, temos que L com tais caracteristicas tem agcao minimal no tipo
parabdlico de S, admite sequéncia contractante com respeito a essa variedade e ainda F(S) é variedade flag
desse subgrupo. Por outro lado, se uma variedade flag Fg do grupo G for também variedade flag do subgrupo
L C G, temos que L tem agao transitiva em Fo, pois Fg = L/Pe,, e ainda, L admite sequéncia contractante
com respeito a Fg. De fato, se tomarmos h € L tal que logh = H € az, isto €, h € um elemento regular,

entdo o(H) = ¢ > 0. Consideremos a sequéncia hy, tal que logh,, = nH, temos que
6-alln) = exp(—a(loghn)) = exp(—a(nH)) = exp(~na(H)) = exp(~n - ) - 0,

quando n — 0o. Logo h, € uma sequéncia contractante com respeito a qualquer flag de L, em particular,

com respeito Fg, que € flag comum a G e a L.

A partir dessa observagiao, temos que se S é um semigrupo com interior nao vazio e IF(S) é uma variedade
flag de L, ou seja, F(S) = L/Pg, , entdo S¢ age transitivamente em G/L, se G/L é conexo. De fato, nessas
condigoes, temos que a agao de L em [F(S) é transitiva e portanto minimal, e ainda, L possui sequéncia
contractante com respeito a essa variedade. Portanto pelo Teorema 1.19, temos que S¢ é transitivo em G/ L,
considerando L e G/L conexos.

Vejamos a seguir outros resultados de [11] que limitam um pouco mais nossa busca.

Lema 1.23. Considere L C G fechado, conexo e semissimples. Entao, sua agdo em uma variedade Fg €

minimal se, e somente se, ele age transitivamente em Fg.
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Demonstramos a seguir um lema que garante que sob as condigoes citadas acima, o subgrupo L é nao

compacto. Tal resultado j4 havia sido considerado em [11], porém sem demonstragio.

Lema 1.24. Se L € transitivo e contractante com respeito a F(S), entdo L é nao compacto.

Demonstragao: Suponha que L seja compacto, entdo toda sequéncia possui uma subsequéncia conver-
gente. Sem perda de generalidade, podemos tomar (gx)reny uma sequéncia contractante e convergente em
L. Considere g — g, e a decomposicao polar gx = uihgvr e g = vhv. Como K é compacto, ux — u,
v — v, 0 que resulta em uma convergéncia de hy — h, Assim temos g = urhrvry — uhv o que d4 uma
decomposi¢ao polar para g. Seja Hp = loghy e H = logh, logo H, — H. Como « € II sdo funcionais
lineares continuos, a(Hy) — «(H), para todo « € II. Por outro lado, a(Hy) = a(log(hy)) — —oo, para toda
raiz negativa a ¢ (©), o que é uma contradigdo. Portanto, uma sequéncia contractante g de L nao pode

admitir subsequéncia convergente, e consequentemente L é nao compacto. O

Pela Proposigao 1.21, podemos concluir que se a componente semissimples E nao for S-admissivel, entao
L também nao serd. Dessa forma, vamos nos restringir aos casos em que os subgrupos L C G, sao fechados,
conexos e semissimples.

Reunindo todos esses resultados que dao condigbes necessarias para que um semigrupo S tenha agao

transitiva em uma variedade homogénea G/L, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 1.25. Seja G um grupo de Lie Simples, L C G um subgrupo fechado, conexo, semissimples e

S C G um semigrupo com interior nao vazio. Se S age transitivamente em G/L, entdo:
1. L é ndao compacto;
2. L € transitivo no tipo parabdlico F(S);
3. L possui sequéncia contractante com respeito a F(S);
4. F(S) € flag de L.

Sendo assim, dado S C G um semigrupo com interior nao vazio, passamos a procurar os subgrupos
préprios, fechados, semissimples, nao compactos e conexos L que satisfazem as propriedades da proposicao
anterior. Nos casos em que F(S) é uma variedade flag de L, temos que L é Sc-admissivel. Nos casos em que

L e G nao possuem variedades flags em comum, se S é transitivo em G/L, entdo S = G.

1.5 Tipo Parabdlico de S :=SNL

Seja S C G como antes, um semigrupo com interior nao vazio que age transitivamente no espaco
homogéneo G/L, onde L é um subgrupo fechado, conexo e semissimples de G. Entéao, conforme demonstrado
em [16], temos que a agdo de L em F(S) é minimal, L possui uma sequéncia contractante de G' com respeito
a F(9), (intS)NgLg~" e (int(gSg~!)) N L sdo ndo vazios para todo g € G e ainda F(S) é um flag de L o
qual denotaremos por Fy(S). A partir desses resultados, tomando g = 1 temos que (intS) N L # @. Sendo
assim, S = L NS é um semigrupo de interior nao vazio em L. Dessa forma é natural questionar: qual é a
relacao entre o tipo parabdlico de Sy, e o tipo parabdlico de S? Diante disso, nessa secao estudamos o tipo

parabdlico desse semigrupo Sy,.
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1.5.1 F(S.) se projeta em F(S)

Vamos mostrar que o tipo parabdlico F(Sy,) de Sy, se projeta em F(.S) visto como flag de L. Primeiramente
mostremos que o conjunto de controle invariante para Sy, é igual ao conjunto de controle invariante para S

em F(S), conforme ja havia sido considerado em [16].

Lema 1.26. Sejam Cgs e CL os conjuntos de controle invariantes para S e Sp, respectivamente, no tipo

parabdlico de S e por (Cs)o e (CL)o seus respectivos conjuntos de transitividade. Entao Cp, = Cg.

Demonstragao: Como S5, C S temos que C, C Cg. Como Cp, é o conjunto de controle invariante para
Sp, em F(S), ele satisfaz que fe(Spy) = fe(CL) para todo y € CL e se existir um subconjunto C’ de F(.5)
com essa propriedade tal que C;, C C’, entao C;, = C’. Vamos mostrar que Cg satisfaz essa propriedade e
assim, como ja temos Cp, C Cg, teremos a igualdade.

Como na demonstracdo do Teorema 1.18, tome x € (Cg)o e U uma vizinhanga de x, entdo existe
h € intS tal que hCs C U. Pelo Lema 2.4 de [16], temos que Cg C fe((L N intS)y) para todo y € Cg.
Como fe((LNintS)y) C fe((LN S)y) = fe(Sry), temos que Cg C fe(Sry) para todo y € Cg. Por outro lado,
temos que Sy C Sy para todo y € Cg. Entao fe(Spy) C fe(Sy) = fe(Cs) para todo y € Cg, sendo a tltima
igualdade do fato que C's é o conjunto de controle invariante para S em F(S). Dessa forma, fe(Spy) = fe(Cys)

para todo y € Cg, como querfamos mostrar. Portanto C = Cg. g

Como F(S) é o tipo parabdlico de S, temos que Cg é contrétil. Assim o conjunto de controle invariante
para S;, em F(S), o qual denotamos por Cp,, é contrétil e desta forma, pela Observagao 1.13, temos que o
tipo parabdlico de Sy, se projeta em F(S), visto como flag de L, ou seja, em Fp,(S).

Veremos mais adiante um exemplo em que vale a igualdade, ou seja, o tipo parabdlico de Sy, é igual ao

tipo parabdlico de S, visto como flag de L.

1.6 Resultados envolvendo Variedades Flags Duais

Nessa se¢ao utilizamos a relagao existente entre uma variedade flag e sua variedade dual para mostrar
alguns resultados importantes para nosso trabalho. Esses resultados surgem da necessidade de encontrar os
subgrupos transitivos em variedades Grassmannianas reais, pois os resultados de Onis¢ik que utilizamos nao
deixam claro quais sdo os subgrupos transitivos em certas Grassmannianas.

Primeiramente apresentamos a defini¢ao de variedade dual, a qual pode ser encontrada em [13]. Seja W
o grupo de Weyl e seja wy € W a involugdo principal, ou seja, o elemento que satisfaz wy(X) = —X. Entao
—wo(X) = X. Ponha i = —wyp, entdo i(X) = 3.

Definicao 1.27. Dada uma variedade flag Fo = G/Pg, © C X, temos que a variedade flag dual é dada por
Fo« = G/Pg~, onde ©* = i(O).

Para exemplificar, temos que as variedades flags duais as Grassmannianas reais Gri(n) sd@o as Grass-
mannianas reais Gr,_(n).

Como o tipo parabdlico de S~! é a variedade dual do tipo parabdlico de S, ver [13], o lema a seguir
garante que um subgrupo L que seja S-admissivel, tem acao minimal e possui sequéncia contractante com

respeito a variedade dual do tipo parabdlico de S.
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Lema 1.28. Suponha que S ¢é tansitivo em G /L, com L conexo. Entdo L tem a¢do minimal (transitiva)

em F(S™1) e possui sequéncia contractante com respeito a F(S™1).

Demonstragao: Primeiramente observemos que S age transitivamente em G/L se, e somente se, S~! age
transitivamente em G/L. De fato, dados z,y € G/L existem g¢,¢’ € S tais que gz = y e ¢'y = x. Assim,
g1, (¢))"t € S71 e valem as igualdades g~ 'y = x e (¢/) "'x = y. Logo, S~! age transitivamente em G/L. A
reciproca segue analogamente. Agora, temos por hipdtese que S é transitivo em G/L, entao pelo que vimos
acima S~! também é transitivo em G/L. Dessa forma, pelo Teorema 1.18 temos que L tem acdo minimal

(transitiva) em F(S™!) e possui sequéncia contractante com respeito a essa variedade. [

Observagao 1.29. Como consequéncia do fato: “S ¢ transitivo em G/L se, e somente se, S~ € transitivo
em G/L”, sempre que selecionarmos um par (S, L) tal que o semigrupo S age transitivamente em G /L temos

automaticamente selecionado o par (S™1,L).
Mais um resultado desenvolvido usando dualidade de flags foi a proposicao a seguir.

Proposigao 1.30. Se um subgrupo de Lie L C G age transitivamente em uma variedade flag Fo de G,

entao existe um automorfismo ¢ de G tal que ¢p(L) age transitivamente na variedade flag dual Fox.

Demonstragao: Denote por ¢ o automorfismo de g que restrito a a é igual a 4, ver Teo. 8.8 de [12]. Como
i(©) = O*, temos p(pe) = pe+. Seja ¢ o automorfismo de G que estende ¢. Entao ele induz uma aplicagao

¢ : G/Po — G/Peo- dada por ¢(gPe) = ¢(g)Pe~, que é sobrejetora e tem a seguinte propriedade:

¢(h-gPe) = d(hgPe) = ¢(hg)Pe- = d(h) - ¢(g) Po--
Como L é transitivo em G/Pg, temos que L - P = G/Pg. Assim,
¢(L) - Po- = {¢(l) - Po- : 1 € L} = {¢(l- Po) : 1 € L} = ¢(L - Po) = (G/Pe) = G/Pe-.
Portanto ¢(L) é transitivo em Fe-. O
Observagao 1.31. Sabemos que @ : g — g € um automorfismo que restrito a a € igual a i, ou seja,
Yl = —wg. Como W = M*/M, podemos tomar wy € K o representante da involug¢do principal. Além

disso, consideremos 0 a involugao de Cartan, 6 representard tanto a involugao do grupo G quanto da dlgebra

g. Entdo ¢ = Cy, 08, pois
(dg)ela = (d(Cuy ©0))ela = ((dCwg)e © (dB)e)|a = (wo 0 0)|a = wo o (—id)|s = —wo.

Proposigao 1.32. Seja G um grupo de Lie semissimples e L C G um subgrupo fechado, e semissimples. Se

Feg € flag de L, entao L também age transitivamente na variedade flag dual Fg«.

Demonstragao: Seja 6 a involucao de Cartan de G. Entao € fixa os elementos do subgrupo compacto
maximal K C G. Além disso, o automorfismo ¢ : G — G da Proposigao 1.30 é dado por ¢(g) = wOG(g)wo_l,

como vimos na observacao anterior. Considere L C G um subgrupo como no enunciado. Tome Ky C L o
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subgrupo compacto maximal de L. Como K estd contido em K, temos que os elementos de K também
sdo fixados por 6, e por isso, ¢(Kr) = woKrwy "' e ¢?(Kr) = Kr. Como L age transitivamente em Feg,

lz,g 'y € Fg, logo existe

temos que gLg~' também ¢é transitivo em Fg. De fato, dados z,y € Fe, entdo g~
l € L tal que I(g7*x) = g1y, o que implica em (glg~!)z = y. Como Fg é flag de L, temos que K age
transitivamente em Fg e portanto ¢(Kp) = woKpwg ! também tem acdo transitiva nessa variedade. Pelo
Lema 1.30, temos que ¢(¢(K 1)) age transitivamente na variedade Fg+, ou seja, K, age transitivamente na

variedade flag dual e portanto o subgrupo L tem agao transitiva em Fgx. O

A proposigdo acima serd utilizada no préximo capitulo para selecionar subgrupos de Sl(n,R) que sao
transitivos em variedades Grassmann duais, partindo do fato que se L é S-admissivel entao L ¢é transitivo

em F(S) e essa variedade é flag de L, o que satisfaz as hipéteses da proposigao.
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CAPITULO 2

GRUPOS TRANSITIVOS EM
FLAGS MINIMAIS DE SL(N, R)

No decorrer desse capitulo, G representa o grupo Sl(n,R), L um subgrupo fechado de G e S um semigrupo
de G de interior nao vazio. Pelos resultados do capitulo anterior, devemos procurar os subgrupos L que
tenham acao minimal no tipo parabdlico de S e que possuam sequéncia contractante com respeito a essa
variedade. No caso de L conexo, o Lema 1.23 garante que a propriedade de minimalidade de um subgrupo
em uma variedade flag é equivalente a propriedade de transitividade desse subgrupo nessa variedade. Diante
disso, dedicamos esse capitulo a procura de grupos conexos transitivos nas variedades flags minimais RP"™
e Gri(n), pois assim resolvemos os casos em que o tipo parabdlico de S for uma dessas variedades ou se

projetar em alguma delas, como veremos no Capitulo 3.

2.1 Grupos Transitivos no Espaco Projetivo Real

Nesta se¢ao, consideremos o tipo parabdlico de S igual ao espago projetivo real ou uma variedade flag
que se projeta nele, isto é, existe projecio canonica m de F(S) em RP"~! dada por n((V;, C V;, C ... C
V:.)) = (V4,), onde dim V., = 1. No artigo [1], escrito por Boothby e Wilson, encontramos uma tabela que
nos fornece os subgrupos transitivos em R™ — {0}, a qual apresentamos a seguir. Assim podemos identificar
quais desses subgrupos sao S-admissiveis, considerando F(S) = RP™~!. Mais precisamente, mostramos que
existe uma tunica variedade homogénea de Sl(n,R) que admite a agao transitiva de um semigrupo com essas
caracteristicas.

Na tabela abaixo encontramos as algebras de matrizes transitivas, ou melhor dizendo, representantes de
cada classe de equivaléncia de dlgebras de matrizes transitivas. Cada classe é dada pela seguinte relagao de

equivaléncia: g estd relacionada com g se, e somente se, existe A € Gl(n,R) tal que § = AgA~!. Dizemos que
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g C gl(n,R) é transitiva se rank,g = n para todo x € R™ nao nulo, onde rank,g é a dimenséo do subespago
{Axz : A € g} CR". Nessa tabela, n representa a dimenséo do espago euclidiano onde a dlgebra g C gl(n, R)

estd agindo e N representa a dimensao da algebra g.

Tabela 2.1: Subdlgebras Transitivas em R"™ — {0}

Tipo | n N Representante
I.1 m | mim—-1)/2+1 so(m) ® R

2 |2m|m?—1+¢ee=1,2) su(m) & ¢

L3 |[4m | 2m?+m+e(e=1,2) sp(m) @ ¢

1.4 dm | 2m? +m +4 sp(m) & H

L5 8 22 spin(7) @R
1.6 16 | 37 spin(9) @ R
L7 7 15 g(—14) e R
L1 |m |m?—1+¢e(e=0,1) sl(m,R) & ¢
1.2 [ 2m | 2(m?—1)+¢e(e=0,1,2) | sl(m,C) D¢
I3 | 4m | 4m® —1+¢e(e=0,1,2) sl(m,H) & ¢
4 | 2m|2m>+m—e(e=0,1) sp(m,R) @ ¢
IL5 | 4m | 4m? +2m +e(e =0,1,2) | sp(m,C) D¢
I | 4m | 4m? +2+e(e =0,1) sl(m, H) & su(2) & ¢

Toda &lgebra da tabela é da forma g = go @ ¢, onde gg é semisimples e ¢ é o centro de g.

Param > 1 e F = C (ou H), a restri¢io de multiplicacio escalar a R transforma F™ em R?*™ (ou R*™)
e, assim a identificacdo usual de matrizes m x m sobre F com transformacoes lineares em F™ transforma
matrizes complexas m X m em matrizes reais 2m X 2m e matrizes quaternionicas m X m em matrizes reais
4m x 4dm.

ParaF = R, C ou H, sl(m,F) denota a algebra de Lie de todas as matrizes m x m sobre F que tem trago
zero, onde o trago real é usado para F = R,H e o trago complexo para F = C. Em cada um desses casos,
sl(m,F) pode ser visto como subdlgebra de gl(m,R), gli(m,C) e gl(m,H).

Cada subalgebra da Tabela 2.1 é representante de uma classe dada pela relacao de equivaléncia ja citada.
A classe de si(m, R) é formado por ela somente. A classe de sl(m, C) é formada por todas as subdlgebras g de
gl(2m,R) para as quais existe uma estrutura complexa I tal que g = {X € gl(2m,R); [X,I] =0 e tr(X) =
0=tr(X)}. A classe de equivaléncia de sl(m,H) é formada por todas as subdlgebras g de gl(4m, R) para as
quais existe uma H-estrutura em R4™ tal que g é a colecio de todos os elementos de sl(4m, R) comutando com
esta H-estrutura. As subdlgebras so(m), su(m) e sp(m) representam as classes de subdlgebras de si(m,TF)
cujos elementos X satisfazem X* = —X | para F = R, C e H, respectivamente, onde X — X é a operagao de

transposicdo e conjugagao de matrizes sobre F. Para F = R ou C, sp(m, F) denota a subdlgebra de sl(2m, F)
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1
consistindo de elementos X tal que JX.J é aF—transposta de X, onde J = ( 0 ) € My, (F). A dlgebra

s0(2m + 1) tem uma representacio em R?™, para m congruente a 0 ou 3, médulo 4. Essa representacio é
chamada representacao spin de so(2m + 1) e a dlgebra associada de matrizes reais 2™ x 2™ é denotada por
spin(2m+1). Finalmente, a dlgebra go(—14) representa a dlgebra de matrizes 7 x 7 obtida da representagao

da &lgebra de Lie simples compacta de tipo Gy em R7.

Observagao 2.1. Seja G C Gl(n,R) o dnico subgrupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g. Entdo rank,g
coincide com a dimensao da orbita Gz em R™. Consequentemente, rank,g = n se, e somente se, Gx € aberto
de R™. Suponha que g seja transitiva. Como R™ — {0} = UxeRnf{O} Gz, temos que Gx € aberto e fechado.
Logo Gx = R™ — {0}, jd que R™ — {0} € conexo. Resumidamente temos que g € transitiva se, e somente se,
G € transitivo em R™ — {0}.

Lema 2.2. Seja L um grupo de Lie nao compacto. Entio L € transitivo em R™ — {0} se, e somente se, L

€ transitivo em RP™ L.

Demonstragdo: Sabemos que se um subgrupo é transitivo em R™ — {0}, entdo ele também é transitivo em
RP"~!. Para a reciproca, primeiramente vamos mostrar que se um subgrupo é transitivo em RP"~! entdo
ele é transitivo também em S™~!. Para isso, considere o recobrimento duplo p : S*~1 — RP"~! dado por
v — [v], onde [v] representa a reta gerada pelo vetor v. Temos que a imagem inversa de uma érbita L[z] via
aplicacao p é formada por drbitas Lz, cada uma com a mesma dimensdo de L[z]. Como L é transitivo em
RP" !, temos L[z] = RP""!. Assim, Lz é aberto e fechado em S"~!. Portanto, Lx = S"~1. Agora resta
mostrar que L é transitivo em R” — {0}.

Como L é ndo compacto, existe uma matriz A € [ que é diagonalizdvel com autovalores positivos,
onde [ é a dlgebra de Lie de L. Sem perda de generalidade, seja A = diag{ay,...,a,}, com «; > 0,
para todo ¢ = 1,...,n. Consideremos o subgrupo a um parametro H = {exp(tA);t € R} C L. Entao
dado v € R™ um autovetor associado ao autovalor «q, isto é, Av = «aqv, temos que H é transitivo na
semi-reta positiva Riv = {Av; A € Re A > 0}. De fato, dado v; € Riv podemos escrever v = Ajv com
A1 > 0 e ainda \; = €' para algum t; € R. Como Av = ayv, temos que exp(tA)v = ey, Assim,
v1 = Ao = ey = exp(tgA)v = gv, onde g = exp(tpA) € L. Logo, L é transitivo na semi-reta R, v.

Agora mostremos que L é transitivo em R™ — {0}. Dados z,y € R™ — {0}, existe g; € L tal que
g1(Ryz) = Ryv, pois L é transitivo na esfera S"~! e consequentemente g;x = v; € Riv. Por outro lado,
existe go € L tal que gav; = v e assim (g291)z = v. Analogamente, existem hy, ho € L tais que (hohi)y = v,

ou seja, (hy'hy')v = y. Tomando | = hy ' hy 'gags € L temos
l-x:hflhglgggl -x:hflhgl Sv =Y.

Portanto, L é transitivo em R"™ — {0}.

O

Observagao 2.3. Em nosso trabalho, nos interessamos pelos subgrupos ndo compactos transitivos no tipo

parabdlico do semigrupo em questio. Logo, quando consideramos F(S) = RP"~!, devemos encontrar os
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subgrupos ndo compactos transitivos em RP"~1. Pelo Lema 2.2, um grupo ndo compacto é transitivo em
RP"~1 se, e somente se, ele ¢ transitivo em R™ — {0}. Desta forma, para o nosso trabalho interessa apenas
as componentes semissimples dos subgrupos nao compactos associados as subdlgebras encontradas na tabela

2.1, ou seja, aquelas de tipo II ou III.

2.2 Grupos Transitivos em Grassmannianas Reais

Seja G = Sl(n,R) e S um semigrupo de G, com intS # @ cujo tipo parabdlico ¢ uma variedade Grass-
manniana Grg(n) ou uma variedade flag que se projeta sobre ela, isto é, existe uma projegao canonica 7 de
F(S) em Gri(n) dada por n((V;,, C...CV,, C...CV,.,)) = (V,,), onde dim V,,, = k. Vimos anteriormente
que se a a¢ao de S é transitiva em uma variedade homogénea G/L, com L conexo, entdo L é transitivo em
F(S). A partir disso, o objetivo principal desta se¢ao é selecionar os subgrupos L C Sl(n,R) que sdo tran-
sitivos em variedades Grassmannianas. Para isso utilizamos resultados envolvendo dualidade de variedades
flag demonstrados no capitulo anterior e alguns resultados apresentados por Onis¢ik em [6] e [7]. Dentre os
resultados apresentados por Onis¢ik selecionamos os teoremas 2.4 e 2.6, enunciados nessa se¢ao, que podem
ser encontrados nos artigos [6] e [7] em sua versao original, onde sdo obtidos resultados nao somente para
Grassmannianas reais, mas também para outras variedades.

A partir do teorema a seguir, obtemos os grupos que sao transitivos nas variedades Grassmann da forma
Gra(n), coml >2en > 20+ 2.

Teorema 2.4. Todo grupo de Lie conexo ndao compacto que age transitivamente e efetivamente nas varie-
dades Grai(n), comn >5,1<k<(n—2)/2 sen forpar el <k < (n—1)/2 sen for impar, é similar ao

grupo Sl(n,R) agindo naturalmente nestas variedades.

Em um de seus artigos, Onis¢ik comenta que a classificagdo dos grupos transitivos nas Grassmannianas
estd concluida, exceto para os casos Grs(8) e Groi11(2m), com 2l +1 < 2m — 3. No entanto, nem todos
0s casos aparecem explicitamente nos teoremas comentados acima. Percebemos que utilizando a dualidade
entre as variedades flag, esse problema poderia ser resolvido.

O Lema 1.28 afirma que o subgrupo L tem as mesmas propriedades com respeito a variedade F(S)* dual
a F(S), que é F(S~!). Além disso, a Proposicao 1.30 fornece, a partir de um grupo L transitivo em uma
variedade flag, um grupo ¢(L) transitivo na variedade dual a esta, e ainda a Proposigao 1.32, garante que
sob certas condicoes, o proprio grupo L age transitivamente nas duas variedades. A partir desses resultados,

mostramos a seguinte proposigao:

Proposigao 2.5. Considere o grupo de Lie G = S1(2m + 1,R) e seja S C G um semigrupo com intS # ()
cugo tipo parabdlico € Grop11(2m + 1), com2m+1> 21+ 3 el > 1. Assuma que S age transitivamente em

uma variedade homogénea G/L, onde L é conexo. Entdo, L € o prdprio grupo S1(2m + 1,R), isto é, G/L é

trivial.

Demonstragao: Como ja sabemos, Groj11(2m + 1) é uma variedade flag de SI(2m + 1,R), digamos Fg.
Como S é transitivo em G/L, pela Proposi¢ao 1.25 temos que Fg é flag de L. Logo, pela Proposicao 1.32,
L ¢ transitivo na variedade flag Fo~ = Gra(,,—;y(2m + 1) dual a Fe. Como 2m +1 > 2/ +3 e L > 1 temos
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é transitivo em Gry(,—;)(2m + 1) é similar a SI(2m + 1,R). Portanto, L é similar a SI(2m + 1,R). O

. Logo o Teorema 2.4 afirma que o tinico grupo conexo e nao compacto que

Com isso concluimos que se F(S) é uma variedade Grassmanniana Grax(n), com n > 2k+2e k > 1, ou
uma Grassmannianas Groj41(n) comn =2m+1> 2[4+ 3 el > 1, entdo o unico subgrupo semissimples que
pode ser S-admissivel é o préprio Sl(n,R).

Algumas Grassmannianas nao sao compreendidas pelo Teorema 2.4 e pela Proposicao 2.5. Sao elas:
Gre(n), n > 3; Grs(n), n > 4; Grassmannianas de subespacos de codimensao 1 e 2; e Groj+1(2m), com

[ > 1. Para solucionar alguns desses casos, temos o resultado abaixo, demonstrado por Oniscik.

Teorema 2.6. Todo grupo de Lie conexo que age transitivamente e efetivamente em uma das variedades M
dadas na tabela abairo, € similar a um dos grupos dados na posicao correspondente na sequnda e na terceira
coluna dessa tabela, onde K denota um grupo compacto agindo transitivamente e G o grupo nao compacto

correspondente que o contém.

M K
Gra(n) So(n) Sl(n,R
n>5 So(n, S)
Gro(7) G G,°
Gra(8) Spin(7) So(1,7)
Spin(7)©
Gr3(2n) So(2n) Sl(2n,R)
(n=3,n>4)
Gr3(2k +1)(k > 2) | So(2k+1) | SI(2k + 1,R)
Gra(2k +1)(k > 3) | So(2k+1) | SI(2k + 1,R)

Com esse resultado resolvemos alguns casos, mas ainda falta encontrar os subgrupos que podem ser
S-admissiveis para os casos em que F(S) é uma Grassmanniana de subespagos de codimensdo 1 ou 2, ou a

Grassmanniana Grsz(8), ou uma Grassmanniana Grg;41(2m), com [ > 1.

Observagao 2.7. Da forma como fizemos na Proposi¢cdo 2.5, podemos concluir que os subgrupos de Sl(n,R)
que sdo transitivos em Gri(k+1) (codimensio 1) e que possuem as caracteristicas desejadas sdo 0s mesmos
encontrados para o caso F(S) = RP*, os quais podemos encontrar na Tabela 2.1, jd que essas variedades sao
duais uma da outra. Analogamente, os subgrupos transitivos em Gry(k + 2) com as caracteristicas citadas

acima, sdo os mesmos para o caso F(S) = Gra(k + 2).

Para o caso de Grassmannianas de subespagos de codimensdo 2 ainda fica pendente o caso Grg(k + 2),
com k = 2, pois a variedade dual a Gra(4) é ela mesma e ndo conhecemos os grupos transitivos nessa
variedade. Além desse, os casos Gr3(8) e Graj41(2m), com 214+1 < 2m —3 e > 1, também ficam em aberto
pois ndo conseguimos encontrar os subgrupos de Sl(n,R) que sdo transitivos nessas variedades.

Com esses resultados apresentamos na tabela a seguir, os possiveis subgrupos conexos L de Sl(n,R),
para os quais a variedade homogénea G/L pode admitir agado transitiva de semigrupos préprios, cujo tipo

parabdlico sdo variedades Grassmann da forma Grp(n), exceto os casos em aberto mencionados acima.
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Nesta tabela, K representa o grupo compacto e G o grupo nao compacto que o contém, os quais agem

transitivamente nas variedades Grassmann da respectiva linha e os casos que aparecem com * e ** tém como

variedades duais RP"~! e Gry(n), respectivamente.

Tabela 2.2: Subgrupos Transitivos em Grg(n)

CASOS | k n K G

L1 2 n>>5 So(n) Sl(n,R)
So(n, S)

1.2 2 n= ver Tabela 2.1*

1.3 2 n="1 Gs G2

1.4 2 n=8 Spin(7) Spin(7)¢
So(1,7)

II.1 3 n = 2m, So(n) Sl(n,R)

(m=3em>4)

I1.2 3 n=4 ver Tabela 2.1*

I1.3 3 n=>5 So(5)** SI(5, R
So(5,

1.4 3 n=2m+1,(m>3) | So(n) Sl(n,R)

I11.1 20,1 > 2 n=20+1 ver Tabela 2.1%*

M2 | 20,0>2 n=2l+2 So(n)** Sl(n, R)
So(n, S)

I11.3 20,1 >2 n>2l+2 So(n) Sl(n,R)

V.1 204+ 1,1>2 | n=20+2 ver Tabela 2.1*

Iv.2 204 1,1 >2 | n=2l+3 So(n)** Sl(n,R)
So(n, S)

Iv.3 20+ 1,1 >2 | n=2m+1 So(n) Sl(n,R)

(2m+1> 201+ 3)
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CAPITULO 3

VARIEDADES HOMOGENEAS DE
SL(N,R) ADMITINDO ACAO
TRANSITIVA DE SEMIGRUPOS
PROPRIOS

No capitulo anterior, listamos nas tabelas 2.1 e 2.2 os subgrupos fechados, conexos, semissimples e néo
compactos L C G que sao transitivos no espago projetivo real e os que sao transitivos em Grassmannianas,
diferentes de Gr3(8), Gre(4) e de Gro11(2m), para os quais a variedade homogénea G/L pode admitir
agao transitiva de semigrupos préprios de G. Nesse capitulo, considerando G = Sl(n,R) e S C G um
semigrupo com interior nao vazio, vamos analisar quais desses subgrupos definem variedades homogéneas
que realmente admitem agao transitiva de S. Para isso, primeiramente vamos analisar a partir dessas tabelas,

quais subgrupos contém sequéncia contractante com respeito ao tipo parabdlico de S.

3.1 Existéncia de sequéncias contractantes

Como ja comentamos na Observagao 2.3, em nosso trabalho nos interessamos apenas pelas componentes
semissimples nao-compactas dos subgrupos encontrados na tabela 2.1, ou seja, aqueles de tipo II ou III,
para os casos em que o tipo parabdlico de S é o espago projetivo. Para os casos em que o tipo parabdlico
de S é uma Grassmanniana, diferente de Gr3(8), Gra(4) e de Grgi11(2m), temos que analisar os subgrupos
selecionados na Tabela 2.2. Suponha que F(S) seja flag minimal de Sl(n, R). Entao F(S) é o espago projetivo

real ou uma variedade Grassmanniana real. Se F(S) = Gri(n) e a agdo de L em F(5) é transitiva, entdo pela
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Tabela 2.2 devemos ter L = Sl(n,R), L = GS (quando n = 7), L = Spin(7)® (quando n = 8), L = SO(1,7)
(quando n=8) ou L = SO(n, S). Dentre esses, apenas o primeiro caso é subgrupo de G = Sl(n,R), e portanto

temos a seguinte observacao:

Observagao 3.1.

(a) Como L ¢é subgrupo de Sl(n,R), com n sendo a dimensdo do espago euclidiano onde estao contidos
0s subespagos que formam a Grassmanniana, devemos desconsiderar alguns subgrupos da Tabela 2.2,
a saber, So(n, S),S0(1,7),Spin(7)¢ e GS, pois sio subgrupos de SI(N,R), com N > n. Sendo assim,
no caso de F(S) = Grr(n) restam apenas as sequintes possibilidades para L: Sl(n,R) e os casos da
Tabela 2.1.

(b) Em relagdo a Tabela 2.1, a parte semissimples das dlgebras de tipo I sao compactas. Dessa forma
temos as sequintes possibilidades para L: Sl(n,R); Sl(m,C), com n = 2m; Sl(m,H), com n = 4m;

Sp(m,R), com n = 2m; Sp(m,C), com n = 4m e Sl(m,H) ® Su(2), com n = 4m.

Com os resultados vistos até agora, é possivel encontrar os subgrupos de Sl(n,R) que sdo S-admissiveis.
Faremos isso checando quais subgrupos, citados na Observagao 3.1, possuem sequéncia contractante com

respeito as variedades flags minimais em que eles tem acdo transitiva, ou seja, com respeito a RP*~! ou a

Grp—1(n).

3.1.1 sl(n,R)

O grupo Sl(n,R) tem dlgebra de Lie sl(n,R) e age transitivamente em RP"~! e em Gry(n). Portanto
sua agdo é minimal nessas variedades. Além disso, RP"~! e Gry(n) sdo flags de Sl(n,R). Portanto, pela
Observacao 1.22 podemos garantir que Sl(n, R) possui sequéncia contractante com respeito ao espago proje-
tivo e também com respeito as Grassmannianas. No entanto, esse caso nao € interessante estudar, pois para

L = Sl(n,R) temos que G/L ¢ a variedade homogénea trivial.

3.1.2  sl(m,C)

Como o grupo Sl(m,C) com tal dlgebra age em R?™  temos que G = Sl1(2m,R) e podemos identificar
Sl(m, C) com um subgrupo L C G. Para isso, tome X € si(m,C). Entao X = A+iB, com A, B € sl(m,R),
pois trX = 0, logo tr(A + iB) = 0 o que implica em trA =0 e trB = 0. Sabemos que si(m, C) age em C™.

Entao tome w = u + iv € C™, onde u,v € R™. Temos que
X -w=(A+iB)(u+iv) = Au — Bv+i(Bu + Av).

Escrevendo na forma de matriz temos,

o)) )



A -B
Dessa forma cada elemento X = (A +iB) € sl(m, C) estd identificado com ( B 4 ) € sl(2m,R), o que

implica que Sl(m, C) estd identificado com o subgrupo L C S1(2m,R) o qual é o tinico subgrupo conexo com

y : A -B
algebra de Lie [ = : A, B esl(m,R) > .
B A

Primeiramente vamos escrever a decomposi¢do de Cartan de [. Considere [ = €@ s, onde £ e s sdo o

B A
X c ¢, entdao tem a propriedade de que X = —X?, logo A* = —A e B* = B, ou seja, A é antisimétrica e B

A -B
subconjunto de matrizes antisimétricas e simétricas de [, respectivamente. Tome X = ( ) Se

é simétrica. Agora se X € s, entdao X = X!, o que implica em A simétrica e B antisimétrica. Sendo assim,

podemos decompor X € [ da seguinte maneira:

wo A “B\_[A-Aa92 —(B+BY2\ [ (A+4)2 —(B-B")/2
“\B A (B+BY)/2 (A—AY)/2 (B—BY/2 (A+A4Y/2 ]’

onde a primeira parcela pertence a £ e a segunda pertence a s. Logo podemos escrever

o —p P e
5= {( 5 ):aesunetrlcaeBeantlslmetrlca }
«

Sabemos que um abeliano maximal a em sl(2m,R) é o conjunto de matrizes diagonais. Entdo s Na =

0
{(a ):aédiagonal}.
0 «o

Uma camara positiva a®™ C a pode ser tomada da forma at = {diag{A1, A2,.- -, dam} : A\t > Ao > ... >
Aom }. Tomemos a = diag{A1, A2, .., Am}, com Ay > A > ... > A} e H um elemento de s Ncla™ da forma

dada abaixo
A1

M

Am

A partir das notacoes e propriedades descritas acima, vamos verificar se L contém sequéncia contractante
de S1(2m,R) com respeito ao espago projetivo real. Sabemos que RP?"~1 é um flag de S1(2m, R) associado
ao conjunto de raizes Op = {23,034, .., Q(2m—1,2m)}- Entdo ajz é uma raiz simples que ndo pertence a

(Op). Tome a raiz negativa & = —aq ;41 = Qm+1,1 € h = exp(H). Entao

da(h) = exp(am+1,1(logh)) = exp(amt1,1(H)) = exp(A1 — A1) = 1.

Dessa forma, se hy, for uma sequéncia em clA™ N L, entao @, (hx) nao converge para zero quando k — 00
e a ¢ (£Op), pois @ = —(a12 + @23 + ... + @1,m+1), ou seja, para qualquer elemento H € cla®™ Nsl(m,C),
temos que elementos da forma h = exp H nao podem constituir uma sequéncia contractante com respeito a
RIPmel.
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Analogamente, temos que elementos da forma h = exp H ndo podem constituir uma sequéncia contrac-
tante com respeito a Grapy,—1(2m). De fato, sabemos que Grap—1(2m) é um flag de S1(2m, R) associado ao
conjunto de rafzes ©2,, 1 = {@12,203,. .., ¥2m—22m—1)}. ENtao a(om_1,2y) ¢ uma raiz simples que nao

pertence a (O2,,1). Tome a raiz negativa & = —Q(;m,2m) = Q(2m,m) € h = exp(H). Entao

ba(h) = exp(a(am,m)(log h)) = exp((2m,m)(H)) = exp(Am — Am) = 1.

Dessa forma, se hy, for uma sequéncia em clA™ N L, entdao ¢, (hi) nao converge para zero quando k — oo e

a ¢ (£O2p,—1), Pois @ = —(Qmmt1 + - - + C2m—1,2m)-

Observagao 3.2. Seja G = Sl(2m,R), G = KAN wuma decomposi¢ao de Iwasawa de G e L C G um
subgrupo fechado. Suponha que L possua uma sequéncia contractante (gr)ren de G com respeito a alguma
variedade flag Fo. Considere a decomposi¢ao polar dessa sequéncia gr = (ugphgvg) com ug,vx € K e
hy € clA*. Agora considere wma decomposicio de Iwasawa de L = K1 A1 Ni. Sem perda de generalidade
podemos supor K1 C K, Ay C A e Ny C N. Como cada elemento da sequéncia pertence a L podemos
consider a decomposicao polar destes elementos nesse grupo, digamos gi = u,lfh,lﬁv,i, com u,lc,v,i e Ky e
hi € clAf. Como Ky C K e A C A*, temos que up,v) € K e hj, € clAT. Logo, essa é uma decomposicio
polar em G também, e como a parte radial em clA' da decomposicdo polar € tnica, temos que h,lC =hg. O

que significa que hy, € LNclAT.

Como ja mostramos, elementos de L N clAT nio podem gerar uma sequéncia contractante. Por-
tanto Sl(m,C) ndo contém sequéncia contractante de S1(2m,R) com respeito a RP?™~1 ou com respeito
a Gram—1(2m). O que nos permite concluir que qualquer semigrupo S C S1(2m,R), com interior nao vazio,
que tenha tipo parabdlico F(S) = RP?>™~! ou F(S) = Gra,_1(2m) nio pode ser transitivo na variedade
homogénea S1(2m,R)/Sl(m, C).

3.1.3  si(m, H)

Como o grupo Sl(m,H) com tal algebra age em R*™  temos que G = Sl(4m,R) e podemos identificar
Sl(m,H) com um subgrupo L C G. Para isso, tome X € sl(m,H). Entao X = A+ iB + jC + kD, com
A, B,C,D € sl(m,R), pois trX =0, logo tr(A +iB + jC + kD) = 0 o que implica em trA = trB = trC =
trD = 0. Vamos identificar X com um elemento de sl(4m,R). Tome u,v,w, z € R”. Sabemos que sl(m, H)

age em H™. Entao

X -(u+w+jw+kz) = (A+iB+jC+EkD)(u+iv+ jw+ kz)
= (Au—Bv—Cw—Dz)+i(Av+ Bu+ Cz — Dw)+
j(Aw — Bz + Cu+ Dv) + k(Az + Bw — Cv + Du).

Escrevendo na forma matricial temos,

A -B -C -D U Au— Bv—Cw — Dz
B A -D (C v | ButAv+Cz—Duw
C D A -B w | | Aw— Bz+ Cu+ Dv
D -C B A z Az+ Bw — Cv+ Du
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A -B -C -D

B A -D (C

¢ D A -B

D -Cc B A

Temos que cada elemento X = (A +iB + jC + kD) € sl(m,H) estd identificado com W € si(4m,R), o

Denote por W =

que implica que Sl(m, H) estéd identificado com o subgrupo L C Sl(4m,R) o qual é o tnico subgrupo conexo

com algebra de Lie

A -B -C -D
B A -D C
[= : A, B,C,D € sl(m,R)
C D A -B
D -C B A
Primeiramente vamos escrever a decomposi¢ao de Cartan de [. Considere [ = ¢ @ s, onde £ é o
subconjunto de matrizes antisimétricas e s é o subconjunto de matrizes simétricas de [. Tome X =

A -B -C -D
B A -D (C
¢ D A -B

D -C B A
que A = —A, Bt = B, C* = C e D! = D, ou seja, A ¢ antisimétrica e B,C, D sdo simétricas. Agora

€. Se X € ¢t entdo ele tem a propriedade de que X = —X* entdo temos

se X € s, entdo X = X’ o que implica em A simétrica e B,C, D antisimétricas. Sendo assim, podemos
A -B -C -D
B A -D C .
decompor X = c D A B € [ como uma soma X = K + S, sendo que a primeira parcela

D -C B A
pertence a £ e a segunda pertence a s, onde

A-A' B+B*  Cc+Cct'  D+D! A+A* B-B' Cc-c'  D-D?!
2 2 2 2 2 2 2 2

B+ B* A—At _ D4D? c4Ct B—B* A+ At __D-D*! c-ct

K = 2 2 2 2 e S — 2 2 2 2

c4Ct D+ D! A—At __B4+B?! c-ct D-D! A+ At _B-B'
2 2 2 2 2 2 2 2

D4+D! c4Ct B+ B! A—A* D-D*  c-ct B-B! A At
2 2 2 2 2 2 2 2

Entao temos

a —f —y =6
)
5= P K : « € simétrica e 3,7, sao antisimétricas
Yy 6 o =B
6 —y B «

Sabemos que um abeliano maximal a em sl(4m,R) é o conjunto de matrizes diagonais. Entao

sNa= . a é diagonal
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Uma camara positiva a®™ C a pode ser tomada da forma a™ = {diag{A1, Ao, ..., Aam} : A1 > A2 > ... > A }-
Tomemos « = diag{A1,Aa,..., Am}, com Ay > Ao > ...> A\, } e

At

At

H— esnclat

AL

A1

Am

Sabemos que RP*"~! ¢ um flag de Sl(4m, R), associado ao conjunto de raizes

Op = {a23,a34, -, U(4m—1,4m) }-

Entédo a = a2 é a tnica raiz simples que néo pertence a (Op). Tome o = —a1 41 = Qpt1,1. Entdo

$a(h) = exp(amy1,1(log h)) = exp(amy1,1(H)) = exp(amy1,1(H)) = exp((A — A1) = 1.

Logo ¢, (h) ndo converge para zero, ou seja, para qualquer elemento H € cla™Nsl(m, C), temos que elementos
da forma h = exp H nao podem gerar uma sequéncia contractante com respeito a RP4" 1,

Analogamente, temos que elementos da forma h = exp H nao podem constituir uma sequéncia contrac-
tante com respeito a Gryy,—1(4m). De fato, sabemos que Gry,,—1(4m) é um flag de Sl(4m, R) associado ao
conjunto de raizes Oum,—1 = {012,023, ..., C(4m—24m—1)}. ENtd0 a(4m—1 4m) ¢ uma raiz simples que nao

pertence a (O4p,_1). Tome a raiz negativa o = —Q(;n 4m) = Q(am,m) € h = exp(H). Entao

¢a(h) - eXp(a(4m,m)(10g h)) - exp(a(4m,m) (H)) - exp()‘m - >\m) =1

Dessa forma, se hy for uma sequéncia em clA* N L, entdao ¢, (hx) nao converge para zero quando k — 0o e
a ¢ (£O4m—1), pois & = —(m,m+1+ . .. + Qm—1,4m). Portanto, concluimos que qualquer semigrupo S com

P4m—1

interior néo vazio que tenha tipo parabélico F(S) = R ou F(S) = Grym—1(4m) nado pode ser transitivo

na variedade homogénea Sl(4m,R)/Sl(m, H).

3.1.4 sp(m,R)

O grupo Sp(m,R) com tal 4lgebra age em R?™, logo tomamos G' = SI(2m,R). O subgrupo Sp(m,R)

estd definido da seguinte forma:
Sp(m,R) := {g € SI(2m,R); gJg" = J},
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1
tivamente. Sua dlgebra de Lie é sp(m,R) = {X € sl(2m,R), XJ + JX' = 0}, a qual podemos redefinir

0 -1
onde J = ( 0 ) , sendo que 0 e 1 denotam a matriz nula e a matriz identidade de ordem m, respec-

a b

na forma matricial. Dada X = € sl(2m,R) satisfazendo a condigao XJ + JX' = 0, temos que
c

b=>b" d= —a'ec=ct. Desta forma temos que

a b
sp(m,R) = ;b e ¢ sao simétricas ; ,
c —at

e sua decomposigao de Cartan é dada por sp(m,R) = £ ® s, onde

a —b
t= { ( ) > ;a é anti-simétrica e b é simétrica} ,
a

a b -
5= ;a e b sao simétricas p .

Para mais detalhes da descrigdo acima, ver Capitulo 3 de [17].

Um abeliano maximal a em s/(2m, R) é dado pelo conjunto das matrizes diagonais. Entao

a 0 L ..
5ﬁa:{( );aedlagonal}.
0 —a

Além disso, uma cAmara positiva a™ C a pode ser tomada da forma
at = {diag(ai, ag,...,qom);a1 > ag > ... > agm )

Vamos mostrar que Sp(m, R) possui uma sequéncia contractante com respeito ao espago projetivo. Para

isso, tomemos a = diag(ay,as,...,am), com a3 > as > ... > ay, € consideremos

ai

a2

am
H= € sp(m,R).
—a

—asg

— Ay,

Considere a sequéncia h; = exp(tH) C Sp(n,R). Temos que (h:) é uma sequéncia contractante com respeito
a RP?™~1 De fato, sabemos que RP?*"~1 = S1(2m,R)/Peg, onde © = {as3,...,a2m—12m}. Entdo uma
raiz negativa que nao estd no subconjunto (£0) é da forma o = —a1; = a;1, com 2 < j < 2m. Observemos

que agy(H) = ¢ < 0, para todo j = 2,...,2m. Assim, quando ¢ — oo, temos que t-c — —o0, e
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consequentemente

balht) = Pay,(he)
= exp(a;1(log hy))
= exp(a;,1(tH))
=expt(e;1(H))
=exp(t-c) =0,

concluindo a afirmacao feita acima.

Desta forma, se S é um semigrupo de Sl(2m,R) com interior ndo vazio, cujo tipo parabdlico é F(S) =
RP?™~1 temos pelo Teorema 1.19 que o semigrupo de compressio Sc age transitivamente na variedade
homogénea S1(2m,R)/Sp(m,R), onde C denota o conjunto de controle invariante para S contido em F(S),
pois a variedade homogénea S1(2m, R)/Sp(m, R) é conexa, a a¢ao de Sp(m, R) em F(.S) é transitiva (minimal)

e L admite uma sequéncia contractante com respeito a F(S5).

3.1.5 sp(m,C)

Temos que a dlgebra
Zy 2o
sp(m,C) =
p(m, C) = { ( Z —2t
subélgebra de sl(2m, C) e age em C>™, Mais ainda, cada Z; age em C™. Entao, podemos identificar Z; com

) ; Z; sa40 matrizes complexas m X m e Za, Z3 sdo simétricas }. Logo, é uma

A -B C -D
uma matriz da forma ( B A > e Zs, Z3 com matrizes da forma ( D ) tais que A, B,C,D €

gl(m,R), C é simétrica e D é anti-simétrica.

Sendo assim, um elemento X € sp(m, C) se identifica com um elemento de si(4m,R) da forma

A -B C -D
B A D C

E —-F —-A" -Bt
F E Bt -A

onde C, E sao simétricas e D, F' sao anti-simétricas.
Vamos escrever a decomposicdo de Cartan de um elemento de [ C sl(4m,R) , onde [ estd identificado
com sp(m, C).
Considere [ = £ @ s, onde ¢ é o subconjunto de matrizes antisimétricas e s é o subconjunto de matrizes
simétricas de [.
Tome X como a matriz descrita acima. Se X € £ tem a propriedade de que X = — X, entdo temos que
A= —A Bt =B, E=—C'e F = D! ou seja, A é anti-simétrica e B é simétrica e podemos reescrever
A -B C =D
B A D C ~ . L .
X = . Agora se X € s, entao X = X, o que implica em A simétrica, B
_Ct _Dt _At _Bt
Dt _Ot Bt _At
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A -B C -D
B A D C

antisimétrica, £ = C! e F' = —D?, assim reescrevemos X =
Ot Dt _At _Bt
7Dt Ct Bt 7At
Entao
o
a .
sNa= : o é diagonal
—a
—«
Se a = diag{A1, A2, ..., Am}, com Ay > Aa > ... > A\, }, entdao um elemento H € (s Nclat) é da forma:
A
Am
A1
Am
H =
)\

-\

A
Como j4 vimos, matrizes dessa forma nido podem gerar sequéncias contractantes com respeito a RP4m—1
ou com respeito a Gry,—1(4m). Portanto, um semigrupo S C Sl(4m,R) com interior ndo vazio, cujo tipo

parabdlico seja F(S) = RP*™~! ou F(S) = Grym—1(4m), nio pode ser transitivo na variedade homogénea
Sl(4m,R)/Sp(m,C).

3.1.6 sl(m,H) & su(2)

Como su(2) é compacto, se existir sequéncia contractante, tem que estar contida em Sl(m,H), mas
como vimos no caso I1.2 esse subgrupo nao pode conter sequéncia contractante com respeito a RP*”~1 ou a
G74m—1(4m). Portanto, um semigrupo S C Sl(4m,R) de tipo parabélico RPY™~! ou Gry,,_1(4m) nio pode
ser transitivo na variedade homogénea Sl(4m,R)/L, onde L é um subgrupo de Sl(4m,R) com dlgebra de Lie
sl(m,H) & su(2)).

3.2 Semigrupos com Tipo Parabdlico RP""! ou Gry(n)

Nessa secao, apresentamos resultados sobre variedades homogéneas que admitem acao trasitiva de semi-

grupos, cujo tipo parabdlico é uma variedade flag minimal de Sl(n, R). Consideremos como o tipo parabdélico
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de S uma variedade Grassmanniana real ou o espago prejetivo real. Entdo F(S) = Sl(n,R)/Pgs), onde
©(S) =X — {wii+1}- Suponha que S age transitivamente em uma variedade homogénea G/L, com L C G
um subgrupo fechado, conexo e semissimples. Nessas condicoes, sabemos pela Proposicao 1.25, que L age
transitivamente em F(S), possui sequéncia contractante com respeito a F(S), é ndo compacto e F(S) é flag
de L. Utilizaremos a Observacao 3.1 e a existéncia ou nao de sequéncias contractantes em L com respeito a
F(S), feita na secao anterior, para classificar as variedades homogéneas de Sl(n, R) que admitem agao transi-
tiva de semigrupos proprios desse grupo. Nos casos em que o subgrupo L C G transitivo no tipo parabdlico
de S é o grupo todo, ou seja, L = Sl(n,R), temos que G/L é trivial e nao é interessante estudar esse caso. Os
teoremas 3.3 e 3.4 nos informam quando isso acontece. O proximo teorema, juntamente como os exemplos
em seguida, garantem que é Uinica a variedade homogénea, nao trivial, que admite agao transitiva de um

semigrupo préprio, cujo tipo parabélico é RP"~! ou Gr,_1(n).

Teorema 3.3. Seja G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo prdprio, com int(S) # 0, cujo o tipo parabdlico
F(S) é RP"! ou Gr,,_1(n). Suponha que S seja transitivo em G /L, com L C G subgrupo fechado, conexo e
semissimples. Entao G/L € trivial se n é impar e se n é par a unica possibilidade para G/L, além da trivial,
é Sl(n,R)/Sp(m,R), com n = 2m.

Demonstragao: Seja G/L uma variedade homogénea onde o semigrupo S descrito acima age transitiva-
mente, com L conexo. Temos pela Proposicao 1.25 que a acdo de L em RP"~! é transitiva, L é ndo compacto,
podemos nos restringir aos subgrupos L que sao semissimples e além disso tal subgrupo possui sequéncia
contractante com respeito a RP"~!. De fato, se F(S) = RP"~! entdo o Teorema 1.18 garante isso. No caso
em que F(S) = Grp,—1(n), o Lema 1.28 garante que L tem acdo minimal e possui sequéncia contractante
com respeito a F(S™!) que sabemos ser a variedade dual a F(S), ou seja, RP"~!. Desta forma, L deve ser
um dos subgrupos citados na Observagao 3.1. Selecionando dentre estes, os que possuem sequéncias con-
tractantes com respeito a RP"~!, temos que a tinica possibilidade nio trivial é L = Sp(m,R), onde n = 2m.

Consequentemente, se n for impar, L = Sl(n,R) e G/L é trivial. O

O proximo teorema garante que se o tipo parabdlico de S for uma variedade Grassmanniana, diferente
daquela considerada no teorema anterior e diferente dos casos em aberto (Gra(4), Grs(8) ou Groi+1(2m)),

entao a variedade homogeénea que admite acao transitiva de S sé pode ser a trivial.

Teorema 3.4. Seja G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo préprio com int(S) # 0, cujo o tipo parabdlico
F(S) € uma variedade Grassmann Gri(n) (exceto casos em aberto) diferente de Grp_1(n), quando n for par.
Entdo S nao pode agir transitivamente em qualquer variedade homogénea G /L, com L conexo, diferente da

trivial.

Demonstragao: Sabemos que se um semigrupo de interior ndo vazio S C Sl(n,R) for transitivo em uma
variedade da forma Sl(n,R)/L, entdo L age transitivamente no tipo parabdlico de S. Por hipdtese, temos
que F(S) = Gri(n). Se n for par e k # n — 1 ou se n for impar, as Tabelas 2.1 e 2.2 juntamente com
a Observagao 3.1 indicam que o tnico subgrupo L de Sl(n,R) transitivo em Grg(n) é ele préprio. Logo,
L = Sl(n,R) e portanto G/L ¢é trivial. O

Vimos no Teorema 3.3 que a dnica variedade homogénea de S1(2n,R) que pode admitir agdo transi-

tiva de um semigrupo préprio de S1(2n,R), cujo tipo parabdlico ¢ RP?"~! ou Gra,_1(2n), é a variedade
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Sl(2n,R)/Sp(n,R). O exemplo a seguir garante que realmente essa variedade admite acdo transitiva de um

semigrupo préprio de S1(2n, R).

Exemplo 3.5. Consideremos o grupo de Lie G = SI(2n,R) e o semigrupo de G dado por Sy = {g €
SI(2n,R) : g[W] C [W]}, onde W é um cone pontual e gerador do R*" e [W] C RP*"~1 ¢ o subconjunto for-
mado pelas retas geradas pelos vetores v € W. Temos que Sy age transitivamente na variedade homogénea
Sl(2n,R)/Sp(n,R), onde Sp(n,R) é o subgrupo simplético visto na Subsecdo 3.1.4.Vamos usar o Teorema
1.19, para mostrar que Spy) age transitivamente em Sl(2n,R)/Sp(n,R). Para isso, vamos verificar se as

hipdteses do teorema sdo satisfeitas.

. O tipo parabélico de Sy € o espago projetivo RP?"=1 sto é, F(Sw) = RP?"— 1,
De fato, para isso vamos mostrar que RP?"~! se projeta em F(Siw1). Tome v € intW e defina V = {v}+.
A1

A2
Seja H = ' , com A1 > Ag, onde v € autovetor de H associado ao autovalor A\ e

A2
os vetores da base de V sao autovetores associados ao autovalor Ay. Temos que v € o atrator da agao de
exp(tH), com t > 0, para todo vetor u € R*" tal que (v,u) > 0, ver [16]. Em particular, vale para os
vetores w € W. Sendo assim, exp(tH)W C intW para t > o suficientemente grande. Logo, Sw contém
aq

Q2
um elemento h = exp(H), com H = ) . Como Sw C Sy, temos que Sy também

(&)
contém um elemento com tais propriedades e consequentemente temos que ]F(S[W]) se projeta em Fg, com

O={acXa(H)=0}={A—A3,..., Aan_1 — Aon}, ou seja, F(Siy)) se projeta em RP?"1 ¢ portanto
F(Sw)) = RP?" 1

. Temos que Sp(n,R) age transitivamente em RP?"~1 o que garante a minimalidade da agdo desse subgrupo
no tipo parabdlico de Spy.

De fato, a subdlgebra de matrizes anti-simétricas da decomposicao de Cartan de sp(n) € dada por

a —b
t= {( b ) ;a € anti-simétrica e b € simétm’ca} .
a

Seja K = {expt) o subgrupo compacto de Sp(n,R) com dlgebra de Lie €. Vamos mostrar que K age transi-
tivamente em RP?*"~1. Para isso, vamos mostrar que a drbita de K em [e1] € RP?"~1 ¢ aberta.

Consideremos as matrizes abaixo com entradas reais:

0 ‘ ag cee Qp b1 ‘ bg . bn
—ag b2
A= e B=
0 0
—0n by
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A

Entao X =
B

B
) € ¢ e o subgrupo a um parametro ¢! € K. Desta forma, temos que

d

@etx “lea]li=0 € Tie,) (K - [ea]),

d
onde Tj., (K - [e1]) € o espago tangente a orbita K - [e1] no ponto [e1]. Como —e'™*

dt - le1]|t=0 € o proprio

campo agindo em [e1] e a; e b; sdo arbitrdrios, temos que
{(0, =ag, ..., —an,b1,...,by);a:,b5 € R} C Tje, (K - [eq]).

Desta forma temos que Tie,)(K - [e1]) contém um subespago real de dimensdo 2n — 1. Além disso, temos
que dimg (Tje, ) RP?"" 1) = 2n — 1 e Tje,)(K - [e1]) C T}, ) RP**~ 1. Logo, vale a igualdade entre os espagos
tangentes e assim a orbita K - [e1] € aberta em RP?"~1. Por outro lado, como K é compacto, temos que
K - [e1] € fechada. Como RP?"~! ¢ conexo, temos que K - [e1] = RP?"~1. Mostrando assim, que a agdo de

K em RP?"~! € transitiva e consequentemente a agdo de Sp(n,R) também é.

. Como jd foi mostrado na subsecdo 3.1.4, Sp(n,R) admite sequéncia contractante com respeito a RP?>"~1.

Resumidamente, temos que Sy € um semigrupo de interior nao vazio de Sl(n,R) cujo tipo parabdlico é
RP?"~1 q acdo de Sp(n,R) em RP?"~! ¢ transitiva e desta forma minimal, Sp(n, R) admite uma sequéncia
contractante com respeito a RP?"~1, Siw € o semigrupo de compressao de seu conjunto de controle invariante
e SI(2n,R)/Sp(n,R) ¢ conexo. Desta forma, pelo Teorema 1.19, temos que o semigrupo proprio Sy age

transitivamente na variedade homogénea S1(2n,R)/Sp(n,R).

Exemplo 3.6. Seja G = Sl(n,R) e considere sua representagio natural em AFR™ dada por g(vi A...Avg) =
gui A...gui. Seja O = {> arer;ar >0}, comer = e;, A...Ne;, € AYR™, o octante positivo de A¥R™ com
respeito a base {er} e S, = {g € G;90x C Ok}. Temos que Sk é um semigrupo de interior nao vazio. A
sequir trazemos algumas das propriedades de Sy que utilizaremos para mostrar que esse semigrupo nao pode
agir transitivamente em variedades homogéneas de Sl(n,R), para certos valores de k. Para mais detalhes
sobre essas propriedades citamos [14].

Uma matriz g pertence a Sy se, e somente se, {ger,ey) > 0, para todo I,J multi-indices. Além disso,
dado um multi-indice I, as coordenadas de gey com respeito & base {e;} sao k-menores da matriz da trans-
formacgao linear que g define em R™, com respeito a base candnica. Desta forma, (ger,ez) é o menor de g
correspondente aos multi-indices I, J. Assim, g € Sy, se, e somente se, seus k-menores sGdo nao negativos.

Seja Gr,;Ir (n) € A*R™ o subconjunto de vetores decomponiveis, isto ¢, vetores em AFR™ do tipo viA. .. Avy,
com v; € R™. A notacdo coincidente vem do fato que Gr,j(n) estd em bijecao com a Grassmanniana de
subespagos orientados k-dimensionais de R™. O semigrupo Sy pode ser definido como um semigrupo de
compressdo de um subconjunto de Gr; (n). De fato, defina C, = Ox N Gri (n). Entio Cy é o cone em

Gr,j(n) gerado por {e;} e g € Sy se, e somente se, gCy, C C). Portanto Sy é o semigrupo de compressao
Sk = {g S Sl(n, R);ng C Ck},
e desta forma temos que F(Sy) = Gr}f (n), ver [15].
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Agora, consideremos n e k pares, comn # 4 e k # 2. Pelo que vimos acima, o tipo parabdlico de Sy é
Gr,j(n). Portanto, pelo Teorema 3.4, Si nao pode agir transitivamente em qualquer variedade homogénea
Sl(n,R)/L, onde L é subgrupo préprio de Sl(n,R). O mesmo resultado vale quando tomamos n impar e k

qualquer.

Como ainda nao encontramos os subgrupos de Sl(n,R), para n = 4 ou n = 2m, que séo transitivos nas
variedades Grassmannianas Gry (4) e Gr3; +1(2m) com 2[+1 < 2m—3, ndao podemos decidir se os semigrupos
Sy C SI(4,R) e Sy41 C SI(2m, R) agem transitivamente em alguma variedade homogénea desses respectivos

grupos.

Exemplo 3.7. Ainda considerando Sy do exemplo anterior, temos pelo Teorema 1.19 que Sy e Sa,—1 agem
transitivamente na variedade homogénea Sl(2n,R)/Sp(n,R). De fato, temos que S1 é um semigrupo de
interior ndo vazio de S1(2n,R) cujo tipo parabdlico é Gri (2n) = RP?"~! vimos no Ezemplo 3.5 que a agdo
de Sp(n,R) em RP* 1 ¢ transitiva e desta forma minimal. Além disso, Sp(n,R) admite uma sequéncia
contractante com respeito a RP?"~1. Como Sy € o semigrupo de compressio de seu conjunto de controle
invariante e S1(2n,R)/Sp(n,R) € conexo, temos pelo Teorema 1.19, Sy age transitivamente na variedade
homogénea S1(2n,R)/Sp(n,R).

Analogamente, temos que Sa,—1 € um semigrupo de interior ndo vazio de Sl(2n,R) cujo tipo parabdlico
¢ Gri _,(2n). A agdo de Sp(n,R) em Grj | (2n) € transitiva. De fato, Sp(n,R) age transitivamente em
RP?"=1 ¢ RP?"~1 ¢ flag de Sp(n,R), logo, pela Proposi¢io 1.32 temos que Sp(n,R) também age transiti-
vamente na variedade flag dual de RP?>*~! q qual é Gr;n_l(Qn). Além disso, vimos na subsecao 3.1.4 que
Sp(n,R) admite uma sequéncia contractante com respeito a Gry, _(2n). Como Son_1 ¢ 0 semigrupo de
compressao de seu conjunto de controle invariante, temos pelo Teorema 1.19, Sop_1 age transitivamente na
variedade homogénea S1(2n,R)/Sp(n,R).

Como consequéncia desse fato temos que Gran,—1(2n) € flag de Sp(n,R).

3.3 F(Sp) =F(S) para o caso L = Sp(n,R), G =SI(2n,R) e S = Sy

Mostramos que Sl(2n,R)/Sp(n,R) é a tnica variedade homogénea que admite agdo transitiva de um
semigrupo préprio S C G, com interior nao vazio, cujo tipo parabélico é RP?"~! ou Gry,_1(2n). Além
disso, vimos no Exemplo 3.5 que Spy; ¢ um semigrupo com tais caracteristicas e assim, pela Proposi¢ao
1.21, temos como consequéncia que RP?"~! ¢ flag de Sp(n,R). Veremos a seguir que o tipo parabdlico de
St = Syw1 N Sp(n,R) é o mesmo de Sy, visto como flag de L, ou seja, F(SL) = RP?"1,

Um sistema de raizes simples para L = Sp(n,R) é dado por X, = {A1 — Aa,..., A1 — Ap, 2A, }. Dado
O C X1, uma variedade Flag é da forma Fg = L/Pg, onde Pg é o subgrupo parabdlico associado a ©. Por

outro lado, considerando r = {ry,...,rx}, com 1 <r < ... <ry<mne
Ly(ri,...te) = {(V,, C...CV,):V,, CR™
sdo subespagos isotrépicos de dimensao r;},

temos que L, (rq,...7,) é uma variedade homogénea de Sp(n,R). A relagdo entre as dimensoes rq, ..., 7k
e © é dada da seguinte maneira: denote por a; = A1 — Ao,...,Qpn_1 = A1 — Ap,an = 2),. Entao

L,(r1,...7x) = Fo, onde © é formado pelas raizes de indices diferentes de r;, com i = 1,.. k.
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Proposicao 3.8. Seja Syyp C SI(2n,R) um semigrupo como no Ezemplo 8.5. Entdo o tipo parabélico de
Sr = Sy NSp(n,R) €F(SL) = RP?7—1,

Demonstragao: Vimos anteriormente que S; é um semigrupo de interior ndo vazio em Sp(n,R) e que
seu tipo parabdlico se projeta no tipo parabdlico de Sy, que é RP2"~1. Como RP?"~! = L, (1), temos
que RP?"~1 ¢ um flag de Sp(n,R), onde o subconjunto de raizes simples associado é dado por ©(S) =
{aos, 34, ..., Q10,2 }. Vamos verificar que Sy, contém um elemento da forma exp H, onde H satisfaz
a(H) = 0 para todo a € O1(S). Assim teremos que RP?"~! também se projeta no tipo parabdlico de S,
concluindo desta forma que F(Sz) = F(Smw)-

Um elemento H € sp(n,R) que satisfaga a condi¢do a(H) = 0 para todo « € O (S) deve ser da forma

ai

H = . Sendo assim, se tomarmos a; > 0 e v € intW tal que v é
—ay

0
um autovetor associado ao autovalor a; e os vetores da base de V = {v}! como autovetores associados
ao autovalor nulo, temos que exp(tH)W C intW para t > ¢, > 0 suficientemente grande. Portanto,

exp(tH) € Sw N Sp(n,R), para todo ¢ > ty concluindo assim a demonstragao. O

3.4 Semigrupos com Tipo Projetivo ou Tipo K

Chamamos de semigrupos com tipo projetivo aqueles que tém tipo parabdlico ©(S) C ©Op, ou seja, Fo(g)
se projeta em Fg, = RP""! e de semigrupos com tipo k aqueles cujo tipo parabélico Feg(s) se projeta na
Grassmanniana Grg(n). Nessa se¢do, vamos procurar os semigrupos S C G de tipo projetivo, ou tipo k,
que podem agir transitivamente em alguma variedade homogénea G/L, onde L C G é um subgrupo fechado
e conexo. Veremos que valem os mesmos resultados encontrados para semigrupos cujo tipo parabdlico é
RP?"~! ou em Gry(n).

Primeiramente vejamos um resultado que relaciona a transitividade de um grupo em uma variedade flag

Feo, com a transitividade deste mesmo grupo em uma variedade flag Fg, na qual Fg, se projeta.

Proposicao 3.9. Seja 7 : Fo, = Fe, a projecao natural. Temos que L € transitivo em Fg, se, e somente

se, L € transitivo em Fo, e o subgrupo de isotropia L, € transitivo na fibra 7~ 1(z).

Demonstracao: Primeiramente assuma que L é transitivo em Fg,. Tome 21,22 € Fg, e sejam y1,ys € Fo,
tais que m(y1) = 1 e w(y2) = z2. Como L é transitivo em Fg, , existe [ € L tal que ly; = y2. Sendo assim, e
pela equivariancia de 7, temos zo = 7(y2) = 7(ly1) = Iw(y1) = lz1. Logo L é transitivo em Fg,. Além disso,

dados y1,y2 € Fg, tais que n(y;) = = = m(y2), existe g € L,{g € L : gz = z} tal que gy; = y. De fato,
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pela transitividade de L em Fg,, existe [ € L tal que ly; = yo, resta mostrar que [ € L, ou seja, lx = x.
Temos que lz = In(y1) = 7(ly1) = w(y2) = z, concluindo assim a afirmagdo acima.

Reciprocamente, considere L é transitivo em Fg, e L, é transitivo na fibra 7=1(z) e tome 41,92 € Fo, .
Se m(y1) = 7(y2), entdo y; e yo pertencem a mesma fibra. Logo existe [ € L, C L tal que ly; = ys. Por
outro lado, se w(y1) # 7(y2), sejam x1 = w(y1) e x2 = 7(y2). Pela transitividade de L em Fg,, existe
g € L tal que gz; = x2. Considere u = gy;. Temos que 7(u) = 7(gy1) = gn(y1) = gx1 = x2, logo
u € 7 (z2) e como yy € 7 Y(x2), existe | € L, C L tal que lu = yo. Tome I’ = lg € L. Notemos que
U'yr = (lg)y1 = l(gy1) = lu = y2. Portanto, podemos concluir que L é transitivo em Fg,.

O

Agora temos um resultado que garante a existéncia de sequéncia contractante com respeito as projecoes.

Lema 3.10. Suponha que L possui sequéncia contractante com respeito a Feg(s). Entio L possui sequéncia

contractante com respeito a qualquer variedade flag na qual Fg(s) se projeta.

Demonstragao: Como L possui uma sequéncia contractante com respeito a Fg(g), digamos (hx)ken,
¢da(hr) — 0, quando k — oo, para toda raiz negativa « que nao pertence a (©(S)). Considere Fg uma
variedade flag na qual Fg(g) se projeta. Entdo, ©(S) C ©, o que implica que (©(S)) C (0). Dessa forma, se
a ¢ (0), entdo a ¢ (O(S5)). Logo, ¢ (hr) — 0, quando k — oo, para toda raiz negativa o ¢ (0). Portanto,

a sequéncia (hy)ren também é contractante com respeito a Fg. O

A partir desses dois resultados, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 3.11. Seja G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo préprio com int(S) # 0, cujo o tipo parabdlico
F(S) € de tipo projetivo ou tipo k (exceto os casos em aberto). Entdo a tnica variedade homogénea nao

trivial de G na qual S pode ser transitivo é Sl(n,R)/Sp(m,R), com n = 2m.

Demonstragao: Como ja vimos, para que S seja transitivo em G/L é necessério que L seja transitivo
em FF(S) e possua uma sequéncia contractante com respeito a essa variedade flag. Como F(S) se projeta
em RP""1 ou em Gry(n) para algum k € {2,3,...n — 1}, a Proposigao 3.9 garante que basta procurar
aqueles subgrupos que sao transitivos em RP"~1, ou em Gry(n). Além disso, podemos procurar quais desses
subgrupos contém sequéncia contractante com respeito a RP" ! ou com respeito a Gry(n). De fato, se F(S)
se projeta em RP"~!, o Lema 3.10 garante que se ndo possuir com respeito ao projetivo, entdo nao possuira
com respeito a F(S), analogamente, se ndo possuir com respeito a Gri(n), entdo ndo possuird com respeito
a F(S).

Em qualquer um dos casos, L tem acdo minimal e possui sequéncia contractante com respeito a RP? 1.
De fato, primeiramente suponhamos que F(S) se projeta em RP"~!  entdo j& concluimos que isso ocorre.
Agora suponhamos que F(S) se projeta em Gri(n), com k € {2,3,...n— 1} (exceto os casos em aberto). Se
n é impar, ou se n é par e k #n — 1, temos que L = Sl(n,R), e assim G/L é trivial. Sen é par e k =n — 1,
temos pelo Lema 1.28 que L tem acdo minimal e possui sequéncia contractante com respeito a RP" !, pois
essa ¢ a variedade dual a Gr,,_1(n).

Desta forma, como foi demonstrado em 3.3 temos que a tinica possibilidade nao trivial é L = Sp(m,R),
onde n = 2m, ou seja, G/L = S1(2m,R)/Sp(m,R). O
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3.5 Conclusoes

A proposta inicial desse trabalho era selecionar pares (S, L), com S C G um semigrupo de interior nao
vazio e L C G um subgrupo fechado e conexo, tais que a agdo de S na variedade homogénea G/L seja

transitiva. Podemos resumir os resultados principais desse capitulo no seguinte teorema:

Teorema 3.12. Seja G = Sl(n,R) e S C G um semigrupo préprio, com int(S) # (), transitivo na variedade

homogénea G/L, com L C G um subgrupo fechado, conexo e semissimples.

1. Sen é émpar, entio G/L é trivial.

2. Sen é par e F(S) = Gri(n), diferente de Gr,—1(n), Gra(4), Grs3(8) e de Gropp1(2m), coml > 1 e
2l+1 < 2m — 3, entao G/L ¢ trivial.

3. Sen é par e F(S) = RP" ! ou F(S) = Gr,_1(n), entdo a tnica possibilidade para G/L, além da
trivial, é Sl(n,R)/Sp(m,R), com n = 2m.

Além disso, se F(S) tem tipo k diferente de RP"™1, de Gr,,_1(n) e dos casos em aberto, entio G/L é trivial.
A partir desse resultado, temos que no caso G = Sl(n,R), os dnicos pares que aparecem com tais

propriedades sao:
* (Sc,Sp(m,R)) e
e (Sz',Sp(m,R)),

onde S¢ representa o semigrupo de compressao do conjunto de controle invariante C' para a agao do semigrupo

S em seu tipo parabdlico F(S), sendo que S satisfaz:
1. S cCSl(2m,R), intS # 0 e F(S) = RP?>™1; ou
2. S CSl(2m,R), intS # @ e F(S) = Grom—1(2m).

Além desses casos, os tinicos que podem aparecer sao aqueles em que F(S) = Gra(4) ou F(S) = Groi11(2m)
com 2] + 1 < 2m — 3, pois esses casos ficaram em aberto devido ao fato de ainda termos que descobrir os
subgrupos de Sl(n,R) que sdo transitivos nessas variedades.

Vimos ainda nesse capitulo, que os semigrupos de Sl(n,R), com n > 4, cujo tipo parabdlico é Grgi(n)
ndo podem ser transitivos em qualquer variedade homogénea Sl(n,R)/L, com L subgrupo préprio de G.
Sendo assim, os semigrupos, cujo tipo parabdlico se projeta em Grog(n) também ndo podem. Desta forma,
qualquer semigrupo cujo tipo parabdélico é o flag maximal F de Sl(n,R), ndo pode agir transitivamente em
qualquer variedade homogénea Sl(n,R)/L, diferente da trivial, ja4 que IF se projeta sobre Gryi(n).

A afirmagéo feita acima para os semigrupos de Sl(n,R) também é verdadeira no caso em que G é um
grupo de Lie complexo. Apresentaremos no final do préoximo capitulo a demonstragao desse fato, a qual é

feita usando a homologia e a dimensao dos flags de G e de L.

40



CAPITULO 4

TRANSITIVIDADE EM
VARIEDADES HOMOGENEAS DE
GRUPOS COMPLEXOS

No capitulo anterior, procuramos pares (S, L) tais que o semigrupo S age transitivamente na variedade
homogénea G/L, para o caso G = Sl(n,R). A partir de agora, nosso objetivo principal é classificar os
semigrupos que sao transitivos em variedades homogéneas de grupos complexos classicos. Por esse motivo,
no decorrer desse capitulo, G representa um grupo de Lie complexo classico, S C G um semigrupo de interior
nao vazio e L C G um subgrupo fechado e conexo e semissimples. Para que S seja transitivo em G/L, a
Proposigao 1.25 garante que é necessirio que L seja transitivo no tipo parabdlico F(S) de S, que possua
sequéncia contractante com respeito a F(.S), além disso, nesse capitulo usamos fortemente o fato que o tipo
parabdlico de S deve ser flag de L. Para a selegdo dos pares (S, L) com as caracteristicas comentadas acima,
primeiramente utilizamos os subgrupos maximais L C G dos grupos classicos classificados por Dynkin em
[2], pois se S nao for transitivo em G/L também nao serd em qualquer G/L', com L' C L. A partir dai,
verificamos quais subgrupos maximais podem ser transitivos nos flags minimais de G, ja que a principio
consideramos semigrupos cujo tipo parabdlico é um desses flags minimais. Em seguida, resultados sobre a
dimensao e a segunda homologia de variedades flags nos permitiram concluir que certos subgrupos maximais
L nao podem ter variedades flags em comum com o grupo de Lie complexo cldssico que o contém e desta
forma, ndo podem existir semigrupos préprios agindo transitivamente em G/L. Além disso, analisando a
dimensao e a segunda homologia dos flags encontramos variedades homogéneas que admitem acao transitiva

de semigrupos proprios.
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4.1 Reducao ao caso Maximal

Seja S C G um semigrupo, com intS # (), tal que S é transitivo em uma variedade homogénea G/L,
com L C G subgrupo fechado, conexo e semissimples. Pelo Teorema 1.18 e Lema 1.23 temos que L age
transitivamente em F(.S) e L possui sequéncia contractante com respeito a F(.S). Além disso, pela proposicao
3.9, temos que se L é transitivo em uma variedade flag intermedidria, entao ele também é transitivo nas
variedades flags minimais em que esta se projeta, ou seja, se L nao é transitivo em uma variedade flag
minimal, entao L também nao é transitivo em qualquer variedade flag intermedidria que se projeta nessa
minimal. Sendo assim, procuramos primeiramente os subgrupos L que podem ser transitivos nas variedades
flags minimais de G.

A contra-positiva do lema a seguir nos garante que para os casos em que S nao é transitivo em G/L,
com L maximal, temos que S também néo serd transitivo em G/L’, onde L’ C L é um subgrupo fechado,
conexo e semissimples. Dessa forma, restringimos nossa busca por subgrupos L que sao fechados, conexos,

semissimples e maximais em G.

Lema 4.1. Sejam L e L' subgrupos fechados de G. Se L' C L, entio w : G/L' — G/L dada por w(gL') = gL

é um fibrado e vale que se S € transitivo em G/L’, entdao S € transitivo em G/L.

Demonstragao: Como L e L' sdo subgrupos fechados de G e L' C L, temos que G/L’ é um fibrado sobre
G/L, com a proje¢iao canoénica dada por w(gL') = gL. Além disso, temos que 7 é equivariante, ou seja,

w(h-gL') =h-7w(gL’). Sendo assim, temos que

S(gL) ={s-gL;s€ S} ={s-p(gL');s € S}
={¢(s-gL');s € S} = ¢(SgL') = ¢(G/L") = G/L,

sendo as tltimas igualdade devidas ao fato de S ser transitivo em G/L’ e de 7 ser sobrejetora. A partir dai,

podemos concluir que S age transitivamente em G/L. g

Para encontrar tais subgrupos maximais, usamos a classificacao dos subgrupos maximais dos grupos
cléssicos feita por Dynkin em [2], sobre a qual fizemos uma breve apresentacao no Apéndice A deste trabalho.
As informacoes dadas nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 a seguir, foram tiradas desse artigo, mais precisamente das
tabelas 6, 11, 15, 16 e 17 de [2], as quais sdo citadas nos teoremas A.11, A.13 e A.14-A.16. Essas tabelas
trazem os subgrupos irredutiveis semissimples maximais dos grupos classicos, os quais vamos utilizar para
selecionar pares (S, L) tais que o semigrupo S age transitivamente na variedade homogénea G /L. Nessas
tabelas, L representa um subgrupo irredutivel do grupo cléssico G e ¢ é a representacao de L em G, cujo

diagrama associado pode ser encontrado nas tabelas originais dadas no Apéndice A.
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Tabela 4.1: Subgrupos Irredutiveis Simples Maximais em SI(V)

L G Tipo de G
1. | (Bp,¢),n>2 Sl(2n +1,C) Aoy,
2. (Dn, gb), n>3 Sl(2n, (C) Agnfl

3. | (An,¢),n>3| St c) Ay

5——1

4. | (An,¢), n>2 | SI(HE2) ) Awinmsn

5. (Ds, ) SI(16,C) At
6. (Es, ¢) SI(27,C) Ase
7. (Cn, ¢), n Z 2 81(277,, (C) Agn_l

Tabela 4.2: Subgrupos Irredutiveis Simples Maximais em Sp(V)

L G Tipo de G
L | (A1,¢) | Sp(2,C) Cy

2. (A5,¢) Sp(lO,(C) ClO

3.1 (Cs,0) | Sp(7,C) C7

4. | (Ds,9) | Sp(16,C) C1e

5. | (Er,9) | Sp(28,C) Cas
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Tabela 4.3: Subgrupos Irredutiveis Simples Maximais em O(N)

L G Tipo de G
L. (G27 ¢) 80(77 (C) B3
2. (Ba, ) So(10, C) Ds
3. (Al . Al, ¢) SO(lO, C) D5
4. (B2, 9) So(14,C) D7
5. (G2, 9) So(14,C) Dy
6. (Cs,6) So(14,C) Dy
7. (B4, (f)) 80(16, (C) DS
8. (F1, ¢) So(26,C) D3
9. (Bn, ¢) So(2(n+1),C) D1
n>4
10, (By - Ar, 0) So(2(n + 3), C) Dt
n > 2
11. (Bn1 . Bn2, ¢) So(2(n1 —+ ng + 1), (C) Dn1+n2+1
ny,n2 > 1, ny +ng >4
12. (Bs, b) So(8, C) Dy
13. (Al . Al, (Z)) SO(S, C) D4
14. (BQ . Al, ¢) SO(8, (C) D4
15, (A2, 6) So(8, C) Di
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4.2 Comparando dimensoes entre flags de G e 6rbitas de L

A partir da classificacdo dos subgrupos maximais semissimples apresentada na se¢do anterior em forma
de tabelas e do lema a seguir, podemos excluir a possibilidade de haver acao transitiva de L em Fg para

certos subgrupos L das tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, onde Fg representa uma variedade flag minimal de G.

Lema 4.2. Seja L C G um subgrupo fechado e conexo e Fo = G/Pg uma variedade flag de G. Considere
L = KAN a decomposicio de Iwasawa de L e suponha que a acao de L em Fgo seja transitiva. Entdo
dimFg < dimL — dimAN.

Demonstragao: Como L é um subgrupo fechado de G. Existe uma decomposicao de Iwasawa de G
que é compativel com a decomposicdo de Iwasawa de L, ou seja, G = K AN tal que K C K, AC Ae
N C N. Pelo Teorema do ponto fixo de Vinberg existe zo € Fg tal que gzg = o para todo g € AN.
Seja Ly, = {g € L;gxo = x0} o subgrupo de isotropia em z5. Como a agdo de L em Fg é transitiva,
temos que Fo =~ L/L,,. Da escolha de z( e da definicdo de L,, temos que AN C L, e portanto dimFg =
dimL — dimL,, < dimL — dimAN. O

4.2.1 Dimensao de um flag

Vejamos agora um exemplo de como podemos encontrar a dimensao de um flag Fg através do subconjunto
© C ¥ de raizes simples. Seja Fo, = G/Pg, um flag minimal de G. Entao ©; = ¥ —{w;} e Po, é o subgrupo
de G de matrizes triangulares superiores com a diagonal em blocos, com as ordens dos blocos dependendo

das componentes conexas do diagrama de ©;. Por exemplo, se G = SI(7,C) e O3 = ¥ — {as}, temos
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1. ¥={a1 = A1 — Ag,...,a5 = A\g — A7} associado ao diagrama de Dynkin Ag:

O—O0—0—0—0—=0
a7 (65 Qs Qg (6751 (675

2. O3 = {A1 — A3, A2 — A3, A — A5, A5 — X6, Ag — Ar}, 0 qual estd associado ao diagrama de Dynkin Ay
A35

o———O Oo—O0—O
(631 Q2 Qg Qs (€73

3. Sendo assim, os elementos de Pg, s@o da forma

Py D% %k *

P

o o o o
o o o o
o o o O

4. A dimensado do quociente de G = SI(7,C) pelo subgrupo Pe, é calculada olhando a dimensdo do
subconjunto de matrizes de G cujas entradas nao nulas estao nas posicoes onde os elementos de Pg,

sao sempre nulos, no caso do exemplo, o bloco formado por zeros abaixo da diagonal em blocos.

5. Para encontrar tal dimensao, primeiramente contamos a dimensao do subespaco de matrizes triangu-
lares inferiores de G = S1(7,C) com zeros na diagonal principal, depois descontamos as dimensoes dos

subespagos de matrizes triangulares inferiores de P; e de P, com zeros na diagonal principal.

6. Sabemos que a dimensdo do subconjunto de matrizes triangulares inferiores com zeros na diagonal
principal de um grupo de Lie é igual ao total de raizes negativas associadas a algebra de Lie deste

grupo, o qual denotaremos por §II .

7. Desta forma, dimFe, = 411, — (§I1;, +#11, ) =21 — (3 +6) = 12.

Para facilitar o célculo final da dimensao de uma variedade flag, apresentamos a seguir uma tabela, que
pode ser encontrada em [12], que indica as dimensoes das algebras de Lie simples e a quantidade de raizes

negativas de cada uma delas.
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Algebras Classicas ‘ Dimensao ‘ g i H Algebras Excepcionais | Dimensao ‘ g i ‘
A w+e) | W ;r Y G 14 6
By (20 + 1) 12 Fy 52 24
G 1(214+1) 12 Eg 78 36
Dyl >2 (20—-1) | 1(1-1) Er 133 63
Fg 248 120

4.2.2 Exclusao de alguns subgrupos maximais L

Usando as tabelas da segao 4.1, dadas pela classificacao de Dynkin, a técnica para calcular a dimensao
de uma variedade flag, vista no exemplo anterior com G = SI(7,C), e o Lema 4.2, vamos excluir alguns
dos subgrupos L das tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, para os quais nao pode haver semigrupo préprio de G agindo
transitivamente em G/L, j4 que nesses casos teremos que L nao pode ser transitivo em F(S). Faremos isso
separadamente para os casos G = Sp(N,C), G = So(N,C) e G = SI(N,C) e ao final apresentamos uma
tabela contendo os casos que nao foram excluidos levando em consideracao apenas as dimensoes de L e dos

flags minimais de G.

1. Caso G = Sp(N,C)

Vamos estudar os casos contidos na Tabela 4.2, onde ¢ é a representacdo de L como subgrupo de G.
No decorrer dessa subsecao, consideramos Fg uma variedade flag minimal de G. O Lema 4.2 fornece um
limitante superior para a dimensao dos flags de G em que L pode agir transitivamente. Vamos comparar a

dimensao de cada Fg com tal limitante.

1. L=(A41,¢) e G=Sp(2,C).

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimA; — dim(AN)4, =3—-2=1

1.1 8, =% —q;, comi=1,2.
Diagrama de G: Cy Diagrama de ©;: A

dimFe, = $II; — I, =3.

Portanto, (A1, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de Sp(2,C), ja que dimFg, > 1.
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2. L= (As,¢) e G = Sp(10,C)

Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

2.1

2.2

2.3

24

dimFe < dimAs; — dim(AN) 4, = 35— 20 = 15

@1 =X — .
Diagrama de G: Cig Diagrama de ©1: Cy
dimFe, = 1l  — 15, = 19.
,':Z—Oéi, COmi:2,...8.

Diagrama de G: Cig Diagrama de ©;: AyCj,com 1 <k<7ej=9—k.

dimFe, = #1I5, — (1, +41Ig ),
= 100 —7=-3k>+ 3%k +19, onder="EH 4 (9 _f)2

Considerando f(z) = =322+ 32z + 19, no intervalo fechado [1, 7], temos que f atinge méximo e

’ . . 7z . re 7 . re 5
minimo nesse intervalo. Como seu valor minimo ¢ f(1) = 35 e seu valor méximo é f(33) ~ 70,04,

temos que
35 < dimFg, < 70,04
99 =3 - Qg.
Diagrama de G: Cqg Diagrama de ©g: AgA;
dimFe, = 1l — (# I, + ﬁHZl) = 63.
@10 =3 - a10.-
Diagrama de G: Cig Diagrama de ©1¢: Ag

dimFe,, = $II; — I = 55.

Portanto, (As, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de Sp(10, C), j& que em todos os subcasos dimFg >

15.

3. L=(Cs3,¢) e G=5p(7,C)

Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFe < dimCs — dim(AN)¢, =21 —12 =9
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3.1 @1 =X - aq.
Diagrama de G: C% Diagrama de ©1: Cy

dimFe, = g1l — gl =13.
32 0; =YX —q;,comi=2...5.
Diagrama de G: C% Diagrama de ©;: A;C;,com1<k<4ej=06—k.

dimFo, = 4115, — (4115, +4115),

= 49—r=-3k>+ 2k +13, onder:@Jr(Gfk)Q.

Considerando f(z) = =322+ 2z + 13, no intervalo fechado [1,4], temos que f atinge méximo e

minimo nesse intervalo. Como seu valor minimo ¢ f(1) = 23 e seu valor méximo é f(22) ~ 35,04,
temos que
23 < dimFe, < 35,04

3.3 @6 =X ag.
Diagrama de G: C7 Diagrama de Og: As5A4;

dimFe, = 1l — (11, + 411, ) = 33.
34 O, =% — ar.
Diagrama de G: C7 Diagrama de ©7: Ag
dimFe, = #1I5, — 41T, = 28.
Portanto, (C3, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de Sp(7, C), j& que em todos os subcasos dimFg > 9.

4. L =(Dg,¢) e G =Sp(16,C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFeg < dimDg — dim(AN)p, = 66 — 36 = 30

4.1 @1 :E—Oél.

Diagrama de G: Cig Diagrama de ©1: Cy5

dimFe, = $1I;, — $1l; =31

15
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42 ;=Y —aq;,comi=2,...14.
Diagrama de G: Cig Diagrama de ©;: A;Cj, com1 <k <13ej=15—k.

dimFe, = 415, — (1T, +$TI;),
= 256 —7=—3k>+ 2k +31, onder="EH 4 (15 k)2,

Considerando f(z) = —32? 4+ 2z + 31, no intervalo fechado [1, 13], temos que f atinge maximo
e minimo nesse intervalo. Como seu valor minimo ¢é f(1) = 59 e seu valor maximo é f (%) ~
176,04, temos que

59 < dimFg, < 176,04

4.3 @15 =3 — a15.

Diagrama de G: Cig Diagrama de O15: A144;
dimFe,, =1l — (# Iy, + jo;h) = 150.
4.4 916 =¥ - 16
Diagrama de G: Cig Diagrama de ©14: Ajs

dimFe,, =4Il — 115 = 136.

Portanto, (Dg, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de Sp(16,C), j& que em todos os subcasos dimFg >
30.

5 L= (E;,¢) e G=Sp(28,C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimFE7; — dim(AN)g, = 133 — 70 = 63

5.1 @1 =X - aq.
Diagrama de G: Coag Diagrama de ©1: Ca7

dimFeg, = ﬁHE28 — ﬂH527 = 55.
52 ©; =YX —q;, comi=2,...26.
Diagrama de G: Coag Diagrama de 0;: AyCj, com 1 <k <25ej=27—k.

dimFe, = 4115, — ($115, +#115 ),
= 784 —7r=-3k>+ 297k 155 onder="EH 4 (27 k)2,
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Considerando f(z) = f%wz + %x+55, no intervalo fechado [1, 25], temos que f atinge maximo

M)N

e minimo nesse intervalo. Como seu valor minimo é f(1) = 107 e seu valor méximo é f(=¢") ~

532,04, temos que
107 < dimFg, < 532,04

5.3 @27 =>—- Qa27.

Diagrama de G: Cog Diagrama de Og7: AggA;
dimFe,, =1l — (t I, + FIT,) = 432.
5.4 628 = Z — (¥28.
Diagrama de G: Cag Diagrama de ©sg: Aoy

dimFe,, =4Il — 411, = 406.

Portanto, (E7, ¢) nao pode ser transitivo nos flags de Sp(28, C), exceto o flag Fg,, j4 que em todos os

outros subcasos dimFg > 63.

Observacao 4.3. Apesar de valer dimFg, = 55 < 63, ainda ndo estd garantida o transitividade. Esse

€ um caso que ainda devemos estudar.

2. Caso G=So(N,C)

Vamos estudar os casos contidos na Tabela 4.3, vista na se¢ao 4.1, onde ¢ € a representacao de L como
subgrupo de G. Assim como foi feito para Sp(N,C), em cada caso, consideramos Fg uma variedade flag
minimal de G. Vamos comparar a dimensao de Fg com o limitante superior fornecido pelo Lema 4.2 nos

casos em que L age transitivamente em tal variedade.

L. L =(G2,¢) e G=250(7,C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimG3 — dim(AN)g, =14 —-8=6

1.1 @1 :E—Oél.

Diagrama de G: Bj Diagrama de ©1: By

dimFe, = #1I; —tI; =5.
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1.2 @2 =X - Q9.
Diagrama de G: Bj Diagrama de ©5: A A

dimFe, = 105, — (411, + 411 ) =T.

1.3 @3 :E—Oé3.

Diagrama de G: Bj Diagrama de ©3: As
dimFe, = 1l —§1I;;, =6.
Portanto, (G2, ¢) ndo pode ser transitivo no flag Fg, de So(7,C), apenas nos flags Fg, e Fg,.

Observacao 4.4. Apesar de valer dimFg,,dimFe, < 6, ainda ndo estd garantida a transitividade.

FEsses casos deverao ser estudados.

. L =(Ba,¢) e G=S50(10,C)
Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimBy — dim(AN)p, =10—-6 =4

2.1 @1 :E—Oq.

Diagrama de G: Dj Diagrama de ©1: Dy
dimFe, = lI, — g1, =8.
2.2 @2 =X ag.
Diagrama de G: Ds Diagrama de O5: Aj A3
dimFe, = 11, — ($1I,, + ﬁH;g) =13.

2.3 @3 =X - asg.
Diagrama de G: Ds Diagrama de ©3: As A1 A

dimFg, = ﬁHBS — (4 I, + 810, + H;h) = 15.
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24 ©; =X —q;, com i =4,5.

Diagrama de G: Ds Diagrama de ©;: Ay
dimFe, = #11p, — ¢II;, = 10.

Portanto, (Bs, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(10, C), j& que em todos os subcasos dimFg > 4.

. L= (Al 'Al,(b) e G = SO(lO,(C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimL — dim(AN),
= (dimA; 4+ dimA;) — (dim(AN) 4, + dim(AN) 4,)
= 6—-4=2

Portanto, (A; - A1, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(10,C), ja que dimFg > 2 como vimos no

caso anterior.

. L= (Ba,¢) e G=S0(14,C)

Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimBy — dim(AN)p, =10—-6=4

4.1 @1 ZE—OQ.

Diagrama de G: D7 Diagrama de ©1: Dg
dimFe, = 11, —#l, =12

4.2 @2 =X 9.
Diagrama de G: D7 Diagrama de ©5: A1 D5

dimFe, = #1115, — (4115, + 115 ) = 21.

4.3 @3 =3 — Qas.
Diagrama de G: D7 Diagrama de O3: AsDy

dimFe, = §115, — (¢11;, + 410, ) = 27.
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4.4 @4 =X - ay.
Diagrama de G: D7 Diagrama de ©4: A3As

dimFe, = ¢1I5, — (#1L,, + #1I5,) = 30.

4.5 @5 =X - as.
Diagrama de G: D7 Diagrama de ©5: A4A1 A

dimlFg, = ﬁHB7 — (# I, + L‘;H;h + H;h) = 30.

46 ;=X —q;,comi=26,7.

Diagrama de G: D7 Diagrama de ©;: Ag
dimFe, = §1I;, —#1I, =21

Portanto, (B2, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(14, C), ja que em todos os subcasos dimFg > 4.
. L =(G2,¢) e G=150(14,C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimGs — dim(AN)g, =14 —-8=6
Portanto, (G2, ¢) nao pode ser transitivo nos flags de So(14,C), j4 que dimFg > 6 como vimos no
caso anterior.
. L=(C3,¢) e G=250(14,C)

Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimCs — dim(AN)¢, =21 — 12 =9

Portanto, (C3,¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(14,C), ja que dimFg > 9 como vimos no
caso anterior.
. L =(B4,9) e G=S50(16,C)

Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFe < dimB, — dim(AN)p, = 36 — 20 = 16
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7.1 @1 =X - aq.
Diagrama de G: Dg Diagrama de ©1: D7

dimFe, = 115, —#1I}, = 14.

72 0, =% —q;, com i = 2,3,4.
Diagrama de G: Dg Diagrama de ©;: A,D;

dimFe, = §11,, — ($11, + 41T, ) = 25.
dimFe, = §1I5,, — (§11,, + 4115, ) = 33.
dimFe, = $1I, — (41T, +#11, ) = 38.

7.3 95 =X - as.
Diagrama de G: Dg Diagrama de O5: A4A3

dimFe, = #115, — (#11;, + $11;,) = 40.

7.4 @6 =Y - ag.
Diagrama de G: Dg Diagrama de ©g: AsA1A;

dimFe, = g1, — (#11,, + 1, +1I} ) = 39.

75 ©, =Y —qa;, comi=717,38.
Diagrama de G: Dg Diagrama de ©;: Ar

dimFe, = $II;, —$II; = 28.

Portanto, (By, ¢) nao pode ser transitivo nos flags de So(16, C), exceto o flag Fe,, j4 que em todos os

outros subcasos dimFg > 16.

8. L(Fy, ¢) = e G =So(26,C)

Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFe < dimF, — dim(AN)p, =52 — 28 = 24
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8.1 @1 =X - aq.
Diagrama de G: D3 Diagrama de ©1: D12

dimFe, = 115, — 15 = 24.

82 ;=YX —q;,comi=2...9.
Diagrama de G: Di3 Diagrama de ©;: AyD;, com 1 <k <8ej=12—k.

dimFo, = 4115 — (4115, +4115),

k(k+1 L
= 156 —r= —%k2+4—25k+24, onde r = %4—](‘] -1).
Considerando f(z) = —322 + 4z + 24, no intervalo fechado [1,8], temos que f atinge méximo

e minimo nesse intervalo. Como seu valor minimo é f(1) = 45 e seu valor méximo é f(42) ~
108, 37, temos que
45 < dimFe, < 108,37

8.3 910 =¥ - a10-
Diagrama de G: D13 Diagrama de ©1: AgAs

dimFe,, = 411, — (411; + 4115 ) = 105.

8.4 @11 =¥ - a11-
Diagrama de G: D3 Diagrama de ©11: AjgA1 4
dimFe,, =1l , — (4 I, + 81y, —HiH:h) =99.
8.5 @i =3 a;, com 1= 12, 13.
Diagrama de G: Di3 Diagrama de ©;: Ajs

dimFe, = tII,  — 411, =78

Portanto, (Fy, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(26,C), exceto o flag Fg,, j& que em todos os
outros subcasos dimFg > 24.
9. L=(B,,¢),n>4eG==S80(2(n+1),C)

Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFe < dimB,, — dim(AN)p, = (n(2n+ 1)) — (n? 4+ n) = n?
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9.1

9.2

9.3

9.4

@1 =X - aq.
Diagrama de G: D,41 Diagrama de ©4: D,
dimlFg, = HHBn+1 — 1, =2n.

Como dimFg, = 2n < n? para todo n > 4, esse caso ainda deverd ser estudado.
0, =Y —a;,comi=2,...n—3.

Diagrama de G: D41 Diagrama de ©;: AyDj,com1<k<n-—-4ej=n—k.

dimFe, = §II, . — (1, + ﬁHBJ)’

s k(k+1
= (4 Dn—r=-3k2+ 93k 9y onder= kk+1) ; ) +i(—1).
Considerando f(z) = —322 + @x + 2n, no intervalo fechado [1,n — 4], temos que f atinge

méximo e minimo nesse intervalo.

(o4 oo (4n—3 : (o
Seu valor maximo é f (%) = % +n+ %nz e como o valor maximo é menor que n? para todo
n > 4 temos que

dimFe, < n?.
Desta forma, todos esses casos ainda deverdo ser estudados.

Op_2 =X —ap_o.

Diagrama de G: D41 Diagrama de ©,,_o: A, 343

dimFe, , = §I0,  — (100,  +410;)

= (n+1)n,(w+6)

n?+7n — 18
2

2
. n®+7n — 18 . ,
Como dimFg, , = — < n? para todo n > 4, esse caso ainda devers ser estudado.

On1 =Y —an_1.

Diagrama de G: Dj41 Diagrama de ©,,_1: A, _2A1A;

dimFe, , = #I0,  —(@#I, , +210 +2105))

(n—2)(n-1)
2

n+1
= (n+Dn—(
n?45n—6
2

+1+1)
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n?>+5n—6

Como dimFg, , = — 5 < n? para todo n > 4, esse caso ainda devers ser estudado.
9.5 ©;, =YX —q;, comi=mn,n-+1.
Diagrama de G: D, 11 Diagrama de ©;: A,
dimFe, = ¢  —4$II;
n(n+1

= (n+n- (%)

. n?+n

B 2

n2+n

< n? para todo n > 4, esse caso ainda deverd ser estudado.

Como dimFg, =

Portanto, devemos estudar o caso do subgrupo L = (B, ¢) em relagao a todos os flags minimais de

So(2(n + 1),C), j4 que em todos os casos temos dimFg < n?.

10. L= (B, A1,¢),n>2e G =S0(2(n+3),C)
Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < (dimB,, + dimA;) — (dim(AN)p, + dim(AN)4,)
m2n+1)+3)—((n?+n)+2)=n2+1

10.1 ©; =% — ag.
Diagrama de G: D, 13 Diagrama de ©1: D, 1o
dimFg, = ﬁH5n+3 — ﬁHBHz =2(n+2).
Para n = 2 temos 2(n + 2) > n? + 1, logo L nao pode ser transitivo em Fg, .
Para todo n > 3, temos 2(n + 2) < n? + 1, o que implica que esses casos ainda deverdo ser
estudados.
102 ©;, =Y —q;,comi=2,...n—1.
Diagrama de G: Dy 43 Diagrama de ©;: AyD;,com1<k<n—-2ej=n—k+2.
dimFe, = 105, — (4105, +£1;),
= (n+3)(n+2)—r

n kE(k+1 o
= —%kQ—l—wk—F(Zn—t—éL), onder:%—kg(]—l).
Considerando f(z) = —3z% + wx + (2n 4+ 4), no intervalo fechado [1,n — 2], temos que f

atinge maximo e minimo nesse intervalo.

( (4n+5) ) __ 16n°+88n+121
5 =

7 . Vejamos em quais casos a dimensao maxima é

Seu valor maximo é f

maior que n? + 1.

16n? 4 88n + 121
24

Dessa condigao e da condigao inicial sobre n, temos que 2 < n < 12. Desta forma, para n > 13,

dim,, o, Fe, > n’+1 & >n? 4 1.

todos os casos deverao ser estudados, pois dim,:Fe, < n2 4+ 1 e assim as dimensoes de todos

os flags minimais também serdo menores ou iguais a n? + 1.
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10.3

10.4

10.5

Observacgao 4.5. Os casos em que 2 < n < 12 ainda ndo estao totalmente excluidos, ana-
lisaremos a dimensdo de cada flag variando n e k. Segquindo esta técnica e comparando cada
dimensdo com n?+1, selecionamos para serem estudados dentre esses, 0s sequintes casos: n =5
ek=1,n=6ek=1,n=7Tek=12,n=8c¢k=1,23,n=9¢e¢k=1,2,3,4, n=10
ek=1,2345n=11ek =1,2,3,4,5,6 e por dltimon =12 e k =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
Esse altimo caso serd incluido no caso mais geral, pois esses valores de k representam todas as

variedades do caso ©;, i=2,...n—1 en=12.

0, =X — a,.
Diagrama de G: D, 13 Diagrama de ©,: A, _1A3
dimFe, = 81l  — (1L,  +#1,)
-1
= w4
_ nf41In
B 2

Vejamos em quais casos a dimFg é maior que n? + 1.

n?+11ln
2

considerando a condigao inicial sobre n. Logo, L nao pode ser transitivo em Fg, para2 < n < 10.

dimFe, >n?+1 < >n?+1e2<n<10,

Os casos quando n > 11 deverdo ser estudados, pois dimFg, < n? + 1 e assim nao podemos

garantir a transitividade ou nao de L.

6n+1 =X - Opt1-
Diagrama de G: D, 43 Diagrama de ©,,_1: A, A1 A,

dimFe,,, = #II;

n+1

— (I, + 810, +810,)
n(n+1)
2

n+3
= n+3)(n+2)—(
n?+9n+8

2

+1+1)

Vejamos em quais casos a dimFg é maior que n? + 1.
n+1

>n2+1<:>n2+9n+8

- 5 >nP+1e2<n<9,

dimIF@

considerando a condigao inicial sobre n. Logo, L nao pode ser transitivo em Fg,  , para 2 <
n < 9. Os casos quando n > 10 deverao ser estudados, pois dimFe,,, < n2 4+ 1 e assim néo
podemos garantir a transitividade ou nao de L.
0, =Y —q;,comi=n+2n+3.
Diagrama de G: Dy 43 Diagrama de ©;: A, 2

dimFg, = ﬁHBHS — ﬁHZHZ

(n+3)(n+2)—(
n? +5n+6
2

(n+2)(n+3)
)
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Vejamos em quais casos a dimFg, é maior que n? + 1.

n?>+5n+6

dimFe, > n* +1 < >n?+1e2<n<5,

considerando a condigao inicial sobre n. Logo, L nao pode ser transitivo em Fg, para 2 <n <5.
Os casos quando n > 6 deverdo ser estudados, pois dimFg, < n? + 1 e assim nio podemos

garantir a transitividade ou nao de L.

11. L= (Bp, - Bpy,9),n1 > 1,n2 >2eny +ny >4, e G=_50(2(n; +ng +1),C)

Suponha que a agdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimF@ S dlIIan1 . Bn2 — dim(AN)Bnl ‘B,

= (n1(2n1 + 1) +n2(2n2 + 1)) — (07 +n1 +nj + na)

— 2 2
=nj + nj

Observemos que no item 9. foram calculadas as dimensoes dos flags minimais de D,,1. Agora, que-

remos as dimensoes dos flags minimais de Dy, +r,+1. Sendo assim, basta substituirmos n por n; + ng

nos resultados encontrados e teremos as dimensoes procuradas nesse caso.

11.1

11.2

@1 =X - aq.
dimFg, = 2(n1 + n2)

Verifiquemos quando a desigualdade 2(n;+n2) > n?+n3 é verdadeira. Sabemos que 2(n;+nz) >
n? +n3 & —n? + 2n; + (-n3 + 2ny) > 0. Considerando a expressio & esquerda do sinal
como uma parabola na variavel ny, temos que a desigualdade é verdadeira somente quando
A = —4n% +8ng +4 > 0 e ny esta entre as raizes da equacao, e isso ocorre quando 1 < no < 2,
ja respeitando a condigdo ny > 1. Para ny = 1 deveriamos ter 0 < n; < 2 e para ny = 2
deveriamos ter 0 < nm; < 2. Em ambos os casos temos uma contradigao com o fato de que
ni + ng > 4.Desta forma, 2(ny + na) < n? + n2 para todo ny,ne > 1 tal que ny + ny > 4.

Portanto esse caso ainda devera ser estudado.
0, =Y —qa;, comi=2...(n;+ng)—3.

3,2 (B—4(m +n2))

dimFg, = —=
1mite, B) B)

k + 2(%1 + ng),

ondei=2,...,(ny+n2)—3ek=1i—1 (o que implicaem 1 <k < (ny +ng) —4).

Considerando f(z) = —32% — wx +2(n1 + ng), no intervalo fechado [1, (n1 +mng) — 4],

temos que f atinge médximo e minimo nesse intervalo.
P 7 —3+4(n1+n2) 2 2 3
Seu valor maximo é f(—=F"220) = 2(ny +n2)® + (n1 +n2) + 3.

Vamos analisar os casos em que dimFg, > n? + n3. Para isso, vejamos primeiramente quando

dime.Fo, > n% + n%
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11.3

dim,q.Fo, = %(nl +n2)% + (ng +ng) + % > n? +n3

S Zmi+2nma+nd)+ (i +na)+3—nf-n3>0

& —8n? + (32ny + 24)ng + (—8n3 +24n +9) > 0

Considerando a expressao a esquerda do sinal como uma parabola na varidvel ni, temos que
a desigualdade poderd ser verdadeira somente quando A; = 96(8n3 + 24ny + 9) > 0, e isso

ocorre para qualquer no, pois ny > 1. Além disso n; € N deverd estar entre as raizes
(32n9 + 24) — /96(8n3 + 24ny +9)
16

da equagdo, ou seja, no intervalo (a,b), onde a = eb=

(32n9 + 24) + 1/96(8n3 + 24ny +9)
16
Desta forma, para ni ¢ (a,b) temos dim,..Fe, < n? + n3 e consequentemente as dimensdes

de todos os flags minimais também serdo menores ou iguais a n? + n3. Assim todos esses casos

ainda deverao ser estudados.

Observagao 4.6. Os casos em que ny € (a,b) ainda ndo estao totalmente excluidos, jd que
comparamos apenas com a dimensao marima. Para selecionar dentre esses casos especiais,
deveremos encontrar para cada no > 1 o0s wvalores possiveis para ny dentro do intervalo citado

acima, e a partir disso, comparar cada dimensdo variando 1 < k < (n1 +ng) — 4.

@(n1+n2)72 = Z - a(n1+n2)72~

(711 + n2)2 + 7(77,1 + ’I’Lg) — 18
2

dlmIF@(nﬁnz)fz =

. . 2 2
Vamos analisar os casos em que dimFe, . -, >ni+n3.

(n1 +n2)? +7(n1 +ng) — 18
2

. _ 2 2
dimFe, .., , = >ni +ns,

n3 + 2n1ng +n3 + Tny + Tng — 18 — 2n? — 2n3

5 >0

& —n}+ (2n2 + Ty + (—nd + Tng — 18) > 0

Considerando a expressao a esquerda do sinal como uma parabola na variavel n;, temos que a de-
sigualdade posera ser verdadeira somente quando A; = 56ns—23 > 0 e isso ocorre para qualquer
ng, ja respeitando a condicao ny > 1. Além disso n; € N deverd estar entre as raizes da equagao,

(2ng + 7) — 4/B56ngy — 23 o b (2ng + 7) + /561y — 23

Sendo assim, dados n1,n2 > 1 en; € (a,b) , temos que dimFe,, . -, >nj+nj e assim L nao

ou seja, no intervalo (a,b), onde a =

pode agir transitivamente em Fo, -~ ,. Quando ny ¢ (a,b) temos dimFe, . .~ , < n? +n3,

portanto esses casos ainda deverao ser estudados.
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114 ®(n1+n2)—1 =¥ - X (ny+ng)—1-

(nl + n2)2 + 5(’[11 + TLQ) -6
2

dlmF@(n1+n2)_1 =

Vamos analisar os casos em que dimFe, . = > n? + n3.

(n1 + n2)2 + 5(711 + Tl2) —6

5 >n%+n§

dlrnIF@(nﬁw)i1 =

n? + 2n1ng + n3 + 5ny + dng — 6 — 2n? — 2n3
2

>0

& —n?+ (2ny +5)ny + (—n3 + 5ng — 6) > 0

Considerando a expressao a esquerda do sinal como uma parabola na variavel ny, temos que a de-
sigualdade posera ser verdadeira somente quando A; = 40ny+1 > 0 e isso ocorre para qualquer
ng, ja respeitando a condicao ny > 1. Além disso n; € N deverd estar entre as raizes da equagao,

(27124-5)—\/40712-1-1 o b — (2n2 +5) + v/40ns + 1

5 =
Sendo assim, dados n1,ne > 1 eny € (a,b) , temos que dimFe , > n?+n3 e assim L ndo

ou seja, no intervalo (a,b), onde a =

1+n2)—1

pode agir transitivamente em Fg , . . Quando ny ¢ (a,b) temos dimFe, . , <nf+n3,

portanto esses casos ainda deverao ser estudados.

11.5 ©; =¥ — o, com i = (n1 + na), (n1 +n2) + 1.

_(n1+n2)? 4 (n1 +np)
2

Vamos analisar os casos em que dimFg, > n? + n3.

(n1 +n2)* + (n1 + ng)
2

dimFg, = > ni +nj

n? + 2ning + n3 +ny +ng — 2n? — 2n3
2

>0

& —n?+ (2ng+ Dng + (—n2 +n2) >0

Considerando a expressao a esquerda do sinal como uma parabola na variavel nq, temos que a
desigualdade poserd ser verdadeira somente quando A; = 8ny+1 > 0 e isso ocorre para qualquer

ng, ja respeitando a condi¢do ny > 1. Além disso n; € N deverd estar entre as raizes da equacao,

(2n2+1)7\/8n2+1 b (2n2+1)+\/8n2+1

ou seja, no intervalo (a,b), onde a = eb= 5 . Sendo

2
assim, dados ny,m2 > 1 eny € (a,b) , temos que dimFg, > n? + n3 e assim L nao pode agir

transitivamente em Fg,. Quando n; ¢ (a,b) temos dimFe, < n? + n3, portanto esses casos

ainda deverdo ser estudados.

12. L = (Bs,¢) e G =S0(8,C)

Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimBj3 — dim(AN)p, =21 —-12=9
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13.

14.

15.

12.1 @1 =X - aq.
Diagrama de G: Dy Diagrama de ©1: As

dimFe, = #115,, — 411 = 6.

12.2 @2 =X - Q9.
Diagrama de G: Dy Diagrama de ©5: A; A1 A

dimFe, = ¢, — (I, + 811, +§1I, ) =9.
12.3 ©; =X — a4, com i = 3, 4.
Diagrama de G: Dy Diagrama de ©;: As

dimFe, = ¢IT;,, — 411 = 6.

Portanto, (Bs, ) pode ser transitivo nos flags minimais de So(8,C), j4 que em todos os subcasos
dimFg < 9. Esse caso ainda deve ser estudado.
L= (A1 . A1,¢) e G = SO(S,C)
Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimL — dim(AN)y,

= (dimA; + dimA4;) — (dim(AN) 4, + dim(AN) 4,)
= 6—-4=2

Portanto, (A; - A1, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(8, C), ji que dimFg > 2 como vimos no
caso anterior.
L= (BQ . Al,d)) eG= SO(S,(C)
Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimL — dim(AN)
(dimBg 4+ dimA;) — (dim(AN) g, + dim(AN) 4,)
= (1043)—(6+2)=5

Portanto, (Bs - A1, ¢) ndo pode ser transitivo nos flags de So(8, C), ja que dimFg > 5 como vimos no

caso anterior.

L= (As,8) e G =So(8,C)

Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimAs — dim(AN)4, =8—-5=3

Portanto, (Az, ¢) nao pode ser transitivo nos flags de So(8, C), ji que dimFg > 3 como vimos no caso

anterior.
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3. Caso G = SI(N,C)

Assim como fizemos nos dois primeiros casos, consideramos Fg uma variedade flag minimal de G. Vamos
comparar a dimensao de Fg com o limitante superior fornecido pelo Lema 4.2 nos casos em que L age
transitivamente em tal variedade. Primeiramente vamos calcular a dimensdo de cada flag minimal de G
sabendo que a &dlgebra de Lie de G é do tipo A,,.

Dado ©; =X — {a;}, com i = 1,...m, temos

Diagrama de G: A,, Diagrama de ©;: A A;

Assim,

dimFe, =II; — (15 +%I13)
+1 k(k+1 1(1+1
:m("; )_( (2 ) 4 (2 ))
_ m2+m _ (2k2—2km+2k+m2—m>
D) 2
_ m’4m—2k>4+2km—2k—m>+m
2

=—k>4+ (m -1k +m,
onde £ = ¢ — 1. Vamos estudar cada um dos casos contidos na Tabela 4.1, vista na secao 4.1, onde ¢ é a

representacao de L como subgrupo de G.

1. L= (Bp,¢),comn>2eG=Sl(2n+1,C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFe < dimB, —dim(AN)p,
=n(2n+1) — (n+n?)

:n2

Considerando m = 2n, pelos céalculos feitos acima temos que para todo i = 1,...,2n,
dimFe, = —k% 4+ (2n — 1)k +2n, onde k =i — 1.

Assim,
dimFe, >n? & —k?+ (2n— 1)k +2n >n?
& —k?+ (2n — 1)k + (—n? + 2n) > 0.
Dada a equagao —x2 + (2n — 1)z + (—n? + 2n) = 0 temos que o discriminante A = 4n + 1 é maior que

(2n—1)—+4n+1 (2n71)+\/4n+1'

zero para todo n > 2 e as raizes sao dadas por 1 = e Iy =

2 2
Logo, dimFg, > n? < x; < k < zy. Para k fora do intervalo (z1,22) temos que dimFg, < n?,
portanto esses casos ainda deverao ser estudados.
2. L=(D,,¢), comn >3eG=Sl(2n,C)

Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimD,, — dim(AN)p,

=n2n—-1)—(n+n(n-1))

=n?—-n
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Considerando m = 2n — 1 temos que para todo ¢ =1,...,(2n — 1),
dimFe, = —k% 4+ (2n — 2)k + (2n — 1), onde k =i — 1.

Assim,
dimFe, >n?—n & —k2+(2n—-2)k+(2n—1)>n?—n
& —k*+ (2n—2)k+ (—n?+3n—1) > 0.
Dada a equagdo —x? + (2n — 2)x + (—n? + 3n — 1) = 0 temos que o discriminante A = 4n é maior
que zero para todo n > 3 e as raizes sdo dadas por 1 = ((n — 1) — v/n) e z2 = ((n — 1) + /n). Logo,
dimFg, > n? —n & z; < k < 9. Para k fora do intervalo (z1,z3) temos que dimFg, < n? — n,

portanto esses casos ainda deverao ser estudados.

. L=(An, ), comn>3ed=SI(2 C)

Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFe < dimA, — dim(AN)4,

= n(n+2) — (n+ 22H))

_ n?+n
2
. n(n+1) . n(nt1)
Considerando m = - 1, temos que para todo i = 1,...,(=5—= — 1),
dimFe, = —k?+ (% —1-1)k+ (n(n;-l) —1)

k24 (%)]{; + (%), onde k =17 — 1.

Assim,

dimFo, > 8 & —? 4 (Lp=d)) 4 (wp=2) > nlin
& —2k>+ (n®+n—-4)k—-2>0.
Dada a equacio —2x2% + (n? +n — 4)r — 2 = 0 temos que A = n(n + 1)(n? +n — 8) é maior que zero

para todo n > 3 e as raizes sao dadas por

(n?+n—4)—y/nn+1)(n2+n-28)
4

xr1 =

(n?+n—4)++/nn+1)(n%+n—38)
1 .

T =

n2+n

2
Logo, dimFFg, > % < 11 < k < 3. Para k fora do intervalo (z1,x2) temos que dimFg, < ot

portanto esses casos ainda deverao ser estudados.
. L=(A,,¢),comn>2eG= SI(W,C)
Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

2
dimFe < ;"

como foi visto no item anterior.
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1 2
Considerando m = w — 1, temos que para todoi=1,..., (%2("% -1)

)

dimFe, = —k?+ (w —1-1k+ (("4'1)2& —1)
— k% 4 (B2 4 (22430 onde k=i — 1.

Assim,
dlm]F(_)l > nzél-n = —k2 + (n2+§n—2)k + (n2—53n) > n2;-n
& —2k? + (n? +3n — 2)k + 2n > 0.
Dada a equagao —2x2 + (n? + 3n — 2)z + 2n = 0 temos que A = (n + 1)(n® + 5n? + 4) é maior que

zero para todo n > 2 e as raizes sao dadas por

(n? +3n—2) —/(n+1)(n® + 5n2 + 4)
4

T =

. (n? +3n—2)+/(n+1)(n® + 5n2 + 4)
2 = :
4

2 2
Logo, dimFe, > " & z; < k < . Para k fora do intervalo (z1,z2) temos que dimFg, < 2%,

portanto esses casos ainda deverao ser estudados.
. L= (D5,¢) e G=-SI(16,C)
Suponha que a acao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter
dimFg < dimD; — dim(AN)p,
=5-9—(5+20)=20
Considerando m = 15, temos que para todo i = 1,...,15,

dimFe, = —k® 4 14k + 15, onde k =i — 1.

Temos que a parabola dada por f(z) = —2? + 14z + 15 no intervalo [0, 14] atinge seu valor méximo
f(7) = 64 e seu valor minimo f(0) = 15 = f(14). Para todo inteiro k¥ = 1,...,13, temos que
f(k) > f(1) = f(13) =28 ¢ f(k) < f(7) = 64. Desta forma, apenas Fg, ¢ Fg,, tem dimensdo menor
que 20. Esses sao os unicos flags de G em que L pode agir transitivamente, portanto, ainda devemos

estudéa-los.

. L= (Es, ) e G=81(27,C)

Suponha que a acdo de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimFg — dim(AN)g,
=78 —(6+36) =36

Considerando m = 26, temos que para todo i = 1,. .., 26,
dimFe, = —k? 4 25k + 26, onde k =i — 1.
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Temos que a parabola dada por f(z) = —22 + 252 + 26 no intervalo [0,25] atinge seu valor maximo
f(12,5) = 182,25 e seu valor minimo f(0) = 26 = f(25). Para todo inteiro k = 1,...,24, temos que
f(k) > f(1) = f(24) =50e f(k) < f(12,5) = 182,25). Desta forma, apenas Fg, e Fo,, tem dimensao
menor que 36. Esses sao os tnicos flags de G em que L pode agir transitivamente, portanto, ainda

devemos estuda-los.

7. L=(Ch,¢),comn>2e G =Sl(2n,C)
Suponha que a agao de L em Fg seja trasitiva. Pelo Lema 4.2 devemos ter

dimFg < dimC,, — dim(AN)¢,

=n(2n+1) — (n +n?))

:n2

Considerando m = 2n — 1 temos que para todo ¢ =1,...,(2n — 1),
dimFe, = —k% 4+ (2n — 2)k + (2n — 1), onde k =i — 1.

Assim,
dimFe, >n? & —k?+ (2n—2)k+ (2n —1) > n?
& —k>4+ (2n—2)k+ (-n?+2n—1) > 0.

Dada a equagao —x? + (2n — 2)x + (—n? + 2n — 1) = 0 temos que o discriminante A = 0. Logo,

dimFe, < n?, para todo i = 1,...,2n — 1. Portanto esse caso ainda deverd ser estudado.

4.3 Casos nao excluidos

Vimos no decorrer da secao anterior que alguns casos nao podem ser excluidos apenas usando célculos
com dimensoes e o Lema 4.2. Na tabela a seguir estao selecionados os casos que ainda deverao ser estudados,
ou seja, os subgrupos maximais L de G = Sp(N, C) ou So(N, C) que podem ser transitivos em flags minimais
Fg, desses grupos, os quais também aparecem na tabela, na respectiva linha de L. Dentre os subgrupos
maximais desses grupos que podem agir transitivamente em flags minimais, omitimos na tabela o caso
L = (B, Bn,,$), comny >1,ny >1eny+ns > 4, pois para esse caso, usando apenas o limitante superior
fornecido pelo Lema 4.2, nao conseguimos uma regularidade em relacao aos flags minimais selecionados.
Para esse caso, futuramente pretendemos fazer comparagoes entre as dimensoes dos flags minimais de G e
de L, e a partir dai procurar entres os flags minimais que tem mesma dimensao aqueles que sao comuns aos
dois grupos. Para o caso em que G = SI(N, C), veremos mais adiante que resultados sobre grupos transitivos

em Grassmannianas complexas, obtidos por Onis¢ik em [3] e [6], ajudam a solucionar o problema.
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Tabela 4.4: Casos Nao Excluidos por Dimensao

L G ©;
1. (E7, ¢) Sp(28, C) @1 =X - {041}
II. (GQ, gb) 80(7, (C) @1 =X - {041}
@3 =X - {053}
I (Bu, 6) So(16,C) | © =% — {1}
IV. (Fy, ¢) So(26, C) 01=%— {1}
V. (Bn, @), So(2(n+1),C) | ©; =% —{a;},
n>3 (i=1,...,n+1)
VL. | (Bn-A1,¢), |So(2(n+3),C)| © =% —{ay}, paran >3
n>2 ©; =% —{a;}, paran > 12

casos especiais
(2<n<11)
A1, 9)
Bg - A1, ¢)
A1, )
Bs - Ay, ¢)
By - A1, 9)
Ay, 9)
- A1, )

(i=2,....n—1),

©, =X —{a,}, paran > 11
Op+1 =2 — {apt+1}, paran > 10
0;, =Y —{a;}, paran > 6
(i=n-+2n+3)

0, =%X—{a;},i=2

0, =% —{a;},i=2

0, =% — {ay}, i =2,3

0, =% {ay}, i =234

0, =% —{a;},i=2,3,4,5
0, =% —{a;},1=2,3,4,5,6
0; =% — {a;},i=23,4,56,T
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4.4 Estudo dos casos da tabela 4.4

A partir dessa primeira selegdo, temos a seguinte situacdo: Dado G um grupo de Lie complexo cléssico,
procuramos L C G subgrupo fechado, conexo, ndo compacto, semissimples e maximal, e semigrupos préprios
S C G com interior nao vazio, tais que a agdo de S na variedade homogénea G/L seja transitiva. Pela
Proposigao 1.25 vista no primeiro capitulo desse trabalho, para que isso ocorra é necessario que L tenha
agao transitiva no tipo parabdlico de S, o qual denotamos por F(S). Sendo assim, se existir algum subgrupo
L C G satisfazendo tais exigéncias, ele deve ser um dos subgrupos da Tabela 4.4, ou melhor dizendo, é um
subgrupo conexo cuja dlgebra de Lie estd na referida tabela, pois dentre os subgrupos semissimples maximais
de G, classificados por Dynkin em [2], esses sdo os Unicos que podem agir transitivamente em variedades
flags minimais desse grupo. Vamos estudar cada caso e decidir se realmente tais subgrupos L podem definir
variedades homogéneas G/L que admitem agdo transitiva de semigrupos préprios de G com interior nao
vazio. Para isso, vamos usar fortemente o resultado fornecido pela Proposicao 1.21, o qual garante que se .S
age transitivamente em G/L, entdo o tipo parabdlico de S é flag de L. Desta forma, usando os resultados
mostrados por Rabelo e San Martin em [8] sobre homologia de flags complexos, podemos concluir em alguns
casos que flags de subgrupos podem ser diferentes de flags do grupo, mesmo que eles tenham a mesma
dimensao e assim concluimos que F(S) ndo pode ser flag de L, mostrando que S nao pode ser transitivo
em G/L, para alguns subgrupos L dados na Tabela 4.4. Podemos resumir tais resultados de [8] na seguinte

proposicao:

Proposicao 4.7. Sejam Fo, © C X, uma variedade flag de uma dlgebra de Lie complexa e Hy(Fo;Z) a

€ o

k-homologia de Fg sobre Z. Entdo a segunda homologia € dada por Hy(Fo;Z) = Z/>=®l onde | -6

numero de elementos em X — O.

Esse resultado baseia-se no fato que no caso complexo as células de Schubert tém dimensao par e assim
a homologia celular é gerada livremente pelas células de Schubert e as tinicas homologias nao triviais sao as
de dimensdo par. As células de Schubert S© sio parametrizadas por elementos w do grupo de Weyl W. No
caso complexo, a dimensdo de S© é 2l(w), onde I(w) é o comprimento de w € W. Pelo Lema 5.1 de [8],
tem-se que para parametrizar as células de Schubert em Fg é suficiente tomar os elementos minimais nas
classes laterais wWg. Em particular, Ho(Fg;Z) é gerada pelas células de Schubert de dimensao 2, isto é,
por Sy, tal que w é elemento minimal em sua classe lateral e w tem comprimento 1. Isso s6 acontece quando
w é uma reflexdo simples. Por fim, sé aparecem as reflexoes simples associadas as raizes simples fora de ©.

Dai o resultado.

Observagao 4.8. Esse resultado também garante que devemos procurar somente entre os flags minimais de
L aqueles que podem ser iguais aos flags minimais de G que aparecem na Tabela 4.4. De fato, seja Fg um flag
minimal de G. Entdo © = S¢q — {a}, e assim, pela proposi¢io acima temos que Hy(Fo;Z) = Z1¥¢=0l = 7.
Desta forma, dado Fg, um flag de L temos que se Fo, =Fo, entdo Hy(Fo,;Z) =7 e assim | ¥ —0Op |= 1.

Logo, ©1, = X1, — {a;}, para algum a; € X, e portanto Fg, € flag minimal de L.
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A partir de agora, utilizaremos a Proposicao 4.7 para selecionar quais das variedades da Tabela 4.4 podem

ser, simultaneamente, variedades flags do grupo G e do subgrupo L correspondente na mesma tabela. Além

disso, pela Observagao 4.8, podemos nos restringir apenas as variedades flags minimais de L, ou melhor,

para cada subgrupo L dado na Tabela 4.4, vamos encontrar quais das variedades flags minimais de L tém a

mesma dimensao de alguma das variedades flags minimais de G, correspondentes na mesma tabela, que nao

foram excluidas apenas utilizando o Lema 4.2.

I.

II.

I11.

IV.

O primeiro caso da Tabela 4.4 é L = (F7,¢) e G = Sp(28,C). A tnica variedade minimal de G na
qual L pode agir transitivamente é Fg, = G/Pg,, onde 0; = ¥¢ — {a1}. Vimos na Segao 4.2.2 que
dimFg, = 55. Verificamos se algum flag de E7 tem essa mesma dimensao e encontramos trés flags
Fe, ,,i=1,2,3, de L tais que dimFe, , = 55, a saber, ©1; = X1 — {a4, a5}, Op 2 = X1 — {04, a6}

e Or3 =23 —{az, a5}

Ulilizando resultados mostrados por Rabello e San Martin em [8], sobre homologia de flags complexos,
chegamos a conclusao que nenhuma dessas trés variedades de E; pode ser igual ao flag Fg, de G, pois
a segunda homologia de Fg, com coeficientes em Z ¢é diferente da segunda homologia de Fg, ; sobre
Z, com i =1,2,3, a saber,

Hy(Fe,,Z) =2 =17

HQ(]FGL,'HZ) = Z‘Eielﬁil = Zz'

O segundo caso da Tabela 4.4 é L = (G2, ¢) e G = SO(7,C). Nesse caso selecionamos duas variedades
minimais de G na qual L pode agir transitivamente as quais sao Fg, = G/Peg,, onde ©1 = Xg—{a1} e
Fo, = G/Po,, onde O3 = £¢ — {as}. Vimos na Secdo 4.2.2 que dimFg, = 5 e dimFg, = 6. Podemos
observar que G5 tem uma variedade flag com dimensao igual a 6, no entanto ela ndo é minimal, logo
a 2-homologia dessa variedade nao pode ser igual a 2-homologia de Fg, e portanto, elas nao podem

ser iguais, ou seja, Fg, nao pode ser flag de G.

Calculando as dimensoes, concluimos que as duas variedades flags minimais de G5 tem dimensao igual
a 5, a saber, dimFg, =5, onde O, = X1 — {1} e dimFe,, =5, onde O, = ¥, — {az}. Vamos
verificar, mais adiante se alguma dessas variedades flags de L é igual a Fg, estudando a 6rbita de L

nessas variedades.

O terceiro caso da Tabela 4.4 é L = (B4, ¢) e G = SO(16,C). A tnica variedade minimal de G na
qual L pode agir transitivamente é Fg, = G/Pg,, onde ©; = X¢ — {a1}. Vimos na Segdo 4.2.2 que
dimFg, = 14. Verifiquemos se algum flag minimal de B4 tem essa mesma dimensdo. Calculando
as dimensoes dos flags minimais de B4 encontramos dimFe, =7, dimFe, = 11, dimFe, = 12¢

dimFeg,, = 10. Portanto, Fe, ndo pode ser flag de Bjy.

O quarto caso da Tabela 4.4 é L = (Fy,$) e G = SO(26,C). A tnica variedade minimal de G na
qual L pode agir transitivamente é Fg, = G/Pg,, onde ©1 = ¥¢ — {a1}. Vimos na Segao 4.2.2 que
dimFe, = 24. Temos que 24 = dimFe, = flI; —a = 24 — a se, e somente se, a = 0. Logo © = 0,
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consequentemente Fg, é a variedade flag maximal de Fy, resultando em Hy(Fg,;Z) = Z*. Portanto,

Fo, néo pode ser flag de Fj.

O quinto caso da Tabela 4.4 é L = (B,,,¢), com n > 3, e G = SO(2(n + 1),C). Nesse caso nao foi
possivel excluir nenhuma das variedades flags minimais de G apenas usando dimensao, isto é, todas
as variedades flags minimais de G podem admitir acao transitiva de L, pois a dimensao de cada uma
delas ficou abaixo do limitante superior dado pelo Lema 4.2. Sendo assim, vamos verificar se os grupos
G e L possuem alguma variedades flag minimal em comum. Vimos na se¢ao 4.2 que as dimensoes dos

flags minimais de G sao:

1. dimFg, = 2n;

3 in —3
2. dimFg, = 75(1 —1)% + o (i—1)+2n, paratodoi=2,...,n — 3;
24+ —18
3. dimFg, , = %;
2 _
4. dimFe, , = %;
n?+n

5. dimIF@n = dim]F@ = .

n+1 2

Analogamente calculamos as dimensoes dos flags minimais de L e encontramos:

L. dimFe, =2n-1;

3 4 5
2. dimIF@Lj = —5(]' —-1)%+ n; (j— 1)+ (2n—1), para todo j =2,...,n—2;
24+3n—4
3. dimFeg, = an;
2
4. dimFe, == ;”

Como podemos ver, os flags Fg, e Fg de G tem mesma dimensao do flag Fg, de L. Veremos

n+1
mais adiante que esses sdo flags em comum entre os dois grupos e assim podemos concluir que G/L
admite acao transitiva de certos semigrupos S C G de interior nao vazio. A possibilidade de existirem
outros flags em comum aos dois grupos serd estudada futuramente, partindo da comparagao entre suas
dimensoes, ou seja, dadas as dimensoes dos flags minimais de G e de L listadas acima, verificaremos

se mais algumas delas coincidem e a partir dai pretendemos estudar caso a caso.

O sexto caso da Tabela 4.4 é L = (B, - A1,¢), com n > 2, e G = SO(2(n + 3),C). Utilizando um
algoritmo para comparar as dimensoes dos flags minimais de G e de L podemos excluir alguns casos

quando 2 < n < 11, restando apenas quatro deles:

1. Paran =4 os flags Fo, de G e Fg,_ de L tém dimensao igual a 12.
2. Paran =7 os flags Fg, de G e Fg, de L tém dimensao igual a 33.

3. Paran =9 os flags Fe, de G e Fg, de L tém dimensao igual a 57.
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4. Para n = 10 os flags Fo, de G e Fg,  de L tém dimensao igual a 63.

Estudaremos futuramente se os flags de cada caso sao iguais, bem como a possibilidade de existirem
flags minimais em comum entre G e L para n > 12, pois comparando as dimensoes através de um
algoritmo, encontramos flags minimais de G com mesma dimensao de flags minimais de L, por exemplo,
para n = 13 os flags Fg, de G e Fg, , de L tém dimensao igual a 102, para n = 16 os flags Fo, de G
e Fo, . de L tém dimensao igual a 150 e para n = 19 os flags Fo, de G e Fo, de L tém dimensao

igual a 207.

4.5 Transitividade em Variedades Homogéneas de Grupos

Complexos

Apébs excluirmos alguns dos subgrupos maximais de grupos clédssicos classificados por Dynkin utilizando

as técnicas vistas nas se¢oes anteriores, podemos resumir os resultados encontrados nos seguintes teoremas:

Teorema 4.9. Seja G um dos grupos de Lie complezos cldssicos Sp(N,C) ou SO(N,C), L C G um dos
subgrupos mazimais fechados, conexos e semissimples classificados por Dynkin em [2] e S C G um semigrupo

préprio, com intS # (.

1. Se G = Sp(N,C), entao S ndo pode agir transitivamente em G/L’', para qualquer L' C L.

2. Se G =S0(2N + 1,C), entdo a unica variedade homogénea de G, além da trivial, na qual S pode ser
transitivo é SO(7,C) /G2, onde Go € subgrupo de SO(7,C) com dlgebra de Lie G5.

3. Se G =SO(2N,C), entdo as possibilidades para G/L nas quais S pode ser transitivo sdo:

(a) L com dlgebra de Lie B,, e G com dlgebra de Lie D,,11, com n > 3.
(b) L com dlgebra de Lie B,, - Ay e G com dlgebra de Lie D13, comn > 2.

(¢) L com dlgebra de Lie By, - Bn, ¢ G com dlgebra de Lie Dy, 4pny41, comng > 1, no > 1 e
ny +mng > 4.

Teorema 4.10. Seja G = Sl(n,C) e S C G um semigrupo proprio com int(S) # 0, transitivo em G/L. Se
n € impar ou se n € par e F(S) se projeta em C, ., diferente de Cp, n—1 e de CP"™Y, entio G/L é trivial.
Se n é par e F(S) = CP" ! ouF(S) = Cpn_1, entdo a nica possibilidade para G/L ¢é Sl(n,C)/Sp(m,C),

comn = 2m.

As demonstracoes desses teoremas serao feitas nas segbes seguintes, separadamente para os casos G =
SI(N,C), G = Sp(N,C) e G = SO(N,C) e poderemos observar mais adiante, Coroldrio 4.17, que no caso
(a) do teorema acima, a variedade G/L realmente admite agao transitiva de semigrupos préprios de G. Os

demais casos ainda serao estudados.

72



4.6 Transitividade em Sp(N,C)/L

Podemos observar no decorrer da segao anterior, que para G = Sp(IV, C), todos os subgrupos maximais
L C G da Tabela 4.2 foram excluidos, alguns apenas comparando a dimensao dos flags minimais de G com
a dimensao das orbitas de L, e o unico caso nao excluido por dimensao, caso I da Tabela 4.4, foi excluido
calculando-se a segunda homologia dos flags de G e dos flags de L que possuem a mesma dimensao. Como

consequéncia desses fatos temos o seguinte resultado:

Teorema 4.11. Seja G = Sp(N,C) e L' C G um subgrupo fechado, conexo e semissimples contido em algum
subgrupo maximal dado na Tabela 4.2. Entdo nao existe semigrupo préoprio S C G, com intS # (), tal que a

agdo de S na variedade homogénea G/L' seja transitiva.

Demonstragio: Se existisse tal semigrupo S transitivo em G/L’, entao a agéo de S também seria transitiva
em G/L, onde L é um subgrupo maximal que contém L’ como no enunciado. Pelo Teorema 1.18 deverfamos
ter L agindo transitivamente no tipo parabdlico F(S) e consequentemente nas variedades flags minimais nas
quais F(S) se projeta. Conforme vimos na se¢do anterior, o inico subgrupo conexo maximal L da Tabela
4.2 que pode agir transitivamente em variedades flags minimais de G tem &lgebra de Lie do tipo Fr7. Além
disso, pela Proposicao 1.21, deverfamos ter F(S) uma variedade flag de L, o que nao ocorre para o caso em
que a &lgebra de Lie de L é E7. De fato, ao estudarmos o caso L = (FEr, ¢) percebemos que as variedades
flags de G e de L que tém mesma dimensao, possuem a segunda homologia diferentes. Desta forma, qualquer
flag minimal de G néo pode ser flag de L. Portanto, Sp(N,C)/L nido admite agdo transitiva de semigrupos

préprios de Sp(N, C), para qualquer L como no enunciado. O

4.7 Transitividade em SO(2N +1,C)/L

Podemos perceber a partir da tabela 4.3, que para G = SO(2N + 1,C) o tnico subgrupo L conexo e
semissimples que é maximal em G é o subgrupo cuja algebra de Lie é G5. Vimos na Secao 4.3, comparando
a dimensao dos flags minimais de G com a dimensao das 6rbitas de L, que a agdo desse subgrupo pode ser
transitiva em algumas variedades de G. Além disso, ao estudarmos o caso II da Tabela 4.4, percebemos
que G2 e B3 possuem variedades flags minimais com dimensao e segunda homologia iguais. Utilizando esses
fatos, vamos encontrar nessa se¢do uma variedade homogénea de SO(2N + 1, C) que admite agdo transitiva
de semigrupos préprios desse grupo, a saber, SO(7,C)/L, onde L é um subgrupo conexo com algebra de Lie

igual a G5. Para isso, vamos mostrar que Bs e G5 possuem um flag em comum.

4.7.1 O caso Gy C By =s0(7)

Antes de mais nada, apresentamos a seguir algumas observagoes e resultados sobre flags e representagoes
irredutiveis de dlgebras de Lie, os quais serao utilizados para mostrar que G2 e Bs possuem um flag em

comum. Seja g uma algebra de Lie semissimples complexa com sistema simples de rafzes ¥ = {ay,...,q;}.
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Os pesos fundamentais A = {p1, ..., } sdo definidos por

2<ai7 ,LL]>

<ai 7/1’J> = <ai70411>

Os pesos maximos das representacoes irredutiveis de dimensao finita sao da forma p = nyjpu +- - - +nyuy com

n; inteiros > 0. O seguinte fato é bem conhecido:

Lema 4.12. Seja p, a representacdo irredutivel com peso mdzimo p = nipy + -+ + ny e denote por
G = (exppu (9)) o grupo de Lie linear com dlgebra de Lie p, (g) =~ g. Tome um vetor de peso mdzimo v e
seja G - [v] a drbita da reta [v] no espago V), da representacio. Entdo, como espaco homogéneo G, - [v] € o
flag Fo(y onde © (p) = {a; € ¥ : ny = 0}.

Demonstragao: Como v é vetor de peso maximo, a algebra de isotropia gj,; em [v] contém a subdlgebra
de Borel p = h @ Zﬁ>0 gs. Portanto, gp,) é uma subdlgebra parabdlica pe e o grupo de isotropia G|,
contém a componente conexa da identidade do grupo parabdlico Pg. Como g é dlgebra complexa, os grupos
parabdlicos sdo conexos, daf que G,; = Pe e a 6rbita é de fato um flag de g. Falta mostrar que © = © (u).
Por definigao (o, u) = n; e daf que (o), u) = 0se o; € © () e (o, ) > 0se a; & O (). Como, a igualdade
(), p) = 0 implica que p, (g—q,) v = 0, portanto © (1) C ©. De novo, como g é peso maximo, o teorema
de representagao de sl(2,C) garante que p, (§—q,) v nao é paralelo a v se (o), ) > 0 o que mostra que
© C O(p). O

Proposicao 4.13. O flag Fg, = SO(7,C)/Pe, do Caso II. € também flag de G;.

Demonstragao: Considere Gy com X = {aj, a2} sendo que a; é a raiz longa e ay a raiz curta e
A = {p1, po} os pesos fundamentais. Ent&o, a representacao p,, tem dimensdo 7 e a imagem de Gy por
essa representacao cai dentro de so (7,C) = Bs. Portanto, pelo lema anterior, a érbita projetiva do peso
maximo é o flag Fe,, , com Or, = {a1} = ¥ — {2}

Por outro lado, seja so (7,C) = B3 com sistema simples Yo = {1, 82, 83}, com S5 a raiz curta, e pesos
fundamentais Ag = {v1,12,v3}. Entdo, a representagdo canénica p, em dimensdo 7 tem peso méximo vy,
ouseja, v =1-v14+0-v2+0-v3. Logo a érbita projetiva do peso maximo é o flag Fg,, com 01 = {3, 83} =
Yo —{B}

Como existem decomposigoes de Iwasawa compativeis, pode-se escolher um vetor de peso maximo comum
para as duas representagoes. Como G C Bj, a drbita de Gy fica dentro da drbita de Bs, isto é, Fo,, C Fe,.
Mas as dimensoes sao iguais, dessa forma, Fg, € uma subvariedade aberta de Fo,. Por compacidade segue

que F@Lz = F@l. O

Como consequéncias dos resultados vistos até agora, temos o seguinte teorema:
Teorema 4.14. Seja G = SO(2N + 1,C), L C G um subgrupo mazximal fechado, conexo e semissimples
dado na Tabela 4.3. Entdo existe uma tnica variedade homogénea G/L a qual admite agao transitiva de

semigrupos S C G de interior nao vazio, a saber, SO(7,C)/L, onde L € o subgrupo conexo com dlgebra de
Lie Gy. Além disso, devemos ter F(S) = Fo,, com ©1 = Xg — {a1}.
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Demonstragao: Suponha que exista semigrupo de interior ndo vazio S C G transitivo em G/L, com L
segundo o enunciado. Entao tal subgrupo L é transitivo em F(S) e possui uma sequéncia contractante com
respeito a essa variedade flag. Consequentemente L é transitivo em qualquer variedade flag minimal de G na
qual F(S) se projeta. Como vimos na Secao 4.3, L deve ter dlgebra de Lie Go, G deve ter dlgebra de Lie Bs
e as Unicas variedades minimais de G que admitem agao transitiva desse subgrupo maximal sao Fg, € Feg,.
Logo, a tinica variedade homogénea com as hipdteses do enunciado que pode admitir agao transitiva de um
semigrupo préprio S C G é SO(7,C)/G3, onde G5 aqui representa o grupo de Lie conexo e ndo compacto
com §lgebra de Lie G3. Além disso, F(S) sé poderia se projetar em Fg, e/ou Fg,. Ao estudarmos o caso
II. da Tabela 4.4, vimos que Fg, nao pode ser flag de Gs, assim F(S) nao pode se projetar em Fg,. De
fato, se isso fosse verdade, teriamos G, transitivo e com sequéncia contractante com respeito a Fg,, o que
pelo Teorema 1.19 resultaria na existéncia de semigrupos préprios transitivos em SO(7,C)/Ga, cujo tipo
parabolico seria Fg,, e desta forma terfamos pela Proposicao 1.21 que Fg, seria flag de G2, e j4 mostramos
que isso nao é possivel. Logo, F(S) s6 pode se projetar em Fg, e portanto F(S) = Fg,.

Novamente pela Proposigao 1.21, devemos ter F(S) uma variedade flag de L. Como provamos na pro-
posicdo anterior, Fg, é flag de Ga2. Desta forma, esse subgrupo é transitivo em Fg, e possui sequéncia
contractante com respeito a essa variedade. Sendo assim, dado um semigrupo S C SO(7,C), com interior
nao vazio, cujo tipo parabdlico é Fg,, temos pelo Teorema 1.19 que S¢ é um semigrupo proprio que age

transitivamente variedade homogénea SO(7,C)/Gs. O

4.8 Transitividade em SO(2N,C)/L

Através da segdo 4.2.2 percebemos que alguns subgrupos maximais de SO(2N, C) podem agir transitiva-
mente em variedades flags minimais desse grupo, ja que as dimensoes de algumas dessas variedades ficaram
abaixo do limitante superior fornecido pelo Lema 4.2. Depois disso, usamos resultados sobre as segunda
homologia de flags minimais de G e de L e assim, dentre os subgrupos maximais listados na Tabela 4.3
restaram apenas trés possibilidades para sua dlgebra de Lie. Como consequéncia desse fato, temos o seguinte

resultado:

Teorema 4.15. Seja G = SO(2N,C) e L C G um subgrupo mazimal dado na Tabela 4.3. Se existir um
semigrupo S C G, com interior ndo vazio, cuja a¢do na variedade homogénea G/L ¢é transitiva, entdo as

unicas possibilidades para L e G sdo:

1. L com dlgebra de Lie B,, e G com dlgebra de Lie Dy 1, comn > 3.
2. L com dlgebra de Lie B, - Ay e G com dlgebra de Lie Dy, y3, comn > 2.

3. L com dlgebra de Lie B, - By, e G com dlgebra de Lie Dy, yn,+1, comnig > 1, n9 > 1 enig +ng > 4.

Demonstragao: Como no Teorema 4.14, se existir tal semigrupo devemos ter L transitivo no tipo pa-
rabdlico de S e consequentemente em qualquer variedade flag minimal de G na qual F(S) se projeta. Como
vimos na se¢ao 4.3, os Unicos subgrupos que podem agir transitivamente em variedades flags minimais de G

sao 0s que aparecem no enunciado.
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No teorema anterior, garantimos que para um subgrupo maximal L dado na Tabela 4.3, somente trés
“tipos”de variedades homogéneas SO(2N, C)/L podem admitir acdo transitiva de semigrupos préprios desse
grupo. A seguir, veremos que o caso 1. do teorema realmente acontece, ou seja, a variedade homogénea
SO(2(n+1),C)/L, onde L é um subgrupo fechado, maximal e conexo, cuja dlgebra de Lie é B,,, admite acao
transitiva de semigrupos préprios de SO(2(n + 1), C). Para isso, vamos mostrar que esses grupos possuem

flags em comum.

4.8.1 O caso B, C D1 =s0(2n + 2)

Vamos mostrar que os flags Fg, e Fg,,, de D, y1, os quais sao difeomorfos entre si, sdo flags de B,,.

Mais ainda, vistos como flags de By, eles sao representados pelo mesmo espago homogeéneo, o flag Fg, .

2
. . .. n - . . . ’
Vimos que esses flags tem dimensao e por serem flags minimais, a segunda homologia também ¢é a
mesma.
Considere D,, 11 com o sistema de raizes simples Xg = {a1,...,antr1} € Ag = {11, -, int1} 08 pesos

fundamentais. Podemos realizar essa dlgebra de Lie como a dlgebra so(2n + 2) das matrizes anti-simétricas

em relacao a forma bilinear simétrica nado-degenerada cuja matriz é

0 0
0 1,
0
0 0 0 0
J:
0 0
1, 0
0
0 0 0 01

Desta forma, X € so(2n + 2) se, e somente se, XJ + JX* = 0.
Agora consideremos B, com o sistema de raizes simples X5, = {1,...,8,} e A, = {v1,...,v,} 0s pesos
fundamentais. Podemos realizar essa algebra de Lie como a dlgebra so(2n + 1) das matrizes anti-simétricas

em relagao a forma bilinear simétrica nao-degenerada cuja matriz é

0
0 1,
0
J=10 o[110 0
0
1, 0
0
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Desta forma, X € so(2n + 1) se, e somente se, XJ' + J' X! = 0. Sendo assim, temos que

A | B B
Y 0 *67: )
C *’}/t 7At

onde (3 e v sao matrizes complexas n x 1 e 1 X n, respectivamente, e A, B e C sao matrizes complexas n X n,

com B e C anti-simétricas. Podemos identificar so(2n + 1) com a seguinte subdlgebra de so(2n + 2), a qual

também denotamos por so(2n + 1):

A B
0
so(2n+1) = 7
C -t
0 ... 0] O

0
B
0
,5t
8,7, A, B,C sao como em s0(2n + 1)
— At
0o ... 0

Desta forma, um elemento da subélgebra de Cartan de so(2n + 2) contido em so(2n + 1) é da forma:

ai

Qnp

—aq

—an

0

Consideremos as representagoes p,, € pg de Dy4q, com pt = 2pip41 € & = 2pu,. Vamos procurar qual é o

peso méximo, correspondente a p e &, da representacao de B, = so(2n + 1) em D,1 = so(2n + 2) dada

acima. Para isso, calculemos os pesos méximos p e £ no elemento H da subdlgebra de Cartan de so(2n + 1).

p(H) = 2441 (H)

=M+ .+ A+ A1) (H)

=MH)+ ...+ \(H) + A1 (H)
=a1+...+a,+0

= M (H) + ...+ \(H)

=M+...+ x1)(H)=2v,(H) =v(H)
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Analogamente,
E(H) = 240 (H) = 20, (H) = v(H).

Proposigao 4.16. Os flags Fe, ¢ Fe, ., do caso V. sao flags de By.

Demonstragao: Vimos acima que u|p, =¢|p, =v,ondev =0-v1+...4+0-vy_1 +2-v,. Assim, p, e p¢
restritas a B, sao iguais a p,. Como existem decomposicoes de Iwasawa compativeis, pode-se escolher um

vetor v de peso médximo comum para as representacoes p e v. Pelo Lema 4.12 temos
pv(Bn) - [U] =1L, [U] = ]F@Ln € Pu(DnJrl) : [U] = Gu : [U] = F®n+l7

onde O, =X — {8} e On11 =Yg —{any1}. Como L, C G, temos Fg, CFe,,,. Assim, Fg, ¢éuma

subvariedade aberta de Fg, ,, jd que as dimensoes sao iguais. Por compacidade segue que Fo, =TFg, .

Analogamente pode-se escolher um vetor v de peso maximo comum para as representagoes £ e v. Como
pe(Dny1) - [v] = Ge - [v] = Fg,, temos que Fg, = L, -[v] C G, [v] =Fe

w41 © Pelo mesmo argumento usado

acima temos Fg, = Fg, . 0

Corolario 4.17. Considere G = SO(2(n+1),C) e suponha que um semigrupo préprio S C G, com interior

ndo vazio, tenha tipo parabolico F(S) = Fo, ., ou F(S) = Fe,. Entdo a variedade homogénea SO(2(n +

n+1
1),C)/L, admite agdo transitiva de um semigrupo préprio de G, onde L, € o subgrupo da proposicdo anterior
cuja dlgebra de Lie é By,.

Demonstragao: Pela proposicao anterior temos que F(S) = Fg é flag de L,. Logo esse subgrupo

n+1
tem acdo transitiva em F(S) e admite sequéncia contractante com respeito a essa variedade. Portanto,
pelo Teorema 1.19, temos que o semigrupo de compressdo S¢ age transitivamente em SO(2(n + 1),C)/L,.

Analogamente temos o resultado quando F(S) = Fg,,. O

4.9 Transitividade em SI(N,C)/L

Através dos célculos com dimensoes feitos na Sec¢do 4.2, percebemos que no caso G = SI(N, C) nenhum
dos subgrupos maximais dados na tabela 4.1 foram excluidos apenas utilizando o limitante superior fornecido
pelo Lema 4.2. Além disso, podemos encontrar flags minimais de Sl(n,C) com mesma dimensao de flags
minimais de subgrupos maximais contidos na referida tabela, por exemplo, os flags Fg, e Fg,, _, de S1(2n,C),
onde ©; = ¥g — {a;}, tém a mesma dimensao do flag Fg, de L = (C,,¢), onde O, = X1 — {1}, a saber,
dimFe, = dimFe,, , = dimFe, = 2n — 1. Para solucionar o problema proposto para SI(N,C), vamos
utilizar resultados obtidos por Oniscik em [3] e [6] e em seguida algumas técnicas j4 empregadas nesse
trabalho.

Pelo Teorema 9 de [3], temos que se 1 < k < n — 1, entdao todo grupo de Lie compacto, conexo e
transitivo na Grassmanniana complexa C,,  ¢é similar ao grupo SU(n) e pelo Teorema 6 desse mesmo artigo,
os grupos de Lie compactos, conexos e transitivos no espaco projetivo complexo CP™~! sao SU(n) ou para

o caso n = 2m seu subgrupo Sp(m). Além disso, o Teorema 3 de [6] fornece os grupos nao compactos que
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contém esses grupos transitivos em C,, ,, e em CP"! que sao L = Sl(n,C) contendo SU(n) e L = Sp(m, C)
ou L = SU*(2m) contendo Sp(m). Como o tltimo caso ndo representa um grupo de Lie complexo, nos
resta analisar apenas o subgrupo nao compacto L = Sp(m,C) o qual é maximal em S1(2m, C), pois para o
caso L = Sl(n, C), a variedade homogénea G/L é a trivial. Desta forma, obtemos um resultado andlogo ao

resultado obtido no caso real.

Teorema 4.18. Seja G = Sl(n,C) e S C G um semigrupo proprio com int(S) # (), cujo o tipo parabdlico
F(S) € de tipo projetivo ou/e tipo k. Entao a unica variedade homogénea ndo trivial de G na qual S pode

ser transitivo € Sl(n,C)/Sp(m,C), com n = 2m.

Demonstragao: Como ja vimos, para que S seja transitivo em G/L é necessédrio que L seja transitivo em
F(S) e possua uma sequéncia contractante com respeito a essa variedade flag. Como F(S) se projeta em
CP"~! ou/e em C,, j, para algum k € {2,3,...n— 1}, a Proposicio 3.9 garante que L deve ser transitivo em
CP"~ !, ou/e em Cy, 1. Se F(S) se projeta em CP"~! e n é impar, ou se F(S) se projeta em C,, . e k # n— 1,
temos que L = Sl(n,R), e assim G/L é trivial. Se n é par e S é de tipo projetivo ou de tipo k = n — 1,
temos pelos resultados de Oniséik que a unica possibilidade nao trivial é L = Sp(m,C), onde n = 2m, ou
seja, G/L = S1(2m,C)/Sp(m,C). O

Vimos no teorema anterior que a variedade homogénea S1(2m, C)/Sp(m,C) é a tnica em que um semi-
grupo proprio de G pode agir transitivamenteeremos, para o caso G = S1(IV, C), no final dessa segdo veremos

que essa variedade realmente admite acao transitiva de semigrupos proprios de G.

4.9.1 CP*™ 1 e Cy,9m 1 sao flags de Sp(m,C)

Analogamente ao que foi feito no Exemplo 3.5, podemos mostrar que Sp(m, C) age transitivamente em

CP?m—1 Basta tomarmos as matrizes

0 |a ... ay, bl\b2 .. b,
—Aas b2
A: eB:
0 0
—0Qnp bn

daquele exemplo com entradas complexas e e; € C*™. Logo [e;] € CP?™ ! e assim K - [e1] é uma érbita em

CP?™~! cujo espaco tangente tem dimensdo complexa 2m — 1. A partir daf temos
T[e1](K ! [61]) = 11[61](CP2m717

o que implica que a érbita de K no ponto [e1] é aberta. Como K é compacto, temos que K - [e1] também é
fechada. Logo, pela conexidade de CP?™~! temos que K - [e;] = CP?™~! e portanto Sp(m, C) é transitivo
em CP?m—1,

Agora vejamos que CP?™~1 ¢ flag de Sp(m, C). Seja by = [e1] € CP?™~! e denote por gy, C 5p(m,C) a

subdlgebra de isotropia em by. Tome X € g;,. Como X € sp(m,C) temos que ele é da forma

(&%)
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Além disso, como X estd na subalgebra de isotropia de by, temos

* *
A B 0 0
()]
0 0
Logo, X é da forma
ay as ... ap
0
A B
0
0 0 0 —a; 0 0
0 —as
C — A
0 D —an

onde B e C sao matrizes simétricas. A subalgebra parabdlica minimal é dada por

A B
p= { < 0 At > ; A é triangular superior e B simétrica} .

Como a subédlgebra de isotropia em by contém a subalgebra parabdlica minimal, temos que ela é uma
subalgebra parabdlica de sp(m,C), a saber, g5, = po, com © = X — {a;}. Desta forma, o subgrupo
de isotropia Gy, contém a componente conexa do subgrupo parabdlico Pg. Como Sp(m,C) é um grupo

complexo, temos que Pg é conexo e assim Gy, = Pg. Logo,
(CP2m_1 = Sp(ma (C) : [61] ~ Sp(m,(C)/P@ =TFe

e portanto CP?™~1 é flag de Sp(m, C).
Agora vamos mostrar que CP?™~! e Cy,, 9 —1 Vistos como espago homogéneo de Sp(m, C) sdo iguais e
consequentemente teremos que Coy, 2m—1 ¢ flag de Sp(m, C).

Um elemento da subdlgebra de Cartan de sp(m,C) dentro de si(2m,C) é da forma:

a1

am

—am

—aq
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com a3 > ... > a. Consideremos g = p; € & = po,—1 pesos maximos da representagdo de Ag,,—1.

Calculando i e ¢ em elementos H da subdlgebra de Cartan de sp(m, C), temos:

p(H) = p(H) = M(H) = ay

e
§(H) = pam—1(H) =1+ + Aam—1)(H)
=a1+...+0m-1+am — @y — Qp—1 — ... — Q2
= aj.
Desta forma, p|sp =&lsp =v,onde v =1-v1 +0-v9+...+0 vy, e {v1,...,V,} s80 0s pesos fundamentais

de Cp,. Pelo Lema 4.12 temos que CP?™~! é o flag Fg(,) de G = SI(2m,C), onde O(u) = g — {1} e
Com2m—1 ¢ o flag Fg(¢) de S1(2m,C), onde © () = Xg — {a2m-1}-
Da igualdade de y e & restritos a sp(n, C) temos que esses flags sao iguais ao flag Fo,, de Sp(m, C) vistos

como espago homogéneo de Sp(m, C), concluindo a afirmagao.

Corolario 4.19. Seja G = S1(2m,C) e S C G um semigrupo préprio com int(S) # 0, cujo o tipo parabdlico
F(S) ¢ CP?™ L ou a Grassmanniana complexa Com,am—1. Considere Sc o semigrupo de compressio do
congunto de controle invariante para a ag¢ao de S em F(S). Entdo Sc age transitivamente na variedade
homogénea S1(2m,C)/Sp(m, C).

Demonstracao: Pelo que vimos acima, CP?™~1 é flag de Sp(m, C). Logo esse subgrupo tem agio transitiva
em [F(S) e admite sequéncia contractante com respeito a essa variedade. Portanto, pelo Teorema 1.19, temos
que o semigrupo de compressdo S¢ age transitivamente em Sl(2m,C)/Sp(m,C). Analogamente temos o
resultado se F(S) = Com 2m—1- O

4.10 Conclusoes

Como comentamos no inicio desse trabalho, nossa proposta era encontrar pares (5, L), com S C G um
semigrupo de interior nao vazio e L. C G um subgrupo fechado e conexo, tais que a agao de .S na variedade
homogénea G/L seja transitiva. Podemos concluir a partir dos resultados principais desse capitulo, que essa

propriedade é satisfeita para os seguintes pares :

e (S¢,Gs), onde G = SO(7,C) e S tem tipo parabdlico Fg, com © = ¥¢ — {ay}.

e (S¢,B,), onde G = SO(2n + 2,C) e S tem tipo parabdlico Fg, com © = Yg — {a,} ou © =
EG — {Oln+1}.

e (Sc,Sp(m,C)), onde G = SI(2m,C) e S tem tipo parabdlico CP*™~1 ou Cop 2m—1-

Lembrando que S¢ representa o semigrupo de compressao do conjunto de controle invariante C' para a

agao do semigrupo S em seu tipo parabdlico F(.5).
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Além desses casos, dentre os subgrupos maximais contidos nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, os inicos que podem
aparecer sao (B,,¢), com n > 3, (B, - A1,¢), com n > 2, e (By, - Bn,,®), com nij,na > 1 e ny +mng > 4,
sendo todos eles subgrupos de SO(N, C) para algum N.

Como comentamos no final do terceiro capitulo, qualquer semigrupo cujo tipo parabdlico é o flag maximal
F de Sl(n,R), ndo pode agir transitivamente em qualquer variedade homogénea Sl(n,R)/L. Mostraremos na

proxima secao que essa afirmacao também é verdadeira no caso em que G é um grupo de Lie complexo.

4.11 Flag maximal de grupo complexo

Observando as ltimas se¢oes podemos perceber que em alguns casos os grupos G e L possuem variedades
flags em comum, onde L é subgrupo de GG. Mais precisamente, vimos alguns casos em que variedades flags
minimais de G sao iguais a variedades flags minimais de L. Veremos nessa secao, que isso nao pode acontecer
para a variedade flag maximal de G. Como consequéncia disso temos que: “Um semigrupo proprio S C G
cujo tipo parabdlico é o flag maximal F de G nao pode agir transitivamente em qualquer variedade homogénea
de G, exceto na trivial”. De fato, se S for transitivo em G/L, pela Proposi¢ao 1.21 devemos ter F(S) = F

flag de L, o que s6 pode ocorrer se L = (G, como veremos a seguir.

Proposigao 4.20. Sejam G grupo simples complexo e L C G subgrupo prdprio semissimples, também

complexo. Seja F o flag mazimal de G. Entdo, F nao € flag de L.

Antes da demonstragao dessa proposicao apresentamos a seguir algumas observacoes sobre a homologia
de flags de grupos complexos, os quais utilizamos na demonstracao.
Seja Fg um flag de um grupo complexo G e denote por H,, (Fo) sua m homologia com coeficientes em

Z. Valem as seguintes propriedades:
1. Hp, (Fo) = {0} se m é {mpar.

2. Se m é par entdo H,, (Fe) = ZFm (gerado livremente, sobre Z, por k,, elementos), onde k,, é o niimero

de células de Bruhat de dimensao real m.

3. Se Fg ¢é o flag maximal de G entao k,, é também o numero de elementos do grupo de Weyl cuja

decomposigao minimal (em relagdo a um sistema simples pré-determinado) tem m/2 reflexdes simples.

4. No caso em que Fg é o flag maximal de G entdo Hy (Fo) = ZP onde p é o ntimero de raizes simples,

isto é, p = ko = postog, onde g é a algebra de Lie de G.

5. Se Fg é um flag parcial de G entao ks < postog, pois no caso de um flag parcial o nimero de células

de dimensao real 2 é < ao nimero de raizes simples.

6. Em suma, ko < postog e a igualdade s6 vale no flag maximal.

Lema 4.21. Sejam G, F e L como na Proposicao 4.20 e denote por g e | as dlgebras de Lie de G e L,
respectivamente. Suponha que T € flag de L, isto é, F = Fg, para um flag de L. Entdo, posto (I) = posto (g)

e Fo, € o flag mazimal também de L.
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Demonstragao: Se F =TFg, entdo Hy (Fg,) = H2 (F) = ZP onde p = posto (g). Por outro lado, por 6.
temos que p < posto (1) e a igualdade sé vale se Fg, for o flag maximal de L. No entanto, como L é subgrupo
de G (e [ é subélgebra de g) vale a desigualdade posto (I) < posto (g) = p (esse é um fato geral que segue da
defini¢ao de posto de uma dlgebra de Lie como sendo a multiplicidade algébrica minima de ad (X)). Logo,

p = posto ([) e portanto segue que Fg, ¢é o flag maximal de L. O

Demonstracao: Proposigao 4.20
A partir do lema anterior, devemos ter L e G com mesmo posto e assim, demonstragdo é uma questao
de olhar caso a caso e verificar que o flag maximal de um grupo ou nao tem a mesma topologia que o flag

maximal de outro grupo ou, caso tenha a mesma topologia, um dos grupos nao é subgrupo do outro.

1. Se o posto é 2 (Ay, By ou G3) entdo os respectivos flag maximais nao coincidem. Isso pode ser visto

s6 com dimensdo: (i) para Ag, dim = 3; (ii) para Bs, dim = 4; (iii) para Go, dim = 6.

2. O flag maximal de A; ou de D;, I > 8, ndo coincide com o flag maximal de nenhum outro grupo.
De fato, as possibilidades seriam Bj, C; e D; (as excepcionais caem fora com [ > 8). Novamente,
apenas a dimensao distingue: (i) para A4;, dim =1 (I + 1) /2; (ii) para B; e C;, dim = [?; (iii) para Dy,

dim =17 (I —1). Essas dimensoes sdo todas diferentes.

3. Os casos B; e C} tém o mesmo grupo de Weyl, portanto as homologias de seus flags maximais coincidem
(em particular, as dimensoes também coincidem). O que acontece aqui é que B; = so0 (20 +1,C) e
C; = sp (I,C) tem a mesma dimensao dim = [ (2] +1). Portanto, so (2l + 1,C) ndo aparece como
subgrupo préprio de sp (I, C), ou vice-versa. (Um subgrupo préprio de um grupo de Lie conexo tem

dimensdo estritamente menor que o grupo.)

Para concluir a demonstracao da proposigao falta verificar os excepcionais Fy, Fg, F7 e Eg. Novamente

a dimensao resolve. De fato, as dimensoes dos flags maxmais (niimero de raizes positivas) sdo as seguintes:
o F): dimF = 24. As possibilidades com posto 4 sdo: i) Ay (dimF = 10); ii) B4-Cy (dimF = 16); iii)
D, (dimF = 12). As dimensoes sao todas diferentes, portanto os flags nao coincidem.

o Es: dimF = 36. As possibilidades com posto 6 sdo: i) Ag (dimF = 21); ii) Be-Cg (dimF = 36); iii)
Dg (dimF = 30). A tnica possibilidade é que o flag de Fg coincida com o de Bg ou Cg.

No entanto, um nao pode aparecer como subgrupo (subdlgebra) dos outros pois as dimensdes coincidem

e E7: dimF = 63. As possibilidades com posto 7 sdo: i) Ay (dimF = 28); ii) B7-C7 (dimF = 49); iii)

D7 (dimF = 42). As dimensdes sdo todas diferentes, portanto os flags nao coincidem.

e Eg: dimF = 120. As possibilidades com posto 8 sdo: i) Ag (dimF = 36); ii) Bs-Cys (dimF = 64); iii)

Ds (dimF = 56). As dimensoes séo todas diferentes, portanto os flags ndo coincidem.

g
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4.12 Grupos complexos e formas reais normais

Suponha que G é um grupo complexo semissimples e L é grupo semissimples real, cuja algebra de Lie [ é
a forma real normal de seu complexificado. Entao nenhum flag de G coincide com um flag de L. Isso porque
os flags de G s@o todos simplesmente conexos, ji os de L tém grupo fundamental ndo trivial, pois todas as
raizes de [ tém multiplicidade 1. (O grupo fundamental dos flags é determinado pelas raizes simples que tém

multiplicidade 1.)

4.12.1 Flag complexo de formas reais normais

Um andlogo do que foi dito na se¢ao anterior para grupos complexos vale para formas reais normais. A
idéia é substituir a homologia Hs (I, Z) pela primeira homologia com coeficientes em Zs.
Seja Fo um flag de um grupo semissimples qualquer G e denote por H,, (Fg,Zs) sua m homologia com

coeficientes em Zs. Valem as seguintes propriedades:

1. H,, (Fo,Zs) = Z’;’” (gerado livremente, sobre Zsy, por k,, elementos), onde k,, é o nimero de células

de Bruhat de dimensao m.

2. Suponha que g é a forma real normal de seu complexificado e Fg é o flag maximal de G. Entdo k,,
é também o numero de elementos do grupo de Weyl cuja decomposigdo minimal (em relacdo a um
sistema simples pré-determinado) tem m reflexées simples. (A razao disso é que todo espago de raizes

go tem dimensao 1.

3. No mesmo caso anterior, Hs (Fg,Zs) = Z5 onde p é o nimero de raizes simples, isto é, p = ks = postog,

onde g é a dlgebra de Lie de G.

4. Se Fg é um flag parcial de G entdo ko < postog, pois no caso de um flag parcial o ntimero de células

de dimensao real 2 é < ao nimero de raizes simples.
5. Em suma, ks < postog e a igualdade s6 vale no flag maximal.

Proposigao 4.22. Sejam G grupo simples e L C G subgrupo proprio semissimples e suponha que 0s dois
sejam a forma real normal de seus respectivos complezificados. Seja F o flag maximal de G. Entdo, F ndo
€ flag de L.

A demonstragao é quase a mesma que para o caso complexo. Como no lema anterior, podemos concluir
através de 3. e 5. acima que se L possui um flag igual ao flag maximal de G, entao o posto de L é igual
ao posto de G e esse flag é o flag maximal de L. Dai a demonstracao da proposicao segue do fato que se G
e L tém o mesmo posto, entao nao podem ter flags maximais em comum, como foi mostrado para grupos

complexos verificando caso a caso.
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APENDICE A

SUBGRUPOS MAXIMAIS DOS
GRUPOS CLASSICOS

Nesse apéndice apresentamos um pequeno resumo da parte do trabalho desenvolvido por Dynkin em [2],
que sers usada em nosso trabalho. No decorrer do texto, RY denota o espaco complexo N-dimensional, SI(N)
o grupo de todas as transformagoes lineares unimodulares de R, O(NN) o grupo de todas as transformagoes
unimodulares ortogonais de RY e Sp(N) o grupo de todas as transformagdes simpléticas de RY. Quanto
as tabelas citadas aqui, podem ser encontradas no final do apéndice e suas numeracoes estao segundo a
numeragao encontrada no artigo.

Alguns problemas em geometria e dlgebra recaem no problema de determinar os subgrupos maximais
de grupos de Lie. Dynkin em [2] d4 uma completa solucao deste problema. Mais precisamente, determina
em todos os grupos de Lie aqueles subgrupos maximais que nao contém um subgrupo normal nao-trivial do
grupo (problema de S. Lie). Uma afirmacdo mais precisa do problema ¢é a seguinte: Seja G um dos grupos
cldssicos (ou mais geralmente, um grupo de Lie conexo); procuramos subgrupos conexos maximais de G,
isto é, para subgrupos conexos, aqueles que nao estao contidos em outro subgrupo proéprio conexo
de G. Tal problema é equivalente ao problema de determinar as subalgebras maximais da dlgebra de Lie g
correspondente a G.

Os teoremas abaixo nos fornecem os subgrupos maximais dos grupos cldssicos entre os subgrupos re-
dutiveis (isto é, os subgrupos que contém um certo subespago linear) e entre os subgrupos irredutiveis

nao-simples (isto é, os subgrupos que contém um subgrupo normal nao trivial).

Teorema A.l. (Dynkin Teo 1.1) Seja R um subespago arbitrdrio de RY, que ndo seja o espago nulo ou
o espago todo. Entdao o grupo de todas as transformagoes lineares de SI(N) que levam R nele mesmo € um

subgrupo mazimal de SI(N), e todos subgrupos mazimais redutiveis sao descritos por essa construgdo.

Teorema A.2. (Dynkin Teo 1.2) Seja Q(&,m) uma forma bilinear ndo degenerada, simetrica ou anti-
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(a)
(b)

simétrica. Seja R wm subespago arbitrdrio de RN, que nio seja o espago nulo ou o espago todo, satifazendo

uma das duas condigoes a sequir:

Q(&,m) € nao degenerada em R, isto é, se para algum & € R e todo n € R temos Q(£,n) = 0, entdo & = 0;

Q(&,n) € identicamente nula em R.

Entao o grupo de todas as transformagies com determinante 1 que deiza a forma Q(&,m) e o subespago R
invariantes é um subgrupo maximal de O(N) (se Q(&,n) € simétrica) ou de Sp(N) (se Q(&,n) € anti-

simétrica). Todos subgrupos mazimais redutiveis de Sp(N) e O(N) sdo descritos por essa construgdo.
Teorema A.3. (Dynkin Teo 1.3) O conjunto de matrizes
Sl(s) x Sl(t) (st = N,2 <s<t) (A1)

€ um subgrupo mazimal de SI(N). Os subgrupos mazimais irredutiveis nao simples de SI(N) sdo esgotados

pelos subgrupos deste tipo (a menos de conjugacao).
Teorema A.4. (Dynkin Teo 1.4) O conjunto de matrizes
Sp(s) x O(t) (st=N;8>2,t>3,t#4; ous=2,t=4) (A.2)

é um subgrupo mazimal de Sp(N). Todo subgrupo irredutivel nao simples de Sp(N) é conjugado em Sp(N)
a um dos grupos da forma (A.2).
O conjunto de matrizes
Sp(s) x Sp(t) (st = N;2<s<t) (A.3)

O(s) x O(t) (st=N;3<s<t, s, t#4) (A.4)

sao subgrupos mazimais de O(N). Todo subgrupo irredutivel nao simples de O(N) é conjugado no grupo de

todas as matrizes ortogonais a um dos grupos da forma (A.3) ou (A.4).

O caso que apresenta maior dificuldade é dos subgrupos que estdao entre os irredutiveis simples. O
proximo teorema garante que um grupo irredutivel de matrizes unimodulares nao estd, como uma regra,
contido em qualquer outro grupo de matrizes unimodulares que nao seja SI(N), Sp(N) ou O(N), sdo raras
as excegbes. A prova deste teorema serd reduzida a uma questdo na teoria de representacgoes lineares e
serd mostrado como obté-lo dos resultados fundamentais dos capitulos 4, 5, e 6 de [2], que classificam os

subgrupos irredutiveis simples dos grupos classicos.

Teorema A.5. (Dynkin Teo 2.3) Uma completa classificagdo de todos os tipos de inclusoes G C G*, onde
G e G* sdo grupos irredutiveis de transformagdes lineares unimodulares e G* € simples distinto de SI(N),
Sp(N) e O(N), ¢ dado pela Tabela 5. (Para cada tipo G C G* a tabela indica os diagramas pelos quais G e

G* sdo dados e a dimensdo N do espago no qual esses grupos agem,).

Observagao A.6. Deste fato fundamental seque que quase todo grupo irredutivel simples de matrizes
unimodulares € mazimal em um dos grupos cldssicos SI(N), Sp(N) ou O(N). A descoberta do fato que
as duas classes de grupos lineares: “grupos irredutiveis simples”e “subgrupos mazximais de um dos grupos

cldssicos”essencialmente coincidem aparece como o resultado mais importante de [2].
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Esse fato pode ser visto como consequéncia do préximo teorema, pois a partir de sua demonstragao,
podemos perceber que os Unicos grupos irredutiveis simples que ndo sdo maximais em SI(N), Sp(N) ou
O(N) sdo aqueles que aparecem na Tabela 5 (os que nao estdo contidos nos grupos cléssicos) e na Tabela 1
(0s que estao contidos nos grupos cldssicos mas nao sao maximais af). Essa demonstragao estd baseada nos

resultados obtidos no Teorema A.5.

Teorema A.7. (Dynkin Teo 1.5) Todo grupo irredutivel de transformagées lineares unimodulares do espago
N-dimensional RN ¢ mazimal em SI(N) (se ele ndo tem um invariante bilinear), ou em Sp(N) (se ele tem
um invariante bilinear anti-simétrico), ou em O(N) (se ele tem um invariante bilinear simétrico). Excegoes

a esta regra geral sao somente quatro séries e 14 subgrupos irredutiveis isolados listados na Tabela 1.
Observagoes na formulagao do Teorema A.T:

1. As trés possibilidades no teorema sao mutuamente exclusivas, porque um subgrupo irredutivel nao

pode ter simultaneamente uma forma invariante simétrica e uma anti-simétrica.

2. Os grupos irredutiveis de transformagoes lineares unimodulares foram classificados por Cartan, mas
Dynkin expoe os resultados de Cartan da seguinte maneira: Cada grupo irredutivel de transformacgoes
lineares unimodulares é semissimples. Cada diagrama de Dynkin estd associado a uma série de gru-
pos irredutiveis de transformacoes lineares (ndo necessariamente equivalentes). Se para cada pequeno
circulo do diagrama um certo nimero inteiro nao negativo é sobescrito, entao cada diagrama equi-
pado com marcas numéricas descreve um certo grupo linear irredutivel. Assim, uma classificacao
completa dos grupos unimodulares irredutiveis simples é obtido se marcas numéricas sao associadas

arbitrariamente a cada um dos esquemas de A,,, B,,, C,, D,, Fg, E7, Eg, F4 e Gs.

3. Na Tabela 1 os subgrupos irredutiveis simples que sao excegoes, isto é, aqueles que nao sao maximais
em um dos grupos SI(N), Sp(N), O(N), sdo dados por seus diagramas. Para cada grupo é mostrada
a dimensao N do espago no qual ele age e um nimero € o qual é 0 quando G ndo tem um invariante
bilinear, 1 quando G tem um invariante bilinear simétrico e —1 quando G tem um invariante bilinear

anti-simétrico.

4. Dessa exposi¢ao temos que o Teorema A.7 dd uma completa classificacdo dos subgrupos maximais
irredutiveis simples dos grupos classicos. Ja que todos os grupos irredutiveis simples de transformacoes
lineares sdo conhecidos (ver item 2.) e j& que sdo conhecidos quais deles ndo sdo maximais em um dos
grupos SI(N), Sp(NV), O(N) (ver Tabela 1).

A.1 Redugao a Teoria de Representacoes

Pelo que vimos acima, concluimos que a solugao do problema de classificagao dos subgrupos maximais
dos grupos cléssicos gira em torno dos Teoremas A.5 e A.7. O Teorema A.7 nos fornece, dentre os subgrupos
irredutiveis de grupos classicos, aqueles que sdo maximais em cada um deles, enquanto que o Teorema A.5

nos fornece os tipos de inclusoes entre os subgrupos irredutiveis e os grupos irredutiveis simples.
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A demonstragdo do Teorema A.5 se reduz a um certo problema na teoria de transformagoes lineares
de grupos de Lie semissimples, a saber, temos o seguinte problema: Para cada grupo de Lie simples G e
para cada representacao linear ¢ de seus subgrupos H sao encontrados aqueles que correspondem, sob ¢,
a um sistema irredutivel de matrizes. O resultado a seguir formaliza a redugao do problema a teoria de

representacoes lineares.

Teorema A.8. (Dynkin Teo 2.6) Sejam G e H grupos. Sejam ¢ um isomorfismo de H em G e ® uma
representacao linear fiel de G. Ao par (¢, ®) estd associado um par de grupos lineares G1 = ®(G), Hy =
®p(H) e G1 D Hy. Reciprocamente, se G1 D Hy é um par de grupos lineares, com Gy isomorfo a G e Hy
isomorfo a H, entao ¢ e ® podem ser escolhidas de tal modo que Gy = ®(G) e Hy = Pp(H).

Os grupos Gy, H1 sao irredutiveis se, e somente se, a representacao ®¢ de H é irredutivel.

O teorema a seguir justifica o fato de nos restringirmos ao caso quando o grupo G* é simples conforme

aparece no enunciado do Teorema A.5.
Teorema A.9. (Dynkin Teo 2.2) Seja
G =G x Gy x...x Gy,

onde G7,G5, ..., Gy, sdo grupos irredutiveis simples de matrizes unimodulares. Todo subgrupo irredutivel G

de G* pode ser representado na forma
G=G1 xGy x...x Gy,
onde G1,Ga,...,Gy sdo grupos irredutiveis e G; C G7.

O Teorema A.10 mostra que para a solu¢ao do problema é suficiente encontrar, para cada grupo de Lie
simples GG e para cada representacao linear fiel & de G, todos os subgrupos H de G que sdo irredutiveis com

respeito a P.

Teorema A.10. (Dynkin Teo 2.5) Seja G um grupo. Para todo subgrupo H e toda representagdo fiel ® de
G corresponde um par de grupos lineares G = ®(G), Hy = ®(H), onde Hy C Gy e Gy € isomorfo a G.
Reciprocamente, para todo par de grupos lineares Hy C Gy, onde G1 € isomorfo a G, um subgrupo H e uma
representagao fiel ® de G podem ser escolhidos de tal modo que G1 = ®(G), H; = ®(H).

Para que os grupos Gy, Hy sejam irredutiveis é necessdrio e suficiente que H seja irredutivel com respeito
a®P.

A partir desses dois ultimos resultados, encontramos os subgrupos irredutiveis H de G, ou seja, as
inclusées do tipo H C G (na notagdo do Teorema A.5, G C G*), com H e G irredutiveis e além disso, G

simples.
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Nos ultimos capitulos de [2], Dynkin estuda principalmente o caso quando o grupo G* do enunciado
do Teorema A.5 é do tipo A, By, C, e D,, isto é, quando ele é isomorfo a um dos grupos cldssicos. A
demonstracao de A.5 para os grupos clédssicos é feita a partir dos resutados desses capitulos. Nesses casos
o Teorema A.8 é particularmente conveniente para aplicar, porque um isomorfismo ¢ de um grupo H em
um grupo cldssico G pode ser considerado como uma representacao linear. A formula¢do do Teorema A.8
mostra que para a solu¢ao de nosso problema é suficiente encontrar, para cada um dos grupos classicos G e
para cada grupo semissimples H, todos os pares (¢, ®), para o qual ®¢ é uma representacdo irredutivel de
H (onde ¢ é uma representacao de H em G e ® uma representagao linear de G).

Desta forma, o Teorema A.8 garante que estaremos classificando os subgrupos irredutiveis de trans-
formagoes lineares unimodulares H de G, onde G representa o grupo SI(N), Sp(IN) ou O(N), resolvendo
assim o problema enunciado no Teorema A.5 para os casos classicos. Tal problema formulado para os grupos
cléssicos é resolvido pelos teoremas 4.1, 5.1 e 6.1-6.3 de [2] que apresentamos na préxima segao. E suficiente
transferir os teoremas indicados para a linguagem de inclusoes entre subgrupos para se obter aquela parte
da Tabela 5 (Teo. 2.3 Dynkin) a qual corresponde ao caso de um grupo cldssico G*. Quanto ao caso quando
G* é um grupo do tipo excepcional, a parte correspondendo a da Tabela 5 é obtida usando resultados de
Dynkin sobre os grupos excepcionais, o qual é exposto em outro artigo.

Baseados na conclusao estabelecida acima, apresentamos a seguir o principais resultados dos capitulos

4,5 e 6 de [2], onde Dynkin classifica os subgrupos irredutiveis simples dos grupos SI(N), Sp(N) e O(N).
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A2 SIN)

Teorema A.11. (Dynkin Teo. 4.1) Toda representacao nao trivial ® do grupo SI(N,C) que € irredutivel
com respeito a algum subgrupo H ou é uma alternagao(alternancia) T, ou uma simetriza¢ao 7r1<k> ou ™"

das representacdes fundamentais 7y, ©' de SI(N,C). O subgrupo simplético Sp(n) definido pelo esquema C,,

I

o O Q%Q
(€3] (&%) Ap—1 Qp

€ irredutivel com respeito as simetrizacoes de todas a ordens. Com respeito a qualquer outro subgrupo as
simetrizagoes de todas as ordens k > 2 sdo redutiveis. A completa classificagdo de todos os casos nos quais
H ¢ irredutivel com respeito a m, (1 < k < N/2) é dada pelos esquemas 1)-6) da Tabela 6 (O esquema 7)

nos dd o grupo todo).

Observacao A.12. Seja f um automorfismo de SI(N,C) que permuta as raizes simples. Como (my)y =

TN—k € suficiente classificar os casos de irredutibilidade com respeito a m, para k < N/2.

A.3 Sp(N)

Teorema A.13. (Dynkin Teo. 5.1) Seja ® uma representagio do grupo Sp(N, C), irredutivel com respeito
a algum subgrupo prdprio H. Entao ® é uma das representagées bdsicas de Sp(N,C). Uma completa
classificagao de todos os casos de H-irredutiveis representagoes bdsicas pr (1 < k < N(¢)/2) é dada na
Tabela 11.

A.4 O(N)

Teorema A.14. (Dynkin Teo. 6.1) Seja H um subgrupo préprio de B, (n > 3) (So(2n + 1,C)). Uma
representacdo arbitrdria ® de B,, diferente da representacdao fundamental 71 € redutivel com respeito a H.
As inicas excegdes sao as representacies 7'1<k> (k=2,3,4,---) de Bs as quais sdo irredutiveis com respeito

a um subgrupo de tipo Go (Tabela 15).

Teorema A.15. (Dynkin Teo. 6.2) Seja H um subgrupo de D,, (n > 5) (So(2n,C)) e ® uma representagao
de D,, diferente da representacao fundamental 7. Uma completa lista dos casos em que ® € irredutivel com

respeito a H ¢ dada na Tabela 16.

Teorema A.16. (Dynkin Teo. 6.3)No grupo D, existem ao todo quatro classes de subgrupos que sao
isomorfos em Dy e irredutiveis com respeito a toda representacdo de Dy. Essas classes de subgrupos sao dos

sequintes tipos dados na Tabela 17.
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Table 5 (continued)
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