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INTRODUÇÃO 

ços 
O objetivo geral deste trabalho é fazer um estudo dos espa-

de Hardy e dos espaços BMO, relacionando-os num teorema 

de dualidade. No capitulo I são dadas duas 

1 1 
paços H de Hardy:os H analiticos e os 

caracterizações dos es 

H
1 

definidos via trans 

formada de Hilbert. No capitulo II são estudados os espaços BMO, 

destacando-se como resultado importante o Teorema de 
John-Niren 

berg. São também estudadas certas relações entre integrais singu-

lares e espaços BMO. O capitulo III é dedicado ao teorema da dua 

lidade H
1

- BMO, sendo feito de inicio um teorema de 
densidade 

que sera de importância no decorrer do capitulo. No capitulo IV é 

dada uma outra caracterização dos espaços H1 de Hardy, os H1 

atÔmicos, e uma outra demonstração da dualidade H1 - BMO segundo 

esta caracterização. 



CAPlTULO I 

Hardy 

Neste capitulo introduziremos duas definições de espr:.çcs de 

H
1

, a saber, os espaços analíticos e os espaços 

definidos viatransformada de Hilbert. Nosso objetivo principal se 

rã demonstrar a equivalência das duas definiçÕes. 

aqui será tomado de Stein f J • 
A inspiração 

1.1. OS ESPAÇOS 

1.1.1. DEFINIÇÃO. O espaço vetorial dos campos de vetores 

F ::::: (u,v) sobre JR: = IR x JR+ , tais que 
reais 

(l) u e v satisfazem as equaçoes de Cauchy-Riemann 

e 

(2) sup Jrn IP(x,t) ldx' '" 
t>O 

chamaremos de espaço 
H

1 
analítico e denotaremos por 

Equiparemos 

( 3) 11 F li l 

H ANAL. 

l 
HANAL. com a norma: 

= sup li F(· , t) 11
1 t>O 

1 
HANAL. 
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1.1.2. DEFINIÇÃO. Sej3 F~(u,v) um campo vetorial sobre IR: . De­

finimos a função maximal F* de F por 

(1) F* (x) = sup 
t>O 

IF(x,t) I = sup 
t>O 

~~~2' 2 
llu(x,t) I + lv(x,t) I 

1.1.3. TEOREMA. Paru todo l 
F E BANAL. existem constantes positi-

vas A e B tais que 

( 1) AIIFII l 

H ANAL. 
< Bli F li l 

H ANAL. 

isto e, llp*n
1 

define uma norma equivalente em rr 1 . 
L 

Mais ainda 

( 2) lim Flx,t) = F(x) 
t -}-o 

existe em quase toda parte e em norma L
1 

. 

DEMONSTRAÇÃO. (l). A primeira desigualdade em (l) é óbvia. Agora, 

sendo F(u,v) E I:I~NAL. vamos admitir por razões técnicas que u 

e v assumam valores no espaço v
1

= {(x,O,O) lx E IR_r (V
1 

;>:; JR) 

isto e 

u 
2 vl 

JR+ ·--> 

v 
2 

IR+ ·--> vl 
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Consideremos v
2 ~ {(O,y,z)/y,z}E m 

direta de v 1 
e e sao complementares 

em V). 

Inicialmente definimos a função H por: 

H(x,t) ~ log ( 1 I l/2 
x2 + (t+l) 2 

Verifiquemos que H e harmônica para (x,t) E 

Assim: 

;)H 

:Jx 

JH 

:lt 

-X 

x2+ (t+l)2 

- (t +li 
2 2 

X + (t+l) 

+ ~ o 

2 2 
X - (t+l) 

(t +lI 2 -x 

Definimos agora 

g 

e 

h 

a soma 

ortogonais 
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por: 

g (x, t) 
:1 2H ;1 2H 

-

''t 2 ,, âx3t 

e 

h(x,t) 
;)2H .il2H 

(·--
2 

~xrlt JX 

As funções g e h satisfazem as equaçoes de Cauchy-Riemann: 

-ª.9. 3h a 2 
3 2H 3 3

2
H 

2 
+ ~ 1- lu + -21 (- + Ull ~ (O , o I 

3t ax 3t 3t
2 

dx 3x at 2 ax2 

e 

Seja G(x,t) ::= (g,h) definida em JR2 
+ com valores em v4

. Então, 

vemos que G satisfaz as equações de Cauchy-Riemann e verifica 

I 3 I jG(x,tl i 2 -· 2/ ix
2 + (t + l) 2] 2 

Com efeito, a verificação de que G satisfaz as equaçoes de 

Cauchy-Riemann é clara e quanto a t3) vamos ter 



~ ( 

+ { 
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2 2 
(t+l) -x 12 + 

[x2 + (t+l) 2] 2 

x
2

- (t+l) 2 
1

2 

lx2 + (t+l) 21 2 

~ 2/ [x
2 

+ (t+l) 21 2 

32H j(--
ílxdt 

"
2

H 2 -"-i I 
dx

2 

21 2x (t+l) 

[x2 + (t+l) 21 2 

2 
2 [x + (t+l)212 

2 
( [x + (t+l)l2i2 

Estamos agora em condições de demonstrar que 

lim [u(x,t) I ~O 
(x,t) -+co 

e 

lim [v(x,t) I O 
(x,t) -).- m 

De fato; temos 

~ 
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e assim 

lim I'J(X,t) I = o 
(x,t)·+= 

e 

lim ih(x,t) - o 
(x,t)·+oo 

Para cada c > O, seja 

( 4 I 

Fazendo 

temos que 

Como 

F (x,t) -- F(x,t + 1-.l + sG(x,t) 
( 

u1:: (x,t) = u(x,t +r) + cg(x,t) 

ve:(x,t) =v(x,t+c) + ch(x,t) 

c 
u 

c 
e v 

F = (u, v) E 

sao continuas em 

, temos também: 



Logo: 

e 
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sup f I F I x, tI I dx < oo 

t>O 

sup jlulx,t: ldx < oo 

t>O 

sup J1vlx,t) ldx < oo 

t>O 

Desta forma, u e v satisfazer-: as hipótesetes do lema 7 (Apêndice ) 

e temos que existem medidas de Borel finitas w1 e l-lz tais que: 

u(x,t) ~ JPt(x-x')d\J 1 (x') 

e 

v(x,t) ~ Jpt(x-x')du 2 (x') 

Conluimos então que 

lim luix,t+cll o 
(x, t) + 00 

lirn lvlx,t+cil ~ o 
I lx,tl I + 00 
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De fato: supondo que d~, 
1 

_:::_ O e d11 > O, pois do contrário, di-
2 -

vidiremos d:~
1 

d 
2 

nas suas part.os positiva c negativa, pro-

vemos inic.ialmente que: 

(a I para todo existe > o tal que paro. 

I ti C: M1 , vale: 

!u(x,t+f_:)[ < ó e jv(x,t+cll < 6, 'rix E m. • 

De fato: 

' ju(x,t+cli < jiPt+c(x-x'ljdJJ
1

(x'l 

Como lim 
t ~ro 

r 
< C I 

lj 

t + E 
2 2 dul(x'l 

(t+c) +(x-x') 

t +c 
(t+>cl 2 dul (x' I 

-1 
(t+~) = O, teremos que dado O > O, existe 

tal que para t com jtj > M
1

, vale 

ju(x,t+lll < 6-

t com 
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Analogamente verificamos a desigualdade para v. 

Agora, 

(b) se t verifica itJ < M
1 

veremos que ju(x,t + t:) j < 8 

também é verifjcada desde que /xj 
seja suficientemente grande. 

Faremr,s isto por etapas. Como 

temos que existe R > O tal que 

onde QR = (-R, R) e Q~ = JR- QR. Assim 

R 
ju(x,t+cc)j < 6/2 + J pt+e(x-x')du

1
(x') 

-R 

Estimemos a segunda integral. Vamos mostrar que existe M
2 

> O tal 

que, Se' j >:!I .:::_ M
2

, então 

Consideremos inicialmente jxj > R. Como a integral e sobre (-R,R), 
então 

e teremos: 



Logo, 

e assim 

-lO-

lxl -R< lxl - lx'l < lx- x'] 

I X -
I ! 2 

X ; 
-2 

< I I xl - R) 

Pt+E: (X-X 1 )d)Jl (X 1
) < Cl (t +E) ( /xl -

desde que lti < M1 . 

2 
R) ~lI lR I 

Como lim { [xl - R)-Z =O, temos que dado -5 >O, 

I X I ·>~ 
M 1 > O tal que, se I x I > M' , entao 

Considerando M
2 

= max{R,M'}, teremos para \x \ > M
2

, 

p (x -x')dp (x') < 6/2 
t+c:: l 

Assim, de (a) c (b) concluímos que 

lim ju(x,t + s) I =O 

i (x, t) i-'"'-'' 

existe 
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e analogamente, para v 

lim jv(x,t + s) = o 
i (x, t) 1~"' 

Desta forma, FE {x,t) = (uE:, vE) se anula no infinito e e conti-

nua em Também 

2 2 = I u + Eg I + I v + E h I = 

uma vez que u e v tomam valores em v 1 
e g e h tomam va-

lares em com e complementares ortogonais em v. 

Assim, 

e por {3) temos que em 
F (x,t) = 

L 

JR2 
+ . Desde que 

= (uc , v c) satisfaz as eguaçoes de Cauchy-Riemann e I F c I > O 

temos que existe O< q < 1 tal que )FE)q é subharmônica. 

Definimos agora a seguinte função auxiliar 

f (x) = /F (x,O) lg c c 

' 
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Assim, 

Tomando p ~ l/q {portanto p > l) temos: 

Agora, como 

f IG(x,O) dx < 
IR 

dx 
-2-
x +l 

dx < oo 

segue que f c E Lp (IR) com p > l e também 

Seja 

para todo 

( 6) 

11 F li l 
8ANAL 

+E IIG(· ,0)11 l 
L 

f (x,t) a integral de Poisson de 
c 

(x,t) E IR2 
+ 

f . Teremos 
E 

então 
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Com efeito: observemos que /F c (x,t) fq - fc (x,t) se anula no infi 
nito, pois IF (xt)/q e 

E ' fE(x,t) também se anulam no 
infinito. 

Também 

e fE(x,t) o são, Assim, para todo O> O, existe M >O tal que 
se /(x,t) > M, então 

Seja 

< M}. Assim, a desigualdade acima 
R ~ { (x, t) E 

se verifica na fronteira de R, JR, pois se t o:: O , então 

f E (x, t) == f E (x). Desta forma, 
/FE(x,t) /q- fE(x,t) é continua em 

R , a desigualdade vale na fronteira de R e também 

( 7) ll(/F lx,t) [q- f(x,t)) >O 
(. E 

Logo, pelo principio do mãximo, temos que para J (x,t) / 

sigualdade (4) se verifica e assim se verifica para todo 

Tomando 

p 

11 f llp 
I__ p 

< 1 em 

11 F li l + 
H ANAL 

li'plf 1 

IJANAL 

c 11 Gil l 
L 

+ IIGII l 
L 

M a de-

2 
(x,t) EJR+. 
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Portanto f 
E 

e limitada em LP. Como p > l, existe uma 

sequência (ft:), .~ ---------7 O , que converge fracamente a uma 

f E Lp(IR), isto é: 

f L (x) •b(x)dx 
J " 

jf(x) •b(x)dx 

sub-

função 

quando t: ~O, para toda função b E Lp' onde p' e o conjug~ 

do de p. Além disso, temos 

li FI\ l 

H ANAL 

+ 11 Gil l 
L 

Seja agora f(x,t) a integral de Poisson de f(x). 

Temos então, a desigualdade 

(8) [F(x,t) [q ' f(x,t) 

para todo (x,t) E IR~ • De fato, isto segue de (6) tendo em vis-

ta que 

F (x,t) --> F(x,t) (E-->0) 
E 

pela própria definição de F , e também que 

f (x,t) ~ f(x,t) (E~ 0} 
s 
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' pela convergência fraca, pois como P~(x) E LP , então 

Desta forma, 
f (x,t) converge a f{x,t) quando E---.;-.- O e (8) é veri ( 

ficada. Concluimos então que 

sup 
t>O 

/F(x,t) lq < sup f(x,t) 
t>O 

~ (Nf) (x) 

Mas pelo lema 11, (Apêndice), temos que 

(Nf) (x) < KM (Nf) (x). 

Também, pelo fato de f E LP, com p > 1, temos pelo lema 1.1 

(Apêndice) 

Como 

, que existe C > O tal que 

IINfll < Cllfll 
p .. p 

I) Nf E: L- e p > 1, temes que 

IIM(Nf)ll c K'IINfll 
p p 



Logo, 

J 
sup \F(x,tl ]dx < I 
t>O 
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(sup\f(x,t) \1 1 /q dx 
t>O 

cPII fllp 
p 

< c Pu F li 
1 

Bll pll 
1 

H ANAL H ANAL 

Então: 

J
(sup \F(x,t) \dx < B sup f\F(x,t) \dx 
t>O t>O 

o que prova (l). 

Provemos agora (2). Sendo F= (u,v), temos que 

para todo 

IF(x,t) !q < f(x,t) 

(x,t) E 1R
2 
+ 

Então: 

]u(x,t) \q, \F(x,t) lq < f(x,t) 

[v(x,tl lq < \F(x,t) !q < f(x,t). 
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Sendo f(x,t) a integral de Poisson de f E LP, p > 1, temos 

pelo lema 5 (Apêndice) que f(x,t) é limitada não tangencialrnen-

te. Assim, u e v são limitadas não tangencialmente. Se u e v 

têm limite nao tangencial, então lim u(x,t) e lim v(x,t) exis-
t~o 

t~o 

tem em quase tcda parte e assim lim F(x,t) existe em quase toda 
t~o 

parte. A convergência em norma L1 segue de 

( 9) 

(lo) 

l.im F(x,t) ""F(x) qtp 
t~o 

jF(x,t) I < lf(x,t) ]p 

e como f E r.P, pelo Teorema da Convergência Dominada temos que 

F(x,t) converge a l F(x) em L (IR) quando t -7 o. 

Hl (IR 
2

J DEFINIDOS ATRAVJlS DA TRhNSFORMADA DE + 
HILBERT. 

1.2.1. DEFINIÇÂO. O espaço das funções reais f E L1 (IR) 
cujas 

transformadas de Hílbert H f pertencem também a L 1 (IR) é chama-

do espaço H
1 

... Hilbert e é denotado por l 
HHb(JR), ou seja 

Munimos o espaço com a norma 



(lI 11 f li l 

uHb 

~llflll+ 

L 
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11 H f li l 
L 

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema mais importante 

deste capitulo. 

1.2.2. TEOREMA. Os espaços 

se f E 

(l) 

, existe uma única 

< llfll l 

HHb 

sao isomorfos, isto e, 

tal que 

; 

reciprocamente, se F = (u,v) 
l 

E HANAL existe uma única f E 

tal que u = f * Pt 

11 f li l 

HHb 

v = Hf * Pt 

< li f li l 

H ANAL 

DEMONSTRAÇÃO. Se 

2 

f c então 

u : IR+ --'>IR e v ' 

u(x,t} ~ [p (x-x')f(x')dx' 
J t 

e 

H f E L l e portanto as funções 

dadas por 

estão bem definidas. Consideremos então o campo vetorial F f o= (u,v). 
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Vamos mostrar que F 
.f verifica as equaçoes de Cauchy-Riemann. Co 

mo as funções u e v podem 8er escritas na forma 

u(x,t) Jf(x')exp(-21ri x•x')exp(-2n I x'jt)dx' 

v(x,t) J(Hf). (x' )exp(-2wi x•x')exp(-2rrfx' ft)dx' 

derivando sob o sinal da integral, temos que 

~~(x,t) = Jo·lf)"' (x')exp(-2rri x•x') (-27rjx'j)exp(-2Tijx'ltldx'-

-= Ji(sign x')f(x')cxp(-21fix·x') (-2wfx' [lexp(-2n[x'[tldx' . 

Mas (sign x') I x' x' e então a Última expressao se reduz a 

/-2·ni. x'f(x' )exp(-2ni x•x')exp{-2·njx' jt)dx' 

Por outro lado, 

~, t) dx x, -· Jf(x') (-2Jri x')exp(-2ni x•x')exp(-2n
1

1 x'jt)dx' 

= - f 2Tri -
x'f(x')exp(-2rri x•x')exp(-2njx' jt)dx' = 

Da mesma forma verifica-se que: 

dV 
3t (x, t) 
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3u av 
dt (x,t)==- ax (x,t) 

Para concluirmos que F = (u,v) pertence a 
f 

1 
HANAL devemos 

trar que 

De fato: 

sup IIFf{·, 
t>O 

ti 11 l 
L 

< ro 

< J I lulx,tl I + lvlx,tl I ldx 

= J1ulx,tl ]dx + Jlvlx,tl ldx 

+ f 1! Pt lx-x' I I IHfl lx' I \dx'ldx 

llfll 1 + 
L 

11 Hfll 
1 

= 
L 

mos-

onde na última passagEOm usamos o teorema de Fubini e o fato de 

que llp 11 1 
t L 



Assim, 

ainda 
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Ff = {u,v) = (Pt * f , Pt * Hf) pertence a 

< llfll 1 

HHb 

1 
H ANAL e 

< Provemos agora a reclproca. Seja F = (u,v) pertencente a 
1 

HANAL" Sabemos do Teorema 1.1.3(2) que 

F(x,t) --> F(x) (t---> 0) 

Pelos Teoremas 12 e 13 (Apêndice) temos que 

u(x,t) ==f* Pt(x) 

v(x,t) = g * Pt(x) 

e também 

u(x,t) _, f(x) (t __, 0) 

v(x,t) --;:.. g(x) (t·-?0). 

Definimos 
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onde é o núcleo conjugado de Poisson. Então: 

v == f * Qt = H f * P t 

Assim, u e v satisfazem as equaçoes de Cauchy-Riemann, 

é, são funções harmÔnicas conjugadas. Mas também u e v 

o que implica que v = v + c com c uma constante. Como 

pertencem Ll logo a v -' v = c também pertence a 

urna contradição. Logo, v = v e então v = H f * Pt. 

H f * P t -----7 H f (t -->O) 

e 

vlx,t) ----? glxl lt -> 0) 

Logo, Hf == g em quase toda parte e desta forma F 

l 
HHb Por outro lado 

llfll 1 = l )flxl ldx + )1 IHf) lx) ldx 

HHb 

Ll 
' o 

Ainda, 

= lim jlf 
t ~o 

* P t I x) I dx + l im f I f * Qt I x) I dx 
t+O 

= lim j I I u I x, tI I + I v I x, t) I ) dx 
t~o 

< 2ilp 11 l 

f HANAL 

o que completa a demonstração do Teorema. 

isto 

-o sao, 

v e v 

-que e 

f E 



CAPÍTULO II 

O ESPAÇO BMO 

O espaço BMO das funções de oscilação média limitada se-

ra fundamental nu caracterização do dual do espaço 
l 

H (lR). Vamos 

então desenvolver, neste capitulo, a teoria básica do espaço BMO 

(incluindo o Teorema de John-Niremberg} e alguns aspectos dos op~ 

radares integrais singulares que atuam sobre BMO. As referências 

serão os trabalhos de Ortiz [3] e Sadoski [6] 

2.1.0. O ESPAÇO BMO 

2.1.1. DEFINIÇÃO. Fixemos um intervalo I em 
o 

IR , com Ir I < w o 

Dizemos que f e uma função de oscilação média limitada se 

f E Lioc (IR) e existir uma constante M tal que 

onde o supremo é tomado sobre todos os intervalos I de 

é uma constante que depende de I. Podemos assumir que 

dimensões suficientemente grandes. 

I 
o 

tem 

2.1.2. PROPOSiçÃO. Toda função pertencente a 

de oscilaçÊ.ià méS:ia limitada. 

ro 
L (IR) é uma função 
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00 

DEMONSTRAÇÃO. Seja f E L ( JR); então existe uma constante C tal 

que I f (xl i < C. Logo, 

r 
J ( I f ( x I I + I C I I I dx 

I 

r 

J C dx + I C I I I li 
I I 

= sup (C+ lciii = M < oo 

I 

donde se conclui que f e uma função de oscilação média limitada. 

Mostraremos posteriormente que nem toda função de oscilação média 

limitada pertence a L"" (IR) . 

2.1.3. DEFINIÇÃO. Seja f E L 
1
1 

(IR): definimos o valor médio de 
o c 

f sobre o intervalo I c I como sendo 
o 

(11 fi = I Il-l !f(x)dx 
I 

2.1.4. PROPOSIÇÃO. Seja f uma função de oscilação média limita-

da. Então 
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( 1) 11 f li 

* 

DEMONSTRAÇÃO. Vamos ter 

f /dx ~ 1r1 /f(x) -1! 
r I 

- lri-1 J flx)dx/ 
I 

< 2M == M < co 
1 

o que demonstra (1). 

M < oo 
1 

- f + C - C /dx 
I I r 
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2.1. S. PROPOSIÇÃO. Seja f uma função de oscilação média limita-

da e c uma constante. Então, 

(l) 

DEMONSTRAÇÃO. Observemos inicialmente que 

Assim, 

11 f+ c li* = sup 
I 

-lf \Ii \lf+c)(x)-(f+cl\dx 
I I 

~ sup \I\-lf \flxl +e-f - c\dx ~ llfll* 
I I I 

2.1.6. PROPOSIÇÃO. A classe b.m.o. das funções de oscilação me-

dia limitada é um espaço vetorial e l\.l\* é uma semi-norma so-

bre b.m.o. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam f e g funções pertencentes a b.m.o. Te-

mos que: 
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e para À E CC 

Então, 

< 1Ii-
1
f [f(x) -fi[dx + [Ii-lf [g(x) -g [dx 

I I I 

< M + M < CC 
- 1 2 

Logo, f + g e uma função em b.m.o. 

Também, para uma constante À E CC , teremos 
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o que implica que \f e uma função em b.m.o. 

Assim, a classe b.m.o. e um espc.ço vetorial. 

Mostremos agora que 11 .11 * e uma semi-norma sobre b.m.o., ou 

seja, para f e g pertencentes a b.m.o. e À E c tem-se: 

(a) llfll. >O 

(c) llf+gll* < llfll* + llgll* 

De fato 

(a) llfll* ~ sup IIi-lJ ]flx) - fiidx >O 
I I 

(b) 11 H li* -lf supiii IHix) 
I I 

(c) lif+gll.~supiii-lf lif+g)(x)- lf+gliidx 
I I 

-lJ -lf < sup]II iflxl-fiidx+sup]Ii ]glx)-g ldx 
I I I I I 

o que completa a demonstração. 
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2.1.7. DEFINIÇÃO. Se f e g pertencem a b.m.o., diremos que 

f "-' g se f- g = c, c uma constante. Denotaremos por BMO o 

espaço quaociente 

BMO:::: b.m.o. /"v 

2.1.8. TEOREMA. BMO e um espaço de Banach. 

DEMONSTRAÇÃO. ~ suficiente provar que BMO e completo com a semi 

norma 11 • 11 * . 

Consideremos uma seguência de Cauchy {fn}nEJN em BMO. Is-

to implica que 

-l supiii 
I 

r 
J I 

Lll (I ) 
oc o e 

lf (x) -
n f I dx < M < oo 

ni 

está em L
1

(r) para todo n 

e para todo x E I. Por hipótese, f E BMO 
n para todo 

{ fn} nE Thl e de Cauchy, o que implica que dado l > O, 

tal que para todo n > n 
o e m > n , temos o 

-l r supl I 1 · 
I J I 

lf(x)-f(x)-
n m -f lldx<c 

mi 

e então 

III-l J lf (x) -
I n 

f (x) 
m - f 1 I ctx 

mi 
< E 

n e 

existe 



para todo ICI.Dai, 
o 

o que implica quE~ 
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< E 

- f } é uma sequência de Cauchy em 
ni 

Como L1 (I) é completo, existe I 1 
g E L (I) tal que 

11 {f < E 
n 

Analogamente, se 

L
1

{I) tal que 

I' e outro intervalo contendo I, existe 

11 (f 
n 

Concluimos então que 

lim 
n~m 

I 
= g 

I' 
g 

< E • 

= g(I,I') = K 

I' g E 

onde K e uma constante. Consideremos agora os intervalos Ik com 

centro na origem e comprimento kElN;seja k E lN 
o 

mente de I . Assim, para todo x E I , existe k E m 
o o 

o compri-

tal que 

x E Ik. Definimos a função limite da sequência {f 0 } 0 !~IN como 

sendo: 

{1) f (x) 
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Mostremos que a função f está bem definida, Seja 

sabemos que 

I. 
g J (x) 

I.' 
- g J (x) = g I Ij, , Ij) 

e para 1 < j < j' temos 

Portanto, 

e assim 

I. 
g J (x) 

o que implica que 

I. 

I. 
= g J 

I., 
- g J 

I.' 
+ g J 

g(I.,, I.) + g(I
1
,I.,} 

J J J 

I.' 
- g J (x) 

g l (x) - g(I
1
,Ij) 

I., 
= g J (x) - g(I

1
,Ij,) 

xEI.CI.,; 
J J 

Vamos mostrar agora que fn converge para f na semi-norma 



I 2 l lim 

Como 

= lim 

J 
I lf 

I n 
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- f) (x) - (f 
n 

-1 J Ir[ [f (x)- f(x)-
I n 

I g (x) = lim (f 
11 ·li 

1 
n 

L (I) 

e suficiente mostrar que 

I 
g (x) - f (x) + fi = O 

De fato: 

I I 
g (x) - f (x) + f

1 
= g (x) - (f - f

1
l (x) 

I 3) 

lim (f 
11- 11 

1 
n 

L (I) 

= 

f ) - (f - f
1

) (x) 
nl 

- lim (f -f 
11 .11 n ni 

L 1 (I) j 

= lim f - lim f lim f + 
11-11 

1 
n 

lim 
11-11 

J}(r) 
11-11

1 
n 11·11

1 
nl 

L (I) L (I) 

= 

L (I) 

I. 
+ g J 

I 

I. 
+ g J 

I 

I. 
f + g J 
nr. I 

J 
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Por outro lado, temos: 

I . 

(f -f I - g i I = 
n n 1 . I I 

.I li li I. I jrj- (f -f I (x)dx- ]Ij- g l(x)dx 
I n 111. I 

J J 

I. 
I f -f 

n n 1 . 
g ljdx <E 

J 

Substituindo em (3} obtemos: 

lim 
11 o li l 

L (I I 

= lirn f 

-f I + 
DI 

lirn 
11 o li 

1 
L (I) 

I f - f I 
n n 1 . I 

J 

lim f + lim f 
11 o li l DI. 

L I I I J 
11 o 11 l DI 11 o 11 l DI 

L(I) L(I) 

lirn 
11 .11 

1 L (I) 

Desta forma, (2} tende a zero e assim f --"f 
n 

na 

= o . 

semi-norma 

11 .11 * . Concluirnos também que (f - f) E BMO. Como BMO é um es­
n 

paço vetorial, então f E BMO, o que completa a demonstração. 

2o2o O TEOREMA DE JOHN-NIRENBERG 

Neste parágrafo provaremos o primeiro resultado profundo so-

bre os espaços BMO: o teorema de John-Nirenberg. Como conseguên-
00 

cia deste teorema provaremos que BMO ~ L e que certos espaços 

BMO coincidem com BMO. Este Último resultado será de importân­
p 

cia no estudo da decomposição atômica dos espaços H
1

. 
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2. 2.1. LEMA. Seja g(t), t ~O, uma função continuament.e diferen-

ciãvel em [Q,oo) tal que g(O) =O. Então, para f em BMO e 

w(a) = l{xE I/lf(x) -cl >ali 

temos 

(l) JI g(lf(x)- c!Jdx =c~ w(,)dg(a) 

DEMONSTRAÇÃO. Consideremos a partição do intervalo [O, oo) , O = 

<a < ••• < oo e 
n 

F (X) = f(x) -c, com f 

Seja 

Assim Ek e uma familia disjunta e U Ek 
k 

J g(F(x))dx =L 

I k 
J g(F(x) )dx 

Ek 

Consideremos agora 

e 

k = 1,2,3, ... 

I. Temos então 

em BMO. 
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Logo, 

o que implica que 

Observando que 

teremos 

< JI g(F(x))dx < 

I {x E I/F(x) > "k-lll - I {x E I/F(x) > akll 

< r g(F(x))dx 
J I 

Como g e continua em Io~k-l, o.kj , temos que 

(3) e 
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Vamos mostrar agora que 

Ir g(Fix)Jdx =-I: g(a)dw(a) 

De fato: como w(a) = I {x E I/F(x} >a} I, integrando por partes 

teremos para g(a) ~ u, w 1 (a) da= dv , du = dg(a) e v w(a), 

-r: g(alw' (C<) da -[glalwlal r:- 1: wla)dg(a)J 

= -glalwlal wla)dglal • !
00

0 + 1
00

0 

Lembrando que g(O) = O e w(a) ------7 O quando a--> oo, tere-

mos -g(a)w(a) = O quando a --~ O, + oo , e então 

-1: g(a)dw(al = 1: wla)dglal 

Resta mostrar que 

Jr g(F(x) )dx 

w 

= fo wlaldglal 
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De fato: substituindo (3) em (2) obtemos 

g(F(x))dx 

o que implica que 

-J: g(a)dw(a) < JI g(F(x))dx < J: g(a)dw(a) . 

Como g e integrãvel segundo Riemann-Stieljes para a função w , 
teremos: 

-1: g(a)dw(a) = /, g(F(x))dx 

e f in a lmen te 

r 
J 

jf(x) - cjdx 
I 

= r w(a)dg(a). 
J o 

2.2.2. TEOREMA DA DECOMPOSIÇÃO DE CALDERON-ZYGMUNDO. Seja f uma 

função integrável definida num intervalo I e seja t > O tal que 
o 

/r 1-l J /f(x) /dx < t. 
o I 

o 
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Então, existe uma famllia enumerável de intervalos disj1mtos, aber-

tos, denotados por I , tal que: 
o 

(a) I f (x) I t quase sempre se xEI -Uik 
o k 

(b) t < I I 1-l 
J I 

lflx)]dx < 2t 
k 

k 

(c I L: I Ikl 
-l r lflxlldx < t 

j I k o 

DEMONSTRAÇÃO. Vamos inicialmente dividir o intervalo I em dois 
o 

intervalos congruentes e denotar por r
1

k , k = 1,2 , aqueles on­

de se tem 

Então: 

< f lflxl ldx 
Ilk 

-

< J lf(x) ]dx 
lo 

< tii I o 

Chamaremos r
1

k os intervalos onde se tem 

f- lflxlldx < t 

Ilk 

Dividimos agora cada intervalo r
1

k em dois intervalos congruen­

tes e denotamos por r 2k os intervalos onde se tem 



Então: 
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f lf(xlldx 
12k 

> t 

f lf(x) jdx 
1

2k 

< f , I f ( x) I dx < 
1 lk 

Continuando este procsso, obtemos uma sucessao de intervalos 

{rjk} que chamaremos {rkJ, tal que 

o que prova (b). Além disso, temos: 

-1 
t Ir lf(x) ldx 

o 

o que prova (c). 

-1 
> t 

k 

jf(x) ldx 
Ik 

Vamos agora provar (a): denotamos por 

tervalos, onde se tem 

f- lf(x) ldx < t 
Ij 

Pelo Teorema de Lebesgue, temos: 

{I} 
J 

a família dos in-
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I f lxl I = lim 
j-+= f- lfly) ldy < t 

I. 
J 

o que prova (a) . 

2.2.3. TEOREMA (John-Nirenberg). Seja 

para uma constanbO! M
1 

tem-se 

para todo intervalo I c I . Sendo 
o 

com a > O, então: 

-1 

I 1 l (l] { Ct) = I E I 
a' 

-aaM 
< Ml A e l 

-1 
com a < aM1 e A < l. 

Como tll (a) < 1 I i , tem-se 
o 

I 2 l wlo) 
ç.a 

< e 

J I I f lxl 
o 

f E L1 (r ) e assumimos que 
o 

-onde c e a sao constantes positivas. 
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DEMONSTRAÇÃO. Temos por hipótese que 

para todo intervalo I C I . LOlJO. o 

Se substituirmos (f (x) - f 1 ) /M
1 

por f (x) (quando f
1 

-- O e 

M1 = 1) podemos assumir sem perda de generalidade que 

-1 r 
fi[ J

1
ff(x)[dx < 1 

e também lLI (o.) - E 
a 

com 

E - lx E I/[f(x) f >a) a 

Seja p{a) o menor número dependendo de a tal que 

(3) w(a) < p(a) J
1

[f(x) fctx 

Tal p(a) existe pois 

J
1

[f(x) [dx > JE[f(x) [dx 

a 

> JE adx = 
a 

afE f - aw(a) a 
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e assim 

w ( ct) < a -l 

Observemos que p(a) "_ 
-l 

a pois p(a) é o menor número tal que a 

desigualdade (3) ocorre. Provemos agora que para a > 2 e 

1 < t < (l/2)a , temos 

-l 
p(a) < t p(a- 2tl. 

De fato: considerando que 

[r[-l fi [f(x) [dx < l < t < (l/2)a, 

por 2.2.2(a), (Teorema da decomposição), temos que se if(x) I >a 

(e portanto if(x) 1 >a> 2t > t), então x E Ik para algum k, 

exceto num conjunto de medida nula. Consideremos o conjunto 

= {x E Ik/[f(xl -fi [>a- 2t) 
k 

Mostremos que E c u B : se 
('J. k k 

x E E 
a 

então if(x) 1 > rt 

tão x E Ik para algum k. Por outro lado, temos: 

f(x)dxl t < 2t 

e en-



Logo, 

/flx) - f
1 

1 

k 
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> [flx) I - /f
1 

1 >a- 2t 
k 

o que implica que x E Bk para algum k, e então 

ta forma, temos 
x E U Bk. Des­

k 

Pela definição de p (o.), tem que: 

e assim, 

wla) < p("- 2t) E 

k 

f /dx <Pia- 2t) /Ikj 
Ik 

J /f(x) /dx 
I o 

onde a segunda desigualdade ocorre por 2.2.2(c). Como p(a) 

menor número tal que vale a desigualdade (3), temos que 

I 4 J -1 
p(ct) < t p(o.- 2t) 

como queríamos demonstrar. 

Colocando t =e na desigualdade (4), ficamos com 

-e o 
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-l 
p(~) < e p{a - 2e) 

Seja A uma constante a ser determinada e 
-l 

c = ( 2e) •. Logo, 

existe a
0 

> O tal que 

A existência de tal -o: e garantida pela escolha de c, pois 
o 

se 

fizermos 
cn

0 
A = e 

-l 
< a o 

entiio 

-c a 
= A·e 0 

Para o:
0 

+ 2e , temos: 

P(a + 2e) 
o 

-l 
< e p(a + 2e - 2e) 

o 

= e -c2e A e-cuo = A e 
-c(a+2e) 

Assim, nos extremos do intervalo [a , a + 2e] 
o o 

e 

-c(o: +2e) 
p (a + 2e) < A e 

0 
o 

- CCi. -l o 
< e A e 

temos 
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Como o intervalo [c( , u + 2e] 
o o é convexo, temos 

I sI -cu 
< Ae 

para todo (t no interior do intervalo la: , ct + 2e] . Repetindo o ar 
o o -

gumento tJara o intervalo [tt + 2e , o: + 2e + 2e1 , teremos a desigual:, 
o o 

dede (5) válida para todo Ct suficientemente grande. Por outro la-

do, se 

2e(e-l)-l < n: < 2e(e-l)-l + 2e 

tem-se 

(6) p(a) < ,,- 1 < .112/10) (.l/21o-ca = (12/20)e-ca 

Com efeito: vamos mostrar que 

Seja g(x) ex -1 = e x Então 

g' (X) ex ex -2 ex -2 
- (c e - c ) x = e (ex - 1) x 

Assim, g' (x) ~ O -1 
X = C Ainda; itnplica que 
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gn (x) 
ex 2 2 -4 

""e [c(cx-l)x +ex - 2x(cx- l)]x 

Para X = C 
-1 

temos: 

-1 -1 4 3 
g'' (c ) = ec c = ec > O 

onde c ~ 

-1 -1 
(2e) . Desta forma, x = c é ponto de minimo da fun-

-çao g (x) 
ex 

~ e 
-1 

X 
-1 -] 

no intervalo [2e (e-1) , 2e (e-l) - + 2el . En-

atinge seu máximo em 2e(e- 1)-l tão, a função g 

2e(e-l)-l + 2e. Fazendo 

ou em 

-1 
g(2e(e-1) I 

( 2e I - 1 -1 
2e (e-1) (e-1 ) 

~ e 

e 

-1 g(2e(e-1) +2e) ~e 
-1 -1 

(2e) [2e(e-1) +2e] 

-l 
~(e-li e (e- 1 ) (2e) ~l 

vemos que: 

-l 
g (2e (e-li I 

Então, se 

= g(2e(e-l)-l + 2e) 

-l 
2e(e-l) < x < 2e(e-l) + 2e 

-1 
(2ei- 1 ~ le-lle(e- 1 ) (2eJ-1 

-1 --1 
[2e (e-1) + 2e] 
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teremos: 

g (x) < (e-1) e 
-1 (e-1) 

e então 

ca -1 
e a 

o que nos dá 

Como 

ca -1 
e a 

-1 
< (e-l)e (e-l) (2e) -l 

-1 
< e (e-l) (l-e -l) (l/2) 

-1 -1 
e (e-1) (l-e ) < (18/10) (2/3) ~ 12/10 

temos que 

p(a) < a -l < (l2/20)e-c 

Então, para c ~ (2e)-l e ca > -1 
(e-1) 1 temos: 

Fazendo A = 12/20 I ~ (2e) ·-l , a = c 
e 

mos 
f 1 :_ O , tere-
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w (a) 

-1 
-aa:M 

e 1 

o que prova (l). Como 

e também A < l e eac > l , teremos 

-1 

w (a) 
-1 -anM

1 

fi 
I f (x) fi I dx ::__ AM

1 
e -

o 

-] 

-1 
-cnM

1
-

M1 1 I 0 1 ::__ AMl e 

o que demonstra (2). 

2.2.4. COROLÂHIO. Seja f E BMO e l < p < oo Então f E Lp(I
0
), 

I I I < 00 

o 

DEMONSTRAÇÃO. Consideremos a função F(x) o= f(x) - f
1 

e a função 
o 

g(a} = aP , crescente, com g(O) = O. Assim, 

g(F(x)) = lr'(x)[P 
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Pelo Lema 2.2.1 teremos 

dx ~- (

00 

- w(a)daP 
Jo 

-1 -aaM 
Ae 1 li lap-1 da 

o 

Por outro lado, 

Corno 

e 

: pAI I I f 
o o 

= rfi lf(x) 
o 

para p > 1, temos: 

dx) 1/p 

-fi I + lfi jldxl 11P 
o o 



(J
1 

lf(xllpdx)l/p < 

o 
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~ 2['],
1 

IF(x) lpdx)l/p + 

o 

\f1 llri 11P,l o o . 

< 2[Bl/p + I f I I I 111
PJ ~ c < 00 

I
0 

o 

2.2.5. COROLÂRIO. Seja f E BMO com 

em I . Então 
o 

lf(x)- f(y)l < \lf\1* 

sup III-l i lf(x) -f 1
2 

dx < llf\1~ 
I I I 

dx) l/p 

onde o supremo e tomado sobre todos os intervalos I c I . 
o 

DEMONSTRAÇÃO. 
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11 , 1 I 2! =/I[- JI /frf- ( 
1

[f(x)- f(y)[dy)) dx 

< /r[-
3 

f {f [f(x)- f(y)[dy) 2 dx 
I I 

Vamos agora nustrar utilizando o ~'EDrerna de John-Niren.berg que os elementos 

de BMO não são necessariamente limitados. Começamos com o 

2.2.6. LEMA. Seja f E L
1

(r). Para todo intervalo I associarros um 

numero c 
I tal que o conjunto 

E = {x E I/[f(x) - C
1

[ >a) 
CY 

satisfaz a igualdade: 

com a > O e b > O. Então, f E BMO. 

DEMONSTRAÇÃO. Consideremos g(t) ~ t uma função continuamente di 

ferenciável em [O,co) e g{O) =O. Pelo lema 2.2.1., temos: 



f jf(xl -c 1 jdx 
I 

Logo, 

e então 
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-1 
suplri 

I f [f(x) -C jdx < M < oo 

I I 

o que implica que f E BMO. 

2.2.7. PROPOSIÇÃO. logjxj E BMO. 

DEMONSTRAÇÃO. ~ idéia é mostrar que 

I I , I -ba [Ea = lx E I/;log x-ai - c 1 j O>_allé:_ Ae I ri, 

com a: fixo. O resultado seguirá então pelo lema 2.2.6 

Seja I um intervalo arbitrário de lado h, e sE~jam S e n 

pontos de I tais que: 

I' - ai ·- max {I X - a I l 
xEI 

e 

In - ai = min {I X - a I l 
xEI 
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sendo a um ponto fixo de I. Chamaremos c
1 

= 1og)E,- a/. Assim, 

E = (x E I//1ogfx- a/ - 1og)E,- af/ > cd a 

= (x E I//1og)x- af /s- a/-1 >a) 

e podemos afirmar que E 
está contido no intervalo ,, 

De fato: observemos que se 
X E E 

a 

-1 /log / x - a I / [, - a/ / > a 

o que implica que 

então 

-1 -u > 1og f x - a 1 / E, - a/ > a 

e então 

Assim, 

-1 a fx-afli;-a) >e 

o que nos dá 
e portanto -a 

e > 1 . 



Logo, 

jx-al<lf-al 

-54-

-a lé- ale 

ou seja, 

x E [a - 1 f, - . -a -a 
a1e , a+ li: - ale 1 

Desta forma, 

w(a) ~ I E I < 2 I E - a I e-" < 2he -a ~ 2e -a I I 1 • 
a 

Portanto, para A o:= 2 e b ;=: 1, temos a desigualdade desejada. 

Pelo lema 2.2.6., concluimos que f E BMO. 

2.2.8. PROPOSIÇÃO. sign loglxl ~ BMO. 

DEMONSTRAÇÃO. No intervalo (-s,s), temos: 

Js sign log I xl dx o:: 2 f co sign log x dx ---------? = 
-E 

Assim, -e portanto nao pertence a BMO. 

Tenninando este parágrafo, daremos uma segunda aplicação do 

Teorema de John-Nirenberg. 
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2. 2. 9. DEFINIÇÃO. ChEll1klrffiDS BMO , 1 ,::. p < oo a classe das funções p 
f E L 1

1 
(JR) tais que o c 

2.2.10. TEOREMA. Para todo p, 1 < p < oo, temos 

(l) 

e ainda: 

BMO ~ BMO 
p 

e -sao equivalentes. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja f E BMO. Então, por 2.2.4., f E Lp(I
0

) e te-

remos 

Logo, 

< 



Assim, 
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~ 2 ( I 1-l/p M + I f I) < 00 

I 

f E BMO 
p 

Agora, se f C BMO , então f(x) - f E Lp(I ) 
p I o 

f (x) - f <= Lp' (I ) , 
I o 

com 1/p + 1/p' = 1. Pela desigualdade 

H0lder temos: 

< I r I f (x) - f I p dx l 1P ' I I ll/p' - l 
j I I 

-f lp dx]l/p < M < 
I - l 

w • 

Logo, f E BMO c BMOP = BMO. 

também 

de 
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2.3. INTEGRAIS SINGULARES E ESPAÇOS BMO. 

Uma integral singular T e uma transformação do tipo 

Tf(x) ~ JIR k(x- y)f(y)dy 

onde o nÚcleo k(y) tem singularidades na origem e no infinito, e 

a integral existe no sentido do valor principal de Cauchy. 
Seja 

k{y) = )y/-l Q(y), Q(y) uma função adequada. Impondo para k as 

condições 

(l) jk(x)[<A 

com k.(x) =:: JJR e-Z·rriyx k(y)dy 

' ( 2) J jk(x-y) - k(x) [dx <A 

[x[.:_2[y[ 

Vamos ter que o operador Tf -e do tipo forte (p,p), 1 < p <:oo e 
ainda 

( 3) 

Em outras palavras, o operador T é limitado de Lp em Lp se 

1 < p < oo. Este resultado é conhecido como o Teorema de Calderon-

-Zygmund. Se p = 1, o substituto adequado para L1 
e o espaço 
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1 
HHb definido em 1. 2.1. Se p = co , o substituto é o espaço BMO. 

2.3.1. TEOREMA. Seja fEL
00

(IR) e 

Tf(x) = JIR x(k-y)f(y)dy 

um operador integral singular cujo núcleo k(y) satisfaz as con-

dições 

' 
(1) k (x) < A 

com k(x) = JIR e-
2
nixy k(y)dy 

I 2 I f \klx-y) - k(x) \dx <A 

\xl ." 2\YI 

Então, Tf E BMO. 

DEMONSTRAÇÃO. Podemos assumir sem perda da generalidade que 

jf(x) I ~ l e que f se anula fora de um compacto. Desta maneira 

Tf está bem definido. Consideremos um intervalo I c 1
0

, I co 
o 

mo em 2.1.1., e I com centro em zero. Consideremos também um in 

tervalo B de centro na origem e de comprimento igua.l ao dobro 

do comprimento de I. Vamos decompor f como segue: 
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f''' se X E B 

f
1 

(x) = 

lo se x I" n 

Se x E B, então f 1 ix) = f(x) e f
2

(x) = f(x)- f(x) =O. Se 

x ~ B, então t 1 (x) =O e t
2

(x) = f(x). 

Observemos que nesta decomposição o suporte de f
2 

está no 

complementar de B, ou seja, se x pertence ao suporte de f
2
,en­

tão, f 2 (x) ~O e assim x ~ B. 

Temos também que 

Vamos estudar cada parcela; pela desigualdade de Schwarz 

I 3) 

Como T e do tipo forte (2.2), temos que 

IITfll 2 < A
2

11fll 
2 

L L 

ou seja: 
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Então, em (3) temos: 

( 4) f I 1Tf1 (x) idx < 

Pela hipótese (1), IJ~(x) I< A, podemos afirmar que T tem 

extensão a um operador limitado sobre 
2 

L . Logo, em (4) temos: 

< A2 I B 11/2 . I I 11/2 ~ l/2 I I 11/2 A • a • 2 . 

E assim, 

. a 1/2 

Devemos agora escolher c 
I 

de maneira que 

para todo I c I . Para tanto, escolhemos 
o 

Tal integral existe pois f 2 tem suporte fora da origem 

k(y) E fora da origem. Teremos então: 

wna 

e 
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< f lklx-y) -k(y) llf
2

iy) lcty 
yí'B 

= r lklx-y) - k(y) llfiy) lcty 
J yí'B 

< r lklx-y) -k(y) lcty 
J y!lB 

Para que o resultado se verifique, devemos tomar x E I; logo 

considerando a construção do intervalo B com respeito a I e 

y í' B, teremos I y I 2: 21 x 1 se x E I. 

Pela hipótese (2), teremos 

Finalmente, 

e portanto, 

< A -a 1 / 2 + A = M < oo - 2 

Tf .;:;: BMO. 
' ·--' -- -'\ 

~- ,: ;,,· (._ - ;i 
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2. 3. 2. LEMA. Seja f E BMO e I um intervalo com cen1~ro na o ri-

gem e de comprimento l. Então, 

lfixl- fi 1 

l + I X I 
dx ~ Ailfll* 

00 

DEMONSTRAÇÃO. Consideremos uma sequência {I k} de intervalos 
2 k~l 

encaixados com centro na origem e comprimento 

e 

I k 
2 

I k-1 
2 

Consideremos agora a decomposição 

f IR 

lfix)- f
1

1 
00 

fs dx ~ I 
l + ix 1

2 
k~l 

k 

Observemos que se X (i I k-l então 
2 

11 I I xl > 2 
k-2 

De fato: se X E então 

iflxl- f
1

1 

l + lxl 

com 

dx 
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o que verifica (l). Então, 

e daí vem 

Assim, 

dx < Js 
k 

Estudemos a última integral 

( 2) 

Como 

lflxl - I' ldx 
I 

< r 
j 

I k 
2 

I f (x) -

I f (x) 

dx 

-f + 
I k 

2 



J ! f (x) 

I k 
2 

e também 

lf -
I k-1 

2 

temos 
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f ldx 
I k 

2 

I li k-11-1 I f(x)dx- fi I 
2 I k-1 2k 

2 

I [f (x) 

I k-1 
2 

< I I 1- 1 
k-1 I lflxl -

lf -
I k 

2 

f 

2 

I k-1 
2 

+ f 

I k-l 
2 

I k-l 
2 
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Desta forma, temos em (2): 

f /f(xJ- f /dx 
I I 

2k 

Finalmente, 

/f(xl - f
1 

1 

::_f /f(xJ 
I k 

2 

< 2kllfll* +/r k /·2kllfll* 
2 

l + r:;-:z- dx ~ 
/f(xJ- f

1 
f 

l + fx 12 

2 

dx 

4 o -2k f 
2 /f(xJ - f

1 
fdx 

I k 
2 

2-k r r + 2kJ 11 f li* 

= A•llfll* • 



CAPITULO III 

O TEOREMA DA DUALIDADE 

O objetivo principal deste capítulo é demonstrar o tGOrema de 

dualidade de Feffermann: (H
1
J' = BMO. Começaremos estudando o pro 

blema dos subespaços densos de H1 . Observamos que, na literatura, 

este problema não é tratado (ver Ortiz [3] e Reimann-Rychener[4J) 

ou e tratado de forma obscura (ver Stein [7/). Seguiremos aqui as 

idéias de Sato [SJ . O desenvolvimento do teorema da dualidade foi 

inspirado tanto no trabalho original de Fefferman-Stein [2] quaE_ 

to no de Reimann-Rychener [41. A exposição aqui tentará ser a 

mais clara e completa possivel. 

3.1. UM TEOREMA DE DENSIDADE 

Usaremos as seguintes notações: 

S(IR): espaço das funções infinitamente diferenci5veis sobre 

IR com valores reais e decrescimento r5pido. 

'" 
Cc(ffi): espaço das funç~os infinitamente diferenciáveis sobre 

IR com valores complexos e suporte compacto. 

3.1.1. DEFINIÇÃO. Chamaremos H~(IR) o espaço 

l 
- HHb ( lR I n S (IR I • 
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3.1.2. LEM~. Seja o espaço das funções f E L 
1 

(IR) com valo-

res reais tais que 

( 1) supp i c compacto 

e 

( 2) O '1- supp f 

Seja H
1 

(IR) o espaço das funçÕes o o 

e (2). Então 

( 3) 

e H
1 

(IR) 
00 

H1 (IR) 
o o 

e denso em 

f E S(JR) que veri~~i.cam ( 1) 

DEMONS'l'RAÇ.i\0. A primeira inclusão em (3) e evidente, uma vez que 

00 

C (IR) 
c 

é um subespaço de L 
1 

( 1R) • 

Mostremos a segunda inclusão. Seja f E G
1 

e K um compac-
A 

to de IR tal que K e vizinhança compacta de supp f e O fj!_ K. 

Podemos agora escolher uma função ME S(IR) com valores reais 

tal que 

'" (4) >1 E C (fi) 
c 

e 

( 5) Se ~ E K , então M(cl = -ic/i si 
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Então, 

Hf == M * f 

o que se verJfica através da transformada de Fourier. (sendo M 
calculada 

no sentido de distribuição). Como 

l 
f E HHb 

que H f E L 
1 

(IR) e portanto 

Mostraremos que u
1 

{JR) é denso em 00 

meira etapa, provaremos que existe ~ E 

verifica as condições 

(6) ~ tem valores reais 

e 

(7) ~' (O) ~ l. 

De fato: sabemos que existe 

Definimos então 

w 
pEC (JR) tal que c 

• ( n ~ 112 ( 0 ( u + o (-u J. 

l 
M * f E L (JR), temos 

por etapas. Na pri-

tal que 
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Vemos então que a função \~ verifica (6) e (7). 

Numa segunda etapa, vamos tomar f E G
1 

e mostrar que exis-

te uma sequência ( fk) kE m: em 

l 

H
1 I lR) 
00 

que converge para f E 

em HHb" Definimos a scquência 

'i> (x/k) f (x). 

Então 

~ r k~ (kx) f(( - x)dx 
JlR 

Para k suficientemente grande, temos que 
. 

H
1 

I lR) bém supp f c K. Assim, fk E para 
00 

mente grande. Mostremos agora que 

f ____ ,. f 
k 

{k -+ ex>} 

l 
em Hflb. De fato, temos que 

Hf Hf - M * (f - f) "k - k 

Logo, 

Hfll l < 

L 
IIMII l 

L 

• llf -
k fll l 

L 

~ ,., 
fk I[) c C (IR) 

c 
e tam-

todo k suficiente -
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Como 

e também 4'J (O) 

1. Teremos, pelo Teorema da convergência domina-
da, que 

llfk-fll
1

___,o 
L 

e assim, fk -->f (k---'? w) 

(k--; ~) 

3.1.3. LEMA. Seja G2 o espaço das funções 
f E H

1 
tais que Hb 

suporte de f está a urna distância positiva da origem, ou seja 

( 1) 
SUpp f C (- oo, - E] U ( E 

1 
oo ) 

' [ > o 

Então, 

(2) 

e 

(3) G1 e denso em G
2 

. 

DEMONSTRAÇÃO. Mostremos inicialmente que existe uma função 

• E V (IR ) ta 1 que 

o 
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{4) '.fJ - l numa vizinhança do zero 

e 

tem valores reais. 

00 

De fato: Tornemos l E e C (IR) tal que 
c 

l 
' - l numa vizinhança 

do zero. Então colocamos 

que verifica (4) e (5). Seja f E G 
2 

e 

~ * f k 

a sequência 

Mostremos que fk E G
1

. Por definição, fk tem valon~s reais e 

pertence a L 
1 

( lR ) . 'rambém, 

A 

,(,~/k)f([) 

A 

Logo, supp fk é compacto e nao contém a origem. Cor.sequentemente 

fk E G
1 

para todo k E 1N . Mostremos agora que fk -------';.> f em 

1 
HHb" Temos que 
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Hfk ~ (Hf)k . 

Além disso, corno l 
H f E: L ( m) e usando as definiçÕes de 

e de 
iJi , teremos 'Jue 

em norma 
(k->oo) em 

3.1.4. LEMA. e denso em 

DEMONSTRAÇÃO. Seja l 
f E HHb' Utilizando a definição de W do lema 

3 .1. 3, definimos a seguência { fk) kElN por: 

f (x) - r 
J 

k 1J ( kX 1 
) f (X - X 1 ) dx 1 • 

Mostremos que fk E G
2

. Sendo 

fk(i;J ~ [l- <(F,/k) J f(E,) 

então o suporte de 
está a uma distância positiva da origem. 

pois f é integrável e ainda 

o que implica que l 
Hfk E L (IR) , urna vez que 
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Mostremos agora que fk converge para f 
1 

em HHb" 

tanto, é suficiente mostrar que: se f E L
1

(IR) e 

j f(x)dx ~O 

em quase toda parte, então 

J k ~ lkx') f lx - x' ) dx' --~ o 

em norma 1 f . L . Com e elto: temos que 

lk<l>(kx')f(x-x')dx' ~ jk[<P(k(x-x'))- <l>(kx)]f(x')dx' 

Também 

(1) J I f M (kx') f lx- x') dx' I dx < 

< Jflki<Piklx-x')) - G>lkxJ][dx[flx') [dx' 

< Jflólx- kx') - wlx) [dx [flx') [dx' 

Como~ e integrável em lR, teremos 

(2) Ji~(x-kx')- cp(x)[dx < zjlwlxl[dx < ~ 

Para 

i 

I 
I 
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Quando k --~O, o primeiro membro de (2) tende a zero, para todo 

x' E IR. Pelo Teorema da Convergência dominada, o Último 
membro 

de (1) converge a zero quando k -0 O. Consequentemente, o prime~ 

ro membro de ( 1) tende a zero quando k ~ O. Assim, fk conver-

ge a f l 
em HHb. 

3.1.5. PROPOSIÇÃO. Seja 

é denso em H~b (lR). 

DEMONSTRAÇÃO. Pelo lema 

lema 3.1.3, e denso em 
l 

H
1 

( JR ) o espaço em 3. L 2. Então, o o 

3.1.2, H
1 

I lR ) 
00 e denso em Gl' que 

G2. o lema 3 .l. 4 nos diz que G2 é 
Hl I lR) denso l em HHb(lR). Logo, e em Hllb I IR ) • 00 

3.1.6. TEOREMA. e denso em 

l l 

H
1 I JR) 
00 

pelo 

denso 

DEMONSTRAÇÃO. Como H (IR ) c H b ( 1R) , sabemos que: se oo H 

então f E f (IR ) , f E L-L (IR ) e H f E L 1 (IR ) • Logo, como 
f E H (IR), 

00 

sI IR) temos 

H
1 

I lR ) 
00 

Pela proposição 3.1.5, H
1 

(IR) é denso 
00 

mente, l é denso em HHb (lR). 

H~ I IR) ~ 

em l 
HHb (IR) e consequent~ 
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3. 2. O TEOREt·1A O r .. DUALIDADE 

-3.2.1. TEOREMA. Sendo 
l 

H ' sao equivalentes: 

(a) f E (Hl), 

(c) f E BMO 

(d) I i) 

(i i) 

r~ \f (x) 
! -,,J 

-l 
sup]QI 

Q 

2 -l I (l + lx\ ) dx < ro 

r f t\VU(x,t) 1
2 

dx dt 
,Q 

< Ali f li; 

para todo cubo 
2 

Q c JR+ , onde U(x,t) e a integral de Poisson de 

f e 

IVU(x,t) I = I3U/3tl
2 + I3U/3xl

2 

DEMONSTRAÇÃO. (a) ~ (b). Seja B = Ll \E! L
1

• Então 

B = { 1< o ' ~ l) I 'o 
l 

''l E L (JR)} 

e sobre B consideramos a norma do gráfico: 
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Consideremos 

e verifiquemos que s e um subespaço fechado de B. 

Sejam 
~ 

~ 

(<po 'H 10 o ) e ~ ~ (~o' 8 ~o) em 
com H e e H~ 

S e o., S E C 
pertencentes a L

1
(IR). Sendo 

o o 
linear a transfor ma da de Hilbert, teremos: 

~ (e<e ,aHe) + (8~ , SH~) 
o o o o 

Além disso, sendo ,n 'rJ 
""o ' ~o 

l 
L (m) e consequentemente 

tembém pertence a 

pertence a S, o que prova que 
S e um subespaço de B. Mostremos agora que S é fechado. Tome-

mos uma sequência 
(opi)iErn em s, 

\Oi = (1,('0. 
l 

i E JN 

que converge para h = (h
0 

, h1 ), h E B. Vamos mostrar que h E S. 

Com efeito: Se (1,0.i) iEJN" converge para h, então 



e 

Como -o. 
1 

h 
o 

c __ , h1 
O. 

l 
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( i _ ___, ~) 

é completo, então 

pelo fato da Transformada de Hilbert ser continua Elli 

lim H ( lim 
i~co 

Hh 
o 

Assim, h ~ (h
0

,h 1) E S e S é fechado em B. 

Verif.ica-se também gue a aplicação 

g s 

é uma isometria de espaços de Banach. 

De fato: se 'f1 e ~J estão em 
1 

HHb , vamos ter 

Também 

1 
HHb teremos 
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Assim, H~b e isométrico a S c B e podemos considerar l 
HHB c B. 

Por outro lado, todo funcional linear continuo 
sobre 

pode ser identificado com um funcional linear continuo sobre 

logo, pelo teorema de Hann-Banach, este funcional se estende a um 

funcional linear continuo sobre B. Observemos que m m 
B' = L ffi L 

já que (L
1
)' =L . Fixemos nosso argumento sobre 

Se s o 

é um funcional linear continuo sobre 
então k pode ser ex-

pressa como um funcional linear continuo sobre S e estendido a 

um funcional linear continuo sobre B. Então, existem 

tais que 

Pelo caráter anti-hermitiano da Transformada de Hilbert temos: 

onde e m 

f 1 E L ( :rn. ) • Teremos então: ' E (l s 
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( l) 

Assim, verifica-se que todo funcional linear contínuo sobre H~ 

tem a representação (1), ou seja, se f E (H 1 )', então f 

00 

onde f
0
,f

1 
E L {JR). Considerando que é denso em 

(3.1.6), obtemos (b). 

f + 
o 

l 
HHb 

(b) ~(c). Observemos inicialmente que a Transformada de 

Hilbert é um operador integral singular e se pelo 

00 00 

Teorema 2. 3.1, Hf
1 

E BMO; como f
0 

E L e L c BMO, também 

f E BMO e assim f = f + Hf
1 

está em BMO. o o . 

(c) ==» (d). (i) Se f E BMO, pelo Lema 2.3.2, tenos que 

dx < A f * < 00 

(c) =~ (d). (ii) Seja f E BMO e assumimos que para h > O, 

Q ·· (-h/2, h/2) x (0 ,h). 

Consideremos o intervalo (-2h, 2h) c lR, X a sua fun~;ão caracte-

-ristica e X = l - X a função característica de JR - (-2h,2h) 

I 

I 
I 
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Sabemos que 

f 
"h 

~ 1/4h " 

-2h 
f(x)dx 

é o valor médio de f sobre (-2h,2h), Entdo 

-f ~ f 2h + (f - t 2h) X + (f - t
2

h) X ~ t
1 

+ f
2 

+ t
3 

. 

Fazendo a convolução de f com o núcleo de Poisson, 

2 2 -1 
~ ct ( x + t ) 

teremos 

U(x,t) ~ Pt * f(x) 

Logo, 

h/2 h 2 

f f t/VU(x,t) I dt dx 
-h/2 o f

h/2 Jh 2 
~ tjvu1 cx,t)j dtdx + 

-h/2 o 



r h! 2 r h 

+ Lh;z J o 

f
h/2 rh 

+ -h/2 J o 
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t I VU 
3 

I x, t) I 2 
dt dx 

Examinemos cada uma destas integrais ; como 

tante, teremos 

e então 

I 2) 

Também, 

h/2 

f -h/2 f
ho 2 t[vu

1
{x,t)l d·tdx 

f
h/2 1h 

( 3) I 

-h/2 lo 
tI VU 

2 
( x, t) ', 

2 
dt dx 

o 

Consideren1os a g-função que e definida por 

glf)lx) =li: t1VU(x,t)l
2 

dt)l/
2 

2 I dt dx 

onde U(x,t) e a integral de Poisson de f .. Verifica-se que 

e cons 

I 

I 
I 
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Ilg(f)ll 2 
L 

~l/ffllfll 2 
L 

Assim, de (3} temos que 

('" tfVu2 rx,t) f 2 cttdx J o 

~ llg(f )11 22 
2 L 

uma vez que se f E BMO isto implica que 

-l ( sup/Jf , /f(x) 
I J I 

Para analisarmos a tE~rceira integral, examinemos as esttmativas: 

2 2 -l 
)c/(t +x) / = Pt(x)-t 



e 

Teremos então 

e 

Vem dai que 
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-1 
'lP (x) I < P (x) · t 

I t t 

-1 
Pt (x- y) · t I f 3 (y) ldy 

r c(t2 + 
J 

1 y I >2h 

2 -l 
lx-yl) lf(y) -f

2
hicly 

Para (x,t) E Q == (-h/2,h/2) x (O,h), temos 
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Portanto, em (3) teremos: 

(5) jvu3 (x,t)/ < J c(/y/
2 + h 2)-l/f(y)- t

2
h/dy 

!Y/~2h 

Pelo lema 2.3.2, 

dx < A'llfl! - * 

quando I é o intervalo de centro na origem e comprimento 1. Fa-

zendo a troca de variáveis x ~ x/6, teremos: 

Então, em (5): 

/f(x) -f
1

/ 

62 + /x/2 

com A2 - A". Assim, 

dx :'. A"(l/6) llfll* 



-86-

I
h/2 ch 

( J 
' 2 

6) t 1Vu
3

(x,t) I dtdx < 
-h/2 o 

Finalmente, tcmo.s de (2), (3) e (6), 

I
h/2 rh 

1 t dt dx 
-h/2 J o 

rh/2 

J -h/2 
(h

2 
/21 dx 

J
h/2 Jh 2 2 2 

t:vu{x,t) 1 dtdx < A
1

2hllfll* + A
3

h llfll* 
-h/2 o 

E assim, 

I 
r 2 jQ t[VU(x,t) I dxdt < 
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o que prova a implicação (c) ==:;:- (d) (ii). 

(d) ~ (a) . Para provar esta implicação vamos usar a função au-

xiliar 

e também a caracterização de H
1 

através da transformada de Hil-

bert, dada em 1.1.1. 

Seja 

que 

l Então, op E L ( 1R ) e 

F(x,t) ~ (e (x,t), H e (x,t)) 

pertence a l 
HANAL. , com ~(x,t) = pt * op(x) 

= Pt * Ho.p (x). 

Por porlarização, temos: 

Então, para f o <; em 2 
L (IR), teremos: 

"' 

l 
He E L (IR), 

e H.p (x,t) = 

J:~ f(x)e(x)dx ~ l/4 I 2 2 (if+el -!f-,lldx 
J -co 

sendo 
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= 1/4 (" 
J -'"' 

2 I I g I f + ~I ' 
2 

- I g I f -'I I 2 
I dx 

'2 r"' dt - 1 
J o 

= 1/2 f"' <f" til-)-lf+<l \
2 

+ 
-"" 0 ,,X 

f
,, I , 2 . a 2 

- ti-, (f -~1 \ + lc-t (f -•) I )dt)dx 
Ü ClX u 

= 2 f~ fw t ( 'V' f 
1 

'1/o.p ) dt d X 

-00 o 

Para U(x, t) = Pt * í{x) e l{! (x,t) == Pt * <P (x), teremos 

2 roo I: tI VU(x,t), v, (x,t)) dt dx 

Então, 
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(8) 1 rw f(x) ~(x)ctx/ 
I-~ 2 {w {m ti< VU(x,t), V, (x,t) ) /dt dx 

)_(X) )Q 

00 

j
0 

t/VUix,t) 1 I v, (x, t) /dt dx 

< Jw Jw t( VU(x,t) i (F (x,t) /dt dx 
-oo O E 

onde F e definido como em 1.1.3, (4), e c 

uma vez que 

lv, lx,t) I < (VF lx,t) I 
c 

Usando a desigualdade de Holder, temos de (8) que: 

r: t/VU(x,t) I I VF (x,t) /dt dx 
E < 

Jw ("' 2 l/2 j'" foo t/VFC (x,t) I l/ < I ti VU(x,t) I /F c lx,t) /dtdx) ( I -----"----- dtdx) 
2 

-o:, Jo -oo lo 'F (x tll 
I '' f:. 

pois, 
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t!VU(x,t) I VFc (x,t) --

Vamos estimar a primeira integral; inicialmente, temos de 

1. l. 3. ( 5) que 

2 2 IF(x,cl I + c!G(x,O) I 

f (X) 
CC 

e também jF (x,t) lq é subharmõnica. Também obtemos de Ll.3 (7) 
I 

que 

Como 

1\( i F (x,t.) lq - f (x,t)) > O 
I L 

-- f (x,O) 
c 

e com base no principio do Máximo, teremos de l. 3. 3 (6) que 

Logo, 
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("' m tiVU(x,t) i 2
:'P (x,O) ldtdx = 

< J -"' j o f 

' A llfil~ 

r'" I F I X' c) I + f I G I X' o) I dx 
) -o.) 

r 
) -m 

sup IF(x,t) jdx + rA llfll; 
t>O 

< (A sup ("' IFix,t)ldx + rA) llfll; 
·t>O J_w 

< (A 11 F li l + cA) 11 f li; 

H ANAL 
< (AIId l + cA) 11 fll; 

HHb 
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No limite para c ---~ O temos 

J
"' Joo tiVU(x,t) 1

2
1F(x,t) jdtdx 

-oo O 

Para estimar a segunda integral, 

Iw i t'IVF(x,t)j
2 

-co Ü E: 

-1 
\F(x,t)j dtdx 

E 

usaremos a fórmula de Green para t. e IFr-- (x,t) I o domínio 

R= {(x,t) c JR
2
/j(x,t)j <r} n JR2 

+ 

-3 
(VG(x,t) I < O((l + jxj + t) ) 

I6G(x,t) I 

e as estimativas 

que decorrem das propriedades da função G. 

Pelo Lema 14 (Apêndice) , temos também que 

2 -1 
I VF (x,t) I IF (x,t) i < MjF (x,t) I 

E l C 

Logo, 

J
'" 

< A 
-oo 

00 

J
l t~IF (x,t) ldtdx 
0 E 
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Aplicando a fórmula de Green na última integral para a região R e 

denotando por dR a fronteira de R, temos: 

f t6fF (x,t) [dtdx 
R E = f (t 

aR I 3t - [F (x t) -)da 
c ' an 

onde 3/dn indica o sentido da normal a curva a . Obtemos então 

/f -
aRnm 2 

+ 

a 
(t 811 [F (x,t) [- [F (x,t) l~t)da/ 

E E un 

' t a [F (x,t) [da+ 3n E r [F (x,t) f ~t da ' ' 

<r f -
aRnm 2 

+ 

-3 
O(r )du + f 

) -
aRnm 2 

+ 

aRnm 2 
+ 

Portanto, para r ----;:. 00 teremos 

f'" r U.fFE(x,t) dtdx 
-m O 

e ass.im 

E un 
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< A f ti\) F (x,t) )dtdx o ,_ 

No limite para l ---> O temos: 

Joo Joo t)"F (x,t) : 2 !F (x,t) )-l dtdx 
-oo Q E C 

Juntando as estimativas obtemos: 

(Ali e 11 
1 

HHb 

~ All<ll l llfll* _ 

HHb 

<AIL.plll 

HHb 

Assim, para f E BMO temos que o funcional 

u l 
HHb --> IR 

' ->f f (x) < (x) dx 

pertence a (Hl ) ' 
Hb 

e ainda 

11 Hll 1 ) 
(llHb 

< A li f li* 



CAP1TULO IV 

OS ESPAÇOS DE HARDY 1 
HATOM (JR). 

Estudaremos neste capitulo o problema da decomposição atômi-
1 ca dos espaços H (JR). Isto será feito introduzindo os espaços 

H
1 

atômicos e mostrando que coincidem com os espaços H1 (IR) ha­

bituais. A demonstração deste fato envolve a caracterização de H1 

via transformada de Hilbert e o teorema da dualidade. Seguiremos 

aqui as idéias de Axler fl] . 

4 .1. OS ESPAÇOS DE HARDY H1 ' 2 ATÔMICOS 

4.1.1. DEFINIÇÃO. Uma função real C'L E L 2 (IR) é chamada 
2-átomo 

se tiver suporte compacto e se as seguintes condições forem veri-

ficadas: 

(1) 2 
llall 2 < 1/frl 

L 

para I um intervalo tal que supp f c I , e 

I 2 l roo a(x)dx =o 

4.1.2. LEMA. Para todo 2-átomo a temos: 

UN!CAMP 
-. ! C< ; ,'") T' : r\ 

'·' ,_, ' '- '-· .. , fENTRM 
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I ll 11 ('1,11 l < 1. 
L 

DEMONSTRAÇÃO 

J
1 

lolx) ldx 

4.1.3. LEMA. Se (;\n) E Q,
1

(m) e (an) é uma sequênc.La de 2-áto­

mos, então a série 

í: 
n=l 

converge em 

DEMONSTRAÇÃO. Imediata. 

À a 
n n 

4.1. 4. DEFINIÇÃO. O espaço de Hardy atômico g 1 r 2 (IR) é o subes 
ATOM 

l - -paço de L ( m) formado p2las funçoes f que admi ·tem um<':t representaçao 



f lxl = L 

n=l 
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À u ( x) 
n n 

com O ) E :
1 ( JN) 

n 
1,2 

HA'fOM com a norma 

e 
(r:t ) sequência de 2-átomos. Equipamos n 

11 f li l 2 

HA':Í'OM 

"' 

4.1.5. TEOREMA. Vamos ter 

( 1 I H.l,2 
ATOM H

l 
c Hb 

e a imersão e continua. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja f E 

f = J: 
n=l 

Hl,2 
ATOM 

À a 
n n 

Então 

n " I xl } n n 

onde (a I 
n é uma sequência de 2-átomos e 

(À I e 
n tal que 

< oo. Pelo lema 4.1. 2, temos: 

li f li l = 
L 

e assim 

"' 
< LfÀIIIaill< 

n=l n n L E 
n=l 

l 
f E L ( JR ) • Vamos provar agora que 

i À I < ~· n 

H C\ E L l (IR ) . 
n 

ro 

" I À I 
n==l n 
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De fato: se cr e um 2-átomo e supp n c I, então 

11 1-lltll 1 
L 

I ' 
~ I ! (JJ,,) (x) 1 dx 

J m. J I (Ha) (x) (dx 
I 

< rf dx) l/2 . IJI I (H a) (x) 12 dx) l/2 
J I 

~ III,l/2 . 

I I' l/2 . 
' I 

N 

ll!lo:ll 2 
L 

11 (i 11 2 
L 

Assim , se , teremos 

11 Hf 11 l 
N L 

N 

:\ Hct 11 l < 
n n L 

1;,. I < ,, 
n 

N 
): i l 111 H!< 11 l 

n=l n n L 

Por continuidade, teremos que HfEL1 (m) para 

to implica que f r::: ll~b 

f -- l~ 

n::ol 
\ ct • Is 

n n 
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4.1.6. LE!>1A. Seja a um 2-átorno e g E BM02' Então 

( l) IC 
DEMONSTRAÇÃO. 

' 
n(x)g(x)dx/ < llgll 

BMO 

< 11 nll 
2 

L 
• 11 gll 

- BMO 
2 

< 11 gll 
BM0

2 

4.1.7. LEMA. Seja g E BM0 2 e I um intervalo fechado. 

existe um 2-átomo a tal que 

(l) 
< 2 1 r 

J I 
ct(x)g(x)dx) 

I 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam 

Il = (x E I/g(x) - gi > O) 

e 

' l 

Então, 
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r
2

- tX E I/g(x) - gi < O} 

r 
I 1/\I] se X E I 

1 

Ct (X) -
j 

'1 
-11/iiii l\r 1 \/]I 2 \l se X E 1

2 

' 

l o se X f/ I 

Verifiquemos agora que :). é um 2-átomo. Em primeiro lugar, 

supp o. c I por construção. Agora 

I I cdx) !2 
dx + 

J 1' 
1 

O' 
,, 

0 ---+ 
-" 
cr 
'-
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o que verifica 4.1. 1 (1). Tarnbêm 

r'~' 

I a(xldx 
J -<>> 

::::: j a(x)dx + 

I1 
f a(x)dx 
J I 

2 

o que verifica 4.1.1 (2). Mostremos agora que 

(2) 
a(x) [g(x) - gi) >O 

e 

(3) JI /g(x) - gr /dx 

De fat.o. Se x E r
1 

, então 

-1 
! I/ lg (xl - giJ > O . 

Se x E 12 , então 

- [g (x) - gr) > O 
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e assim, 

o que verifica (2). Ainda, 

- J [g(x) - g
1
idx + J [g

1
- g(x)]dx. 

Il 12 

Como 

f [g
1

- g(x)] dx + J [g
1

- g(x)] dx 

Il 12 

uma vez que g(x) - g
1 

~ O em r
1 

e g(x) - g
1 

< O em Iy Te­

remos então: 

f [g
1 

- g(x) dx 
I . 

l 

Logo, 

r lgl- g(x)]dx 
J I 2 

r 1
, g I xl 

J Il 

e isto implica (3). Finalmente, 



4.1.8. PROPOSIÇÃO. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja 

J 
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I [g (X) 
1 I 

1 

<2j "(x)[g(x)-gJdx 
I I 

~ 2/J a(x) [g(x)- gr]dx/ 
I 

2 /JI a(x)g(x)dx/ 

e fechado em 
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Hl,2 
A'l'Or-1 

em l 
HHb' ou seja, J(f) =f. 

Assim, J está bem definida e é linear. Mostremos que 

é fechado em l 
HHb" Seja 

g --;:. Tg 

com 

Tg(f) ~ J1R g(xlflxldx 

J(Hl,2 I 
ATOM 

para toda função f E H1 . Considerando a aplicação transposta 
o 

teremos o diagrama 

IH 1 I' Hb 
--> 

J* 

BMO 

I l, 2 I 
H A TOM 

I l, 2 I 
H A TOM 

J* o T 

Então, para g E BMO e ct um 2-átomo, temos 

(J., o T) (g) (~) ~ J* (Tg) (a) 
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~ Tg(J(a) 

~ J g(x)a(x)dx . 
:m 

Consideremos uma sequência de Cauchy (Fn)nEIN em (J* o T) (BMO), 

convergindo para ( 1,2 )' 
F E HATOM • Como 

n, existe uma sequência 
F E (J* o T) (Imo) para n 

(g ) em BMO tal que n nEIN 

(J* o T) (q ) ~F 
n n 

para todo n. Pelo Lema 4.1.7., como BMo
2 

= BMO temos: 

e então 

llg 11 
n * 

2 /!IR g(x)a(x)dx/ 

< 2/ (J*o T) (g) (rx) / 

< 211 (J*oT) gll 
1 2 

( HA~'OM) ' 

< 2 11 (J*o T) gll 
(Hl,2 )' 

ATOM 

11 ali 
1

, 
2 

H A TOM 

todo 
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o que impLica que a sequência (gn) n E 1N em BMO e de Cauchy. 

Como BMO é completo, converge para g E BMO. 

J* o T continua, t.eremos que 

(J*oo')(gl 
n 

__ , (J* o TI (g) 

Mas 

( J * o O') ( g I = F 
n n 

e 

F __ ,, F 
n 

(n -l> oo). 

Então 

F = (J* o TI (g) 

Sendo 

o que implica que F c (J* o T) (BMO) e assim (J* o T) I.BMO) é fecha 

do em Como T e sobrejetora, temos que 

(J* o T) (BMO) 

* f h d ( 
1

•
2 

I e portanto J tem imagem · ec a a em BATOM 

Assim, e fechado em 



4.2. A DUALIDADE 1,2 
H A TOM 
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- BMO. 

4.2.1. DEFINIÇÃO. O subespaço de H~~~M formado pelas funções f 

que admitem a representação 

e chamado 

N 
f(x) = I lnan(x) 

n=l 

H
1

'
2

(JR). E; fácil ver que o e denso em 

4.2.2. TEOREMA. 0 dual de 1,2 
HATOM e o espçao BMO, no 

sentido 

Hl,2 
ATOM 

seguinte 

(i) Para toda função f E BMO, a aplicação que associa a ca-

da 2-átomo o número real 

=f a(x)f(x)dx 
lR 

se estende a um funcional linear contínuo, que continuaremos de-

b 1,2 . d notando por Lf, so re HATOM , e a~n a 

( 1) 
11 f li* 

(ii) Para todo funcional linear contínuo L sobre l 
H A TOM 

existe uma função g E BMO tal que para todo 2-átorno n: teremos: 
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( 2 I (L,u>""f ::x(x)g(x)dx 
Jm 

e por linearidade (2) permanece válida para 

DEMONSTRAÇÃO. A primeira igualdade em (1} decorre de: 

Mostremos a segunda igualdade em (1). 

Seja a um 2-átomo e I c IR um intervalo satisfazendo as 

condições da definição 4.1.1 .. Então: 

11 ali 2 
L 

· (J lf(x) -f 1
2 

dxi
112 

I I 

-- ([I[-1 f [f(x)- f 12 dx)l/2 
I I 

< llfliBMO 
2 
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Para demonstrar a desigualdade contrária, tomemos um interva 

lo I c IR e a função definida por 

a(x) 

Mostremos que a(x) e um 2-átomo 

__ xi=.__Jf __ rx_l __ -f-"I_1 --'7,-- dxl 112 
11 X [f (x) - f 1 11 

2
1 I 1172 

I I L 

~ li X [f(x)- f ]11-~ 
I I L • I I I -112 r f I X [f (x) -f I 12 dx) 11 2 

1R I I 

~ IIX [f(x) -f 111-
2
1 ·/II-1 /Z IIX [f(x)-

I I L I 

Isto verifica 4.1.1. (1). Mostremos 4.1.1.(2): 

J~m cx(x)dx 

f 1 11 2 
I L 



-no-

i I i -1/2!1 \I [f (x) -fi] li~~ I JI f(x)dx- JI 

= iii-l/2 1!X [f(x) 
I 

Verifiquemos agora que: 

De fato: lembrando que 

temos 

11X [f{x) -
I r 

JJR 

= JI if(x) - f 1

2 
dx 

I 

J o(x)f(x)dx 
IR J, a(x) [f{x) - fi]dx 

IR 

f dx\ 
I 

dx 
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- IIX /f(x)- f )li jrj-l/2 
I I 

2 
L 

= ([I/-1 J [f(x) -f /2 dx)1/2 
I I 

Assim, 

= 11 filEMO 
2 

o que completa a demonstração de (i). 

JlfiiBMO 
2 

Mostremos agora a parte (ii). Seja L E (H!T~M) '. Para um in 

terva lo I c IR que contém um intervalo I , colocamos, o 

L~(I) = {b e L
2
(I)/ JI b(x)dx = O qtp) 

Então, 

definida por 

1,2 
c HATOM continuamente. Para 

a(x) = [Ij-l/2 llfll-~ f(x) 

L 
é um 2-átomo. 

função 
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De fato: ,_'i E L2 (IR) pela definição. Mostremos 4.1.1. (1) e 4.1.1. 

(2). Inicialmente, supp '1 c I pois f E L~ (I). Também, 

'I '1 2 
I Ct I 2 

L 
~ JlR ]ulx) 1

2 
dx 

o que verifica 4.1.1. (l}. Aj.nda, 

[a(x)dx 

pelo fato de f pertencer a L~(I). Sendo 

,<(x) ~ I I 1-l/Zilfll -~ f (x) 
], 

um 2-átomo, então 

f (x) ~ 11 f li 

pertence a Logo, 



llfll l 2 

H A ToM 
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< 11 f li 2 

L 

Isto implica que <L , f> está definido e existe uma constante C 

independente de f tal que: 

[<L,f)[ < C I I 1
112 

li f li 
2 

L 

para todo f E L~(I). Então, sendo L um funcional linear conti­

nuo limitado sobre L
2

(I), L pode ser estendido sobre L2 (I) com o 

a mesma norma (Teorema de Hahn-Banach). Pelo Teorema da Represen-

tação de Riesz, temos que existe uma função 2 
~ E L (I) tal que 

( 3) 
<L, f} == J

1 
.p (x)f(x)dx == < 'P, f} 

para toda f E L2 {r). Ainda, 

9 (x)d(x)dx[). 

Observemos que, quando restrita a 
L 

2 
, podemos substituir em (3) o 

por ~ + c onde c e urna constante. 

Vamos agora definir uma função g E BMO que satisfaça (3). 

Fixemos um ponto x0 E IR e consideremos os intervalos 

~ (x 
o - i , X + i) o 
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. w 
para cada i inteiro positivo. {B

1
} i=='l é uma sequência 

w 
cres-

cente da intervalos lR, com u B. ~ IR. Consideremos ainda uma 
i=l l 

w 

sequência de funçÕes {gi}i~l tal que gi 

faz (3) para todo i. Colocamos a condição 

I 4 I g. (x)dx 
l 

o 

pois senão, substituiriamos g 1 por 

e teriamos 

-l 
q.lxi-IB·I . l _)_ 

g. (x)dx 
J. 

g.(x)dx 
l 

E L 
2 

(B. I e 
l 

g. (x) dx] dx 
l 

gi 

g. I x) dx -
l 

gi(x)dxldx 

q. (x)dx­
'] 

g. (x)dx ~O 
l 

satis-

Com esta condição satisfeita, obtemos uma função g definida em 

lR da seguinte maneira: 



g(x) 
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~ g. ( x) 
1 para x E B. 

1 

A função g está bem definida pois para cada i > 1, 

De fato: sabemos que e 
donde 

sultaque a funçã.o gi+lxB. satisfaz (3) para toda função 
1 

f ~ L
2

(B.). "t- f -....._ r_,n ao, a unçao 
1 gi+lxB. - gi é uma constante, 

1 
ambas estão em 

o que implica que 

2 
L0 (Bi}. Logo, da condição (4) vem que 

- g. 
1 

- [B 1 )-l JB gi(x)dx ~O 
l 

r e-

pois 
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Mostremos agora que g E BM0
2

. Seja I um intervalo qualquer de 

R e f E L2 (I). E:ntào, existem i,j inteiros positivos tais que 

o que implica que 

I C B. 
l 

e I :J B. 
J 

i I i < I B I i 
e I B. I < I I I 

J 

Logo, 

< III-l f 
B. 

l 

f lg. (x) 
B. l 

l 

I -l 
lg. (x) - I\ 

l 

f lg.(xil
2 

dx 
B. l 

1 

2 
11 g. 11 2 

1 L 
< 00 

Portanto, como todo 2-ãtomo a está em 

-lJ 2 - III 
1 

g(K)dxl dx 

2 
gj(x)dx\ 

, temos 

dx 
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(L ,a) = r g(x)a(x)dx 
Jm 

o que demonstra (2). 

A demonstração do Teorema estará completa se lembrarmos que 

4.3. DECOMPOSIÇÃO ATOMICA DOS ESPAÇOS 

4.3.1. TEOREMA. Uma função 
f pertence a l 

HHb se, e somente se f pode ser decomposta como 

com 7, /Ànl < C(l e (an)nEJN uma sequência de 2-átomos. n= 1 

DEMONSTRAÇÃO. No Teorema 4.1.5, vimos que 

e na 

Vamos 

~ 

l' 2 
H A TOM 

proposiçao 4 .l. 8 foi provado 

então 1,2 mostrar que 
H A TOM e 

1,2 que 
H A TOM e 

denso em l 
HHb 

fechado em 

' ou seja 

l 
HHb' 
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De fato: Suponhamos 

e seja 

f E (Hl 
I!b 

Hl, 2 ) 
ATOM 

Então, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma função $ E 

tal que 

(1) q,(f) to 

e 

( 2) 

Mas pelos teoremas 3.2.1 e 4.2.1, temos que 

e 

(Hl,Z)' ~ BMO 
ATOM 

(Hl ) ' 
Hb 
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Então, de ( 2) temos: 

e assim ~ e a função nula, o que contradiz (1) para a função f es 
colhida. Logo, 

;;n-
A TOM 

o que implica que Hl,2 
ATOM 



APENO ICE 

Indicaremos por 

o nÚcleo de Poisson sobre lR, com c = 1/Tr , x E :rn e t E JR + 

Indicaremos por f(x,t) a integral de Poisson de f, isto e: 

f(x,t) ~ Pt * f(x) ~ JJR Pt(x-y)f(y)dy 

l. DEFINIÇÃO. Seja 2 
u::m. ~JR 

que u é harmônica se 

2 au 
:-2 ,)x 

uma função continua. Dizemos 

2. LE!'-1A. Se f E LP(rn), 1 < p < oo , então f{x,t) e harmônica. 

3. LEMA. Seja f E Lp{JR) , 1 < p <co . Então 

em quase toda parte. 

lim f(x,t) ~ f(x) 
t+O 



4. DEFINIÇÃO. Seja 
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r (x ) o cone 
(t o 

r (x ) 
a o 

{ (x,t) E IR~ I lx- x
0

1 < at} 

e u ' uma função. Dizemos que u tem lLrü te na o 

tangencial I. no ponto X 
o 

se u(x,t) tende a L quando 

no int.erior de r (x ) , para todo número real 
n o 

5. LEMA. Seja f E Lp(JR), 1 < p <=.Então, f(x,t) 

não tangencial f(x) em quase toda parte. 

6. LEMA. Seja u uma função harmônica em 

uma constante finita C > O satisfuzendo 

sup 11 uI· , t) 11 1 < C 
t. O L 

Então, existe K > O tal que 

sup iulx,t) 1 < KC/t . 
xEIR 

1R 
2 

tal que + 

0: > o . 

tem limite 

existe 

DEMONSTRAÇÃO. Seja B a bola aberta em :rn 2 
de centro (x,t) e 

raio t. Da propriedade do valor médio, temos: 

f1u1x' ,t') ldx' dt' 
I 
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Consideremos agora T = I x J = (0,2t) x (x-t,x+t). 

existe uma constante c
1 

tal que 

e além disso, ternos que B c T. 

Logo, 

~ C C/2t ~ KC/t 1 

Então, 

7. LEMA. Seja u satisfazendo as condições do lema 6. Então, u 

é a integral de Poisson de uma medida de Borel finita 
1
, E M (IR), 

isto é, 



u(x,t) 
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' ' = 1 P (x-x')dv(x'). 
J t 

DEMONSTRAÇÃO. Por hipótese, para t > O temos que 

llu(· ,t)ll 
1 

<C. 
L 

Então, existe uma subsequência u ( · , t') convergindo fracamente a 

uma medida 11 E M ( lR) quando t' ~ O, isto é, 

f u(x',t')g(x')dx' . ......c, f g(x')d"(x') (t -> O) 

w 

para toda g E C (IR). Em particular, tomemos 

g(x) = P.t(x- x'). 

Então g é contínua e se anula no infinito para t > O e para 

todo x fixo em JR. Assim, para 

w' (x,t) =f Pt(x-x')u{x', t')dx' 

e 

v(x,t) = J Pt(x-x')d1-J(x') 

temos que 

w' (x,t) -----> v(x,t) (t' _,.,O). 
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Vamos mostrar que u(x,t) = v(x,t). Inicialmente, provemos que 

w' (x, t) = u (x, t + t'). 

Com efeito: sabemos que se uma função h é harmônica em 

limitada em :m
2
(t) = (lx,t)/0 < t < t} + o o para cada 

h(x,t+t') =f h(x', t') Pt(x-x')dx' 

Pelo lema 6 temos 

/ulx,t) I < KC/t 

para todo x E lR . Assim, fixado 

/ulx,t) I 

Então, u é limitada em 

harmônica, temos que 

< KC/t 
o 

t > O, temos para o 

para todo t > o o 

u(x,t+t') =f u(x', t') Pt(x-x')dx' = w'{x,t) 

como queríamos mostrar. 

t , então o 

t > t 
o 

e como u é 

Agora, em vista da continuidade de u em t temos que: 

e 
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u(x,t) ~ lim u (x, t + t') -· lim w' (x,t) = v(x,t) 
e-+ o t' -t-Q 

e assim 

u(x,t) 

o que conclui a demonstração. 

8. LEMA. Seja p > 1 e g E LP(IR
2

) n C
00

(lR
2
). Então, g(x,t) 

pertence a C
00

(IR
2
). 

o + 

DEMONSTRAÇÃO. Como t;-~(x,t) e harmônica em 

contínua em JR2 
+ 

Também, 

LLm g(x,t) 
t+O 

g lx) 

JR2 
+ então g(x,t) e 

em quase toda parte. Mostremos agora que g(x,t) converge a ze-

ro quando 1 {x,t) [ tende a infinito. 

Com efeito: provemos inicialmente que para todo ó > O, ex1s 

te M' >O tal que, se t > M' então lg(x,t) I < O 

X E 1R. 

I g I x, t_) I - i J P t I x - x' ) g I x' ) dx' I 

fiP lx-x')glx') ldx' 
J t 

para todo 



Chamando 

teremos 
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~ llgll c t-1 rj (1 2 -p' 1/p' · p 1 + x ) t dx) 
L 

- llgll c t-1/p 
Lp 1 

K ~C llgll 11(1 
1 Lp 

/g(x,t) I < Kt-1 /P 
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e portanto 

lim lg(x,t) I =O 
t+<::<O 

Logo, para todo 0 > O, existe M' > O tal que para t > M' te-

mos 

(glx,t) I < 6 

Provemos agora que: se t < M, existe K > O tal que para I x I > K, 

temos lglx,t) I < o 

De fato: 

(g(x,tll < J Pt(x- x')lglx')ldx' 

= J Pt(x-x')lglx'lldx' + 

[x-x'j.:_B 

+ J Pt (x- x') lglx') jdx' 

I X- X' I >B 

< max lglx') I 
jx- x' i_~B 

J Pt(x-x')dx + 

lx- x' ~~ 
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+ 2 -1 
+ (x-x') I lglx'Jidx' 

1

1 x-·x'!>B 

< max lgix') I + c
1 
M~g~. 

I X - X' I "B J (x-x')- 2 dx' 

Tomamos B de maneira que 

f -2 
(X - X 

1
) dx 1 

lx-x'I>B 

< à • 

lx-x'I>B 

(C llg~ M)-1 
1 • 

Para este B, tomamos K > O tal que se )x) > K, então 

lgix') I < 6/2 

quando /x- x'l ~ B. Assim, para todo 6 >O , existe K >O tal 

que se )xj > K, então 

lgix,t) 1 < 6/2 + 6/2 = 6 . 

9. DEFINIÇÃO. Se g e harmônica, definimos 

(Ng) (x) = sup 1 g lx, t) I 
t >0 

10. LEMA. Para toda função harmônica u 

constante K > O tal que 
sobre JR 

2 
, existe + uma 
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(Nu) (x) ,: K!vl {Nu (x)) 

onde M e o operador maximal de Hardy-Littlewood em IR. 

DEMONSTRAÇAO. Seja B u bola aberta de IR 
2 

de centro (x,t) e 

raio t. Seja T I >< J == (0, 2tl x (x-t , x+t). Sabemo:;; que exis-

te uma constante c
1 

tal que 

Como u(x,t) e harmônica em (x,t), temos pela propriedade do va 

lar médio que 

'
1 
u (x, t) I 

K(III IJII-l Ir t lu(x',t') ldx'dt' 

I ~r 1-ll r 

fi iu(x' ,t'') idt'dx' < K (I I I 
JJ 

sup -
t'>D 

\ 

= K (I I I lcrli-
1 t sup [u(x' ,t') I (fi dt')dx'[ 

t'> o 



Assim, 
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sup /u(x',t') /dx' 
tI >O 

= KjJj-l t (Nu) (x')dx' 

= KjJj-l jJj M(Nu) (x') 

= KMM(Nu) (x'). 

lu(x,t) j _<éKM (Nu) (x) 

o que implica que 

e então 

sup I u (x, t) I < K M (Nu) (x) 
t>O 

N (u) (x) KM(Nu)(x). 

ll. LEMA. Se l -: p < "" , existe uma constante c > O tal que Pi'l_ 

ra toda f E LP(IR 2 ) tem-se 

11 Nfll < C li f li 
Lp Lp 
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12. TEOREMA. Se U(x,t) e harmônica em e existe uma constan 

te c > O tal que 

11 u (. ' c < (0 

para l < p < cc. e pura todo t > O, então 

(a) Quando 1 ~ p ~ = , U(x,t) 

uma função f E Lp (IR) . 

e a integral de Poisson de 

(b) Se p ~ 1, U(x,t) e a integral de Poisson-Stieltjes de 

uma medida de Borel finita; se além disso , U( · , t) é de Cauchy 

em norma quando t -> o, entao U(x,t) é a integral de Pois 

sonde uma função f c L1 (IR). 

13. TEOREMA. Se f c r,P(m), l < p < = e 

U(x,t) P(x-y,t)f(y)dy 

e a integral de Poisson de f, então U(x,t) e harmônicü em 

e também 

(1) 

e 

( 2 I 11 u ( . , 

lim U(x,t) = f(x) 
t-+0 

!U(x,t) IP dx) 1 /p < 11 f li 
- Lp 
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para todo t > O. Se 1 ~ p < oo 

f em norma Lp quando t --;,. O. 

então U ( • , t) converge 

14. LEMA. Seja F(x,t) harmônica em IR n+ 1 . Se 
+ I F I > o 

ponto e 

para 

num 
-1 q 

q ~ (n-l)n , então o(IFI I > O 
neste ponto. Mais pre-

cisamente, se -1 
q > (n-l)n , ternos 

para duas constantes positivas Cq e cq. 

OBSERVAÇÃO. a demonstração dos Teoremas 12 e 13 estão em [SJ,pág. 

50 e 47 respectivamente. O lema 14 está demonstrado em (7], pág . 

217. 
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