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INTRODUCAQD

O objetivo geral deste trabalho & fazer um estudo dos espa-
¢Os Hl de Hardy e dos €spagos  BMO, relacionando~os num teorema
de dualidade. No capitulo I sdo dadas duas caracterizagdes dos es
pagos Hl de Hardy:os Hl analiticos e og Hl definidos via trans
formada de Hilbert. No capitulo 1II a0 estudados osg espagos BMO,
destacando-se como resultado importante o Teorema de John—NireE
berg. Sdo também estudadas certas relacdes entre integrais singu-
lares e e€Spagos  BMO. O capitulo TIT € dedicado ao teorema da dua

lidade Hl-—BMO, sendo feito de inicio um teorema de densidade

-

que serd de importincia no decorrer do capitulo. No capitulo IV &
dada uma outra caracterizacgao dos espacos Hl de Hardy, 0s Hl
atomicos, e uma outra demonstracgdo da dualidade Hl-BMO segundo

esta caracterizacio.



CAPITULO 1

OS ESPAGOS DE HARDY Hl(ﬂRi)

Neste capitulo introduziremos duas definigoes de e€spacgcs de
Hardy Hl, a saber, os espacos Hl analiticos e OS espacgos Hl
definidos via transformada de Hilbert. Nosso objetivo Principal se
réd demonstrar a equivaléncia das duas definigdes. A inspiracao

aqui ser& tomado de Stein 1.
1 2
1.1. 05 ESPACOS H (HQ+J ANALITICOS.

1.1.1. DEFINICAO. 0O espago vetorial dos campos de vetores  reais

F = (u,v) sobre HRE = IR x R, tais que

(1) u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann

e
2 2 2
(2) sup f [F(x,t)dx < w (JF|" = [u)® + Jv
t>0 /IR
h d pt 11t denotaremo H
Chamaremos de espaco anallitico e denotaremos por ANAL. °
. 1 .
Equiparemos HANAL. <com a norma:
= e (- f
(3) el 1 suap IF(- , t) 1

HANAL. t>0



~ . 2
1.1.2. DEFINICAO. Seja F=({u,v) um campo vetorial sobre IR, . De-

finimos a funcdao maximal F* de F por

(1) F*(x) = sup |Fix,t)| = Sup /lu(x,t)[z :hT;(X,t)IEF

t>0 +>0

1

1.1.3. TEOREMA. Para todo F € HANAL existem constantes positi —
vas A e B tais que
.k
(1) AnrnHl < I E “Ll < BHFHHl
ANAL, ANAL.

isto e, HF*ﬂl define uma norma eguivalente em Hl .
L

Mais ainda

(2) lim F(x,t) = F(x)
t 0

existe em guase toda parte e em norma L

DEMONSTRACAO. (1) . A primeira desigualdade em (1) & Obvia. Agora,

1
ANAL.

. 1
e Vv assumam valores no espago Vl=={(x,0,0)|x € IR} (V7 =~ IR) ,

sende F(u,v) € H , vamos admitir por razoes técnicas que U

isto e



Consideremos V2 = {(O,y,z)/y,z}e IR e seja v = Vl B V2 & soma
direta de Vl e V2. (Vl e V2 sao complementares ortogonais
em V).

Inicialmente definimos a fungao H por:

Hix,t) = log(—p L 4172

x4+ (t+l)2

e - - 2
Verifiquemos que g € harmonica para (x,t) € E?+ :

JH

_ - x S S (£+41)°
3% x4+ (412 3% [x2 4 (t+1) 9] 2

2 (t +1 2
9H _  —(t+1) 2°u t1l) -x
oy, 2 (Bl -xT
Jt x2 + (t+l}2 at2 {x2+ (t+lJ21 2

Assim:

82H 82H _
2 V=0
Ox ot
Definimos agora
g : 322 —_— V2

h : BQz e V2



por:
2 2
3 H i
gix,t) = (e, L
Gt INdt
e
2 |2
hix,e) = (P, 2 H
IxAt 3%

As fungbes g e h satisfazem as equagOes de Cauchy-Riemann:

2 2 2 2

3 ' t 3

R e e B L 1)

ot ax at ot % X 3t 9x
=

5  Sh _ . 2°H 3°H 5H 235
— T = { 2#‘"—‘_—“2_! 2 - 2): (0;0).

ax at axat axat ax 9t  Jtox

Seja G{x,t) = (g,h) definida em EQE com valores em V4. Entao,

vemos que G saltisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann e verifica

(3) 6ix,t) 1% = 2/1x% + (t+1) 22

Com efeito, a verificagao de que G satisfaz as eguagoes de

Cauchy-Riemann & clara e guanto a (3) vamos ter



Gix,t) | = (g, 1% = |g|% + Ih|? =
3% 8% 2%m 2%y, 2
- I( 2 r )] + ||( r 2)I
ot dx ot Jx ot ox
" 2 W2
T g)2+2(a H)2 (_a__lelz
e Ox 3t ox
2 2
- (12:+1) —x2 2}2 + 2f 22xft+l)2 . }2 N
[x™ + (£+1)7) [x™ + (t+1) “]
x2-—(t+l)2 2 2[x2+(t+1)2]2
1= oyl ) 272
[T + (t+1) 7] {[x" + (t+1)] ¢}

= 2/1x% + (t+1) % 2

Estamos agora em condi¢des de demonstrar que

lim  |u(x,t)] =0
(x,t) »=
=]
lim lvix,t)] =0
(x,t) » =

De fato; temos



e assim

Para cada

(4)

Fazendo

temos que

Como

: -
lgix,t)] < |6x,t)| = v2 /[Xz+ (t+1)2]
|hix, )] < |oix,t)] = /E’ﬁxz-f(t+l)2]

lim  jgi{x,t)| =0
(X,t)re
lim  |hix,t)} = 0
(X;t)‘+m
> 0, seja
Fg(x,t} = FP{x,t+e) + eG(x,t)
ug(x,t] = u{x,t+¢) + egi{x,t}
ve(x,t) = v(x,t+¢c) + chix,t)

€ - 2
e v sao continuas em IR+

1

HANAL , temos também:

= {u,v) €



sup J|F(x,t)]dx <

t>0

Logo:
sup J]u(x,t]]dx < o
t>0

e

sup [Iv(x,t)]dx <
+>0

Desta forma, u e v satisfazer as hipOtesetes do lema 7 (Apéndice )

e temos que existem medidas de Borel finitas e tais que:

By o)

[l

ulx,t) JPt(X—x')dul(X')

vi{x,t) JPt(X—x')duz(x')

Conluimos entao gque

1im lu(x,t+e)| =0
| (x,t) | e
lim lvix,t+e)| =0

| (x,t)] =~



De fato: supondo que dul >0 e dp

vidiremos d“l e d;2 nas suas partoes positiva ¢ negativa, pro-

5 » 0, pois do contrario, di-

vemos inicialmente que:

(a) para todo & > 0 existe Ml » 0 tal que para t com

lt] > M vale:

l ¥

I

fu(x,t+e)l § e |vix,t+e}| <&, ¥x € IR.

De fato:

.
fu(x,t+c)i E_J]Pt+ﬁ(x—x'J|du

1
= CIJ t2+ £ > dul(x')
{t+e) "+ {x-x")
[ -
< Clj i:+L2 a l(XW
(t+g)
- Cou (R)(e+e)7 T
R '
Como 1lim (t+€J_l = (0, teremos que dado & > 0, existe Ml > 0
t o
tal que para t com |t| » M., vale

1!’

]u(x,t-+e)| < 4§ .



Analogamente verificamos a desigualdade para v.

Agora,

(b) se t verifica t] < M,  veremos que [ulx,t+e)| < §
também & verificada desde que

Ix|  seja suficientemente

grande.
Faremos isto por etapas. Como
— ! i ' oo
f Pt+€(x X )dLI(X ) <
temos que existe R > 0 tal que
— ! !
f . Pt+€(x X )dul(x ) < §/2
QR
c _ - .
onde QR = (-R, R) e QR = IR QR' Assim
R
- st ]
]u(x,t-fg)} < §/2 + JER Pt+e(x X )dul(x )
Estimencs a segunda integral. Vamos mostrar que existe M, >0 tal
que, se |x| > My, entao
(R
. 3
JQR Pt+ﬂ(x X )dul(x } < §/2

Consideremos inicialmente Ix| > R. Como a integral & saopre (=R, R),
entde  [x'| < R teremos:
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x| - R < x| = |x'| < |x - x'
Logo,
X - X'iz < (x| - r) 72
e assim
(R _ ,
J_R PrieBmx"du (x') < ¢ (t+e) (ix] - R) Ty (IR)

] - _2
< Cl(Ml—ke)ul(IR)(]xl R}
desde que |t| < M,
, -2 ,
Como lim (|x] - R) = 0, temos que dado ¢ > 0, existe

] e
M' > 0 tal que, se |x]| > M' , entao

C, M, +edy, (IR) (=] - R)_2 < §/2

171 1 )

Considerando M, = maxiR,M'}, teremos para |x| > M,

R
J“R Pt+€(x —x')dul(x y < §/2

Assim, de (a) e {(b) concluimocs que

iim Julx,t + €)| = 0©
i (X, t) ‘i—rm



_ll._

€ analogamente, para v

~ lim lvix,t + )| =0
e o

£ D e -
Desta forma, FE(x,t) = (ue, V') se anula no infinito e &

nua em IR; . Também

IFE(x,t){2 = [uEIZ + ]v€f2 = |u + 89]2 + |v + ehfz =

= [u[2 + Ezjgiz + 2eu. g + fv]z + 52]h|2 + 2ev.h =

= Jul? 4 1ol v 2912 4 )2

conti-

1
uma vez que u e v tomam valores em Vv € g e h tomam va-

lores em V2, com Vl e V2 complementares ortogonais em

Assim,

B) F 0,0 [ = frix,eae))? 4 e?l6x, ) |2

e por {3} temos gue ]ngz

£

V.

> 0 em IRf . Desde que Fg(x,t) =

= {(u-, ve) satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann e ]Fc] >0 ’

temos que existe 0 < g <1 tal que !FE]q € subharménica.

Definimos agora a seguinte fungao auxiliar

_ q
fo(x) = IFE(X,O)!



_.1_2._
Assim,
£(x) = (1F€{x,0)[2)q/2 = (|F(x,e)|° + €2]G(x,0)|2)q/2

Tomande p = 1/q (portanto p > 1)} temos:

it

f £, () [P ax f (IR e) |2+ e2leix,00 %12 ax
IR IR

| A

|F(x,e)|dx + ¢ f 1G(x,0) |dx

Jﬂi IR

Agora, como

2

J |G(x%,0) dx < V2 J 9% gy < »
IR x +1

segue que f € LP(R) com p > 1 e também

P
1£ WP < aEl

e G-, 0
P HanaL

L

Seja f (x,t) a integral de Poisson de f€ . Teremos
t

[y

para todo (x,t) € H{+

(6) IF_(x,8) [T < £_(x,t)

entao
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Com efeito: observemos Jque IFE(x,tqu - fE(x,t) Se€ anula no infi
nito, poisg ]Fg(x,t)fq © f.{x,t) também se anulam no infinjto,

Também )FE{x,tJIq - fg(x,t) € continua em ﬂ?f pois IFE(x,t}Jq

e fE(x,t) O sao. Assim, pPara todo & > 0, existe M » 0 tal gue

se |(x,t)| > M, entio
[F_(x,0) 9 - £_(x,8) < ¢

Seja R = {(x,t) e HQE,’[(x,t)} < M}. Assim, a desigualdade acima
S verifica na fronteira de R, 9R, pPois se t = s entao
fE(x,t) = fE(x). Desta forma, rFE(x,t))q - fﬁ(x,t) € continua em

R, a desigqualdade vale na fronteira de g e tambéem

(7) ACE (x,t) 19 - £ (x,t)) > 0
Logo, pelo principio do maximo, temos que para |({x,t) | < M a de-
sigualdade (4) se verifica e assim se verifica para todo (x,tJEJRi.
Tomando + < 1 en
P
ﬂf&” < et 1 + ¢ IgGi 1
p HaNaL L
obtemos
Hfﬁ” < (b af) 3 + gl 1
p H L

ANAT,
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Portanto f & limitada em TP, Como p > 1, existe uma sub-
K.

sequéncia (fg), i ——» 0 , que converge fracamente a uma fungao

£ € LP(R), isto é&:

[£, G0 biax —— [£(x) b0 dx

1
quando ¢ —> 0, para toda fungao b € ¥ onde p' € o conjuga

do de p. Alem disso, temos

|5 | Gl
Hfﬁp < Eet 1 + gl 1 -

HaNaL L

Seja agora f({x,t) a integral de Poisson de f(x).

Temos entao, a desigualdade

(8)  |F(x,t) |7 < £(x,t)

para tode (x,t) € Bii . De fato, isto segue de (6) tendo em vis-

ta que
Fe(x,t} —> Fx,t) ’ (e —>0)
pela propria definigac de F , e também que

fE(Xrt) H%E(X;t-) r (E: '___""A)O)
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I
rela convergéncia fraca, pois como P, (x) € P , entao
fg(x,t) = fPt(x-x')fF(x')dx' —> f({x,t) = fPt{x—x')f(x')dx'

Desta forma, fE(x,t) converge a f{x,t) quando € —>0 e (8) & veri

ficada. Conciuimos entao que

sup |F(x,t)]9 ¢ sup £{x,t) = (Nf) (x)
£>0 !

Mas pelo lema 11, (Apéndice ), temos que
(Nf) (x) < KM(NIL) (x),

Também, pelo fato de f € P, com b > 1, temos pelec lema 1.1 .

(Apendice) r que existe C > 0 a1 que
INEI <« cier |
p - P
Como Nf e P o P > 1, temcs que

TM(NE}
P

| A

KM INFi
P

I: -~

K'Chef
p

P
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Logo,

J sup |{F(x,t)|dx < J (suplf(x,t)i)l/q dx
t>0 £>0

= J(Nf)p(x)dx

= INEIY < cPugrP
p - p

p < ==
< C HlHHl Bl rl 1
ANAL HanaT,

Entao:

Jsup |F(x,t)[dx < B sup J]F(x,t)]dx

t>0 >0

0 que prova (1).

Provemos agora {(2). Sendc F = (u,v), temos gue

lF(x,t) T < £(x,t)

para todo (x,t) € IRE
Entao:
lu(x, 0) 1% < JFix, 019 < £ix,0)
vz, 0) [T < P, ]? < fix,0).
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sendo  f(x,t) a integral de Poisson de f € Lp, p > 1, temos
pelo lema 5 (Apéndice) que  f(x,t) & limitada nao tangencialmen-
te. Assim, u e v sao limitadas nao tangencialmente. Se uev

tém limite nao tangencial, entdo 1im uix,t) ¢ 1lim vi{x,t} exis-
-0 t+0

tem em guase tcda parte e assim 1im F{x,t} existe em guase toda
£t 0

~ . 1
parte. A convergéncia em norma I, Seqgue de

(9) lim F(x,t) = F(x) qtp
t+0

(10) Fix, )| < [£(x,t) 1P

e como f € Lp, pelo Teorema da Convergencia Dominada temcs gue

Flx,t) converge a F({x) em Ll(IR) quando t —» (.

1.2, 0s ESPLCOS Hl(IRf) DEFINIDOS ATRAVES DA TRENSFORMADA DE

HILBERT.

1.2.1. DEFINICRO. O e8pago das fungdes reais f € Ll(IR) cujas
transformadas de Hilbert HEf pertencem também a Ll(IR) & chama-

do espaco Hlﬂﬁilbert e & denotado por Héb(HQ), ou seja

I 1 1
Hyp = B (R) = {f € L (IR} |Hf € L (R )}

1
Munimos o espags H

., €Om a norma
Kk
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(1) Hfﬂ‘l = HfﬁLl + anuL
"

1

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema mais importante

deste capitulo.

1 1 - . , -
1.2.2. TEOREMA. 0Os espagos HHb e HANAL sao isomorfos, istoc e,
se f € Hl existe uma unica F,. E Hl tal
Hb ' | £ ANAL 9 due
(1) upqul < uanl ;
ANAL Hb
reciprocamente, se F = (u,v) & Hl exist ma unica f € H1
P . v ANAL ¢ GXIStE U Hb
tal que u = £ «* P, v = HEf =« Pt e
nanl 5_nqul .
Hb ANAL

DEMONSTRAGAO. Se f ¢ Hib entdo HEf € LT e portanto as funcoes

2
u:IR_|2_-——%-IR e v : IR —— IR dadas por

I

ulx,t) JPt(X*X‘)f(x')dx'

1l

vi{x,t) JP (x=»") (HE) (x')dx"'

t

estao bem definidas. Consideremos entac o campo vetorial ¥ = (u,v).

£
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Vamos mostrar que Ff verifica as equagbes de Cauchy-Riemann. Co

mo as fungoes u e v podem ser escritas na forma

u{x,t} = j%(x‘)exp(—ZWi Xex')exp(~21 | x'[t)dx"

vix,t) f(Hf{\(X')exp(—Zﬂi X+x')exp (=27 |x'|t)dx"

derivandc sob o sinal da integral, temos que
%%(x,t) = J(Hf] (x")exp(-27i x-x')(h2ﬂfx'])exp(—Zﬂ]x'lt}dx' =

= Ji(sign X')f(x')exp(—Zﬂix-x')(—2w]x'])exp(—2ﬂ]x']t)dx' 3

Mas (sign x') [x'| = x' e entdo a fltima expressac se reduz a

f -
J —2mi x'f(x')exp(-2ni X*x"}exp{(-2n|x'|t)dx"

Por outro lado,

au

gg(x,t} = I%(x')(~2ui x'Jexp(-2ni X+x")exp(-2% |x'[t)dx' =

= - J 21 x'%(x')exp(~2wi x-x')exp(-2ﬂ|x’[t)dx' = %% (x,t)

Da mesma forma verifica-se que:
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Ju _ v
TL?J-'E (Xpt)”‘ 5’;{' (Xlt)
Para concluirmos gque F_ = (u,v) pertence a Hl devemos mos-
b ! ANAL -
trar que
sup e _{-, t)l <
£>0 L
De fato:

1l

JIFf(x,t)de j([u(x,t)|2 + [v(x,t)lz}l/2 dx

b a

J(lu(X,t)I + |vix,t)])dx

= flu(x,t) ldx + J!v(x,t)]dx

| A

I([ P, (x=x") [f(x") [ax")dx +

+ {(J Pt(X~X'}I{Hf)(x')gdedx

£l 1t I HEY 1 = £l

L L H

1

1
Hb
onde na ultima passagem usamos ¢ teorema de Fubini e o fato de

que 1P _I = 1.
t Ll
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1

Assim, Fe = (u,v) = (Pt * £, Pt * Hf} pertence a HANAL e
ainda
HFfHHl < ﬂfHHl
ANAL Hb
Provemos agora a reciproca. Seja F = (u,v) pertencente a
1
HANAL' Sabemos do Teorema 1.1.3(2) que

F(X:t) _'—__)F(X) r (t _";’0)

Pelos Teoremas 12 e 13 (Apéndice) temos que

uix,£) = £+ P (x) , ferl
1
vix,t) = g * Pt(x} ' g € L
e também
ux,t) > f£(x} , (t —0)
vix, t) > g{x} , (t —0).
Definimos
v = f % Q
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onde Qt 2 o nficleo conjugado de Poisson. Entao:
V——'f*Qt=Hf*Pt
Aggim, u e v satisfazem as equagBes de Cauchy-Riemann, isto

€, sao fungOes harmonicas conjugadas. Mas também u e v o0 sao,
0 gque implica que v = v + ¢ ; com ¢ uma constante. Comeo v e Vv

l -~ - 1 -
pertencem a L7, loge v - v = ¢ tambem pertence a L, o que &

una contradig¢ao. Logo, v = v e entac v = Hf * Pt. Ainda,
Hf * Pt —3 Hf (t — 0)
vix,t) — g(x) {t — 0)

Logo, Hf = g em quase toda parte e desta forma F = Fg e fe

1
HHb . Por outro lado

_ [
NgE o, = [jf(x)|dx + Ji(Hf)(x)[dx
Hyp,

= lim {|f * Pt(x)]dx + lim Jlf * Qt(x)ldx
£ +0 t>0

lim J (lulx,t)| + |vix,t)])dx
t~>0

M

a2 1
ANAL

o que completa a demonstragao do Teorema.



CAPITULO II
O ESPAGO BMO

0 espago BMO das fungoes de oscilagao média limitada se-
rad fundamental na caracterizacgao do dual do espago Hl(H{). vamos
entdo desenvolver, neste capitulo, a teoria basica do espago BMO
(incluindo o Teorema de John-Niremberg) e alguns aspectos dos ope
radores integrais singulares que atuam sobre BMO. As referencias

serao og trabalhos de Ortiz [3] e Sadoski [6].

2.1.0. O ESPACO BMO

2,1.1. DEFINICAQ. Fixemos um intervalo IO em IR, com |IO| < o,

Dizemos que f @& uma funcaoc de oscilacac média limitada se
£ € LiOC(IR} e existir uma constante M tal que
-1 )
(1) sup|I| J [f(x) - c ]dx < M < «
I I . N

onde o supremo e tomado sobre todos os intervalos I de I e c
& uma constante que depende de I. Podemos assumir que I tem

dimensoes suficientemente grandes.

2.1.2. PROPOSI¢AO. Toda fungao pertencente a L”(IR) & uma fungao

de oscilac@o média limitada.
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DEMONSTRACAO. Seja f € LW(E{); entaoc existe uma constante C tal

que |f({x)| < C. Logo,

If]dx

-1 -1 f
sup | I| I |f(x)-CI|dx < sup|I| J ([£(x)] + |cC
I I I I

= sup]I["l[ J |f(x)]dx—fj ]CI]dx]
I I I

| A

-1, f
sup|If [J cdx + [CI|]IH
I I

= sup|T| tee |1| + [egT])
I

= sup (C + |C_|} = M < w
I
I
donde se conclui gque £ & uma fungao de oscilagaoc média limitada.
Mostraremcs posteriormente que nem toda funcao de oscilagao média

[s.9]

limitada pertence a L (IR).

2.1.3. DEFINICAO, Seja f € Lioc(IR): definimos o valor médic de

f sobre o intervaleo I < IO como sendo
(1) £o= |1]”

2.1.4. PROPOSIGAC. Seja f wuma funcao de oscilagao média limita-

da. Entao
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(1) “f"*r-supr{—lj [fix) - f ldx = 2M = M, < o
I I I

DEMONSTRACAO. Vamos ter

!

[Il“lfI[f(x} £ ]dx = }Il‘lfI]f(x) T fp Yy - fax

< ;I{“lfljf(x) - o |ax + ;1;”1jlffl - ¢, [ax

Il

- l . .
IT [ij(x) - Cpldx + £, - o

[I]-lf £ - ¢ fax +|[1)L fI Cp dx -
T I

- o7t fI f(x)dx‘

Il

sz"lfI [f(x) - cI[dx + ‘IIJ*I fI[cI - f(x)]ax

i A

rIJ'lfIlf(x) - Cpfax + |17l f l£(x) - ¢, lax
T

| A

2M

Il

=
A
8

© que demonstra (1).
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2.1.5. PROPOSICAO. Seja f wuma funcao de oscilagac média limita-

da e ¢ uma constante. Entao,
(1) LE + ch, = Nfl,
DEMONSTRACAD. Observemos inicialmente que

(£ + o)y = [I]_lf (£ +¢) (x)dx = |11'1J [£(x) + c]dx
I I

- lIl_lJ f(xyax + 1]t J cdx = £ + c
I I

Assim,
uf+cn*=smp;1yﬂfl(f+m(m - (f+c)_|dx
1 1 1
= S;p \Iiﬂlf lf(x)-kc-—fI - cldx = T£l_
1

-

2.1.6. PROPOSICAC. A classe b.m.o. das fungoes de oscilagiao mé-
dia limitada & um espago vetorial e 1.1, & uma semi-norma so-

bre b.m.o.

DEMONSTRACAO. Sejam f e g funcoes pertencentes a b.m.o. Te-

mos que:
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)

(f + 9) 4 [I!"lf (f +qg) (x)dx
I

= ]Il_lf fix}dx + ]Ij“l g(x)dx = f_ + g
T T T

€ para A € (¢

(af), = ]Iﬂ‘lf (Vf) (x)dx = le‘l[ AE(x)ax = af

I I

Entao,

T (Erg) () - (Evg) fax = (1) [£00 - g0 - gpax
T

J1

| A

T

M, + M, ¢ o

i/\

Logo, £ + g & uma fungido em b.m.o.

Também, para uma constante } e ¢, teremos

Jrl"lf | 0E) (0 - (af) Jax = [z;"lf A£(x) - AF, [dx
I I

Ir

FIREIEt fny(x) - £ {dx

[

Al oM< o

-1 -1
[ 1] fI]f(x)-—fI]dx + |1} J ]g(x)-—gI]dx
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o que implica que +if & uma fungao em b.m.o.
Assim, a classe b.m.o. & um espago vetorial.

Mostremos agora que I.!, & uma semi-norma sobre b.m.c., ou

seja, para f e g pertencentes a b.m.o. e X € C tem-se:

(a) WEN, » O
(b)Y MAfN, = || WD,

(c) WE+gh, < WEl, + Igl,

De fato

(@) 1£1, = sup 11]‘1J [£(x) - £ |dx > 0
I —_—
I I
(b) WAk, - s§p111‘1f1|xf(x>'- A lax = |A|UE,
(c) If + glt, = Sup[I|_1J [ (£+qg) () - (f+'g)I]dK
I

I

= sup [I]*l( | £(x) - fI + gi(x) - gIldx
I

< SUPIII_lJ lf(x)—fI[dx-ksup|I]"1J g (x)-g, |ax
! I I 1

= 1£l, + Ygl,

© que completa a demonstracgao.
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2.1.7. DEFINICRO. Se f e 9 pertencem a b.m.o., diremos que
fvg se f-g=~¢, ¢ uma constante. Denctaremos por BMO e}

€Spago quaociente

BMO = b.m.o. /

2,1.8. TEOREMA. BMO & um espago de Banach.

DEMONSTRACAO. E suficiente provar que BMO & completo com a semi

norma H.H* i

Consideremos uma sequéncia de Cauchy {f } em BMO., Is-

n" n<IiN
1
i i €
to implica gque £ Lloc(IoJ e
-1 ”
sup|I| [f (x) - £,01dx < M < w
T fpoo m T ~

e entao a sequéncia {fn - f } esta em Ll(I) para todo n

€

HI neiN
€ para todo x € I. Por hipdtese, fn € BMO para todo n e
{f 1} & de Cauchy, o que implica que dado ¢ > 0, existe

n neEIN

N, € IN tal que para todo n >n, e m> Ny o« temos

-1 i
sup| I | [f (x) - £ (x) -~ (f - f J|ldx < &
I j; 'n m ny my
e entdo
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para todo I C IO. Dai,

T} 7 K(E_ - £ ) - (£ - £ )i < €
n Ny m me gl
© que implica que {f_ - f } & uma sequéncia de Cauchy em Ll(IL
01
1 - . 1 1
Como L7 (I) & completo, existe g € L (I) tal gue
(e £ ) -gl <e .
n T L7 (1)
1
Analogamente, se I' & cutro intervalo contendo I, existe gI €
Ll(I) tal que
I'
El(frl - f b9 by < g .
I’ L™ (I")
Concluimos entac que
L]
lim (£ -~ f ) =g* - g% = g(I,I') = K

n oo nI I’II.

onde K & uma constante. Consideremos agora os intervalos Ik com

centro na origem e comprimento k € IN; seja ko € IN o compri —

mento de IO. Asgsim, para todo x € Io’ existe k € IN tal que
X € Ik. Definimos a fungac limite da sequencia {fn}nEIN como
sendo:

Ty

(1) £lx} =g "{x) - g{I ’Ik)‘
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Mostremos que a funcio f esti bem definida., Seja x € I, C I.,;

sabemos que

I. I.,
g J(x) - g J {x) = g(Ij, ,Ij)

e para 1 < 3 < §' temos

g(I;+I.) =g~ -g + g -9

il
Te}
-~
-
—~
.
+
w3
[
’_l
H
L.

Portanto,
g(I'l !'Ij) zg(I

€ assim

I, I.

3 _ 3! - _
g - (x) g (x) = g(Il,Ij) g(Il,I j

j 1
0 que implica que

I, 1.,
J - = 1 -
g 7 (x) g(Il,Ij} g 7 (%) q(Il,Ij.)
vamos mostrar agora que fn converge para f£  na semi-norma
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- _
(2)  1in 1] [1 (£ - £)00 - (£ - £) ]dx -

n e

= 1im |1]7? J £ (x)
I

n—-«

f(x) - £+ £ |dx .
Il

Como

& suficiente mostrar que

qI(x) - f(x) + £_. =0

I
De fato:
I T
g (x) - £(x) + £ =9 (x) - (f - £ (0
= lim (£ - £ ) - (f - f_) (x)
Iy n Ny 1
Lo (1)
Ij Ij
= . Illlm (fn— nt) - [9 —g(Il,Ij)—gI +g(Il,Ij)]
Ll(I)
I
= Yim (£ ~£ ) - lim (£ - f ) + g
e S S N n np I
L (1) L (T} J
I.
= lim £ - lim £ - lim £ + lim f 4—gI3
N el g Ny . X n bl Ny
L (T) L (I) Lo(I) Lo -
5
(3) = lim (f - £ ) +
0l n, n; 91
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Por outro lado, temos:

S ST
(£f_-¢£ )_—-g ' = 1]1[ J {(f_~f ) {x)dx - [I] J g “(x}dx
n nI. I I 1 n nI. T
] ]
-1 I.
< |1} J |[f - f - g Jdlax < ¢
1 I,
3
Substituindo em (3} obtemos:
lim (£ -f ) + lim (f - f )I =
ey S L s bt nonp.
L"(I) 3 L™ (T) J
= lim fn - lim fn + lim fn - 1im fn = 0
[ 7. K-l T 0.1 I K-l I.
Ly 3 o) 1t (1) HD J
Desta forma, (2} tende a zero e assim fn — f na semi-norma

(I

. - Concluimos também que (fn - f) € BMO. Comc BMCO & um es-

pago vetorial, entac f € BMO, ¢ que completa a demonstragao.

2.2. O TEOREMA DE JOHN-NIRENBERG

Neste paragrafo provaremos ¢ primeiro resultado profundo so-
bre os espagos BMO: o teorema de John-Nirenberg. Como consequén-—
cia deste teorema provaremos gue BMO ¢ L” e que certos espagos
BMO_ ceincidem com BMO. Este iltimo resultado sera de importan-

L . - 1
cia no estudo da decomposigac atomica dos espacos H .,



2.2.1. LEMA. Seja
cidvel em [0,») tal que g(0) =

wla) = |{x € I/1£(x} - ¢| > a}]

temos

(=]

= J w(o)dg{a)

(1) f g{|f{x) - ¢])dx
I

DEMONSTRAGCAO. Consideremos a partigao do intervalo

< < ... < ©® e F{x) =

ay € ey <o n
Seja
Ek = {x € I/ak_l < F(x) < ak} ’
Assim E, @ uma familia disjunta e
k

= ¥ J g({F({x)}dx
k ‘E

J g (F (x))dx
I X

Consideremos agora

Mk = max g(t) em {ak—l ,ak}

m, = min g(t) em o, 4 .0yl

U Ek

0. Entao, para

£(x)

f

I.

em BMO e

[0, =) ,

c, com f em

Temos entao

g{t), t > 0, uma fung¢ao continuamente diferen-

0 =

BMO.
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Logo,
Bl < ] eiFoiax <o [, |
k

0 dque implica que

Im [E | < J giF(x))dx < z m_|E |
DEEE R S ~x k'K

Observando que

wle, ) - wlog ) = [{x € 1/F(x) > a1t - I {x € 1/F(x) > o, H
= [{x € a1 < F(x) < a, H o= iEk]

teremos

(2) E mkjEk] = i m lwla, ) - wlay )]

- (r_xk]]

] I
‘\_ﬁ]
=
.E?
T:-_
=

Como g e continua em [ak~l'akl , temos que

3 memae™) e m =gl
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Vamocs mostrar agora gue

J g{F(x)}dx = - J g{o)dw {a)
I 0
De fato: como wl{a) = |{x € I/F(x) > a}|, integrando por partes
- J glo)dula) = - J g(0)w' (o) da
I 0
teremos para ¢gl{a) = u, w'{(w)doa =dv , du = dg(a) e v = wlw),
- [ g{a)w' (w)da = ~ [gla) wla) I - J wla)dg (a})
O 0 0

o

~g(a)wla) I + { w {a) dg (o)
0 0

Lembrando que g(0) =0 e wl{a) —> 0 guande o —> =, tere-

mos -d(a)wla} = 0 guando o —> 0, +o , e entdo

L]

- J glaldwla} = J wla)dg (o)
0 0

Resta mostrar gue

Lo

J g(F(X))dx=J v (0)dg (o)
I 0
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De fato: substituindo (3) em (2) obtemos

) .
Do) e ) - wie) < jI g (F (x))dx

. (k) .,
ST iy ) - o))

O que implica que

“f g(a)dw(a) < J g(F(x))dx < J glal)dw(a)
0 T 0

Como g & integrivel segundo Riemann—stieljes para a funcio

)
teremos:

~f g () duw (a) =f g (F (%)) ax
0 T

e finalmente

]

j | £{x) - cldx = ( wla)dg(g).
I Jg

2,2.2. TEOREMA DA DECOMPOSIC@O DE CALDERON—ZYGMUNDO. Seja f  uma
funcao integrédvel definida num intervalo I,

&€ seja t>0 +ta] que

A

£ (x)|dx <t o,
I
Q
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Entao, existe uma familia enumeravel de intervalos disjuntos, aber-

tos, denotados por Ik em IO, tal que:

(a) ]f(x)y <t guase sempre se X &€ I - I

!
Q K k
() £ < 17" |£(x) jdx < 2t
Iy -
§ -1
(c) ¥ |1, <t | £(x)|dx
k k JI

DEMONSTRACAQ. Vamos inicialmente dividir o intervalo I, em dois

intervalos congruentes e denotar por Ilk . k =1,2 , agqueles on-

de se tem

7 s jax s
1k I
1k
Entao:
€1, ] < (1 [£(x) ax < JI [£00 jax < tI_| = 2¢]T |
1k o
Chamarenmos ilk 0s intervalos onde se tem
ER
1Ty ~ JEG) fdx <t
Tix
Dividimos agora cada intervalo ilk em dois intervalos congruen-
tes e denotamos por 1 0s intervalos onde se tem

2k
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1 ( | E{x)]dx > ¢

1,0"
J
Tox

Entao:

Eilyl < JI | £(x)|dx < Jf £ [ax < €Ty, | = 2e]n, | .
2k 1k

Continuando este procsso, obtemos uma sucessao de intervalos

{Ijk} que chamaremos {Ik}, tal que

t < fzkl_l [ | £(x)]ldx < 2t
Ty

0 que prova (b). Além disso, temos:

£ J [£0x) |dx > £ 1 J (£(x) [dx = 3 £ f [£60 |ax > 1|1,
IO E Ik k Ik k

0 que prova (c).

Vamos agora provar (a}: denotamos por {Ij} a familia dos in-

tervalos, onde se tem

i f 1£00) [dx < ¢
;

Pelo Teorema de Lebesgue, temos:
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|£(x)| = lim (L]7% fﬂ I£(y) |dy < t
jre I, N
]

O que prova (a).

2.2.3. TEOREMA (John-Nirenberg). Seja £ € Ll(IO) e assumimos que

para uma constante Ml tem-se

|I|JI |£{x) - fI]dx <M

para todo intervalo I C IO . Sendo
E = {xe I/{f(x) - fI] > at

o

com o > 0, entao:
(1} wi{a) = |[E ! <M, Ae 1 J |£(x) - £_}dx
0'- ; - I I

com a < gM
Como wl{al) < |Ioi, ten-se
C-a 1

() wla) < e S | I

onde ¢ e a sao constantes positivas.
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DEMONSTRACAO. Temos pPOr hipdtese que

]If'l fllffx) - fildx < M,

para todo intervalo 1 C I Logo,

;1}“1 f [£(x) - fI{MIl'dx < 1
I

Se substituirmos (f(x) - f )/Ml por f£{x) (guando £

Ml = 1} podemos assumir Sem perda de generalidade que

17

1]~ JIif(x)de <1

e também w(q)} = Ea com

E, = {xe 1/1f(x)] > o}

Seja p(a) o menor nimero dependendo de ¢ tal que

(3)  wla) < p(a)f | £(x)|ax
I

Tal p(a) existe pois

fI[f(x)]dx > f

[£(x)[|dx > f adx = o|E | = aw(g)
=g o
o o

E
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wla) < o * }r \£ (%) |dx
T

Observemos que plo) < a_l pois p(a) & o menor niumero tal que a
desigualdade (3) ocorre. Provemos agora gue para o > 2 e

1 <t < (1/2)a , temos
pl{a) < t“l_p{a - 2t).
De fato: considerando gue
[1['1 f |£(x) [dx <1 <t < (1/2)a ,
I

por 2.2.2(a), (Teorema da decomposicido), temos que se |f(x)| > o
(e portanto |£(x)}| > o > 2t » t), entao X € Ik para algum k,

exceto num conijunto de medida nula. Consideremos ¢ conjunto

= {x €1 /[£(x)-£; | >a - 2t}

B
k k

Mostremos que E_C Y B : se x€E_ , entao {f(x)! > o e en-
L k
tac x € I, para algum k. Por outro lado, temos:

L F(x)dx| < |1I |_1 f |£{x)}dx < t < 2t
JI - K -

I

£ ) = [l 1°
Ik k k
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Logo,

[£(x) = £ | > [£(x)] - £, > a - 2t

k k

| w

O que implica que x € B, para algum k, e entdo x € U B, . Des-
k

ta forma, temos

wla) < 5 |B .
: | By |

Pela definigac de p(qa), tem que:

'Bk] < pla - 2t){I [ £{x} - fIk]dX < pla - 2t)jIk]
k
e assim,

wla) < plag ~ 2t) 7 {Ik] < plg - 21:Jt“l J | £{x) |dx
- k I
o)

onde a segunda desigualdade Qcorre por 2.2.2{c). Como pla) €& o

menor nimero tal que vale a desigualdade (3), temos que
-1
(4) pla) < t pla = 2t}

como queriamos demonstrar.

Colocando t = e na desigualdade (4), ficamos com
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pla) < et pl{a - 2e)
Seja A uma constante a ser determinada e c¢ = (2e}#lﬁ Logo,
existe e, > 0 tal que
-co
o!

A existéncia de tal % & garantida pela escolha de ¢, pois se

o
-1

, o -
fizermos A = e o , entao

-1 o
< = A .
p(ao) < ag e
Para Oy + 2e , temos:

-1 -1 -1, ~°®
P{o. + 2e) < e p(aO + 2e - 2e) = e p(ao) <e hAe

_ c2e —-Co -c{ot+2e)

Assim, nos extremos deo intervalo [ao,ao-k2e] temos

—Cuo
< Ae
pla)) <

—c(ao+2e)
p(o:o + 2e} < Ae .
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Como ¢ intervalo [ao,ao-f2e] & convexo, temos

(%) ple) < pe Cd

para todo o no interior do intervalo [uo ,uo-+2e]. Repetindo o ar
gumento para o intervalo [uO~F2e ,ao-rZE + Z2e], teremos a desigual

dede (5) valida para todo o suficientemente grande. Por outro la-

do, se
2e(e-11 << 2e(e-1)"1 4 26
tem-se
(6) pla) < o ' < (12/10)(1/2)e” %" = (12/20)e %

Com efeito: vamos mostrar que

et m_l < (12/20).

ex x_l. Entaoc

i}
D

Seja gix)

ox ox, -2 2
) %

g' ) = (ce” - e = e Flex - 1x~

Agsim, g'(x) = £ implica que x = c—l. Ainda:
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g" {x} = ecxlc(cx-l)x24-cx2 - 2x{cx - l)]x_4
~ -1

Para x = ¢ temos:

g"(c l) = ec—l c4 = ec3 > 0
onde ¢ = (2e)_l. Desta forma, x = ¢ & ponto de minimo da fun-
¢do g(x) = ¥ "1 o intervalo [2e{e—l)_1, 2e(e—l)“1-+291. En-
tao, a fungdo g atinge seu maximo em 2e{e - l)—.l ou em
2e(e—l)“l + 2e. Fazendo

-1 -1 -1

- _ - - -1

gze(e-1)" Yy = gt} 2ele=l) 70y (2e) Tt (e-nie T (20

(2¢) ) 2e (e-1) 7t 1

g(2e(e-1) Fi2e) = *2el 90 (e-1)7 4 2017

=1

(2¢) " *

= (e-Delel

vemos gue:

i -1

g(2e(e-1) ™) = g(2e(e-1) ~ + 2e)

Entao, se

2e(e-—l)“1 < x < 2e(e-1l) + 2e



-47—

teremos:

-1
9(x) < (e-le'® D) 7 5 -1

e entao

- -1y 1 -
e o 1 < (e—l}e(e 1) (2e) i
O que nos dia
ca -1 (e-1) 1 -1
e a " <e (l1-e ™) (1/2)

Como

o (e-1) "L < (18/10) (2/3) = 12/10

temes que

Pla) < o < (12/20)eC

Entao, para c¢ = {2e)_—l e co > (e-—l)“1 : temos:

wl@) < pla) f £ (x) [ax < (12/20)e‘c“*f £ (x) | dx
I I

Fazendo a4 =12/20, 4 = ¢ = (2¢) "1

nos

z O

r

tere-
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-1
-1 ﬂauMl
wla) < AM," e J [£(x) - £_|dx
— I
I
Q
0 que prova (1). Como
JI | T(x) - £ ]dx < M {I_|
o
e também A < 1 e e®® > 1, teremos
-1 —aaM,
wla) < AM, "~ e f l£(x) - fIidx
1o
1 -CuMil
< AM T e Ml]lol
—coM
< e 1 eaCIIOH

o que demonstra (2}.

2.2.4. COROLARIO. Seja f € BMO e 1 < p < =. Entdo f € 1¥(1 ),

T < =

DEMONSTRACAO. Consideremocs a funcao F(x) = f(x) - fT e a funcao
O

gla) = P , crescente, com g{0) = 0. Assim,

g(F(x)) = |F(x)|P
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Pelo Lema 2.2.1 teremos

J IF(x)|P ax
T .
@)

( wla)da? = [ w(a) paP 1 qo
1g 0

1

~aaM; -1
]Iolap da

1

[ A

p J Ae
0

—aaM_l
pA‘IOJ f e L aP gy = B

0

Por outro lado,

{J [£(x) |P ax)17P _ (f [£(x) - £ + £ |P apl/P
0 I I I

o O O

fa

cf (£ = £ + £ [yax) L/p
T 8] O

Q

Como

£+ glP < 2P(£P 4 |4/P)

(a+p) /P < /P, 1/p

para p > 1, temos:
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(f |£(x) | Pax) VP < (J 2P| (x) - £ |Pax + j Ple. [P an /P
I I

o I0 o} o 0

S

2[(] |£(x) - £ |Pax) /P + £, Hloll/pl
T

G
o o

zt(J

Il

760 [Pax) /P + g [T, | MR
I o]
(o]

{ A

28YP 4+ g 1T VP = c <
o o

2.2.5.. COROLARIO. Seja f € BMO com

[£(x) - £(y}| < gl

-

em I . Entao
[&] )

sup ]I|*l J | £(x) - fI|2 dx < Hf“i
I

I

onde o supremo & tomado scbre todos os intervalos I C T .
o)

DEMONSTRAGAO,

]Il—lIIlf(x)-fI|2dx = lx]'lf llzi"lj £ (x)ady —[Il_lJ fﬁﬂdyjz ax
T I

I
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iTlhlj IIII—I(J [£(x) - £(y)|ay)]? ax
1 I

< 7’ f ff [£(x) - £(y)]ay)? ax
I I

< ij_3 f (J HEi dy)z dx
177

= 1|73 f £V, |1]%)ax = i g0 2
I

Vamos agora postrar utilizande o Teorema &3Jomrwinﬂmen;quecm elementos

de BMO nao sao hecessariamente limitados. Comegamos com o

2.2.6. LEMA. Seja f ¢ Ll(I). Para todo intervalo r associamos um

nimero C; tal que o conjunto

E, = X e I/|fx) - Crl > ai

satisfaz a igualdade:
wla) = |[E | < pe PO [I]
a —_

com o« >0 e b > 0. Entdo, f e BMO.

DEMONSTRAGAO. Consideremos g{t) =t uma funcio continuamente di

ferenciavel em [0,«) e g{0) = 0. Pelo lema 2.2.1., temos:
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sl [xa]

f | £(x) -CI|dx = wl)da < AlI[J e—badu = Ab_lII] < oo
I 0 0
Logo,
Fal J [£(x) - C_jdx < Ab L
T —_
I
e entao

sup| 1}~ f [£(x) - C lax < M <
I I

o gque implica que £ € BMO,
2.2.7. PROPOSIGAO. log|x| € BMO.

DEMONSTRACAO, B idéia & mostrar que

IE,l = [ix € 1/jloglx-a] - ¢ | >all< e " I,

o

com a: fixo. O resultado seguird entac pelo lema 2.2.6 .

Seja 1 um intervalo arbitrario de ladoe h, e sejam £ e 1

pontos de I tais que:

€ - al = max {|x - al}l
®»ET
e
In = al = min {|x - af}

xXeT
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sendo a um ponto fixo de I. Chamaremos C; = loglg - al. Assim,

E, = {xe I/|log)x - al - logle - af| > a}

{x € I/{log|x - al |& ~ a[_l >

o}

€ podemos afirmar que E esta contido no intervalo

[@a - 15 - aje™ rat g - ale™y

De fato: observemos que se x € Ea ¢ entdo
-1
Loglx - af |z - a7,
© que implica gue
-1
~a > loglx - al & - a| > o

e entao
loglx - af|¢ - aﬂ*l o
2] >
Assim,
-1
X = al {g - a > e
O que nos da Y < 1 T

€ portanto e > 1
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Logo,
ix - al < L - al < fg - ale™
ou seja,
x€ [a- & - aje ¥, a+ e - ale™™ .
Desta forma,
wla) = |E_ | < 2{g - ale™" < 2he™ = 2¢7% |1].

Portanto, para A = 2 e b = 1, temos a desigualdade desejada.

Pelo lema 2.2.6., concluimos que £ € BMO.
2.2.8. PROPOSICAO. sign log|x| & BMO.

DEMONSTRACAO. No intervalo {-e,c), temos:

£ £
J sign log|x]dx = 2 J sign log x dx —— =
—-€ 0

1

Assim, sign log{x| ¢ Lloc

Temminando este paragrafo, daremos uma seqgunda aplicacgao

Teorema de Jcohn-Nirenbexrg.

(IR} e portantc nao pertence a BMO.

do
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2.2.9. DEFINICAO. Chamaremos BMOp, 1 <p <=, a classe das funcdes

1 .
f € Lch(IR) tais que
(1) 1fl, = sup [[1]7F J 1£(x) - £.]P axd P < m. < o
Poog T 1 -1

2.2.10. TEOREMA. Para todo p, 1 < p < =, temos
(1) BMO_ = BMO

P
e ainda: | i, e | "*p sao equivalentes.

DEMONSTRAGAO. Seja f € BMO. Entdo, por 2.2.4., f Lp(IO) e te-

remos
| f |£(x) P ax P e M < w
. =

Logo,

EI TS

, £ 1P ax VP []I]_lj e - £ DP ax /P
JI I - T I

![Ii_lj (2P (P 4 2p[fI]p)dx]l/p
I .

Fa

= 2]1[_1/p [J [£(x)|F ax + f [fI{p dx]l/p
I I
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-1 {
< 2]17|71/P [(J 200 1P a0 P s (] (£ P ant/P)
I ‘1
<2117V o+ jr 1)
- 2(}.1'|"1/p Mot JE ) <o
Agsim, f € BMO
P
Agora, se f € BMOp, entao f(x) - fI S Lp(IO) e também
fix) - fI e LP (IO), com 1/p + l/p' = 1. Pela desigualdade de

Holder temos:

|1|'1J |£(x) - £ |dx - { £0x) - £1 17" ax
I ’ I

lf\

I - £ u|1|"lu .
P P

= [f £{x} - fIip dx]l/p [J ]I|_p' dx]l/p'
I I

S

[fI]f(x) - £ [P ax /P . /et L

il

l]I|_1 J |f(x) - £ P dx]l/p < M, < e
I I - 1

Logo, f € BMO e BMOY = BMO.
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2.3. INTEGRATS SINGULARES E ESPACOS BMO.

Uma integral singular T € uma transformagao do tipo

Tf(x)} = { kix - y)f(y)ay
R

onde o nacleo k{y} tem sinqularidades na origem e no infinito, e

a integral existe no sentido do valor principal de Cauchy. Seja
kiy) = ]yl_l R{y), 2(y) uma funcao adequada. Impondo para k as
condigdes

(1) (kK(x)| <&

e*Zwiyx

com k(x) = [  (y)dy

R

(2) [k(x-y) - k(x)|ax < A
Ix| > 2]y]

Vamos ter que o operador Tf & do tipo forte (p,p), 1 < P <® e

ainda
(3) Treh < A_lfi
Em outras palavras, o operador T & limitado de LP en LP se

l < p < ». Este resultado & conhecido como o Teorema de Calderon-

—Zygmund. Se p = 1, o substituto adequado para L1 e o espago
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Hib definido em 1.2.1. Se p = « , o substituto & o espag¢o BMO.

2.3.1. TEOREMA. Seja [ €1 (IR) e

Tf(x) = J x(k -y) fly)dy
IR

um operador integral singular cujo nucleo k(y) satisfaz as con-

dicoes
(1) kix) <« A

com ﬁ(x) = J e_21Tixy k{yidy
IR

(2) [kix-y) - k(%) |dx < A
|} > 2]y}

Entao, Tf € BMO.

DEMONSTRACAO. Podemos assumir sem perda da generalidade que

|[£(x)] <1 e que f se anula fora de um compacto. Desta maneira
Tf estd bem definido. Consideremos um intervalo I c I, I <0
mo em 2.1.1., e I com centro em zero. Consideremos também um iﬂ

tervalo B de centro na origem e de comprimento igual ac dobro

do comprimento de I. Vamos decompor £ como segue:
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f{x) se =x € B
fl(X) = <
0 se x ¢ B
L
f2(x) = fix) - fl(x)
Se x € B, entao fl(x} = f(x) e fz(x) = £(x) - £(x) = 0.
X & B, entao fl(x) =0 e fz(x) = f(x).

Observemos que nesta decomposicao o suporte de £, esta

complementar de B, ou seja, se x pertence ao suporte de f2,

tao, fz(x} # 0 e assim x & B.

Temos também que

TE = Tfl + sz .

Vamos estudar cada parcela; pela desigualdade de Schwarz

1/2

(3) J |TE, (x) |ax < (f T, (0 ]% a2
) <

I

Como T & do tipo forte (2.2), temos que

i T£i < A IEl
L2 - 2 L2

ou seja:

Se

no

en-
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(e (x0 12 a0 < ast] £.(x)]? ax)t/?
1 - 2 1
I I
Entao, em {(3) temocs:
(4) J | TE, () lax < Az(J 1£x) |2 ax)t/? - 1)Y2
I I
Pela hipGtese (1), Iﬁtx)l < A, podemos afirmar gque T tem uma

extensao a um operador limitado sobre L2. Logo, em {(4) temos:

J £, (x) [ax E_Az(J 00| % a2
I B
2
< A |B|l/2 -§I|l/2 - n, - al/? -lel/ .
-2 2
E assim,
[ B 2
| T] 1 ( |T£. (%) |dx < A al/
J 1 - 2
I
Devemos agora escolher CI de maneira gue
-1 |
| T| (T, (x) - Coldx <M < w
T _
1
para tedo I C IO. Para tanto, escolhemos
C, = J k(y)fZ(y)dy
Tal integral existe pois f tem suporte fora da origem e

2

k(y) € Lt

loc fora da origem. Teremos entao:
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le2(x) - CII =;f k(x-y)fz(dey - f k(y)fz(deY.
v¥B

y¥B

S

j 4k(x—y)-k(y)[[f2(y)[dy
y¥B

| Ity - k(y) | [ £(y) |y

JyEB
<l ey —xip jay
) yon
Para que o resultado se verifique, devemos tomar x I; logo ,

considerando a construgdo do intervalo B com respeito a I e

Yy ¢ B, teremos |y| > 2|x| se x & I.

Pela hipotese (2}, teremos

foZ(x) - C. | <ha.

T

Finalmente,

;1|“1f |75 (x) - ¢ |ax < [I]_lf 7€, (x) |ax +
I - I

+ ]I]_le [sz{x) - CIIdx <

< Az-a + A =M < w
"\.__, :‘ﬁ T 5 f:\z f“ﬁ P
e portantof Tf & BMO' R I S o L L R iy
crindiila (ENIRAML
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2.3.2. LEMA. Seja £ € BMO e I um intervalo com centro na ori-

gem e de comprimento 1. Entao,

|f(X)'-fI]
dx < AlZfl
JIR 14‘|XT§ - *

[5.9]

DEMONSTRAGCAO. Consideremos uma sequéncia {I k} de intervalos
27 k=1
encaixados com centro na corigem e comprimento 2k , CoOm
IOEI
2
e
5 =1 - I .
k 2k 2k—l
Consideremos agora a decomposicao
[ £(x) - £_| o (f(x) - £_|
I dx = 5 T g
( PN 1P
R 1+ x| k=l ‘5 1+ x|

* k

Observemos que se X € I k=1 entao

(1) Ix| > 2

De fato: se x eI K1 * entao
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e dai vem

Estudemos a tGltima integral

¢
(2) f | f(x) - F_lax = J ]f(x) - f + £ - £ :idx
I ! 1

2k 2k 2 2

Como



e também

temos

£, - f

|~

| A
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k
Jk 2
< 2Fusn,
~ -1
= )|12k_l| ) £(x)dx ~ £ .
k-1 2
S EE N [£(x) - £, ldx
EPLa T x
1 k-1 2
2
< I l‘l [f(x) - £ |dx
L I T x
k-1 2
< 27l ook ey
= 20fN,
- I + £ - ... - £ + £
I, I, I
k k-1 k-1 2
Lk Tkel 1, "'

20£0,
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Desta forma, temos em (2) .

fI I£0x) - £ [ax

2k

Finalmente,

[£(x) - £l
IR lw+}x}2~hﬁ

5[ jf(x)—fI ]dx+j [ £ - f
I, k I ok
2 2
k

< 2V0EN, 4 [T 4 feaxigr,

2
= 2L 20g
o [fix) - £
k=1 Jg 1+ x|

I A
It
W
o

it
e
m
*



CAPITULO IIT

Q TEOREMA DA DUALIDADE

O objetivo principal deste capitulo & demonstrar o teorema de
dualidade de Feffermann: (Hl}' = BMC. Comegaremos estudando o pro
blema dos subespacos densos ge Hl. Cbservamos que, na literatura,
este problema ndao & tratado (ver Ortiz [3] e Reimann-Rychener (4] )
ou & tratado de forma obscura (ver Stein [71). Seguiremos aqui as
ideias de Sato (51. o desenvolvimento do teorema da dualidade foi
inspirado tanto no trabalho original de Fefferman-Stein [2] quan
te no de Reimann-Rychener [4] . A eXposicao aqui tentars ser a

mais clara e completa possivel,

3.1. UM TEOREMA DI DENSIDADE

Usaremos as seguintes notacgoes:

S{IR}: espacgo das fungoes infinitamente diferenciaveis sobre

IR com valores reais e decrescimento rapido.

i . - - L] 1] 1] . . - .
CC(HU: espago das fungoes infinitamente diferenciiveis sobre

IR com valores complexos e suporte compacto.

3.1.1. DEFINICAO. Chamaremos Hé(ﬂ%) O espago

1 1
UO(H%) = HHb(IR) N S(IRrR},
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3.1.2. LEMA. Seja G, o espago das funcoegs f € Ll(IR} com valo-

res reals tais gue

(1) SUpPp B compacto
e
{2} 0 & supp £

Seja H;D(IR) o espaco das fungaes f € S{IR) que verificam {1}

e (2}). Entac

(3) BE- (IR) C ¢, < H.. (IR)

1 -
e HOO(IR) e denso em Gl'

DEMONSTRACAO. A primeira inclusao em (3) & evidente, uma vez que

CZ(IR) € um subespaco de L m) .

Mostremos a sequnda inclusac. Seja f € G, e K um compac-—
to de IR tal gque X & vizinhanga compacta de supp f e 0€K,
Podemos agora escolher uma fungac M € S(IR) com valores  reais

tal que

(4) Mo cc(m)

(5) Se ¢ € K, entdo M(E) = -if/|f]
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Entao,
Hf =M % ¢

O que se verifica atraves da transformada de Fourier. (sendo M

calculada no sentido de distribuigao). Como M » f ¢ Ll{IR),temos

dque HF € Ll(IR) € portanto f e Héb

Mostraremos que Héofﬂl) & denso em G,  Ppor etapas. Na pri-

meira etapa, Provaremos que existe

g € CS(IR} tal que
Y(x) = f olg)etXs ¢
IR
verifica as condicoes

{6) ¥ tem valores reais

(7) v (0) = 1.

De fato: sabemos que existe 4 g CS(B?J tal que

f plg)dg = 1
iR

Definimos ent3o

—_—

v (&) = 1/2 plE) + p(-g) 1-
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Vemos entdo que a funcao y verifica (6) e (7).
Numa segunda etapa, vamos tomar f € Gl e mostrar gue exis-
1

te uma sequéncia (fk) em H_ (IR} gue converge para f € G

keI o0 1

1 . - . .
em Hp, . Definimos a sequéncia (fk)kEIN por:

fk(x) = p{x/k)E(x).

Entao

£ (8) = |I ke (kx) %(E - x)dx
k [

Para %k suficientemente grande, temos que fk(ﬁ) < Ci(IR) e tam-

-

bém supp £ € K. Assim, fk & HéO(IR) para todo k suficiente —

mente grande. Mostremos agora que

fk — £ (k — )
em Hl De fato, temos e
Hb " . q
Hi, - HE = M * (£ - £)
Logo,
Hka - Hfll < M « 4 E - £l

L1 — Ll k Ll
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Como

£ (%) = 9 (x/k) £ (x)

e tambem (0} = 1. Teremos, pelo Teorema da convergéncia dominag-

da, que

ka = Fi 1 ™0 (k — =)

. : . 1
€ assim, fk —_— £ (k — «©) en HHb

3.1.3. LEMA. Seja G, © espago das fungbes £ e gl

e tais que o
Suporte de f esti a uma distancia positiva da origem,

ou seja

(1) Supp £ C (o, =] u [e, =) , € >0

Entao,

(2) G, g CHl

1 2 Hb

e

(3) Gl € denso en G2 .
DEMONSTRACZO Mostremos inicialmente que eéxiste uma funcao



~F 2=

{4) v = 1 numa vizinhanga do zero

e

(5) &(x) = 1/2n J¢(E)eixgdg

tem valores reais.

De fato: Tomemos ¢» € CE(IR) tal que @l = 1 numa vizinhancga
do zero. Entac colocamos
1,. 1
e () = 1/2 Lo (&) + ¢ (-5)]
que verifica (4) e (5). Seja f € G, e fk a sequencia

£, (x) = [ktb(ki)f(x—?,)dg =0 x f

Mostremos que fk & Gl' Por definicgao, fk tem valores reais e

pertence a Ll(ﬂl). Também,

fk(i) = ¢ (£/k) £ (8)

s

Logo, supp f & compacto € ndac contém a origem. Conseguentemente

fk € Gl

1
Hb®

para tode k € IN. Mostremes agora gue fk — £ em

H Temos gue
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ka = (Hf)k

- , 1 -
Alem disso, como Hf € L™ (IR} e usando as definicces de fk
¢ , teremos Jque

ka —> Hf (k —> oo}

em norma Ll, ou seja, fk —>f (k — ®) an Hl

Hb -

3.1.4, LEMA. Gz e denso em Hl .

Hb

DEMONSTRACAO. Seja f e gt

Hp* Utilizando a definicao de ¢ dgo

definimos a sequencia {fk)keIN por:

3.1.3,

B G = £ = | Kotkx') £ ix - x') gy
J

Mostremos que fk = G2. Sendo

~

£,08) =11 - oie/my g £og

entao o suporte de fk ©std a uma distancia positiva da origem
Além disso, f «

1 . - = .
K € HHb pois £ & integrivel e ainda

ka = (Hf)k

© que implica que ka € Ll{IR), uma vez gue Hf « Ll(IR).

e de

lema
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Mostremos agora que fk converge para f em

tanto, & suficiente mostrar que: se f € Ll(IR) =}
J f(x)dx = 0

em quase toda parte, entaoc

j kG (kx')f{x=-x")dx’ —> O

1 .
em norma L. Com efeito: temos gue

Jk¢(kX')f(x-x']dX' = {k[@(k(x—x')) - d(kx)] £{x")dx"
Tambem
(1) Jl[ kp{kx') F(x-x")dx' Jdx <
J

|~

-Zlek[fb(k(x-x')) — ¢(kx)] |dx|£(x") |ax’

|

Como ¢ & integravel em IR, teremos

K

Pel{x = kx') - ¢f(x)]dx [£(x") |ax’

(2) J]@(Xnkx') - o) |dx « 2 Jl@(x)\dx < w

Hb" Para
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Quando %k —> 0, o primeiro membro de (2) tende a Zero, para +todo

T

X' € IR. Pelo Teorema da Convergéncia dominada, o Gltimo membro
de (1) converge a zero quando k —» 0, Consequentemente, o primei

To membro de (1) tende a zero quando k -— 0. Assim, fk conver-
1
ge a f em HHb'

3.1.5. PROPOSICAQ. Seja Hio(lz) © espago em 3.1.2. Entao, Héo(ﬂﬂ

- 1 ..
e denso em HHb(HQ).

DEMONSTRAGAO. Pelo lema 3.1.2, Héo(ﬂz) & denso em @ que  pelo

l!
lema 3.1.3, & denso em G,. O lema 3.1.4 nos diz que G
1 1 - 1
en HHb(BQ). Logo, HOO(IR) e denso em HHb(IR).

5 € denso

3.1.6. TEOREMA. Hi(m) & denso em Héb(IR).

N " 1 ] _
DEMONSTRACAC. Como HOOfBQ) C HHb(HQ), sabemos que: se fe HOO(DH,
entaoc f e (IR}, f € L"(IR) e Hf € LL(IR). Logo, como Hi(ﬂU =

1
S{IR}) n HHb(H?), temos

1 1 1
Hoo(ﬂli - HO(IR) - HHb(ﬂ?)-

Pela proposigao 3.1.5, HéO(IR) & denso em H;b(IR) e consequente

1 - 1
mente, HO(H?J e densc em HHb{H%).
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3.2. O TEQREMA DA DUALIDADE }

3.2.1. TEOREMA. Sendo (Hl)' o dual de Hl, sao equivalentes:
1
fa) £ € (")

() £ =f + f , f0f) € LO(R)

(c) f & BMO

@ 0 [ e xH T ax < @

J =

(ii) sup]Q]wl ( { tﬂVU(x,t)[z dx dt < Rufﬂz

Q - Q

para todo cubo Q ¢ E%i , onde U(x,t) & a integral de Poisson de

f e

VU (%, )| = [BU/Bt[z + 1aU/ax12

DEMONSTRACAO. (a) = (b). Seja B = ' e L', Entio

B=lle_,v)) /o, 9, €L (R))

e sobre B consideramos a norma de grafico:

Ny ;e 20 = lg ! + ol .
o) 1" B O Ll 1 Ll
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Consideremos

S = {(wo ,le € B;’wl = Hwo}

€ verifiquemos gue S & um subespago fechado de B.

Sejam g o= (po ,Hwo) e y = (wo ,Hwo) em S e 0,8 € C ;
com H¢O e Hwo pPertencentes a Ll(IR). Sendo linear a transfor

mada de Hilbert, teremos:

aw + Ay = (czgoo ,OtHa,aO) + (Bli)o , BHIIJO)

il

(Ct\,oo + Bl,bo ; CtH‘pO + BH({)O)

I

(a¢o + Bwo ' Hﬁxpo + Bwo)).

- , 1 -
Alem disso, sendo Y5 ,wo € L (Ir), &Wo + Bwo tembeam pertence 3z

Ll(IR) € consequentemente Qe + B9 Pertence a 5, 0 que pProva que

S e um Subespaco de B, Mostremos aqora que S & fechado. Tome—

Mos uma sequéncia {@i)ieﬂq em 3,
= i €
troi (tpo‘ r Hiﬂ .) r 1 m
i i
que converge para h = (ho ,hl), h € B, vamos mostrar que he g,
Com efeito: se (p,) converge para h, entio

i"iem
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\f«"o. —— ho (i - U‘J)
)n
e
Yo » hl (i ~— =},
1
_ .1 1 . ~ 1 -
Como wo E LT(M) e L e completo, entac hO € L7({IR). Tambem

i

pelo fato da Transformada de Hilbert ser continua em H;b teremos

}1m H@o, = H(}lm @ ‘) = Hho = hl .
1+ i i+ e i
Assim, h = (ho,hl) € 8 e S & fechado em B.

Verifica-se também gue a aplicacgao

o (wo fHy )

& uma isometria de espagos de Banach.

De fato: se ¢ e | estao em Hl

Hb * vamos ter

I

5

=
3
1

1g{e) - gtw)us o o (wo, H¢o)“5

1
s
o
]
=
m
©

Yo Hwo)ns

i1

Vo, = b, » Blo_ =y )lg
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= I - -
RN IO L

L L
=y - wHHl
Hb
. 1 - P . 1
Assim, HHb € 1lsometricoa S CRB e podemos considerar HHB(ZB.

1
Hb

pode ser identificado com um funcional linear continuo sobre § :

Por outro lado, todo funcional linear continuo sobre H

logo, pelc teorema de Hann-Banach, este funcional se estende a um

funcional linear continuo sobre B. Observemos que B' = 1,” ® Lm,
1
HHb »

- X . - 1 -
e um funcional linear continuo sobre HHb + e€ntao £ pode ser ex—

ja que (Ll)' = L . Fixemos nosso argumento socbre g = Se g

pressc comc um funcional linear continuo sobre § e estendido a

um funcional linear continuo scbre B. Ent3o, existem fb,?lEI?(EU

tais que

(2]

2{p) (x) =f w(x)fo(xldx +f Hw{x}fl(x)dx

—

Pelo carater anti-hermitiano da Transformada de Hilbert temos:

[x3]

“ f
f Hw(x)fl(x)dx =—J ¢(X)Hfl(x)dx

]

onde ¢ € Hi = Hib NS e fl € Lw(ﬂk). Teremos entdo:
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fual {0

(1) L(e) (%) zJ w(x)fo(x)dx-J v (%) BE, (x)dx

_ [

= J_mm(x)[fo(x) Hfl(x)]dx
Assim, verifica-se que todo funcional linear continuo sobre Hé
tem a representacao (1}, ou seja, se f € (Hl)', entac f = fo +

o w _

Hfl, onde Eo,fl € L {IR). Considerando gue HO e denso em HHb

{(3.1.6), obtemos (b}.

(b) = (c¢). Observemos inicialmente que a Transformada de

Hilbert & um operador integral singular e se fl € Lm(ﬂl), pelo
Teorema 2.3.1, Hfl € BMO; como f0 e 1” e 17 c BMC, também
f0 € BMO e assim f = fo + Hf1 esta em BMO.

(c) == (d). (i) Se £ € BMO, peloc Lema 2.3.2, ternos gue

J —lﬁiﬁllj dx < A £ <=

1+ [ x|

(c) ==> (d). (ii) Seja f € BMO e assumimos que para h > 0,
Q = (-h/2, h/2y x (0,h).

Consideremos o intervale (-2h,2h) € IR, X a sua fungao caracte —

e

ristica e ¥ =1 - X a fungao caracteristica de IR - (-2h,2h) .
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Sabemos que

2h
f = 1/4h ] f{x)dx
2h ~2h

€ 0 valor médie de f sobre {(-2h,2h}. Ent3o

f = f2h + (£ - f2h) X+ (f - f2h) X = fl + f2 + f3

Fazendo a convolugao de £  com © nicleo de Poisson,

* f3(x)

Pt(x) = ct(x2 + t2)—l
teremos
U(x,t) = Pt * £ (x}
=P # £.0(x) + Poo* £, + Py
= Ul(x,t) + Uz(x,t) + U3(x,t)
Logo,
h/2 h 2 h/2 h 5
f f t[VU(x,t) | dtdxzf [ tJVUl(x,t);‘ dt dx +
-h/2 Jo -h/2 J¢
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rh/2 I'h 2
] o] vo, G, 8) |7 dedx
-h/2 /0
h/2 h 5
+ f ( twvu3(x,t)] dt dx .
~h/2 40

Examinemos cada uma destas integrais; como fl = f2h e
tante, teremos
VUl(x,t) = w(Pt * fl(x)) = Pt * Ufl(x) = 0
e entao
h/2 h 5
(2) f f £]70, (x,0) | “atax = o
~h/2 0 .
Tambémn,
(3} J C tlvu,(x ey T atdx < { J t[VUZ(X,t)} dt ax
-h/2 J0 Jow JO

Consideremos a g-fungao que & definida por

g(f) (x) = (J £17u(x, ) |2 ae) 22
0

onde U(x,t) & a integral de Poisson de f. Verifica-se que
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Tgte)l = 1/v7 101

L L
AsSsim, de (3} temos que
] (:U ; 2 rc)O I,OJ l 2
tHU2(x,t)J dtdxzj [ LIV, (x,0) % aerax
—r0 jo O3 JO 2

= f lg(£,) (x)12 ax

2
= lg(s )i
2 L2
= 1/2 HfH22
L

2h
= 1/2 [ [f(x) - f, [dx
~2h 2h

<A 2h g2

uma vez que se f e BMO isto implica que

2

*

Supfljﬂl[ [£{x) - fIJZ

dx < A [f]
I 1T -

Para analisarmog a terceira integral, €Xaminemos asg estimativag;

2 2 2 y -
Iapt/at) = et x%) - 2t C]/(t2-+X2) | = Jc/(tz-fxz)' = ptbd.t 1
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22l

| op = [ (=2xct) /(€% 4+ x2)

4

t/ax]

3 [—20/(x2 + t2)] < lex/2tx] = Pt(x)

Teremos entao

-1
P ] <P (x) -t

]VPt(x-ﬂy)[ <P _(x-y)

t

Vem dal que

(4)  |vu, (2,0 ] wjm P_(x-y)f,(y)ay]

i

j ]VPt(x-y)f3(y){dy
IR

[

)

|~

2 2, -1
= ( c{t” + |x-vy|7) ]f{y)-EZhIdy

J
|v|>2h

Para (X,t) e Q = (—h/zrh/z) R (Orh)r temos

.t

-1
P {x-y) - t }f3(Y)]dY
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t2+1x—y123Jx-ylzzly!2 2

Portanto, em (3) teremos:

2, .2-1
Gy vug ) < cyl® + 0% Mgy - £,.1d

Y
.|in2h
Pelo lema 2.3.2,
Lf(x) - £
f - dx E‘A'Hfﬂ*
R 1+ fx[2
quando I

& o intervalo de centro na origem e comprimento 1,

zendo a troca de variaveis , teremos:

{ [ £(x) - fI]

dx < A" (1/8) I £1
- IR 62 + [x]z - *

Entao, em (5)-:

VU (x,8) | < A, (1/h) BED

com A2 = A",

Assim,
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h/2 /h 5 h/2 (h 9 _9. o
(6) f J £V, (x, ) |7 dtdx < J J £(a h “Hel}) dt ax
~h/2 ‘0 -h/2 o
_ h/2 ¢h
= asn"%nen J U taeax
-h/2 ‘0
_ h/2
- a%h ren? J (h?/2) ax
~h/2
2, =2y 42 2
= Azh TENy h - (h™/2)
< Ajh Ug1]
Finalmente, temos de (2), (3) e (8),
h/2 4k | 2 2 2
J } £, V0(x,0) |7 dtdx < Alzh“f“* + Agh LEbY
-h/2 ‘0
= 2hiE72 (A, + A
| "3
< Aol |1f||§
E assim,

- [ 2
sup| Q| ' JJ t{VU(X,t}12<b<dt < B HENY
Q
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© que prova a implicacdo (¢) = (d) (ii).

(d} = (a). Para provar esta implicagao vamos usar a funcao  au-

xiliar

g(f) = (f t]vﬂ2 dt)l/2
0

e também a caracterizacao de Hl através da transformada de Hil-

bert, dada em 1.1.1.

Seja ¢ € Hl(IR+). Entao, ¢ € Ll(IR) e Hy € Ll(IR), sendo

gue
F(x,t) = (¢(x,t), He (x,t))
l —_— —
pertence a HANAL. r com ¢ {x,t) = Pt * p{x) e He (x,t} =
= P, % He (x).

POor porlarizacao, temos:

(Fr0) = 1/400F + oi? - 15 - 512

Entdo, para f e ¢ en L2(B?), teremos:

f Fix}e(x)dx = 1/4 I (ff+np[2— If—sﬁ‘lz)dx
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- 1/4 (; 2| gis+9) 1 - Jg(E-v)|Dax -

= 1/2 J (( | Vif+¢) :2 dt - |[ tiV(E-v)|” dt)dx =
_e g 1o

=1/2 jim((o t(lﬁg(f-F¢)%2 + ig% (fﬂ—@)]zdt -

; jo t(];;(f-m'-.z + ]aﬁg (£ - ¢) | %) at) ax

27
©

L)
*
b
s
@

o [T T 8E ae | 9E de
= 2 J_M(J £ 4 St Ydt)dx

Para Ulx,t) = Pt * f{x) e wvi{x,t} = Pt * v {x), teremos

{7) J flxle(x)dx = 2 J J t{ VO(x,t), Velx,t)) dtdx

Entao,
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(8y || f(x}w(x)dx’ <2 f f E[(VU(x,t), Ve (x,t) ) |at ax
/0

[%:s]

2[ j B VU (x,t) | | Ve (x,t) |dt dx
0

| A

[ f t[VU(x,t) | }Fg(x,t)[dt.dx

[

onde FC € definido como em 1.1.3.(4), e

Ve (x,t) | < JVFE(x,t}]

uma vez gue

Y

Vo _(x,t) ] Vo (x,t) .

Usando a desigualdade de Holder, temos de {8) que:

f {t]\?[}(x,t){ [VFE(x,t)[dtdx <
0

b

Y t|VF (x, )

< (f [ thU(x,tJf2fF€(x,tdeth)l/2(f —— dtdx) 1/2
cw 1o —w g F_(x,t) |

pois,
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e]VU(x, ) | [VF_(x,t) =

(£1 290 (x, £) [P, (x, ) 1172 (tl/zlvFE(X,t) )| -1/2,
Vamos estimar a primeira integral; inicialmente, temos de
1.1.3.(5}) que
2 2 2
[F_(x,00 |7 = [FOe,e) |7+ e]G(x,0) |

£ (x,t) =P * £ (x}
£ t £

e tamb&m IFF{x,t)]q & subharmonica. Também obtemocs de 1.1.3 (7)

que
AE (1) | - £ ix,t)) > 0
Como
|Ft(x,0)ﬁ = £_(x,0)
e com base no principio do Maximo, teremos de 1.3.3 (6) gue

f (x,t) > |F (x,t)]q
€ - S

Lego,



b
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[ ! tiVU(x,t)fz
J —cr J O

(LY

f/\

A

_'[ J tjUU(x,t)f2fFF(x,O)}dtdx
e O )

0

2

<A ENS f [P _(x,0) jax

|~

[~

A ufuf (' [F(x,e) | + e]G(x,0) [ax
. 2 X 2 L] ]
A NEN, sup [F(x,t)|dx + ca ens [G{x,0) |dx
R t>0 =

(A sup ( [Fx,t)|dx + aA)Hfﬂz

*
>0 J e
2
(A uF T OER) NEKY < (Alpl 1
H - H
ANAT,

Hb

J¥. (x,t) |dt dx <

J ! £ 90 (x,t) {2 fi/q(x,t)cﬂzdx <
—n JU - -

f (jm t;’vU(x,t);2 dt]{FE(x,O)]dx

+ gA)

2
ERS
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No limite para = —* 0 temos
(=] o0 2 2
J J t|VU(x,t) | “|Fx,t)|dtdx < Abgl 1 TE£ly

w0 Mip

Para estimar a sequnda integral,

o0

f J £ VF (x,tH2 B3 (x,t)1_l(h:dx
—oa 0 € 2

usaremos a f£ormula de Green para t e ,Fg{x,t)] o dominioc

R = {(x,t) C IRZJ/](x,t)[ < r}n IRi e as estimativas

|G (x,t) | < 0((1 + fx| + 07

|AG(x,t) | < O((1 + [x| + t)‘4)

que decorrem das propriedades da fungao G.

Pelo Lema 14 (Apéndice), temos também gue

- 2 . l"'l . -
VP _(x, 00 |7 P (x ) | 7 < Aa[T (¢, 8) ]

Yarax < A J | t&]FE(x,t)]dt.dx

L L VE (%, Fo(x,t) |
IR ENERS] |
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f EAIF (x,t)|dtdx = j (t
R € 3R

gt
5 ]Fafx,t)] - [FE(X,t)IEE}GO
onde 3/3n indica o sentide 4z normal & curva 3 Obtemos ent3e
d gt
U > (t Fry }Fa(x,t}{- IFe(x,t)ffm)do
E}RﬂIR+
1
d dat
< f t T JFE (x,t) de + J{ 'Fe{x,t) I_é_ﬁ do
2 2
aRﬁlR+ BEHJR_'_
-3 _ -2
<r 0(r 7)go + J 0(r )dU:O(l/r)
2
8R0m+ aan+
Portanto, para r —» teremos

J f tﬂ]Fr(x,tJ dt dx = j [FE(X,O)fdx

e assim
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J j t[vF_(x,t)lng,(x,t)1_l dt dx
. 0 o £

| A
o=
'
2

[ tAlF (x,t) [dt ax
3 5

it

o
———.
:

ko] [+-]
P (x,0) jdx < A ( sup |F(xX,t) {d®x + Ag J |G(%,0) |ax
& J=w >0 —

No limite para ¢ —— 0 temos:

e +] o B 2 -
f j t[vFE(x,t)} !Fe(x,t)) b ardx <Algl ]
[y ) )

1
0 Heb
Juntandoc ags estimativas obtemos:
[a.e]
J FGoe(x)dx < (alvl | 1EI2) 2 L (aag . y1/2
- Hib Hhp

H

el 1 WEW

Bio

Assim, para £ & BMO temos que o funcional

1

Lf Hﬂb —=> 1R
9 ~»%>J f{x)e (x)dx
ertence a (H1 V' e ainda
p Hb

I efl < A nfu*

i1 <
(HHb)



CAPITULO TV

OS ESPACOS DE HARDY Hl

arom (R -

Estudaremos neste capitulo o problema da decomposicdoc atdmi-
ca dos espacgos Hl(IR). Isto serd feito introduzindo os espagos
Hl atomicos e mostrando que coincidem com os espacgos Hl(ﬂl) ha-
bituais. A demonstragdo deste fato envolve & caracterizacao de gl

via transformada de Hilbert e o teorema da dualidade. Sequiremos

aqui as ideias de Axler [1].
4.1, 08 ESPAQOS DE HARDY Hl'2 AT@MICOS

4.1.1. DEFINICAO. Uma fungao real « € L2(IR) @ chamada  2-&tomo

S5e tiver suporte compacto e se as seguintes condigﬁes forem veri-

ficadas:
2
(1) ot 5 < /01
L
para I um intervalo tal que supp £ C 1, e
(2) [ etoax =0

4.1.2. LEMA. Para todo 2-atomc o temos:
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(1) et

| A~

1. !

DEMONSTRAGAO

ol = J | o (x) | dx
Ll -0

= J |o(x) }dx
I

< (J dx)l/z(J ]u(x)]zdx)l/z
T I

<0 t2annt? -

4,1.3. LEMA. Se (ln) € Rl(IN) e (an) & uma sequéncia de 2-ato-—

mos, entac a série

converge em L~ (IR).

DEMONSTRACAO. Imediata.

1,2

4.1.4. DEFINICAC. O espaco de Hardy atdémico B ATOM(IR) & o subes

pago de Ll(IR) formado pelas fungOes f que admitem uma representagao
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com (i ) e al(INJ
n

e (mn) sequencia de 2-atomos. Equipamos
1,2
HATOM com a norma
H : = .. - J‘ = . ’l
f"Hl,Z inf {nil Jhn | /£ (x) Tknnn(x)}
ATOM -

4.1.5. TEOREMA. vamos ter

1,2 1
(1) HA .

€ a imers3o a continua.

~ : 1,2 ~
al ! - - E 4 -
DEMONQTRAQAO Seja f HATOM Entao

onde (e ) & uma sequdncia de 2~&tomos e (A} & tal que 7 JADJ
n=]1
<=, Pelo lema 4.1.2, temos:
PEL 3 =0 e b < T (A (e < E A < w
Lt n=1 " nl- n=p M ongl - n=l n
1

€ assim f € 7, (IR }.

Vamos provar agora que  Ho € Ll(IR).
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De fato: se o & um 2-atomo e supp « € I, entac

1

W H o
Ll

It

[~

Assim , se =

I I
HfN

Por continuidade,

to implica que £

I |
| L) (k) |dx = J [(Hd)(x)ldx
I

R
(| ax 172 (J | (50} (x) |2 ax) Y2
’1 I
|1|,1/2 L LIS
L
)
L
‘]_l-l/z [I;dl/z <
I\
VX ., teremos
n=1
N N
LD WS D N PN A S:
n=1 L n=1 " n Ll
N
D I N R
n=1 a
teremos que Hf € Ll(IR) para £ =
coub .

Hb

=g
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4.1.6. LEMA. Seja o um 2-3tome e g € BM02. Entac

{1) ’f ni{x)g(x)dx]| <

Mgt
. - 9'BMo

DEMONSTRACAO.

P

IJ u(x)g(x}dx/ = If alx) [gix) - g, dx

| A

f leG) [1g(x) - g fax

iyt

|~

gl
L2 BMO,,

gl

| A

BM02

4.1.7. LEMA. Seja g € BMO2 € I um intervalo fechado.

Entao,
existe um 2-3tomo o ta] que

(1)

i

]I]_l f lg(x) - ngdx < 2 ([ a(x)qg(x)dx|
T - I1 '

DEMONSTRAGAO. Sejam

I, = x e 1/9(x) - g; > 0]
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= -
I, b4 1/g(x) g © 01

Suponhamos 111\ < 112§. Definimos

1/]1] se x € 1,

wlx) = ¢ -/ dI /1) se x € 1,
0 se x ¢ I
L

Verifiquemos agora que o & um 2-atomo. Em primeiro lugar,
supp o € I por construgdo. Agora

J |
[

It

a(x}%zdx f lu(x)]z dx
1

= f_ fa(x) |7 dx + [ lu(x)]z dx
311 J12
= [ |"'2 2
po1TIT e JI,11| SENVIENY
1 2
= lIl\ 11!"2 + 112[111“2(\111/|12\)2

3eh /o9
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© que verifica 4.1.1 (1), Também

o
¢

| a(x)dx = J aflx)dx + { o (x)dx
- I]_ JI2
=1ty ALYV ENVIE N
ST - L - o
1 2 1! 2

C que verifica 4,1,1] (2) . Mostrenmos agora que

{2) a(x} [g{x) - gI} > 0

f
(3) JI'g(X) _ngdX = 2 JI ]g(x) -ngdx = 2 (

J
1y Iy

Ig(xJ-gIldx

De fato. Se x e Il , entao

17 g0 - g1 5 o

Se x € I, , entao

“lgx) - g1 >0
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e assin,
i, tgx) - g 1 > 0

T -

o que verifica (2). Ainda,

il

[I’Q(X) - gI]dX JI [g{x) - gIldx + I IgI - gix)]d= .

1 L

Como

JI{GI - g{x})ldx II {gI - g{x)jdx + J [gI - g{x)]as

1

1 2
= { - lglx) - g ldx + J —lgx) - g ldx =0
"y T
uma vez que g (x) - g; > 0 em I, e glx) - gp < 0 em 1y Te-
remos entao:
[ g, - g(x) dx = { lg. - glx)]adx
i ) I
Il I2

Logo,

%g(x) - gI[dx = 2 J \gI - g(x)ldx

I

J lg (x) - glidx =2 (
I - i
1 2

e isto implica (3). Finalmente,
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fIf"lf fg(x) - g_|dx < 2)11_1 [ lg(x} - g Jax
I T JT I

1

= 2 J ]Iqu[g(x) - gIde
I 1 '

= 2 J al(x) Ig(x) - gI]dx
Ty

I A
[\

[ al{x) {g(x) - gI?dx
T

j “(x) (glx} = g ] dx’
I

= 2 {( al(x)g(x)dx - f a(x)gl.dx
/1

I
= 2 lf a(X)g(X)dx‘
I

- 1,2 . 1
4.1,8. PROPOSICAQ, HATOM e fechado en HHb .

DEMONSTRAGAO. Seija

1 1
Tt Hapom —> By
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L, 2 em H
ATOM Hb'’

il
}.—'—i

a imersao continua de H ou seja, J(f)

Assim, J estd bem definida e & linear. Mostremos que J(H

- 1 .
e fechado em HHb' Seja

1.,
1 . BMO e (HHb)

> Tg
COom
Tg(f) = J g (x) £ () dx
IR

para toda fungao £ € Hé. Considerando a aplicag¢ao transposta

* l Y 1;2 1
J (i) > Baoom
teremos o diagrama
_1. ] J* 112 1
e
(HHb) : {HATOM)
T\\\ //4ﬁf;T
BMO

Entdo, para g € BMO e o um 2-atomo, temos

(J* o T) (g) (a) = 37 (Fg) (o)
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Tg({JI(a)

Il

Tg (o)

I}

f g(x)a(x)dx
IR

Consideremos upa sequéncia de Cauchy (Fn)nEIN em {(J* o) {BMO},

convergindo parg p & (Hl’2

I *
ATOMJ . Como Fn € (J <3T)(BMO)para

(gn)nEIN ém BMO +tg1 que

todo
n,

existe uma sequéncia

* - —
(J o'PJ(an —-Fn

Para todo n. pelg Lema 4.1.7

., Como BM02 = BMO temosg:

}Il—l f lg{x) - gI]dx <2 jf g(x)a(x)dx
I IR

[

20 (3% ) (g) (q) |

|~

L . “
20 (g oT}gH(H ) a"Hl,Z
ATOM) * ATOM

Pa

*
<201 ¢(J% T)g“(Hl,Z )
ATCOM

e entic

Hgn"* < 26 (g% o T)g" 1.2
r ]
(HATOM)
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0 que implica gue a sequéncia (gn)n€zﬂﬂ em BMO & de Cauchy.

Como BMO & completo, (gn)nEIN converge para ¢ & BMO. Sendo

*
J* o T continua, tercmos que

(J*CJT)(gn} > (J*oT) (g)

Mas

(J¥om) (g ) = L
[<]

Fn ——— I (n — =),
Entao

F = (J% o T (g)

o que implica que F & (J*¥ o T)(BMO) e assim (J* oT) (BMO) & fecha

do em (Hl’z

ATOM) . Como T e sobrejetora, temos que

(J* oT) (BMO} = J*[(H

*

e portanto J tem imagem fechada em (Hl

2

- 1
OM) & fechado em H

. 1
Assim, J(H,q
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1,2

- B .
ATOM Mo

4.2. A DUALIDADE H

1,2

4.2.1. DEFINICAO. O subespaco de HATOM

formado pelas fungdes f

que admitem a representacdo

N
fix) = E knanfx)

1,2 1,2

e chamado H""(R). E ficil ver que H 1,2

e densc em HATOM

4.2.2. TEOREMA. O dual de H € O espgac BMO, ro Sequinte

sentido

(i) Para toda fungdo f € BMO, a aplicagao que associa a ca-

da 2-atomo o numero real
(Lf, W)y = f a (x) £(x)dx
iR

se estende a um funcional linear continuo, que continuaremos de-

1,2

ATOM * e ainda

notando por L sobre H

f!

L 1L, = SUP{]J COE0dx|/a e W12 1 2 ey,
- IR

" : ATOM

£ 1
TATOM

1

(1i) Para todo funcional linear continuo L sobre HATOM

existe uma fungao g € BMO tal que para todo 2-&tomo n teremos:
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{2) (L, w) = [ a{x)gix)dx
/IR

e por linearidade (2) permanece valida para Hé’z

DEMONSTRACAC. A primeira igualdade em (1) decorre de:

1,2

1Ll 5 5 = sup { [Lela) | /o €Hyray)

(Hpgom'

1,2 }
ATOM

¥

SUP{]J a(x)f(x)dx|/g € H
IR

Mostremos a segqunda igualdade em (1).

Seja o um 2-&tomc e I C IR um intervalo satisfazendo

condicoes da definigao 4.1.1. Entio:

J aflx)f(x)dx = [ alx) [£(x) - fI]dx
IR IR

1~

I1

= fol 5 - (J | £(x) - fI]2 dx)l/2
L T

2 dx)l/z

=1
(1] { £(x) - f
11 1!

| A

£ .
BMO2

(J 60 [Pa Y2 ([ e - £ y%an /2
I

as
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Para demonstrar a desigualdade contraria, tomemos um interva

lo ITCIIR e 4 fungado definida por

X [(f(x) -~ f ]
a{x) = L I

172
HXI{f(x)-—fI]HszI]

Mostremos que o(x) & un 2-atomo

Xelf(x) - F_J
lal = I 1

dx]l/z

il

-1 -1/2
RN E T S AN YR

(J [XpIEG) - £1 2 gx) 172
L IR

it

X - -1 . ~-1/2
i I [f(x) fI]l]_2 [1] JJXI

. [f({x) - fIJ“ 5

L

= {Ii“l/z

Isto verifica 4.1.1. (1). Mostremos 4.1.1.(2):

f a{x)dx = J e — 177 dx
- —t HXI[f(x) - fI]HL2 )I{




|

=172, - -1
= 1| Ix (f(x) - £ 11 [J fix)dx - { £ dxi J
. Ty bt
= 17 Ay [f(x)-—fllﬂ_é[J f{x)dx-—f £(x)dx] = 0
I L 1 T
Verifiquemos agora que:
J G () E(dx = (11172 J £ - £ ant/?
R 1
De fato: lembrando que
- . 2 2
WA (E(x) = £ = Xo[f(x) - £.1 dx
I I L2 Jl]R \I 11
[2 dx

temos

J a{x;f{x)dx = J a(x) (£(x) - fI]dx
IR IR

X _ ' -
1 I[f(x) fI]lf(x) fI]

dx
TIROIX E(x) - £ gifTIyz
L
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= WX IE(x) - g0l p)tl2 J [£(x) - f
I I L2 T

) L ~1/2
= X [£ (x) £ 1]

L2

(j1)1 J |F(x) - fI[2 ax) +/2
I

el
BMO2

Assim,

1,2
Sup{lfﬂq a(x)£(x)dax|/ o€ Hynomt > HfHBMO2

© que completa a demonstracio de (i),

1,2
ATOM

tervalo I ¢ R que contdm um intervalo I, . colocamos,

Mostremos agora a parte (ii}. Seja L e (g )'. Para um in

L2 = e 121y, J b(x)ax = 0 gtp)
T

~ 2 1,2 . 2 ~
Entao, LO(I) C Hprom Continuamente. para F e Lo(1), a fungao

definida por

a(x) = |1 1/2 LEE TS £ (x)

L

& um 2-atomo.
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De fato: o € L2(IR) pela definigaoc. Mostremos 4.1.1.{(1) e 4.1.1.

(2). Inicialmente, supp « ¢ I pois £ € LE(I]. Tanbémn,

ﬂaﬁzz = J ]u(x)lz dx
L R

= J \Ii“l%fn'g 1£(x) | ax

= ;1]"1ufn'§ ufu22 =1t
L L
o que verifica 4.1.1.(1}. Ainda,
j a{x)dx = J |I|_l/2Hfu_é f(x)dx = 0
—co —00 L

pelo fato de f pertencer a Li{I}. Sendo

-1/2 1

alx) = |1 NEl S £(x)
L
um 2-atomo, entao
£{x) = I£I 2{1[1/2 o {x)
L
tence a Hifl ¢ Lo
pertence aToM | LO90:
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1/2
£l 1,2 < 0El 5 1 .

ATOM L

Isto implica que (L, £) esti definido e existe uma constante ¢

independente dge f tal que:

(L, £3] < cJI}l/2 Fei
h L
2 ~ .
para tode f € L {I). Entdo, sendo L um funcionaj linear conti-
nuo limitade sobre Lg(IJ, L pode ser estendido sobre L2(I) com
a4 mesma norma (Teorema de Hahn-Banach) . Pelo Teorema aa Represen-

tagdo de Riesz, temos que existe umga fungcao 4 € L2(I) tal que

{3) {L,f = f e (X)f(x)ax = { v, £
I

para toda f ¢ LZ{I). Ainda,

Tel , = sup {J( v {x)d(x)dx|}.
L EX_Fll =1 R
T L2

Observemos que, quando restrita a Lé r podemos substituir em (3) @

POr ¢ + ¢ onde e € uma constante.

Vamos agora definir uma fungao g € BMp que satisfaca (3),

Fixemos um ponto X, € IR o consideremos og intervalcs

B, = {x =~ i X+ qi)
o}
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Ve

para cada i inteiro positivo. {Bi}i*l & uma sequéncia  cres-
- _
cente da intervales IR, com U B, = IR. Consideremos ainda uma
i=1 %
sequéncia de fungoes {g,!, tal que g, € L2(B ) e g, satis-
i“i=1 i i i

faz (3) para todo 1i. Colocamos a condigao
(4) I gi(x)dx =0

pois senao, substituiriamos g; por

g, (x) - [Bi|_l JB g, (x)ax
i

e teriamos

Il
—

J 95 (x)}dx
B 3.

i i i

gi(x)dx =0

i}
o)
-
Ed
jols
b
l
f———y

Com esta condigdo satisfeita, obtemos uma fungao g definida em

IR  da seguinte mancira:
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gl{x) = g, (x) para x € B, ,

A fungao g esti bem definida pois para cada i > 1,

9. = 4d.
l+l]B‘ i
1

2 2
H 2 - [
De fato: sabenmos que Bi Bi+l e L (Bi} L7 (B ), donde

i+l
sulta que a fungdo 9441y satisfaz (3) para toda funcao
i
— 2 - o " -
fer (Bi). Entao, a funcao gi+lXBi 9; € uma constante,

ambas estao em Ls(Bi}. Logo, da condicao (4) vem que

. - -1
gi+1>‘Bi T 95 T By JB [9i+l(X)XBi(XJ-gi(x)]dx
1

- -1 -
= 'Blj [ gi+l(X}XBi(x}dx

- ]Bljhl IB 9,{x)dx = 0
1

O que implica que

gi+1jBi -9y

re-

pois
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Mostremos agora que g € BMO Seja I wum intervalo qualquer de

5"

R e f €& L2(I). Entao, existem 1i,]j inteiros positivos tais gue

I CB e I 2 B,
1 J
O que implica que
T2 Bl e Byl = |7
Logo,
II]'lI lg(x) - g " ax < |17t { lg, (x) - |T| 1{ g(x)dx\z dx
I B. I
1
< Jpyt [ lg. tx) - 17t I g.(x)ax|* dx
B . B,
i ]
= | 1] lf kqi(x)lzdx
By

1A

-1 2
x| ugiuLz <

- - - 2
Portanto, como todo 2-atomo o esta em LO , temos
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(L,a) = [ gi{x)a(x)dx
J

O que demonstra (2).

1.3. DECOMPOSICAO ATOMICH DOS ESPACOS Héb

4.3.1. TEOREMA. Upa funcao f pertence g gt

HHb 5€, e somente Se f
pode ser decomposta como

Coim

I~ g
oy

u Sequéncia de 2-atomos,
n' nelIN na g

DEMONSTRACZ0. wo Teorema 4.1.5, vimos que

1,2 1
Harom € T

L . 1,2 - 1
® Na proposicaoc 4.1.8 foi provado que HATOM ¢ fechado em g

Hb :

T
HATOM - HHb
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De fato: Suponhamos

e seja

S S N
£ e Wy = Haron

Entdo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma funcdo ¢ € (Héb)'
tal que
(1) ¢ {f) # 0
e
(2) (31(1{1;2 }l =0

ATOM

Mas pelos teoremas 3.2.1 e 4.2.1, temos que

(H1’2

_ATOM) = BMO
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Entao, de (2) temos:

(I)I (le2 )l = (D
ATOM

€@ assim ¢ & a fungao nula, o dque contradiz (1) bPara a funcao f es
colhida. Logo,

1,2 1
oM Tt
O que implica gque Hl'2 = gt

ATOM ~ HHb :



APENDICE

Indicaremos por

ok (t2 + XZ)-l

Pt{XJ

0 nucleo de Poisson sobre IR, com ¢ = I/m . x€ M e te wT

Indicaremos por f(x,t) a integral de Poisson de £, isto &

Fx,t) = B, % f(x) =f P_(x-y)f(y)ay
- |

1. DEFINIGAO. Sedja u : sz —> R uma fungido continua. Dizemos

que u & harmbnica se

B
s}

au

L= 4+

u
3 =0
dx Bt

%
it

|

b

2. LEMA. Se fe LP(R), 1 < p < w, entio f{x,t) & harménica.

3. LEMA. Seja fe LP(R) , 1 < p < w . Entdo
lim f(x,t) = f(x)
£>0

ém quase toda parte.
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4. DEFINIGCAO. Seja Fa(xo) o cone
T (x) = {(x,t) € RZ / [x =% | < at}
o o ! + o}

2 o , - -
e u: R, —> R uma fungao. Dizemos gque u tem limite nao

tangencial I no ponto x, se u(x,t) +tende a L quando

X ——> X, Do interior de Tﬂ(xo), para todo numero real o > 0.

5. LEMA. Seja f e LP(IR), 1 < p < » . Entdo, f£(x%,t) tem limite

nao tangencial f(x) em guase toda parte.

6. LEMA. Seja u uma fungao harmdnica em Hii tal que existe

uma constante finita € » 0 satisfazendo

sup fu(-,t)h ; < C
t 0 L

Entdo, existe K > 0 tal gue

sup |u{x,t)| < KC/t
XE IR -

— , 2
DEMONSTRACAC. Seja B a bola aberta em IR de centro {(x,t) e

raio t. Da propriedade do valor médio, temos:

lulx,t)| < [B]"l f J]u(x',t')ldx' at’
B
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Consideremocs agora T =71 x J = (0,2t) x (x—t, x+t) | Entao,

existe uma constante Cl tal gue

I

[T = c, |

e alem disso,hmbsqweB C T,

Logo,

'B[-l[ f’u(x',t'} dx'de! < Cl‘T]_lf jIU(X';t')IdX‘dt'
B T

)

-1, -1
Cix (x', ') [ax ap.
11T g fIfJ(u x',t') faxrate

| A

c 1) g7t fl Cdx!

It

cpeft) gt g

il

ClC/2t = KC/t

com K = Cl/2.

7. LEMA. Seja 1y Satisfazendo as condi¢ées do lema ¢, Entao, qu
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r

ulx,t) = i Pt(x-x‘)du(x‘).
J -
DEMONSTRACAQO. Por hipdtese, para t > (0 temos que

bu(-, 8)4 . < C .
.

Entao, existe uma subsequéncia u(- , t') convergindo fracamente a

uma medida y &€ M{IR} guando ' — 0, istoc &,
J u(x‘,t‘)g(X')dx'-w~%f g(x’)du(x") (t — 0)

para toda g € C”(IR). En particular, tomemos

g{x) = Pt(x - x").

Entao g & continua e se anula no infinito para t > 0 e

todo x fixo em JR. Assim, para

whix,t) = [ Pt(x—-x')u(x' , Brdx?

I

vix,t) J Pt(x—x')du(x')

temos gue

w'i{x,t) — v{x,t) (t' — 0).

para
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Vamos mostrar que u(x,t) =

vix,t). Inicialmente, provemos que

w'(x,t) = ulx, t+t'),

Com efeito: sabemos que se uma funcdo h & harménica em H?j
limitada en IRf(tO) = {{x,t)/0 < t, <t} para cada t, s entdo

hix,t+t') = f h(x', £9) P_(x~x')ax"

-

Pelo lema ¢ temos

[u(x,t)} < KC/t

para tode x ¢ k. Assim, fixado

t >0, temos para t > t
o} =~ o
fulx,t)| < KC/t

Entdo, u & limitada emn IRi(tO)

rara todo tO >0 e como u &

harménica, temos que

u{x,t++t')y = f ulx' , t') Pt(x-x')dx’ = w'{x,t)

como queriamos mostrar,

Agora, em vista da continuidade de u em + temos que;:
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u(x,t) = lim u{x,t+t') = 1lim w'({x,t) = v{x,t).
t'-=+0 £ 0

e assim

wix,t) = | P

| t(x-x')dp(x')

0 que conclui a demonstragao.

8. LEMA. Seja p > 1 e g € P(R?) n c®(®R?). Entdo, glx,t)

om 2
pertence a CO(IR+].

- - P 2 ~ -
DEMONSTRACAO. Come g({x,t) € harmonica em BR+ . entac g{x,t) e

- 2 -
contlnua em H(+ . Tambeéem,

lim g(x,t) = g(x)
t--0

em quase toda parte. Mostremos agora que g(x,t) converge a ze-
ro quando | ({x,t)| tende a infinito.

Com efeito: provemos inicialmente que para tode & » 0, exis
te M' > 0 tal que, se t > M' entdo |g(x,t)] < 6  para todo

x € 1IR.
|
bg(x,t) ) = kJ Pt(x-x')g(x'}dx’

[lPt(x-X')g(x')ldx'

j— i
4
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| A
Q

[ijt(x-x') fp'dx']l/p'
= Higl Cl[f(t[t2+ (x=x") 471 ggr) /P!

= Tql cl{f (t[t2(1-+(x-—x')zt_z)]_lJp' ax'j /e’
= lgl Clt_l{j[l-b(x-—x')2t—2]‘p' dx']l/p'

= lgl clt“l[f (1 + XZ)—p' t dx] 1P’

et P L2 -

. ~1/p 2, -1
Igi  ct L+ x5~

Chamando

K =ciglh U1 4+ x2)y
19 p

LP
teremos

la(x, )| < xe" /P
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e portanto

lim |g(x,t}] =0

=31

Logo, para todo & > 0, existe M' » 0 tal que para t > M' te-

mos

lgix,t}| < & .

Provemos agora que: se t < M, existe K > 0 tal que para |x| > K,

temos |g{x,t)] < & .

De fato:

lg{x,t)|

| A

J P (x - x') |g(x") |adx’

= J P (x-x")|g(x")|dx' +

1A
=
o
bt

a
e

————

vl
%
|
b
[N
‘?C
4+
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+ le t[t2 + (x-—x')zlhl{g(x')]dx'

| x-x']>B
' vy —2
< max | g{x Yho+ Cl MHgHm [ (x - x') ax'
Jx-xWiB !
fx-—x'{zB
Tomamos B  de maneira que
f (x~x') axr < 4. (coligh ™

[x-—x'I>B

Para este B, tomamos «k » 0 tal que se [x| > K, entio

lg(x")| < g/2

quando jx - x'{ < B, Assim, para todo 6 >0 , existe XK s g tal

que se  |x| > K, entio

lgx,t) | < 5/2 + §8/2 = g

9. DEFINICAO. se 9 € harmdnica, definimos

(Ng) (x) = sup foix,t)|
t>0

10. LEMA. Para toda fungac harménica vy sobre 1R + ©Xiste yma

constante K > 0 tal que
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(Nu) (%) < RM({Nu{x))

onde M & o operador maximal de Hardy-Littlewood em IR,

DEMONSTRAGCAO. Seja B a bola aberta de IR2 de centro (x,t} e

raic t. Seja T =1 x J = (0,2t) % (x-t , x+tt). Sabemos que exis-

te uma constante Cl tal gue

8] = cyiTl = cyl1] 13l
Como wu(x,t) & harmonica em (x,t), temos pela propriedade do va

lor mé&dio gue

aix,t) | = C]Bl_l J J lalx',t") [dxtat”
B

-1 !
C(C1}I1}J|) 1 J J Julx',£") (ax'dat”
1 /g

R{T lJl)'l j J fulx',t") |dx'dt’
I’

I

< K{|1] [Jl_l) f [ sup |u(x',t'}ldt'dx'
J 4TI t's0
Y
_ - -1 ' 1 1 1l
= K({I] oD ( sup julx',t )](J dc'ldx
J t'™0 I
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= K(|1| ]JJJ”l 1] f sup Ju(x’,t‘)]dx'
J 150

K|g] 71 f (Nu} (x')dx"
J

KJJ}'l [7] M) (x)

= KMM(Nu) (x').

Assim,

julx, t) | <KM (Nu) (x)

O que implica que

Sup julx, t)| < KM (Nu) (x)
£>0 -

€ entao

N(u) (%) < KM (Nu) (x).

11l. LEMA, Se 1 -

P < « , existe uma constante ¢ - g
2

ra toda f e LP(IR®) tem-se

INFI < iy
P - %

tal que pa
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12. TEOREMA. Se U{x,t} & harmonica em IRi e existe uma constan

te ¢ > 0 tal gue

“U(' r t)H L= ([ IU{X,t)[p d}{)l/p i o o<
LY R

para 1 < p < « e para todo t > 0, entao

(a) Quando 1 < p < = , U(x,t) @€ a integral de Foisson de

uma fungao f € LP(my.

(b) Se p =1, Ui{x,t) & a integral de Poisson-Stielties de

-

uma medida de Borel finita; se além disso , U{-, t} & de Cauchy
em norma Ll quando t —> 0, entao U{x,t) & a integral de Pois

son de uma funcao £ C L1(IR).

13, TEOREMA. Se f ¢ LF(R), 1 < p < » e

¢
Uix,t) = Pl{x-vy,t)f{y)dy
T IR
. , _ _ - . . 2
e a integral de Poisson de f, entao U({x,t) & harmonica em ﬂ%+
e também
(1) S lim U, t) = £{x)
t=+0
e
(2) o, e)i _ = (j 10k, 0) P ax) HP <
P R L
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para todo t > 0. Se 1 < p < o » entao U(- , t) converge  para

f em norma LP quando t -—» (.

14. LEMA. Seja F(x,t) harmdnica em IRE+l - Se |F] > 0 num

ponto e q > (n—l)n_l, entdo A(|r|9) > 0 neste ponto. Mais pre-

cisamente, se q > (n—l)nml , temos
calel T e s a(jp|%) 5 eq)p|972(up)2
para duas constantes poesitivas Cq e cG.
OBSERVACAQ. a demonstragao dos Teoremas 12 e 13 estao em [8], pag.

50 e 47 respectivamente. O lema 14 estad demonstrado em [7] , pag

217,
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