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Abstract

Until the present work, the packing radius of a poset code was only known in the
cases where the poset was a chain, hierarchy, a union of disjoint chains of the same
size, and for some families of codes. Our objective is to approach the general case
of any poset. To do this, we will divide the problem into two parts.

The first part consists in finding the packing radius of a single vector. We will show
that this is equivalent to a generalization of a famous NP-hard problem known as
“the partition problem”. Then, we will review the main results known about this
problem giving special attention to the algorithms to solve it. The main ingredient
to these algorithms is what is known as the differentiating method, and therefore,
we will extend it to the general case.

The second part consists in finding the vector that determines the packing radius
of the code. For this, we will show how it is sometimes possible to compare the
packing radius of two vectors without calculating them explicitly.
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Resumo

Até o trabalho presente, sé era conhecido o raio de empacotamento de um cédigo
poset nos casos do poset ser uma cadeia, hierdrquico, a unido disjunta de cadeias
do mesmo tamanho, e para algumas familias de cédigos. Nosso objetivo é abordar
o caso geral de um poset qualquer. Para isso, iremos dividir o problema em dois.

A primeira parte consiste em encontrar o raio de empacotamento de um tnico vetor.
Veremos que este problema é equivalente a uma generalizagdo de um problema
NP-dificil famoso conhecido como “o problema da particio”. Veremos entdo os
principais resultados conhecidos sobre este problema dando atencdo especial aos
algoritmos para resolvé-lo. A receita principal destes algoritmos é o método da
diferenciacdo, e sendo assim, iremos estendé-la para o caso geral.

A segunda parte consiste em encontrar o vetor que determina o raio de empacota-
mento do cédigo. Para isso, mostraremos como é as vezes possivel comparar o raio
de empacotamento de dois vetores sem calcula-los explicitamente.



Introducao

Tradicionalmente a teoria de cddigos é feita num espaco vetorial Fy' sobre um corpo
finito IF; usando-se a métrica de Hamming. Neste dmbito um problema classico é,
fixado n e k, encontrar a maior distancia minima que um cddigo linear de compri-
mento n e dimensdo k pode atingir. Este problema foi generalizado por Niederreiter
em 1991 ([16]) e mais tarde, em 1995 ([2]), Brualdi, Graves e Lawrence, expan-
dindo sobre esse trabalho, introduziram uma nova familia de métricas, chamadas
de métricas poset, que generalizam a métrica de Hamming.

Um fato surpreendente sobre o raio de empacotamento de um cddigo linear ao
considerar a métrica poset € que, diferentemente do que ocorre no caso da métrica
de Hamming, este ndo é necessariamente determinado pelo vetor de peso minimo,
conforme foi observado em [17]. A importéncia disto se reflete no fato de que a
distancia minima costuma ser um dos pardmetros principais de um cédigo, sendo
muitas vezes utilizado na hora da decodificagdo. E Gtil, entdo, conseguir determinar
o raio de empacotamento de um cédigo poset.

Até o trabalho presente, sé era conhecido o raio de empacotamento de um cédigo
poset nos casos do poset ser uma cadeia, hierdrquico, a unido disjunta de cadeias
do mesmo tamanho, e para algumas familias de cédigos. Nosso objetivo é abordar
o caso geral de um poset qualquer. Para isso, iremos dividir o problema em dois.

A primeira parte consiste em encontrar o raio de empacotamento de um (nico vetor.
Veremos que este problema é equivalente a uma generalizagdo de um problema
NP-dificil famoso conhecido como “o problema da particdo”. Veremos entdo os
principais resultados conhecidos sobre este problema dando atencdo especial aos
algoritmos para resolvé-lo. A receita principal destes algoritmos é o método da
diferenciacdo, e sendo assim, iremos estendé-la para o caso geral.

A segunda parte consiste em encontrar o vetor que determina o raio de empacota-
mento do cédigo. Para isso, mostraremos como € as vezes possivel comparar o raio
de empacotamento de dois vetores sem calcula-los explicitamente.



Organizacao

Salvo menc¢&o em contrdrio, os resultados originais deste trabalho se encontram nos
capitulos 3 e 5.

No primeiro capitulo damos uma introducdo breve ao assunto dos cédigos corretores
de erros. Tudo o que é discutido pode ser encontrado em livros textos.

No segundo capitulo introduzimos as definicdes e conceitos bdsicos dos cédigos
posets que serdao necessarios mais adiante.

No terceiro capitulo comegcam nossas contribuicoes. Nele, abordamos o problema
de encontrar o raio de empacotamento de um vetor, e mostramos que este problema
pode ser visto como um problema de particdo. A primeira vez que que o problema
de encontrar o raio de empacotamento de um cddigo poset é identificado como um
problema de particdo é em [24].

No quarto capitulo interrompemos a discussdo sobre os cédigos posets para falar
sobre um problema famoso chamado de “problema da particdo”. Discutimos os
resultados principais jd4 conhecidos sobre o assunto, dando énfase ao método da
diferenciac3o, receita principal dos melhores algoritmos conhecidos para resolver o
problema.

No quinto capitulo, que pode ser visto como uma continuacdo do terceiro, mos-
tramos que o problema de encontrar o raio de empacotamento de um vetor é uma
generalizagdo do problema da particdo, justificando a existéncia do quarto capitulo.
Dai, estendemos o método da diferenciacdo para poder utilizd-lo no caso geral. Apéds
fazer isso, desenvolvemos formas de poder comparar o raio de empacotamento de
dois vetores sem calculd-los explicitamente de modo a facilitar o problema de en-
contrar o raio de empacotamento de um cédigo.



Capitulo 1

Cddigos Corretores de Erros

Neste capitulo damos uma introdugdo breve ao assunto dos cédigos corretores de
erros. Todos os tépicos discutidos podem ser encontrados em livros textos.

Nas primeiras duas secbes discutimos os fundamentos da teoria da informagdo. A
referéncia principal é o artigo [21] e como livro texto recomendamos [3].

Na terceira se¢do introduzimos a métrica de Hamming nomeada assim em homena-
gem a Richard Hamming. O livro texto que recomendamos é [6] escrito pelo propio
Hamming.

Na quarta secao introduzimos o raio de empacotamento, cuja determinacao no caso
das métricas posets (a serem introduzidas no préximo capitulo) é o foco principal
deste trabalho. Para o leitor interessado no assunto geral do raio de empacotamento
recomendamos o livro [13].

1.1 O modelo de Shannon-Weaver

A teoria da informagdo, como teoria matemdtica, comegou em 1948 com a pu-
blicagdo do artigo “A Mathematical Theory of Communication” [21], escrito por
Claude E. Shannon. Neste artigo ele constréi um modelo matemdtico para um
sistema de comunica¢do genérico. O sistema, esquematizado pela figura abaixo,
consiste em cinco partes:

1. Uma fonte de informacdo (information source), que produz uma ou vdrias
mensagens a serem enviadas pelo canal ao destinatdrio (destination). A men-
sagem pode ser de varios tipos: uma sequéncia de letras, uma imagem, uma
musica, etc. A natureza da informacgdo é irrelevante.

2. Um transmissor (transmitter), que transforma a mensagem num sinal (sig-
nal) adequado para ser transmitido pelo canal. Na telefonia, por exemplo,



Information

Source Transmitter Receiver Destination
1 1
Signal Received
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Source

Figura 1.1: Modelo Original de Shannon [21]

isto consiste em transformar os sons emitidos pela fonte em sinais elétricos
para poder envid-los por meio de cabos. E comum chamar o transmissor de
codificador e o sinal de cédigo.

3. Um canal, o meio pelo qual o sinal é transmitido para o receptor (reciever).
Na telefonia o canal seria o cabo telefénico. Dizemos que o canal tem ruido
quando o sinal enviado pelo transmissor n3o é necessariamente o recebido
pelo receptor (reciever). Um exemplo cldssico de ruido é o “chiado” as vezes
presente numa conversa telefénica. O que produz o ruido é chamado de fonte
de ruido (noise source).

4. Um receptor, cuja fungdo é transformar o sinal recebido na mensagem original
produzida pela fonte de informacdo. Na telefonia, o receptor transformaria o
sinal elétrico em som, de preferéncia, no som original emitido pela fonte. E
comum chamar o receptor de decodificador.

5. Um destinatario, a pessoa ou “coisa”a qual se destina a mensagem.

Este modelo de comunicagdo é chamado de modelo de Shannon-Weaver, em ho-
menagem ao Shannon, ja mencionado, e a Warren Weaver. Ambos sdo co-autores
do livro “The Mathematical Theory of Communication” [22] que contém o artigo
original do Shannon e uma popularizacdo deste escrito por Weaver. Para poder
trabalhar de forma mais concreta com o modelo teremos que dar representacées
matematicas para as partes descritas acima. De modo geral, os sistemas de co-
municacdo podem ser classificados de trés formas: discretos, continuos e mistos.
Neste trabalho estamos apenas interessados nos sistemas discretos.

1.2 Sistemas Discretos de Comunicacao

Chamamos de alfabeto a um conjunto finito A, e de letra a cada elemento deste
conjunto. Uma sequéncia finita de n elementos de A é chamado de palavra de
comprimento n. Sempre consideramos palavras de comprimento finito. No sistema
de comunicagdo, as mensagens produzidas pela fonte sdo as letras de um alfabeto



chamado de alfabeto da fonte. Estas letras estdo associadas a uma distribuicdo
de probabilidade que dita suas probabilidades de ocorréncia.

Exemplo 1. Nossa fonte de informacdo pode ser uma moeda considerada ‘justa”.
Com isto queremos dizer que o alfabeto da fonte é

S = {cara, coroa}

com a seguinte distribuicdo de probabilidade

p(cara) = p(coroa) = 5

O codificador tem o trabalho de converter as letras do alfabeto da fonte em palavras
de um outro alfabeto chamado de alfabeto do canal, mais adequando para a
transmissdo pelo canal. Ele fard isso por meio de uma funcao de codificacao.

Definicdo 1. Seja S o alfabeto da fonte e P o conjunto de todas as palavras do
alfabeto do canal. Uma fungdo de codificacdo é uma fungdo injetora ¢ : S — P. A
imagem da fungdo é chamada de cédigo, e cada um de seus elementos de palavra-
codigo.

Como o alfabeto da fonte é finito, temos que o cédigo também ¢é finito.

Neste trabalho estamos apenas interessados em cédigos em que todas as palavras-
cédigo tem um mesmo comprimento.

Definicao 2. Chamamos de cédigo de bloco a um cédigo C em que todas as
palavras-cédigo tém um mesmo comprimento fixo n. Se, além disso, o cédigo tem
M palavras-cédigo, dizemos que C é um (n, M) cédigo de bloco.

Exemplo 2. Continuando com o exemplo da moeda. Suponha que gostariamos
de comunicar os resultados dos lancamentos da moeda a alguém que se encontra
distante e que, para isto, temos duas bandeirinhas, uma vermelha e uma azul.
Podemos combinar com a pessoa que toda vez que der cara vamos levantar a
bandeira vermelha trés vezes e toda vez que der coroa vamos levantar a bandeira
azul trés vezes. O alfabeto do canal é ent3o

A = {vermelho, azul},
e a fungdo de codificagdo é

¢(cara) = (vermelho, vermelho, vermelho)

¢(coroa) = (azul,azul, azul).
Dai o cédigo é
C = {(vermelho, vermelho,vermelho), (azul, azul,azul)},

um (3,2) cédigo de bloco.



O canal é o meio pelo qual o codificador se comunica com o decodificador. A comu-
nicagdo é feita enviando-se uma letra do alfabeto do canal de cada vez. Quando ha
ruido, este é caracterizado por uma distribuicdo de probabilidade condicionada que
dita as probabilidades de que letra serad recebida dado o que realmente foi enviado.
A letra enviada pelo codificador num determinado momento é chamada de entrada
e a recebida pelo decodificador de saida.

Duas classes importantes de canal sdo os simétricos e os sem memoria.

Definicao 3. Um canal € dito simétrico quando a probabilidade do sinal original
chegar é uma constante igual para todos os sinais e a distribuicdo de probabilidade
da saida, condicionada ao fato do sinal ter sido corrompida, é uniforme. Ou seja,
se p € a probabilidade de chegar a mensagem correta, e A € o alfabeto do canal,
entdo para todo x,y € A

P(receber x|enviado x) = p

P(receber x|enviado y) = |A|;p1’

onde |A| denota a cardinalidade do conjunto A.

Definicao 4. Um canal é dito sem meméria quando a distribuicdo de probabilidade
da saida depende apenas da entrada atual do canal. Ou seja, se A é o alfabeto do
canal e x;,y; € A, entdo

P(receber x1x3 ... x,|enviado y1ys ... yn) = H P(receber x;|enviado y;).

K3

Exemplo 3. Continuando com o exemplo da moeda. Suponha que a pessoa para
quem estamos sinalizando com as bandeirinhas tem uma chance de 10% de confun-
dir a cor das bandeirinhas, e que o desempenho dela é sempre o mesmo, ou seja, o
passado ndo afeta o presente no que diz respeito a ela identificar corretamente a cor
da bandeirinha. Em termos técnicos estamos dizendo que o canal sendo utilizado é
simétrico e sem memdria determinado pelas seguintes probabilidades condicionais:

p(ver bandeira azul|mostramos bandeira azul) = 90%

p(ver bandeira vermelha|mostramos bandeira vermelha) = 90%
p(ver bandeira azul|mostramos bandeira vermelha) = 10%
p(ver bandeira vermelha|mostramos bandeira azul) = 10%.
O trabalho do decodificador consiste em duas etapas. Na Primeira, ele deve inferir

qual foi a palavra-cédigo original enviada pelo codificador. Utilizar cédigos de bloco
facilita esta etapa pois dai o decodificador sabe quantas letras deve receber para



para inferir qual palavra foi enviada. A segunda etapa consiste em inverter a fung¢do
de codificacdo de modo a que o destinatario receba a mensagem, de preferéncia
a original. Muitas vezes inverter a fun¢do de codificacdo pode ser muito dificil
computacionalmente e é preferivel aproximar esta invers3o.

Consideramos também a possibilidade do decodificador n3o decidir qual palavra-
cédigo foi enviada e simplesmente declarar que houve um erro.

O processo pelo qual o decodificador decide qual palavra-cédigo foi enviada ou se
declara erro é chamado de regra de decisao.

Definicao 5. Seja C' um cédigo sobre um alfabeto A, P o conjunto de todas as
palavras que tém possibilidade de chegar ao decodificador quando uma palavra-
cédigo € enviada e 7 um simbolo distinto de qualquer palavra-cédigo de C. Uma
regra de decisdo € uma funcio f : P — C U {?} tal que se x € P é uma palavra
recebida pelo decodificador, ele decodifica x como f(x) se f(x) #? ou declara um
erro de decodificacdo se f(x) =7.

Note que, se o cédigo C for um (n, M) cédigo de bloco entdo P = A™.

Exemplo 4. Continuando com o exemplo da moeda. Como o cddigo combinado
€ de bloco a pessoa sabe que cada vez que trés bandeirinhas sdo levantadas, uma
palavra foi enviada. Uma possivel regra de decisdo € ele interpretar a palavra enviada
da seguinte forma: se as trés vezes que a bandeirinha foi levantada ele viu a mesma
cor ele assume que ndo houve erro na transmissdo, mas se ele observar bandeirinhas
de cores distintas ele assume que fez um tnico erro e considera que a bandeirinha
de cor diferente das outras duas esta errada. Em termos técnicos a sua regra de
decisdo € (para ndo ocupar muito espaco representamos vermelho pela letra v e azul
pela letra a):

f((U,U,U)) = f((v,v,a)) = f((vva»v)) = f((a,v,v)) = (U7va)
f((aa a’a)) = f((aaavv)) = f((aavva)) = f((v,a, a)) =

ApGs fazer isso a pessoa inverte a funcdo de decodificacdo e interpreta (v,v,v)
como cara e (a,a,a) como coroa.

(a,a,a).

Existem vdrios possiveis critérios para escolher uma regra de decisdo. A principio
queremos aumentar a probabilidade de que o decodificador acerte qual palavra foi
enviada, no entanto, muitas vezes esse critério ndo é vidvel do ponto de vista
computacional e optamos por uma aproximacao.

Uma das possiveis expressdes para a probabilidade de acerto é a seguinte.
Proposicao 1. Seja A o alfabeto do canal, C' um cédigo sobre A, P o conjunto
de todas as palavras que tém possibilidade de chegar ao decodificador quando uma

palavra-cédigo € enviada, e f uma regra de decisdo. Entdo, a probabilidade do
decodificador acertar a palavra enviada é:

p(acerto) = Z p(enviado f(d)|recebido d)p(recebido d).
dep



Demonstragdo. Basta condicionar sobre as palavras recebidas. O

Logo, a probabilidade de acerto pode ser maximizada escolhendo-se um critério de
decisdo f que maximize cada uma das probabilidades

p(enviado f(d)|recebido d).

Temos entdo a seguinte definicdo e resultado.

Definicao 6. Seja C' um cédigo, P o conjunto de todas as palavras que tém
possibilidade de chegar ao decodificador quando uma palavra-cédigo € enviada, e f
uma regra de decisdo. Entdo, f é dita um observador ideal se para todo d € P

p(enviado f(d)|recebido d) = maé(p(enviado c|recebido d).
ce

Proposicao 2. Uma regra de decisdo que é um observador ideal, maximiza a pro-
babilidade de que o decodificador acerte na decodificacdo.

Demonstracdo. Resultado direto da definicao 6. O

Note que, a propriedade de ser um observador ideal depende da distribuicdo de
probabilidade da fonte, pois por Bayes
p(recebido dlenviado ¢)p(enviado ¢)

Z p(recebido d|enviado ¢ )p(enviado ¢')
ceC

p(enviado c|recebido d) =

Se a distribuicdo da fonte for uniforme teremos

p(enviado ¢') =

[cr
e portanto,

p(recebido dlenviado ¢)

Z p(recebido d|enviado c').
ceC

p(enviado c|recebido d) =

Como o denominador n3o depende de ¢, maximizar p(enviado c|recebido d) é equi-
valente a maximizar p(recebido d|enviado c). Temos entdo a seguinte defini¢do e
resultado.

Definicdo 7. Seja C um cédigo, P o conjunto de todas as palavras que tém possi-
bilidade de chegar ao decodificador quando uma palavra-cddigo € enviada, e f uma
regra de decisdo. Entdo, f € dita um decodificador por maxima verossimilhanca
se para todo d € P

p(recebido d|enviado f(d)) = mac);p(recebido d|enviado c).
ce



Proposicao 3. Se a distribuicdo de probabilidade da fonte € a uniforme, entdo uma
regra de decisdo € um observador ideal se e somente se é um decodificador por
mdxima verossimilhanga.

Demonstracido. Resultado direto da definicdo 7. O

Exemplo 5. Continuando com o exemplo da moeda. E ficil ver que a regra de de-
cisdo utilizada € um decodificador por maxima verossimilhanga, pois é mais provavel
que ndo haja erros ou que haja apenas um do que dois ou trés. Como a distribuicdo
de probabilidade da fonte (a moeda) é uniforme, temos que o decodificador é um
observador ideal e, portanto esta regra de decisdo é a que maximiza a chance do de-
codificador - a pessoa - decodificar a mensagem corretamente. Fazendo as contas,
temos que a chance da pessoa receber a mensagem correta é de 97,2%.

No modelo de comunicag¢do é comum subdividir o codificador em mais duas partes: o
codificador de fonte, que busca retirar redundancia da mensagem recebida da fonte,
e o codificador de canal, que buscar adicionar redundancia 3 mensagem enviada
pelo codificador de fonte, de modo a proteger o sinal contra erros introduzidos pelo
canal. Nesse caso devemos também subdividir o decodificador em duas partes, cada
uma para desfazer o que foi feito por um dos codificadores. Representamos isto na
Figura 1.2.

Fonte

Codificador

Codificador

- de de
Discreta Fonte Canal
¥
Canal
Decoditicador Decodificador
Destinatario e de i de s
Fonte Canal

Figura 1.2: Modelo Estendido de Comunicagao

Quando a distribuicdo de probabilidade da fonte n3o é uniforme, ha redundancia nas
mensagens emitidas por ela. Uma boa codificacdo de fonte retira esta redundancia
e além disso, o alfabeto do codificador de fonte é o mesmo do codificador de canal.
Como estamos apenas interessados na codificacdo de canal, iremos assumir que foi
feito uma boa codificacdo de fonte. Isto equivale a considerar o modelo original da
Figura 1.1 com as hipéteses adicionais de que a distribuicdo de probabilidade da
fonte é uniforme e o alfabeto dela é o mesmo que o do canal.



Exemplo 6. Continuando com o exemplo da moeda. Neste caso, a fonte jd tem
distribuicdo de probabilidade uniforme. Basta que o codificador de fonte transforme

cara v+ v

coroa +— a.

Isto € equivalente a trocar a nossa fonte por outra que emite v e a, ambas com
probabilidade de 50%.

Temos ent3o uma nova varidvel a considerar, o comprimento das palavras da fonte.
Como as mensagens sdo enviadas pelo canal letra por letra, o ideal é que a codi-
ficagdo n3o aumente muito o tamanho da mensagem. Teremos entdo uma forma
de quantificar a redundancia em uma mensagem.

Definicdo 8. A taxa de informacao de um cddigo é a propor¢do de letras ndo

redundantes, ou seja, se a taxa de informagdo é — entdo para cada k letras emitidas
n

pela fonte o codificador emite em média n letras para transmitir pelo canal.

Obviamente existe uma correlacdo entre a taxa de informacdo e a capacidade do
cédigo de corrigir erros.

Exemplo 7. Continuando com o exemplo da moeda. Ambas as palavras da fonte
tem comprimento um, e ambas sdo codificadas em palavras de comprimento trés.

. ~ o1 .
Logo, a taxa de informacdo do cddigo é —. Isto quer dizer que para que a pessoa

interprete uma mensagem, devemos transmitir o sinal trés vezes. Enviando o sinal
sem codifica-lo, a pessoa saberia o resultado de cada lancamento instantaneamente
com 10% de probabilidade de erro. Usando o cddigo, a pessoa deve esperar que se
levante a bandeirinha 3 vezes para saber o resultado de cada lancamento, mas a
probabilidade de erro é de 2,8%.

Como apareceu uma nova varidvel, o comprimento da palavra da fonte, teremos
que estender a definicdo de cédigo de bloco.

Definicao 9. Um cddigo C é um (n,|C|) cédigo de bloco quando todas as palavras
do dominio de sua fungdo de codificagdo tém um tamanho fixo k e todas as palavras
da imagem desta fungdo tém um tamanho fixo n.

Existe uma outra forma de proteger mensagens contra erros sem prejudicar tanto a
taxa de informacg3o. A ideia é fazer o que se chama de extens3o de fonte.

Definicao 10. Seja F' o conjunto das mensagens de uma fonte. A n-ésima ex-
tensao da fonte ¢é a fonte cujo conjunto de mensagens é F™.

O custo de se estender uma fonte é que para iniciar o processo de codificacdo temos
que esperar o tempo que demora para a fonte gerar as n mensagens.
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Um dos teoremas mais importantes de Shannon, publicado em [21], é o teorema
de codificagdo para canais ruidosos (Noisy-channel coding theorem). O teorema
diz que dado um canal discreto sem memdria, existe um ndmero C, chamado de
capacidade do canal, que depende apenas das caracteristicas do canal, que satisfaz
a seguinte propriedade: Para todo ¢ > 0 e R < C, existe um n e um cddigo sobre
a m-ésima extensdo da fonte tal que sua taxa de informacdo é maior do que R
e a probabilidade do decodificador errar é menor do que €. A reciproca também
vale, ou seja, se a taxa de informagdo é maior do que a capacidade do canal,
ndo ha decodificacdo com probabilidade arbitrariamente pequena. A demonstragdo
do teorema ndo é construtiva no entanto, e encontrar cédigos cuja taxa atinge a
capacidade do canal continua um problema em aberto.

Exemplo 8. Continuando com o exemplo da moeda. A capacidade do canal é
aproximadamente 0, 53. Isso quer dizer que ndo importa o quio pequeno queremos
a probabilidade de erro, existe uma extensio de fonte e um cédigo que satisfazem

nossas condicdes e que transmite a uma taxa de informagdo de aproximadamente
1

>
1.3 Meétrica de Hamming

Nesta secdo trataremos de cédigos com mais estrutura. Os alfabetos que utilizamos
sdo os corpos finitos. Denotamos estes por F,, onde ¢, uma poténcia de primo, é
a cardinalidade do corpo. Além disso, estamos interessados apenas em cédigos de
bloco. Isso quer dizer que a fungdo de codificacdo é sempre da forma

.k n
[ :Fy— Fy,

e portanto, o c6digo é sempre um subconjunto de Fy. Definimos a seguir o que é
um cédigo linear.

Definicdo 11. Seja C C Fy um cddigo. Entdo, C' € dito um cédigo linear se é
um espaco vetorial.

Exemplo 9. Tomemos F2 = {0, 1} como sendo o alfabeto e C' = {000,111} como
o cddigo. Interpretando 1 como sendo vermelho e O como sendo azul, este cddigo
é essencialmente o mesmo utilizado no exemplo da moeda da secido anterior.

Na sec3o anterior vimos dois tipos de decodificadores. Nesta, iremos estudar um
chamado de decodificador por méxima proximidade. Para usi-lo teremos que definir
uma métrica no nosso espaco.

Definicdo 12. Seja C' C Fy um cddigo e d uma métrica sobre ;. Um decodi-
ficador por maxima proximidade interpreta uma palavra x € F; como sendo a
palavra-cédigo mais perto de x usando a métrica d. No caso em que a palavra-cédigo
mais perto de x ndo seja tnica, escolhe-se arbitrariamente uma destas palavras.
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Uma das vantagens do decodificador por proximidade quando comparado aos apre-
sentados no capitulo anterior é que este ndo depende das probabilidades envolvidas
no canal. E o que chamamos de um decodificador universal.

Existem vdrias possiveis métricas para se definir no espaco. Nesta secdo estudamos
a métrica de Hamming. No préximo capitulo estudamos uma classe de métricas,
chamadas de métricas posets que generalizam a métrica de Hamming. Definimos
primeiro o peso de Hamming.

Definicdo 13. Seja x € Fy. O peso de Hamming de x ¢
wr (z) = [supp(z)|,

onde supp(x) = {i : x; # 0}.

O peso de Hamming de uma palavra é entdo a quantidade de coordenadas n3o
nulas da palavra. Este peso, como provamos a seguir, induz uma métrica em Fy
chamada de métrica de Hamming.

Proposicao 4. A funcdo
dp :Fy xFy — N,

tal que
di(z,y) = wr(z —y),

define uma métrica, chamada de métrica de Hamming.

Provamos apenas a desigualdade triangular, pois as outras propriedades saem direto
da definig3o.

Demonstracdo. Queremos provar que dados x,y, z € Fy; temos
dH(x7 Z) < dH(x7 y) + dH(ya Z)

Seja i € supp(x — 2), logo x; # z;. Se x; = y; dal y; # z; e, portanto i €
supp(y — z). No entanto se x; # y; entdo i € supp(x — y). Portanto,

supp(z — z) C supp(z —y) U supp(y — 2).
Mas daf,
du(z,2) = [supp(z — 2)|
< [supp(z —y) U supp(y — 2)|

< |supp(x — y)| + |supp(y — 2)|

12



Note que, a distdncia de Hamming entre a palavra enviada pelo codificador e a
recebida pelo decodificador é a quantidade de erros que ocorreram na transmissio.

Exemplo 10. Usando o cédigo do exemplo anterior,
wg (111) = 3,
e portanto,

dp (111,000) = 3.

Como ¢é usual em qualquer espago métrico, dados = € Fy e r € R, definimos a bola
de centro x e raio r como

B(z,r)={y €eFy :d(z,y) <r}.

Esta abordagem torna o problema de decodificagdo num problema geométrico. Uma
pergunta natural é: qudo bom é um decodificador por maxima proximidade, usando
a métrica de Hamming, se queremos minimizar a probabilidade de erro na decodi-
ficagdo? Provaremos a seguir que num canal sem memdria em que a probabilidade
de erro é menor do que meio, o decodificador por maxima proximidade usando a
métrica de Hamming é equivalente a um decodificador por maxima verossimilhanca.

Proposicao 5. Se num canal discreto sem memdria a probabilidade de uma letra

enviada ser corrompida € p < 5 entdo um decodificador por mdxima proximidade

€ equivalente a um decodificador por maxima verossimilhanca.

Demonstracdo. Seja x € Fy a palavra enviada, y € Fy a palavra recebida e d =
dg(z,y). Como o canal é sem memdria e sabemos que houveram d erros na
transmissao temos que:

P(y recebido|x enviado) = (1 — p)"ip?

=(1-p)"p* (&))d

-a-nr(25)"

Mas como p < oL maximizar a probabilidade é equivalente a minimizar d. O

Como vimos na se¢do anterior, se a distribuicdo de probabilidade da fonte é uniforme,
entdo o decodificador por maxima verossimilhanca é equivalente ao observador ideal.
Logo,
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Proposicao 6. Se a distribuicdo de probabilidade da fonte é uniforme e o canal
€ discreto sem memdria com probabilidade de uma letra enviada ser corrompida
menor do que meio, entdo o decodificador por maxima proximidade maximiza a
chance de o decodificador decodificar corretamente.

Exemplo 11. Continuando o exemplo das moedas, o tltimo resultado confirma o
que vimos na secdo anterior de que a nossa regra de decisdo é étima para minimizar
a chance de erro do decodificador.

Na préxima secao abordaremos o problema de achar qual é a quantidade minima de
erros que um cédigo corrige. Isto certamente depende da distancia entre as palavras
do cddigo. S3o naturais entdo as seguintes definicdes:

Definicdo 14. Seja C' C Fy um cddigo e d uma métrica sobre F;. O peso minimo
de C € definido como

wy(C) = min{wy(z) : x € C — {0}}.
A distancia minima de C' € definida como

dg(C) =min{dg(z,y) : z,y € C,x £ y}.

Note que, se um cédigo € linear a diferenca de duas palavras-cédigo também é uma
palavra-cédigo e, portanto a distancia minima e o peso minimo do cddigo coincidem.

1.4 Raio de Empacotamento

Nesta secdo abordamos a seguinte questdo: Qual é a quantidade maxima de erros
que um decodificador por maxima proximidade pode corrigir, independentemente
da palavra-cédigo, ao utilizar-se a métrica de Hamming?

Como vimos na secdo anterior, a distdncia de Hamming entre a palavra enviada e
a recebida é a quantidade de erros que ocorreram na transmissdo. Sendo assim,
se todas as bolas de raio r centradas em palavras-cédigo n3o se interceptam, o
codificador ird interpretar todas as palavras de uma bola como sendo a palavra-
cédigo do centro, corrigindo no minimo 7 erros. O que queremos ent3do é saber qual é
o maior valor possivel para r. A este valor damos o nome de raio de empacotamento.

Definicdo 15. Seja C' C Fy um cddigo e d uma métrica sobre Fy. O raio de

empacotamento de C é o maior inteiro, denotado por R;(C), tal que
By (z, Ra(C)) N By (y, Ra(C)) =0

para todo x,y € C com x # y.

No caso da métrica de Hamming, o raio de empacotamento é determinado pela
distancia minima do cédigo.
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Proposicdo 7. Seja C' C [y um cddigo. Entdo,

dH(C)—1J7

Ra, (C) = { 5

onde | x| € a parte inteira de x € R.

Demonstragdo. Sejam xz,y € C, d =dg(C) e

d—1
R= {QJ |
Suponha que existe
z € Br(x,R)N Byu(y, R).
Mas dai,

d<dg(x,y)
<du(z,2) +du(z,y)
< 2R
<d-1.

Uma contradi¢do. Logo,
Br(x,R)NBy(y,R) = 0.

Resta mostrar que R é o maior inteiro satisfazendo isto. Primeiro note que, como
d é inteiro,

d—1 d—1 1
> a0
{ 2 J— 2 2

e portanto,

Sejam entdo v,w € C tais que dy(v,w) = d, e ki,ka,...,kq as coordenadas
em que v e w diferem. Defina z € C como sendo a palavra cujas coordenadas
ki,ko, ..., kry1 coincidem com v e o resto delas coincide com w. Por defini¢do,

dpg(z,w)=R+1

dp(z,v) =d— (R+1).

15



Aplicando a desigualdade provada acima temos

dg(z,v) =d—(R+1)
<R+1,

e portanto,

z€ Bg(v,R+1)NBy(w,R+1).

dg(C)—1
2
Na primeira parte da demonstracdo, usamos apenas as propriedades de espago

métrico e nenhuma especial da métrica de Hamming. Logo, num espago métrico
qualquer, temos um limitante inferior para o raio de empacotamento.

Em suma, um cédigo C corrige ao menos até { J erros.

Proposicdo 8. Seja C' C [y um cddigo e d uma métrica sobre IFy. Entdo,
d(C) -1
4G | < rate) <ae) -1
Demonstracdo. A desigualdade do lado esquerdo foi provada na Proposicao 7. A
do lado direito é ébvia, pois se x,y € C sdo tais que d(C) = d(z,y) entdo
z € B(z,d(C)) N B(y,d(C)).

O

O raio de empacotamento das métricas estudadas no préximo capitulo atinge todos
os valores da desigualdade acima.

Uma classe importante de cddigos sdo os chamados cédigos perfeitos.

Definicdo 16. Um cddigo C' C F é chamado de cédigo perfeito se

U B(z,Ru(C)) =F},

zeC

i.e. se toda palavra dista no maximo R,(C) de uma palavra cédigo.

Para decodificar uma palavra = € Fj de um cédigo perfeito C' C Fy, basta inter-
pretd-la como a dnica palavra-cédigo ¢ € C que pertence a B(z, Rq(C)).
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Capitulo 2

Cadigos Poset

O foco deste capitulo é introduzir as definicGes e conceitos basicos relacionados a
cédigos poset.

Na primeira secdo, introduziremos os conceitos basicos de conjuntos parcialmente
ordenados (posets) que serdo utilizados no restante do trabalho. Estes conceitos
podem ser encontrados em livros textos que abordem o assunto de posets como,
por exemplo, [23].

Na segunda secdo definiremos o que sdo os cédigos poset. Na literatura eles apa-
receram inicialmente de forma generalizada em [2]. Para o leitor interessado nas
possiveis aplicagdes para estes cédigos recomendamos [19] e [18].

2.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Uma ordem parcial é a generalizacio da ideia de ordenamento.

Definicao 17. Um conjunto parcialmente ordenado, também chamado de poset
(partially ordered set), é uma dupla P = (X, <) onde X é um conjunto qualquer,
e = € uma operacdo bindria em X, chamada de ordem parcial, que satisfaz as
seguintes propriedades. Para todo r,y,z € X:

o x < x. (reflexividade)
e Sex Syey=uwz entdox =y. (anti simetria)

e Sex <Xyey =Xz entdox X z. (transitividade)

Se considerarmos mais de uma ordem em um conjunto, para evitar ambiguidade,
denotamos a ordem parcial por <p.
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E comum abusar da nota¢do e identificar o poset com o conjunto adjacente. Natu-
ralmente diremos que x é menor ou igual do que y quando = < y. Do mesmo modo
que se faz com o simbolo de menor ou igual, interpretamos = = y como y =X = ,
r<ycomox XyexrF£y, ex>=ycomoy =< .

Exemplo 12. O conjunto dos niimeros naturais com a ordem natural é um poset.

Note que, n3o é necessario que para dois elementos x,y de um poset P tenhamos
que z = y ou y =< x (como acontece com os naturais). Quando isto ocorre,
dizemos que os elementos s3o compardveis, e caso contrario, dizemos que sao
incomparaveis. Sendo assim, n3o é necessario que exista um elemento mdximo,
mesmo num conjunto finito. Um elemento de um poset é maximal quando ndo
existe nenhum outro elemento maior do que ele. Analogamente, um elemento é
minimal quando n3o existe nenhum outro elemento menor do que ele.

Exemplo 13. Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, denotado por
284 com a relacdo bindria de continéncia como ordem é um poset. Ou seja, se
A C B C A dizemos que A < B. Se o conjunto tem pelo menos dois elementos
a,b € A, entdo {a} e {b} ndo sdo comparaveis.

Um poset em que todos os elementos s3o compardveis é chamado de cadeia, e
se nenhum elemento é comparavel a outro diferente, chamamos o poset de anti-
cadeia. Os ndmeros naturais, por exemplo, com a ordem natural é uma cadeia.

Dizemos que um elemento y de um poset cobre outro elemento x se x < y e ndo
existe nenhum elemento z distinto de x,y tal que z < z < y.

Exemplo 14. No conjunto dos naturais, o sucessor n + 1 de um nidmero n € o
dnico que o cobre.
Dois posets s3o ditos isomorfos se a estrutura destes é essencialmente a mesma.

Mais precisamente,

Definicdo 18. Sejam P = (X,=X) e Q = (X', ') dois posets. Eles sdo ditos
isomorfos se existir uma bijecdo entre eles,

f: X=X
que preserve a ordem, i.e. © <p y se e somente se f(x) <g f(y).
Exemplo 15. O conjunto dos niimeros naturais com a ordem natural é isomorfa

ao dos nimeros pares positivos com a ordem natural. Basta usar a bijecdo que leva
um numero no seu dobro.

Daqui por diante consideraremos apenas posets finitos. Sendo assim, dado um
poset P com n elementos podemos definir uma ordem parcial no conjunto [n] =

{1,2,...,n} que o torne isomorfo a P. Logo, se estamos apenas interessados nas
propriedades satisfeitas pela estrutura do poset podemos assumir, sem perda de
generalidade, que o poset é sempre sobre o conjunto [n] = {1,2,...,n}.
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Exemplo 16. Seja P = {a,b,c} com a ordem a < c¢. Basta substituir a por 1, b
por 2 e ¢ por 3 que temos um poset isomorfo a P sobre [3].

1 2.

Figura 2.1: Diagrama de Hasse do Exemplo 16.

Os posets finitos podem ser representados por diagramas de Hasse. Dado um
poset finito P, representamos seus elementos como vértices num plano e ligamos
dois vértices = e y por uma curva (geralmente um segmento de reta) se um cobre
o outro. Fazemos isto de modo que o elemento maior fique acima do menor no
plano.

Exemplo 17. Um Poset de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman (NRS) € a unido
disjunta de cadeias de mesmo comprimento. A Figura 2.2 é um poset NRS de 4
cadeias de comprimento 3.

Figura 2.2: Poset de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman.
Outra forma de representar um poset é por uma matriz bindria onde as entradas da
matriz indicam as relacdes entre os elementos do poset.

Definicao 19. Seja P um poset de cardinalidade n. A matriz de adjacéncia de
P € a matriz quadrada A, «,, cujas coordenadas sdo definidas da seguinte forma:

A — 1 sei1 < j
9710 caso contrdrio
Exemplo 18. A matriz de adjacéncia do poset do Exemplo 16 é
1 0 1
0 1 0
0 0 1
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Dado a representacdo de Hasse de um poset, se enumerarmos os elementos da
esquerda para a direita e de baixo para cima a matriz de adjacéncia do poset é
triangular superior.

Para definir a métrica poset precisamos definir o que é um ideal.

Definicao 20. Seja P um poset. Um ideal em P é um subconjunto J C P tal
queseye Jex Xy, entdox € J.

Ou seja, um subconjunto de um poset é um ideal se todo elemento menor do que
algum elemento do subconjunto pertence ao subconjunto.

Dado um subconjunto qualquer A de um poset P, definimos o ideal gerado pelo

conjunto A como sendo o menor ideal J C P que o contém e o denotamos por
(4).

Se x e um elemento de um poset, em vez de escrever ({x}) escrevemos ().

A altura de um elemento = de um poset P, denotado por I(x), é a cardinalidade
da maior cadeia contida no ideal gerado por {z}.

Exemplo 19. Um poset P é hierarquico quando todo elemento x € P € coberto
por todos os elementos de altura l(z) + 1 e apenas por estes. Podemos representar
um poset hierdrquico cujos elementos maximais tém altura | por uma sequéncia
finita (n1,na,...,n;) tal que n; € a quantidade de elementos com altura i. Deste
modo, existe uma bijecdo entre a quantidade de posets hierdrquicos de cardinalidade
n e as partigoes de n.

2.2 Cddigos Poset

Nesta secdo definiremos uma classe de métricas para IFj que vao generalizar a
métrica de Hamming. Assim como fizemos para a métrica de Hamming, primeiro
definiremos uma fun¢do peso.

Definicdo 21. Seja P um poset sobre [n]. Definimos o P-peso de x € Il como
sendo

wp(x) = [(supp(x))|

O P-peso de um elemento x é entdo a quantidade de elementos no ideal gerado pelo
suporte de x. Se P é uma anti-cadeia, o suporte de um elemento e o ideal gerado
por este coincidem e assim o P-peso é o peso de Hamming. Por isso é natural
que denotemos o poset anti-cadeia por H e o chamemos de poset de Hamming.
Analogamente ao peso de Hamming, o peso define uma métrica.

Proposicao 9. A funcdo

dp : F! x F" — R,
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Figura 2.3: Poset Hierdrquico (3,3, 3). Os elementos pintados em vermelho s3o os

maximais. Os elementos pintados em azul determinam o ideal gerado pelo conjunto
{1,4,6}. A alturade 5 é(5) =2.

tal que
dp(r,y) = wp(r —y),
define uma métrica em IF:; , chamada de P-métrica.

Novamente demostraremos apenas a desigualdade triangular, pois as outras propri-
edades sdo Sbvias.

Demonstracdo. Queremos provar que
dp(z,2) < dp(z,y) + dp(y, 2).

Na demonstraciao da Proposicao 4 mostramos que
supp(x — z) C sup(z —y) U sup(y — 2).

Mas daf,
(supp(z — z)) C (sup(z —y) U sup(y — 2)).

No entanto, o ideal da unido é a unido dos ideais e logo,
(supp(z — z)) C (sup(z —y)) U (sup(y — 2)).

Dai segue o resultado. O
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1 2 3

Figura 2.4: Os elementos pintados em azul s3o o ideal gerado pelo conjunto {1, 4,6}

Exemplo 20. Seja P o poset da Figura 2.4, e dp a métrica induzida por esse
poset em FS. Dai a distancia entre 010010 e 110111 é

dp(010010,110111) = wp(100101) = 5,

a cardinalidade do ideal gerado por {1,4,6}.

Quando utilizamos uma métrica poset dp como critério de decodificacdo de um
cédigo C' C F7', chamamos C de um P-cédigo. No caso em que C' e um cddigo
linear, o chamamos de P-cédigo linear. Como vimos no capitulo anterior, no
poset de Hamming o raio de empacotamento de um cédigo C' C Fy € dado por

Ra, (C) = {riH(OQ)—lJ |

Um fato surpreendente é que em outros posets o raio de empacotamento ndo é
necessariamente determinado pela distdncia minima, como veremos no exemplo a
seguir.

6@

1. 2. 3. 4.

Figura 2.5: Poset do Exemplo 21

Exemplo 21. Seja P o poset da Figura 2.5, dp a métrica induzida por esse poset
em TS, e

C; = {000000, 000001}
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Cy = {000000, 111100, 000001,111101}

dois codigos lineares. As distancias minimas dos dois cédigos sdo a mesma,
dp(C1) = dp(Cy) = 3,

no entanto os raios de empacotamento sio diferentes
Ry, (C1) =2

Ry, (Co) = 1.
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Capitulo 3

Raio de Empacotamento de
Cddigos Poset |

Neste capitulo iniciamos as nossas contribui¢des na determinacdo do raio de empa-
cotamento de um cédigo poset. Previamente a este trabalho os (nicos posets para
os quais a determinacdo do raio de empacotamento foi estudado foram os casos
de uma cadeia ([5]), hierdrquicos ([4]) e para a unido disjunta de vérias cadeias de
mesma altura ([17]). Além destes casos, o raio de empacotamento jd é conhecido
para uma certa familia de cédigos sobre um poset genérico ([18].

Na primeira e (nica secao deste capitulo trataremos do problema de encontrar o
raio de empacotamento de um vetor. Veremos que isto é equivalente a resolver
um problema que chamaremos de “problema da particdo para posets” que é uma
generalizagdo do “problema da particdo”, tépico do préximo capitulo.

3.1 O Raio de Empacotamento de um Vetor

Como vimos, no poset de Hamming o raio de empacotamento de um cdédigo é
determinado pela sua distdncia minima. Este nem sempre é o caso para um poset
qualquer.

Estamos apenas interessados em trabalhar com cédigos lineares.

Note que, para um cédigo linear C, como a diferenca de duas palavras-cédigo é
também uma palavra cédigo, o raio de empacotamento é o maior inteiro, R, tal
que

B(0,R) N B(x,R) =0

para todo x € C' — {0}.
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Definicdo 22. Seja d uma métrica em Fy e x € Fy. O raio de empacotamento

do vetor = e o raio de empacotamento do cédigo C = {0,z} e é denotado por
Rd(x).

O préximo resultado mostra que podemos encontrar o raio de empacotamento de
um cédigo encontrando o raio de empacotamento de cada palavra-cédigo e tomando
o menor valor.

Proposicao 10. Seja C C Fy um cddigo linear e d uma métrica. Entao,

R4(C) = Ielgi_f}{o}{Rd(x)}

Demonstracdo. Seja y € C tal que R4(y) = min {R4(x)}. Por definicdo, para

todo 2 € C e
B(0, Ra(x)) N B(x, Ry(x)) = 0.

Mas R4(y) < Rq4(x), e portanto,
B(0, Ra(y)) N B(z, Ra(y)) = 0.

Como
B(0, Ra(y) +1) N B(y, Ra(y) + 1) # 0,

R4(C) = Ra(y). O

Este resultado motiva a seguinte definigdo:

Definicdo 23. Seja C C Fy um cddigo linear e d uma métrica. Chamamos uma
palavra-cédigo x € C'— {0} tal que R4(C) = R4(x) de vetor de empacotamento
de C

Temos entdo que o vetor de empacotamento determina o raio de empacotamento
do cédigo. Deixaremos o problema de encontrar o vetor de empacotamento para
mais tarde, observando que este n3o serd necessariamente um vetor de peso minimo.
Nosso foco agora é como encontrar o raio de empacotamento de um vetor.

Um possivel algoritmo por forca bruta para encontrar o raio de empacotamento
de um vetor v é: comecando de r = 1 comparamos todos os vetores na bola
centrada em zero e de raio r com os vetores na bola centrada em v e de raio 7.
Se ndo encontramos nenhum elemento em comum, aumentamos o valor de 7 em
um e repetimos o procedimento. Quando encontrarmos um elemento em comum,
teremos determinado o raio de empacotamento que serd r — 1.

Exemplo 22. Seja P o poset cadeia de altura trés tal que 1 <2 < 3 edp a métrica
induzida por este poset em F3. Vamos encontrar o raio de empacotamento do vetor
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v = 001. A seguinte tabela lista os vetores encontrados nas esferas para cada raio
r e centro c.

c=000 c=001
r=1 100 101
r=2 110 010 111 011
r=3 | 111 101 001 011 | 110 100 000 010

Vemos que em r = 3 encontramos elementos na bola centrada em 001 que j3

listamos nas bolas centradas em 000, e portanto, o raio de empacotamento de v é
de (U) = 2.

Note que, no exemplo anterior, os vetores da segunda coluna e da terceira estio
relacionados por uma translacdo T' da forma T'(z) = v — 2 com a propriedade de
que z € S(0,7) se e somente se T'(x) € S(v,r). Isto ocorre pois a métrica poset é
invariante por translagdo; i.e. paratodo z,y,2 € Fy, dp(z,y) = dp(v+2,y+2).
Temos entdo a seguinte definicdo.

Definicdo 24. Sejam x,v € Fy. Definimos o complementar de  com respeito
avcomozxz' =v-—ux.

Como foi observado acima vale o seguinte resultado.

Lema 1. Seja d uma métrica invariante por translacao sobre )y com x,v € Fy e
r € R, comr > 0. Entdo x € S(0,1) se e somente se x¥ € S(v,r).

Demonstracdo. Como d é invariante por translacdo temos que
d(v,z") =d(v —z",0) = d(z,0)

donde segue o resultado. O

Logo, quando a métrica sendo usada é invariante por translagcdo, como é no caso da
métrica poset, podemos encontrar o raio de empacotamento de um vetor v € Fy
da seguinte forma: fazemos duas listas; na primeira, vamos colocando os vetores de
[y, em ordem compativel com o peso; para cada vetor da primeira lista, colocamos
0 seu complementar com respeito a v na segunda; fazemos isto até que aparega um
vetor x na primeira lista que j& apareceu na segunda; dai o raio de empacotamento
serd w(x) — 1.

Exemplo 23. Usando o processo do pardgrafo anterior no dltimo exemplo chega-
remos na seguinte tabela:

Lista 1 | Lista 2
100 101
110 111
010 011
111 110

Dai, notamos que 111 jg apareceu na segunda linha, e portanto, o raio de empaco-
tamento serd w(111) — 1 = 2.
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Temos entdo a seguinte expressao para o raio de empacotamento de um vetor:

Teorema 1. Seja d uma métrica invariante por translacdo sobre Fy e v € Fy.
Entao,

Ri(v) = ;relliFn{max{w(:v),w(x”)}} -1

"
Demonstracao. Seja y € Fy tal que,

max{w(y),w(y")} = min {max{w(z),w(z")}}

e R = max{w(y),w

(y¥)}. Suponha que existe z € B(0,R — 1) N B(v, R — 1).
Como z € B(0,R—1)

temos que w(z) < R — 1, e portanto,

w(z) < max{w(y),w(y")}-

Como z € B(v, R—1), usando o Lema 1, temos que z” € B(0, R—1). Mas entdo,
w(z¥) < R —1, e portanto,

w(2") < maxfw(y), w(y”)}-

Mas isso quer dizer que

max{w(z),w(z")} < max{w(y),w(y”)},
uma contradi¢cdo. Logo, B(0, R—1)NB(v, R—1) = (). Comoy € B(0, R)NB(v, R),

nosso teorema esta provado. O

O resultado motiva a seguinte definicdo.

Definicdo 25. Seja d uma métrica invariante por translacdo sobre Fy e v € Fy.
Chamamos y € F}/ de vetor-raio de v se

masc{eo(y),w(y)} = min {max{e(), w(z)}.

Exemplo 24. No Exemplo 23 anterior todos os vetores sdo um vetor-raio de v.

Para encontrar o raio de empacotamento de um vetor v € Fy, entdo, devemos
encontrar um vetor-raio deste. Se procurarmos no espa¢o todo, no pior dos casos
teriamos que avaliar o peso de g™ vetores. No préximo resultado iremos reduzir este
espaco de busca para o caso de cddigos posets. Mostraremos duas coisas. Uma
delas é que sempre haverd um vetor-raio cujo suporte estd contido no suporte de
v, e a outra, que essencialmente n3o hd nenhuma diferenga entre o caso ¢ =2 e o
caso geral.

Antes de provar o préximo resultado precisamos da seguinte notag3o:
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Definicdo 26. A notacdo de lverson introduzida em [7] é definida da seguinte
forma:

1 se P é verdadeiro
7= {

0 se P € falso

onde P é uma sentenca que pode ser verdadeira ou falsa.

Para uma discusso sobre as vantagens desta nota¢do indicamos [10].

Lema 2. Seja P um poset e v € ;. Entdo existe x € IFy tal que:

1. x é um vetor-raio de v ;
2. supp(z) C supp(v) ;
3. Dado i € P temos que x; = v; ou x; = 0.
Demonstracdo. Seja z € Fy; um vetor-raio de v. Defina z € Fy; tal que

Por definicdo, x satisfaz a terceira condi¢do. Para ver que satisfaz a segunda, tome
i € supp(x). Entdo, x; # 0, mas isto sé pode ocorrer se v; # 0 e z; # 0. Logo,

i € supp(v) N supp(z).
Para provar a primeira condi¢do, note que

r, =UV; —T;
= V; —’Ui[Zi 7é 0]
=vi(l—[z #0])

Mas como 2} = v; — z;, entdo
[z = 0] = [} = vi]
xy = vi[z! = vl

Logo, se i € supp(x?), entdo x¥ # 0, e portanto, v; # 0 e z! = v;, ou seja, z7 # 0.
Em outros termos, temos

supp(z”) C supp(2").
Mas ja vimos que

supp(x) C supp(z),
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e portanto,

wp(z) < wp(z)

wp(x¥) <wp(z?).

Ou seja,
max{wp (2),wp (")} < max{wp(2),wp(=")},

e a primeira condi¢cdo é satisfeita. O
Com este resultado, o espaco de busca para um vetor-raio de v € Fy € reduzido ao
espaco 2°“PP(Y) o conjunto das partes do supp(v). A cardinalidade do corpo n3o
importa para determinar o vetor-raio, o que era de se esperar ja que na métrica poset,
ao tomarmos o suporte do vetor, estamos apenas distinguindo entre coordenadas
com valor zero e diferente de zero. Também n3o importa a estrutura do poset
fora do suporte de v. Sendo assim, o raio de empacotamento de um vetor é uma

propriedade do poset gerado pelo seu suporte. Faz sentido ent3o identificar um vetor
com o seu suporte. Tendo isto em mente, as seguintes definicdes sdo naturais.

Definicdo 27. Seja P um poset e A C P. Definimos o P-peso de A como sendo
wp(A) =[(A)],
a cardinalidade do ideal gerado por A.

Defini¢do 28. Seja P um poset, v € F?, e A C supp(v). Definimos o comple-
mentar de A com relacdo a v como sendo

AY = supp(v) — A.

Note que, por definicdo, (A, A¥) é uma particdo de supp(v). Estamos prontos para
mostrar que o problema da determina¢do do vetor-raio de um vetor pode ser visto
como um problema de particdo.

Lema 3. Seja P um poset e v € Fy. Entdo,

min {max{wp(z),wp(z" = min
min {max{wp(x) wp(a)}} = | min

J(ma{wp(A4), wp (A7)}

Demonstracdo. Defina f, : 25uPP(v) [y como a fungdo que leva A C supp(v)
em f,(A) = = onde z; = v;[i € A]. Esta fungdo é injetiva e preserva o peso,
i.e. wp(A) =wp(fy,(A)). Além disso, ela respeita a complementacio, pois, como
(A, A?) € uma particdo de supp(v),

fU(A) + fU(AU) = Ui[i S A] + Ui[i S Av} = v,
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e portanto,
fu(A”) = fo(A)".
Mas dai,

min  {max{wp(4),wp(A")}} = min  {max{wp(x),wp(z")}}.
ACsupp(v) € f, (25uPP(V))

Pelo Lema 2, existe um vetor-raio de v em fv(25“pp(”)), e portanto, o resultado
esta provado. O

Transformamos o nosso problema em um problema de particdo. Definimos um
conjunto-raio analogamente ao que foi feito com vetores.

Definicdo 29. Seja P um poset e x € Fy;. Chamamos um conjunto X C supp(v)
de conjunto-raio de v se

masc{wp(X). wp(X")} = | min fmax{p(4).wp(47)}}

O espacgo de solugbes do nosso problema pode ser reduzido ainda mais. Para isso,
precisaremos da seguinte defini¢3o:

Definicao 30. Seja P um poset e A C P. Denotamos o conjunto dos elementos
maximais de A por M 4.

Note que, o peso de um conjunto é determinado pelos seus elementos maximais, i.e.
wp(A) = wp(My) pois o ideal gerado pelos dois é igual. E de se esperar, ent3o,
que os elementos maximais tenham um papel importante na determinagdo do raio
de empacotamento.

Lema 4. Seja P um poset e v € Fy. Entdo, existe um conjunto-raio X de v tal

que (Mx, Mx) é uma particdo de M,pp(v)-

Demonstracdo. Seja Z um conjunto-raio de v. Defina
X = (Mz 0 Mgypp(vy) N supp(v).

Primeiro, mostraremos que X é um conjunto-raio de v. Da defini¢do,
Mx = Mz 0 Msypp(v),

e portanto,
(X) = (Mz 0 Mgypp)) € (Mz)

donde

wp(X) < wp(Z).
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Seja i € XV. Por definicdo, i € supp(v) e i ¢ X , e portanto,
i ¢ (Mz 0 Mgypp(o))-

Como i € supp(v), existe j € Mypp(v tal que i < j. Se tivéssemos j € Mz entdo
i € (Mz 0 Mgypp(o)),

uma contradi¢do. Logo, j € My, e portanto, ¢ € (Mzv). Entdo, XV C (Mzv) e
consequentemente

wp(X") <wp(ZY).

Usando as duas desigualdades esta provado que X é um conjunto-raio de v. Falta,
entdo, mostrar que (Mx,Mx.) é uma particdo de M,,,,(,). Para isso, basta
mostrar que

Mxv = Myyppv) — Mx.

Seja i € My, entdo certamente i ¢ Mx. Suponha que i & My, (), entdo existe
J € Mgypp(v) tal que @ < j. Como j ndo pode estar em X" devemos ter j € X,
mas isso implicaria em i € Mx, uma contradi¢do. Logo, i € My, € portanto,

Mx. C M@upp(u) - Mx.

Seja i € Myyppv) — Mx. Entdo i € Myyppv) € @ & Mx. Como i ndo esta em X,
certamente esta em XY, mas além disso, esta em Msupp(v), e portanto, deve estar
em Mxv. Logo,

Mx. D M, ~ My.

upp(v)

O Lema esta provado. O

Logo, o problema de encontrar o raio de empacotamento de um vetor pode ser
transformado num problema de particdo sobre o conjunto dos elementos maximais
do seu suporte.

Teorema 2. Seja P um poset e v € Fy. Entdo,

Rip) =, i {max{wp(4),0p(B)}} ~1

onde (A, B) é uma particdo de Mgy ().

Demonstracdo. Basta utilizar o Lema 3 no Teorema 1, e dai usando a definicdo
de conjunto-raio aplicar o Lema 4. O

Assim, reduzimos o espaco de busca para 2/Msurr(»)| elementos.

Podemos modificar a notacdo de modo a focar no problema de particdo.
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Definicao 31. Seja P um poset e Mp o conjunto dos elementos maximais de P.
Definimos o raio de empacotamento de P como sendo

R(P)=  min {max{|{4)],[(B)I}} -1

A,BCM
onde (A, B) é uma particdo de Mp.
Uma particdo que minimiza a expressdo é chamada de particao étima.

Como corolario direto do Teorema 2 temos:

Corolério 1. Seja P um poset e v € Fy. Entao,
Rap (v) = R(supp(v)).

O problema de encontrar o raio de empacotamento de um vetor foi transformado
entdo no problema de encontrar o raio de empacotamento de um poset, que chama-
remos de problema da particao para posets. Este problema é uma generalizagdo
de um problema famoso chamado de “problema da particdo” que serd discutido no
préximo capitulo.
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Capitulo 4

O Problema da Particao

Este capitulo interrompe a linha de pensamento do capitulo anterior para discutir o
problema da particdo. No préximo capitulo veremos que este problema é um caso
particular do “problema da particdo para posets”.

Na primeira se¢do damos uma introducdo ao problema. As referéncias principais
s3o os artigos [9] em que é provado que o problema é NP-dificil e [1] em que se
estuda o comportamento de transicdo de fase do problema.

Na segunda se¢do discutimos o método da diferencia¢do introduzida em [8] e de-
monstramos alguns resultados j& conhecidos referentes a esta heuristica.

Na terceira secdo discutimos a extenuagcdo do método da diferenciagdo para um
algoritmo completo feito em [12].

4.1 Introducao

O problema da particao, que também chamaremos de problema da particdo
classica, é definido da seguinte forma: dado uma lista finita S de inteiros positivos,
encontrar uma particdo (S1,.52) de S que minimize

max Zx,Zy

TEST yE S

Isso é equivalente a minimizar a discrepancia:

A(Sy,Sa) = > = y|.

T€S, yESa
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Este problema tem importancia tanto tedrica quanto pratica. Em [9] , Karp prova
que este problema é NP-dificil. Sendo assim, a menos que P=NP, ndo ha possibi-
lidade de existir um algoritmo em tempo polinomial para o problema. Além disso,
qualquer problema em NP pode ser reduzido ao problema da particido em tempo po-
linomial, i.e., se houver um algoritmo em tempo polinomial que resolve o problema
da particao, entao P=NP.

Uma aplicagdo simples deste problema é a seguinte: Dados duas mdquinas idénticas,
uma lista de tarefas, e o tempo que demora para a maquina executar cada uma das
tarefas, distribuir as tarefas entre as duas maquinas de modo a que todas sejam
executadas no menor tempo possivel. Neste caso, a lista a ser particionada é o
tempo de demora de cada uma das tarefas. A discrepancia é o quanto uma
maquina trabalhou mais do que a outra.

A priori, a menor discrepédncia possivel é 0 quando a soma dos elementos da lista
é par e 1 quando a soma é impar. Uma particdo que atinge a menor discrepancia
possivel é chamada de particao perfeita. A existéncia destas particGes tém um
papel fundamental nos algoritmos utilizados para resolver o problema, pois ao en-
contrar uma particao perfeita, o algoritmo pode terminar a busca. Veremos adiante
que isto determina a dificuldade de resolver o problema. Sendo assim, distinguimos
entre os casos faceis, em que a probabilidade de haver uma particdo perfeita é alta,
e os casos dificeis, nos quais esta probabilidade é baixa. O espacgo de probabilidade
que estamos considerando é o definido no enunciado do Teorema 3.

Por simplicidade sempre assumiremos que a lista é ordenada comecando pelos
maiores elementos. Ou seja, se escrevermos S = (x1,%2,23) assumiremos que
z1 > x5 > 3. E um fato conhecido que uma lista qualquer pode ser ordenada em
tempo polinomial, fazendo com que isto ndo afete a complexidade do problema.

Exemplo 25. Seja S = (8,7,6,5,4). Entdo a particdo (8,7) (6,5,4) tem dis-
crepancia 0, e portanto, € perfeita e dtima.

Em [14] , Mertens argumenta, utilizando métodos da mecénica estatistica, que
existe uma transicdo de fase que separa os casos faceis e dificeis do problema da
particdo. Uma transicdo de fase num problema combinatorial é uma mudanca
brusca no comportamento qualitativo ao variar-se algum pardmetro. Neste caso, o
pardmetro é K = m/n onde n é a quantidade de nlimeros a serem particionados e
m € a quantidade de bits necessarios para expressar esses niimeros. Quando m e n
vao para infinito, a probabilidade de existir uma particdo ideal vai para 1, quando
K < 1 evai para 0 quando x > 1. Este resultado foi demonstrado de forma rigorosa
por Borgs, Chayes e Pittel em [1]. Segue o enunciado do teorema.

Teorema 3. [I] Suponha que escolhemos n niimeros independentemente e unifor-
memente do conjunto [2™] = {1,2,...,2™} onde m € um inteiro maior do que 1 e
que depende de n. Seja m = k,n e suponha que lim,,_, o, k, = Kk € [0,00|. Entdo

lim P, (existe particdo perfeita) =
n—oo

1 sex<1
0 sexk>1
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Os problemas dificeis entdo sdo os de tamanho intermedidrio. Uma explicagdo intui-
tiva para isto é a seguinte: Dado os n inteiros a serem particionados, a quantidade
de particGes possiveis € 2. Se os inteiros sdo escolhidos no intervalo de 0 a M,
entdo a discrepédncia pode atingir no maximo Mn valores, pois Mn é o maior valor
possivel a ser atingido. Se fixarmos M como uma constante e formos aumentando
o valor de n, o nimero de particdes possiveis cresce exponencialmente. No entanto,
os valores possiveis de discrepancia para estas parti¢Oes cresce linearmente. Sendo
assim, é de se esperar que a quantidade de particdes com mesma discrepancia va
aumentando, em particular as particdes perfeitas. Como dissemos anteriormente,
quanto mais parti¢cOes perfeitas existem, maiores sdo as chances de um algoritmo
poder encontra-las rapidamente.

Discutiremos agora os algoritmos utilizados para resolver o problema da particdo.
O algoritmo mais 6bvio é a busca por forca bruta. O espaco de busca no entanto
é muito grande, 2" para n nimeros. Um outro algoritmo chamado de algoritmo de
Schroeppel e Shamir(SS) é apresentado em [20]. O espago de busca é diminuido
para 2/2, no entanto isto tem um custo. O espaco de memdria utilizado é ex-
ponencial, diferente dos outros algoritmos que foram ou serdo discutidos. Isto faz
com que o algoritmo SS n3o seja util para casos em que se trabalhe com mais do
que 100 ndmeros. Nos casos dificeis com menos de 100 nimeros, SS é o melhor
algoritmo conhecido no momento. Para resolver casos grandes, primeiro discuti-
remos heuristicas que, em tempo polinomial, nos d3o solu¢des aproximadas para
o problema, e depois mostraremos como transforma-los em algoritmos completos
(que devolvem as solugdes).

A heuristica mais 6bvia é a gananciosa. Dado os nimeros a serem particionados,
ordenamos os e colocamos o maior num subconjunto arbitrdrio. Dai vamos colo-
cando o restante dos nlimeros de maior a menor no subconjunto com a menor soma
(se ambos os subconjuntos estdo com a mesma soma, escolha um arbitrariamente).

Exemplo 26. Seja (8,7,6,5,4) a lista a ser particionada. Dai o algoritmo gananci-
0so passaria pelos seguintes estados (os dois niimeros fora do paréntesis representam
a soma em cada subconjunto): 8,0(7,6,5,4); 8,7(6,5,4); 8,13(5,4); 13,13(4);
17,13(), dando uma discrepincia de 4. Neste caso, o algoritmo ndo encontrou a
discrepdncia minima. Note que, se estamos apenas interessados na discrepancia,
podemos apenas indicar a diferenca entre os subconjuntos fora dos paréntesis. Dai
a notagdo fica: 8(7,6,5,4); 1(6,5,4); 5(5,4), 0(4); 4().

4.2 A Heuristica KK

A melhor heuristica conhecida atualmente é devido a Karmarkar e Karp ([8]) e
é conhecida como método da diferenciacao ou heuristica K K. Novamente, o
primeiro passo é ordenar os n nimeros. Dai, substitui-se os dois maiores nlimeros
pela diferenca deles. Isso equivale a decidir que eles vao para subconjuntos diferentes
sem especificar qual. Faz-se isso n — 1 vezes e o nimero que sobra é a discrepancia.
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subset difference of final partition

le+09 —

optima-l

le+08 —
le+07 —
le+06 —
le+05 —
le+04 [—
le+03 —
le+02 —
le+01 [—

le+00 —

integers

Figura 4.1: Fonte: [12]

Exemplo 27. Seja (8,7,6,5,4) a lista a ser particionada. O algoritmo KK passa
pelos seguintes estados: (8,7,6,5,4), (6,5,4,1), (4,1,1), (3,1), (2), dando uma
discrepancia de 2. Neste caso, a heuristica KK também ndo encontrou a solugao
Jtima, no entanto encontrou uma solucdo melhor do que a heuristica gananciosa.

Em média a heuristica KK encontra solugdes bem melhores do que a gananciosa.
A Figura 4.1 retirado de [12] compara as duas heuristicas. Os ntimeros a serem
particionados s3o escolhidos uniformemente distribuidos entre 0 e 10 bilhdes. O
eixo horizontal indica a quantidade de nimeros particionados, e o vertical, as dis-
crepancias encontradas por cada heuristica (escala logaritmica). Cada ponto nas
duas linhas superiores é a média de 1000 instancias aleatérias do problema, en-
quanto que os da linha de baixo é a média de 100 problemas. Ao aumentar-se a
quantidade de nimeros a serem particionados, o desempenho da heuristica KK é
vérias ordens de magnitude melhor do que a gananciosa. A figura também mos-
tra o fato de que mantendo-se o tamanho dos nimeros fixos, e aumentando-se a
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quantidade de nimeros a serem particionados a existéncia de particdes perfeitas vai
crescendo.

Uma explicagdo para a diferenca de desempenho entre a heuristica KK e a gananci-
osa é a seguinte: A discrepancia tem a ordem de tamanho do dltimo ndmero a ser
designado um subconjunto. Na heuristica gananciosa este é o tamanho do menor
nimero da lista a ser particionada. Ja no caso da heuristica KK, a operacdo de
diferenciar diminui dramaticamente o tamanho dos nimeros que vao restando. Dai,
com mais nimeros na lista, o tamanho do dltimo ndmero tende a ser bem menor
do que o menor niimero da lista inicial.

Como ja vimos, a heuristica KK nem sempre encontra o resultado certo. Para que
isto ocorresse sempre, haveria uma particdo 6tima em que os dois maiores elementos
ndo pertencessem ao mesmo subconjunto. O préximo resultado mostra, que para
uma lista com menos de 4 ndmeros, isto sempre ocorre. O exemplo que demos no
inicio da secdo mostra que para 5 nlimeros este resultado n3o vale.

Proposicao 11. Seja S uma lista ordenada com 4 elementos ou menos. Entdo existe
uma particdo de S com discrepancia minima tal que os dois maiores elementos de
S ndo pertencem ao mesmo subconjunto.

Demonstracdo. Para uma lista com um elemento n3o ha o que ser discutido. Com
dois elementos a afirmagdo é obvia, jd que subtrair um do outro é melhor do que
soma-los. Para trés elementos fazemos da seguinte forma: Seja S = (z1, 22, x3).
Se colocarmos 1 e 2 num mesmo subconjunto, nos resta apenas colocar x3 no
outro. Dafi ficamos com a particdo (z1,22) (x3). Mas a parti¢do (z1)(x2,x3) tem
discrepancia menor ou igual pois

r1 <21+ 22

o+ x3 < T1 + 2o.

Neste caso, essa particdo é Stima, pois ao colocarmos z; e xo em subconjun-
tos diferentes é equivalente ao problema de particionar (z1 — x2,23) e quando
temos dois elementos, o ideal é subtrai-los (colocd-los em subconjuntos diferen-
tes), mas dai ficamos com a particdo (z1)(z2,23). Para quatro elementos: Seja
S = (x1,22,23,24). Colocar x; e x5 no mesmo subconjunto faz com que o pro-
blema seja equivalente a particionar (z1 + 2, 23, 24). Mas jd vimos que a solu¢do
para isso € a parti¢do (x1+x2) (x3,x4), € portanto, a melhor particio mandando-se
os maiores dois elementos para o mesmo subconjunto é (z1,z2) (x3,24). Mas a
particdo (x1,x3) (x2,24) tem discrepdncia menor ou igual pois

1+ 23 < X1+ 22

xo + x4 < X1 + T9.

Neste caso, essa particdo ndo é necessariamente étima. Mas é garantido que existe
solugdo 6tima em que os dois maiores niimeros ndo estdo no mesmo subconjunto.
O
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Na demonstracdo vimos que no caso de trés elementos (21, x2, 23) a parti¢do (x1)
(22, x3) é sempre étima. Podemos estender isso para mais elementos. Para isso é
conveniente usar a seguinte notacdo: Dado uma particao, escolhemos o subconjunto
que contém o maior elemento para ser o subconjunto dos positivos, e o outro para
ser o dos negativos. Dai representamos a particdo como uma sequéncia dos simbolos
+ e — onde um +(—) na i-ésima posi¢do representa o fato do i-ésimo elemento da
lista pertencer ao subconjunto dos positivos(negativos). Em particular, o primeiro
elemento da sequéncia é sempre +.

Exemplo 28. Seja (8,7,6,5,4) a lista a ser particionada. A particdo (8,7) (6,5,4)
fica representada na forma + + — — —. Essa representacdo pode ser vista como as
instrugcdes para encontrar a discrepancia:

A(++———)=|+8+7—-6—-5—-4]=0.
Na demonstraciao vimos que para 3 nimeros + — — é uma solucdo. Vimos também
que para 4 nimeros ++ —— é dominado por + —+—. No entanto, ndo é garantido

que + — +— seja uma solugdo. O préximo resultado mostra quais sdo as solugées
garantidas.

Proposicao 12. Seja S uma lista ordenada com 4 elementos. Entdo + — —— ou
+ — —+ € sempre Stima.

Demonstracdo. Seja S = (x1,z2,x3,24). No resultado anterior j& vimos que neste
caso sempre existe particido 6tima, em que os dois maiores elementos n3o per-
tencem ao mesmo subconjunto. Logo, o problema é equivalente a particionar
(x1 — m2, 3, x4)(lista ndo ordenada). Separamos o problema entdo em 3 casos:
Caso 1: z7 — z2 > x3. Neste caso, a lista ordenada é (z1 — x2,x3,24). J& vimos
que, neste caso, + — — é 6timo. Logo,

+(x1 —x2) —x3 —xa =421 — T2 — T3 — 24

é étimo. Logo, neste caso, + — —— é Stimo.
Caso 2: x3 > 1 — x2 > x4. Neste caso, a lista ordenada é (x3,21 — 2, 24).
Andlogo ao caso anterior temos que

1’37(5617I2)7I4:7$1+I2+1‘37I4

é 6timo. Logo, neste caso, — 4+ +— é 6timo. Usando a conveng¢do de que sempre
mandamos o maior elemento para o subconjunto dos positivos temos que renomear
os subconjuntos. Dai, + — —+ é étimo.

Caso 3: x4 > x1 — x2 Neste caso, a lista ordenada é (x3, 24,1 — z2). Andlogo aos
casos anteriores temos que

$37$47($17$2):7"£1+CE2+Z37(E4

é 6timo. Este caso é idéntico ao anterior. O
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Poderiamos continuar fazendo isto para listas com nimeros maiores, mas como é
de se esperar, os casos 6timos vao crescendo muito.

Vamos analisar agora o primeiro caso em que a heuristica KK nido nos da necessaria-
mente uma parti¢cdo 6tima. Este resultado sera (til quando estendermos a heuristica
para um algoritmo completo.

Teorema 4. Seja S uma lista ordenada com 5 elementos. Entdo, a heuristica KK
nos dd uma particdo 6tima ou + + — — — é uma particdo otima.

Demonstracdo. Seja S = (x1,x9, 3, 24,25). Suponha que existe uma particdo
6tima em que os dois maiores elementos aparecem no mesmo subconjunto (se isto
n3o ocorre a heuristica KK nos dd uma particdo 6tima). Ent3o o problema é
equivalente a particionar (21 + 29, x3, 24, 25). Mas neste problema a heuristica KK
funciona e, mandando os dois maiores elementos para subconjuntos diferentes, o
problema fica equivalente a particionar (1 + x2 — 3, 24, z5). Como sabemos que
neste caso + — — é 4timo, entao

I’1+l’271‘37$€47$5

é étimo. Logo, + + — — — é 6timo. OJ

4.3 CKK

Estas heuristicas, a KK e a gananciosa, nos d3o apenas solu¢Ges aproximadas. Em
[12], Korf mostra como estas heuristicas podem ser estendidas para um “complete
anytime algorithm”, i.e. um algoritmo que vai encontrando solu¢Ges melhores e
melhores quanto mais tempo as deixamos rodando, até que em algum momento ela
garante que a solugcdo encontrada é 6tima. Neste trabalho, discutiremos apenas a
extensdo da heuristica KK, chamada de Complete Karmarkar Karp(CKK), pois ela
é a que obtém os melhores resultados em média.

Quando estamos utilizando a heuristica KK, sempre mandamos os maiores elemen-
tos para subconjuntos diferentes. A outra opg¢do seria mandé-los para o mesmo
subconjunto. Podemos entdo construir uma arvore bindria da seguinte forma: O
primeiro nodo é a lista de n nimeros a ser particionada. Deste, saem dois ramos,
um para esquerda na qual colocamos a lista em que se substituiu os dois maiores
elementos pela diferenca deles, e um para a direita na qual colocamos uma lista em
que se substituiu os dois maiores pela soma deles. Repetimos o processo para cada
nodo. No final do processo teremos 2"~ ! folhas com os possiveis valores para a
discrepancia. O problema da particdo vira, entdo, um problema de busca em arvore
binaria.

A principio, se ndo existe solugcdo perfeita, temos que olhar todas as folhas. Nesse
caso, ndo faz muita diferenca a ordem em que buscamos as folhas pois precisamos
do valor de todas elas. No entanto, se existe alguma solugdo perfeita, faz toda a
diferenca a ordem da busca pois, ao encontrar uma folha com discrepancia minima,
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(8,7,6,5,4)

(6,5,4,1) (15,6,5,4)
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Figura 4.2: Arvore para particionar (8,7,6,5,4).

podemos parar o processo todo. Em [11], Korf compara os dois melhores algoritmos
de busca para a arvore gerada no algoritmo CKK.

Um destes, chamado de “depth-first search” (DFS), consiste em buscar as folhas
da esquerda para direita. Este algoritmo é bem (til se precisarmos olhar todas as
folhas. No problema da particdo esta situacdo ocorre nos problemas dificeis em que
a chance de encontrar uma particdo perfeita é baixa.

O outro, chamado de “Improved Limited Discrepancy Search” (ILDS), consiste em
dar uma preferéncia por ramos que vao a esquerda. Primeiro buscamos as folhas
na qual n3o precisamos tomar nenhum ramo que vai para a direita, em seguida
buscamos as folhas nas quais temos que tomar um ramo para a direita, e assim
sucessivamente. Esta busca usa fortemente a heuristica KK e se mostra eficiente
quando a chance de existir uma particdo perfeita é alta, ou seja nos casos féceis.
Nestes casos, esta encontra as particoes perfeitas mais rapidamente, em média, do
que o DFS, e portanto, pode parar a busca antes.

Um outro aspecto importante da busca em uma &rvore é conseguir formas de podar
ramos. Por exemplo, j& vimos que, ao particionar 4 nimeros, podemos encontrar
a solucdo 6tima diferenciando. Sendo assim, ao encontrarmos uma lista com 4
ndmeros ndo precisamos olhar mais para ramos que v3o para a direita. Nesse
sentido, dizemos que estes ramos foram podados.Vimos também que no caso de 3
ndmeros a particdo da forma+ — — é étima. Logo, ao chegarmos numa lista dessas,
ja sabemos qual valor a folha 6tima vai ter. No caso de 5 niimeros se tomarmos o
ramo que vai para a direita, j& vimos que a solu¢do 6tima é do tipo + + — — —.
Um outro critério util é ver se o primeiro nimero da lista é maior do que a soma
do resto pois, dai, a solugdo étima é da forma + — — ... —.

Em suma, para decidir qual algoritmo usar, podemos separar o problema da particao
em trés casos. Nos casos faceis, em que as chances de existirem uma particao
perfeita é alta, o melhor algoritmo é o CKK usando a busca ILDS. Nos casos
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Figura 4.3: Os nimeros azuis indicam a ordem em que o ILDS busca as folhas.

(8,7,6,5,4)

/\

(6,5,4,1) 0
/
(4,1,1)

/
2

Figura 4.4: A arvore com os ramos podados.

dificeis com poucos nidmeros, digamos menos de cem por exemplo, o melhor é o
SS. E nos casos dificeis com bastantes nimeros, como n3o podemos usar o SS, o
melhor algoritmo e o CKK usando a busca DFS.
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Capitulo 5

Raio de Empacotamento de
Cddigos Poset I

Neste capitulo voltaremos ao assunto de determinar o raio de empacotamento de
um cédigo poset interrompido pelo capitulo anterior.

Na primeira secdo mostraremos que, no caso de posets cujos elementos maximais
tém ideais disjuntos, o problema de determinar o raio de empacotamento do poset
é equivalente ao problema da particdo, justificando o motivo pelo qual escrevemos
o capitulo anterior.

Na segunda secdo, abordaremos o problema no caso de um poset qualquer intro-
duzindo o conceito da discordancia que faz o papel que a discrepancia fazia no
problema da particao.

Na terceira se¢do, iremos generalizar o método da diferenciacdo e como completé-lo
para o problema da particdo de posets.

Na quarta se¢do voltaremos ao problema de encontrar o raio de empacotamento de
um cédigo. Mostraremos técnicas para encontrar desigualdades entre os raios de
empacotamento de posets sem calcula-los explicitamente.

5.1 O caso dos ideais disjuntos

No final do capitulo 3 foi visto que, o problema da particdo para posets pode ser visto
como uma generalizacdo do problema da particdo. O préximo resultado mostra que,
no caso em que os ideais gerados pelos elementos maximais do poset sao disjuntos,
o problema da particdo para posets é equivalente ao problema da parti¢ao cldssica.

Teorema 5. Seja P um poset com elementos maximais Mp = {x1,x2,...,Zm}
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tal que

<z >N<a;>=0Vi#j
e denotemos wp(x;) = l;. Entdo, encontrar o raio de empacotamento de P é
equivalente a resolver o problema da particdo para S = (l1,l2,...,ln).
Demonstracdo. Seja (A, B) uma parti¢do de Mp. Defina

S1=(;:x;, € A

So=(l; : z; € B).
E claro que (S1,S2) é uma particdo de S. Além disso, como

<z >N<a;>=0Vi#j

temos que

wp(A) =Y wp(z)

TEA

=Y wp(a)[z € 4]
:in(xi)[xi € 4]
:ili[zi € Si]
Sy

leSy

Analogamente,

wp(B) =Y _1,

LES>

e portanto, encontrar uma particio (A4, B) de Mp que minimize o méximo dentre
wp(A) e wp(B) é equivalente a encontrar uma parti¢do (S1,.52) de S que minimize
o médximo dentre » ;g le > o [ O

Observe que a condi¢do do teorema equivale a exigir que cada componente conexa
do diagrama de Hasse de P possui um tnico elemento maximal.

Logo, para encontrar o raio de empacotamento de um poset, podemos utilizar os
métodos discutidos no capitulo anterior. Um dos conceitos importantes que foi
utilizado é o da discrepancia. Definimos a seguir a discrepancia para o caso de
posets.
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Definicdo 32. Seja P um poset e (A, B) uma particdo do conjunto Mp de ele-
mentos maximais de P. Definimos a discrepancia entre A e B como sendo

A(A, B) = [wp(A) — wp(B)|
e a discrepancia minima de P como sendo

A*(P)= min A(X,Y),
XUY=Mp
onde X UY indica uma unido disjunta.

No capitulo anterior vimos que, no problema da particdo, queremos minimizar a
discrepancia. Consequentemente, isso serd verdade também quando quisermos en-
contrar o raio de empacotamento de um poset no caso em que os ideais gerados
pelos elementos maximais n3o se interceptam. Neste caso, podemos escrever o raio
de empacotamento do poset em funcdo de sua discrepancia minima.

Teorema 6. Seja P um poset de cardinalidade n com elementos maximais Mp =
{x1,29,...,2m} tal que

<£Ei>ﬂ<1'j>:® Vi # j.
Entio, o raio de empacotamento de P é
n  A*(P)
R(P)=— -1

Demonstragdo. Seja (A, B) uma particdo de Mp. Entdo, valem as seguintes
equacoes:

A(A, B) = max{wp(A),wp(B)} — min{wp(A),wp(B)}
n = max{wp(A4),wp(B)} + min{wp(A4),wp(B)}.

A primeira equacdo sai direto da definicdo. A segunda sai do fato de n3o haver
intersecdo dos ideais gerados por A e por B, e portanto,

n=wp(A) +wp(B).

Somando ambas e dividindo por dois ficamos com

max{wp(A),wp(B)} = g + @.

Mas dai, pelo Teorema 2,

R(P) = min’PmaX{wp(A%wp(B)} -1

AUB=M
A(A,B
— min ﬁ + M -1
AUB=Mp 2 2
n, AY(P)
2 2
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Na préxima secdo veremos que a condicao expressa no Teorema 6 é de fato rele-
vante, pois no caso geral de um poset qualquer, encontrar o raio de empacotamento
nao é equivalente a minimizar a discrepancia.

Exemplo 29. Seja H o poset de Hamming com n elementos. O problema de
particdo associado a este é o de particionar uma lista com n uns. Neste caso, a
menor discrepdncia ocorre quando se divide os uns o mais igual possivel. Se n
€ par, da para dividir em duas listas iguais obtendo uma discrepancia minima de
A*(H) = 0. No entanto, se n é impar, o melhor que se pode fazer é dividir em duas
listas onde, uma tem um elemento a mais do que a outra, obtendo uma discrepancia
minima de A*(H) = 1. Logo,

A*(H) = [n é impar].
Sendo assim, o raio de empacotamento de H ¢é

n  [n é impar]
RH)=—-+——7—-1.
(H) =3 5
Exemplo 30. Seja P um poset cadeia com n elementos. O problema de particdo
associado a este é o de particionar a lista (n). A menor discrepancia, é ent3o,

A*(P) =n. Logo,

R(P):%Jrg—l
=n-—1.

No capitulo anterior vimos o papel importante da discrepancia no problema da
particdo. Quando a discrepancia é minima chamamos a particdo de perfeita e
a existéncia destas é o que controla a dificuldade de se resolver o problema da
particdo. Nos posets estudados nesta secao quando a discrepdncia é minima o
raio de empacotamento assume o menor valor permitido pela desigualdade da Pro-
posicao 8, ou seja, o raio de empacotamento do poset de Hamming. Com isso em
mente, podemos interpretar o que os resultados mencionados no capitulo anterior
podem nos dizer sobre o raio de empacotamento dos posets desta sec3o.

Por exemplo, o Teorema 3 nos diz que, se pegarmos aleatoriamente um poset que
é uma unido de cadeias em que a quantidade de elementos maximais é maior do
que a quantidade de bits necessdria para expressar os comprimentos das cadeias,
entdo, com probabilidade alta, o raio de empacotamento do poset é o mesmo que
o do poset de Hamming.

5.2 O caso geral

O caso geral do problema da particdo para posets também tem uma interpretacdo
como um problema de distribuicdo de tarefas. Dados duas mdquinas idénticas e
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Figura 5.1: Encontrar o raio de empacotamento deste poset, que denotaremos por
P, é equivalente a resolver o problema da parti¢do para (8,7,6,5,4). No capitulo
anterior vimos que A*(8,7,6,5,4) = 0. Logo, como n = 30 e A*(P) = 0, o raio
de empacotamento do poset é R(P) = 14.

uma lista de tarefas em que certas tarefas dependem de outras, qual é o menor
tempo para que ambas as mdquinas executem todas as tarefas. A dependéncia
entre as tarefas geram um poset no qual uma tarefa T é maior do que uma tarefa
S, se T depende de S.

A principal diferenca entre o caso geral e o abordado na se¢do anterior é o fato de
que o problema n3o é mais equivalente a minimizar a discrepancia, como vemos na
Figura 5.2.

1 2

Figura 5.2 Neste poset, a particdo {3,5}{4,6} tem discrepancia
A({3,5},{4,6}) = 0 no entanto ela n3o é G6tima, pois o maior de ambos
os pesos é 4. A particdo 6tima, neste caso, é {3,4}{5,6} com o maior dos pesos
igual a 3.

O exemplo da Figura 5.2 mostra que o fato de encontrarmos uma particdo com
discrepancia minima n3o garante que a particdo é 6tima. Neste caso, ambas as
particdes tém discrepancia minima, o que nos poderia levar a imaginar que a dis-
crepancia da particdo 6tima é menor ou igual do que a discrepancia de qualquer
outra parti¢do. Isto também n3o é verdade. No exemplo da Figura 5.3 mostramos
um contra-exemplo.
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Figura 5.3: Neste poset, a particio {6,4}{7,5} tem discrepancia
A({6,4},{7,5}) = 0 e peso maximo igual a 5. A partigdo 6tima é {6,7}{4,5}
com peso maximo 4, no entanto esta particdo tem discrepancia 1.

O que devemos levar em conta no caso geral, é a possibilidade de haver intersecdo
dos ideais gerados pelas particdes. Definimos ent3o a discordancia de uma particdo.

Definicdo 33. Seja P um poset e (A, B) uma particdo do conjunto Mp de ele-
mentos maximais de P. Definimos a discordancia entre A e B como sendo

A(A, B) = A(A, B) + [{(A) N (B)]
e a discordancia minima de P como sendo

A (P) = i AX)Y).

No caso geral, a discordancia faz o papel que a discrepancia faz no caso analisado
na secao anterior, observando que no caso tratado na se¢ao anterior a discordancia
coincide com a discrepancia.

Teorema 7. Seja P um poset de cardinalidade n. Ent3o, o raio de empacotamento
de P é

Demonstracdo. A demonstracdo é andloga ao do Teorema 6. A (nica diferenca é
que no caso geral, vale

n+ [(A) N (B)| = max{wp(A),wp(B)} + min{wp(A),wp(B)}.
O

No caso de um poset hierdrquico conseguiremos encontrar uma férmula fechada
para o seu raio de empacotamento de modo similar ao caso de Hamming.

Proposicao 13. Seja P um poset hierdrquico com n elementos. Seja Mp =

{x1,x2,...,Zm} 0 conjunto dos elementos maximais de P. Ent3o,
é impa
R(p):H[m;imM_%_L
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Demonstragdo. Separamos em dois casos.
Sem=1:

Ent3o existe apenas uma particdo para Mp, no caso ({z1},0). Mas
A({z1}, (Z)) =n,
e portanto,

A*(P) =n.

Caso m > 1:

Neste caso, a particio trivial (Mp, D) certamente n3o é 6tima. Sendo assim, seja
(A, B) uma parti¢do n3o trivial. Daf,

(A) N (B) = P — Mp

pois os elementos maximais n3o se interceptam e, por definicdo, os elementos de
P — Mp sdao menores do que todos os elementos de Mp. Logo, a discordancia de
qualquer particdo nao trivial é

Neste caso entdo, minimizar a discordancia é equivalente a minimizar a discrepancia.
Como vimos, se (A, B) é n3o trivial, P — Mp esta contido no ideal de ambos os
conjuntos, e portanto, o problema é equivalente a particionar o poset Mp, um poset
de Hamming. Ja vimos que a discrepancia minima no caso de Hamming é

A*(Mp) = [m é impar].
Logo,

A*(P) = [m é impar] + |P — Mp]|.

5.3 O método da diferenciacao para posets

As heuristicas mais poderosas para o problema da particdo cldssica se utilizam do
operador de diferenciacdo apresentado em [8] e j& discutido no capitulo anterior.
Esta operagdo consiste em tomar dois elementos x; e x; da lista a ser particionada e
substitui-los por |x; —x;|. Fazer isto é equivalente a decidir que os elementos serdo
colocados em listas diferentes. A outra possibilidade, é decidir que os elementos irdo
para a mesma lista. Chamaremos o operador que faz isto de operador de associacdo.
Neste caso, substitufa-se os elementos por x; 4+ x;, e com estas duas operagdes
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Figura 5.4: Usando a notac3o da Proposicao 13 o poset P acima tem pardmetros

9+ 7
n=9em=3. Logo, A*(P) =7, e portanto, R(P) = % -1=1.

podemos fazer uma drvore em que as folhas representam todas as parti¢Ges possiveis
e tém o valor da discrepancia. Nesta secdo, iremos generalizar este método para
poder aplicd-lo ao problema mais geral de particionar um poset.

Ja vimos na secdo anterior que o problema da particdo classica pode ser vista como
um problema da particdo de posets que sdo a unido disjunta de cadeias. Neste
caso, como ndo ha interse¢do dos ideais gerados pelos elementos maximais, apenas
os pesos dos elementos maximais sdo necessarios para determinar a discordancia.
No caso geral, temos que levar em conta a relagdo dos elementos maximais com o
resto do poset. Para poder generalizar o método da diferenciagdo iremos representar
cada elemento maximal pelo seu vetor coluna da matriz de adjacéncia do poset, i.e.
o vetor bindrio que indica quais elementos do poset sao menores do que este.

Definicdo 34. Seja P = ([n], %) um poset. Dado = € P, denotamos o seu vetor
de adjacéncia por & onde as coordenadas deste sdo definidas por

Exemplo 31. Seja P = ([n], %) um poset. Ent3o, a matriz de adjacéncia de P é

—>
[T
>

Dado entdo, o conjunto dos elementos maximais Mp = {z1,%2,...,Zm} a se-
rem particionados, teremos a este associado uma lista de vetores de adjacéncia
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(1,22, ...,%m). Os operadores de diferenciacdo (©) e associacdo (&) serdo defini-
dos de modo que possamos tratar o problema de particionar a lista (&1, Z2,...,&m)
analogamente ao que é feito no caso do problema da particdo, i.e. substituir dois
elementos &; e #; da lista por £; © 2, deverd ser equivalente a decidir que z; e x;
vdo para conjuntos diferentes e substitui-los por Z; @ &, deverd ser equivalente a
decidir que vao para o mesmo conjunto.

Os vetores 71,22, ...,Z, advindos do conjunto de elementos maximais Mp =
{x1,29,...,Zm} que queremos particionar sio bindrios. Os vetores que aparecerdo
ao diferenciarmos e associarmos, no entanto, n3o serdo necessariamente bindrios.
As suas coordenadas poderdo assumir os seguintes valores: 0, 1, —1 e ¢ . O i
pode ser interpretado formalmente como a unidade imagindria, no sentido de que
podemos somar os valores, e teremos uma parte real e outra imaginaria.

Além disso, faremos um abuso de notacdo. Os operadores vao agir coordenada
a coordenada, e usaremos o mesmo simbolo e nome para o operador que age na
coordenada e o que age no vetor (analogamente ao que é feito na soma e diferenca
de vetores).

Seguem as definicées dos operadores.

Definicdo 35. Seja X = {0,1,—1,i}. Os operadores de diferenciacdo e asso-
ciacao sio definidos respectivamente pelas tabelas abaixo:

(effolz]-1]i) [@fo]I[-1]i]
00 1] 17| [0 o 1]}
T 171 (7| [T 11| 7]
T a2 ] [ 2] 17

| Y A A N A | Y A O A A

O valor de x © y se encontra na linha do x e coluna do y, por exemplo,
le-1=1.
Andlogo para o caso da associagcao.

No caso de dois vetores &,y € X", para algum n, os operadores sdo definidos
coordenada por coordenada da seguinte forma:

E®y)i=2:9y
(Ze9)i=12;0 .

As operacbes @ e & se comportam de forma semelhante a soma e a diferenca.
Podemos também definir ®x como sendo 0 ® x e Sx como sendo 0 & . Listamos
algumas propriedades:

Proposicdo 14. Sejam x,y,z € {0,1,—1,i}. Entdo valem as seguintes proprieda-
des:

lLzoy=ydx
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2 oy ®z=1(yd2)
30pr=2d0=x
4 d(zdy)=drdy
5 dzoy)=0z0Yy
6. S(zdy) =000y
7. 9(@xoy)=06zdy

Como as operacdes agem coordenada a coordenada nos vetores &, 4, 2 € {0,1,—1,i}",
as propriedades acima também valem no caso vetorial.

Demonstracdo. Direto da definicdo. O

Analogamente ao caso do problema da parti¢ao cldssica, cada expressdo envolvendo
os vetores a serem particionados e as operacdes @ e © estdo associados a uma
parti¢do.

Para fazer esta associacdo e utiliza-la de modo a obter resultados precisamos de
algumas defini¢cGes.

Defini¢do 36. Seja P um poset e Mp = {x1, 2, ..., T} 0 conjunto dos elementos
maximais de P. A lista de vetores associada a Mp € (T1,32,...,Zm)-

Primeiro iremos associar uma particao a um tipo especial de expressao que chama-
remos de simples.

Definicao 37. Seja (i1,Z2,...,%m,) a lista de vetores associada aos elementos
maximais de um poset. Uma expressao simples envolvendo os elementos desta
lista e as operagdes & e © € uma sequéncia da forma

1Ly ¥ Thy - - - *n Thy, s
onde k; € [m] e x; = @ ou x; = ©.
A particdo associada a uma expressdo simples é a particio (A, B) definido da
seguinte forma:

A= {zy, : % =B}

B ={xy, : %, = ©}.

O conjunto A é chamado de conjunto primario, e o B de conjunto secundario.

As definicdes acima s3o estendidas para expressbes quaisquer, notando que, utili-
zando as propriedades da Proposicao 14, podemos transformar qualquer expressdo
utilizando os elementos da lista de vetores associada e as operacbes B e © em uma
expressdo simples.
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Definicao 38. A particao associada a uma expressao qualquer é a particdo
associada a expressdo simples, obtida transformando a expressao original, utilizando
as propriedades da Proposicao 14.

Por abuso de notagdo denotamos uma expresso como se fosse o vetor resultante
de se calculd-la. Sendo assim, quando nos referirmos a k-ésima coordenada de
uma expressdo, estamos nos referindo a k-ésima coordenada do vetor resultante
do célculo da expressdo. Denotamos o conjunto primario de uma expressao o por
Primario(0) e o conjunto secunddrio por Secundario(?).

O préximo exemplo ilustra as definicdes acima.

Exemplo 32. Seja P um poset e Mp = {x1,x2,x3,24} 0 conjunto dos elementos
maximais de P. A lista de vetores associada a Mp € (&1,%2,%3,%4). A forma
simples da expressio

(T1 ©22) © (230 24)

[ON

PT1OT20 T3 DTy
cuja particio associada é ({x1,x4},{x2,x3}) onde {x1,24} é o conjunto primdrio
e {x2,x3} € o conjunto secundario.
Valem as seguintes propriedades:

Proposicdo 15. Seja P um poset, Mp = {z1,%2,...,Tm} 0 conjunto dos ele-
mentos maximais de P e (Z1,%2,...,4m) a lista de vetores associada a Mp. Se
U e W sdo duas expresses utilizando elementos da lista entdo valem as seguintes
propriedades:

1. Primario(t @ w) = Primario(t) U Primario(d)

2. Secundario(v ® w) = Secundario(?) U Secundario(w)
3. Primario(t © @) = Primario(?) U Secundario()

4. Secundario(t & w) = Secundario(v) U Primario()

Demonstragdo. Basta escrever ¢ e w na forma simples e notar que @ n3o altera em
nada os sinais na frente dos vetores e & troca todos os sinais de . O

Com estas propriedades estamos prontos para mostrar o seguinte resultado:

Lema 5. Seja P um poset de cardinalidade n, Mp = {z1,22,...,2m} 0 conjunto
dos elementos maximais de P, (I1,&a,...,4m) a lista de vetores associada a Mp,
e U e w duas expressées usando os vetores da lista associada. Suponha que para
todo k € [n]:
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1. 0, =0< k ¢ (Primario(?)) U (Secundario(v))
2. o, = 1< k € (Primario(d)) — (Secundario(?))
3. Oy = —1 & k € (Secundario(d)) — (Primario(d))
4. O, =i < k € (Primario(v)) U (Secundario(?))
e que as propriedades listadas continuam valendo quando substituimos © por .

Entdo, as propriedades listadas continuam valendo quando substituimos v por v ®w
ou VO W.

Demonstracdo. A demonstracdo consiste em separar em todos os casos possiveis e
utilizar as propriedades da Proposicao 15. Como temos 4 valores possiveis para
U}, € para Wy e temos duas operagdes, a quantidade total de casos é 32. Vamos
demonstrar apenas para um caso, como exemplo. A demonstragdo dos outros casos
¢ totalmente andloga.

Caso da associacao com v, =1 e w, = —1:

Neste caso,
Vg B Wy = 1.
As duas hipdteses nos dizem que

k € (Primario(v)) — (Secundario(?))

e

k € (Secundario(w)) — (Primario(w)).
Mas ent3o,

k € (Primario(0)) C (Primario(ty © wy))
e

k € (Secundario(w)) C (Secundario(ty & wy)),
e portanto,

k € (Primario(0y @ wy)) U (Secundario(ty & wy,)).

O

Note que, os vetores (&1, Za,...,%,,) da lista de vetores associada aos elementos

maximais de um poset satisfazem as hipdteses do Lema. Sendo assim, ao utili-
zarmos o método da diferenciagdo, os vetores que aparecem nas folhas terdo as
informac8es necessarias para calcular a discordancia da particio associada. Para
isto precisaremos definir a seguinte fun¢ao.
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Definicdo 39. Seja © € {0,1,—1,4}"™. Definimos a funcio soma das entradas do
vetor como

S(0) = bk
k=1
onde i € tratado formalmente como se fosse a unidade imaginaria.
Exemplo 33. Sev = (1,1,—-1,4,1,4) entdo
S(v) =2+ 2i.
Faz sentido entdo falar sobre a parte real de S(v), denotado por R(S(?)), e da parte

imagindria, denotada por (S(0)). Estamos prontos para encontrar explicitamente
a discordancia das folhas da drvore do método da diferenciagdo.

Teorema 8. Seja P um poset, Mp = {x1,22,...,Zm} 0 conjunto dos elementos
maximais de P, (&1,&2,...,%,) a lista de vetores associada a Mp e © uma ex-
pressdo utilizando todos os vetores da lista associada uma tnica vez. Denotemos
por (A, B) a particdo de Mp associada a 0. Entdo

A(A, B) = [R(S(2))|

[(A) N (B)| = 3(5(2))
de modo que

A(A, B) = [R(S(0))] + 3(5(2))-

Demonstracdo. Sem perda de generalidade suponha que A = Primario(d) e B =
Secundario(?). Entdo, como a lista de vetores associada a Mp satisfaz as hipdteses
do Lema 5,

(B =[x =—1]+ ) [op =1
k=1 k=1
Logo,
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Pelo Lema 5 também temos que

3

(AN (B =) _lor =1

O

As operagbes que definimos, entdo, servem para generalizar o método da diferen-
ciacdo para o caso de posets. Iremos no entanto fazer algumas modificagbes de
notacdo no método. Em vez de considerar a lista de vetores (&1, &, ..., &) as-
sociada aos elementos maximais, vamos considerar a matriz cujas colunas s3o os
vetores da lista.

Defini¢do 40. Seja P um poset de cardinalidade n, Mp = {x1,22,...,2m} o con-
Junto dos elementos maximais de P e (&1, Za,...,%y,) a lista de vetores associada
a Mp. Definimos a matriz-raio de P como sendo a matriz

Note que, esta matriz pode ser obtida a partir da matriz de adjacéncia de P
eliminando-se as colunas que n3o sio referentes a elementos maximais.

Teorema 9. O raio de empacotamento de um poset é determinado pela sua matriz-
raio, i.e. precisamos saber apenas a matriz-raio de um poset para determinar o seu
raio de empacotamento.

Demonstracdo. Direto do Teorema 8 e da definicdo de matriz-raio. O

Deste modo, podemos enxergar o raio de empacotamento como a propriedade de
uma matriz.

Definicao 41. Chamamos de raio de empacotamento de uma matriz M o raio
de empacotamento de um poset P com matriz-raio M. Estendemos a definicdo
também para o caso das matrizes que aparecem nos nodos da drvore ao aplicarmos
o método da diferenciagdo.

Um fato ébvio sobre a matriz-raio, devido a como ela foi construida, é que se tro-
carmos duas colunas ou duas linhas o raio de empacotamento nao muda. Podemos
trocar duas colunas pelo fato de poder trocar dois vetores da lista associada aos
elementos maximais. As linhas podem ser trocadas, pois as operacdes de associacao
e diferenciagdo agem coordenada por coordenada.
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Estamos prontos para construir um algoritmo andlogo ao CKK ([12]) para o pro-
blema da particdo de posets. Construimos uma arvore comecando pela raiz que serd
a matriz-raio. Depois disso, escolhemos duas colunas da matriz. Da raiz vao sair
dois ramos, um para a esquerda, cujo nodo vai ser a matriz em que se substitui as
colunas escolhidas pela sua diferenciacdo, e um para a direita, cujo nodo vai ser a
matriz em que se substitui as colunas escolhidas pela sua associacdo. Fazemos isso
para cada nodo até chegarmos a uma folha, um nodo em que a matriz tem uma
Unica coluna. Dai, para calcular a discordancia associada a uma folha basta usar o
Teorema 8.

No caso do problema da particdo os melhores resultados ocorrem quando se escolhe
os dois maiores valores para diferenciar ([12]). No caso de posets ndo temos ainda
resultados com relacdo a que critérios usar para escolher os valores a diferenciar. O
critério que iremos utilizar nos exemplos, no entanto, generaliza a ideia de escolher os
dois maiores valores e consiste em escolher o vetor 9 tal que |R(S(?))| + S(S(9))
seja maximo e o vetor @ que minimize |R(S(0 © w))| + I(S(v © w)). Quando
utilizarmos este critério nos exemplos os vetores © e W sempre serdo as primeiras
duas colunas da matriz.

Exemplo 34. Seja P o poset com matriz de adjacéncia

SO OoOoO oo O
[leleleoNoll S =
SO OoOOoO R OO
OO O R R, O
OO~ O =
O OO O ~=O
—_— O o oo~k Oo

O conjunto de elementos maximais de P é Mp = {4,5,6,7}. Logo, a matriz-raio
de P é

SO RO =
O = O O OO
S OO O
— o oo oo

A Figura 5.5 mostra a arvore decorrente do método da diferenciacdo aplicada
na matriz-raio de P. Dela concluimos que A*(P) = 3, e portanto, o raio de
empacotamento do poset é R(P) = 4.

Podemos deixar a notagdo um pouco mais sucinta ainda. Note que, se na matriz
de um nodo da arvore uma das entradas assume o valor 7, entao todos os vetores
folhas decorrentes desse nodo vao ter a coordenada correspondente a linha em que
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1 0 1 0
1 1 0 1
1 01 0
0 0 1 0
1 0 0 0
01 0 0
0O 0 0 1
1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0
-1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1
i 0 1 0 ¢t 0 10
i 1 i 1 1 1 11
i 0 1 0 i 0 10
1 0 1 0 -1 0 10
1 0 1 0 1 0 10
-1 0 -1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 01
i /\ i 1 1 i i 1 1
i i i i i i i 1
i i 1 1 i P 1 1
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
-1 ~1 -1 -1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
5 3 3 5 3 5 5 7

Figura 5.5: Arvore referente ao Exemplo 34.

aparece o ¢ igual a 7. Isto ocorre pois as operagcoes @ e © sempre preservam o 1.
Sendo assim, podemos apagar as linhas em que aparecem ¢'s e colocar um ndmero
que aparece na frente da matriz que conta quantas linhas foram apagadas. Fazendo
isto, quando chegamos na folha a discordancia é calculada somando-se o nimero
fora do vetor com as soma das entradas do vetor.

Mais precisamente, substituimos uma matriz L por uma dupla («,M) chamada de
namero-matriz, onde o é um inteiro e M é uma matriz, da seguinte forma: a é a
quantidade de linhas da matriz L em que aparecem ao menos um i e M é obtida a
partir de L retirando-se as linhas em que aparecem ao menos um 4. Dai, ao invés
de aplicar o método da diferenciacio em L, o aplicamos em M mas retirando as
linhas em que aparece ao menos um i. Chamemos de N a matriz obtida por este
processo, e suponha que tenhamos retirado 3 linhas da matriz, ent3o, neste nodo
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colocaremos o ndmero-matriz (« + 3, N). Fazemos isto até chegar a uma das
folhas que serd uma dupla (v, 0), e como v é a quantidade de i's que apareceriam
no final, pelo Teorema 8, a discordancia da folha serd v + S(0).

Denotaremos o ntimero-matriz (o, M) por acM omitindo o « se ele for 0. Esta dupla
ndo deve ser confundida com um ndmero multiplicando uma matriz.

Exemplo 35. Na adrvore da Figura 5.5 a primeira matriz do lado esquerdo é

1 10
vt 0 1
1 10
0 1 0
1 00
-1 0 0
0 01

Usando a notacdo de nidmero-matriz, substituimos a matriz por

111
110
0 1 0

y 0o
10 0
0 0 1

No caso do problema da particdo vimos vérias formas de podar os ramos da arvore.
Mostraremos a seguir formas de podar ramos no caso de posets.

Teorema 10. Seja

um ndmero-matriz que aparece na drvore do método da diferenciacdo aplicada a
um poset e seja S0 uma folha decorrente do nodo em que aparece o nimero-matriz
tal que A(B%) seja minimo. Ent3o,

A(Bo) > a4 A*(S(w1), S(2), . .., S(wk))

Demonstracdo. Note que,

A*(aM) = a + A*(M).

Mas entdo, A*(M) > A*(S(wy), S(w2),...,S(wy)) pois a aparicao de is apenas
acresenta o valor de A*(M). O
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Com este resultado, podemos podar a arvore da seguinte forma. Apds encontrar
uma folha S0 podemos podar os ramos de todos os nimero-matrizes

oM =a | w wy --- Wy

tais que

o+ A*(S(iy), S(s), ..., S(wg)) —1 > B+ S(0).

11 1 1
11 1 1
1110
1 000
0100
0010
000 1
00 1 I 11
S0 0 -1 111
10 0 L 10
01 0 1 0 0
1 00
/ 01 0
00 1
0 1
N
11 o
-1 0
—1
N
3| )

Figura 5.6: Arvore referente ao Exemplo 36

Exemplo 36. Seja P o poset com matriz de adjacéncia

SO OO OO
[N eNeNeNell S o
SO OO~ =
O OO~ K~ P -
OO R O~
O R OO K= H
_ O OO O
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O conjunto de elementos maximais de P é Mp = {4,5,6,7}. Logo, a matriz-raio
de P é

O OO = ==
OO = O ==
O = OO = ==
O OO o~

A Figura 5.6 mostra a drvore decorrente do método da diferenciacdo aplicada na
matriz-raio de P. Assim como no caso do problema da particido demos preferéncia
para operagdo de diferenciacdo. A primeira folha que achamos nos deu um valor de
A = 3. Isso ja podou todos os ramos que sobraram do lado esquerdo da drvore pois
o nimero associado a matriz € 3. Indo para a direita nos deparamos com a matriz

OO R = P ==
O = OO ==
_ O O O O

Mas a soma das entradas de cada vetor nos dd a lista (5,4,3). Como A*(5,4,3) =2
e A*(P) é impar, o menor valor possivel para a discordancia de uma folha decorrente
dessa matriz é 3. Logo, A*(P) = 3 e o raio de empacotamento do poset é

R(P) = 4.

Com isto, concluimos o nosso estudo sobre a determinag¢do do raio de empacota-
mento de um poset. Na préxima secdo voltaremos ao problema de encontrar o raio
de empacotamento de um P-Cédigo Linear.

Deixamos para futuras investigacdes os seguintes problemas:

e Fazer um estudo sobre as propriedades estatisticas da diferenciagdo, por exem-
plo, provar resultados do tipo do Teorema 3 para o caso de posets.

e Fazer experimentos computacionais andlogos aos encontrados em [12], tes-
tando critérios diferentes para a selecdo dos vetores a serem diferenciados.
E a opinido do autor que o critério proposto neste trabalho é uma genera-
lizac3do boa para o critério de escolher os dois maiores nlimeros no problema
da particao.

e Encontrar outras aplicagdes para o método da diferenciagdo.
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5.4 O raio de empacotamento de cddigos poset

No comego do capitulo 3 mostramos que o raio de empacotamento de um cddigo
linear é o minimo dos raios de empacotamento de suas palavras-cédigo. Apds isto,
nos concentramos puramente no problema de encontrar o raio de empacotamento
de um vetor. Nesta secdo, voltamos a abordar o problema original e vamos buscar
formas de determinar o vetor de empacotamento de um cédigo.

Primeiro vamos re-escrever a Proposicao 10, no contexto de cédigos poset.

Teorema 11. Seja P um poset e C' C /. Denotemos o ideal gerado pelo suporte
de uma palavra-cédigo x € C por I,.. Entdo, o raio de empacotamento de C é

Rp(C) = ;rénéR(Im).

Demonstracdo. Basta re-escrever a Proposicdo 10 utilizando a notacdo apresen-
tada no contexto de cddigos poset. O

Ja vimos que encontrar do raio de empacotamento é NP-dificil. Seria interessante
entdo ndo precisar calcular o raio de empacotamento de todas as palavras-cédigo.
O que queremos € um método tal que dado dois posets P e () possamos saber qual
tem o menor raio de empacotamento, sem ter que calcula-los explicitamente.

O critério mais simples é usar a desigualdade da Proposicdo 8.

Proposicao 16. Sejam P e Q dois posets com cardinalidades n e m respectiva-
mente. Entdo,

m m € impar
m [m € fmpar

<
"= 2

= R(P) < R(Q).

Demonstracdo. Suponha que

m  [m é impar]
< D e
"set T

Ent3o, pela desigualdade da Proposicao 8

R(P)+1<n,
e portanto,
R(P) < % 4 mé ;mpar] 1L

Mas, pela desigualdade da Proposicao 8, temos também que

%+[mé;mpar]71§R(Q)

donde segue o resultado. O
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Um outro critério é o seguinte.

Teorema 12. Sejam P e (Q dois posets. Suponha que existe um poset P isomorfo
a P tal que P, é um subposet de (). Entao,

R(P) < R(Q).

Demonstracdo. Seja (A, B) uma parti¢do de Q). Mas dai, (AN Py, BN P,) é uma
particdo em P, com a propriedade de que

wp, (4) < wg(A)

wp, (B) < we(B),

e portanto, R(P;) < R(Q). Mas o raio de empacotamento é uma propriedade
do poset, e portanto, é invariante por isomorfismo fazendo com que R(P;) =
R(P). O

Com isto, podemos calcular explicitamente o raio de empacotamento de qualquer
cédigo quando o poset € hierdrquico. Como foi dito no inicio da sec3o este resultado
ja é conhecido.

Proposicao 17. Seja P um poset hierdrquico, C C ¥y um P-cddigo linear e c € C
uma palavra-cédigo de P-peso minimo. Se My, = {x1,22,...,xm} € conjunto dos
elementos maximais do ideal gerado pelo suporte de c, entao,

[m € impar] m

—
2 2

Rp(C) =wp(C) +
Demonstracdo. Sejam I e J dois ideais contidos em P. Como P é hierdrquico, I e
J também serdo. Suponha que |I| < |J|. Entdo existem duas possibilidades: I C J
ou os elementos maximais de I estdo no mesmo nivel dos de J. No primeiro caso,
ja temos que R(I) < R(J). No segundo caso, I certamente tem menos elementos
maximais que J, entdo basta considerar um isomorfismo que leve os elementos
maximais de I num subconjunto dos elementos maximais de .J e que ndo altera os
outros elementos de I, e dai usando o Teorema 12, R(I) < R(J).

O vetor-raio entdo, é tal que o ideal gerado pelo seu suporte seja minimo, ou
seja, a palavra-cédigo de P-peso minimo. Usando a Proposicdo 13 chegamos na
expressdo acima para o raio de empacotamento de C'. O

Exemplo 37. Como o caso do poset P ser uma anti-cadeia ou uma cadeia é um
caso particular dele ser hierdrquico, a Proposicao 17 nos possibilita calcular o raio
de empacotamento de um cddigo explicitamente nestes casos também.
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Na secdo anterior vimos que a matriz-raio do poset define seu raio de empacota-
mento. E de se esperar, ento, que haja alguma forma de comparar duas matrizes
raio para determinar qual é maior. O préximo resultado mostra que todo poset vai
poder ser transformado num poset mais simples preservando, no entanto, o seu raio
de empacotamento.

Teorema 13. Seja P um poset. Entdo existe um poset () que chamaremos de
forma padrao de P tal que:

o R(Q) = R(P).

e Todo elemento de () é maximal ou minimal.

Demonstragdo. A matriz-raio M de P é uma submatriz da matriz A de adjacéncia
de P, que determina unicamente o seu raio de empacotamento. Sendo assim, qual-
quer modificacdo nas entradas de A que n3o altere M e tal que A continue sendo
uma matriz de adjacéncia de um poset ird preservar o raio de empacotamento. De-
finimos, entdo, a matriz de adjacéncia de (Q como sendo uma matriz cujas entradas
coincidem com as de A na diagonal e na submatriz M, e s3o zero no resto da
matriz. Como ) tem a mesma matriz-raio de P, R(Q) = R(P). Além disso, como
as unicas relagdes que existem em (Q envolvendo elementos distintos se encontra
na submatriz M, a matriz das colunas maximais de P, todo elemento que n3o for
maximal, serd minimal. O

Exemplo 38. Seja P o poset com matriz de adjacéncia

Ap

DO DD DODDOD OO OO -
[eNeNeNoeNoeNoeNeNel S ™=
SO OO0 O O
DO OO OO OO
[N eNeNeoNol o Nel e
OO OO RO FKFEO
OO O, RO, REF O
OO O OFFOF
O OO0 OO KK
— O OO0 R OO

Para encontrar os elementos maximais basta buscar as linhas em que aparece um
tnico 1. Isto ocorre nas linhas 7, 8, 9 e 10. Logo, a matriz raio de P vai ser a
matriz cujas colunas sao as ultimas 4 colunas de Ap. Zerando todos os elementos
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que ndo pertencem a estas colunas ou a diagonal obtemos a matriz

100 00 1 1111
01 00O0OO0OO0OO0OT171
001 00O0OT1T1O00O0
00 010O0O0T11O00
A 00 00O1O0O0O0T11
“®“looooo0 1110 0]
00 0O0OO0OO0OT1TUO0OTO0ODO
00 00OO0OOODT1O0OSFO
00 0 O0OO0OOODOT1@WO
00 00OO0OO0OTO0OTUO0ODT 01
que serd a matriz de adjacéncia da forma padrdo de P.

Juntando isto com o Teorema 12 aumentam-se as possibilidades de compara¢des
entre posets para determinar qual tem raio de empacotamento menor. O nosso
proximo objetivo é mostrar como comparar posets cujas matrizes de adjacéncia
e matrizes-raio tem tamanhos diferentes. Para isso iremos generalizar a ideia de
matriz-raio.

Definicao 42. Seja P um poset. Chamamos uma matriz M uma matriz-raio-
estendida ou matriz-RE de P se for possivel encontrar o raio de empacotamento de
P aplicando-se o método da diferenciacdo na matriz M.

A matriz-raio de P, por exemplo, é uma matriz-RE de P.

A seguir listamos modificacdes que podem ser aplicadas a uma matriz-RE de um
poset para construir outras matrizes-RE do mesmo poset.

Proposicao 18. Seja P um poset e M uma matriz-RE de P. Ent3o as seguintes
modificacées em M ndo alteram o fato desta ser uma matriz-RE.

1. Trocar duas linhas.
Trocar duas colunas.

Adicionar ou apagar uma linha nula.

A LN

Adicionar ou apagar uma coluna cujo suporte esteja contido no suporte de
uma coluna de M.

Demonstragdo. As primeiras duas propriedades valem pelo mesmo motivo que va-
liam no caso da matriz-raio de P. A terceira propriedade vale pois associar ou
diferenciar zeros continua dando zero, e no final do método da diferenciacdo nao
altera em nada o valor das discordancias das folhas. A quarta propriedade vale pelo
seguinte motivo: Seja ¥ um vetor coluna de M. Se adicionarmos a M uma coluna
w tal que supp(w) C supp(d) entdo O @ w = 0 e além disso, ¥ © W é © mas com
entradas i nos lugares em que w = 1 o que faz com que certamente associar ¥ com
w seja melhor do que diferencia-los. O
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Note que, a matriz de adjacéncia de um poset é uma matriz-RE dele, pois todas as
colunas correspondentes a elementos ndo maximais tém suporte contido em alguma
coluna correspondente a um elemento maximal, e portanto, utilizando a propriedade
4 da Proposicao 18 podemos modificar a matriz de adjacéncia de modo a chegar
na matriz-raio de P.

Exemplo 39. Sejam P e ) dois posets com matrizes de adjacéncia

11 1 1 1
01 010
Ap=10 0 1 1 1
0 0 010
0 00 01
e
1 0 1 1 1
01 0 1 1
Ag=|0 0 1 0 1
0 0010
0 0 0 0 1
respectivamente.

Vamos mostrar que Ap é uma matriz raio equivalente de Q.

Comecando pela matriz Ag, utilizando a propriedade 4 da Proposicdo 18 podemos
eliminar as colunas 1, 2 e 3 pois o suporte delas esta contido na coluna 5. Com
isto, ficamos com a matriz-RE de ()

11
11
0 1
1 0
0 1

Utilizando as propriedades 1 e 2 trocamos a a ordem das duas colunas e trocamos
as linhas 2 com a 3 e a 4 com a 5 ficando com a matriz-RE

11
1 0
11
1 0
0 1

de Q. Mas dai, utilizando a propriedade 4 podemos chegar na matriz Ap pois o
suporte das colunas 1,2 e 3 esta contido na primeira coluna da matriz acima.

Logo, R(P) = R(Q).

No préximo resultado vemos como comparar o raio de empacotamento de dois
posets utilizando as matrizes-RE destes.
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Teorema 14. Sejam P e (Q dois posets e Ap e Ag duas de suas matrizes-RE
respectivamente. Ent3o,

supp(Ap) C supp(Aq) = R(P) < R(Q).

Demonstragdo. Mostraremos que zerar uma entrada de uma matriz-RE sempre di-
minui seu raio de empacotamento. Seja M uma matriz-RE de algum poset. Defi-
nimos N como a matriz cujas entradas coincidem com as de M a n3o ser em uma,
que denotaremos de m;;, onde assume o valor zero, i.e. n;; = 0.

Se a i-ésima linha de N contem apenas zeros, certamente R(N) < R(M).

Se a i-ésima linha de IV contem algum 1, a coluna k por exemplo, entdo associar
ou diferenciar as colunas i e k de N nos dard discordancias menores do que associar
ou diferenciar as mesmas colunas da matriz M, e dai R(N) < R(M).

Analogo para os outros casos. O
Logo, podemos tentar comparar o raio de empacotamento de dois posets da seguinte

forma: modificar a matriz-RE de um dos posets ou de ambos de forma descrita na
Proposicao 18 de modo a que o suporte de uma matriz esteja contida na outra.

Exemplo 40. Sejam P e () posets com matriz de adjacéncia respectivamente

1 000100
01 1 1 111
0010001

Ap=10 0 0 1 1 0 1
0000100
000O0O0T1O0
000O0O0O0 1

e
11111111
01011011
00100001

4. _|000 11001
7100 001000
000O0O0T1U00
000O0O0GO0OT1O0
000O0O0GO0TO 01

Os elementos maximais de (Q podem ser encontrados buscando as linhas com apenas
um 1, ou seja, as linhas 5, 6, 7 e 8. Logo, a matriz-raio de @), que é também uma
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matriz-RE é

SO R OO OO

SO O~ H~H O~
=N NeoNeNeRal
O O O = =

De modo anélogo, a matriz-raio de P é

o
o

OO P O ==
O = OO O
—_— O O = ==

Adicionando uma linha de zeros entre a quinta e sexta linha, e dai adicionando uma
coluna de zeros entre a primeira e segunda linha, obtemos a seguinte matriz-RE de
P:

O OO = O =
SO OO OO oo
=N NeoNoNeNal "
—_ O OO =O

Mas o ideal desta matriz esta contida no ideal da matriz-raio de Q. Logo, R(P) <

R(Q).

O Teorema 14 nos dd, entdo, uma forma de reduzir bastante a quantidade de
palavras-cédigo para quais precisariamos calcular o raio de empacotamento.

No nosso tltimo resultado damos um limitante superior para o raio de empacota-
mento de um poset e consequentemente para um P-cédigo linear.

Proposicao 19. Seja Q um poset com n elementos contendo m elementos maxi-
mais. Entao,
[m € impar] m

R(P) < n 4 TrEmpar m
(P)<n+ 2 2



Em particular, se P € um poset e C € um P-cddigo linear e x € C' entdo

[|Msupp(z)| é fmpar] _ |MSUPP(I)‘ _

Ro(C) < wo(w) + : :

onde M) € conjunto dos elementos maximais de supp(z).

Demonstragdo. Basta notar que a o suporte da matriz-raio de P esta contida na
matriz-raio de um poset hierdrquico com mesma quantidade de elementos maximais
que P. Utilizando a Proposicao 13 o resultado esta demonstrado. O

Com isto, temos o seguinte método para encontrar o raio de empacotamento de
um P-cédigo linear C: Primeiro, usamos os métodos apresentados nesta secdo
para diminuir a quantidade de palavras-cédigo candidatas a serem um vetor de
empacotamento. Das que sobrarem, teremos que calcular o raio de empacotamento,
utilizando as técnicas da se¢do anterior, no entanto a Proposicdao 19 nos sugere
comecar pelas palavras com menor peso e maior quantidade de elementos maximais.
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