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INTRODUCAD

Seja I3 o espaco das fungées continuas definidas em fa,b],

com valores em l0,+«). © funcional T :®B —-— [0,+=) dado S1aTe
b

L) = E f(x)dx, associa a cada funcace £ em M, um numero real
J
a

nao negative, que representa a "area" da regiao compreendida entre o

grafico da fungao £ e o eixo das abcissas.

Uma generalizacao do conceito anterior & obtida quandc con-

Feds

o

sideramos ¢ funcional T :IB - {0,+x| definido por TI(f) =

{
_‘I

onde o & a medida de Lebesgue, IE um conjunto mensuravel e £ € L,

& uma funcgao definida em IE com valores em [0,+=), f mensurivaol.

Ambos funcionais citados satisfazem as provriedades:
(i) T(0) = 0, onde 0 & a fungaco identicamente nula.

(i1) T{f) = T(g}) se £ g, ¥f,g © m.

2

(111} T{E) = T{f ~ a) + T{(f v a - a), ¥£ € B, ¥Ya € | 0,4m)

(iv) T(£) = lim T{f A~ n}
oo o
, 1 1 .
(v} T(f) = lim T{f v = - =) , ¥ © B,
n n

It -+ < s

(viy Tile } = ol (medida de TI), onde I & um intervalo roal o

I
v o a fungao caracteristica de I.
(vii) T{f) = T(f «v. b + T(E - ¥ }, sende I intervalo real.

1 TIR- 1



0 objetivo do nousso trabalho e definir um funcionel

_ . IR . - . )
T !19.+*!H — {0, +e], ou seja T(E) € 1 0,++] sende £ ume fungac

guafguen de W em  {0,+=] , de modo gue o valor T(£f) satisfaca as
preopricdades (i) a {(vii) especificadas.
Consideremos o : P(IR) ——|{0,+«] uma funcac monGtena de

conjuntos, isto e, al@ =0, +(A) < (B} se A C B. O funcional,

> {0, 4 o] , definido por

R

1 T
[ fdo = 1im = ¥ af{f » nel , Satisfaz as propriedades {i}
JI]P ¢ >0t & n=1

a (v) para cada « . Ainda mais, se T € um funcional definiido em
;IR . . ; . s o o . C

[ 0,+x] assumindo valores em |{0,+={ e satisfazendo as proprieds —

des (1} a (v), a fungao mondtona de conjuntos o : PIR) —— [0, +-]

defintda por a{d) = T{¢,} VA € R , & a Gnica fungso monitona i

conjuntous tal gue

.
T{f) = i fdu vE & {0, hw] .
J

Se o conjunto I for substitulde vor uwm conjunto X gual-
quer, X # @, podemos definir de modo analego, a gquantidade

" ! fdo " , denominada "integral da f sobre X, em relacao a fun-
Iy
—— - - Ed .. T‘i—{ il
¢ao monotona de conjuntos o P(X) — {0, +] , ¥f € [0,+w] .



11

Chamaremos de (nfografl menotona, gualquer funcional

T: W — [0,+=] , B C [0,+‘mix, X # @ , que verifica as proprieda-

des:
(i) a€f[0,+x), £ € B »af, £tA a, fva-a€k®,.
(i1) f,g€ B, £ < g ~—— T(f) < Tig)

(1)
(iii) T{a - f} = a+T{(f), ¥Ya & [0,+=) , ¥yf & I\,
(iv) TI{£) = T(f A a) + T{f v a-a), a € [0,+0), ¥f € B .
{v) T(£f)y = 1im T{f An), ¥f € B, n & IN.

n—+ -+«
(vi) T(f} = 1im T(fv -4, vee m, nem

y n n
1 = o
Para qualguer intcgral monotona T, T :EBC.fOf+mix ce {0 0

X # @ , existe um teorema de representacgaoc do tipo de Riesz,ou seija,

se ”uT,B P(X) ~—— {0,+=] , sdo funcocs mondtonas de conjuntos defi

r_'{l

nidos por:

A = aun! T = B £ |

J.'_L‘l ) 3L (i—I T I o ‘DA ]
o3 = inf{T(£) : £ ¢ B £ oo ow_ 32

o b 1 1 . = ’ 8 QI\ ]




YA C ¥, entao, uma fungﬁo monotona de conjuntos o P(X)

& tal que T(£f) = ! fdee , ¥YE£ & 1B, se o somente se S
4y :

Visando facilitar a leitura para aqueles gque se

iniciam nas

se estudo, Muitas vezes optamos por uma demonstragﬁo mais extensa

porem mais simples, sem contudo deixar de seguir uma sequéncia 1Hgi-

ca dos resultados.

A continuacao natural desse trabalho seria o estudo da li-

nearidade das integrais mondtonas gue sd nac fol aqui abordado por-

que extenderlamos por demais o assunto, extrapolando assim, o objebi

vo proposte inicialmente.



CAPTTULO I

INTEGRAIS MONOTONAS

DEFINICAQ 1.: Seja B # @ um conjunto, e mfhﬁﬁx a classe das fun
goes definidas em B e assumindo valores em [0+~ . Consideremos

B C o, +“4E , B # @ satisfazendo

(i) Para todo X €10,+ =] & g &€1B tem-se que g &B ,

gA »EB , g A=k € B,

Uma aplicagdo T :B — {0,+=] & chamada "integral mondtona"  se

valem as seguintes propriedades:
(ii) T(Af) = AT(E) , V¥E €B, Vi €[0,+}
('r & homoygénea)
fi11)} (v¥f, g €B; £ < g) == (T(f) < T{g))

{(Monotocidade)

(iv) TH(E) = T(f .~ ) + T(f v XA =2), ¥fF € B e } € [0, + -}

(v) TI{f}) = 1im T{f ~ n} ; vi £ B
L S

(Vi) T(E) = Limn(r nE-d, viem
Observagoes:
“fix) me f£(x) o {x)
(1) (f WV g)ix}) =



hY

D E(x) se F(x) < g(x)

[
o
—
=
~
[ia]
e
e
E—
|

L g (x) se fTix) > gix)

(3} Convencionemos gue { » (+e) = {H«) -0 = 0,
Assim se T & uma integral mondtona as propriedades (i) e {ii)
nes garantem que a funcao identicamente nula, 0 , pertencs  a T
e T(0) = 0 pois: se f E€B# P por (i) 0 = 0 - f € B, por  oal-

tro lado como T @& homogénea e £ € B  temos T(0-f) =0« T(f) =0,

e assim T(0) = 0.

(4) Dada £ €B e {i,u} ClO 4=}, X >l
gntac fA X - f aAau = {£AX}V u ~ pu.
Demonstragao:

¥x,y € [0,+«] tem-se que = A v + x V vy = x+v, logo,

{(fA Ay A+ {£A AV = (EFad)y+pu == (failvy u-

= fA L - (A XA Ww=—> (£N A}V p—-—u =£EAL -1 Ay
cyd
Prop, (1.1} Suponhamcs que sejam verificados os itens {1} , (tiid,

(iv} da definicao de integral monotona para uma transformagao

T:B > [0,4=] . Entac os itens {v) e (vi) eguivalem a

(vii] lim THE A M) = (£ A )] = 70(f)
R
o> 4
Dem,

(=) Vamos mostrar que se (i), (ii) e {iv}) valem entao (v} e (vil

implicam {vii). De fato:



lim T AX - £ Aul = sup+{_T(fAkﬂfAu)}=
A+ + A, UEIR
u+ 0+ ' A>

= sup sup {T(fEA X - f Au)}} =
AERY peRY -

=suwp lim (T{(f AN}V =L)<
MERY ps 4+ U U

= gup T{f A X} = lim T(f A 2} = T(f)
AERY Ao + o
(=> ) Reciprocamente, se (i}, (iii} e (iv) valem entao (vii) im-
plica (v) e (vi). BSabemos que TI(f) = 1lim (£EA X - £ u). Temos
o

que, £A X - FfAU<CEN) < =2
=5 T{(f A X -~ £ A u) iT(f/\)\) j_'l‘(f), Yi,u € [0,+4=),

logo lim T(f A X -~ £ Ap) < lim T{(f A X)) < T(f},
A 4 oo 4 oeo
u= 0+

ou seja, T(f) < 1lim T(f AA) < T(f). Assim
R

T(f) = 1lim T{(fA X))
At

Provemos (vi).
fFAXNCE=>{EA L) Vy < EV U =

=> (£ V A}V u -

T [

1
if\/U"'H

= THEY ) V- FS TEY § - D) < T,

YA,UE [0, +«=),



Vim TUE Y A) vu - 5 < lim T{EVv u - 5 < T(f) ,
Lo+ o L -+ 0 M
i+ Q0+
ou seja, T(f) < 1im T{fV u - %) < T(f} , e assim
p> 0+ H
T(f) = lim T(f v u - i).
-+ 0+ H

Observacoes: Suponhamos que T verifica os itens (i) e (iv) da defi

nicao de integral monGtona, entado:

(a) vfeB , T(f) = 1lim T{(f A n} <=
n-> ]
_Fm
e== T(f) = 5 T(fAn-LA (n-1)) , ¥{ B
n=1
j— 4 T iy l l
(bY vE&eB’ , T(f) = lim T{f V = - =) e==
n n
n—+ + o
T 1 ]

De fato:

No item (a) as reduzidas da série sao dadas por:

6]
}

= T(L£ A1)

S, =T(fA 1) + T{fA 2 -FfA 1) =T A1) + THUEA 2} 1T-1H=

RN

TEA~2) A1 + THEA 2) VYV 1 = 1] = T(f A 2).



Suponha Sn* = T{f A {n~1}). Assim

S =T A n-13] +TfE~An - A (n=1)) =

= TH{f A n) A (n=-1}] + 7[{fAn} v (n1) -~ (n-1)]|

= T(E A n).
Mostramos por indugac que Sn = T{fA N}, ¥Yn € N, e entio:
T(£f) = 1lim T{(f A n) == T(f} = & TEA n ~ f AN {(n-1))
n- + n=1

Provemos agora o item (bj).

o
As reduzidas da série YT H{E A L A ~}-)
. n n+1l
i=]
sio da forma:
S =T{f A 1)V L i} : n € N n > 2 pois
n-1 ' n n ’ ’ —
S =T(EA 1 -fAR cprEALY 2221 @
1 2 2 2
- - . _ - " £ l -E
Supondo valido gue S}(“T. =T[{f A 1) v T Tk P,
vames mostrar que 5 o= T{(f AN 1)V S ~i~]
- ' k ' ’ ) k+1 k+1 d

o toremos provado,por indugaoc como sao as reduzidas S.-1-

i - ] | _ _1..
s, = THE ALY g - 5

o+ T(F L f A =

1,
k k+1



- m 1 _ 1 i, _ i
=THE ALY o - b THEAN 2 o7 - ]
o~
1
: £ oAl
1 1
N - S T T
(f 1 £ A k+l) t TET
1/ k- o . B _
1 : 1 1
1/k+l :’:—:-_'-:7 — T -
"‘ \K b
Temos
1 _ 1, _ e _ 1 O S
(ff\-]z—If\ m)—(f"'\l f/\k+l)f\ (k k+l)

- I 5 4 l —_ ....._1 —_ .:.I.'_. — —}_._
(£ AL - E£A o) Y G- Er - T



z'-‘. }._..-;11 .‘\_:_]:‘ ‘\1( _ 4 _ .
Sy ri(fFA 1)V ” D+ TE S o) T _nl_?_;

- - Ly v oy o1
THE AL = £ A ) Y - gy - - gt
P 1 (iv)
+ T{(f A 1 £ o) AN k+1”
- _— Sy 2 B!
=T AL = £ A7) THEA 1)V o k+l]
. 1 _........_.1 - ml
S =1 HE ALY 5y k+l]
Provemos agora a cauivaléencia
(=3} Como gualquer f ¢ 1B,
. . 1 1, -
T(f) = 1im T(f VvV = - =} entao,
_ n n
n—L+Ln>
TUE AL = lim THEA DV L - Lipe
n n
no 4w
.+.-:r_| ] l
= : = v m A A o
lim s (£ /\n £ n+1)
n—- + « n=1
i 1 1
( w===} ¥Yf B, T{f » 1} = ‘;‘“.1 T{E A K - f _IE::j:) =
[
= lim s, = lim THEA DV £ - o]
ke + o0 K-> + o
.1 L
£y = lim T . - R
T (f) liot T (L A 1) A e A

k_ B



+ Tlf v 1 -

U= Jim {ITH(EA 1) v & - %1 P T L - 1) -
-+ 4+ o K
- lim T(f Vv % - %).
[
TEOREMA (1.1) - Sejam, T uma integral mondtona definida em
B CIio, +“4E , B # ¢, k um nimero natural gqualguer, <gn}:ﬂi
uma sequéncia de funcoes tal gue g, €EB e tg

uma funcao pertencen
o * -
te a B. Se (gnz\ k) — g Ak, Yk € N, uniformemente( ) entao:
{viii) T{g}

im inf T
l;m inft _(qn}

Demonstragao

Como S Ak -+ g Ak uniformemcnte, YK

|
& N, entao dado Cow = )
K
. y E -l - . 3 L
dn (k) tal gue ¥n, n ni{k) teremos, g A k - TS g, A K < ag Ak by
logo o kg, A~k + ¢, dai,

’ ) s j_ B ]_
w oo tgg A k + ﬁ% vor a, Nk o

Agora, como (g Ak} v %—u % 9y L K temes que

i .
T E 11 P k) pv _.:!‘_ jl ! o yi'n (q A k) & :]1 (g )
e g k k N o A - I’] - n ¥
pois T & mondtona.
r - l 5 [ - s . 1

Logo Tlg A k - g A‘E; < 1(gn} ; Yk EN 2 n ¥ ni{k), @
¥k © N, tem-se

AnSaTin

(41 deepen




TG Ak - g A

segue-se entao que,

lim inf Tlg A k - g A

k

1
2)

Conclulmos entao que:

T(g) = 1iim
v 4o

T‘:g Aok

int
nin(k)

A=

-4

)

T{g ) < sup inf
KEW n>n (k)

< sup inf T{g ).
k€N n>=nik) n
1y

Ay E) =

1 . ..
Ak - g ﬁ.EJ < lim inf T(qn)’

Il

‘T(g] < lim inf T(gn)

n

{viidi)

PROPOSICAC (1.2) Se valen

regral mondtona entao

Prova:

(a) (viii} ==

Seja (gn>ﬁ(f A on? uma sequéncia crescente de funcoes em

g Ak=(f£A N Ak

Logo pela {(viii), T(

(v}

£}

(i),

{(viii)

lim inf T(f A n) <
1

(ii),

= (v) & (vi)

de fato:

converge uniformemente a £ A

T(f).

’?(qn) :

(iii} e (iv) da definicao do in

k, Vk

1B



Portanto, T(f) = lim inf T(£A n} , e como a seguéncia ( g ' & cres

n
n
cente o limite inferior de T{f A n) & o proprioc limite e assim:

{T(f) = lim T{(f A n) {v)
| n-+ 4 «
(b) (viii) == {(vi), de fato:

. 1 - .
Seja g = £V L. = , que formam uma seguencia crescente.
n n n -

~ 5
_l f - % se £ hd }]f-
f \/' l —_ l E \'
n n ; ‘
ﬁ 0 se £ i
L_» T
Jemos gue:
0 f v l . i < £, ¥n & 1§, e
- byl n -
<] Ao ko= (f 4 l - l} FAY ko— f PN k '
1 n n

uniformemente, Vk € W, assim por (viii} temos

. L 1 e s
T(f) - lim dinf T({f V % - H) < 1lim inft T(f} ,
S n
- n . . - RV l ]. ~ - . - Y v o
ou seja, T(f) = 1lim inf T(f ¥ = H)° Come a seguencia <Hn; (=] i
n n=1
crescente ¢ T & mondtona temos lim inf T(g )} = lim T(g }
n n n- 4+ oo o
— e i -
IT(F) = 1lim T(f v = - i)r {vi)
| noon




CONSISTENCIA DA DEFINICAO DE INTEGRAL MONOTONA

(INDEPENDENCTA DAS CONDICOES)

Seja T :B —{0,+= ], B C [O,+wkm, B# @, satisfazendo (1)

da definic¢do (1).

(i) fE€B == fFAKE B; £V k ~k €EB, kf € B, ¥k € [0,+«]

(1) (ii) nao depende das demais condigoes.
De fato:
: - = 1R = Pee
Seja B = [0,+«] e T(f) =+« , V£ & B,
T assim definida nao verifica (ii) pois, + = = T{(0 - £) = 0 « T{f}.
As demais sao verificadas facilmente.
(2) {(iii) nao depende das demals condicoes.
De fato:

3 1 T - . . = T o 1afinimoc
Seja ﬂl £ 0, dl % Hz, (Hl, H2 Z PRaY), ¢ definimosg

B = _Ir}\ . . e eyl U -}\ " s }‘ & + o \:, = -
B PAY : L Ot {.'HZ Lo, ) » onde @le H2 sao fun-

g&os caracteristicas. i) gsatisftaz (i), e definimos T em 1B, por

T(wey, ) =20 e Tl ) =4 . Como essa definicao T naoc satisfaz

Verifiquemos se T satisfaz as demais condigoes:

(i1) T(LE) = AT{E) , VYEC B, Vi € [0,+)
De fato:

fe B = [ =2i'y¢_ ou £ = x"e  , A" E LG, 4
H] H2



T(Af) = AT(£) , YE €& I,

(ivy  T(fY = T(Ef A X') + T{(E A" — A7), 2t e [0, +=) e f € I3,

i
3
-
)
Il
e
=

seja [ = iy , T(E)

TIf A V) = T(AwH A ATY =+ ou

T e po= 240 se X o> M7

2AY 4 24 - 24 = 24 se A

T(f A +'") 4+ T(Ff v 1" — 2"} __J[‘



dafd TEANMY + T{E W 2" = 2') = 2% = T{f).
Se £ = g, teremos T(f) = X o
H
2
o~
J’l se Voa AT
TE A XYY = Tlae, ~ ') =
i, }
LR‘ se P
(O Se Now At
T{f v A' = 4'") = TOe Vv ' = XA") = 4
HZ .
PR 3 e by 1 F
T{f A A7) + T(E V¥ &' = ") = T(f)
(v} T(£f) = 1im T{£f A n)
n x4 oo
Seja f = R¢H1
s o1 < A temes [ A n o= E¢H A n@H
3 1
se n > A4 temos f£A n o= A¢H1 AD = 1¢H]
Azssim dado c » {0, existe “no" {12 n? natural maior gque ')
guce gualgquer "n", o > o, tem-se
[T{(fA n) ~ T(EY] = TQ¢, Am) - Ty ) =0 <«
| Hy Hy

T{f} = 1lim

T o A o

Assim

T(f N n). De modo anadlogo se mostra quando

tal



(vi) T(f) = lim T(fy & - I
n it
i -+ oo
Seja  f = iy
iy
0 se 5
f'x/—l—'v-érad \.r‘i‘-l:
n n Hl n n
- %Ni-i se ;
1
Assim dado ¢ » 0, existe no € N (basta tomar .
Jque gqualguer n > n,oon € N, teremos:
| L S . I N H S
{T(f V n n) T(EY] = | (A n) Vo= S <r
i n o> _]_'.
pois > =
lim TV & - Iy = 7(f)
n n
n s
(31 {(iv) nav peside das demads
Seja  Ix,yi CIA, x # v
L - . E J -{A T i .
Considercmeos B = [0, + ] e T{f) = J£{x)
adqualouaxy & JB .
T nao verifica (iv) para f = Fren b ‘P\yf?

JUL+0Y - (0+2)

!



T(E A L) = Ti(v I} * 2¢ {V_}) Al = T(w{x

T{f 1 - = ] ) 2 3 - = Tlwn. = ¥, =
{(fv1i-1) TE(W{X} + 2v[y})“v 1-1] i(»iy}) 0.1 0
Portanto T(f) # T(f ~ A) + T(fvr - L)

T satisfaz a outras propriedades:

—————n SN —

|

(i1} T(AE) = Vaf(x) = 2fly) = f'/f{‘x} » Fly) = 2T{f}

(111) £ < g = JE(x) - £(y) < /9(x) - gly) == T(£) < T(g)

e |
(v) lim T(EA n) = lim J(£(x) A n) « (f£(y) A n) =

no* o -+ e

= 1im JIf(x) - f(y) m n = JE(x) - £(y) = T(£)

n—'-r-l—oc\
- : i1, . : e , L1, 1

(vi) lim T(f Vv = H) = lim J{f(x)V¥ n n) (fly} v = n)

o 4o o + o

] ]

(4 A prepufedade (v) e depende dey dowdns

Sejam, [ < 10, +=r-lm tal que {x &€ M: f{x) =t} # @

gualgquer t € (0, +~), B < [0, +~] definido por

B= {u-{(fA a-fAaAb):uabclo,+=] , 0 b <a=<+w, vfst

] N



Jh se a < +o
Colocamos T(g) = Tha{fa a - £ A b)] =
u se a = +w
v
!i f !
? / A a
_/ ﬂ(ﬂ’ I
| frna~- 5L b
b . / o .
I R / e e
b - ;// “f oAb
I / i /
o . e
| : ,/ P

E claro que T
Fagamgs uma

acima,

(12 Casc)

& bem definida.

Seja g =

- b) se f > a
- b ) I <« £
s@ £ >

melhor imterpretacgac da

u{f A a -

definigao dada da transformacac

FABY com a «



Logo {*) nos mostra que se a @ 4+« entao o €

e pcela definicac de 7T, T{g) = 0.

(29 Caso) B a = +w temos para o = u(f A o -

seqguinte cxpressao:

g = u{f - £~ b) =

- ."'.‘I' . = e e e

iimitada



Sabemos, pelas condicoes

ela nan & limitada. Assim, g nao & limitada

Mostrarsmos agora qgue

definicao de integral mondtona, pois zeja

com a = + Assim g & ilimitada e T{g)
limitada gualguer n &€ W ¢ por (i) gA n ©
I e como " "

= kn[f/\ a, £ A bn g AN
N,

temos a_ < + =, gqualgucr n © e assim

r
n o= MW,
T{c) # lim T{ag » n)
no> e
T osatdsdaz ay cwfnar vsepsiodades
it TR
(1) Seja g € I e ) € |0,++ entdo
g ANh o= ualf A (b +-;11-) - £ A bl &€ W,

g=u{fA a-f Ab) com uvu#0 , a
Dem.
{l]) Se f£({x) < b temos
BIEA (D + 2 = fabl =0 e g A}
il
(1,) 8Se b < £{x}) < b+ . temos
g L= ui{fAa- by =], &

T nao verifica a

B,
= u. Nete que

B logo g A

& limitada, qualguer

Tlg A n} = 0,

_:'{ l""L' :. fo, Ifl
onde
b+ -
U
=0

propriedade

u{f A

impostas inicialmente a "f" G
gquando a = += g &

{wi dn



QlE A (b o+ u) - £ A bl = ulf - b

f - b « % , loge ul{f - b} = vu{(f -

o

i

by A

COING

a3
< o+ ;l fomos

. . A , - _ . .
Estamos considerando a » b + 5 ¢ Pols caso contyrario, a <« bh + — ta

N

-

riamos ula - b)

nada tendo a mostrar. Assim,

ulf A (b + i) - £ Abl = ullf - bl A %j

u

k]

< 4 e como g < ufa - b}

e portanto g A A = ulff A{b + =) - £ A Dbj

(13) Se £z} ~ b+ % temos:
B N
- i - o - - A = po— g Y
wlf A b+ ) £ AB)] = u s o=

g AN = ulif Ana - £ ADIA -\} =

Cu s - b
. . A
Mags nlifa a - bl = =
u
ul{a - ) M
Como £ - b » & , e a> b+ =, isto @&
Q 1
. iy . }T \
. - p — E -} K P = .
u[{Ff YA uI uila ). .

gn s =ulf A+ =)

teriamos

i

(} FAND W a oy e i

ai{f na -bry~ =1,

1= f Py
se LA

- b} «
f .-'ﬁ\ b ]

b} /\\ ;\".

a

11



(2

Se

3

et

u

Y., (1. e (1.]
{ ) ( 2) (13}

Vamos moskbrar agora gue dada

g =ulf na - Dbl € B,

tg=aulfAaa - fADb EB e
Dem.

u 7

= (0 oObvic. Suporemgs entao

b, g+ A - 1 =

Se b« f < a poderemaos ter

Q

conglul —se

g L -

u

ulf Ana-f

a validade de (1)

e i [} ’—i— !_r-} '

Beam

M
A b+ a)], logo

h « £ = o+ % ou b + A < F < a. Quando

b o< :Eab%%, ulf A a~ €A (b + =) =0 2
gk - = ulf oA a - £ bl - L=

= ul{f " a - Dbl ¥ ¥ - 4 | Istamos supondo

a > b + % pols casc ¢ontraric, < ufa ~ o1 ¢

g ), e assim g v oy - W o= 0 & 1B obhviamente.
Logo, g Vv 4% - & = u{f A a=>b)y¥Y & ~ L = ulf~-b)v 2
= ugl{f - b~ =] -3 = u -% -3 =0, e



assim gy L~ L = ulfA a - £ Ak

A
Cuando b + o fix)y « a teremos,

e, gV ¥ - 3 = ulf-bi~n 1 = 4 = u[{f-b)V 1_1l

= ulf - b) - & . Logo,

]
m
53!

DelEA A - E A (bS] =0 H’~t>~~ll = u(f - h)
u 1

gwv Lo =ulfAa a~§f A (b + a?! S

(2,) Se £ > a teremos,

gy A = A =ula - byy » - 4 = ula -~ b} - X

agsim g A - L = uif Aa - f A (b

Por (21), (2,) e (23} concluinos
Sbvio que se g = ulfA a - £ A bl entao

asgim g € B , Vi € [0,+v) e g = .

Pelos Ttens (1Y o (2) conclulmos

(i) da definigac de integral mendtona & satisfeita pela

T satisdas (1Y, o ose i, T{Va)

Jem.

Seja g = uwl{f A a - £A b)Y, aassim

T
|
i
T
=
)

entad gue

=]

’
1 =
e
3 1§ i
A ETICINN
- T |
Iz} L Yookd |
[N AR A S

T

{0+

vl



0 A1) a < +
Tlhg) = Tlhiulf Aa ~ £A bY] = 9
ER3 oe a = +
gﬂ sa a < koA
T{g) = iTa{f A~ a - £ A b}l = 4
LU 5¢ a = 4 -«
\

Lege (ii) ¢ satisdiedfa pola T,

T safdsfar (1ix), cu s¢fa;

{(¥h,¢

e
I
|55
o
ras

]

|
i
|
—
-
¥
[l
W

Dem.,

L
Il
i
.
S,
.~
it
{
[l
-
2
T
—

Sedam 1 atelnl

[u{f.m a - f b SorlEA T - £ N 8)

S oa i anbao  T(hy o= 0 o Tlatr
Se a = + - cntao g nao & Jlimitada
e Cono o < o temes h ndo limitada, logo v = 4+ « , € assim

g= uf{f - £fA b} e h=.s(f~f A g}.



[
[

Como {x:£f(x) = bt} # @ Yt & (0,+«), podemos formar uma se
5 i : 1 = - ) - - = Vo = 2o
quéncia {bn}nﬁﬂl de elementos de B tal que £lb 3} n+s. B oola

ro que f(bn) —> + o quando no-r e,

Como ulflf - £ A bl < 3i{f - £ A sl , assumindo ¥ # 0 temos

- F 1 ~ y
2 < ag—-;—ﬁ--?n---;g)( L) ¥b o C OB, isto & I e
PN H A 1 - _,‘C__,{,_,‘E]_.}._ +
n

u - ) : _ e a
go = < lim e im0 2o @ss1inm, w2 b L Levando om conta

que Tlg) = u e T{h} = i temos T{g) < T(h).

T safdispar {ivi, {3fe ¢, Tilg} = TlgA X} + Tilg ~ v - +} ,

Seja g = uifi N a - £ A b}, e consideremos as duaas sequintos

(19 Caso) Suponhamos a < + =  ou u o= 0, entao T}

Como (1) & satisfeita, gaA » © B e supondo L € [0,+~5, g /M0 £

limitada, logo g A 2= k{f A x - £ A 8) com r < + = . Analoganents
temos que g v L o~ 2 € B o e limitada, logo gvi=-t =K' {far'-{Aas’l

onde ' < + « , Aszssim T{g A X)) = T{g v )\ -3} =0 , e entac i)

= T{g A 3) + T{g v ¥ — i),



(29 Caso) Suponhamos a = + « e u # 0, entao Tlg) = u .
Como (i} e satisfeita gA » € B e g~ A - 2 € B, logo o A

K

= k'[f ~Ar" - £ AsTle Mas g Al & limitada pois estamos conside

h
..f..

rande X € [0,+=) , logo r! = @ portanto Tlg A %) = 0, Pode —

mos também escrever gque g~ A ~ % = klfar ~ £ A s8], mas a0t

nac & limitada pois g v )} nao o &, assim g i =L =k Ay - § g

=ulf ~fAablwv i - Xx , com v = + ©

Coma {f = ¢t} # @, bt € (0,+=), nodemos formar uma sequen -—

cia bt 0, de eglementos de B tal gue Flbh ) = n+s, 2 0 ola-
nn@m ' r

roogus f (bn} —k b quando n -+ + o, Consideremos um numero natu-

ral ng tal que , ¥n & W, n > N, £ (bn} {f ) (un} DomAax ol by

Tal n . cxlste pols  f (b‘q} e ko gquando n v+ w. Retomanda a iooel

dade kif Ar -~ £ A sl =ulf -~ f Abl Vv -3 e tendo em conta ouo

a # 0, temos que

=

)
|

11

o
1
.

(52
l

a3
1

iy
53
i
o
S
4!
o
bl
-
-
H
n

n 1 ¥
[SIR
T = e
. f (.bI 3
\ s t )
O B jay, o e , Y1 - no



. k
I''ezendo n » 4+ o , obtemos o 1, ou

.

Assim temos T(g & &+ — })} =

T{q) T{g A &)

T Satisdar (vi), ow so7a,
i y n T 5 iyl R ] l \
Fig) = | im r (g s
n oo B
Dem: Seja a = aif A a - £ A

! ] - ¥ - i _]..
g v f - % T, ¥Yn = R, logo g v 7

Provaremos a aflirmagao acima,

{1le Ouando

1
gV o

Cago) e

limitada, e assim &

_1_' — _j

limitada,

seja ok .

T

K = u, o

Lis

analisando

un = 4,

Y o= M.

te a_ o« 4w e Tlg oy = 0 ¥n & N, e comd
n n n
. o o1 L, -
1}m g v n T n Plg) o= 0,
ri oo
(2o Caso) Quando a = 4+ «» @& u # 0. Temnos
e _ o, ] } e oy
o nao e Himitada g v W nac e limibtadsy, assi
. Tt
o1 L : - . .
o portante g VW oD = S o= kK {f - f A Db ;o ¥no N
- - 1 n 0 e
[ 1 jaren [N

dois oo

Intac temos que o o

T
m

!

Consedquentomnen-

Tlg) = &, bLomoes
Tia)Y = u, @ }

as mestramos |



que se g = ulf - £A bl e ulf - FA Bblv ) = ) =kI|f A 1T -
com r = + » entac u = k. Logo u = kn’ Yn €N e
- 11, o :
T(g v = - =) =y , ¥n & W, e assim:
n n
T{g) = lim T (g Vv L - l)
_ 0 n
n -+
(5) A paepadedade (vi) da defindeac de ntegral meno

depende das domads:

fong e

Seja £ € [0,+] tal gue {x:x ® B, f{x) = t} #
T ~ ; ST — \ i1:N . PR
vt & (0,4}, Cologquemos 1B = [0,+~] , sendo B o= {u{f A a -
w,ahy € {0,+ =t , u# + w , & b, definimos 71 - o, +
[
PO e bro» 0
T(g) = Thu(fAa~-fAb)] = J
Lu g b = 0§
Assim definida, a transformagao T nac verifica a proprie-

dade (vi) da definicao de integral mondtona, porém verifica a

priedades (ii}), {(iii), {ivi e (v}.
T wverdgaca (11), cu deja; T{lg) = 2T(g), ¥YN € 10,4
Dem.: Seja g = ulfANa ~ £Abj, assim

cgo= rudf SN a - £ oochl. Temos gue

35
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0 Y h ~» 0

. o oguae

¥ ge oy O
VT {g) =
l A se h = 0

T(g) = AT {g)

T oveadidca {141y, cu Sega,

,
w3
—
.
Eey
-
=
—
=
—

Dem: Sejam g = ulfA a - A kY & h o= 3{f A ~

Se b > 0 entao Ti{g) = 0 -« T(k)

See b= 0, g = ul{f A al),e assim teremos gue

u{f A a) < Aff Ar - f Asl. Como ix:x @@, £(x) =t # ¢

-, , - , ‘ 4o
Yt & (G,+=), podemcs cscalbher uma seguencia ibn}n"l' dea
T ~ 1 1 b ) Ial
de A, de modo gue f(Dn) =5&. k claro que I{br} > 0, qu
u f(lﬂi) Nor
n o+ o=, e gue T et — , desde que L #£ 0.

clomeniton

ando



[

Loge ¥n € W, n o> ' . temos gue

1 n . ) \
- ——teee = L o oseja,  uot & .
B £f{bh 3

n

s

provarmos aogora due g o= O,

Suponhamos que s # 0, entao temos que

7aly - s} see f o~ 1

Notemos que, se G <t«<k = winia,s', como i:

=t} # @, existe x €N tal gque £(x) = t, dai £

a A 0 para D(x) < k; pertanto existe x G B,

h

= ulf A a)ix) # 0 para £i{x) - k, o que & absurdo,

Logos & = 0, o assim  T{g} < T(h)

T owvesdiAcea iwd, ocuosefa,

Tog)y = Tlg i) + Tla v i - 2) LERERE BN XS

Dem.: Seja g = wlf /H~ a - £ .~ bl £ 0, pois
ha para demonstrar. Consideremos dols cascs:

5

g (31



)

{19 Caso) Quando b » 0, temos Tlg) = 0., Pov {i) g A @ ¢ [
logn g A r = kRif AT - £ Asl.

Vames mostrar gue g > 0, consequentemante Tl A Y = 0
Suponhamos s = (, entao teremns ulffA a - £A bl
= {fA r). Soja 0 < t < b, entao existe x € B tal aue Lix) =
e dai: (ulEN & - £ Abl A 2y ix) = wlfix). A a - £{x) ~ bl ~ 1+ =

= uftk - ¢l A Y = 0. Por outro lado, k(f A rii{x) = K{f{x) A 1) =

I
o
—
(md
N
=2
—
—
.

Agora, se r = 0, como 8 = 0, ¢gA XM =0, dal ¢ = 9 0
que & absurdc. Se v # 0, temos k{f A x){x) # 0 e

wif A a -~ £ A Dbl A Mi{x) = 0, gque & absurdo.

Loge s » 0, e assim Tlg A X)) = 0,

Provemos agora gque Tlgw L — i) 0 para o caso =2m CpLI
L » 0. Como g A = » & W, temos que g~ L — & = kIfA ¥ - 7 A sl

Devemos provar gqua s~ §.

Sunpor s = 0. Assim, wlf™~Na - £ bV L - 5 = 1 (£~ 1.

Seja 0 <t v b < oa, vomo {xwsxw &R, Flx) = £l # @, ¥t & (0,+), e

mos Jus existe kK C W bal ogue  Fixy = t. Assim:
mlfF Aa -~ £ ki b= et =ult ~na—tAablw b=,

Por outro lado k(A vidxy o= k{0{x) ~ o) = kit A rt F U, pote k0,

L nao nulos (r #2 0 pols s8¢ = 0, como s = 0 teriamos il
Logo existe x 2R tal gque  Eilx) o= 4, O & |9 i,



(ulf Aba - £/ bl v ¥ - ) (x) # k(fA 1) (X)),

gue e um absurdo.
Logo s > 0, e agsim T({g Vv 2 - %) =0

Consequentemente,

T{g) = TlgA ) + T(g Vv ~- &)

(20 Caso) Supor b =0, Assim g = u{f A a}, e T({g} = u
Sabemos que g A A = u{f A alN i €B, loge ul(fA a) A L =
=klfr r - £~ sl.

vamos mostrar gue u = k e due s = 0, dal T{gA 1) = u ,
e posteriormente provaremcs que T{gVv i - 2} = 0, ficando assim pro
vado a propriedade,

Supor s » 0. Consideremos O < & « min{a,S}{*). Como
x:x € B, fix) = +} #£#@, vt € (0,+=), 4x € A, tal gue F{x)} =t.

Aszim:
(u(f «~ a) ) (x) = ulfx) LalAr=ult Aa) ~d=ut AL A0,

Por outro lado, k[fA r - fA slx) =kltAa r -t Aasl = klt -~ t]

= (§, © gue & absurdo. Logo s = 0.

Como s = 0 temos, u{fA a) i =k(fA r).

'_l+ o

t . . de elementos A ,
n n=l

Podemos formar uma sequencia {b

tal que fi{b ) = % , ¥n € W, pois {x:x € I, fix) = £} # @ ,
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t € {0,+»). Logo para n"' suficientemente grande teremos:

ulfb ) A al A A = uf(b) e,

i

k[f(bn}xﬂ r] kf(bn) (pois r # 0)

Logo ano € IWN, n_ > 1 , tal que ¥Yn €N, n > n_,

o min{a:}\!r}

uf(bn) = kf(bn), e assim teremos gue u k, ou seja, T(g A L) = u.

Basta provar gue T{gV A =~ A} = 0 quando b = 0. Por (i)
temcs que {gV A ~ A} € B, logo gV A - x=kif Ny - fAsl.
Dal sai que, uwlfA a-fAblV X -XA=k[EfAr -£f Asl, e mos-

trando que s > 0 teremos T{g ¥ A - i) = 0.

Suponha s = 0. Entdo,

ulfAana-fA DIV A -A=klfAaTr], ecomo b=20,

n(f A a)v A ~ 2 =k{fA xr).

Seja 0 < t < min{a,r, %}. Essas desigualdades tem sentido

Ll "

pois a" e "r"sac nac nulos, devidc ac fato de ter-se g # 0, e se

"AM ou 1 fossem nulos a propriedade ja estaria provada. Como

{(f = tO} # @, £, € (0,+x}, existe x € ;A tal gue £{x) = &, logo:

ulfralv - =utaa) vi=-i=utvi~-~iA=i~-i= 0,
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Por outro lado k{(f A r)(x) = ki{t A r} =kt # 0, que € um ahsurdo ,

pois, uffA a-fADblVv A -2A=klfAnr-£fA s].

Loge s > 0, e assim:

T(g) = TA X)) + T{gwv A = X)

T verdfdlca (v), ou sefa, T{(g} = 1lim T(g A n)
n++m

Dem: Seja g =ulfA a - £fA bl € B. Consideremos dois ca~

s08, quandc b > 0 e quando b = 0.

I

Se b >0 temos T{g) 0. Como, gAn=ulfAaa-fAbAncH,

¥n € W, temos que ulf~A a - £ A bl A n=kn[f/\ R £ A bn].

Mostraremos due bI_1 > 0, ¥n € W, conseguentemente

T{gA n) = 0 e assim T{(g) = lim T{g A n).
n-—+-4 «

~

Suponha gque 3n € W tal que bn = 0, dai ,

u[f/\a—f/\b]/\nmkn[f/\an].Seja 0 < £t < b, entao ix €R

tal que fi(x) = t, e assim (ulfA a - £A bl A n)(x) #
#knif/\an](x) pois {ulfA a - £A Dl A n)x) =0 e

. ; _ {(*) -
kn{f/\ dn) = kn(t/’\ an) #F 0 , © gue & um absurdo.

Logo bn>0 ;, ¥n © IN.

Se b

0,

W

= u{f A a), loge T{(g) = u.

{¥) a A0 opois s oa =0, ga w0 ©oentide g o= 0, nada torlo

arsaim a moglian.



Temos gue g An = ulf A a)An, ¥n € WN,
n »u-a entac ¥Yn € N, n>n_, g, n =
o - = o
= u(fA a) = g.
Logo T{g}) = lim T{g n n)
n r - o

T wnao satidfaz (vi), {sfc e, exdiste
Tig) # lim T{g v 1. l)
. n n
A -4 o
Pem: Seja g = ul(lf»~A a - £ b)Y com
Tlg} = u. Mostramos anteriormente que se b =
- M, L 1 = ™
assim  T(gw o H} = 0, ¥n & IN.
L - : e & 1
oge T(g) # lim T{g v = - =)
_ ) 1 n
n -+ w
DEF. 2 - Seja ®B# @ um conjunto e
subconjuntos de TA . DizZemos que uma funcgao

fungdo de conjuntos, mondtona, se€ 08

logo se

-
-

PR

(1) «a(@) =0
(1i) ¥x,y & P{(R) ; x C vy = n(x) < aly)
TECR. 1.2 - Beja B um conjunto gualdgquer €

dia fungéo de conjuntos, mendtona. Se T ot

transformagao definida por:

PO+

B

n
o

ul{f A a) ~ n

a

]

€ I
fad
u # D

clagse

P ( Bn) — EO r+;"i

e P(RY - |0

SR
i,

R E G’ r‘.'r(,-_\!

e

-
o

€3

dos

ura

itens abaixo sao verificados:



T{f) = 1lim L voalf » 21, vf G l0,+uﬂjm '

SN
et 2 i=1 5T
entao temos que T & uma integral mondtona, e T(¢B} = o (B) ,
¥B € P(IR) . Além dissc, se $ & uma integral monotona sobre {0,+wlh
com S{¢p) = a(B), V¥B & P(R), entao T = S,
No teorema anterior ¢ denota a fungao caracteristica de

B

Dem. do Teor:- Mostraremos em primeiro lugar que Tl¢p)

(B}, ¥B & P(A) . Temos, T{e_J= 1lim L T afe > =1, e que,
B L0 . ’

n-+o 2 i=1

li

. i . i . ~ . .
wivg v =5 b= ogfx e wB(x) A N 1,2,3,... . Quando SN voRoo,
2 2
“B{xo) 0, assim X, & {VB > o , Wi 1,2,3,... . Quando X 1
s = 1 1 & .. ._) i P 2 ST 17 s
‘R Xo) = 1, lego x Wy T para | = 1,2,...,(2 I, e s
' 2
e - S _'_l_ 1 9 # o _-E... - n = o i
X {x : ¢B(x) el entao VB(XO) 5 , logo “B(Xo) 1, e isso
mostra gue X, € B. Com isso concluimos gque:
X, € B == X € {x:x € 1, Py (x) —1 , com 1=1,2,3,...,
2
2" - 1. além ai (x :x € o (%) v o) = > 2", pois
- 1. lem digse, x:x & A, »B(x) o) o= @, para 1 > 27, pols
max {QB(X)} = 1.
P 1:Y



b
1 1 oo . i + oo
= lim -— | I uils —t + 7 afe
. T IVB n \{B
n =+ w 2 =1 2 i8]
i=2
L.n ‘
2 - fen .
, 10 . " !
= um = | D e o+ I alp)] =
AN
nor A+ o 2 -:"l‘—"]_ . ,)Fl ‘
3.:-!_.
21
= lim  — I a(B) = a(B) 1im
n -+ w 2 i:l n o>+ w

i
L —
2"
-1
= xi{R).

Passaremos agora a demonstrar qgue T @& uma integral mondto
12N .
na sobre [0,+«] , oOu seja:
— T satispaz a propriedade (i) da deifindcae de o {nteoguad
monc tond, PO{& B = [0,+ ] .
—= T dafi{siaz a nropidedade (iii), pods sejam
= A .
£,9 & [0,+x] ; com £ < g, Assim,
Tw « 1 1 3 I £ 4 1 } -
(x g {x) =1 D Ix: £ix) = 1, logc ,
LT n
2 2
o131 .\ -0 .
. ”~ - H 1 q
nooaix s gix) - J; i noomix oz £{x) > = ==
i=1 2 i=1 2
_|_r_x-_- . +m .
1 . al 1 - - i
=Lt} rl_ 5 ) { g —-—;‘1 } ~: _-IT{ }J i T = ...._.T_‘,. ] ———l
2 i=1 2 2 i=1 2
+ o Lo )
. 1 T | . IR | 5 -
== lim S Yooig > “H} >~ lim = x{f > ) ==
n++eo 20 i=1 2 n-—+m 2 i=1 2°



= T{(g}) > T(f}.
— T  safdisfaz a propradiedade (v), o4 $¢id
T{f) = lim T{f A i), pois
Lo 4w
] .
r ' 1 w L | -, Lo - B - Y .
T{f ~ A} = lim — R I AN “—Er , e £ % <}, Togo para
n-++m 2 i=1 2
. . . - . , . . S,
i 1Q (onde 10 e ¢ maitor inteiro que nao supara Loa 2y, Tomes
i
) ) .
: o i o . ) _ . 1 ; \ i,
£~ — ] = @, assim T(f A i} = 1lim = Loalf A ==t =
27 n -+ 2770 i=1 2
{* *o .
i . 1
= 1im —? T Cmrf b —‘H\u .
n -+ 2 i=1 2
Temos entao qgue,
i
1 ° i
T(f ~ X)) = 1im — ) alf » — 1, onde
o+ P i::]_ 2
) - . . , - . ip .
1o e o malor intelro (uUe nac supera %o+ 27, Observemos que pard oo
da "n" fixado a soma
i
° i
DI ~?-} cresce, guando ) cresce,
i=1 2
; TN
i .,
I/ ~
* | R . \\ [
':/ ,ll_-’ *
i .

oo h



i i
O i o '
asgim lim b alf » 5 T Sup 2 aff » ~£—}=
A b oo i=1 2 AR 1=1 2
4ion ,
e i
= I off = = }. Logo,
i=1 2
i
o .
. vy . 1 . r e i
lim T(E ~ X)) = lim = Lowif > —EA}Z
oo n -+ ? =1 2
Lo oo
i
© i
= 1im = sup nooolf o> _HI}:
n-++ow 2 AER O i=1 2
1 i
=  lim _—r{ Lowaik o = b= T(£f}.
n-o 4o 2 i=1 2
— T satddiar a prepadicdade (vi), ocu sega,
' 1 1
T{f} = 1im T(f v = = =),
n n
1+ + o
Para mostrarmos gque T satisfaz a propriedade ({(vi),
provarmos dque,
+r'x> . mpe 02
. » i . 1 . iy
lim = % aff » ¢ 4 -= = lim = 0 oadf e o=
. no . "
n-s 4o 2 i=1 2 n-++s= 20 i=1 P
o0+
I N . i : iy &
Assim teremos, olf > ¢ + ma—}_ia{f > == !, ¥n € W, ¢ 0,
2 2



1 ol \ 1 o .
— Nowif » e 4 in‘ <= 5oaf{f inf' , ¥n € W, 0, cnde
2 1i=1 2 2 1=1 2
concluimos que:
1 7 i e -
lim — ¢ oalf v e+ ) < lim 1L oaflf > =)
n -~ 4 © 2 i=1 27 n -4+ = n {=1 2
o0+ e >0+
Por outro lado temos que, para e < ;% , olf > 2 + J; b
2 2
i+l _
m{f>—-5~},nf:IN, logo,
A . +oo .
~—1I-]- 5oa{f > e + = ——% rooalf > l+nl } , onde tiramos qur,
2 i=1 2 2 i=1l 2
l -+ oo -i_ o ;
1im Y Loalf ¢+ —} > lim = ¥ alf = =
n>+ow 2 i=1 2 n->+e 2 =2 2
S0+
Basta mostrarmos agora Jue,
+ . 1 4 B
lim — & o sl s im0 T oalf s =
noeobe 20 4=2 2 no+w 20 i=1 2!
Em primeiro lugar provaremos, por indugao sobre "s" que,
k
g2 . s )
1 1 1 ; i - 1 i
- : o T e T o > > —_— e
itk alf 2n} pntk L a1t 2n+k} - i;l D alf LT
Yk, n & WN.



?k {(*)
1 1 . 1 - - i
ul € — I — } RIS ——F

2n+k 2n 2n+k {=9 2n+k —

_ 1 I, 1 k 1

> pff » — Y+ —=—— (27 = 1)Y= [f =1 =
— 2n+k 2n 2n+k 2n

|4

= Héii- aff » *L# = —% a{f » ;% .

2 2 2 2

Admitiremos por hipdtese de indugac que a propriedade sein

valida até o valor "s", e tentaremos provar que valera para s+ 1

s &€ IN.
k
-L I f 1 ] (S_'-l\)‘ 2 3 l b —
T ol o> =} 4+ Y ) aif > - r =
2" 2 2 1=2 oI
k
g2
1 . 1 1 . o i
- aff > — 1+ X alf » - S+
otk 7 PLIES S, ,n+k
. (g41) .25 L HT s J
—m——— K ¥ R - s L
+ 2n+k . 11 L n+k' i T ':‘t‘l—f n}-{




.Zk

1 {s+1) (*} N ) ] i
e X - R T - 3 - —i )
2r1+k 2 K o {f 2n+k} - .;1 2n alf > " P
imgr 2041 * “
k
+1) -
p lerlle2 o s+l SO U
) i f o> Y o= = mdf o~ =
nik ] ot rot
2 2" i=1 2" 2t
i=g+2 "+1
s+1 .
Pt 2N egre w85 o e L e s Ly
y) i=1 2" 20
Vs, n, e € N, ~—— nlf » )+
2n+k 2n
S-’k S
1 . i - 1 p i
+ — ; alf - } ; — 51 £ — 1,
2n+k _1 2n+k izl SN 2n
e fazendo 8 — + w , teremos:
4+ o + oo
1. i Fr 1 I "‘l - l ]_ - - l
P aff = 3 adf > =} 4+ ~= I af{f » =1
2n+k ) 2n+k — 2n+k SN AL} 2
agora fazendo k -— + = , teremos:
.+-.x_\ -}-u: 3
1im ——IT‘L—— ! f e i —lg v al £ =N P, Oom
Kook 2 =2 I 2" i= 2"
“f e s _i_ o e .
oun seja, 1lim X 5 o £ ~%ﬁ My Looalf -%{}, ¥y N, o
m->+ o 2 i=2 2 2 i=1 2




assim,

lim —-l— ) aflf =
Mmoo 4w 2 1=2

40 _
> lim 1 off » =1} , e assim,
M-+ 1=2 2
+o
, 1 i
lim — I aflf > — 1
no+e 20 i=2 2

lim _15 Toaflf s e+ &
g+ 0+
Assim,
. 1 .
lil‘[’l rf{f v %(‘ - ‘}z} = }.lm
k R T k T IP
Hoo _
- 1im —15 Toalf v ]% 5 i
k >+ 2 i=1 :
ok Ao
T R
k o>+ m 2 1=1 < 0

(

= lim
n -+ o

. 1
1im =
7 x kon 2

“+aa
T

i=1

f}_{f kY

A

=

[~
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-

= lim —ln— 5 aff > -—J-;{ = T(f).
n-++4+m 2 i=1 2°

T saflsjaz (iv), ou seja,
T(EY = T{f ~ W) + T(f v x = x) , X €[0,+tw)

De fato, dado & € R" defino, i(n) = [x-2"] miximo intei

- n ~ , \ 14
ro que nao supera A 2, e entaoc, if{n} < A - 20 [ B —%;l =
21
n .
A e27 —i(n +
= = (n) —>= 0, guando n ~—— + o=,
2
1 4 )
) . - i,
T{f A L)} +T(fv » - %) = lim = ) atf N o> X +
n->+= 27 i=1 2
1 oo ,
+ lim 4; Loaff v Ao- ko Ji-}g Devemos notar Jque,
norte 2 i=1 2
+ o ,
. _ , . i
T T I e
oA 270 =1 2
+o0 .
. - \ i
= lim —J:n ’ ol{f v A > «+*—r—1'{=
n -+ 4 2 _1_:1 2
+.’)‘.J
= lim = aff > 2 oa i) =
n—-+m 2 i=1 2’



o+ oo . ( )
= lim — ¥ a{f > ==+ (?«-ln“)}.
n++eew 2 i=i{n)+1 2 2
Asgim temos,
o i
T{(f ~ X} T{F v X - L) = lim — voogl{f oA A > - P+
n o>+ 2 i=1 2
+ @ ,
+ 1lim in i gl f = ];1 + {2} X (r;ll}} Devemcs ObLsCrvar
n-+w 2 i=if{n)+l 2 2
que para 1 > in)y, {(£~ 3 > in} = ¢ o gue
2
A 4> =} ={f>» =1} para i < i(n)-1. Logo,
2" p Xl -
i{n)-1 i
T(Ef A X)) + T(£ v A - X2} = lim = ¥ aflf — 1+
n
n o+« 2 i=1 2
+ o .
+  1lim % 5 JE > 2 0 ﬂfll
nordow 20 i=i(n)+l 2 2
fny-1 . (%) P
= 1im  — L (o= 2R
noo 4o 20 i=1 oM 2
+
bolim dE e = O - ﬂﬁil)}
no+e 20 i=i{n)+l 2 2
)1 e T ; IR R (A Jie L R i
. ) ! 0

[



Podemos supor alf » 2} <+=, pois caso contrario {vi) & imediata,

e assim,
PR S L L I S R L
n -+ A+ o 2 2 2 o=+ o 2‘
e entao, TI(f VY o+ TU(f Vo= 3 )
i1 . .
= 1lim = v alf » 2= + ( 1y o
n->+o 21'1 i=1 2n Zn
+ lim —% alf > lg’) + (3 - l;n)-}} +
n-s>—+w 2 7 2
+ oo . .
¢ odim = nale s e o= HBLyy
n-+e 20 i=i(n)+l 2
+® _
= 1im ’}E 5 a{f>-l-ﬁ+(x_l;“)}}:
node 20 i=l 2 2
-+ oo i
= lim 1}: Yool f —lﬁ = T(F)
no+t w2 i=1 P

— T satisfaz (ii), ou aefa,

T{AEY = A~ T(E), Loe {0 ),

Se provarmos Jque,



3
e assim, T(of
Cuando © = 0,

opgultado

-

g

wlcf » & , o {0,y

Chvia.

Para demonstrarmos ¢ expoesto acima, & Gtil mosirar S, S

I‘.J
]

n -~ +w=, podemos

P

1l
= 8 a0 alB.Y, onde i, = O = E
‘ i i 2

(n) o maior nimero natural tal gue,

L. . Como posteriormente faremos

Lt

Ao, ooom i M, o< i< on, A i



a, (n) a,in)
i aflg > “1% 1= ) a(B,) = [a,{n) ~al{n)i.:.e.{1.z;;-
j=a1(n)+l 2 j=a, {n)+1 “ - - 2
a (n) a (n)
m m
alg > o1 = s B) = Lag(n)=a, ) Jo ()
3Tdm_lun+l 2 WL%rﬂﬁn}+1 m m "

Assim Leremos que,

a_{n)
m i
3" v Fe — . oo _ ’ H — o o !
i il - b= 31(f1);_t(Bl} b [azm) L.l(n)}\_;.{t?z; +
3=1 2
+ b~ (nyla(F = ¢ (T -
+ lam(nJ a 1~1;!1(B ) al(nJ (Bl} F
m m—1
+ : a, (m)a(B,) + : Jl(n)L(Bi+1) = al(n}u{Bl) +
i=2 1=]
m It
+ L a,tnie(B.) - a (nio(B,) a, (Mai{B,}
i i - -1 i 1 1
i=2 i=2
m
g tal{n) - d1wl{n}]‘(nl} Mas ,



. a_{n}
* - in ) X
TaNs “%;} = b dhg T ~%;r ; pPois para i am(n} ‘
i=1 2 =1 27 o
g —3;1 h 0. Assim ,
5!
o am(n)
.__j,iTl. W Lich ..-1 ]: _-]_I:; % u{q 5 _._-}_ |
2 i=1 2 2 j=1 2
a, {n) mooa,n) a,_yfm} -
= 3 ‘Q(Bl) e S R R Con i a(Bi). Tarmos antac s,
2 ' i=2 2 2 |
L
T(g) = 1lim = i aig ™ 4% be
nor s 2 i=] 2
a, (n) m ai(n) ﬂ1-l(n]-
Flim e :'x(Bl} 4+ 1im B T T Pali,) =
n o4 2 n 3w i=2 2 2 -
m i i-1
LI Ponooa, - 8 adaiB) =
i=2 =1 7 =1
I m
= i, ow(B,) + o (BLY o= 8 N, wlBL)
1L 1 § i e i=1 1
m
Loge, Tig) = & &y a(Bi}.



Mostraremos agora dque para

vale que,

L

(i) Onde f <

Onde £ =

E

(iii} Onde < « f

Agsim, £~ — = f

Comg T

.! —

.
Eof

; bemos

S
=8
il

e !i_'
]
R

& monotona temos

T
'_J
N
?
“
ad
S

*
1

111

£,
——
i
;
(1

j = =

= 1,2,...,m~1, temos

3 ]
=1 3 1=l
i, L \

o | L=

bty

Que ;



S . < T(f) & considorando

1 .
; iy i ; temos gque

—
“h
W

=

—

i . .
£ > T assim ,
i - . . .
=t oW T(f) , fazendo primeivo

LYoo=+ o, e usando (vii) teremos,

Mo b e

o

=

.
e fia
—
—
—~
.

.

: - - i
T(f) = 1lim =y wdlf o> T
P g am 1 o

A unicidade da T c¢itada no teorema, sera provada postori-
crmente. Mais precisamente, a unicidade da T salra como uu corola-

rio do Teor. 1.2.
A integral mondtona associada a funcao de cordjuntos, mondio

s PR o DO e] sera indicada pelo simbolo,

{e=Yda , cu ainda, T{£) =



Esta integral possue muitas prepriedades interessantes, gque

veremes a segulir:

Prop: 1.3 - Seja a: P{R) - | 0,+»} mondtona , entio,

fdy > & ~af{f » e}, ¥e

Dem. Basta notarmos que SR T I : < & pela mor
et 2 {x:f(x) > 2} FEae

tocidade da integral temos,

j fdo‘» - ” ey R . d-'.‘.\l = ° ! O - N ¢l =
I = Ixef{x) » IR SR E T
R ETER 'SR 'S .
e
5 : PUmY e [0, ee] Se f = T
AR
i=1 i

Prop: 1.

VoS R, entao

Dem: Dividiremos a demonstragao em duas partes:

=4 . ” . — . . ) -
(1% parte) Se existe um numero finito de Ri'f £ Q st ao
. e )

il o
£= 0 Jyweg = L A, com A, #0.F j& mostramos  gque  para
1=3 i ji i=1 7 i I



4

Vo= 8 ALaiB,)
. 1 1
i=1

parte) Se existe infinitos Ai’s # 0, toeremos
+ o m B +* |r
nooohLg S T S == ¥Ym &N , |  fdug
i=1 P T gey BB )
. . ) n
' T |
i v LR = v Ao (B } s
- ' 1B 3 i i
' i=1 i 1=l
( 1m
e= 1dm | fdoa > lim X ,\i& (Bi} =
m-+ e I3 mo+e i=l
‘ f 4o '
' ; fdu > L A afB.) P
Y i=1 r
1M
Consideremos = 0= 5L ALgs m o= M
h i m - im0 ™ ?
i=1 1
s = 1im g = L ALy . Tem ue
: "1 itE, ©s g !
m s 4 i=1 i
s Ak T s Ak {convergéncia uniforme), assim

por {viil) temos



f‘ m + o
© fido < lim inf [ Smdr__v.. = lim inf I ALy 1 ,\i.__- .
I m In m =1 P ABL) gan (B}
r - :
| ( .y i
Logo |’ ] fdw < 7 )‘id’B J (I1) .
| LA i=1 Yy I
De {1} e (IT), obtemos,
[. daie
Plda = VL C.g.d.
j . 1B, q
™ i=1 i
Prop. 1.5 - Sedja w3 I'(RA} -— P4 monctona, entao,
—+ oo
[ 1 : i
; fdo = lim  © oo if >
a S ]
- oo
Dem: Ja provamos gue fda = lim = £ aif o
IR Ao g fm ) §
,
- m .1 1. - -
Se mostrarmos que f o - Lo T o= 0w i <, me 431
R S S
1 £ 3
e » € (0,+»), a demonstracao fica analoga a prova de que | fd.
s
1 i
= ligm -~k aff » =1



53

(i} pPara £ > ? ,
m
fmﬂ—“—f,\%z_}f‘l-%:mjlxc%:%f¢ o< f
Fi E L i - As l-l {f 5 _‘.\:_} J—
{94 > f - .]1
{11} Para S5
m
fAf-fAT=0ct I ~ 0 < f
, S oam e s b
{iii) Para % < £ < ? .
. 1 2 ~
Seja x € A tal que 5 < f(x) <5 entao
_ o 1 B 1 . 1 " i
(EA = - £~ 5—) {x) £fix) - 7 + temos também que + 1 v {x) =
) ! ) i
i=1 {f>:}
L 1 e . 1 ! L
T e como £ < fix) < % , teremos 0 =< L(x) - T Yy s ou ainda,
m
0« (1A D-tadion <L 0 (k) < £(x).
g A i P - l} -
i=1 {f = T

Suponha agera, x € B, tal gue,

1
(ff\%n~ff\-\ln){x\ = fi{x) -+, e,
m .
1 Lo = 5L



5 4

. : . G
Como lT]: < £{x) _':L , temos qgue, 1—)—-;-3- < £f{x) - % J—_\'—‘-
f{x}, e assim temos,
m
(EAX-frAP) <5 ¥ g L0 < T
i=1 if : _‘x_}
Visto que, "3i" & genérico, 2 = j < m, J & W, demonstramos
que,
m
AR -ta 2l oy . < £
/ i=1 {f > 7}

Provada a expressao acima, e com os comentarios feitos ini-

clalmente, obtemos que,

1 T i
[ fdo = 1lim 3 v a {f > X 1
Jm ;\“7‘ _1_00 & i:l i
Prop. 1.6 - Se G0 {g } C IO, +0] B e
p. 1. Se a sucessao f{g_ l - © p ] converge

—

uniformemente para a fungaoc g & [0,+] 1A e g < g, ¥n € N, ontaoc:



[ ~
Dem: g g =ﬁw[ gndu < j gda , ¥n € IN ,

.
logo 1lim sup | g_da < { gda . Por outro lado, a propriedade

J
& n n
{viii) diz que ( gdo < lim inf ¢ gnda
J - J
n n i
Assim, [ gda = lim g do
JR et n

Prop. 1.7 - Suponha gue a sucessao {gn}néﬂq - [0,+m)ﬂ\ con

- =~ n :
verge uniformemente para uma funcao g € [0,+w} ", se existe

FEL0,+ =) e ) C (4= tal que g < £, ¥n€& W, e
g (f ~ A)de < + = , entao,
1A
gdu = 1lim g dao
n—)%«m-I n
B 1A
Dem: Da prop. (viii} tenos,

i [

: gda < lim inf g de .

‘n oo ‘n

Para provarmos a prop. cenunciada & suficiente mostrarmos



vy
i

que J gdu lim sup ! gndm Seja € (0,+=) e I € IR ,com
I
B n e
§ < lim sup J gndu . Como 9, - 9r € ¢ lim sup [ gndn ,
n 7 n n
e & - 4 ( . i &
escolheremos niz} N, tal gue In(c) £ < g e | gn{e}dt £,
B
assim gn(a) < g+ £ e teremos qgue,
gg v £ < (g+ €) : =g+t = g W -_ g g_T (1)
| ni{c} nic) J L
L - — i
- r -
Tendo em conta que, & < | g da , g < f, e levan-
I 1 n{r) n —
do em consideracac a implicagae (I}, obtemos
) r g do = "‘ {q Ao hde + F (Cj S - i
S < D | nge) 0T ; n{:) T
B A 7}
f f
< [ (£ c)dn i gda Observemos tambem que
‘I "
lim [ {(f A g)dy = 0 , pois por hipdtese existe 3 € {0,++)
. )
-+ 0+ n
tal que (£~ 3)dn <« + o . Asgim teramos,
B
.
& < ( 1im J (£ ~ e)da) + j gda , ou ge’ja |
oo O ; :
B i



5 o< [ gda. Com e exposto concluimos que,
~ ]
n
¥8¢ € IR, tem-se, (&8 < lim sup [ gndu) == 4{ gdal)
J B o
n 7 B
e issc implica gue J gdo > lim sup gnda.
A n n

J gdao < lim inf J gnda < lim sup gnda < [ gda ,
- - -
B n b “ iy gy
e assim, [ gdo = lim J gnda
oo
n n n
m r
Prop. 1.8 - Se g & [0,+>] e ! gda < + =, entao
A TA
todo . » 0, existe & » 0 tal gue, ai(B} < & implica
f R
|: gdu(c . BQ]}\:(}EB
'B
Dem: Temos gue,
[ . f ,
j gdn = {g ~ njde + {g v n-m)da , V¥n, n € I,
4

n 1A

1im
n >+ e

logo, { gdo =
J

IA

A

( (g ~ n)da + 1lim [ {gv n-n)da ,

m n -+ w JIA

para
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g Como lim ( (g A n)dn = [ gda < +«, temos que
noto j
B B
lim [ {g v n-n)do = 0. Assim dado ¢ > 0, dn _(£) tai
n -+ ©
A
|.‘
J (g v n, -n Ydo < % , B consequentemente ,
Y
[ [ e
| gdo = (g ~nn_)du + ({gv n_=-n Jdo < n_ =a(B) + =
) | o) i o) o) O 2
B B R
Entao dado « » 0, existe § >0 , & = — ; tal gue, qualduer
2n
o}
f
BC B, «(B) <« & implica | gda <
1

Prop. 1.9 - S a > h >0, a,b€ R, € [O,+m]E‘, entao:

(a} lim J. [f ~f{a-8) -f ~bldu = | (£~ a~£f A bldu
¢ + 0+
A n

. [
{b) Llim [ ffmna-f~{b+8dae =1 (faA a - £ ~ bidu
& - 0+ JI

Dem: De (viii) temos,

/
J (f AN a - £~ hids lim inf 'f [f ™~ {a—-&) = £ ~ bld:x
J

*
: 5= :
iy ~_IR+ 1A



[ (f va - £ blda < lim inf { £ a-f v (b+&)1de , pois

J i

E*J
n & H&_ 12N

(£~ {a-8) -f A b}6 e {f ~a-f *\(b-+6)}ﬁ, convergem uni-

. + -
formemente para £ a - £ ~ b, quando & + 0 . Por outrc lado,

£ vfla-8) -—fab<«<f ~a-fAb e £ rva~-f b+ &) <

Lim sup J [f A (a-8)~f ~ blda < J (£ ~a-£f ~blda , <,
*
rSL—_‘IRJr Ry 1
| [
lim sup , ff ~ a ~ f {b + &) dun I (f ~a ~ £ bld
* J J
6C1R+ i) 87y

Assim, { (£~ a-f » b)de < lim inf [ € ~a - £~ (b+d)ldy ¢

* ]
B tSEiR+ v

< lim sup J If ~a -~ £ ~ (b+¢d)!da - [ {(f ~a -~ £~ bidu .

*
562m+ A I
[
ou seja, lim { [fEna-£f A (b+&)da = J (£ A a ~ £ ~ bldu
&+ 0t

A pral

Analogamente obtemos gue,



( _ , [
lim | (£ A (a=48) - £ 2 blda = | {f n g -
§ -0 :
1A sy
) e = 1a
Prop. 1.10 - Para toda £ [0,+]77, w: P(I)
monotona temos,
. A + - - .
(a) lim | £ 0 ¢) EHEAT do = 1im aflf =
g >0t J]’A £ N
= lim af{f > 1 + e} , T € {0,+»)
o O N
(o) lim | LN T = E - g) g
e 0t =
. - -
= 1lim oif » v - v} = lim alf > v - ¢ .
3 O+ t _} O+ —
Dem: Em primeiro lugar mostraremcs que
[ — . B Ty e A . 3 - - ~ a - }“n{
(a=blipy gy 2 @=Blogp gy 2 € a- £ b (a-ble,
s a - Lo - a - = s oo
> (a b}p{f > a} onde b, a,b P O,+ ] Tssas
des sao Obvias, a menos de ,
(a-—b)ﬁ{f b >f~a -~ £~ b > (a- b)w{f 2l

remos a demonstrar.

f ~ bida

!

f

que

Coal

desigualda —

passa—



(2)

para

Se

{a

I}

Se

(f

{a

f{x) < b , entaoc {a-b)w{f N b}{x) = 0,

- b)@{f . a}(x) =0 pois a » b, (Ena - f A b)ix) =

fix}y A a- f{x)An b=20, (a - b)¢{f N a}(x) =0

b < £{x} < a temos .,

- b)ajf b}(x\ =a-5h,
Aa - f o Aab)ix) = £(x) - b <« a-b ,

- b)wff a}(x) = 0 , logo

- b)tp{f . b}fx) > (f~a- £~ b)ix) > (a~b)0{f > c31{:»}
c " tg. b < £{x) < a

f{x) » a, temos

- Do =a-b,

b)L,,{f . b} {x) a

Aa-fAb)x)=a+-b, e (a- bl (x}) = {a - b}

Agsim, vx & 14 tem-se dque,

f~a - fAb >~ (a - b}

a = c oy - Logo
YIE v b)) - g > al .

- b)

o



oy

z % (1 + ¢ - I)w{f S T entao,
f{ £ (1T 4+ ) - fooq do > ) do [ )
J - - Yif >t +e} T8 J YUE s 1 o+ gl
IR v iy n
ou seja, ! frlrr o)~ fnr da > af{f > 1v + e} > aff + ¢},
} —_—
R .

¥Ye > 0 , ¢ € IR. Fazendo « = 0% , obteremos,

r — - — —— — S
, fa + g} - AT . .
lim [ I~ O+ B AT drir > 1im oif +ed e lim L f 1+
o0t ‘B : v 0F g0+

B o _ )

r SN . . - S . - - - _ f . ; ._":,
| EAL el 2 4 402 1im E fo Gy ) - £ ks
ey 3 G0+ n €

A G0 T AN 6. 0. NS O S S P S A

- £
Temos tambem FIE > 1o+ o

que implica



: E B do ¢ == Yle s o1 o+ E}da -
& n
_n~ l'S r . .
= —= aif > v + &} . Assim,
: 1 At o+ ) - f v + 8 : —E
lim : £l o £ AL ) colim o SEE {f s
R A . a0t b

= lim off > 1t + &} , ou ainda ,
§+07T

_f ~ {1 + E?. - f AT Ao < lim aflf > ¢ + &) , We > 0

- RNt

que implica

r - g 4 - 4 K T . - .
him ! Er (T 4 c) & F A doo < lim aif > 1 + «of
o0t Jl'ik € a0t
Temos entaoc que,
r P i - " — N EA TS -
tim o LG Rl 2 EN N gy - limoadlf - v o+ ) = lim aif oo
a0t : 0t N

De modo anadlogo prova-se o item (b) da proposicac.



&d

Prop. 1.11 - Para toda f € [0,+w]ﬂk,c1: P{IR)Y — [0 ,+=] ,

monotona, © conjunto dade por,

for € (0,4=) salf » v} # aff > v} & enumeravel.

Dem: Sejam, h(t) = off > t} e gl(t) =olf > v}, t € {0,+-).

Pela propriedade anterior temos que 1lim h{t+¢) = lim aff >t +:} =
ca0t g=07t

w 1im aflf >t + ¢}l = lim gt + v), e assim lim h(t + ¢) =

e =0t o et ex0T
= lim, g{t + ). Logo se h e g sao continuas em "t" entac hiti=
i -0
g(t), isto &, alf » t} = ai{f > t}. Como o conjunto T dos valores
de "t" onde "h"™ ou "g" & descontinua, & enumeravel, pois h e gy
sac mondtonas, segue-se entao gue
k = [t € (0,+«) : af{f > 71 # af{f > 1} & cnumeravel, pois k € .

DEF. 3 - Seja T:m - [0,+=] uma integral mondtona sobre

m < [O,+m]E&. Definimos « e B as fungoes de conjuntos dadas

T T
por
G, Pl — [0,+ ‘]IA
B — uT(B} = sup { T{£) : £ = fp © £ € B},
) LJI‘: J)(m} ey E {j’+ } IE\

(B} = inf {T(f): £ >y e f & B}
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CAsg fung&es uT e BT sao menotonas, pois dados Bl’ B?
€ P(R) com Bl C B2 , entao vy S ¥g e assim,
1 2
sup (T{f):f < v e f € B] <« sup T{f):f < » e £ € Wi,
- B - - By
pocis T & mondtona, e assim aT(Bl) < uT(Bz).
5 : a1 5 )
De modo analogo segue que LT.BI) < LT(BE)

A monotocidade da T nos indica também que dp < fone Indi-

caremos por [« ,B.] © conjuntoc nao vazio formado pelas funcoes

lltf ‘T
ys+P(mR) — [0,+=] mondtonas, tais gue R ST,
DEF. 4 - Dizemos gue a fungao y:P{R) —{0,+=] represen-
ta a integral monotona T:1B — [0,+=] s T(f} = J fdy , ¥f « B,
B

Com as propriedades da integral mondtona e estas definicoes
podemos formalizar uma nova versac do Teorema de Riesz.

Teor. 1.3 - Seja T:IB — [0,+«] uma integral mondotena so-

bre B C IU,+"~1]m . A fungao mondtona v:P{A} — [0,+=] representa

o funcional T se, ¢ somente se, vy & [qT ,BT},
2 = 3 g S« On o &0 > B & P(A).
Dem: {= )} &eja fl-i B = f2 Cont fl’fz € B e Pind
Entao,
( [ : e
T(fl) = f,dy v (B) fsz T(f.,}, e pela definicao
J A - - i —
- IA A
de i © BT’ temos gue



o B < y(B) < ST(B), logo S [uT,STi.

( ==) DPara mostrarmos a reciproca devemgs observar os s~

f.,f. ¢B, B € P{IA} entao

(2} Se A, » 0, 1 <i <n, e > Cu. fl'f2 < B

= Bi= Bin
n
e f1 < v Ain) < f2 entao temos que,
1=1 i
n n
< ) ) o ¥ <
T(f,) < R hjop(By) < a3 ViBp By £ T(E,).
i=1 i=1
Justificacao deste item:
Vamos mostrar por indugao. Para k = 1, Ai # 0 temos (e
. . ~ -1 -1
5 R . < f_, ., E, € T o3 9§ o £.o-2 < g Lo b 0
e Fp T At STy Fpefp & entac by ehm iy 2 Ep 0y
dail pela definicac de o a A tomos T{f. -R_lh < o (B
" - ’ T s ’ l L s i |
-1 . . . Ca e
oA r < 1 Y se & m - Ao T 2 ( 4
©Ap(By) < TUEy ey ) ou seda, Tl < hgag(By) €y apiBy)
< T{fz), e assim vale o item (2) para k = 1.
Supor valida a propriedade para k = n-1, provaremncs gque Lo
n
a vali ar: = Sej < 5 Ale « £; F.o,E., € ] Ao
ra valida para Kk n. Seja fl < Xl'B. < fz, fl t2 B, i
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1 < i<n, com ¢_ >y . Entao teremcs:
— — B.— B,
i i+l
11
. i - T n < . SR 2
fa) flr“ Ay < z AipB. ~ Al < f2 ~ }l’ ou seja,
i=1 i
A A 3 A
BN M A1"°Bl E, N
It
Aoo— h Tod.e o AL - VD U W
e S A Y TR P Yoo 2 E 1 "M
i=1 i
n
] & ’ )\. - L ks F‘I ¢ -
ou sejda, fl‘v Ay 120 leB f2 v Al )l .
i=2
gque podemos reescrever,
n-1
f,ov A, = A, < B A @ < £ A, — A
_ | 2 H
1 1 1= 0, TalTB 2 1 1

Decorre do item (1} e da observacao de (a} que,

x i 5, - , \ y 1
() TRy 7 Ay) < AyagiBy) < A B (By) < T, A ),
observando (b) e a hipdtese de indugao teremos,
n-1 n-1
oo M Y - Vv h B ; < ) - 1
(5 ](f1 VoA ,l) = \lJT(Bi} S AihT(B ) T(fz‘v M 1

~ *
Somando-se membire a membro as cxpressoces (*) e () obtere-

mos,



m
v - i\ N 5 oM
r(f,) < L LIRS o (B < THE,)
i=1 i=1
ficando provado ¢ item (2)
{3) Para gualgquer { € B, n &€ N vale a desigualdade:
1 1 1’1-2n
fAn - £A — « = ] . < £
7S S Y | {f>%}—
Hh
De fato:
i
Se fix) < — temos,
—— 2n
(FAn-fAE)(x)=f(x) -~ £(x) =0 e
n
2
11'2n
?% Y i {x) = 0.
2 i=1 if “ﬁ}
2
Se - < f(x) < 1+E , 1 < 3 < (n 2“—1.},
S — n — —
2 2
1 _ e
temos (f A~ n - £~ —)(x) = £{(x) — e
n 1
2z 2
X nea™ ] ]
— Y. i(x)=——;£ v 1\(:{):
2 =1 (£ ~=} 2% i=1 g > 2
2 2
3 j+1 i-1 _
Mas —— < f(x) < <= , logo - < £{x)



Gy

e entac {E A n - £ A 4%)(x) < i e 5 (x) < f(x)
2 2 i=1 {£ > _F}
2 i)
. n
Se fi{x) » n-2 teremos,
1 _ 1 -
(ft ~n-f A —)(x}) =n--—, e, tambem ,
n n
2 2
n
1 ne2 B 0ol ~
- Loy 5 (x} = = n,
27 i=1 {f » -=} 2
Hh

logo a desigualdade & valida.

Provaremos agora a reciproca. Combinando os itens {2} e (3)

e tomando os segulntes conjuntos B, definidos por Bi = {f = “F}
i . AT
£
temos,
1 1 ne2"” ,
Mfﬂfl-fﬂﬁ?)i4* T mﬂf;_%}i
2 2 i=1 2
] ne2" ;
S-SR N E: —i;{, < T(f) , ¥n € W
2 i=1 ) 2
Usando o Teor. (1.2) e a propriedade (vii) da definic¢ao de integral

monotona temos,

T{f) = J fdaT = deT ;2 Ccomo



TG

UNICIDADE DA INTEGRAL MONOTONA

Seja a:P(R) — [0,+=] uma fungao de conjuntos mcondtona

A Unica integral mondtona sobre [O,+mlﬂx que verifica Tlw,) =u(B),
¥B S P(IA), & definida por:
r l rl ,1- n
T(£) = lim - T alf > =}
n-+we 2° i=1 2
. 7 . o -
Prova: Seja S:[0,+e] 7 — [0,+=] outra integral monoto-
na sobre T tal que S(¢B) = a(B), V¥BEF(R) . Temos pelo Teorema
1.3 que existe v:P(1) [0,+=], v & [uT,BT] tal que,
S(£) = |  fay , VEE [0+« . Logo ,

Y{(B} = o(B) = T(¢B) , ¥YB & P{m) ,

U
—
s
—

|

assim o T y e consequentemente S = T . c.qg.d.

Daremos agora alguns exemplos de integral mondotona associa-

da a uma fungao de conjuntos-monotona.
Exemplo 1 - Seja B # @ e B C A, Se aB:P(BU — (0,1} &

uma fungao de conjuntos monotona definida por (H} = 1 quandoc

*B
H2>B e ay,(H) =0 quando H 2B, entdo,



[ 12\
1 fda_ = inf flx) , ¥f & [0,+] "
} B xtB
A
Dem: Mostraremos que, para gualguer funcao de conjuntos mn-
notona "4 " gue assume valores "0" ocu 1" em P{IA) tem-se,
r .
| fdy = inf{h € (0,+<):v{f > h} = 0} ,
n
obteremos o resultadoe enunciado.
= 0}, entao:

e a partir disso,
inf{h € (0,+=):y{f > h}

Seja 5,
{a) Se S, =+ w obtemos gque Yt € (0,+®) ,
t = ty{f > h} :i{ fdv , e assim fdy = + ~ ,
A i\
1 T :
(b) se s, =0, temos lim = § {f > 4%} =0 ,
o+ 2 i=1 2
, 1
ou selia fdvy = 0
RFLY
(c) Se 3 & (0,4}, temos - (f ~ s_)dy s «y{p) =85 .
o [ o - Q O
< 1A
For outro lado t = t «y{{ t ] J {(f ~ s idy , ¥t @« {0,s
- O
A
( (£ A So}dy , ou se’ja,

logo sup tt:t



s < [ (f ~ so)dy , € assim,
J

Mas

lim
n-+= 27 1

il

Toalf v s o+ =} = 0. Logo ,

y?_—"""—-;
)

Basta agora, mostrarmos cue,

inf {h € (0+m): aB{f > h}l = 0} = inf f{x). Seja r = inf £ ()
X&B xEB

SO'—:inf{h €E{0,+») inff » h1=0. 8e r <« S existe hER tal que r < h < s

& assim, aB{f » h} = 1, consequentemente, {f > h} 2 B,

W
!

Mas, {f » h} 5B == ¥x B , f{x) »h == r = inf {(x}
xXER

que & absurde. Logo I > s

3¢ r > 5., existe h & R tal gue 1 > h =~ So ;e entao o F v ohis=
= (), Mas h < r, logo , ¥x € B , f(x) »r > h, e assim x& {f - hi.

Logo, B € {f > hl, e a,'f » hi= 1, que & um absurde. Temos assim

que J fdu, = inf £(x)



Exemplo 2 - Seja B # @ e B C A, Se BB;P(EU - {0,1} &
uma fungao mondtona de conjuntos definida por
1 se HOB =g
BB(H) = entao
i 0 se HNB P!
- 1Y
fde_ = sup fix) , ¥f € [ 0,+ ]
; B seB
= -
Dem: Basta provarmos dJue,
inflh € (0,+=«):2_ {f » h1 =0} = sup f{x). Sedjam, r = sup f£{x) £
B — —
Xe=B =B
] = inf it & -} o . -{ = w ] ’
S ink{h (O,4w) BB £ h} i
Se r < 81 existe h & M +tal que r < h <« S, logo BB{f =ohio= 1,

Como h > r, ¥x €B, {{x) «<h e entac {f » h} "B = @, ou seja,
BB{f > h} = 0, que @ absurdo. Logo r > s,- Analogamente mostra-se

gque "r" nao pode ser maior gue 5,1 © assim r = s, que impiica,

( deB = sup f(x)

Jﬂx XEB

DEF. > ~ Seja n# ¢ um conjunto, I € PR} & chamado i
tro de comiunifos sobre B se

{a) F # @
by © ¢ F



(cy BHEF , BCH = B & F
(d)y H,B&€ F == HNBEF

Exemplo 3 - Seja F um filtro de conjuntos sobre

P{m)-— {0,1} a funcdo definida por

Jﬁl se HEF

E 0 H @ F

(H) = entac

i

se

J fdi,. = sup inf f{x) , I & [U,+m]D\

’ HEF xGH

Por definigao colocamos,

lim inf £ = sup inf f£i{x)

F BEF xEH

Dem: Mostraremos incialmente que,

lim inf : [ 0,+=] IL\___* [O,+] ,

I_

f ———= 1lim inf £
.
= ‘ - 17}
& uma integral monotona sohre | O,+]
de inteqral monOtona é satisfeito obviamente. Analisemos

finicac de integral monstona,

{11}

e

0O axioma (i) da definicao

da «ic

4
-+



¥E & [0,+fn1JA ; A€ [Q,+4), 1lim inf Af = inf sup X fix} =
F HEF x&H

= inf {x »sup £(x)} =% «inf sup f({x) = A lim inf £,
HEF %*<H HEF x€H F

(iii) ¥f; g € (0,+w} B | ¢ < g == inf £(x) < inf g(x) ==
XEH xEH

= sup inf f(x) < sup inf g(x) == lim inf £ < lim inf g
HEF x€H HEF xEH F F

: m P 5
(iv}) Y € [0,+ ] , AEl0,+w) , temos,

lim inf{f A &) = sup inf{f(x} ~ M} = sup{{inf £({x) ~ s} =
F HEF x€EH HEF  xEH

= (sup inf £{x)) ~ A= (lim inf £} A A . De modo analogo, uzan-
HEF xC€H F

do a definicao da 1lim inf f, obtemos que,
}L_

Iim inf (£ v X = X)) = (lim inf £) v » -~ X ,
F

¥ € [0,+=). Assim ,

lim inf(f ~ A) + lim inf (£ v & = A) =
F F

= (lim inf £) A A + (Lim inf £) v A = A = lim inf f
F F i



(v) Y < {()‘,erirA , N € N, temos,

lim inf £ = lim [ lim inf (£~ n)l , pois a sequéncia
!:_’ 1 +poo F

N I hl - el ]
f1im lnf(f’\ﬂ}fn e nao decrescentc,; & assim,

F
iim [lim inf (£ ~ n)] = sup {sup inf {f(x) A n}} =
- ]r nG]N HEF XCH
= sup {(sup inf f£(x) ~ n! = sup inf f(x) =

n€IWN  HEF xCH HEF x€H

= lim inf f .
F

{(vi) De mode andlogo ao item (v} obtemos gue, Y € [O,+DO]m , N E N,

= e

lim [ 1lim inf(f v 1 1] = 1lim inf £
: n
no> 4 F F

Assim  lim inf f & uma integral mondtona sobre i .
F

Sabemcs que, para gualguer B € P{(R) ,

Fa -
[0 se B & F
¢ dre, = uF(B) = 4 . Agora, dado

BTF !
A ! 1 ce B EF
L
0 se B & F
B & P{mn), lim inf #p T Sup inf wB(x) =
F HEF x&H 1 se B E F



lim inf ¢_ = ¢ do, , ¥R C 1,
F B ip B F

e pela unicidade do Teor. (1.2} , cobtemos aue

? fdop = lim inf f
‘n F

Exemplo 4 - Seqjam, F um filtro de conjuntcos sobre

Sp ¢ PAB) — [0,1} a funcao de conjuntos definida por,

&

1 se HOB#AH , ¥Bc F

L’O se HMB =@ , para algum B € 7

Entao, [ fd4_ = inf sup fi{x).
4 HEF x€H

Por definicao colocamos,

lim sup £ = inf sup £(x)

F HEF xEH
Bam:
lim sup = {0,+=] B [ Q.+
F ,
f —— 1lim sup £

I.

& uma integral monotona, obviamente. Dado

o,

1



¥B C A, lim sup Yn T inf sup QB(K} =1
F HEF x€H
se HMNOB# @, ¥YHEEF , cu lim sup on = 0 s=e
F

IH € F tal que H N B =g . Logo,

lim sup ¢_ = BF(B) , ¥B € P{(1A) .

Temos também gque J 9 dBF = [—.’:F(B) ,  ¥B < P{R) ,
1A

e pela unicidade exposta no Teor. (1.2}, temos ,

| deF = lim inf f

f

Prop. 1.12 - Seja vy : P(B)-—+ {0,1]1 uma funcao de conjiun

tos monotona com as propricdades

(2) v(B N C) = yv(B) ~ v{(C) , ¥B,C € P(R} .

Entac, J fdy = lim inf £ , onde ¥ & o filtro formado por

n F

HE P(m) tal gque Y(H) = 1.

Dem: Mostraremos inicialmente gue F & um filtro,

(a) F # 9 pois B &F



)

(b) g & F pois y{P) =0

() Seja C & F , B& P(R), BDOC. Entaoc como vy & mondtona

viB)y = 1, assim B € F,

(d) B,C€F ==+v(B) =y(C) = 1 =v(B) ~ v(C) = 1 =

= y(B M C) =1 = BNCETF
F & filtro.

Temos por definicao que,

v (H) = , assim aF =y
0 se H & F
e pelo exemplo (3} [ fdy = lim inf £ .
J F
jrit

Prop. 1.13 = Seja vy : P(R)— {0,1] uma fungao de conjun —

tog monbGtona com as propriedades:

{b) y(BUYUC) = v(B) v y(C) , ¥B,C& P(RA).

. | _ . - . - ) T,
Intac, | fdy = 1lim sup [, onde F & o filtro formado o¢ios H S PIRY)
i =

Dem: Mostraremcs que F & um filtro.



50

{a) F#¢ pois B-B =¢ , logo v{BR-RA) =0

(b} g€ F pois y(BR-9) = y(B) =1

(c) Se CE€F € BDODC entao B - CDO2R - B e como vy & mondto-
na, y(A - B} < y(A ~C) =90, logo y(lA- B) = 0, assim B € |,

(@) y(R-BNC) = y{(lA-B) V (A~ C}) = y{(BA- B+« y(BA-C) ,

e se, B,C € F temos que yY{(RA~ B UYC) = ¢

Mostraremos agora que Y com as propriedades (a) e (b) egui-

vale a BF. Seja H &€ P(AR) tal gque v{H) = 0, v{H) =y{A ~ (A ~H)=0

1l

2 temos #,.(H}

implica (A - H} &€ F , e como H O {lA- H) = g .
logo ,
(& P(R), y@) = 0) = 8. (H) =0
Seja H € P(m) com BF(H) = 0, entao existe B £ F tal
que H B =@. Como B€ F , y(A-BY =0, H-B C A- B, e 7 €
mondtona, obtemos, vy(H - B} <y(A - B}, logo v {H - BY = 0. Assim

vy(H) = y{(H - B) =0, e

(H € P{BR), R .{H) = 0) = v(H) = 0

F

Concluimos entao que V¥YII € P(BR) ,



[l

1 ge HNB #@ qualquer B € F
0 se HMB =g para algum B € F

e pelo exemplo 4 , temos,

{ fdy = lim sup £
) F
B

DEF. 6 - Seja B# @ um conjunte, F C P{(A) & um ul tha-

filtro se F & um filtro sobre T e satisfaz a propriedade:
B&F = (A-B) € F

Exemplo 5 - Seja F um ultra-filtro socbre Th, entao,

( fduF = { deF = liT r .

J . j
g B
Obkservagao: Se lim inf £ = lim sup £ , diremos gque f tem um limi
F F
te sobre F , que indicamos lim £ = lim inf f .

3 F

Dem: Para mostrarmos © resultado basta provarmos gue

E‘F = g Seja H € P({m) , BF{H) =1 == (- H) € F «—= HSF =



Como mF

e assim,

J tdaF = J fth = llT £
E—“L ) i

e BF asgume valores "0" e "1", temos gue ty

Prop. 1.14 - Seja vy : P(R)-— 30,1} wume fungac de conjui-

tos mondtona com as propriedades:

(h) vy{(B N CY + (B U = vy(B) + y(C)

Entao, j fdv = lim £ , onde F & ultra-filtro,
) F
13

por H € P{R), tal que < (H) = 1.

Dem: Mostremos que F & um ultra~filtro.

(1) F#@ pois v{IA) =1
(2} B g F pois Y@ = 0

(33 Sejam B &€ F e B C Q@ , como vy & monbtona y(T) = 1,

T & F

(43 Sejam B, C &€ F, BUT & F , pols, B R UL e como

v{B N g) v{B) + v{T) - y(B VY T} temos,

v(B N T)

1l

1+1-1=1, logo BNgeE ¥

formacdo

logo



{5} Supor B &€ F , assim (B M {IA-B}} + v(B U (IA-B)) =
= v{(B) + y{(In-B}, logo, v(@) + v{B®) = v(B) -+ v(lA-=-B) ,
e assim, y(lA-B) = 0, ou seja, W-B & F. Logo,
BEF = (B-B) & F.
Suponhamos (A -B) ¢ F , obteremos de mocdo analogc que
«(B) = 1, ou seja, B & F, e assim,
(h-B) € F = B & |,
Logo I é ultra-filtro.
{_l se H<F
Mas vy = Op o pois, y({H) = { p
i 0 se H & F
L.
e pelo exemplo 5 , [ fdo = 1lim £
j )
n E
Exemplc 6 — Sejam, TW# © um conjunto M = {u € [0, +=]

n e monotonal, £ € [O,+mfm.

oor,

I

fan

A aplicacgao Tf:M s [ 0,4 ]
& uma integral mondotona sobre M ocom

as



(114}

{iv)

( fdy < lim inf fdan ,  se

j n J
B I

n{B)}) < lim inf an(B) , ¥R € P(m) , o eM , n€ N,
n

Dem: Sejam, * € |0,+=), a,B € i,

AR, B Ak, PY XA - A pertencem a M , obviamente,

T, {A+E) = & = T{8}) pois, Tf(M%) = fa{ig) =

Il
et
[y
=

<3

e
H

s

t
EF—‘
il

oo )
= % » lim in LRUE > =) —}\f AR = A+ T, (8)
n- oo 2 i=1 2 ' '

ol ; b = Tf(&.) ; ’['f(B) pOiS,

- J - } f
1A NF:Y
TF[E} = Tf(B ~ )+ Tf(ﬁ v A o= X}, pois ,
: ( \ . ot . .
TR A ) = | fa(g A 3) = lim = TR A RYUE >
- g no> +e 27 i=1

A



Tf )
A
4 i
= lim = - SAVED WD S I € ’"‘E‘})' Logo
n>+mw 2 i=1 2
2 AH = Voao- =
Tf{L MAAY o+ 'If([% ! A)
4o

= 1im 2w (A £ (B V- DU > S

—
[

Como (B A X} + (AW x - 2} =B , temos

o
[

- . ] - o i o
Tf{_f AL+ Tf({f‘. ¥ -3 = lm — 7 SUE > =1 = T, (f
nr+o 2 i=1 2" N
T(B) = lim T. (R Am)
m + -3 .
L A ;
1 _ i,
r111C(Q Am} = lim — (6 Am) {({f > —=%)
£ f n
N+ 20 di=l 2
| .
Tim  T_(8 Am) = lim bolim — ¥ (BaAam (if
m =+ = f P L] n + + o 2 '|_—"L
L . o R
= ltim | lim - (8 ANm)y{{f » -t b=
- + m + EE ] 2 j_:-[_ 2
+a0 . I

lim == ) 8Uf > <)) =
n+ 4+ 20 i=1 2 "



(vi) De modeo analego a (v), mostra-se que,

14 v 1
T{g) = 1lim Ff(q\; ~ - %)
n o+ oo
T, & uma integral mondtona.

Provaremos agcra que,

{ fdla + R} = { fda + J fag
¥ I
R n B’

[ _ s 1 T T
5 fd(a+p) = 1im = 8% (a+B)({f > —=}) =
] e ol zn 1= 2n
7 n

+en foo .
= Iim = ¥ o{lf » —=])) + lim = I R({f > =) =

n-—=-+m 2 i=1 7 n -+ 4 ox 2 j=1 2‘

= ( fdo + \ fdn Temos tambem gue,

i

B B

2 fda < lim inf [ fda_ , se o{B) < lim inf u«_(B),
J]A I J:m " n n

¥B £ P(@m) , {un} C M . De fatc, soja

o P(IA) — [0,+~] gdefinida por,

o {B) = inf {mk(B)} , B E P(R) . A sequéncia {a_} & cres
k > n nn
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cente e converge a lim inf o
n

Definimos T :[O;anm e O+ ]

g — T{g) = lim ( qdan .
J;

— . m - . - - . . e I . Eﬂ‘\
vg & [ 0,+=] . B Obvio que T & uma integral mondtona sobre [0,+ ]
com a propriedade T(wB} = lim inf an(B}.

n
Como 1lim inf mn{B) & uma fungao mondtona sobre P(RY , temos Cue
n
{ fd(lim inf o ) & uma integral mondteona sobre {O,+w’|IA ; Com
J n n
iry
[ v d(1lim inf an) = (lim inf un)(B), e pela unicidade de T {Teor.
L.2) temecs gue, Tl(g) = [ gd(lim inf «_ )}, isto &,
Jm 0 n
: -, _ ( : . . ) - 1A
lim gdr.irl = gd{lim inf un), Vg C | 0,+ =]
n - + Lo} m - Ig\x n
Como o {B) < 1lim inf o (B} e ¢ (B) < o {B), V¥YB = P{I),
- n n w= n
I}
[ f e _ [ - .
; fdo o [ fd(iim Iini uh} = lim | rda o= lim inf | fdo .
‘1A T im r i noe e 0T ' n ‘m P
Proposicac (1.1i5) Sejam, o, & : P{I) —— s 10,4+ fungoes wo-

- . 7Y ~ - . §
notonas e f © [0, +®] . $ao validas as propriedades:



{1 Se alf » 1} < B8 {f » 7}, para gualquer 71D, onde D & i
. i - ( o I
conjuntc denso em (0,+«)}, entao fda < 1 £d4dB
I i
{(2) Se fda < + © e o < B, entac  fda = fdg , se e 30
'y ‘] YA

se, existe um conjunto D C (0,+«}, D denso em (0,+w) tal gue,

if
L
e
I“!‘l
A
™
<
,_'
m
wl

aflf > 11}

Dem: [ € denso em {0,+=), entao para guaisguer i,n & W

i i+
existe t = D, tal gue R itd r e,
i,n Sn - in Sh
g E . < B{f > . }, Assim temos
in i.n
1 4 l -0
_;r—{ Y S L S S 1) - - TOR(LE oo 1Y, ¥n & IN L Por outrve lado
2 i-1 1.n 2™ i=1 el
gualgueyr n € W,
. . Fo
Z 2 27 i=1 i,n
peis;
) )
{a) Se x & A, com O fix) t , temos , (FV -5 — Ly (w0 =4,
— iI,n n A1
2 2
“+um
pPoOi1s tl i ; L E.E Yre s g JxY o= 0, e fi{x) 0
Lol ot oM 1= i,n
(b} Se x & T, com ¢t n o F{x} < t’j+1m , com o= 2.3, R



(%) .
2 2 2 . 2 2
. t, "
iy tg_lfn 'y (1‘1] (I"L i ‘{E::H-lrn Y
s T " . ’ T ] T m
i-1 I R i+2
2 o1 2" o™
N +3 )
= Loy L
— L ¥ XYy = = ¥ (x) =
2P gop M i,n’ ot jep CE By ) 2"
e como f£(x) > tj,n > ;% , obtemos
+-
f v %"%i“}ﬁ L . v f) , ¥x € R
Z 2 2 i=1 i.n’
Assim temos que,
’ +oo
, 2 2 ( . .
) (f"gﬁ‘gﬁ’da-ﬁ;j e sy, 3 S
A iry - [
Yn € ™, assim,
e
lim J( {fv—%———%)du < lim —lﬁ{ L Cre oL ¢
n - 4w ;Y 2z 2 n v o y Jh i=1 1 v i,n
Mas, lim ( (f v “"25 - “Z—}Ci()f. = lim TH{L v 22y
n o+ oxd 2 2" 1nor o o1 ik
[
= T(f)y = ° fde . e




: 1
lim —=—: ¥ o da =
. N
A o ETWRI_—I {f 1,n}
= 1im L lim T
no++w 20 JB& m 4w i=] e > Yi,n
. m
= lim lim L [ v 1
) _ no o {f t. j
n-+o m->+ w i n i=1 i,n
; m
= lim lm  -— 7 o(lf > t, 1) =
nocbeomete onis] !
l +-e0
= lim — oo l{f >tj n}). Agsim,
Mot e 2 i=1 i
[‘ _! o
] fdo < 1lim = Ton{if t, b}
n no+e 20 i=1 T
1 T
ou seja, ; fdoe = lim —— T alf » t
. n o4 e 2 i=1
1A
De modo anadlogo obtemos,
M _1 BNt
| far = 1im & 5 B{f > t, Y.
' no>+e 20 i=1 Tt
Como por hipotese AB{f > ¢, _ 1 » ulf
lfn ———

" n

n naturalis, obtemos

G0



—
- . "
Tk

| fdw = 1lim — L aif » t, _} <
J]A n -+ w 2 i=1 1:N
1 7T f
< lim = & B{€£ >, 1 =] fdg
T o+ e 2 i=1 .0 J:[pl

Mostraremos agora que vale o item (2} da proposigac enunci
. ¢
ada, ou seja, se J fde < + » e o < 8, entac 1 f£da = | £4%
» ' I

se, € 80 se, existe um conjunto D € (0,+~), denso em (0,+=}, tal
gue of{f > 1} = B{f » 1}, V¥r € D.

(==} A prova da reciproca & conseguéncia imediata do item

{1) da proposicao.

(=== FEm primeiro lugar mosStremos que

= | (EAa - f£ADb)dR , onde a > b > 0, a,b & R.

]
i
fen
A
[
b

J (f v a~a)da < { (fv a-a)dR
n J

0 < [ (f A blda < [ (£ A bldB
T Y

Aggim,



{£ A b)dp = { fdg

’
Como | fdo = ( £4g ,

temos que

n
)
(f v a - a)da = | {f v a - ayd2 ,
J
A
{ o
(f A b)de = | (f ADb)aR
J
1A
sabemos que as fungdes off > t: e
A ] ? [ b -l -»I [ Y i
> 1 Ljuig ' [, 1.1 +‘ A o
#~ con b . b f X

F)

BIdR

m

¥

g20

fungoos



G4

que possuem um namero de descontinuidades, no maximo enumeravel (pois
san monotonas). Seja t_ um ponto de continuidade para «oif > t} o

c{f » t} , temos pelo item (b} da prop. (1.10 ), gue

A by~ f A (to - )
lim do =
.f. I -
£>0 n £
= lim off > t - e} = aff > £t }. Analogamente
+—>O+ G o
f/\to - f /’\(to - F)
lim J dg = pif > £t } , e como
F"‘-'O+ . 0
- im .
[ (
! [f At - f A(t - vlida = J {FA £~ £~ (&t - o}]d
J @] O 5]
A 12
L _ . 1 - L
Ve > 0, temos gue, = J [ £ ﬁ\to - £ A (tO ~ ¢c}ldu =
Y
=T : P /\.to S tO - o)y adg £ , dogo ,
A
f Fa SR ol — f AN {tO - r}
1im | SR S dn =
§ —>O+ 1
B 2
EAL = AN (t - o)
= lim | as
R UL ‘



g isso implica gue oaff > to} = p{f » to}, Vto S [0,+=), Gl
alf » £}, B{f » t}, sdao fungoes continuas. Como © conjunto formadn
pelos valores de "t _" onde oif » £t} e p{f » £} sao continuas ©

nac enumeravel, seque a teése.

Seja B um conjunto nao vazio, MW C P{R), com @ & M

Colocamos BBM = {f [O,+mjﬂxz existe um conjuntoe denso D, em
(0,+«), tal que {f > t} €W, ¥r € D}. Denotamos por H, iiCFQ+~ﬂ1h,

o conjunto formado pelas fungoes caracteristicas, ¢ o R — [ 0,4},

tal que B € I,

Prop. (1.16). Sejam I e B, como estabelecidos acima.

. ) A —_ . - -~ . -
Seja B C [0+ ] , com TH T IB t.]B}r Entac duss integrais monoto-
nas Tl e TZ definidas sobre W saoc iguais se TlfﬁB) = thqm},

gualgquer B < TH.

Dem: Pelo Teor, (1.2} temes,

TL{fi = { fdo , T,(f) = [ fdvy , com f£ € B ,
; = |
A 1A
w € lan, LR b, vy € o, » A, 1. Temos por hipotese que, sco
Tj_ 1] 12 ]2 :

FE€ B entaoc f € E%H , logo existe un conjunto denso D oem (0,+ )tal cuc

if »t} € H, ¥t €D, ecomo H C B, temos YrE o g} © B,

¥t & D,



W
[¥a1

Temos entao, aff > t} = J s s o) do =
B

=Ty loge o gy) =T Wpe o gy) =) vy s gy
n

= v{f > tl, VYt €D, e pela prop. (1.15) temos ,

| fda = { fdy, ou seia, Tl(f} = T2(f)' C.iq..

Como & possivel associar a cada fungao mondtona de conjun-
. - 7 -
tos sobre P(R) , A € P, uma integral monotona sobre [0,+=] 7, &

possivel associar, a cada fungao ¢:MW C P(RA) —[0,+=] com as pro

priedades:

(a) gem , (b)Y &)y =20, (c}y &(B) <s(&) ,

com B, € € B, e B CC, uma integral mondtona scbre :BEJ’ do  se-

guinte modo:

By, —— [0,4=] , onde v: P(B) — [0+ P
f——s | fay
J
RE:Y
& gualguer funcao mondtona tal que v/ =8,
A aplicagac B — {0,+=] , estabelecida acima & bem dafini

H

_— [ fdy
JE



- [ -~ . \
da pois © numero | fdy , nao depende de y, 18 que y/IH =& £
‘T

f € By. Esta aplicagao & de fato uma integral mondtona sobre B,

pols & restric¢do da integral monotona J (—)dy : m,+mlﬂ*=*[0,+wd ;
IA

ac conjunto ]BH C[O,+mIIA . A referida aplicagao serid denctada por:
. O — by
( dg = By, [ 0,+cw]
a £ - [ fdad
I’
A fungao §,de conjuntos com as propriedades (1), (2} e (3) sera

chamada de "fungao de conjunto monotona scbre H € P()" . Assim, da
da uma fungdo de conjuntos mondtona  "d" sobre W C P(R) , existe,
pela prop. (1.16) uma tnica integral monOtona T sobre By tal
gue T(wB) = &(BY , ¥B € .

Prop.{1.17) Sejam, G Gy R, funcoes mondtonas de conjunto,
(%)
definidas em P{(R), T8 # &, tal que oy < 2, a(B}Y = lim sup f.xrl(B},
. r

YB &€ P(RY , e f € [O,“f'mim . BSe |[‘ £ds « + « entao
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Dem: Para simplificar a prova, suporemos inicialmente

un(B) > an+l(B), ¥B &€ P{IA}, ¥n & M. Assim a{B) = n%ij an(B) ,

¥B € P(R) . Com a hipbtese de que an(B) > un+l(B), ¥B € P(R), para

provar a propriedade & suficiente mostrar que,

fdo = 1lim { fdo
J n -+ + @

Consideremos os conjuntos,;

B = {g € (0+x]P: | gap < + «) £ g, pois f & IB.

E claro que T C B < B,,. A aplicagcao 7T :B—— [0,+»} , dada por

g

T{g} = 1lim [ gda , g € B, & uma integral mondtona, pois:
no+o lm a

(i) Se ) € 10,+«) e g,f € 1B temse obviamente que lg € 1 ;
gV A - € B, gt EB.

(i1) T(lg) = XT{(qg)
(iil) g = £ ;9,f € B) = T(g) « T(F)
(iv)y Tilg) = T{g n ») + Tlg Vv » - X}, ¥r € {0,+w)

Mostraremos a seguir, que T verifica as propriedades, (vj



T(g) = lim T{gA n), e (vi) T{g) = lim T(g V
o W n + 4+ «
pectivamente.
T(g v m = m) = 1im [ (g v m - m}daq < J‘
- - o0 J : -
no n ™
¥Ym € W, logo lim Tl{g v m=-m} < 1im [ (g v m—midp
m_—z»-|— b +] il > o 00 J ﬂ{\
e assim lim T{gvyv m - m) = 0. Como
m-r + Lo
T{g} = Lim T{gAn) + lim T{g Vv n ~ n) , temos
I no-r 4o
T(g) = lim T{g A n).
¥ o 4 o
1 { 1 ( 1
; A=y = : | LY ey < A 2V AR
T(gA =) nljiﬂ o {g m;dan [ (g m){lp ;
' 1= i
R 2 N Lysg o
lim T{g I‘F') < lim (g fﬁ)db =0 ,
o e ' i+ 4+ w =’
@ assim 1im T{g /=) = Como
m >+ =
Tlg) =  lim Tig -l—-) P 1lim Tlg W 1 i) p
m _ m m
m =+ + @ m o=+ s
conclulmos que Tlg) = 1im T L. —'-[-'-}
. Lulme : Jim T = o

{gw m - myds ,



Assim T & uma integral mondiona sobre 1B, Temos tambem
[ | = . - _
que i «de r B —— [0,+»] & uma integral mondtona sobre I,
I 1 ¢
g gda
'ijx

Come T{y_ ) = lim

B T .+ I B n m - .{- o
= (B} = ( e da , temos pela prop. {1.16) que
J
3

: a iv S > . Faremns £ = 08 ; e Ty
Quando nao tivermo G2 Gy faremos 8§ sup o It
K >n
seja % (B) = sup o, (B), B & P{IA) . Assim &+ = ,
n k n
k >n
r { ]

logo, fda = lim f. fd[?f.n » fdo;n . ¥n o« IV .

' I, J o= ] .

7 TTTE T n

[ [

‘ fdo - Iim sup | fdo;ﬁ Sie Y

J - : 0

31y I n
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Considerercs agora, a familia T

x ) , - .
R+ = (0,+=), e definamos umwa funcao "'

{" em T de seguinte modo:

! 0 s I = @
_ ] o
FLTY = \ + o sc I 2 ilimitado
k
I ~ , . -
i!b ~a s "H'" e "a' sao extremos do intervalo I.

LYNNE ]

, e intervalos contidos o

T

Sabemos que “"{" assim definida & uma funcao mondtona de con-

juntos scbre T e pelas discussoces feitas antes da prop. (1.17}icn

* ]

. | - p - R + IR

sentido escrever | ¢ af, se v € BT T L0, 4w T

Fl
(0,4}
4 integral " I w Af" & a integral de Riemann ou de Lebesqguo .
I:O;'i .’x\}
para ¢ & BT , Mensuravel.

Prop: {1.18) Seja ¢ : T —> [0,+=] a fungao mondtons e

conjuntos, como definida anteriormente. Seja s uma fungao de conjun-

tos monotona definida em P{R) , I # . Intao

Ty

b

jon

e

1l
e iy

aff > v dl(r)y , ¥f € 10,+«]
14 (0,4 =)



T

Dem: A funcao ef{r)y = gi{f =~ 1} para 1 & (0,+e), & do-

Y e

¢dd, O conjunto {rie (1) « & 7

crescante, e ha sentido escrever

(. O; + UJ)

C {0, +«), & vazio ou entao um intervalo. Indicaremos &S:P(LA}«ﬁiﬂfi

g € {0,+=}, a fungao monotona de conjuntos dada por:

;
P se a(H} » 3
_
("S(H) - --i
!
i 0 se o (H) <8
Assim temos,
! fde = inf {1 raif > 1} s}t = #{l¢ > al)
) “ =z
1A
; -} s
r P
1L.oc : -A{ = {1 l- . TR S
LD, A L n i {14 n_]
P L —~
4 nor Ao 27 e 2
(0,4 =)
RS r 4 o
1 . | o . | 1
= lim - { Fda L, ) = lim £ {-= o, b,
m . i i _ i . i
n oo 2 ] . - IR " 20 a=1 -
Ik ¥ AT
2 2
Devemos: observar ogue sa g (H) = r , entao
] s
lim — LGy (H) = r, pols seia J & M, tal que
n-o+ o 2 i=1 hﬁ
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. s BN + 3
g+l . 1 , i J —-
ﬁ%_:_r < 17? , assim - I o, (H) = ~%— Lo, (H) = oL o quando
2" 2 A 20 i=l] A 2" '
2 o
4o ]
nos o+ @ 4% — r, logo, 1im 3 = e (H) = oo (W),
2 o+ oo i=1 2'1 ___:L_H
5T
Agsim,
* "E‘CO i
’ - TR I Y
| sar = FA(-= % a.) = | fdo
J e + o J 2 TR J
(0,+=) & - on 17 c.g.d.
we L

-dfd =ac descritas

As propriedades da integral
J
(O!-E— L‘:_.\j

seguinte proposicao:

{0,+=] compe definida anterior-

Prop. (1.19) Sedja £ : T —=
mente. Se w_ ,¢ , V¥ sao fungoes de (0,+%) em [0,+«] decrescen —
n ”
tes, entao:
f i
t j! I|
{(0,4«) (0,4 w)

( 0 R - )



) f . .
{2} { wdf j udé , se existe um conjunto denso D tal
{Q,+) (0,4 =)
que ¢ {1) < Y1} , ¥ € D .
) [ , L , . .
{3) { pd? < lim inf @ndﬁ , se existe um coniunto denco
! - J
- n .
(0, +w) (0, +=)
Dooem (0,++) tal gue y{r) < 1lim inf ¢n(T) ;YU €D,
N
{47 f edf » lim sup ,mﬂdt ;3@ existe um conjunto densc oom
- | i
J n J
‘;Or'{_":c)
{0,471 tal gue ¢ {r} » lim sup L vy, ¥1 €D e 2 (v o~ oy
= , . N
n
YT & D, ¥n & ™, e i o=
E
(0,4 om)
Dem: Para qualgquer ¢: (0,+=] e [0, 4 ] decrescente, oaz-

sociaremos uma funcao de conjuntos mondotona o :P(0,4m)) w0+ 0]
@

com a propriedade ap((t,+W)] = ¢ (t), ¥t € (0,+=). Para essa fun -

[

cao de conjuntos tem-se obviamente que i iD da = ; e
4 ks J
{ 0 ' + u':] ( (l!-}— T }
onde iD:(O,+m) — » (0,+=) @& a fungac identidade.

Assim temos:



i %
je=1 {¢ +4)
+ o

Loa,

. Ty Ty
=1 W 2

-
. 1
S0y ) (=)
i=1
{- e .
, i
P U St
I
i=1 2
e .
L .
Loy (—;;J
i=1 2
oo
)3 i |
. e
i=1 '
+ID
) 1_{51 fi



Is {
{ P .r : .,
= i da + ! L. odo, = ; wdd + 1S W
‘O -} t) (O,+r\“) {OF-{»-&_‘.‘} {O,'J-' c.u]
{ [
{2} Temos gue, J wdll = j iD da¢ e J LAl
(O’+f\rr1] (OP—F L)C‘} {Q;"‘{'(”}
[
= i 1o . ST o4 > o= sl IR W=
J D d i) como ¥ n . Py r%h‘ "D
{1,
= {7}, e existe um conjunto denso D onde ¢{1} <« L{] ;

Y0 € D, temos gque o {i_ v 1) < o {i >t , ¥r €D, e wvela

w D 1y D
prop., (1.153) temos
{‘ . d f‘ 3 -
| ip a, = | iy a¢ , ou seja |,
(D, +o) {0,+m=)
(‘ wd £« ifj,' at
J . -
(0,+«) (0, )
{3) Por hipbtese temos ¢ {T) < lim inf ¢n(t), Vi € D, assim
n
a {{t,+ )} <« 1im inE S ({t,+0)), Vi < D. Seja "o, a fungao
gp - [t £

iy n

de conjuntos monotona dada por,

a{BY=1im inf ey, (ny, ¥R OO {4,
n



Assim

integral mondtona temos que

, .
{ , _ ! . _
J lD dug‘ JI lD doe,
(0, +w) (0, +0)
1 (BY = 1im inft [.‘-:'.w (B} ,
n n
pelo exenplio 16) conclulmos qua ,
/ )
j! iD C].Dt\c < ll:-i;m inf I
(0,4 o) (0,4 =)

Como

o (e, +)) < oal{t,+=)), VYt

YE & P ({3,

] )

€ 0, e pela definicao do

2

: f NP ,
ou seja, g pydf < lim inf j - a £
(0,+) (0,4 )
(4) Seja o(B) = lim sup &, {(By, ¥B T (0,+«), como
n n
¢ (1) > 1lim sup ¢_ (1}, 1 £ D, tem-se o {{t,+=)) >
..... ‘f’; j—
n
> lim sup N (t,+=), ¥t € D, isto &, uhﬂty+wﬂlna{{t;7m})
n n g
Yt © O, e assim | i, do | 1. o doe . Consideremos
j I ¥ E 1
({)w'i' "":'} {O;";_ m_\,
as fungoes de conjuntos mondtonas o & o, com as propriedades
* n
oA lE, ey om e e o {({bel) o= e (B, Ve © (O,+), n & IN.

Y]



- f
Como ¢ {t}) < wi{t}, ¥t € b, temos ) i, do < [ i do
n - J D W n -— i o +
(0,40 ' {0, + )
[ . .
= ! pdld < 4+ o, ¥n € W. Temos antao que:
{: C } + m)
(a) a{B) = lim sup o (B) , V¥B € (0,+=)
n i n
. I' ’
{h) lim sup iD Ao 4o
n ( U ; ] j n
b f L. d |
e : e [ FRE >
H j tp 9oy
{ D 7 +o )

Usando a propriedade (1.17) obtemos gque

r ,
' i A LI Sup ! i 1 .
| iry da > 1im sup ] iy dl”r
(OJ'-}"”{J) ’ (Ormlﬂm} "
Logo, { i, doo > 1im sup ’ i da
J D ¥ 7 oon ) ! D "y,
(0,+=) (0 +)
cu seja J pdd > 1im sup J@n al
(0, +) "

Prop, {(1.20)

{a) Seja o uma fungae moniona de conjuntos definida em PR L R#£D, com o



propriedade o {B_) + a(B) se B+ B, Bn’ BEP(R), ¥n & IN, Enr-

tac temos:

. . B pi | [
c o] + — (lim | f do = | £da
(£, £ [0, +e] 7 ; £t ) {(1im | £ do ] fda)
Dok g gy
{o) Seja w uma funcgac mondtona de conjuntos definida em F(lA)

¥ @, com a propriedade "&(Brj + a(B) se Bn } B, onde a{B1J

< 4w e Bn B = P{R)". Assim,

’

r
- L bl - ! | £ " [es] o
(t.‘[“;'! £ { 0,4+] : fl’l A | .L_ldu, + )
A
f A
= (im0 £ du o= faw)
It 1. pal ﬁ!\ m

Dem: Como £+ £ temos £ < £, ¥n € N e assin

n n -
I‘ ll‘
Epdu < j fdix , ¥n © W, logo ,
2 3
| 1im sup [ f da < { fdo
' T n - ‘
n
[ n % |
Temos também que,
[ [
} Fdo = o€ > t}afe) , e ,
]

Ry {0,—1-03)



J

T
[
—

fnda = [ wit » €} di(t) . Mas, para cada n

COmos ﬁn(t} = off » £} e ¢ {t) = oif > t} saoc fungdes decroscen-
tes e o5 B {fn;} £}, formam uma sequéncia que converge pard

B=1{f »t}, e & crescente. Temos entdo que «(B) = lim alB ), o
i 4
n b ow
congequentenente o {t) = 1lim wn(t}; ou ainda v (t) < lim inf cwyﬂ
n -+ w T on

Vi ¢ (0,+>), Usando o resultado o item {3} da prop. {(1.19%9), temos,

{ pdf < lim inf ! wndf , lsto &
J - ]
(O’+03) n {O,'i"-“)
{ . . e 1 .
| g{f » t} A < lim inf j > thdf
J ] ;
{O,“]' f-"—’) n {(}’4—:_\0)
i r _ e }
& ausim, _{ £di < f1im inf f i da|
i n ‘m |
| _ P 1
f {
% fdr = lim inf| £ dho
! J n
1A m
(b} Como £+ £, temos £ > f, ¥n & N, logo g don o fdu
" ‘n



1
! |
e assim, J lim inf | £ do > fdo
i no - I
l n A
S !
vor ocutro lado temos
i lf r
| f da o= A » o) deo = e dr,
) 1 ; n ] on
A (O, 4w} (O,
! i
o - | '>
fTdoa = if o » £ o= | e de
T4 (G’--I-vm) (Of-}-m)

Para cada n € M, ve ¥ sao fungoes decrescentes e sern

i

{fn > t}, como f_ ¢ f, temos B_ + B, onde B = [f » vl,

do B
n n n

Assim g iB) = Jlim u(Br}x lim sup o (B_), consedquentemente
1 ) 1§ h
n -+ o N Tl

2 F » bl o= lim osup off - t), ¥E € {0,+w), & assim Tl o

= lim sup ¢ {(t}, Ve & (0,++}. Notemos também que @r(t) =

=i F e b i E L s b WE (G, ¥ ©IN, e que

i N - . i . ) , _— .
! o » b db = | odo < b v, onde wo=alf o »org,

Usando o 1tem {4} da prop. (1.1%) temes ,



{O,'[—m)

e assim,

(
pdd > lim sup | Y. d¢  , isto e ,
I
" (0,+)
alf t} df » lim sup J a{f > t} ar ,
N n
(0,40)

fda ~ Lim sup { fndm
i J_ﬂ-\

——

fde = 1im sup | £ do
I /

C.ig.c.
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