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Resumo

Esta tese apresenta uma abordagem para o estudo da topologia das variedades flag reais.

A homologia é obtida pela determinação do operador fronteira da homologia celular. Isto se

dá a partir de uma parametrização expĺıcita das células de Shubert que fornecem a estru-

tura celular destas variedades. Para o anel de cohomologia de uma variedade flag maximal,

encontram-se os seus geradores como classes de Stiefel-Whitney de um fibrado de linha sobre

a variedade flag.

Palavras-chave: Variedades flag reais, Células de Schubert, Homologia celular, Cohomolo-

gia.
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Abstract

This thesis presents an approach for the study of topology of real flag manifolds. The ho-

mology is obtained by the determination of the boundary operator for the cellular homology.

This follows from an explicit parametrization of the Schubert cells which gives a cellular struc-

ture for these manifolds. For the cohomology ring of a maximal flag manifold, its generators

are found as Stiefel-Whitney classes of a line fiber bundle over the flag manifold.

Keywords: Real flag manifolds, Schubert cells, Cellular homology, Cohomology.
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Introdução

Uma variedade flag real é um espaço homogêneo FΘ = G/PΘ onde G é um grupo de

Lie semissimples não-compacto e P é um subgrupo parabólico. Exemplos clássicos são dados

pelo espaço Projetivo e pela variedade Grassmanniana. Um resultado clássico no estudo da

topologia das variedades flag reais é a decomposição de Bruhat que apresenta a variedade flag

FΘ como uma união disjunta de células homeomorfas a um espaço Rn parametrizadas pelas

classes laterais do grupo de Weyl da álgebra de Lie de G. Os fechos desta células - células

de Schubert - fornecem uma estrutura celular CW e formam uma base para a Z2-homologia

destes espaços e da Z-homologia no caso das varidades flag complexas.

As origens desta decomposição remetem à década de 30 quando Ehresmman [24], a partir

de uma decomposição celular para as Grassmannianas obtida por Schubert (meados de 1880),

a estendeu para uma variedade flag qualquer do grupo Gl(n,K) afim de determinar suas

propriedades topólogicas. É atribúıda a Bruhat [8] que, posteriomente, na década de 50,

generalizou esta construção para os grupos de Lie clássicos complexos. Na mesma época,

uma outra abordagem para o estudo da topologia destes espaços surgiu no contexto das

variedades flag complexas por Borel [4, 5], que identificou o anel de cohomologia de X como

um anel quociente dos polinômios sobre a álgebra de Cartan h da álgebra de Lie g de G

pelo ideal gerado por polinômios invariantes pelo grupo de Weyl de g. O artigo clássico de

Berstein-Gel’fand-Gel’fand [2] estabeleceu a relação entre estas duas abordagens algébrica

(de Borel) e geométrica (de Bruhat) das variedades flag complexas.

Já no contexto das variedades flag reais, resultados similares só foram obtidos a partir da

década de 80. Duistermaat-Kolk-Varadajan [23] provaram que as células de Schubert formam

uma base para a Z2-homologia e, já nos anos 90, Kocherlakota [33] descreveu a Z-homologia.

Vale ressaltar que, nestes dois trabalhos, o papel central foi desempenhado pela a teoria

de Morse, dando sequência ao trabalho de Bott-Samelson [6], a partir da identificação das

variedades flag reais a órbitas adjuntas de elementos “diagonais” para as quais existe uma

função Morse-Bott natural e uma métrica (de Borel) em que a decomposição de Morse coincide

com a decomposição de Bruhat. Em [33], a Z-homologia é obtida a partir da construção do

complexo de Morse-Witten. Mais tarde, Wiggerman [45] exibiu uma estrutura CW para o

2-esqueleto das variedades flag para descrever o grupo fundamental em termos de geradores
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e relações. Com relação à cohomologia, Casian-Stanton [12] estabeleceram conexões entre

a cohomologia de variedades flag reais e a teoria de representação de dimensão infinita de

álgebras semissimples reais e Casian-Kodama [13, 14] com a dinâmica de sistemas integráveis.

E, mais recentemente, Patrão-Santos-San Martin-Seco [37] estabeleceram um critério para a

orientabilidade das variedades flag reais.

A primeira contribuição desta tese é oferecer uma nova abordagem para o cálculo da

homologia por intermédio da determinação expĺıcita das funções caracteŕısticas das células de

Schubert. Elas fornecem uma estrutura celular CW para as variedades flag com as quais se

obtém os operadores fronteira da homologia celular. Este ponto de vista preenche uma lacuna

no estudo da topologia das variedades flag. Tal afirmação encontra-se em Duan-Zhao [21] que,

no contexto das variedades flag complexas, afirmam excetuando-se os espaços projetivos,

muito pouco se sabe a respeito das funções caracteŕısticas das variedades flag. Foram obtidos

os mesmos resultados que Kocherlakota [33] em que o operador fronteira da homologia tem

coeficientes 0 ou ±2. Entretanto, a visão celular tem a vantagem de apresentar a geometria

de um modo muito mais evidente. Além disto, a fórmula apresentada neste trabalho é mais

transparente pois leva em conta a escolha de decomposições minimais para os elementos

do grupo de Weyl. Em [33], esta escolha não é considerada e, por isto, surgem sinais que

aparecem com certa ambiguidade no complexo de Morse-Witten.

A maneira como são constrúıdas as funções caracteŕısticas se assemelha, de certo modo,

com a técnica chamada de dessingularização das células de Schubert. Embora ela tenha

sido obtida inicialmente no contexto das variedades flag complexas (veja Demazure, [16]),

encontra-se também dispońıvel para o caso real (veja [23], Gorodski-Thorbergsson [25]). Esta

técnica permitiu que se obtivesse o anel de cohomologia das variedades complexas em ter-

mos do quociente de um anel de polinômios. Por enquanto, a parametrização das células

de Schubert ainda não permitiu, até agora, que se obtivesse um resultado deste tipo. Vale

ressaltar que ainda não se conhece uma formulação análoga para o anel de cohomologia das

variedades flag reais, principalmente, considerando-se coeficientes inteiros. Neste sentido, há

outros dois trabalhos que tratam deste problema com diferentes abordagens. O artigo de Biss-

Guillemin-Holm [3], no contexto da cohomologia equivariante, em que as variedades flag reais

são obtidas como conjunto de pontos fixos de involuções anti-simpléticas de variedades flag

complexas e a tese de Mare [34], em que as variedades flag aparecem como órbitas isotrópicas

constituindo-se exemplos de variedades isoparamétricas.

A segunda contribuição desta tese consiste em apresentar um tratamento clássico para

a cohomologia das variedades flag reais no mesmo estilo que é feito no caso das variedades

flag complexas e que, segundo consta, ainda não se encontra na literatura. Neste caso, faz-se

necessário trabalhar com coeficientes em Z2 de modo que as células de Schubert formem uma

base para a homologia. Além disto, restringe-se às álgebras que são formas reais normais

para que se utilize a teoria de representações de álgebras semissimples reais. Os geradores do
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anel de cohomologia são obtidos como as classes duais às células de Schubert de dimensão

um definidas pelas ráızes simples e são interpretados como classes de Stiefel-Whitney de

certos fibrados sobre as variedades flag reais. Sob este ponto de vista, estuda-se a ação do

grupo de Weyl nos geradores da cohomologia. A expectativa é que se obtenham invariantes

por esta ação, entretanto, este objetivo ainda não foi alcançado por meio dos resultados

obtidos. Apenas um primeiro avanço foi feito na direção de se explorar o produto no anel de

cohomologia pela obtenção de uma expressão para o quadrado dos geradores.

Por fim, uma caracteŕıstica da tese é a apresentação de exemplos tanto para o caso do

grupo especial linear Sl(n,R), como já é de praxe, quanto para o grupo simplético Sp(n,R). Há

três caṕıtulos dedicados exclusivamente ao estudo de exemplos dos grupos de homologia: um

caṕıtulo é dedicado ao estudo dos grupos de homologia em casos de dimensão baixa e outros

dois caṕıtulos são dedicados ao estudo dos grupos de homologia das variedades Grassmanianas

reais e simpléticas, respectivamente. Os resultados sobre o anel de cohomologia também são,

sempre que posśıvel, acompanhados de exemplos.

0.1 Principais contribuições e Expectativas

A lista abaixo contempla de maneira concisa as contribuições espećıficas deste trabalho.

• A descrição das funções caracteŕısticas para as células de Schubert de uma variedade

flag.

• O ponto de vista celular para o cálculo da homologia das variedades flag reais.

• Um exemplo de não-sobrejetividade da aplicação induzida pela projeção canônica da

variedade flag maximal sobre uma variedade flag parcial na Z-homologia.

• A descrição de uma nova decomposição irredut́ıvel para os representantes minimais das

células de Schubert das Grassmannianas simpléticas.

• O cálculo detalhado do operador fronteira da homologia da Grassmanniana Lagrangeana.

• A determinação dos geradores da cohomologia como classes de Stiefel-Whitney de fi-

brados de linha sobre variedades flag reais.

• A expressão para o quadrado dos geradores na cohomologia (para alguns casos partic-

ulares).

Espera-se que, a partir deste trabalho, as seguintes questões possam ser parcial ou total-

mente respondidas.
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• Determinar o operador fronteira da homologia celular de todas as Grassmannianas

simpléticas a partir da descrição da decomposição minimal para os representantes min-

imais dos elementos do grupo de Weyl que parametrizam as células de Schubert.

• Determinar as decomposições minimais para os representantes minimais das variedades

flag dos outros grupos de Lie clássicos que sejam adequadas para o cálculo da homologia

celular.

• Encontrar uma fórmula análoga à clássica fórmula de Chevalley (veja Pragacz [40], Teo-

rema 2) no contexto das variedades flag complexas que determina qual é o produto cup

de um gerador da cohomologia com uma classe que representa uma célula de Schubert.

Esta questão está diretamente relacionada à questão de se encontrar uma interpretação

análoga para o anel de cohomologia das variedades flag reais em termos de um anel

quociente.

0.2 Estrutura de tese

A tese é composta por sete caṕıtulos. O primeiro deles aborda a questão da parametrização

das células de Schubert. O segundo caṕıtulo apresenta o cálculo do operador fronteira da

homologia celular e é seguido por três caṕıtulos dedicados apenas aos exemplos. Os últimos

dois caṕıtulos se concentram no estudo da cohomologia.

Segue agora uma descrição detalhada do conteúdo de cada caṕıtulo.

Caṕıtulo 1

A primeira seção é dedicada aos preliminares da teoria de Lie que são utilizadas ao longo

de toda a tese. Em particular, para um grupo de Lie real semissimples não-compacto com

uma decomposição de Iwasawa G = KAN , a decomposição de Bruhat exibe a variedade flag

real FΘ como uma união disjunta de N -órbitas

FΘ =
∐

w∈W/WΘ

N · wbΘ

em que bΘ é a origem de FΘ, parametrizadas pelas classes W/WΘ do grupo de Weyl W. Os

fechos das células de Bruhat N · wbΘ são as células de Schubert SΘ
w . É conhecido o fato de

que estas células fornecem uma estrutura celular para as variedades flag.

O primeiro caṕıtulo fornece uma parametrização para as células de Schubert Sw de uma

variedade flag maximal por funções definidas em cubos [0, π]d ⊂ Rd. Dada uma decomposição

minimal de w = r1 · · · rn ∈ W, a Proposição 1.2.3 descreve a célula de Schubert Sw =

K1 · · ·Kn · b0 onde os subgrupos compactos Ki ⊂ K são definidos a partir da subálgebra de

posto um relativa à raiz α ∈ Σ. Através de aplicações exponenciais, os subgrupos Ki podem
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ser vistos a partir de funções definidas em bolas Bdi onde di é a multiplicidade da raiz αi.

Estas funções, por sua vez, permitem construir funções caracteŕısticas Φw : Bd → Sw para

as células de Schubert (Proposição 1.2.9) onde Bd = Bd1 × · · · × Bdn é uma bola em Rd,

d = d1 + · · ·+ dn.

Caṕıtulo 2

Aqui se encontra um dos resultado fundamentais deste trabalho e que torna este caṕıtulo

um dos mais importantes da tese. Trata-se da fórmula para o operador fronteira da homologia

celular de uma variedade flag. Inicialmente, obtém-se o resultado para o caso maximal. Os

resultados para as variedades flag parciais são obtidos por projeção a partir da variedade flag

maximal.

Dada uma célula de Schubert Sw em F, o operador fronteira possui coeficientes em relação

às células de Schubert que possuem dimensão um a menos que Sw. Pela Proposição 2.1.1, se

w = r1 · · · rn é uma decomposição minimal de w ∈ W isto significa que

∂Sw =
∑

w′

c(w,w′)Sw′

quando w′ = r1 · · · r̂i · · · rn e di = 1. Neste caso, Φw é definida em Bd−1× [0, π] e o coeficiente

c(w,w′) é a soma dos graus das funções de colagem, isto é, das restrições de Φw a Bd−1×{0}

e Bd−1 × {π} (veja o Teorema 2.1.4). Isto significa que o coeficiente c(w,w′) = 0 ou ±2 e,

portanto, as células de Schubert formam uma base para a Z2-homologia. Este resultado pode

ser ainda refinado para se obter a fórmula (2.4) que reflete as diferentes escolhas de decom-

posições minimais para os elementos w,w′ recobrindo, até com mais detalhes, o resultado já

conhecido ([33], Teorema A).

Para o cálculo da homologia de uma variedade flag parcial FΘ, observa-se que deve se

fazer uma escolha correta para um representante numa classe lateral de W/WΘ de dimensão

minimal. Isto é feito na Proposição 2.2.1 em que se prova que, para uma dada célula de Schu-

bert SΘ
w , w ∈ W/WΘ, existe uma única célula de Schubert Sw, w ∈ W, que possui a mesma

dimensão que SΘ
w . A homologia é então computada a partir dos coeficientes c([w], [w′]) igual-

mente calculados na variedade flag maximal em que [w], [w′] são os representantes minimais.

Caṕıtulo 3

Neste caṕıtulo são desenvolvidos exemplos de dimensão baixa que servem de ilustração

para a teoria desenvolvida nos dois primeiros caṕıtulos. A decomposição de Bruhat e os grupos

da Z-homologia de todas as variedades flag dos grupos Sl(3,R) e Sp(2,R) de posto 2, a saber,

o espaço projetivo, a variedade Grassmanniana e a variedade flag maximal, são obtidos.

Destaca-se a seção 3.2.2 que apresenta detalhadamente o cálculo dos graus das funções de
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colagem na determinação dos coeficientes c(w,w′) enquanto os outros exemplos são aplicações

diretas da fórmula (2.4).

Caṕıtulo 4

Um exemplo clássico de uma variedade flag real é o caso das variedades Grassmannianas

reais Grk(R
n) que são variedades flag minimais de Sl(n,R). Neste caṕıtulo, é feito o cálculo

dos grupos da Z-homologia destas variedades pela determinação do operador fronteira da

homologia celular em uma dada célula de Schubert. Uma das dificuldades para este cálculo

é ter em mãos uma boa decomposição irredut́ıvel dos representantes minimais das células

de Schubert. Neste caso, este obstáculo é superado utilizando-se uma decomposição minimal

obtida por Dheodar [17]. Considere Grk(R
n) como um subconjunto do espaço projetivo

∧k
Rn

e tome os seguintes elementos

eI = ei1 ∧ · · · ∧ eik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

A origem é e0 = e1 ∧ · · · ∧ ek e as células de Schubert são SI = feN · eI que têm dimensão

(i1−1)+· · ·+(ik−1) = i1+· · ·+ik−
k(k+1)

2 . Para cada multi-́ındice I = (i1, . . . , ik), existe um

único elemento de comprimento mı́nimo w ∈ W tal que wIe0 = eI . Denote por ri = (i, i+ 1)

a reflexão em relação a raiz αi. Dado um multi-́ındice I, para cada j = 1, . . . , k, considere a

permutação (j, ij) que leva o ı́ndice j em ij e que admite decomposição minimal

ηI,j = (j, ij) = rij−1 · · · rj+1rj .

Segue que

wI = (1, i1) · · · (k, ik) = ηI,1 · · · ηI,k.

é a decomposição minimal do representante minimal corresponde ao multi-́ındice I.

Este caṕıtulo encerra abordando a seguinte questão: se πΘ : F → FΘ é a projeção canônica

da variedade flag maximal sobre a variedade flag parcial, que é sobrejetora, então a aplicação

πΘ∗ : H∗(F) → H∗(FΘ) também é sobrejetora? No caso da homologia sobre Z2 a resposta é

positiva uma vez que os operadores fronteira são todos nulos. Entretanto, a seção 4.3 mostra,

pela análise do exemplo da projeção da variedade flag maximal de Sl(5,R) sobre a variedade

Grassmanniana Gr2
(
R5
)
, que πΘ∗ nem sempre é sobrejetora com coeficientes inteiros.

Caṕıtulo 5

Outra classe de variedades clássicas que também são variedades flag reais são as Grass-

mannianas Lagrangeanas que, na verdade, correspondem a um caso particular das Grassman-

nianas simpléticas definidas como variedades flag minimais do grupo Sp(n,R). Neste caṕıtulo

é feito o cálculo dos grupos da Z-homologia das Grassmannianas Lagrangeanas pela deter-

minação do operador fronteira da homologia celular em uma dada célula de Schubert. Isto foi
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posśıvel a partir da obtenção de uma nova decomposição irredut́ıvel para os representantes

minimais das células de Schubert. Seja ri = rαi
, αi ∈ Σ, a reflexão em torno de uma raiz

simples. Defina, para cada 1 ≤ i ≤ n, os elementos

si = rn−i+1 · · · rn ∈ W.

Os representantes minimais das células de Schubert SI das Grassmannianas Lagrangeanas

são parametrizados por todos os multi-́ındices da forma

I = (i1, . . . , ik) , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n e 0 ≤ k ≤ n

(o caso k = 0 corresponde à identidade) e, são dados por

wI = si1 . . . sik .

Na verdade, esta decomposição é obtida como um caso particular de variedade Grassman-

niana simplética. A seção 5.2 é dedicada à determinação de uma decomposição irredut́ıvel

para os representantes minimais de todas as Grassmannianas simpléticas.

Caṕıtulo 6

Além do caṕıtulo 2, aqui também se encontra um dos caṕıtulos mais importantes da tese

ao abordar o estudo da cohomologia das variedades flag reais. Uma excelente ferramenta para

se estudar a cohomologia no contexto de fibrados F →֒ E → B é o teorema de Leray-Hirsch

(Hatcher [27], Teorema 4D) cujo conteúdo afirma que H∗(E;R) é um H∗(B;R)-módulo

livre desde que, para cada fibra F , a inclusão da fibra F →֒ E induza um homomorfismo

sobrejetor e Hn(F ;R) seja um R-módulo livre de posto finito para cada n. A primeira parte

deste caṕıtulo mostra como este resultado pode ser aplicado no contexto das variedades flag

reduzindo-se ao caso em que as células de Schubert formam uma base para a homologia. O

fibrado em questão é obtido pela projeção entre diferentes variedades flag. A partir disto,

restringindo a fibrados definidos a partir das células de Schubert, obtém-se que o anel de

cohomologia de uma variedade flag maximal H∗(F,Z2) é gerado por produtos σα1 ⌣ · · · ⌣

σαk
(Proposição 6.1.6) onde cada σα, α ∈ Σ, é a classe de cohomologia dual à célula de

Schubert Srα (⌣ denota o produto cup).

Quando FΘ é a variedade flag de uma forma real normal g e ρ é uma representação

irredut́ıvel de g em V de peso máximo µ, FΘ pode ser obtida como uma G-órbita do vetor

primitivo vµ no espaço projetivo PVµ de ρ. Em particular, a variedade flag minimal FΘj
,

Θj = Σ \ {αj}, é uma G-órbita do vetor primitivo no espaço projetivo PVµj da representação

básica µj associada a raiz simples αj ∈ Σ (Corolário 6.2.4).

Na segunda parte deste caṕıtulo, apresenta-se uma interpretação para os geradores da

cohomologia de F em termos da representação de g. Tome ρj a composição da representação
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básica µj com a projeção da variedade flag maximal F sobre a minimal FΘj
. A partir de ρj , as

classes σαj
são vistas como o pull-back do gerador da cohomologia zj de PVµj , isto é, ρ∗j (zj) =

σαj
. Além disto, o pull-back do fibrado de linha sobre o espaço projetivo da representação

é um fibrado de linha sobre F em que as classes σαj
correspondem às primeiras classes de

Stiefel-Whitney (Proposição 6.3.2). Isto fornece uma interpretação geométrica interessante

para estes geradores.

Caṕıtulo 7

A tese encerra explorando algumas consequências dos resultados obtidos no caṕıtulo 6 na

expectativa de que os resultados obtidos ainda não estejam em sua melhor forma. A primeira

parte dedica-se ao estudo da ação do grupo de Weyl W nos geradores da cohomologia a partir

da ação à direita de W sobre F. Verifica-se que a ação, quando descrita na base dos geradores,

coincide com ação de W sobre o reticulado de pesos da álgebra de Lie g na base dos pesos

básicos (Corolário 7.1.7).

O último resultado da tese consiste num primeiro passo dado no sentido de se entender os

produtos em H∗(F,Z2). Determina-se, para os casos em que há ligações simples e duplas entre

as ráızes, o quadrado dos geradores σ2α em termos das classes duais às células de Schubert

de dimensão 2 (Teorema 7.2.5). Mais uma vez, a representação de g é quem desempenha um

papel central para a obtenção deste resultado.
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Caṕıtulo 1

Células de Schubert

O primeiro caṕıtulo desta tese concentra-se na parametrização das células de Schubert que

equipam as variedades flag de uma estrutura celular e servem como base para o cálculo da ho-

mologia celular assim como desempenham um papel importante na determinação de algumas

propriedades cohomológicas destes espaços. Isto justifica a importância deste caṕıtulo assim

como uma dedicação exclusiva a este assunto. A primeira parte é dedicada às questões pre-

liminares da tese enquanto a segunda parte explora a parametrização das células de Schubert

em uma variedade flag maximal.

1.1 Preliminares

As variedades flag são definidas como espaços homogêneos G/P onde G é um grupo de Lie

semissimples não-compacto e P é um subgrupo parabólico de G. Nesta seção, apresentamos

a notação que será utilizada na tese referente ao tratamento destes grupos e variedades. Em

geral, os resultados serão enunciados sem que faça menção expĺıcita à fonte. Tratam-se de

resultados clássicos e podem ser encontrados nos livros Knapp [32], Warner [44], San Martin

[42], Humphreys [30], Helgason [28], Patrão-Seco [39] e nos artigos [23], Seco [43] e Patrão-San

Martin-Seco [38]. Somente em alguns casos vamos fazer referências espećıficas.

Seja g uma álgebra de Lie real semissimples não-compacta. As variedades flag para os

vários grupos G com álgebra de Lie g são os mesmos. Por causa disto vamos sempre tomar

G como a componente da identidade do grupo de automorfismos de g. Deste modo, o centro

de G é trivial.

Decomposição de Cartan

Uma involução de Cartan de g é dada por um automorfismo θ de g que satisfaz θ2 = 1 e

tal que a forma bilinear de g definida por

Bθ(X,Y ) = 〈X, θY 〉
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é positiva-definida em g. Fixada um involução de Cartan θ, g se decompõe como g = k ⊕ s

onde k é o autoespaço de θ correspondente ao autovalor +1 enquanto s é o autoespaço de θ

correspondente ao autovalor −1. Esta é a decomposição de Cartan da álgebra g com respeito a

θ. Estes autoespaços satisfazem [k, k] ⊂ k, [k, s] ⊂ s e [s, s] ⊂ k e, portanto, k é uma subálgebra

de Lie de g.

Seja K o subgrupo conexo de G com álgebra de Lie k. Considerando G a componente da

identidade do grupo de automorfismos de g, tem-se que K é subgrupo compacto maximal e

a aplicação

K × s → (k,X) 7→ k exp(X)

é um difeomorfismo e fornece a decomposição de Cartan do grupo G.

Decomposição de Iwasawa

A partir de uma decomposição de Cartan de g = k ⊕ s correspondente a involução de

Cartan θ, tome a uma subálgebra abeliana maximal contida em s. Ela desempenha em g o

papel que a subálgebra de Cartan desempenha nas álgebras semissimples complexas decom-

pondo a álgebra g como soma direta de autoespaços associados a funcionais definidos em a∗.

Os funcionais não-nulos tais que os auto-espaços são não-vazios são chamados de ráızes do

par (g, a) e o conjunto destas ráızes será denotado por Π de modo que g se decompõe

g = g0 ⊕
∑

α∈Π

gα

O auto-espaço g0 por sua vez se decompõe em g0 = m ⊕ a, onde m é centralizador de a

em k. Seja Σ ⊂ Π um sistema simples de ráızes fixado. Denote por Π±, respectivamente, o

conjunto da ráızes positivas e negativas e por a+ a câmara de Weyl

a+ = {H ∈ a : α(H) > 0 para toda α ∈ Σ}.

Seja n =
∑

α∈Π+

gα a soma direta dos auto-espaços correspondentes às ráızes positivas. A

decomposição de Iwasawa de g é dada por

g = k⊕ a⊕ n

Sejam A e N os subgrupos conexos cujas álgebras de Lie são a e n respectivamente. Segue

que

K ×A×N → G , (k, h, n) 7→ khn,

é um difeomorfismo e fornece a chamada de decomposição de Iwasawa do grupo G.
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Formas reais normais

Uma subálgebra h ⊂ g é dita uma subálgebra de Cartan se o seu complexificado hC é

uma subálgebra de Cartan do complexificado gC de g. Em geral, para qualquer escolha de

uma álgebra abeliana maximal a em s, existe uma subálgebra de Cartan h que contém a.

Especificamente, h = a ⊕ t, onde t é um subespaço abeliano maximal de m. Se m = 0 então

h = a é uma subálgebra de Cartan de g. Neste caso, dizemos que g é uma forma real normal

de gC.

Subgrupos Parabólicos

Uma subálgebra parabólica minimal de g é dada por g = m ⊕ a ⊕ n. Seja P o subgrupo

minimal parabólico com álgebra de Lie p a qual é o normalizador de p em G.

Seja Θ ⊂ Σ um subconjunto de ráızes simples. Denotamos por 〈Θ〉 as ráızes de Π que são

combinações lineares de ráızes em Θ e por 〈Θ〉± = 〈Θ〉 ∩Π±.

Associados a Θ ⊂ Σ existem variados grupos e álgebras. Denotamos por g(Θ) a álgebra

de Lie semissimples gerada por g±α, α ∈ Θ. Seja G(Θ) o grupo de Lie conexo com álgebra

de Lie g(Θ). Seja n−(Θ) a subálgebra gerada pelos auto-espaços g−α, α ∈ Θ. A subálgebra

parabólica de tipo Θ é dada por

pΘ = n−(Θ)⊕ p.

Sejam aΘ = {H ∈ a : α(H) = 0, α ∈ Θ} e kΘ o centralizador de aΘ em k. A decomposição

de Iwasawa de pΘ é dada por

pΘ = kΘ ⊕ a⊕ n.

O normalizador PΘ de pΘ em G é um subgrupo parabólico padrão que contém o subgrupo

parabólico minimal P . Seja KΘ o centralizador de aΘ em K. A decomposição de Iwasawa de

PΘ é dada por

PΘ = KΘAN.

Em particular, p∅ = p e P∅ = P . Denote por M = K∅ o centralizador de a em K. Segue

que a decomposição de Iwasawa de P é dada por

P =MAN.

Variedades Flag

As variedades flag são definidas como o espaço homogêneo deG pelos subgrupos parabólicos

acima definidos. Chamamos F = G/P a variedade flag maximal de G e denotamos por b0

o ponto base 1 · P em G/P . A variedade flag correspondente FΘ = G/PΘ é chamada de

variedade flag parcial de G ou variedade flag de tipo Θ. Denotamos por bΘ o ponto base

1 · PΘ em G/PΘ.
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Existem maneiras equivalentes para se definir as variedades flag reais e que são úteis

dependendo do contexto em que se encontram. Vamos listar algumas delas abaixo.

1. Órbitas em Grassmannianas.

Seja k = dim pΘ e denote por Grk(g) o conjunto dos subespaços vetoriais de dimensão k

em g. O grupoG age em Grk(g) pela representação adjunta, isto é,G×Grk(g) → Grk(g),

(g, V ) 7→ Ad(g)V . Por esta ação, G age transitivamente no conjunto PΘ das subálgebras

parabólicas de tipo Θ, pois duas delas são conjugadas entre si. Segue que PΘ se identifica

ao espaço homogêneo de G pelo subgrupo de isotropia desta ação em PΘ. Por outro

lado, a isotropia de pΘ é o seu normalizador, isto é, o subgrupo parabólico PΘ. Portanto,

G/PΘ se identifica à órbita de pΘ em Grk(g) por esta ação.

2. Órbitas em s.

Para qualquer subconjunto Θ ⊂ Σ, existe um elemento (não único) HΘ ∈ fe a+ tal que

Θ = {α ∈ Σ : α(HΘ) = 0}.

O subgrupo parabólico correspondente se decompõe como PΘ = KΘAN onde KΘ =

KHΘ
é igual ao centralizador de HΘ em K.

Inicialmente, observe que K age transitivamente em FΘ que se identifica ao quociente

de K pelo subgrupo de isotropia que é K ∩ PΘ = KΘ. Agora, considere a órbita de

HΘ ∈ s por K pela ação adjunta, lembrando que s é invariante por K. A isotropia

desta ação é exatamente KΘ e, portanto, esta órbita se identifica ao espaço homogêneo

K/KΘ que, por sua vez, se identifica à variedade flag FΘ. Portanto, FΘ pode ser imerso

em s como uma órbita por AdK de HΘ. As variedades flag maximais ocorrem pela

escolha de elementos H ∈ a regulares, isto é, α(H) = 0 para toda raiz α ∈ Σ. Em vista

desta realização, a variedade flag pode também ser denotada por FHΘ
.

Associada a esta realização FΘ = K/KΘ = AdK(H), H ∈ s, podemos citar ainda uma

outra caracterização para as variedades flag que está diretamente relacionada com o

contexto das variedades flag complexas. Seja U o subgrupo de Lie compacto GC cuja

álgebra de Lie é dada por u = k ⊕ is. Segue que AdK(H) pode ser obtida como o

conjunto dos pontos fixos de uma involução anti-simplética, que é a própria conjugaçao

complexa em GC, da órbita adjunta AdU(iHΘ) (veja mais detalhes em Duistermaat

[22]).

3. Órbitas no espaço projetivo de uma representação de g.

Seja ρ uma representação irredut́ıvel de g em um espaço vetorial V com peso máximo

µρ. Vamos denotar por Vµ = Vµρ o auto-espaço associado ao peso máximo µρ e tome

v = vµρ o vetor primitivo de µρ (auto-vetor associado ao peso máximo). É posśıvel
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mostrar que o subgrupo de isotropia de Vρ é um subgrupo parabólico de G. Mais

especificamente, a órbita G · [v] no espaço projetivo P(Vµρ) é uma variedade flag G/PΘ,

onde Θ = {α ∈ Σ : 〈α, ρ〉 = 0} (veja os detalhes no caṕıtulo 6, seção 6.2.2).

Grupos de Weyl

O grupo de Weyl W associado à àlgebra a é o grupo finito gerado pelas reflexões rα

em torno dos hiperplanos definidos por α = 0 contidos em a, α ∈ Σ. Vamos chamar estes

geradores do grupo de Weyl W de reflexões simples. Uma maneira alternativa de se obter o

grupo de Weyl é através do quociente M∗/M onde M∗ é o normalizador de a in K. Vamos

sempre utilizar a mesma letra para denotar um representante de w em M∗.

Expressando os elementos do grupo de Weyl W em termos de produtos de reflexões

simples, o comprimento ℓ(w) de w ∈ W, é o número de reflexões simples em qualquer de-

composição minimal de w. Seja Πw = Π+ ∩wΠ−, o conjunto das ráızes positivas levadas em

ráızes negativas por w−1. Segue que ℓ(w) é igual à cardinalidade de Πw. Explicitamente, se

w = r1 · · · rn, onde ri = rαi
, é uma decomposição minimal de w então

Πw = {α1, r1α2, . . . , r1 · · · rn−1αn} (1.1)

Além disto, se w ∈ W e α ∈ Σ é uma raiz simples, vale a seguinte propriedade

ℓ(wrα) = ℓ(w) + 1 se, e só se, wα > 0 e

ℓ(wrα) = ℓ(w)− 1 se, e só se, wα < 0.

A ordem de Bruhat-Chevalley

Existem duas ordens equivalentes entre elementos no grupo de Weyl W.

1. Temos que w1≤w se e somente se dada uma decomposição minimal de w = r1 · · · rn

então w1 = ri1 · · · rik para alguns ı́ndices 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

2. Dois elementos w1 e w2 são ditos conexos, w1 → w2, se ℓ(w1) < ℓ(w2) e existe uma

ráız α (não necessariamente simples) tal que w1rα = w2. Temos que w1 < w se existem

u1, . . . , uk ∈ W com

w1 → u1 → · · · → uk → w2.

Pode ocorrer que w1 → w2 com ℓ(w1)+1 = ℓ(w2) mas não exista uma raiz simples com

w1rα = w2.

A definição pode ser alterada tomando-se a multiplicação à esquerda rαw1 = w2 pois

rαw1 = w1(w
−1
1 rαw1) = w1rβ com β = w−1α.
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O seguinte cálculo apresenta a equivalência entre estas definições. Se w = r1 · · · rn e

w′ = r1 · · · r̂i · · · rn então w = rβw
′, onde β = r1 · · · ri−1αi. De fato,

(r1 · · · ri−1)ri(r1 · · · ri−1)
−1 = rr1···ri−1αi

= rβ

e ao multiplicar à direita por r1 · · · r̂i · · · rn, obtemos que w = rβw
′.

Existe um único elemento w0 ∈ W tal que w0Π
+ = Π− o qual é chamado de involução

principal e é o elemento maximal em relação à ordem de Bruhat-Chevalley.

Representantes Minimais

Para o conjunto Θ ⊂ Σ, está definido o subgrupo WΘ de W que age trivialmente em

aΘ. Alternativamente, WΘ é dado pelo grupo de Weyl gerado pelas reflexões com respeito às

ráızes α ∈ Θ.

Define-se também o subconjunto WΘ de W por

WΘ = {w ∈ W : ℓ(wrα) = ℓ(w) + 1 , α ∈ Θ}

= {w ∈ W : w(Θ) ⊂ Π+}.

Segue que WΘ é chamado de o conjunto dos representantes minimais das classes laterais

de WΘ em W pois cada classe wWΘ contém um único elemento wΘ ∈ WΘ de comprimento

minimal. Tal elemento wΘ também é caracterizado por uma das seguintes afirmações que são

equivalentes

1. ℓ(wΘσ) = ℓ(wΘ) + ℓ(σ), para todo σ ∈ WΘ.

2. Π− ∩ wΘ〈Θ〉+ = ∅, isto é,

Π− ∩ wΘΠ+ ∩ 〈Θ〉 = ∅. (1.2)

3. Π+ ∩ wΘ〈Θ〉− = ∅, isto é,

Π+ ∩ wΘΠ− ∩ wΘ〈Θ〉 = ∅. (1.3)

Fibrações

Uma variedade flag parcial é o espaço base para uma fibração natural equivariante πΘ :

F → FΘ cuja fibra é PΘ/P . Esta fibra é uma variedade flag de um grupo de Lie semissimples

MΘ ⊂ G cujo posto (dimensão da subálgebra a) é dado pela ordem de Θ. O grupo de Weyl

de MΘ é o subgrupo WΘ. A órbita da fibra através do ponto base b0 está contida na fibra

π−1
Θ πΘ(b0). Em particular, o grupo MΘ é de posto um se Θ = {α}. Por exemplo, se α é uma

raiz simples, a fibra de F → F{α} = G/P{α} que é P{α}/P coincide com a única variedade

flag do grupo G(α) cuja álgebra de Lie é g(α), gerada por g−α e gα. Estas variedades flag de

posto um são esferas Sm, onde m = dim(gα + g2α).
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Uma fibração mais geral é obtida tomando-se Θ1 ⊂ Θ2 ⊂ Σ. Segue que PΘ1 ⊂ PΘ2 e

existe uma aplicação natural πΘ1
Θ2

: FΘ1 → FΘ2 . Esta aplicação é equivariante e possui fibra

t́ıpica PΘ2/PΘ1 que também é uma variedade flag de um grupo de Lie semissimples MΘ.

Decomposição de Bruhat

A decomposição de Bruhat apresenta a variedade flag como uma união de N -órbitas (ou

de um conjugado de N). Trata-se de um resultado muito importante no que será desenvolvido

nesta tese por estar diretamente relacionada com a decomposição celular das variedades flag

reais. Ela afirma que as N -órbitas em uma variedade flag FΘ são finitas e coincidem com as

órbitas que passam pelos pontos fixos pela ação do grupo A. De fato, se bΘ denota a origem

de FΘ então o conjunto dos pontos fixos por A concide com a órbita do grupo M∗ · bΘ. Este

conjunto é finito e está em bijeção com o conjunto de classes laterais W/WΘ. Deste modo, a

decomposição de Bruhat é dada pela seguinte equação:

FΘ =
∐

w∈W/WΘ

N · wbΘ w ∈M∗,

onde N ·w1bΘ = N ·w2bΘ se w2WΘ = w1WΘ. No caso da fibração equivariante πΘ1
Θ2

: FΘ1 →

FΘ2 , as N -órbitas projetam sobre as N -órbitas por equivariância e, portanto, a fibração

respeita a decomposição de Bruhat.

Cada N -órbita através de w ∈ W é difeomorfa a um espaço euclideano. Tal órbita N ·wbΘ

é chamada de uma célula de Bruhat. A dimensão destas células é dada pela seguinte fórmula:

dim (N · wbΘ) =
∑

α∈Πw \ 〈Θ〉

mα

onde mα é a multiplicidade de cada auto-espaço gα (veja o Lema 2.1.6 para a demonstração

do caso maximal e o Lema 2.2.1 para o caso parcial).

Em cada classe lateral wWΘ existe um único elemento wΘ ∈ WΘ que é minimal com

relação à ordem de Bruhat-Chevalley. Se wΘ = r1 · · · rn é uma decomposição minimal então

dim
(
N · wΘbΘ

)
=

n∑

j=1

mαj
+m2αj

.

Uma formulação equivalente é dada em termos do subgrupo w0(N) = N−, onde w0 ∈ W

é a involução principal e N− é o subgrupo de Lie conexo com álgebra de Lie n− =
∑

α∈Π−

gα:

FΘ =
∐

w∈W/WΘ

N− · wbΘ w ∈M∗,

Em particular, a célula de Bruhat N · w0bΘ é aberta e densa em FΘ.
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Esta decomposição foi estabelecida inicialmente por argumentos algébricos. Entretanto,

ela foi explorada posteriormente em termos da dinâmica de um elemento regular que age

sobre a variedade flag de modo que as células de Bruhat coincidem com variedades estáveis

dos pontos fixos desta ação que são os mesmos pontos fixos da ação de A (esta abordagem é

apresentada na seção 2.3 e pode ser vista com detalhes em [23] e [39]).

Células de Schubert

Uma célula de Schubert numa variedade flag é o fecho de uma célula de Bruhat. Denota-

mos por SΘ
w a célula de Schubert associada a classe w ∈ W/WΘ:

SΘ
w = fe(N · wbΘ) , w ∈ W/WΘ.

Veremos a seguir que as células de Schubert fornecem uma decomposição celular para as

variedades flag. Inicialmente, fornecemos uma descrição detalhada das células de Schubert

nas variedades flag maximais. Esta descrição inclui uma parametrização por certos grupos

compactos (subconjunto deles) que permitem explicitar expressões para as funções de co-

lagem entre as células. O caso das variedades flag parciais serão obtidas projetando-se a

decomposição na variedade flag maximal.

Para uma célula de Schubert em F, omitimos o sobrescrito referente ao subconjunto Θ = ∅

e denotamos a célula de Schubert simplesmente por

Sw = fe(N · wb0) , w ∈ W.

Vamos agora enunciar dois resultados clássicos sobre as células de Schubert. Com respeito

à inclusão entre células de Schubert, temos que a ordem de Bruhat-Chevalley no grupo de

Weyl determina a ordem entre diferentes células de Schubert:

SΘ
w1

⊂ SΘ
w2

⇔ w1 ≤ w2. (1.4)

E, alternativamente, podemos descrever a célula de Schubert como:

SΘ
w =

⋃

u≤w

N · ubΘ

1.2 Parametrizações em F

O principal resultado desta seção é uma parametrização apropriada para as células de

Schubert em uma variedade flag maximal que se tornará a base para o cálculo da aplicação

fronteira da homologia celular.

Vamos denotar por Fi = G/Pi, a variedade flag parcial onde Pi = P{αi}, αi ∈ Σ. A

fibração canônica será denotada por πi : F → Fi, onde F é a variedade flag maximal.
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As células de Schubert podem ser inicialmente descritas pelas aplicações γi definidas por

γi(X) = π−1
i ◦ πi(X) , X ⊂ F.

Acontece que γi (X) é a união das fibras de πi : F → Fi que cruzam X ⊂ F. Cada aplicação

γi é equivariante (gγi (X) = γi (gX), g ∈ G, X ⊂ F) pois as projeções πi são equivariantes.

Para w ∈ W , seja Nw = wNw−1. Toda célula de Schubert é a imagem de algum g ∈ G

do fe (Nwwb0). O resultado seguinte foi provado por San Martin [41].

Teorema 1.2.1. Seja w = r1 · · · rn uma decomposição minimal de w ∈ W como um produto

de reflexões simples com respeito às ráızes simples. Então, para cada k = 1, . . . , n, temos que

fe(Nwb0) = γ1 · · · γk (fe (N
wr1 · · · rkb0)) .

Em particular, para k = n, como Nb0 = b0 temos que

fe(Nwb0) = γ1 · · · γn
(
fe
(
wNw−1wb0

))
= γ1 · · · γn{wb0} (1.5)

Esta igualdade fornece a seguinte expressão para a célula de Schubert Sw.

Corolário 1.2.2. Seja w = r1 . . . rn uma decomposição minimal como um produto de re-

flexões em relações às ráızes simples em Σ. Então:

Sw = γn · · · γ1{b0}

(Observe que a ordem dos ı́ndices é contrária à decomposição minimal de w.)

Prova: Temos que cl(Nw · b0) = w
(
cl(Nw−1

b0)
)
, logo por (1.5) para w−1 = rn · · · r1 em vez

de w, temos que

Sw = wγn · · · γ1(w
−1b0) = γn · · · γ1{b0},

pela equivariância das aplicações γi, i = 1, . . . , n.

Agora, vamos alterar sutilmente a expressão acima em termos das aplicações γ para obter

as células de Schubert como uniões sucessivas de órbitas de subgrupos parabólicos.

Note, em primeiro lugar, que a fibra γi{b0} de πi : F → Fi através da origem é a órbita

Pi · b0. Em geral, a fibra através de g · b0 ∈ F é dada por g · γi{b0} pela equivariância de γi.

Agora, dadas duas iterações γ2γ1, pela equivariância obtemos que:

γ2γ1{b0} = γ2


 ⋃

g∈P1

g · b0




=


 ⋃

g∈P1

g · γ2(b0)




=


 ⋃

g∈P1

g · (P2b0)




= P1P2 · b0.
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Procedendo por indução, é posśıvel reescrever a célula de Schubert em termos da ação

dos subgrupos parabólicos

Sw = γn · · · γ1{b0} = P1 · · ·Pn · b0,

onde os ı́ndices de P1 · · ·Pn aparecem na mesma ordem do que os aparecem na decomposição

minimal de w = ri . . . rn ∈ W.

Por transitividade, a mesma expressão ainda é válida com os grupos compactos Ki =

K ∩ Pi em vez dos subgrupos parabólicos Pi. De fato, segue que Ki · b0 = Pi · b0 visto que

pela decomposição de Langlands (Iwasawa) Pi = KiAN e b0 é centralizado por AN , isto

é, AN · b0 = b0. Portanto, os mesmos argumentos acima fornecem a seguinte descrição das

células de Schubert.

Proposição 1.2.3. Seja w = r1 · · · rn uma decomposição minimal como um produto de

reflexões simples com respeito às ráızes simples em Σ. Então

Sw = K1 · · ·Kn · b0.

(Observe que aqui, diferentemente, do Corolário 1.2.2, os ı́ndices dos ri’s e dos Ki’s estão

na mesma ordem.)

Observação: Em geral, existe mais de uma decomposição minimal para w ∈ W as quais

fornecem diferentes subgrupos compactos Ki e parametrizações distintas para as células de

Schubert.

Observação: Este processo segue o mesmo esṕırito da dessingularização de Bott-Samelson. A

diferença básica é que as células de Schubert são obtidas como produtos a partir de aplicações

definidas num fibrado iterado de esferas de acordo com a decomposição minimal de w (para

mais detalhes, veja Bott-Samelson [6], Duan [20], [23] e [25]).

1.2.1 Células de Bruhat dentro da Célula de Schubert

Nesta seção, determinamos como a célula de Bruhat N · wb0 ⊂ Sw aparece dentro da

igualdade Sw = Sw = K1 · · ·Kn · b0 para uma decomposição minimal de w = r1 · · · rn.

Precisamos do seguinte resultado preliminar.

Lema 1.2.4. Seja w = r1 · · · rn−1rn uma decomposição minimal e defina v = wrn =

r1 · · · rn−1. Denote por Pn = P{αn} o subgrupo parabólico dado pela raiz simples associada

a rn, por Fn = G/Pn e por bn a origem de G/Pn.

Se πn : F → Fn = G/Pn é a projeção canônica então temos que

π−1
n (N · wbn) = (N · wb0) ∪̇ (N · vb0) (1.6)
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Prova: A fibra π−1
n (wbn) é a variedade flag de um grupo de posto um. Sua decomposição de

Bruhat é dada por

π−1
n (wbn) = {vb0} ∪̇

(
π−1
n (wbn) ∩ (N · wb0)

)
.

Na verdade, em π−1
n (wbn) existem uma 0-célula que é {vb0} e uma célula aberta. Esta última

é dada por π−1
n (wbn)∩ (N ·wb0) pois está contida na célula de Bruhat N ·wb0 e vb0 /∈ N ·wb0

(veja a Figura 1.1).

b0 vb0

rnb0 wb0

bn wbn

F

Fn

Figura 1.1: A fibra de πn sobre wbn.

Agora, o resultado segue pela ação de N . De fato, como wb0 ∈ π−1
n (wbn)∩(N ·wb0), temos

que N ·wb0 = N
(
π−1
n (wbn) ∩ (N · wb0)

)
. Por equivariância de πn obtemos que Nπ−1

n (wbn) =

π−1
n (N · wbn). Portanto

π−1
n (N · wbn) = N

(
{vb0} ∪̇ (π−1

n (wbn) ∩ (N · wb0))
)
= (N · vb0) ∪̇ (N · wb0).

Observe que a igualdade (1.6) é equivalente a

π−1
n (N · wbn) = Sv ∪̇ (N · wb0).

pois π−1
n (N · wbn) ∩ Sv = N · vb0 e π−1

n (N · wbn) = π−1
n (N · vbn) já que wbn = vbn em Fn.

Proposição 1.2.5. Considere Sw = K1 · · ·Kn · b0. Tome b = u1 · · ·un · b0, com ui ∈ Ki.

Então b ∈ Sw \N · wb0 se e somente se ui ∈M para algum i = 1, . . . , n.
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Em outras palavras, um elemento b ∈ Sw está na célula de Bruhat N · wb0 se e somente

se não existe nenhum ui ∈M .

Prova: Suponha que u = ui ∈ M para algum i. Então u ∈ Kj para todo j, pois M ⊂ Kj ,

de modo que vj = uuju
−1 ∈ Kj . Logo reescreve-se b = u1 · · ·ui−1vi+1 · · · vnu · b0. Como

ub0 = b0, segue que b ∈ Sv, com v = r1 · · · r̂i · · · rn, o que implica que b /∈ N · wb0 pois v < w

e Sw \N · wb0 = ∪u<wSu.

A rećıproca é demonstrada por indução sobre n. Se n = 1, segue que w = r1 e a célula

de Schubert Sr1 tem decomposição de Bruhat Sr1 = b0 ∪ (N · u1b0). Logo, se u1 /∈ M , então

u1b0 6= b0 e portanto u1 · b0 ∈ N · u1b0.

Para n > 1, tome b = u1 · · ·un · b0 com ui /∈M . Devemos mostrar que b ∈ N · wb0.

Defina x = u1 · · ·un−1 · b0. Note que b 6= x. Caso contrário, unb0 = b0 o que implica que

un ∈M , contradizendo a hipótese.

A hipótese indutiva afirma que x ∈ N ·vb0, v = r1 · · · rn−1. Mais ainda, πn(b0) = πn(unb0)

implica que πn(x) = πn(b), isto é, x e b estão na mesma fibra de πn. Logo πn(b) ∈ πn(N ·wbn),

e segue pelo Lema 1.2.4 que b ∈ (N · vb0) ∪ (N · wb0).

Agora b /∈ N · vb0 pois caso contrário b = x. De fato, como πn(b) = πn(x) = zbn, temos

que b ∈ π−1
n (zbn) ∩ N · vb0. Como esta interseção se reduz ao único ponto zb0 temos que

x = zb0 = b, pois x ∈ N · vb0. Logo b ∈ N · wb0, concluindo a prova.

1.2.2 Parametrização de subconjuntos de subgrupos compactos

O próximo passo é encontrar subconjuntos dos subgrupos Ki em Sw = K1 · · ·Kn · b0 que

sejam suficientes para cobrir Sw assim como encontrar parametrizações destes subconjuntos.

Isto será feito olhando cuidadosamente para a variedade flag Pi/P do grupo de Lie G(α),

α = αi, de posto um cuja álgebra de Lie g(α) é gerada por gα e g−α. Esta variedade flag é a

fibra da projeção canônica πi : F → Fi e coincide com a esfera Sm, m = dim(gα + g2α), que

contém os pontos b0 e rαb0.

O próximo lema fornece parametrizações para estas esferas por meio de funções definidas

em bolas m-dimensionais Bm ⊂ Rm com valores no grupo compacto Kα = Pα ∩ K. Como

antes, seja M ⊂ K o centralizador de a.

Lema 1.2.6. Seja Bm a bola fechada em Rm. Então existe uma função cont́ınua ψ : Bm →

Kα tal que

• ψ(Sm−1) ⊂M e logo ψ(Sm−1) · b0 = b0.

• Se x ∈ Bm \ Sm−1 então ψ(x) · rαb0 é um difeomorfismo sobre a célula de Bruhat

N · rαb0.
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Vamos construir abaixo apenas a função ψ quando m = dim gα = 1 e a álgebra de Lie

de Kα é so (2). Isto porque este será o único caso que será utilizado na sequência (veja a

Proposição 2.1.1). Não faremos a prova completa aqui deste lema e apenas observamos que

ψ pode ser constrúıda escrevendo-se as geodésicas de Sm−1 que passam por rαb0 como kt · b0,

t ∈ [0, 1] e kt ∈ Kα.

Quando m = 1, ψ pode ser constrúıda seguindo-se os seguintes argumentos padrões (veja

[28], [32] e [45]):

Seja θ a involução de Cartan.

Tome 0 6= Xα ∈ gα e Yα = θ(Xα) ∈ g−α tais que 〈Xα, Yα〉 =
2

〈α, α〉
. Logo

[Xα, Yα] = H∨
α =

2Hα

〈α, α〉
.

Denote por Aα = Xα + Yα ∈ k. A álgebra de Lie g(α) = g−α ⊕ 〈H∨
α 〉 ⊕ gα é isomorfa a

sl(2,R). Explicitamente, defina ρ : sl(2,R) → g(α), com ρ(H) = H∨
α , ρ(X) = Xα e ρ(Y ) = Yα

onde

H =

(
1 0

0 −1

)
, X =

(
0 −1

0 0

)
, Y =

(
0 0

1 0

)
.

Este homomorfismo se estende a um homomorfismo φ : sl(2,C) → gC(α). Observe que

ad ◦ φ é uma representação sl(2,C) em gC. Como Sl(2,C) é simplesmente conexo, esta rep-

resentação se estende a uma representação Φ de Sl(2,C) em gC e elas estão relacionadas por

ead◦φ(X) = Φ(exp(X)) para qualquer X ∈ sl(2,C). Temos que

ead(πAα) = ead◦φ(A) = Φ(exp(πA)),

onde A = X + Y . Mas em Sl(2,C) temos que

exp(πAα) = exp

(
0 −π

π 0

)
=

(
1 0

0 −1

)
= exp

(
iπ 0

0 −iπ

)
= exp(iπH).

Portanto:

ead(πAα) = Φ(exp(iπH))

= ead◦φ(iπH)

= ead(iπH
∨
α ).

Considerando, sem perder generalidade, que G é o grupo dos automorfismos internos de

g, podemos tomar

mα = exp(πiH∨
α ) = exp(πAα). (1.7)

Segue que mα ∈ M = ZK(a) pois mα centraliza A (mα = exp(πiH∨
α )) e pertence a K

(mα = exp(πAα)).
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Agora, considere a curva γ(t) = exp(tAα) · b0 na fibra de πi : F → G/Pα pela origem.

Como mα ∈ M , γ(π) = mαb0 = b0. Na verdade γ(t) cobre a fibra no intervalo [0, π]. Vamos

ver que o peŕıodo é exatamente π. Isto pode ser feito calculando em sl(2,R) e aplicando ρ

pela fórmula

ρ
(
Ad(etA)H

)
= Ad(etA)H∨

α .

Em sl(2,R), temos que

Ad(etA)H =

(
cos t −sen t

sen t cos t

)(
1 0

0 −1

)(
cos t sen t

−sen t cos t

)

=

(
cos 2t sen 2t

−sen 2t cos 2t

)
.

Isto é, Ad(etA)H = −sen 2tX + cos 2tH + sen 2tY . Aplicando ρ obtemos que

Ad(etA)H∨
α = −sen 2tXα + cos 2tH∨

α + sen 2tYα.

Isto mostra que etA centraliza H∨
α se e somente se t = nπ. Em particular, etA ∈ M se e

somente se t = nπ. Logo, o peŕıodo de γ é exatamente π. Resumindo,

Lema 1.2.7. A versão 1-dimensional de 1.2.6 é realizada por

ψ : [0, π] → Kα , t 7→ exp(tAα).

Em particular, ψ(0) = 1 e ψ(π) = mα = exp(πAα).

Observação: As reflexões simples ri são dadas por ψ
(π
2

)
= ri.

Mais ainda, se X ∈ gβ então:

Ad(mα)(X) = Ad(exp(πiH∨
α ))(X) = ead(πiH

∨
α )(X) = eπiǫ(α,β)(X),

onde ǫ(α, β) =
2〈α, β〉

〈α, α〉
é o número de Killing. Segue portanto que

Lema 1.2.8. Os auto-espaços gβ são invariantes pela ação de Ad(mα) e vale

Ad(mα)|gβ
= (−1)ǫ(α,β) id.

1.2.3 Colagem de Células

Uma célula de Schubert Sw é obtida das células menores Sv, v < w, colando uma célula

de dimensão dim(N ·wb0). Uma vez que este processo é feito para cada w ∈ W, obtemos uma

decomposição celular para F a qual fornece explicitamente funções caracteŕısticas e funções
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de colagem (Seguimos aqui a terminologia de [27]: uma função caracteŕıstica é definida em

uma bola fechada enquanto que a função de colagem é a restrição da função caracteŕıstica à

fronteira da célula).

Para definir uma função caracteŕıstica para Sw, w ∈ W, devemos escolher uma decom-

posição minimal

w = r1 · · · rn

como um produto de reflexões simples ri = rαi
. Sabemos que Sw = K1 · · ·Kn · b0. Pelo Lema

1.2.6, para cada i, existe uma função ψi : B
di → Ki, onde di é a dimensão da fibra da projeção

canônica πi : F → Fi, isto é, a dimensão da variedade flag de G(αi).

Seja Bw = Bd1 × · · · × Bdn a bola de dimensão d = d1 + · · · + dn. Então a função

caracteŕıstica Φw : Bw → F é definida por

Φw(t1, . . . , tn) = ψ1(t1) · · ·ψn(tn) · b0.

Observação: Decomposições minimais distintas de w fornecem funções caracteŕısticas dis-

tintas . A notação Φw deveria incluir a decomposição minimal de w (por exemplo, Φr1···rn).

Para manter a notação mais simples, vamos fixar posteriormente uma escolha de decom-

posições minimais para cada w ∈ W.

Proposição 1.2.9. Seja w = r1 · · · rn uma decomposição minimal. Seja Φw : Bw → F a

função definida acima e tome t = (t1, . . . , tn) ∈ Bw. Então Φw é uma função caracteŕıstica

para Sw, isto é,

1. Φw(Bw) ⊂ Sw.

2. Φw(t) ∈ Sw \N · wb0 se e somente se t ∈ ∂Bw = Sd−1.

3. Φw|B◦
w
: B◦

w → N · wb0 é um difeomorfismo, onde B◦
w é o interior de Bw.

Prova: A primeira condição vale por construção pois ψi(ti) ∈ Ki e logo Φw(t1, . . . , tn) =

ψ1(t1) · · ·ψn(tn) · b0 ∈ K1 · · ·Kn · b0 = Sw.

A segunda afirmação é uma consequência da Proposição 1.2.5, a qual garante que ψ1(t1) · · ·ψn(tn)

não está em N · wb0 se e somente se algum ψi(ti) ∈ M . Pelo Lema 1.2.7 isto implica que

ti ∈ {0, π} = ∂Sdi−1, isto é, t ∈ ∂Sd−1.

Como temos que Φ|B◦
w
é uma função sobrejetiva, vamos agora provar a injetividade por

indução sobre o comprimento ℓ(w) de w.

Se ℓ (w) = 1, este é o Lema 1.2.7. Para ℓ (w) > 1, suponha que Φw (t) = Φw (s) com

t = (t1, . . . , tn) e s = (s1, . . . , sn) em B◦
w. Afirmamos que x = y onde

x = ψ1(t1) · · ·ψn−1(tn−1) · b0

y = ψ1(s1) · · ·ψn−1(sn−1) · b0.
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De fato, os elementos ψi(ti) e ψi(si) não estão em M , logo pela Proposição 1.2.5 ambos

x, y ∈ N · vb0, v = r1 · · · rn−1. Além disso, πn (x) = πn (Φw (t)) = πn (Φw (s)) = πn (x), isto

é, x e y pertencem a mesma fibra de πn : F → Fn. Segue pelo Lema 1.2.4 que x = y pois

N ·vb0 encontra cada fibra de πn em um único ponto. Pela hipótese indutiva, (t1, . . . , tn−1) =

(s1, . . . , sn−1), de modo que ψ1(t1) · · ·ψn−1(tn−1) = ψ1(s1) · · ·ψn−1(sn−1). Aplicando isto a

igualdade Φw (t) = Φw (s) conclúımos que ψn(tn) ·b0 = ψn(sn) ·b0, o qual implica que tn = sn,

pois recai no caso em que ℓ (rn) = 1.

Portanto, Φw é uma função cont́ınua fechada e bijetora, portanto, um homeomorfismo (a

diferenciabilidade vem da construção das funções ψi).

Como uma consequência do último item da proposição acima, temos a seguinte construção.

Seja d = dimSw = dimN ·wb0. A esfera Sd é o quociente Bw/∂(Bw) onde a fronteira ∂(Bw)

é colapsada a um ponto. Podemos fazer o mesmo com a célula de Schubert Sw. Defina

σw = Sw/(Sw \N · wb0)

o espaço obtido pela identificação do complementar da célula de Bruhat Sw \N ·wb0 em Sw

a um ponto. Como Φw(∂(Bw)) ⊂ Sw \N ·wb0, segue que Φw induz uma função Sd → σw que

é um homeomorfismo. A inversa deste homeomorfismo será denotada por

Φ−1
w : σw → Sd (1.8)

(embora esta não seja exatamente a inversa de Φw).
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Caṕıtulo 2

Homologia de Flags Reais

Este caṕıtulo apresenta um dos resultados fundamentais da tese que diz respeito à deter-

minação do operador fronteira da homologia celular das variedades flag. Inicialmente, isto é

feito para o caso das variedades flag maximais a partir da parametrização feita no caṕıtulo

anterior das células de Schubert em uma variedade flag maximal. Em um segundo momento,

derivam-se os resultados para o caso das variedades flag parciais onde se faz necessário es-

colher cuidadosamente as células de Schubert que lhe fornecem uma decomposição celular

adequada para o cálculo do operador fronteira. Deste modo, a primeira parte se concentra

no estudo da homologia celular das variedades flag maximais enquanto a segunda parte, no

estudo das variedades flag parciais.

Uma vez que estes resultados foram estabelecidos primeiramente no contexto da teoria

de Morse [33], inclúımos uma seção que apresenta a relação entre estas abordagens, isto é,

como podemos obter as linhas do fluxo gradiente a partir da parametrização das células de

Schubert em uma variedade flag maximal.

2.1 Homologia Celular de Variedades Flag Maximais

A homologia celular de um complexo CW é definida a partir de uma decomposição celular

do complexo. Ela é isomorfa à homologia singular de um espaço. Isto significa que o grupo

de homologia não depende da escolha da decomposição celular, embora o operador fronteira

possa mudar de acordo com a escolha da decomposição celular, isto é, da maneira como as

células são coladas.

Tendo isto em vista, para calcular a homologia celular de F deve-se escolher qual a decom-

posição será usada. Por isto, vamos fixar de antemão, para cada w ∈ W, uma decomposição

minimal

w = r1 · · · rn

como um produto de reflexões simples.
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Feita esta escolha, ficam definidas, para cada w ∈ W, as funções Φw que colam a bola Bw

na união das células de Schubert Su com u < w (veja Proposição 1.2.9).

Vamos agora relembrar (neste contexto) a definição do operador fronteira que fornece os

grupos de homologia com coeficientes em um anel R (veja [27]). Seja C o R-módulo livremente

gerado por Sw, w ∈ W. O operador fronteira ∂ : C → C é definido por

∂Sw =
∑

w′

c(w,w′)Sw′

onde os coeficientes c(w,w′) ∈ R satisfazem as seguintes propriedades:

1. c(w,w′) = 0 se dimSw − dimSw′ 6= 1.

2. Se dimSw − dimSw′ = 1 então c(w,w′) = deg
(
φw,w′ : Sd−1

w → Sd−1
w′

)
, onde φw,w′ é a

composição das seguintes aplicações:

(a) A função de colagem: Φw|∂(Bd
w) : S

d−1
w = ∂(Bd

w) → Sw \N ·wb0 = ∪u<wSu = Xd−1,

onde Xd−1 denota o (d− 1)-esqueleto de Sw.

(b) A aplicação quociente: Xd−1 → Xd−1/(Xd−1 \ Sw′), onde tomamos a célula Sw′

dentro Xd−1 e identificamos o seu complementar em Sw′ a um ponto.

(c) A identificação: Xd−1/(Xd−1 \ Sw′) ∼= Sw′/(Sw′ \ N · w′b0) que estão no mesmo

espaço. Este último é o espaço Sw′/(Sw′ \N · w′b0) = σw′ por definição.

(d) A função: Φ−1
w′ : σw′ → Sd−1

w′ (veja 1.8).

Observação: Nesta construção ocorre uma sutileza que deve ser enfatizada: φw,w′ é uma

função Sd−1 → Sd−1 cujo domı́nio é a fronteira de uma bola em algum RN (a bola Bw) e, logo,

é uma esfera canonicamente definida. Entretanto, o contradomı́nio, num primeiro momento,

é o espaço σw′ o qual é homeomorfo a Sd−1. Para se obter uma função na própria esfera Sd−1

(canônica) deve-se fixar um homeomorfismo σw′ → Sd−1. Diferentes homeomorfismos podem

fornecer funções com graus diferentes. Aqui é onde se faz necessário escolher de antemão uma

decomposição minimal de w ∈ W.

2.1.1 O operador fronteira ∂

Para se obter o operador fronteira, o primeiro passo é encontrar os pares w,w′ ∈ W para

os quais dimSw − dimSw′ = 1. Isto é feito na proposição abaixo.

Proposição 2.1.1. Seja w,w′ ∈ W. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Sw′ ⊂ Sw e dimSw − dimSw′ = 1.
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2. Se w = r1 · · · rn é uma decomposição minimal w ∈ W como um produto de reflexões

simples, então

(i) w′ = r1 · · · r̂i · · · rn é uma decomposição minimal.

(ii) Se ri = rαi
então g(αi) ∼= sl(2,R). Isto é o mesmo que dizer que a fibra de

F → Fi tem dimensão 1.

Prova: De fato, Sw′ ⊂ Sw se e somente se w′ < w na ordem de Bruhat-Chevalley. Neste caso,

se w = r1 · · · rn e w′ = ri1 · · · rij são decomposições minimais então dimSw é igual a dimSw′

mais a soma das multiplicidades das ráızes que não aparecem na decomposição minimal de

w′. Logo dimSw − dimSw′ = 1 se e somente w′ = r1 · · · r̂i · · · rn e αi tem multiplicidade 1,

isto é, g(αi) ∼= sl(2,R).

Observação: Dado w′ como acima, existe um único i tal que w′ = r1 · · · r̂i · · · rr. De fato, se

w = r1 · · · ri · · · rj · · · rn e w′ = r1 · · · ri · · · r̂j · · · rn então

ri+1 · · · rj = ri · · · rj−1,

o que não pode ocorrer se a decomposição for minimal (veja [30] ou [42], Caṕıtulo 9).

Para calcular o grau c(w,w′) = deg
(
φw,w′ : Sd−1

w → Sd−1
w′

)
quando se tem as decom-

posições minimais de w = r1 · · · rn e w′ = r1 · · · r̂i · · · rn, procedemos de acordo com os

seguintes passos.

Passo 1: Esferas do domı́nio e do contradomı́nio

Primeiramente, identificamos as esferas Sd−1
w no domı́nio e a esfera Sd−1

w′ no contradomı́nio.

Relembre que Bw = Bd1 × · · · × Bdn onde Bdi é a bola 1-dimensional, que é o intervalo

[0, π], como na construção do Lema 1.2.7. A dimensão de Bw é d = d1 + · · ·+ dn e o domı́nio

de φw,w′ é

Sd−1
w = ∂(Bw) = {(t1, . . . , tn) : ∃j, tj ∈ ∂Bdj}

a união das “faces”de Bw.

Por outro lado, seja Bw′ = Bd1 × · · · × B̂di × · · · ×Bdn . Então o contradomı́nio é a esfera

Sd−1
w′ obtida por colapsar a fronteira de Bw′ a um ponto. Isto é visto através dos ı́tens (c) e

(d) na definição acima de ∂.

Passo 2: σw′ na imagem Φw(S
d−1
w ).

O segundo passo é encontrar como σw′ está dentro da imagem Φw(S
d−1
w ). O seguinte lema

determina como é a pré-imagem de N · w′b0 sob Φw.
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Lema 2.1.2. Φw(t1, . . . , tn) ∈ N · w′b0 se e somente se tj ∈ (Bdj )◦, j 6= i e ti ∈ ∂Bdi, isto

é, ti = 0 or π.

Prova: Se ti ∈ ∂Bdi então ψi(ti) ∈M pelo Lema 1.2.7. Isto implica que

Φw(t1, . . . , tn) = ψ1(t1) · · ·ψn(tn) · b0 ∈ K1 · · · K̂i · · ·Kn = Sw′

poisM ⊂ Ks para todos os sub́ındices s. Pela Proposição 1.2.5, Φw(t1, . . . , ti, . . . , tn) ∈ N ·w′b0

se e somente se ψj(tj) /∈ M para j 6= i, o qual é equivalente a tj ∈ (Bdj )◦, i 6= j, pelo Lema

1.2.7.

Em outras palavras, a pré-imagem Φ−1
w (N · w′b0) ⊂ Bw é a união do interior das duas

faces correspondentes às coordenadas i, isto é, as faces em que se tem ti = 0 e ti = π,

respectivamente.

No quociente σw′ = Sw′/(Sw′ \N ·w′b0) as faces de ∂Bw correspondentes às coordenadas

j, j 6= i, são colapsadas a um ponto.

Passo 3: Cálculo dos Graus

O grau de φw,w′ é a soma dos graus de duas funções, a saber, as funções obtidas pela

restrição a cada uma das faces

F i
0 = {(t1, . . . , 0, . . . , tn)} e F i

π = {(t1, . . . , π, . . . , tn)}.

Os valores de φw,w′ nestas faces são dados por

f0i (t) = Φ−1
w′ (ψ1(t1) · · ·ψi(0) · · ·ψn(tn) · b0)

= Φ−1
w′ (ψ1(t1) · · · 1 · · ·ψn(tn) · b0) .

fπi (t) = Φ−1
w′ (ψ1(t1) · · ·ψi(π) · · ·ψn(tn) · b0)

= Φ−1
w′ (ψ1(t1) · · ·mαi

· · ·ψn(tn) · b0) .

onde t =
(
t1, . . . , t̂i, . . . , tn

)
e Φw′ é dada pela escolha de uma decomposição minimal w′ =

s1 · · · sm (escolhida previamente) que pode ser diferente da decomposição minimal w′ =

r1 · · · r̂i · · · rn.

O grau de φw,w′ é a soma dos graus de f0i e fπi as quais podem ser consideradas como

funções Sd−1 → Sd−1 colapsando as fronteiras das faces a pontos.

Agora, o grau de uma função ϕ pode ser calculada como uma soma dos graus locais ao

longo da imagem inversa ϕ−1(ξ) que tenha um número finito de pontos.

Proposição 2.1.3. ([27], Proposição 2.30) Suponha que f : Sn → Sn tenha a propriedade

de que, para algum ponto y ∈ Sn, a pré-imagem f−1(y) consista de uma quantidade finita de
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pontos x1, . . . , xm. Então o grau de f é a soma dos graus locais em cada xi, i = 1, . . . ,m,

isto é

deg f =

m∑

i=1

deg f |xi

Neste caso da função φw,w′ , as funções f0i e fπi são homeomorfismos tal que a pré-imagem

φ−1
w,w′(ξ) de um ponto genérico tem dois pontos. A saber, um ponto x1 na face F i

0 e um outro

ponto x2 na face F i
π. O grau local em x1 é o grau de f0i pois f0i é um homeomorfismo. O

mesmo vale para o grau local em x2 que é o grau de fπi .

Finalmente, os graus de f0i e fπi são±1 pois cada uma destas funções é um homeomorfismo.

Resumindo: Para se calcular o grau de φw,w′ devemos restringir Φ−1
w′ ◦ Φw às (duas) faces

F i
0 e F i

π, considerando-as como esferas (com as fronteiras colapsadas a pontos). A soma dos

graus destas duas restrições é o grau de φw,w′ .

As restrições de Φ−1
w′ ◦Φw às faces F i

0 e F i
π são homeomorfismos e portanto tem grau ±1.

Segue que o grau total de φw,w′ é 0 ou ±2.

Este é um dos resultados principais em homologia de variedades flag.

Teorema 2.1.4. O coeficientes c(w,w′) = deg(f0i ) + deg(fπi ) = 0 ou ±2, para quaisquer

w,w′ ∈ W.

Observação: Recomendamos aqui a leitura do exemplo apresentado na Seção 3.2, que ilustra

o procedimento acima.

Em particular, no caso de coeficientes em Z2, o operador fronteira se anula.

Corolário 2.1.5. A homologia de F sobre Z2 é um espaço vetorial de dimensão |W|.

Observação: Os cálculos acima são particularmente interessantes quando as ráızes simples

αi tem multiplicidade dim gαi
= 1. Se todas as ráızes tiverem multiplicidade ≥ 2 então o

operador fronteira ∂ é identicamente zero e a homologia é livremente gerada pelas células de

Schubert. Isto acontece no caso clássico das álgebras de Lie complexas, onde qualquer raiz

tem multiplicidade (real) dois. Um exemplo de uma álgebra que é forma real onde as ráızes

simples tem multiplicidade ≥ 2 é a forma real de sl (n,C) cujo diagrama de Satake é

✉ ❡ ✉ ✉ ❡ ✉

Neste caso, as ráızes simples são complexas e portanto suas multiplicidades são ≥ 2.
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2.1.2 Expressões Algébricas para os graus

Aqui, vamos calcular os coeficientes c(w,w′) encontrando os graus das funções envolvidas

em termos da ráızes.

A idéia principal é que o grau de um homemorfismo ϕ : Sd → Sd é dado pelo grau local

em um único ponto x (ver a Proposição 2.1.3). Mais ainda, se f for um difeomorfismo, então o

grau local em x é o sinal do determinante det(dϕx) calculado em relação a uma forma volume

em Sd (veja Bredon [9], Proposição IV.7.2). Vamos então aplicar isto ao nosso contexto.

Relações entre decomposições minimais para w′

Sejam w = r1 · · · rn e w′ = r1 · · · r̂i · · · rn duas decomposições minimais com ri = rαi
e

assuma daqui em diante que a raiz simples αi tem multiplicidade di = dαi
= 1.

Devemos calcular os graus de f0i e fπi definidos por

1. f0i (t1, . . . , 0, . . . , tn) = Φ−1
w′ (ψ1(t1) · · · 1 · · ·ψn(tn) · b0) .

2. fπi (t1, . . . , π, . . . , tn) = Φ−1
w′ (ψ1(t1) · · ·mαi

· · ·ψn(tn) · b0) .

Nestas expressões, Φ−1
w′ é definida a partir de uma escolha prévia de decomposições min-

imais w′ = s1 · · · sm de w′ a qual pode ser diferente de w′ = r1 · · · r̂i · · · rn. Por outro lado,

w′ = r1 · · · r̂i · · · rn pode ser usada para definir uma outra função caracteŕıstica, a qual vamos

denotar por Ψw′ . Esta nova função caracteŕıstica define novas funções

1. p0i (t1, . . . , 0, . . . , tn) = Ψ−1
w′ (ψ1(t1) · · · 1 · · ·ψn(tn) · b0) e

2. pπi (t1, . . . , π, . . . , tn) = Ψ−1
w′ (ψ1(t1) · · ·mαi

· · ·ψn(tn) · b0).

O par de funções estão relacionadas por

f ǫi =
(
Φ−1
w′ ◦Ψw′

)
◦ pǫi ǫ = 0, π.

A composição de Φ−1
w′ ◦ Ψw′ (também entendida como uma função entre esferas em que

as fronteiras são colapsadas a pontos) são homeomorfismos de esferas e, logo, tem grau ±1.

Logo, podemos concentrar no cálculo dos graus das funções pǫi , ǫ = 0, π pois o grau total será

multiplicado por ±1.

Orientação das faces

Antes de obter os graus, faremos uma discussão sobre a orientação das faces do cubo

[−1, 1]d, centrado na origem de Rd, a qual é dada por uma base {e1, . . . , ed}.

Começando com uma esfera (d − 1)-dimensional, orientamos o espaço tangente em x ∈

Sd−1 por uma base {f2, . . . , fd} tal que {x, f2, . . . , fd} seja positivamente orientada. As faces
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de [−1, 1]d são orientadas de acordo com a seguinte regra: dado um vetor básico ej , denote

por F−
j a face perpendicular a ej que contém −ej e por F+

j a face que contém ej . Então

F−
j tem a mesma orientação que a base e1, . . . , êj , . . . , ed se j for par (−ej , e1, . . . , êj , . . . , ed é

positivamente orientada em Rd) e orientação oposta se j for ı́mpar. Portanto, a orientação de

F−
j é a orientação de e1, . . . , êj , . . . , ed multiplicada por (−1)j . Analogamente, a orientação

de F+
j é a orientaçao de e1, . . . , êj , . . . , ed multiplicada por (−1)j+1.

Ação de mα em F

Para uma raiz α, temos o elemento m = mα = exp(πAα) ∈ M (veja 1.7). Vamos agora

determinar alguns fatos a respeito de ação de m ∈M em F.

Lema 2.1.6. Para uma raiz α considere a ação de m em F. Então:

1. mwb0 = wb0 e mNm−1 = N . Portanto, m deixa qualquer célula de Bruhat invariante

e, portanto, deixa qualquer célula de Schubert Sw invariante.

2. A restrição de m a N · wb0 é um difeomorfismo.

3. A diferencial dmwb0 se identifica à restrição de Ad (m) ao subespaço

∑

β∈Πw

gβ .

Prova: A primeira e segunda afirmações seguem diretamente do fato de que Ad(mα)gβ = gβ ,

β ∈ Π (veja Lema 1.2.8).

Para a terceira afirmação, utilizamos a seguinte notação: X · x = d/dt (exp tX)t=0, x ∈ F

e X ∈ g. Também, para A ⊂ g, escrevemos A · x = {X · x : X ∈ A}.

Agora, note queN ·wb0 = w(w−1Nw)·b0 e o espaço tangente a (w
−1Nw)·b0 em b0 é gerada

por gα ·b0 com α < 0 tal que α = w−1β e β > 0, isto é, w ·α > 0. Como (dw) (gα ·b0) = gw·α ·b0,

segue que Twb0 (N · wb0) é gerado por gβ · b0 com β = w · α > 0 tal que w−1 · β = α < 0 de

onde temos o resultado.

Cálculos

Agora, podemos proceder na direção de se calcular os graus das funções pǫi , ǫ = 0, π em

termos dos números de Killing.

Proposição 2.1.7. deg(p0i ) = (−1)I e deg(pπi ) = (−1)I+1+σ, onde

σ = σ
(
w,w′

)
=
∑

β∈Πu

2〈αi, β〉

〈αi, αi〉
dim gβ , Πu = Π+ ∩ uΠ−, u = ri+1 · · · rn, (2.1)

e I é a soma das multiplicidades das ráızes αj com j ≤ i.
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Prova: A função p0i é a projeção da face (t1, . . . , 0, . . . , tn) do cubo d-dimensional sobre o

cubo (d− 1)-dimensional com coordenadas (t1, . . . , t̂i, . . . , tn). Note que, com respeito à base

e1, . . . , ed, a i-ésima coordenada aparece na I-ésima posição. Logo, pela orientação do cubo,

discutida acima, segue que a projeção preserva ou reverte a orientação se I é par ou ı́mpar,

respectivamente. Portanto, deg(p0i ) = (−1)I .

Para obter o grau de deg(pπi ), escreva mi = mαi
para o elemento de M que aparece na

expressão de pπi . Vimos acima que sua ação em F deixa invariante qualquer célula de Bruhat

N ·wb0 (poismiNm
−1
i = N emiwb0 = wb0), e assim qualquer célula de Schubert. Mais ainda,

a restrição de mi a N · wb0 é um difeomorfismo (dado pela conjugação y ∈ N 7→ miym
−1
i ).

Em particular, restingimos a ação de mi à célula Su com u = ri+1 · · · rn. Utilizando a

parametrização desta célula pelo cubo Bu, temos que

miψi+1(ti+1) · · ·ψn(tn) · b0 = ψi+1(si+1) · · ·ψn(sn) · b0,

com (si+1, . . . , sn) = mi(ti+1, . . . , tn) sendomi : Bu → Bu cont́ınua, difeomorfismo no interior

de Bu.

Logo, em termos de coordenadas, pπi (t1, . . . , π, . . . , tn) torna-se a composição da projeção

das (i − 1) primeiras coordenadas com a projeção mi das últimas j coordenadas, j = i +

1, . . . , n.

Pela escolha da orientação de Bw = [0, π]d, a face (t1, . . . , π, . . . , tn) de Bw tem orientação

(−1)I+1 com respeito à orientação das coordenadas (t1, . . . , t̂i, . . . , tn). Logo, depois de colap-

sar a froteira a um ponto, obtemos o grau

deg pπi = (−1)I+1 degmi.

O grau de mi é igual ao grau local em um ponto. Pelo que dissemos, este corresponde ao

sinal do determinante da diferencial d(mi)ub0 restrita ao espaço tangente da célula de Bruhat

N · ub0 em ub0:

deg(pπi ) = (−1)I+1sgn[det (d(mi)ub0 |Tub0(N · ub0))].

Pela terceira afirmação do Lema 2.1.6, o espaço tangente Tub0(N ·ub0) se identifica a
∑

β∈Πw
gβ .

Uma vez que temos os geradores gβ · ub0, β ∈ Πw para Tub0(N · ub0) juntamente com a

ação de Ad(mi) sobre gβ dada pelo Lema 1.2.8, Ad(mα)|gβ
= (−1)ǫ(α,β)id, cnclúımos que o

sinal do det (d(mi)ub0 |Tub0(N · ub0)) = (−1)σ onde

σ =
∑

β∈Πu

2〈αi, β〉

〈αi, αi〉
dim gβ .

Resumindo, temos as seguintes expressões algébricas para o coeficiente c (w,w′).
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Teorema 2.1.8. Seja σ (w,w′) definido como em (2.1). Então

c(w,w′) = deg
(
Φ−1
w′ ◦Ψw′

)
(−1)I(1− (−1)σ(w,w

′)).

Agora, vamos derivar ainda uma outra fórmula para σ (w,w′) que não depende da escolha

de decomposições minimais de w e w′. Esta fórmula se assemelha a encontrada no Teorema

A do artigo de [33].

Para w ∈ W, seja

φ(w) =
∑

β∈Πw

dim gβ · β

a soma das ráızes em Πw = Π+ ∩ wΠ− contando-se as multiplicidades de cada raiz.

Como antes, seja w = r1 · · · rn e w′ = r1 · · · r̂i · · · rn decomposições minimais.

Proposição 2.1.9. Seja β a única raiz (não necessariamente simples) tal que w = rβw
′, isto

é, β = r1 · · · ri−1αi. Então

φ(w)− φ(w′) = (1− σ)β

onde σ = σ(w,w′) é a soma (2.1).

Prova: Pelas decomposições minimais w−1 = rn · · · r1 e w′−1 = rn · · · r̂i · · · r1 e u−1 =

rn · · · ri+1 , temos os seguinte conjuntos:

Πw = {α1, r1α2, . . . , r1 · · · ri−2αi−1, r1 · · · ri−1αi, r1 · · · riαi+1, . . . , r1 · · · rn−1αn}

Πw′ = {α1, r1α2, . . . , r1 · · · ri−2αi−1, r1 · · · ri−1αi+1, . . . , r1 · · · r̂i · · · rn−1αn}

Πu = {αi+1, ri+1αi+2, . . . , ri+1 · · · rn−1αn}

Observer que as primeiras i − 1 ráızes de Πw e Πw′ coincidem. As ráızes restantes são

relacionadas pelas igualdades

(r1 · · · ri−1)ri · · · rjαj+1 = rβ(r1 · · · ri−1)ri+1 · · · rjαj+1, j = i, . . . , n− 1,

pois (r1 · · · ri−1)ri(r1 · · · ri−1)
−1 = rr1···ri−1αi

= rβ . Logo, as ráızes restantes r1 · · · rjαj+1 e

as ráızes r1 · · · r̂i · · · rjαj+1 tem a mesma multiplicidade dj , j = i, . . . , n − 1. Escreva γj =

ri+1 · · · rjαj+1, de modo que Πu = {γi, γi+1, . . . , γn−1}. Então

φ(w)− φ(w′) = β +
n−1∑

j=i

dj(r1 · · · ri−1) (ri(γj)− γj) (2.2)

pois β = r1 · · · ri−1αi tem multiplicidade 1 asim como αi.

Como ri(γj)− γj = −
2〈αi, γj〉

〈αi, αi〉
αi, reescrevemos (2.2) como

φ(w)− φ(w′) =


1−

n−1∑

j=i

dj
2〈αi, γj〉

〈αi, αi〉


β (2.3)

= (1− σ)β
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concluindo a prova.

Combinando a proposição acima com o Teorema 2.1.8 obtemos imediatamente a seguinte

fórmula para c (w,w′) (veja [33], Teorema A).

Teorema 2.1.10.

c(w,w′) = deg
(
Φ−1
w′ ◦Ψw′

)
(−1)I(1 + (−1)k) (2.4)

onde k é o inteiro definido por φ(w)− φ(w′) = k · β e β é a única raiz tal que w = rβw
′.

Observação: Se w = r1 · · · rn e w′ = r1 · · · ri−1 então c(w,w′) = 0 porque mαn não afeta o

cálculo dos degraus (veja Proposição 2.1.7). Isto pode ser visto alternativamente do seguinte

modo: Πw = Πw′ ∪ {β = w′αn} e, portanto, φ(w) − φ(w′) = β a qual fornece k = 1 e

consequentemente c(w,w′) = 0 na fórmula (2.4).

Exemplo: Existem apenas dois grupos com diagrama de Dynkin G2. A saber, o grupo

complexo e a forma real normal. Para o grupo complexo, temos que ∂ = 0.

Seja Σ = {α1, α2} o conjunto das ráızes simples. As outras ráızes positivas são Π+ \ Σ =

{α3 = α2 + α1, α4 = α1 + 2α2, α5 = α1 + 3α2, α6 = 2α1 + 3α2}. O grupo de Weyl, fixando as

decomposições minimais, é dado por

W = {1, r1, r2, s1 = r1r2, s2 = r2r1, r1s2, r2s1, s
2
1, s

2
2r1s

2
2, r2s

2
1, s

3
1}.

onde ri = rαi
são as reflexões simples e s31 = s32 é o único elemento com duas decomposições

minimais diferentes. Para aplicar a fórmula (2.4), é útil montar a tabela abaixo.

Homologia do flag maximal de G2

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

r1 α1 α1

r2 α2 α2

s1 α1, α3 2α1 + α2

s2 α2, α5 α1 + 4α2

r1s2 α1, α3, α6 4α1 + 4α2

r2s1 α2, α5, α4 2α1 + 6α2

s21 α1, α3, α6, α4 5α1 + 6α2

s22 α2, α5, α4, α6 4α1 + 9α2

r1s
2
2 α1, α3, α6, α4, α5 6α1 + 9α2

r2s
2
1 α2, α5, α4, α6, α3 5α1 + 10α2

s31 Π+ 6α1 + 10α2
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Pela fórmula (2.4) o operador fronteira é dado por Nı́vel 1: ∂Sr1 = ∂Sr2 = 0; Nı́vel2:

∂Ss1 = −2Sr2 e ∂Ss2 = −2Sr1 ; Nı́vel 3: ∂Sr1s2 = ∂Sr2s1 = 0; Nı́vel 4: ∂Ss21 = ∂Ss22 = 0;

Nı́vel 5: ∂Sr1s22 = −2Ss22 e ∂Sr2s21 = −2Ss21 ; Nı́vel 6: ∂Ss31 = 0.

Neste caso, os grupos de homologia sobre Z são do flag maximal da forma real normal de

G2 são

• H6(F,Z) = Z.

• H5(F,Z) = 0.

• H4(F,Z) = Z2 ⊕ Z2.

• H3(F,Z) = Z⊕ Z.

• H2(F,Z) = 0.

• H1(F,Z) = Z2 ⊕ Z2.

2.2 Homologia das Variedades Flag Parciais

Nesta seção, projetamos sobre as variedades flag parciais as contruções feitas nas var-

iedades flag maximais através da projeção canônica πΘ : F → FΘ, para obter resultados

análogos para a homologia destes espaços.

2.2.1 Representantes minimais em W/WΘ

As células de Schubert nas variedades flag parciais FΘ são

SΘ
w , w ∈ W/WΘ

onde SΘ
w = SΘ

w1
se e somente se wWΘ = w1WΘ pois πΘ (wb0) = π (w1b0). Portanto, a pré-

imagem de uma célula de Schubert SΘ
w pela projeção πΘ são todas as células Sw, w ∈ wWΘ.

O próximo lema apresenta uma escolha de um representante especial em wWΘ para SΘ
w .

Lema 2.2.1. Existe um elemento wΘ = wu da classe lateral wWΘ tal que

dimSΘ
w = dimSwΘ .

Este elemento é único e minimal com respeito à ordem de Bruhat-Chevalley.

Prova: Para w ∈ W, dimSΘ
w = dimSw se e somente se o espaço tangente Twb0 (Sw) da célula

de Schubert Sw em wb0 complementa o espaço tangente Twb0
(
π−1
Θ (wbΘ)

)
à fibra de wbΘ pela

projeção canônica πΘ em wb0.
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Pelo Lema 2.1.6, o espaço tangente Twb0 (Sw) é dado por

Twb0 (N · wb0) =
∑{

gβ : β ∈ Π+ ∩ wΠ−
}
· wb0.

Por outro lado, o espaço tangente a fibra π−1
Θ (wbΘ) é a translação sob w do espaço

tangente à fibra na origem. Logo, Twb0(π
−1
Θ (wbΘ)) é gerado por w(gα · b0), com α ∈ 〈Θ〉 e

α < 0. Pela fórmula de translação, temos que w1(gα · b0) = gwα · wb0. Portanto, escrevendo

β = wα conclúımos que TwbΘ
(
π−1
Θ (wbΘ)

)
é gerado por gβ ·wb0 com w−1β ∈ 〈Θ〉 e w−1β < 0,

isto é, com w−1β ∈ Π− ∩ 〈Θ〉. Assim, obtemos que

Twb0(π
−1
Θ (wbΘ)) =

∑{
gβ : β ∈ wΠ− ∩ w〈Θ〉

}
· wb0.

Portanto,

Twb0 (N · wb0) ∩ Twb0(π
−1
Θ (wbΘ)) =

∑{
gβ : β ∈ Π+ ∩ wΠ− ∩ w〈Θ〉

}
· wb0.

Esta interseção é nula se e somente se Π+ ∩ wΠ− ∩ w〈Θ〉 = ∅. Pela Equação (1.3) que

caracteriza os elementos em WΘ, existe um único elemento wΘ ∈ WΘ, minimal em sua classe

wWΘ, tal que Π+ ∩ wΘΠ− ∩ wΘ〈Θ〉 = ∅ e obtemos o resultado.

2.2.2 Decomposição Celular de FΘ

Agora, vamos construir uma decomposição celular para FΘ utilizando os representantes

minimais w ∈ WΘ nas classes laterais wWΘ fornecidos no Lema 2.2.1, para os quais dimSΘ
w =

dimSw. Uma decomposição minimal de um tal elemento w fornece uma nova função ΦΘ
w ,

definida no mesmo modo que no caso das variedades flag maximais, nas quais substitúımos

a origem b0 de F pela origem bΘ de FΘ, isto é,

ΦΘ
w(t1, . . . , tn) = ψ1(t1) · · ·ψn(tn) · bΘ.

Por equivariância, ΦΘ
w = πΘ ◦ Φw. Esta função satisfaz as propriedades requeridas de uma

função caracteŕıstica para a célula de Schubert SΘ
w .

Proposição 2.2.2. Seja w ∈ WΘ tal que dimSΘ
w = dimSw e seja w = r1 · · · rn uma de-

composição minimal como um produto em termos das reflexões simples. Seja ΦΘ
w : Bw → FΘ

definida por ΦΘ
w = πΘ ◦ Φw e tome t = (t1, . . . , tn) ∈ Bw. Então ΦΘ

w é uma função carac-

teŕıstica para SΘ
w , isto é, satisfaz as seguintes propriedades:

1. ΦΘ
w(Bw) = SΘ

w .

2. ΦΘ
w(t) ∈ SΘ

w \N · wbΘ se e somente se t ∈ ∂Bw = Sd−1.
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3. ΦΘ
w |B◦

w

: B◦
w → N · wbΘ é um homeomorfismo, onde B◦

w é o interior de Bw.

Prova: Esta é a Proposição 1.2.9 neste contexto das variedades flag parciais. O primeiro item

segue pela equivariância de ΠΘ. A segunda afirmativa segue pelo fato de que πΘ(Sw\N ·wb0) =

SΘ
w \N ·wbΘ e ΦΘ

w = πΘ ◦Φw. O último item é uma consequência da igualdade das dimensões

das células de Bruhat N · wb0 e N · wbΘ.

2.2.3 O operador fronteira ∂Θ

Agora, podemos determinar o operador fronteira ∂Θ com coeficientes cΘ([w], [w′]), onde

[w] denota a classe lateral wWΘ. Temos que cΘ([w], [w′]) = 0 exceto quando valem simul-

taneamente as seguintes condições:

1. dimSΘ
w = dimSΘ

w′ + 1

2. SΘ
w′ ⊂ SΘ

w .

A inclusão entre células de Schubert é dada pela ordem de Bruhat-Chevalley (veja (1.4)).

Explicitamente, SΘ
w′ ⊂ SΘ

w se e somente se existe u ∈ w′WΘ tal que u < w. Na verdade, temos

o seguinte complemento do Lema 2.2.1.

Lema 2.2.3. Seja w ∈ WΘ minimal em sua classe lateral e suponha que exista u ∈ w′WΘ

com u < w e dimSΘ
w = dimSΘ

w′ + 1. Então u é minimal em w′WΘ.

Prova: Temos que dimSw = dimSΘ
w = dimSΘ

u + 1 ≤ dimSu + 1. Agora, se u < w então

dimSu ≤ dimSw − 1, de modo que dimSw ≤ dimSu + 1 ≤ dimSw, o qual implica que

dimSu = dimSΘ
w − 1 = dimSΘ

u .

E, portanto, u é minimal em sua classe lateral.

Exemplo: No grupo de Weyl S4 de A3 tome w = (12)(23)(34) e Θ = {α23}. Então w é

minimal na classe wW{α23}. Observe que as ráızes α12, (12)α23 = α12 + α23 e (12)(23)α34 =

α12 + α23 + α34 são ráızes positivas levadas em ráızes negativas por w−1 e nenhuma destas

ráızes pertence a 〈Θ〉. Entretanto, w′ = (12)(23) = (123) não é minimal em sua classe pois

(12) < (12)(23) e ambos pertencem a mesma classe. Agora, dimS(12)(23) = dimSw − 1 mas

SΘ
(12)(23) = dimSΘ

(12) = dimSΘ
w − 2.

Voltando à determinação dos coeficientes c([w], [w′]), se w e w′ pertencem aWΘ e dimSΘ
w =

dimSΘ
w′ +1 então existem homeomorfismos πΘ : N ·wb0 → N ·wbΘ e πΘ : N ·w′b0 → N ·w′bΘ.

Isto implica que a função de colagem entre SΘ
w e SΘ

w′ definida por ΦΘ
w = πΘ◦Φw e por ΦΘ

w′ ◦Φw′
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é a mesma função de colagem entre Sw e Sw′ . Logo os coeficientes para ∂Θ e ∂ são os mesmos,

isto é:

cΘ([w], [w′]) = c(w,w′).

Segue o cálculo de cΘ([w], [w′]) se reduz ao cálculo em F.

Teorema 2.2.4. A homologia celular de FΘ é isomorfa à homologia de ∂Θmin que é o operador

fronteira do módulo livre Amin
Θ gerado por Sw, w ∈ WΘ, obtido por restrição de ∂ e projetando

sobre Amin
Θ .

Corolário 2.2.5. cΘ([w], [w′]) = 0 ou ±2. Em particular, tomando-se os coeficientes em Z2,

∂Θ = 0 e a Z2-homologia de FΘ é livremente gerada por SΘ
[w], [w] ∈ W/WΘ.

Observação: Em geral, o módulo livre Amin
Θ gerado por Sw, w ∈ WΘ, não é invariante

sob ∂. Os cálculos feitos para o caso do grupo Sl (5,R) na seção 4.3 mostram isto.

Conclúımos esta seção com o seguinte exemplo da homologia de uma variedade flag parcial

de G2.

Exemplo: Vamos considerar o exemplo de G2 com Θ = {α1}. Temos as seguintes classes

laterais

W = {1, r1}, {r2, s2}, {s1, r1s2}, {r2s1, s
2
2}, {s

2
1, r1s

2
2}, {r2s

2
1, s

3
1}.

O operador fronteira para os elementos minimais em cada classe foram calculados anterior-

mente. São dados por: Nı́vel 1: ∂Sr2 = 0; Nı́vel 2: ∂Ss1 = −2Sr2 ; Nı́vel 3: ∂Sr2s1 = 0;

Nı́vel 4: ∂Ss21 = 0; Nı́vel 5: ∂Sr2s21 = −2Ss21 .

Logo, após alguns cálculos, temos que:

• H5(Fα1 ,Z) = 0 (em particular F{α1} não é orientável).

• H4(Fα1 ,Z) = Z2.

• H3(Fα1 ,Z) = Z.

• H2(Fα1 ,Z) = 0.

• H1(Fα1 ,Z) = Z2.

2.3 Fluxo Gradiente

É conhecido que o campo vetorial H̃, com fluxo exp tH induzido em uma variedade

flag F por um elemento regular H ∈ a+ (α(H) 6= 0, para todas as ráızes α ∈ Π+), é o

gradiente de uma função de Morse. As singularidades deste fluxo são wb0, w ∈ W, cujas
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variedades instáveis e estáveis são as células de Bruhat W u(wb0) = N · wb0 e W s(ub0) =

N− ·ub0 (para mais detalhes, veja [23] e [39]). As variedades instáveis e estáveis se interceptam

transversalmente de modo que o campo vetorial gradiente satisfaz a condição de Morse-Smale

e, portanto, define um complexo de Morse-Witten (Veja Arango [1]). Em [33] calcula-se o

operador fronteira deste complexo para se obter um resultado semelhante ao apresentado

aqui.

O operador fronteira do complexo de Morse-Witten é calculado pela contagem do número

de órbitas (orientadas) do fluxo gradiente que conecta duas singularidades. Vamos descrever

abaixo estas órbitas em termos das funções caracteŕısticas da decomposição celular constrúıda

na seção 1.2.

Tome w = r1 · · · rn ∈ W com função caracteŕıstica Φw, e seja w′ = r1 · · · r̂i · · · rn com

dimSw′ = dimSw − 1.

Observe que, por construção, wb0 = Φw
(
π
2 , . . . ,

π
2 , . . . ,

π
2

)
, é a imagem do centro do cubo.

Agora, considere o caminho

φi(t) = Φw

(π
2
, . . . , t, . . . ,

π

2

)
t ∈ [0, π]

onde t esta na i-ésima posição. Então φ
(
π
2

)
= w · b0, φ(0) = w′ · b0 provém da 0-face e

φ(π) = w′ ·b0 provém da π-face. Vamos provar abaixo que as duas partes de φi (t), de π/2 a π

e de 0 a π/2 (no sentido oposto) são as duas linhas gradientes que conectam as singularidades

w · b0 e w′ · b0.

Para simplificar as fórmulas, podemos assumir aqui que as decomposições minimais para

w e w′ coincidem com a escolha feita a priori para os elementos do grupo de Weyl W. Isto

significa que, na equação (2.4), o termo Φ−1
w′ ◦Ψw′ = id.

No que se segue, escrevemos w′ = r1 · · · r̂i · · · rn = u · v, isto é, u = r1 · · · ri−1 e v =

ri+1 · · · rn. Ponha Xβ = Ad(u)Xαi
, Yβ = θ(Xβ) e Aβ = Xβ + Yβ .

Lema 2.3.1. Com as notações acima

φi(t) = exp(sAβ)wb0

onde s = t+ π
2 ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
se t ∈ [0, π].

Prova: De fato,

φi(t) = u exp(tAi)vb0

= u exp(tAi)ririvb0

= u exp(tAi) · exp
((π

2

)
Ai

)
rivb0

= exp
((
t+

π

2

)
Ad(u)Ai

)
wb0

= exp(sAβ)wb0
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pois β = uαi implica que Aβ = Ad(u)Ai.

Vamos considerar φi(s) = exp(sAβ)wb0. Segue que φi(0) = wb0, φi(±
π
2 ) = w′b0.

Lema 2.3.2. exp(tYβ)wb0 = wb0.

Prova: A idéia principal é transladar para a origem. Isto é,

exp(tX−β)wb0 = w(w−1 exp(tX−β))wb0 = w exp(tAd(w−1X−β))b0.

A raiz β é positiva enquanto w−1β é negativa. Como u (gα) = guα temos que Ad(w−1X−β) ∈

g−w−1β . Mas, como w−1β é uma raiz negativa, −w−1β é positiva. Portanto, este pertence a

n+ ⊂ p e, portanto, exp(tAd(w−1X−β))b0 = b0 para todo t ∈ R.

Lema 2.3.3. Seja t = tan(s), r = −sen(s) cos(s), λ = cos(s)−1. Logo

φi(s) = etXβerYβelog(λ)H
∨
β wb0.

Prova: Veja [33], Lema 2.4.1.

Observe, entretanto, que ambas as matrizes elog(λ)H
∨
β e erY β fixam wb0. Isto diz que

φi(s) = etan(s)Xβwb0 , s ∈
(
−
π

2
,
π

2

)
(2.5)

e, finalmente, temos que

lim
t→±∞

exptXβ wb0 = φi

(
±
π

2

)
= w′b0.

Pela equação (2.5) obtemos o comportamento do fluxo gradiente ht = exp tH comH ∈ a+.

Seja s 6= 0. É fácil ver que ht(φi(s)) = exp(tan(s)etβ(H)Xβ) · wb0. Isto pode ser escrito

como ht(φi(s)) = φi(s
′) com s′ = arctan(tan(s)etβ(H)). Portanto, conclúımos que o caminho

φi é invariante pelo fluxo gradiente.

Observe que β é uma raiz positiva. Logo etβ(H)Xβ → 0 quando t → −∞ e, portanto,

s′ → 0, isto é,

limt→−∞ htφi(s) = φi(0) = wb0.

Quando t → +∞, segue que tan(s)etβ(H)Xβ → ±∞, dependendo apenas do sinal de

tan(s). Logo s′ → ±π
2 , isto é,

limt→+∞ htφi(s) = φi
(
±π

2

)
= w′b0.

E, portanto, chegamos ao resultado esperado.

Proposição 2.3.4. φi(s) fornece duas linhas do campo gradiente entre wb0 e w′b0. Um deles

pertence ao intervalo s ∈
(
−π

2 , 0
)
enquanto o outro pertence ao intervalo s ∈

(
0, π2

)
.
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Caṕıtulo 3

Flags de Sl(3,R) e Sp(2,R)

Este caṕıtulo tem como objetivo ilustrar a teoria dos caṕıtulos anteriores nos casos em

que G = Sl(3,R) e G = Sp(2,R) cujas álgebras de Lie de ambos tem posto 2. Neste caso,

serão apresentadas as decomposições de Cartan, Iwasawa e Bruhat, as três variedades flag

associadas às respectivas álgebras de Lie sl(3,R) e sp(2,R) assim como o cálculo de seus

grupos de homologia. Além disto, será exibido o cálculo para a homologia da variedade flag

maximal de sl(3,R), olhando-se explicitamente para as funções de colagem, o qual serve

para exemplificar o método desenvolvido na demonstração do cálculo do operador fronteira

da homologia celular no caṕıtulo anterior. Deste modo, este caṕıtulo está dividido em duas

partes de acordo com este dois exemplos. Uma primeira parte para o grupo especial linear

Sl(3,R) e a segunda parte para o grupo simplético Sp(2,R).

3.1 O grupo Sl(3,R)

Decomposições de Cartan e Iwasawa

Seja G = Sl(3,R) o grupo de matrizes invert́ıveis 3× 3 de determinante 1. A sua álgebra

de Lie g = sl(3,R) são as matrizes 3× 3 de traço zero. A função θ(X) = −Xt é a involução

de Cartan que fornece a decomposição de Cartan g = k⊕ s onde:

1. k = {X ∈ sl(3,R) |X = θ(X) = −Xt} = so(3) que é a subálgebra das matrizes anti-

simétricas.

2. s = {Y ∈ sl(3,R) |Y = −θ(Y ) = Y t} é o subespaço das matrizes simétricas.

Passando ao ńıvel do grupo, temos a decomposição de Cartan do grupo Sl(3,R) =

SO(3,R) · S, onde S são as matrizes simétricas positivas definidas.

Fixamos a subálgebra das matrizes diagonais a ⊂ s como a subálgebra abeliana maximal.

A câmara de Weyl positiva a+ ⊂ a é o conjunto das matrizes H = diag(a1, a2, a3) tais que
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a1 > a2 > a3. Defina αij = λi − λj ∈ a∗ por λi(diag(a1, a2, a3)) = ai. Como [H, eij ] =

αij(H)eij , segue que, relativo a a+, as ráızes positivas são dadas por

Π+ = {α12, α23, α13}.

O conjunto de ráızes simples é dado por Σ = {α12, α23} ⊂ Π+ uma vez que α13 = α12+α23.

A partir de agora, vamos denotar as ráızes simples por α1 = α12 e α2 = α23. A decomposição

de Iwasawa de g é dada por

g = so(3)⊕ a⊕ n

onde n =
∑

α∈Π+ gα é a subálgebra nilpotente das matrizes triangulares superiores com

entradas diagonais nulas.

Passando ao ńıvel do grupo, temos que a decomposição de Iwasawa de Sl(3,R) = SO(3)AN ,

onde A é o subgrupo das matrizes diagonais com entradas positivas e N é o subgrupo das

matrizes triangulares superiores com entradas diagonais iguais a 1.

Grupo de Weyl

O grupo de Weyl W (algébrico) associado a a é gerado pelas reflexões em torno do

núcleo das ráızes α ∈ a∗. A subálgebra abeliana por ser realizada como a = {(x1, x2, x3) ∈

R3 |x1 + x2 + x3 = 0} enquanto a câmara de Weyl positiva realiza-se como

a+ = {(x1, x2, x3) ∈ a |x1 > x2 > x3}.

Cada αij ∈ Π, 1 ≤ i, j ≤ 3, possui 1 na i-ésima entrada e −1 na j-ésima entrada e todas

as outras coordenadas nulas. Por exemplo, as ráızes simples são dadas por

α1 = (1,−1, 0) e α2 = (0, 1,−1)

As reflexões rαij
permutam as coordenadas i e j, por exemplo:

rα13(x1, x2, x3) = (x3, x2, x1).

Neste caso, o grupo de Weyl é gerado pelas reflexões r1 = (12) e r2 = (23) temos que

W é o grupo S3, grupo das permutações de três elementos. Em termos da ordem de Bruhat-

Chevalley, temos a seguinte descrição:

0. 1(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3).

1. r1 = rα12(x1, x2, x3) = (x2, x1, x3) e r2 = rα23(x1, x2, x3) = (x1, x3, x2) são as reflexões

simples.

2. r2r1(x1, x2, x3) = (x2, x3, x1) e r1r2(x1, x2, x3) = (x3, x1, x2) que são produtos de duas

reflexões simples.
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3. r1r2r1(x1, x2, x3) = (x3, x2, x1) que é o produto de três reflexões simples, também con-

hecido como involução principal e leva Π+ em −Π+. Note que ele corresponde à reflexão

em torno da ráız α13 e também admite uma outra decomposição em termos das reflexões

simples pois r1r2r1 = r2r1r2.

Por outro lado, o grupo de Weyl (anaĺıtico) também pode ser descrito como W =M∗/M ,

onde M∗ e M são o normalizador e o centralizador de a, respectivamente. O grupo M é

discreto e é formado por 4 elementos que são as matrizes diagonais com entradas±1. Na tabela

abaixo, é apresentada a relação entre as diferentes definições do grupo de Weyl. Como M

tem quatro elementos, segue queM∗ tem 24 elementos e abaixo escolhemos um representante

para cada classe em M∗/M .

Grupos de Weyl W = S3

Algébrico Anaĺıtico Algébrico Anaĺıtico

1







1 0 0

0 1 0

0 0 1





 r1 = (12)







0 1 0

1 0 0

0 0 −1







r2 = (23)







1 0 0

0 0 −1

0 1 0





 r1r2 = (123)







0 0 1

1 0 0

0 1 0







r2r1 = (132)







0 1 0

0 0 1

1 0 0





 r1r2r1 = (13)







0 0 1

0 −1 0

1 0 0







Subálgebras e Subgrupos Parabólicos

Como Σ = {α1, α2}, existem três subálgebras parabólicas de g associadas à escolha de

um subconjunto Θ ⊂ Σ. A subálgebra parabólica minimal p de g, correspondente à escolha

Θ = ∅, tem decomposição de Iwasawa p = a⊕n (pois m = 0 uma vez que uma matriz diagonal

e anti-simétrica é a matriz nula) e corresponde às matrizes triangulares superiores em g:

p =








∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗

0 0 ∗


 ∈ sl(3,R)




.

O subgrupo parabólico minimal tem decomposição P =MAN e corresponde ao subgrupo

das matrizes triangulares superiores.

As outras subálgebras parabólicas tem decomposição de Iwasawa pΘ = kΘ ⊕ a ⊕ n, onde

kΘ é o centralizador de aΘ em so(3), e correspondem às matrizes triangulares superiores em

blocos.
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Para Θ = {α1}, pΘ =








∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

0 0 ∗


 ∈ sl(3,R)




. (3.1)

Para Θ = {α2}, pΘ =








∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗

0 ∗ ∗


 ∈ sl(3,R)




. (3.2)

Os subgrupos parabólicos tem decomposição de Iwasawa PΘ = KΘAN , onde KΘ é o

centralizador de aΘ em SO(3), e correspondem ao subgrupos de matrizes triangulares supe-

riores em bloco de acordo com a escolha para Θ, seguindo o mesmo padrão das subálgebras

parabólicas. Segue abaixo uma descrição dos subgrupos K1 = K{α1} e K2 = K{α2} que vão

desempenhar um papel importante mais adiante.

K1 =

{(
SO(2,R) 0

0 1

)}
∪

{
ǫ

(
SO(2,R) 0

0 1

)
| ǫ = diag(1,−1,−1)

}
. (3.3)

K2 =

{(
1 0

0 SO(2,R)

)}
∪

{
ǫ

(
1 0

0 SO(2,R)

)
| ǫ = diag(−1,−1, 1)

}
. (3.4)

3.2 Variedades Flag de Sl(3,R)

Vamos agora descrever cada uma das variedades flag de Sl(3,R) associados à escolha de

um subconjunto Θ ⊂ Σ. Neste caso temos três escolhas posśıveis.

3.2.1 O Flag Maximal F3 (1, 2)

Para Θ = ∅, obtemos a variedade flag maximal que se realiza como a variedade de

subespaços 1-dimensionais contidos em subespaços 2-dimensionais contidos no espaço vetorial

R3, a qual denotamos por F3 (1, 2), isto é:

F3 (1, 2) = {(V1 ⊂ V2) : dim(Vi) = i Vi ⊂ R3}

Isto pode obtido através da ação (transitiva) de Sl(3,R) em F3 (1, 2) definida por (g, 〈u〉 ⊂

〈u, v〉) 7→ 〈gu〉 ⊂ 〈gu, gv〉. Se b0 = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉 é a origem de F3 (1, 2) então o estabilizador

(o subgrupo de isotropia) de b0 é o subgrupo parabólico minimal P . Portanto, temos que

F3 (1, 2) = Sl(3,R) · b0 = Sl(3,R)/Sl(3,R)b0 = G/P.
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Decomposição de Bruhat de F3 (1, 2)

Para estabelecer a decomposição de Bruhat F3 (1, 2) =
∐
w∈W N ·wb0, vamos inicialmente

determinar os pontos fixos da A-ação que são parametrizados por W = S3 que podem ser

obtidos aplicando-se a permutação sobre os ı́ndices da origem.

1b0 = 1 · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉

r1b0 = (12) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e2〉 ⊂ 〈e2, e1〉

r2b0 = (23) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e3〉

r1r2b0 = (123) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e2〉 ⊂ 〈e2, e3〉

r2r1b0 = (132) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e3〉 ⊂ 〈e3, e1〉

r1r2r1b0 = (13) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e3〉 ⊂ 〈e3, e2〉

Lembremos que N é o subgrupo das matrizes triangulares superiores com entradas diago-

nais iguas a 1 e, portanto, podemos representar a ação de N na base canônica {e1, e2, e3} por

N(e1) = e1, N(e2) = e2 + ∗e1 e N(e3) = e3 + ∗e2 + ∗e1. Agora, podemos decompor F3(1, 2)

nas 6 células de Bruhat que são descritas por:

0. A 0-célula C(1) = N · 1b0 onde:

N · 1b0 = N(〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉.

1. As 1-células são C(12) = N · r1b0 e C(23) = N · r2b0 onde:

N · r1b0 = N(〈e2〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e2 + ∗e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉

N · r2b0 = N(〈e1〉 ⊂ 〈e1, e3〉) = 〈e1〉 ⊂ 〈e3 + ∗e2, e1〉

2. As 2-células são C(123) = N · (r1r2)b0 e C(132) = N · (r2r1)b0 onde:

N · (r1r2)b0 = N(〈e2〉 ⊂ 〈e2, e3〉) = 〈e2 + ∗e1〉 ⊂ 〈e2 + ∗e1, e3 + ∗e1〉

N · (r2r1)b0 = N−(〈e3〉 ⊂ 〈e1, e3〉) = 〈e3 + ∗e2 + ∗e1〉 ⊂ 〈e1, e3 + ∗e2〉

3. A 3-célula C(13) = N · (r1r2r1)b0 onde:

N · (r1r2r1)b0 = N(〈e3〉 ⊂ 〈e2, e3〉) = 〈e3 + ∗e2 + ∗e1〉 ⊂ 〈e2 + ∗e1, e3 + ∗e2 + ∗e1〉

3.2.2 Homologia de F3 (1, 2)

Agora vamos ilustrar a descrição do operador fronteira ∂ no caso da variedade flag max-

imal F3 (1, 2). Para isto, fixamos a seguinte decomposição minimal para os elementos de

W = S3:

1, (12), (23), (123) = (12)(23), (132) = (23)(12), (13) = (12)(23)(12).
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SejamA = e12−e21 eB = e23−e32 as matrizes cujas exponenciais forneçam parametrizações

para os grupos compactos K1 e K2, respectivamente (veja (3.3) e (3.4)).

A =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 B =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0




Com estas escolhas, as células de Schubert podem ser obtidas como:

1. S1 = b0.

2. S(12) = K1 · b0 e S(23) = K2 · b0.

3. S(123) = K1K2 · b0 e S(132) = K2K1 · b0.

4. S(13) = K1K2K1 · b0.

de modo que as respectivas funções caracteŕısticas são dadas por:

1. Φ1(0) = b0.

2. Φ(12)(t) = etA · b0 e Φ(23)(t) = etB · b0, t ∈ [0, π].

3. Φ(123)(t, s) = etAesB · b0 e Φ(132)(t, s) = etBesA · b0, (t, s) ∈ [0, π]2.

4. Φ(13)(t, s, z) = etAesBezA · b0, (t, s, z) ∈ [0, π]3.

Então podemos obter as expressões para c(w,w′).

1. c((12), 1) = 0 e c((23), 1) = 0 pois existe uma única 0-célula.

2. c((123), (12)) = 0. Note que (12) = (12)(̂23). Assim, precisamos calcular o grau das

duas funções f02 , f
π
2 : S1 → S1 definidas por f02 (t, 0) = etAe0B · b0 = etA · b0 e fπ2 (t, π) =

etAeπB ·b0 = etA·b0. Os seus graus podem ser obtidos comparando-se a orientação da face

correspondente à fronteira do cubo [0, π]2, que é S1 orientada no sentido anti-horário,

com a orientação dada pela função de colagem etA · b0 (ver figura ???). Logo, o grau de

f02 é 1 pois, à medida que t cresce, a curva (t, 0) e etA · b0 seguem na mesma direção que

Φ(12). Por outro lado, o grau de fπ2 é −1 pois, à medida que t cresce, a curve (t, 0) e a

imagem de etA · b0 seguem em direções opostas. Logo c((123), (12)) = +1 + (−1) = 0.

3. c((123), (23)) = −2. Aqui (23) = (̂12)(23). Assim, precisamos calcular o grau das duas

funções f01 , f
π
1 : S1 → S1 definidas por f01 (0, s) = e0AesB · b0 = esB · b0 e fπ1 (π, s) =

eπAesB · b0 = exp(sAd(eπA)B) · b0 = e−sB · b0 pois Ad(eπA)B = −B. Como e−sB · b0 =

e(π−s)BeπB ·b0 = e(π−s)B ·b0, a função f
π
1 definida em [0, π] é dada por fπ1 (0, s) = e(π−s)B ·

b0 (ver figura???)). Logo o grau de f01 é −1 como visto acima. O grau de fπ1 , por sua vez,

é também −1 pois é o grau da função s 7→ π−s. Logo c((123), (12)) = (−1)+(−1) = −2.
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S(123)

exp(tA) · b0

exp(sB) · b0

exp(tA) exp(πB) · b0 = exp(tA) · b0

exp(−sB) · b0 S(132)

exp(tB) · b0

exp(sA) · b0

exp(tB) exp(πA) · b0 = exp(tB) · b0

exp(−sA) · b0

Figura 3.1: As células de Schubert S(123) e S(132)

4. c((132), (121)) = −2 e c((132), (23)) = 0, os quais são determinados de modo semel-

hantes aos casos anteriores.

5. c((13), (123)) = 0. Note que (123) = (12)(23)(̂12). Assim, devemos considerar as funções

f03 , f
π
3 : S2 → S2.

(a) f03 (t, s, 0) = etAesBe0A · b0 = etAesB · b0 e temos que

deg f03 = −1.

De fato, a fronteira do cubo [0, π]3, que é uma esfera S2, deve ser orientada de

modo que o vetor normal aponte para fora. A face (t, s, 0) (nesta ordem) quando

vista no domı́nio é negativamente orientada enquanto vista no contradomı́nio tem

orientação compat́ıvel com a orientação positiva de S2. Portanto o grau é −1.

(b) fπ3 (t, s, π) = etAesBeπA · b0 = etAesB · b0 e temos que

deg fπ3 = 1.

Neste caso, a face (t, s, π) tem a mesma orientação positiva que a fronteira vista

como uma esfera S2.

6. c((13), (132)) = 0. Note que (132) = (̂12)(23)(12). Assim, consideramos as funções

f01 , f
π
1 : S2 → S2.

(a) f01 (0, t, s) = e0AetBesA · b0 = etBesA · b0 com

deg f03 = −1.

Neste caso, a face (0, t, s) (nesta ordem) no domı́nio tem uma orientação negativa

enquanto no contradomı́nio tem uma orientação que coincide com a orientação

positiva. Logo o grau é −1.
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c((123), (23)) = −2

S(123)

f 0
1 fπ

1

(23) = ˆ(12)(23)

−1 −1

c((123), (12)) = 0

S(123)

fπ
2

f 0
2

(12) = (12) ˆ(23)

1

−1

Figura 3.2: Os coeficientes c((123), (12)) e c((132), (23)) onde as setas tracejadas representam a

orientação anti-horária.

(b) fπ1 (π, t, s) = eπAetBesA ·b0 = exp(−tB)esA ·b0 pois Ad(e
πAB) = −B e Ad(eπAA) =

A. Vamos descrever esta função com um domı́nio em [0, π]2. Note que exp(−tB)esA·

b0 = exp((π − t)B)eπBesA · b0 e, como Ad(eπBA) = −A, obtemos que

exp(−sB)esA · b0 = e(π−s)Be(π−s)A · b0.

Logo o grau de fπ1 é o grau da função (t, s) 7→ (π − t, π − s). Este grau é +1 pois

preserva orientação.

Em resumo: Nı́vel 1: ∂S(12) = ∂S(23) = 0; Nivel 2: ∂S(123) = −2S(23) e ∂S(132) =

−2S(12); Nı́vel 3: ∂S(13) = 0. Portanto:

• H3(F
3 (1, 2) ,Z) = Z, gerado por S(13).

• H2(F
3 (1, 2) ,Z) = 0 (ker ∂2 = 0).

• H1(F
3 (1, 2) ,Z) = Z2 ⊕ Z2 (ker ∂1 é Z⊕ Z e a imagem de ∂2 é 2Z · S(12) ⊕ 2Z · S(23)).

A escolha para o exemplo feito acima foi primariamente ilustrativo. Este cálculo também

pode ser feito através da fórmula para os coeficientes c(w,w′) diretamente. A mesma escolha,

previamente determinada, de decomposições minimais para os elementos de W = S3 implica
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que o fator
(
Φ−1
w′ ◦Ψw′

)
responsável por corrigir posśıveis distinções entre decomposições

minimais para o elemento w′ é 1. As informações necessárias para se determinar c(w,w′) são

reunidas na seguinte tabela.

Homologia da Variedade F3 (1, 2)

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

(12) α1 α1

(23) α2 α2

(123) α1, α1 + α2 2α1 + α2

(132) α2, α1 + α2 α1 + 2α2

(13) Π+ 2α1 + 2α2

Por exemplo, o coeficiente c((123), (23)) = (−1)1(1 + (−1)k) = −2 visto que k é determi-

nado por φ(123)− φ(23) = kα1 = 2α1.

3.2.3 A Grassmanniana Gr2 (R
3)

A realização da variedade flag parcial de tipo Θ = {α1} é a variedade Grassmanniana

Gr2
(
R3
)
de subespaços 2-dimensionais em R3.

Isto pode ser obtido pela ação (transitiva) de Sl(3,R) em Gr2
(
R3
)
definida por (g, 〈f1, f2〉) 7→

〈gf1, gf2〉. Se b0 = 〈e1, e2〉 ∈ Gr2
(
R3
)
é a origem então o estabilizador (isotropia de b0) de

b0 é exatamente o subgrupo parabólico PΘ, normalizador da subálgebra parabólica de tipo Θ

(veja (3.1)), que é o subgrupo parabólico em blobos:

PΘ =








∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

0 0 ∗


 ∈ Sl(3,R)




.

Portanto, segue que

Gr2
(
R3
)
= Sl(3,R) · b0 = Sl(3,R)/Sl(3,R)b0 = Sl(3,R)/PΘ = FΘ.

Decomposição de Bruhat de Gr2
(
R3
)

A decomposição de Bruhat para Gr2
(
R3
)
é parametrizada pelas classes laterais W/WΘ.

Como WΘ = {1, (12)} segue que

W/WΘ = {1, (12)} ∪̇ {(23), (132)} ∪̇ {(123), (13)}.

E, neste caso, é fácil identificar o conjunto WΘ = {1, (23), (123)} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

1 · b0 = 〈e1, e2〉 , (23) · b0 = 〈e1, e3〉 , (123) · b0 = 〈e2, e3〉
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Assim, as células de Bruhat que fornecem a decomposição de Bruhat para Gr2(R
3) são

dadas por:

0. A 0-célula C(1) = N · 1b0 = N(〈e1, e2〉) = 〈e1, e2〉.

1. A 1-célula C(23) = N · (23)b0 = N(〈e1, e3〉) = 〈e1, e3 + ∗e2 + ∗e3〉.

2. A 2-célula C(123) = N · (123)b0 = N(〈e2, e3〉) = 〈e2 + ∗e1, e3 + ∗e1〉, aberta e densa.

Homologia de Gr2
(
R3
)

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes c(w,w′) podem ser

calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para o flag maximal apenas con-

siderando estes representantes.

Homologia da Grassmanniana Gr2
(
R3
)

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

(23) α2 α2

(123) α1, α1 + α2 2α1 + α2

Segue que c((23), 1) = 0 e que c((123), (23)) = −2 e, portanto:

• H2(Gr2
(
R3
)
,Z) = 0 (ker ∂2 = 0).

• H1(Gr2(R
3
(
R3
)
),Z) = Z2 (ker ∂1 é Z e a imagem de ∂2 é 2Z · S(23)).

3.2.4 O Espaço Projetivo RP2

A realização da variedade flag de tipo Θ = {α2} é a variedade projetiva em R3, isto é, a

variedade RP2 de subespaços 1-dimensionais em R3.

Isto pode ser obtido pela ação (transitiva) de Sl(3,R) em RP2 definida por (g, 〈f〉) 7→ 〈gf〉.

Se b0 = 〈e1〉 ∈ RP2 é a origem então o estabilizador (isotropia em b0) de b0 é exatamente com

o subgrupo parabólico PΘ, normalizador da subálgebra parabólica de tipo Θ (veja (3.2)), que

é o subgrupo parabólico em blobos:

PΘ =








∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗

0 ∗ ∗


 ∈ Sl(3,R)




.

Portanto, segue que

RP2 = Sl(3,R) · b0 = Sl(3,R)/Sl(3,R)b0 = Sl(3,R)/PΘ = FΘ.
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Decomposição de Bruhat de RP2

A decomposição de Bruhat para RP2 é parametrizada pelas classes laterais W/WΘ. Como

WΘ = {1, (23)} segue que

W/WΘ = {1, (23)} ∪̇ {(12), (123)} ∪̇ {(132), (13)}.

E, neste caso, é fácil identificar o conjunto WΘ = {1, (12), (132)} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

1 · b0 = 〈e1〉 , (12) · b0 = 〈e2〉 , (132) · b0 = 〈e3〉

Assim, as células de Bruhat que fornecem a decomposição de Bruhat para RP2 são dadas

por:

0. A 0-célula C(1) = N · 1b0 = N(〈e1〉) = 〈e1〉.

1. A 1-célula C(12) = N · (12)b0 = N(〈e2〉) = 〈e2 + ∗e1〉.

2. A 2-célula C(132) = N · (132)b0 = N(〈e3〉) = 〈e3 + ∗e2 + ∗e1〉, aberta e densa.

Esta decomposição celular coincide com a decomposição CW usual em que se tem uma

célula para cada dimensão.

Homologia de RP2

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes c(w,w′) podem ser

calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para a variedade flag maximal apenas

considerando estes representantes.

Homologia do Projetivo RP2

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

(12) α1 α2

(132) α2, α1 + α2 α1 + 2α2

Segue que c((12), 1) = 0 e que c((132), (123)) = −2 e, portanto:

• H2(RP
2,Z) = 0 (ker ∂2 = 0).

• H1(RP
2,Z) = Z2 (ker ∂1 é Z e a imagem de ∂2 é 2Z · S(23)).
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3.3 O grupo Sp(2,R)

Seja G = Sp(2,R) = {g ∈ Sl(4,R) : gtJ2,2g = J2,2} o grupo real simplético de matrizes

4× 4, onde J2,2 é a matriz da forma simplética

J2,2 =

(
02×2 −I2×2

I2×2 02×2

)
.

A álgebra de Lie g = sp(2,R) = {X : XJ + JXt = 0} pode ser caracterizada da seguinte

forma: uma matriz X ∈ sp(2,R) é da forma

X =

(
A B

C −At

)
∈ sl(4,R),

onde A, B e C são matrizes reais 2× 2 com B = Bt e C = Ct (simétricas).

Decomposição de Cartan e Iwasawa

A função θ(X) = JXJ−1 é a involução de Cartan que fornece a decomposição de Cartan

g = k⊕ s onde:

1. k =

{(
A −B

B A

)
: A = At , B = Bt

}
é a álgebra das matrizes anti-simétricas em

sp(2,R) e é isomorfa à álgebra das matrizes complexas anti-hermitianas u(2).

2. s =

{(
A B

B −A

)
: A = At , B = Bt

}
é o subespaço das matrizes simétricas em

sp(2,R).

Passando ao ńıvel do grupo, temos a decomposiçao de Cartan Sp(2,R) = KS onde K

é isomorfo ao grupo das matrizes unitárias complexas U(2) e S é o conjunto das matrizes

simétricas positivas definidas em Sp(2,R).

Fixamos a subálgebra abeliana maximal a = diag(a1, a2,−a1,−a2) ∈ s. Como a tem

posto 2, podemos realizar a em R2 e tomar a Câmara de Weyl a+ como o conjunto dos

elementos {(x1, x2) |x1 > x2 > 0}. Seja λi : a → R dada por λi(H) = ai, com H =

diag(a1, a2,−a1,−a2). Denote por eij às matrizes elementares. Como [H, e12 − e43] = (λ1 −

λ2)(H)(e12 − e43), [H, e14 + e23] = (λ1 + λ2)(H)(e14 + e23), [H, e13] = 2λ1(H)e13 e [H, e24] =

2λ2(H)e24 temos que:

Π+ = {λ1 − λ2, λ1 + λ2, 2λ1, 2λ2}

O conjunto das ráızes simples é Σ = {α1 = λ1−λ2, α2 = 2λ2} uma vez que α3 = λ1+λ2 =

α1 + α2 e α4 = 2λ1 = 2α1 + α2. A decomposição de Iwasawa de g = u(2)⊕ a⊕ n onde

n = gλ1−λ2 ⊕ gλ1+λ2 ⊕ g2λ1 ⊕ g2λ2

sendo gλ1−λ2 = 〈e12 − e43〉, gλ1+λ2 = 〈e14 + e23〉, g2λ1 = 〈e13〉, g2λ2 = 〈e24〉.
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Grupo de Weyl

Na realização dada acima de a = R2, as ráızes simples são dadas por α1 = (1,−1) e α2 =

(0, 2). Neste caso, a reflexão r1 = rα1 permuta as coordenadas enquanto a reflexão r2 = rα2

troca o sinal da última coordenada, isto é, r1(x1, x2) = (x2, x1) e r2 = rα2(x1, x2) = (x1,−x2).

Estas reflexões são os geradores do grupo de Weyl (algébrico) W. De acordo com a ordem de

Bruhat-Chevalley, temos a seguinte descrição:

0. 1(x1, x2) = (x1, x2).

1. r1(x1, x2) = (x2, x1) e r2(x1, x2) = (x1,−x2) que são as reflexões simples.

2. r1r2(x1, x2) = (−x2, x1) e r2r1(x1, x2) = (x2,−x1), produto de duas reflexões simples.

3. r1r2r1(x1, x2) = (−x1, x2) e r2r1r2(x1, x2) = (−x2,−x1), produto de três reflexões

simples.

4. r1r2r1r2(x1, x2) = (−x1,−x2) que é o produto de quatro reflexões simples, também

conhecido como involução principal e leva Π+ em −Π+.

O grupo de Weyl (anaĺıtico) também pode ser descrito como W = M∗/M . A tabela

abaixo contém a relação entre as diferentes definições. Observe que os elementos do grupo

algébrico podem ser vistos como permutações S4.

Grupo de Weyl

Algébrico Anaĺıtico Algébrico Anaĺıtico

1







1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







r1 = (12)(34)







0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0







r2 = (24)







1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0







r1r2 = (1234)







0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0







r2r1 = (1432)







0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0







r1r2r1 = (13)







0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1







r2r1r2 = (14)(23)







0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0







(r1r2)
2 = (13)(24)







0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0






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Subgrupos e Subálgebras Parabólicas

Como Σ = {α1, α2}, existem três subálgebras parabólicas de g associadas à escolha de

um subconjunto Θ ⊂ Σ. A subálgebra parabólica minimal p de g, correspondente à escolha

Θ = ∅, tem decomposição de Iwasawa p = a⊕n uma vez que m = 0 e corresponde às matrizes

triangulares superiores em blocos em g da forma:

p =








∗ ∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗ ∗

0 0 ∗ 0

0 0 ∗ ∗




∈ sp(2,R)




.

O subgrupo parabólico minimal tem decomposição P = MAN , onde M é o grupo das

matrizes com entradas diagonais ±1, e corresponde ao subgrupo das matrizes triangulares

superiores no mesmo formato triangular em blocos.

As outras subálgebras parabólicas tem decomposição de Iwasawa p(Θ) = kΘ ⊕ a⊕ n onde

kΘ é o centralizador de aΘ em so(3) e correspondem às matrizes em blocos:

Para Θ = {α1}, pΘ =








∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

0 0 ∗ ∗

0 0 ∗ ∗




∈ sp(2,R)




. (3.5)

Para Θ = {α2}, pΘ =








∗ ∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗ ∗

0 0 ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗




∈ sp(2,R)




. (3.6)

Os subgrupos parabólicos tem decomposição de Iwasawa PΘ = KΘAN , onde KΘ é o

centralizador de aΘ em K = U(2), e correspondem ao subgrupos de matrizes triangulares su-

periores em bloco de acordo com a escolha para Θ, seguindo o mesmo padrão das subálgebras

parabólicas.

3.4 Variedades Flag de Sp(2,R)

Como Θ = {α1, α2}, temos três variedades flag de Sp(2,R). Estas variedades flag se

realizam no contexto de espaços vetoriais simpléticos. Para isto, vamos lembrar algumas

definições principais. Seja V um R-espaço vetorial. Dizemos que um par (V, ω) é um espaço

vetorial simplético se ω é uma forma bilinear anti-simétrica não-degenerada em V . Seja S ⊂ V

um subespaço vetorial de V . Dizemos que S é um subespaço simplético de V se a restrição



3.4. Variedades Flag de Sp(2,R) 55

ω|S×S é não-degenerada. Em outras palavras, (S, ω|S×S) é um espaço vetorial simplético. Um

operador linear T : V → V é simplético se ω(Tu, Tv) = (u, v) para todos u, v ∈ V . Se T é

também um isomorfismo, T é chamado de simplectomorfismo.

Seja ω a forma simplética canônica em R4 dada por

ω((v1, v2, u1, u2), (w1, w2, z1, z2)) = v1z1 + v2z2 − u1w1 − u2w2.

O grupo Sp(2,R) é o grupo dos simplectomorfismos de R4 e a base canônica {e1, e2, f1, f2}

de R4 é uma base simplética de R4 cuja matriz na base canônica simplética é J2,2.

Agora, seja V espaço vetorial de dimensão 2n. Um subespaço S é dito isotrópico se

w |S×S = 0. Segue que S é isotrópico se e somente se S está contido no S⊥. Como dim(S) +

dim(S⊥) = 2n, temos que a dimensão de um espaço isotrópico é no máximo n. Um subespaço

L é dito Lagrangeano se L = L⊥, o que é equivalente a L ser um subespaço isotrópico maximal,

ou ainda, L isotrópico de dimensão n.

Por exemplo, em R4, com a forma simplética canônica, existem quatro subespaços La-

grangeanos gerados a partir da base canônica:

〈e1, e2〉, 〈e1, f2〉, 〈e2, f1〉 e 〈f1, f2〉

pois ω(e1, f1) = 1 = ω(e2, f2).

3.4.1 O Flag Maximal Fω (1, 2)

A variedade flag maximal, obtida pela escolha Θ = ∅, realiza-se como o flag de subespaços

isotrópicos 1-dimensionais contidos nos subespaços 2-dimensionais isotrópicos do espaço ve-

torial simplético R4, com a forma simplética canônica ω, o qual vamos denotar por Fω (1, 2),

isto é:

Fω (1, 2) =
{
(V1 ⊂ V2) : Vi ⊂ R4 , dim(Vi) = i , ω |Vi×Vi = 0

}

Isto pode ser obtido pela ação de Sp(2,R) em Fω (1, 2) definida por (g, 〈u〉 ⊂ 〈u, v〉) 7→ (〈gu〉 ⊂

〈gu, gv〉). É posśıvel mostrar que esta ação é transitiva (veja a tese Braga [7], Proposição 21).

Se b0 = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉 é a origem, então o subgrupo de isotropia de b0 é o subgrupo parabólico

minimal P . Portanto, temos que Fω (1, 2) = G/Gb0 = G/P .

Decomposição de Bruhat de Fω (1, 2)

Vamos apresentar agora a decomposição de Bruhat de Fω (1, 2) em termos da ação do

grupo N−, isto é, Fω (1, 2) =
∐
w∈W N− · wb0.

Para estabelecer a decomposição de Bruhat Fω (1, 2), vamos inicialmente determinar os

pontos fixos da A-ação que são parametrizados por W que podem ser obtidos aplicando-se a
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permutação sobre os ı́ndices da origem.

(r1r2r1r2)b0 = (13)(24) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈f1〉 ⊂ 〈f1, f2〉

(r2r1r2)b0 = (14)(23) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈f2〉 ⊂ 〈f1, f2〉

(r1r2r1)b0 = (13) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈f1〉 ⊂ 〈e2, f1〉

(r2r1)b0 = (1432) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈f2〉 ⊂ 〈e1, f2〉

(r1r2)b0 = (1234) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e2〉 ⊂ 〈e2, f1〉

(r2)b0 = (24) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, f2〉

(r1)b0 = (12)(34) · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e2〉 ⊂ 〈e1, e2〉

(1)b0 = 1 · (〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉) = 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉

Um elemento g ∈ N− pode ser escrito na forma

g =




1 0 0 0

a 1 0 0

b c 1 −a

d h 0 1




: d = c+ ah (3.7)

de modo que, para tal g ∈ N−, temos a seguinte ação na base canônica:

N−(e1) = e1 + ae2 + bf1 + df2

N−(e2) = e2 + cf1 + hf2

N−(f2) = f2 − af1

N−(f1) = f1

Abaixo, descrevemos as células de Bruhat, representando a ação do grupo N− por meio do

elemento g ∈ N− acima definido:

0. A 0-célula dada por C(13)(24) = N− · ((13)(24))b0 onde:

N− · ((13)(24))b0 = N−(〈f1〉 ⊂ 〈f1, f2〉) = (〈f1〉 ⊂ 〈f1, f2〉).

1. As 1-células C(13) = N− · (13)b0 e C(14)(23) = N− · (14)(23)b0 onde:

N− · (13)b0 = N−(〈f1〉 ⊂ 〈f1, e2〉) = 〈f1〉 ⊂ 〈f1, e2 + hf2〉

N− · (14)(23)b0 = N−(〈f2〉 ⊂ 〈f1, f2〉) = 〈f2 − af1〉 ⊂ 〈f2 − af1, f1〉.
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2. As 2-células C(1234) = N− · (1234)b0 e C(1432) = N− · (1432)b0 onde:

N− · (1234)b0 = N−(〈e2〉 ⊂ 〈e2, f1〉)

= 〈e2 + cf1 + hf2〉 ⊂ 〈e2 + cf1 + hf2, f1〉.

N− · (1432)b0 = N−(〈f2〉 ⊂ 〈f2, e1〉)

= 〈f2 − af1〉 ⊂ 〈f2 − af1, e1 + ae2 + bf1 + df2〉.

3. As 3-células C(12)(34) = N− · (12)(34)b0 e C(24) = N− · b0 onde:

N− · (24)b0 = N−(〈e1〉 ⊂ 〈e1, f2〉)

= 〈e1 + ae2 + bf1 + df2〉 ⊂ 〈e1 + ae2 + bf1 + df2, e2 + cf1 + hf2〉.

N− · (12)(34)b0 = N−(〈e2〉 ⊂ 〈e1, e2〉)

= 〈e2 + cf1 + hf2〉 ⊂ 〈e2 + cf1 + f2, e1 + ae2 + bf1 + df2〉.

4. A única 4-célula C(1) = N− · b0 aberta e densa em Fω1,2(R
4), dada por:

N− · b0 = N−(〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉)

= 〈e1 + ae2 + bf1 + df2〉 ⊂ 〈e2 + cf1 + hf2, e1 + ae2 + bf1 + df2〉.

Vale ressaltar que a relação d = c+ af (veja 3.7) implica que os espaços obtidos sejam de

fato isotrópicos.

Homologia de Fω (1, 2)

Para o cálculo da homologia de Fω (1, 2), fixamos a seguinte decomposição minimal dos

elementos em W = {1, r1, r2, r1r2, r2r1, r1r2r1, r2r1r2, r1r2r1r2} onde o único elemento que

admite mais de uma decomposição minimal é a involução principal r1r2r1r2 = r2r1r2r1.

Sejam A = e12 − e43 + e34 − e21 e B = e24 − e42 as matrizes cujas exponenciais forneçam

parametrizações para os grupos compactos K1 = P1 ∩K e K2 = P2 ∩K, respectivamente.

A =




0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0




B =




0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0




Com estas escolhas, as células de Schubert podem ser obtidas como:

1. S1 = b0
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2. Sr1 = K1 · b0 e Sr2 = K2 · b0.

3. Sr1r2 = K1K2 · b0 e Sr2r1 = K2K1 · b0.

4. Sr1r2r1 = K1K2K1 · b0 e Sr2r1r2 = K2K1K2 · b0.

5. Sr1r2r1r2 = K1K2K1K2 · b0.

de modo que as respectivas funções caracteŕısticas são dadas por:

1. Φ1(0) = b0.

2. Φr1(t) = etA · b0 e Φr2(t) = etB · b0, t ∈ [0, π].

3. Φr1r2(t, s) = etAesB · b0 e Φr2r1(t, s) = etBesA · b0, (t, s) ∈ [0, π]2.

4. Φr1r2r1(t, s, z) = etAesBezA · b0 e Φr2r1r2(t, s, z) = etBesAezB · b0, (t, s, z) ∈ [0, π]3.

5. Φr1r2r1r2(t, s, z, w) = etAesBezAewB · b0, (t, s, z, w) ∈ [0, π]4.

Vamos calcular os grupos de homologia de modo direto através das informações contidas

na tabela abaixo.

Homologia de Fω (1, 2)

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

r1 α1 α1

r2 α2 α2

r1r2 α1, α4 3α1 + α2

r2r1 α2, α3 α1 + 2α2

r1r2r1 α1, α4, α3 4α1 + 2α2

r2r1r2 α2, α3, α4 3α1 + 3α2

r1r2r1r2 Π+ 4α1 + 3α2

A aplicação fronteira é dada por: Nı́vel 1: ∂Sr1 = ∂Sr2 = 0; Nı́vel 2: ∂Sr1r2 = 0 e

∂Sr2r1 = −2Sr1 ; Nı́vel 3: ∂Sr1r2r1 = 0 e ∂Sr2r1r2 = −2∂Sr1r2 e Nı́vel 4: ∂Sr1r2r1r2 = 0.

Portanto, temos que:

• H4(F
ω (1, 2) ,Z) = Z gerado por Sr1r2r1r2 .

• H3(F
ω (1, 2) ,Z) = Z gerado por Sr1r2r1 .

• H2(F
ω (1, 2) ,Z) = Z2 pois Sr1r2 é o núcleo de ∂2 enquanto a imagem ∂3 é 2Z · Sr1r2 .

• H1(F
ω (1, 2) ,Z) = Z2⊕Z pois o núcleo de ∂1 é tudo enquanto a imagem de ∂2 é 2Z ·Sr1 .
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3.4.2 A Grassmanniana Lagrangeana L2 (R
4)

A realização da variedade flag parcial de tipo Θ = {α1} é a variedade Grassmanniana

Lagrangeana L2

(
R4
)
de subespaços 2-dimensionais isotrópicos em R4, com a forma simplética

ω.

Isto pode ser obtido pela ação (transitiva) de Sp(2,R) em L2

(
R4
)
definida por (g, 〈u, v〉) 7→

〈gu, gv〉. Se b0 = 〈e1, e2〉 é a origem de L2

(
R4
)
então o estabilizador (isotropia de b0) de b0

é exatamente o subgrupo parabólico PΘ, normalizador da subálgebra parabólica de tipo Θ

(ver (3.5)), que é o subgrupo parabólico em blocos:

PΘ =








∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

0 0 ∗ ∗

0 0 ∗ ∗




∈ Sp(2,R)




.

Portanto, segue que L2

(
R4
)
= Sp(2,R)/PΘ = FΘ.

Decomposição de Bruhat de L2

(
R4
)

A decomposição de Bruhat para L2

(
R4
)
é parametrizada pelas classes laterais W/WΘ.

Como WΘ = {1, r1} segue que

W/WΘ = {1, r1} ∪̇ {r2, r1r2} ∪̇ {r1r2, r1r2r1} ∪̇ {r2r1r2, r1r2r1r2}.

E, neste caso, é fácil identificar o conjunto WΘ = {1, r2, r1r2, r2r1r2} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

b0 = 〈e1, e2〉 , (24) · b0 = 〈e1, f2〉 , (1234) · b0 = 〈e2, f1〉 , (14)(23) · b0 = 〈f1, f2〉

Seja g ∈ N− definido anteriormente pela equação (3.7) para representar a ação do grupo

N−. As células de Bruhat de L2

(
R4
)
são dadas por:

0. A 0-célula C(14)(23) = N− · (〈f1, f2〉) = 〈f1, f2〉.

1. A 1-célula C(1234) = N− · (〈e2, f1〉) = 〈e2 + cf1 + hf2, f1〉.

2. A 2-célula C(24) = N− · (〈e1, f2〉) = 〈e1 + ae2 + bf1 + df2, f2 − af1〉.

3. A 3-célula C(1) = N− · (〈e1, e2〉) = 〈e1 + ae2 + bf1 + df2, e2 + cf1 + hf2〉.

Homologia de L2

(
R4
)

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes c(w,w′) podem ser

calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para a variedade flag maximal apenas

considerando estes representantes.
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Homologia de L2

(
R4
)

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

r2 α2 α2

r1r2 α1, α4 3α1 + α2

r2r1r2 α1, α3, α4 3α1 + 3α2

Segue que o operador fronteira é dado por: Nı́vel 1: ∂Sr2 = 0; Nı́vel 2: ∂Sr1r2 = 0 e

Nı́vel 3: ∂Sr2r1r2 = −2∂Sr1r2 .

E, portanto:

• H3(L2

(
R4
)
,Z) = 0.

• H2(L2

(
R4
)
,Z) = Z2.

• H1(L2

(
R4
)
,Z) = Z.

3.4.3 O Espaço Projetivo RP3

A realização da variedade flag parcial de tipo Θ = {α2} é a variedade projetiva RP3

de subespaços 1-dimensionais em R4, com a forma simplética ω (note que neste caso, todo

subespaço 1-dimensional é isotrópico).

Isto pode ser obtido pela ação (transitiva) de Sp(2,R) em RP3 definida por (g, 〈u〉) 7→ 〈gu〉.

Se b0 = 〈e1〉 é a origem de RP3 então o estabilizador (isotropia de b0) de b0 é exatamente o

subgrupo parabólico PΘ, normalizador da subálgebra parabólica de tipo Θ (veja (3.6)), que

é o subgrupo parabólico em blobos:

PΘ =








∗ ∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗ ∗

0 0 ∗ 0

0 ∗ ∗ ∗




∈ Sp(2,R)




.

Portanto, segue que RP3 = Sp(2,R)/PΘ = FΘ.

Decomposição de Bruhat de RP3

A decomposição de Bruhat para RP3 é parametrizada pelas classes laterais W/WΘ. Como

WΘ = {1, r2} segue que

W/WΘ = {1, r2} ∪̇ {r1, r2r1} ∪̇ {r2r1, r2r1r2} ∪̇ {r1r2r1, r1r2r1r2}.

E, neste caso, é fácil identificar o conjunto WΘ = {1, r1, r2r1, r1r2r1} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

b0 = 〈e1〉 , (12)(34) · b0 = 〈e2〉 , (1432) · b0 = 〈f2〉 , (13) · b0 = 〈f1〉
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Seja g ∈ N− definido anteriormente pela equação (3.7) para representar a ação do grupo

N−. As células de Bruhat de RP3 são dadas por:

0. A 0-célula C(13) = N− · (〈f1〉) = 〈f1〉.

1. A 1-célula C(1432) = N− · (〈f2〉) = 〈f2 − af1〉.

2. A 2-célula C(12)(34) = N− · (〈e2〉) = 〈e2 + cf1 + hf2〉.

3. A 3-célula C(1) = N− · (〈e1〉) = 〈e1 + ae2 + bf1 + df2〉.

Homologia de RP3

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes c(w,w′) podem ser

calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para a variedade flag maximal apenas

considerando estes representantes.

Homologia de RP3

W Πw φ(w)

1 ∅ 0

r1 α1 α1

r2r1 α2, α3 α1 + 2α2

r1r2r1 α1, α3, α4 4α1 + 2α2

Segue que o operador fronteira é dado por: Nı́vel 1: ∂Sr1 = 0; Nı́vel 2: ∂Sr2r1 = −2Sr1
e Nı́vel 3: ∂Sr1r2r1 = 0.

E, portanto:

• H3(RP
3,Z) = Z.

• H2(RP
3,Z) = 0.

• H1(RP
3,Z) = Z2.
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Caṕıtulo 4

As Grassmannianas de Sl(n,R)

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo da homologia das Grassmannianas Gr (Rn), que são

variedades flag do grupo Sl(n,R), determinando uma fórmula para o operador fronteira de

uma dada célula de Schubert. Para isto, faz-se uso de uma decomposição irredut́ıvel (minimal)

para os reprentantes minimais estabelecida por [17]. Isto corresponde a primeira parte deste

caṕıtulo.

Além disto, é também neste contexto que se encontrou um exemplo no qual a aplicação

induzida pela projeção da variedade flag maximal sobre uma variedade flag parcial não é

sobrejetiva, a saber, a projeção da variedade flag maximal de Sl(5,R) sobre a Grassmanniana

Gr2(R
5). A segunda parte deste caṕıtulo é dedicada a apresentar este exemplo.

4.1 O grupo Sl(n,R)

Decomposições de Cartan e Iwasawa

Seja G = Sl(n,R) o grupo de matrizes invert́ıveis n×n de determinante 1. A sua álgebra

de Lie g = sl(n,R) é formada pelas matrizes n × n de traço zero. A função θ(X) = −Xt é

a involução de Cartan que fornece a decomposição de Cartan g = k ⊕ s onde k = so(n) é a

subálgebra das matrizes anti-simétricas e s é o subespaço das matrizes simétricas. Passando

ao ńıvel do grupo, temos a decomposição de Cartan do grupo Sl(n,R) = SO(n,R) · S, onde

S são as matrizes simétricas positivas definidas.

Fixamos a subálgebra das matrizes diagonais a ⊂ s como a subálgebra abeliana maximal.

A câmara de Weyl positiva a+ ⊂ a é o conjunto das matrizes H = diag(a1, . . . , an) tais que

a1 > · · · > an. Defina αij = λi − λj ∈ a∗ por λi(diag(a1, . . . , an)) = ai. As ráızes positivas

são dadas por Π+ = {αij , i < j}. O conjunto de ráızes simples é dado por

Σ = {α1 = α12, . . . , αl−1 = αl−1,l} ⊂ Π+.

A decomposição de Iwasawa de g é dada por g = so(n) ⊕ a ⊕ n onde n =
∑

α∈Π+ gα é



64 4. As Grassmannianas de Sl(n,R)

a subálgebra nilpotente das matrizes triangulares superiores com entradas diagonais nulas.

Passando ao ńıvel do grupo, temos que a decomposição de Iwasawa de Sl(n,R) = SO(n)AN ,

onde A é o subgrupo das matrizes diagonais com entradas positivas e N é o subgrupo das

matrizes triangulares superiores com entradas diagonais iguais a 1.

Grupo de Weyl

O grupo de Weyl W associado a a é gerado pelas reflexões em torno do núcleo das ráızes

α ∈ a∗. Pela realização da subálgebra abeliana como a = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn |x1+· · ·+xn = 0}

cuja câmara de Weyl positiva realiza-se como

a+ = {(x1, . . . , xn) ∈ a |x1 > · · · > xn}.

Cada raiz positiva αij ∈ Π+, 1 ≤ i < j ≤ n, possui 1 na i-ésima entrada e −1 na j-ésima

entrada e todas as outras coordenadas nulas. As reflexões rαij
permutam as coordenadas i e

j. Neste caso, o grupo de Weyl é gerado pelas reflexões ri = (i, i + 1) e, por isto, segue que

W é o grupo Sn, grupo das permutações em n elementos de ordem n!.

Por outro lado, o grupo de Weyl (anaĺıtico) também pode ser descrito como W =M∗/M ,

onde M∗ e M são o normalizador e o centralizador de a, respectivamente. Neste caso, M

é o grupo de matrizes diagonais com entradas ±1 enquanto M∗ corresponde às matrizes de

permutação.

Subálgebras e Subgrupos Parabólicos

Seja r uma sequência crescente de números inteiros r = (r1, · · · , rs), com 1 ≤ r1 < · · · <

rs < n. A partir de r, obtemos uma partição (k1, . . . , ks+1) para n pela relação ki = ri− ri−1,

onde r0 = 0 e rs+1 = n.

Os subgrupos e subálgebras parabólicos de tipo Θ são determinados a partir da escolha

do subconjunto Θ ⊂ Σ = {αj : j = 1, · · · , l − 1}. Neste caso, dizemos que um intervalo em

Σ é um subconjunto da forma Σ(i, j) = {αr : i ≤ r ≤ j}. Qualquer subconjunto Θ pode ser

descrito pela união disjunta Σ(i1, j1)∪· · ·∪Σ(ik, jk) com jl < il+1, para todo l = 1, . . . , k−1.

Esta escolha para Θ define a seguinte sequência crescente r de números inteiros:

r = (1, . . . , i1 − 1, . . . , j1 + 1, . . . , ik − 1, . . . , jk + 1, jk + 2, . . . , n− 1). (4.1)

Os subgrupos parabólicos associados a Θ = Σ(i1, j1) ∪ · · · ∪ Σ(ik, jk) são descritos pelas

matrizes triangulares superiores em blocos cujas dimensões são determinadas pela partição

k de n definida pela sequência (4.1), isto é,

PΘ =








A1 · · · ∗

A2 · · ·
...

...
. . .

0 · · · As+1







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onde Ai é uma matriz ki × ki, i = 1, . . . , s + 1, detA1 · · · detAs+1 = 1 e ki = ri − ri−1.

Consequentemente, a subálgebra parabólica de tipo Θ = Σ(i1, j1)∪· · ·∪Σ(ik, jk) corresponde

às matrizes triangulares superiores em blocos em sl(n,R) com o mesmo formato, isto é, em

blocos divididos de acordo com a partição de n determinada pela sequência (4.1).

Observação: Para este Θ, o grupo de Weyl WΘ será o produto direto dos grupos de per-

mutação dos subconjuntos {il, . . . , jl + 1}, l = i, . . . , j.

Variedades flag

Sejam Θ = Σ(i1, j1)∪ · · · ∪Σ(ik, jk) ⊂ Σ e r a sequência (4.1) associada. A variedade flag

G/PΘ é a variedade flag de subespaços Vr1 ⊂ · · · ⊂ Vrs onde cada Vi é um subespaço vetorial

dimVi = i em Rn, denotada por F(r), isto é:

F(r) = {Vr1 ⊂ · · ·Vrs : dimVi = i , Vi ⊂ Rn}.

Isto pode ser obtido diretamente considerando-se a ação transitiva de Sl(n,R) em F(r) de

modo que se

bΘ = 〈e1, . . . , er1〉 ⊂ · · · 〈e1, . . . , ers〉

for a origem de F(r) então o subgrupo de isotropia é o subgrupo parabólico PΘ formado por

blocos dado pela partição de n definida por r.

Por exemplo, no caso em que Θ = Σ(1, k− 1)∪Σ(k+1, n− 1), G/PΘ é a Grassmanniana

Grk(R
n) dos subespaços de dimensão k em Rn.

4.2 Homologia das Grassmannianas Grk(R
n)

Uma vez que podemos obter as Grassmannianas Grk(R
n) como um espaço homogêneo

G/PΘ para Θ = Σ(1, k− 1)∪Σ(k+1, n− 1) = Σ \ {αk}, obtemos a decomposição de Bruhat

Grk(R
n) =

∐

w∈W/WΘ

N · wbΘ. (4.2)

A homologia de Grk(R
n) é determinada pelo cálculo do operador fronteira em cada célula

de Schubert SΘ
w , fecho de uma célula de Bruhat N · wbΘ, w ∈ W/WΘ. Para isto, precisamos

determinar os representantes minimais wΘ ∈ WΘ em cada classe lateral (veja o Lema 2.2.1).

Como WΘ é o produto direto dos grupos de permutação dos subconjuntos {1, . . . , k − 1} e

{k + 1, . . . , n− 1}, temos que a cardinalidade de WΘ = k!(n− k)!. Portanto, a cardinalidade

de WΘ ou, equivalentemente, a quantidade de células na decomposição (4.2) é igual a

(
n

k

)
.

Os elementos em WΘ foram determinados em [17], Proposição 2.1. Para entender como

estes elementos são definidos, vamos considerar a Grassmanniana Grk(R
n) vista como um
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subconjunto do espaço projetivo de
∧k

Rn (veja a seção 6.4). Neste caso, uma base é formada

pelos elementos

eI = ei1 ∧ · · · ∧ eik 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

A origem é e0 = e1 ∧ · · · ∧ ek. As células de Schubert são SI = feN · eI que têm dimensão

(i1 − 1) + · · · + (ik − 1) = i1 + · · · + ik −
k(k+1)

2 . Para cada multi-́ındice I existe um único

elemento de comprimento mı́nimo w ∈ W tal que wIe0 = eI . Estes são os elementos que

compõe WΘ.

Para descrevê-los, denote por ri = (i, i + 1) a reflexão em relação a raiz αi. Dado um

multi-́ındice I, para cada j = 1, . . . , k, considere a permutação (j, ij) que leva o ı́ndice j em

ij e que admite decomposição minimal

ηI,j = (j, ij) = rij−1 · · · rj+1rj .

Segue que

wI = (1, i1) · · · (k, ik) = ηI,1 · · · ηI,k.

Observe que esta permutação leva o multi-́ındice I0 = (1, 2, . . . , k) em I = (i1, . . . , ik).

Esta decomposição de wI é minimal ([17], Proposição 2.1) e, com esta informação, pode-se

calcular o conjunto ΠwI
= Π+ ∩ wIΠ

− que aparece na expressão que define φ(wI) que, por

sua vez, é fundamental no cálculo do operador fronteira da homologia celular. Da expressão

geral para ΠwI
em termos da decomposição minimal (veja a Equação (1.1)), segue que

Π+ ∩ wIΠ
− =

k⋃

j=1

ηI,1 · · · ηI,j−1Π
+ ∩ ηI,jΠ

− (4.3)

enquanto Π+ ∩ ηI,jΠ
− é dado por

αij−1, αij−1 + αij−2, · · · , αij−1 + αij−2 + · · ·+ αj

onde está implicito que Π+∩ ηI,jΠ
− = ∅ se ij = j. Escrevendo αi = λi−λi+1 e αij = λi−λj ,

as ráızes de Π+ ∩ ηI,jΠ
− são dadas por

λij−1 − λij , λij−2 − λij , · · · , λj − λij .

Portanto,

Π+ ∩ ηI,jΠ
− = {λu − λij : u = j, . . . , ij − 1}. (4.4)

Agora, dados os multi-́ındices I = (i1, . . . , ik) e J = (j1, . . . , jk), os elementos minimais

correspondentes wI e wJ satisfazem wi ≤ wJ se, e só se, it ≤ jt, t = 1, . . . , k. Em particular,

as células de Schubert de dimensão um a menos que SI são dadas pelos multi-́ındices

Is = (i1, . . . , is − 1, . . . , ik) s = 1, . . . , k
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tal que is−1 < is − 1 se s > 1 e i1 > 1.

Para se calcular o operador fronteira, deve-se encontrar φ(wI) − φ(wIs), onde φ(w) =∑
α∈Πw

α. Esta soma se estende aos elementos da união (4.3). O cálculo será feito em três

etapas: para as componentes j < s, j = s e j > s. Inicialmente, observe que, para j < s, as

componentes são as mesmas, tanto para Π+∩wIΠ
− quanto para Π+∩wIsΠ

− e, portanto, estas

ráızes não colaboram para a soma φ(wI)− φ(wIs). Com isto, restam apenas as componentes

j = s e j > s.

1. A contribuição da componente j = s é (is − s)(λs−1 − λs).

Para ver isto, separe em casos: s > 1 e s = 1.

(a) s > 1. Em primeiro lugar, da expressão (4.4), segue que

φ (ηI,s) = λs + λs+1 + · · ·+ λis−1 − (is − s)λis (4.5)

φ (ηIs,s) = λs + λs+1 + · · ·+ λis−2 − (is − 1− s)λis−1 (4.6)

de modo que

φ(wI)− φ(wIs) = (is − s)(λis−1 − λis).

Finalmente, a contribuição da componente j = s na soma (4.3) será dada por

(1, i1) · · · (s− 1, is−1) (φ(wI)− φ(wIs))

= (1, i1) · · · (s− 1, is−1)(is − s)(λis−1 − λis)

= (is − s) ((1, i1) · · · (s− 1, is−1)) (λis−1 − λis)

Como is−1 < is−1 < is segue que λis−1−λis é invariante por (1, i1) · · · (s−1, is−1).

E dáı que a contribuição se reduz a

(is − s)(λis−1 − λis),

conforme enunciado.

(b) O caso s = 1 é semelhante e mais simples, pois não aparece a permutação multi-

plicando à esquerda e a contribuição vem da soma (4.5) subtráıda de (4.6) que é

igual a

φ(wI)− φ(wI1) = (i1 − 1)(λi1−1 − λi1).

2. A contribuição de uma componente j > s é λis−1 − λis .

Da mesma forma que em (4.5), φ (ηI,j) é a soma

Λj = λj + λj+1 + · · ·+ λij−1 − (ij − j)λij
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de modo que as contribuições em φ(wI) e φ(wIs) são dadas por:

j∑

I

= (1, i1) · · · (s, is) · · · (j − 1, ij−1) (Λj) (4.7)

j∑

Is

= (1, i1) · · · (s, is − 1) · · · (j − 1, ij−1) (Λj) (4.8)

Para se obter a diferença, note que, em relação às decomposições minimais de (s, is) e

(s, is − 1), temos que (s, is) = ris−1(s, is − 1). Agora, defina

γ = (s, is) · · · (j − 1, ij−1) (Λj)

δ = (s, is − 1) · · · (j − 1, ij−1) (Λj)

e observe que γ = ris−1δ. Isto implica que γ − δ = ris−1δ − δ e dáı que ris−1(γ − δ) =

−(γ − δ). Mas ris−1 é a reflexão em relação à raiz simples λis − λis−1. Portanto, γ − δ

é um múltiplo de λis − λis−1. Mais precisamente,

γ − δ = −
2〈δ, λis−1 − λis〉

〈λis−1 − λis , λis−1 − λis〉
(λis−1 − λis) (4.9)

Com o produto interno canônico (em que 〈λi, λj〉 = δij), temos que 〈λis−1−λis , λis−1−

λis〉 = 2. Segue que o coeficiente é

〈δ, λis−1 − λis〉 = 〈(s, is − 1) · · · (j − 1, ij−1) (Λj) , λis−1 − λis〉.

Como as reflexões são isometrias, isto é o mesmo que

〈δ, λis−1 − λis〉 = 〈Λj , (j − 1, ij−1)
−1 · · · (s, is − 1)−1(λis−1 − λis)〉. (4.10)

Observe que (s, is − 1)−1 = (s, s+ 1) · · · (is − 2, is − 1) leva is − 1 em s e fixa is. Logo,

o segundo fator deste produto interno é

(j − 1, ij−1)
−1 · · · (s+ 1, is+1)

−1(λs − λis)

Observe que τ = (j − 1, ij−1)
−1 · · · (s+1, is+1)

−1 fixa s e, portanto, a alteração que ela

causa em λs − λis só depende de is.

Vamos agora mostrar que j ≤ τis < ij , isto é τis = t, com j ≤ t < ij e, portanto, o

produto interno em (4.10) é dado por:

〈λj + λj+1 + · · ·+ λij−1 − (ij − j)λij , τ(λs − λis)〉 =

〈λj + λj+1 + · · ·+ λij−1 − (ij − j)λij , (λs − λt)〉 = −1.
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Para verificar isto, observe inicialmente a decomposição minimal de τ e τ−1 são dadas

por:

τ = ((j − 1, j) · · · (ij−1 − 1, ij−1)) · · · ((s+ 1, s+ 2) · · · (is+1 − 1, is+1))

τ−1 = ((is+1, is+1 − 1) · · · (s+ 2, s+ 1)) · · · ((ij−1, ij−1 − 1) · · · (j, j − 1)) .

Agora, por um lado, note que vale τis < ij pois, do contrário, se τis = n, com n ≥ ij

então is = τ−1n, com n ≥ ij e, como n é invariante por τ−1, teŕıamos que is = n ≥ ij .

Mas is < ij e, portanto, podemos concluir que τis < ij . Agora, vamos mostrar que

j ≤ τis. Vamos considerar duas possibilidades:

(a) is ≥ j. Suponha que τis = n, n < j, isto é, is = τ−1n, com n < j. Inicialmente,

n ∈ {1, 2, . . . , j−1}. Claramente n /∈ {1, . . . , s} pois estes elementos são invariantes

por τ−1 e teŕıamos que is = n ∈ {1, 2, . . . , s} o que não é posśıvel pois is > s.

Portanto, n ∈ {s+1, . . . , j − 1} de onde teŕıamos que is ∈ τ−1{s+1, . . . , j − 1} =

{is+1, . . . , ij−1} o que também não é posśıvel pois is < is+1 < · · · < ij−1. Portanto,

conclúımos que τis ≥ j.

(b) is ≤ j − 1. Como s− 1 ≤ is−1 < is − 1 segue que is > s ≥ s+ 1. Portanto, is está

no conjunto {s+ 1, . . . , j − 1}. Pela decomposição minimal de τ , é posśıvel notar

que cada fator (s+k, is+k)
−1 de τ , k = 1, . . . , j−1, leva cada um dos elementos de

{s+1, . . . , j− 1} para o seu sucessor de modo que τ(s+1) = j, τ(s+2) = j+1 e,

assim por diante, τ(s+ k) = j + k− 1, k = 1, 2, . . . , j − (s+1). Portanto, τis ≥ j.

Assim, segue que, para ambos os casos, o coeficiente em (4.9) é igual a 1 e, portanto,

γ − δ = λis−1 − λis .

Por fim,
∑j

I −
∑j

Is
= (1, i1) · · · (s − 1, is−1) (γ − δ). Observe que λis−1 − λis é fixa por

(1, i1) · · · (s− 1, is−1) pois is−1 < is − 1. Logo conclúımos que
∑j

I −
∑j

Is
= λis−1 − λis

como enunciado.

Em resumo,

Proposição 4.2.1. Sejam I = (i1, . . . , ik), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n e Is = (i1, . . . , is−1, . . . , ik),

is−1 < is − 1 se s > 1, dois multi-́ındices associados às células de Schubert SI e SIs. Então

φ(wI)− φ(wIs) = ((is − s) + (k − s)) (λis−1 − λis) = (is + k − 2s)(λis−1 − λis) .

Note que (is − s) (λis−1 − λis) é a contribuição vinda de ηI,1 · · · ηI,s−1 (Π
+ ∩ ηI,sΠ

−) en-

quanto que (k − s) (λis−1 − λis) vem de ηI,1 · · · ηI,j−1 (Π
+ ∩ ηI,jΠ

−) para j > s.

Agora, podemos obter o operador fronteira da homologia celular.

Fixando as decomposições minimais dadas para os wI , se obtém uma decomposição celular

com as funções de colagem determinadas. As células de Schubert são denotadas por SI e

∂(SI) =
∑

c(I, Is)SIs
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tomando Is com a condição que is−1 < is − 1 se s > 1 e i1 > 1.

Ao retirar a raiz simples correspondente na representação de wI obtém-se a representação

de wIs . Portanto, nas expressões para c(I, Is) não é necessário incluir os termos de correção,

provenientes de escolhas de decomposições minimais.

É necessário apenas corrigir o sinal que corresponde à posição da reflexão simples que se

retira de wI para obter wIs . Olhando as decomposições minimais, segue que esta é a posição

ts = (i1 − 1) + · · ·+ (is−1 − s+ 1) + 1 = i1 + · · ·+ is−1 −
s(s− 1)

2
+ 1

isto é, o sinal da correção é (−1)ts . Portanto,

c(I, Is) = (−1)ts (1 + (−1)ρ)

onde ρ = is + k − 2s. Ou ainda,

c(I, Is) = (−1)ts
(
1 + (−1)is+k

)
. (4.11)

Corolário 4.2.2. As Grassmannianas Grk (R
n) são orientáveis se n é par.

Prova: Tome I = (n− k + 1, . . . , n) de modo que SI é a única célula de dimensão máxima.

O único s posśıvel é s = 1 com

i1 = n− k + 1.

Então i1+k = n+1. Dáı que ∂SI = 0 se n é par, isto é, a homologia máxima é Z se n é par.

Exemplo k = 2 e n = 5

Vamos apresentar o cálculo dos grupos de homologia das Grassmannianas Gr2(R
5). De

acordo com [17], os

(
5

2

)
= 10 multi-́ındices referentes aos elementos de WΘ são apresen-

tados, juntamente com as respectivas decomposições minimais e dimensões das células, na

tabela abaixo.



4.2. Homologia das Grassmannianas Grk(R
n) 71

Os representantes minimais de Gr2
(
R5
)

I wI dimSI

(1, 2) 1 0

(1, 3) r2 1

(2, 3) r1r2 2

(1, 4) r3r2 2

(2, 4) r1r3r2 3

(1, 5) r4r3r2 3

(3, 4) r2r1r3r2 4

(2, 5) r1r4r3r2 4

(3, 5) r2r1r4r3r2 5

(4, 5) r3r2r1r4r3r2 6

Escreva i1 = i < i2 = j com i = 1, . . . , 4 e j = 2, . . . , 5. Neste caso, t1 = 1 e t2 = i. Assim,

a fórmula (4.11) se reduz a duas partes:

1. c(I, I1) = −1− (−1)i, só para i ≥ 2, e

2. c(I, I2) = (−1)i
(
1 + (−1)j

)
= (−1)i + (−1)i+j que vale quando i < j − 1.

As células e suas fronteiras são as seguintes:

dim 0 A célula S(1,2) e ∂S(1,2) = 0.

dim 1 A célula S(1,3) e ∂S(1,3) = 0.

dim 2 As células S(2,3) e S(1,4). Neste caso:

• ∂S(2,3) = (−1− (−1)2)S(1,3) = −2S(1,3).

• ∂S(1,4) = ((−1)1 + (−1)1+4)S(1,3) = −2S(1,3).

dim 3 As células S(2,4) e S(1,5). Neste caso:

• ∂S(2,4) = (−1− (−1)2)S(1,4) + ((−1)2 + (−1)2+4)S(2,3) = −2S(1,4) + 2S(2,3).

• ∂S(1,5) = ((−1)1 + (−1)1+5)S(1,4) = 0.

dim 4 As células S(3,4) e S(2,5). Neste caso:

• ∂S(3,4) = (−1− (−1)3)S(2,4) = 0.

• ∂S(2,5) = (−1− (−1)2)S(1,5) + ((−1)2 + (−1)2+5)S(2,4) = −2S(1,5).

dim 5 A célula S(3,5) e ∂S(3,5) = (−1− (−1)3)S(2,5) + ((−1)3 + (−1)3+5)S(3,4) = 0.

dim 6 A célula S(4,5) e ∂S(4,5) = (−1 + (−1)4)S(3,5) = −2S(3,5).
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Portanto, a homologia inteira de Gr2
(
R5
)
é dada por:

H0 = Z, H1 = Z2, H2 = 0, H3 = Z2, H4 = Z, H5 = Z2 e H6 = 0.

Observe que o conjunto dos ciclos 4-dimensionais é Z · S(3,4) e, como ∂Θ = 0 nos ciclos

5-dimensionais, segue que H4

(
Gr2

(
R5
))

= Z · S(3,4).

4.3 Sobrejetividade de πΘ∗ : H∗(F) → H∗(FΘ)

Vamos agora fornecer um exemplo que mostra que a projeção canônica πΘ : F → FΘ não

é sobrejetiva na homologia sobre Z em geral. Isto mostra uma distinção ao que ocorre no

caso das variedades flag complexas ou no caso em que o anel é Z2 quando a homologia é

livremente gerada pelas células de Schubert.

Antes de procedermos, note que πΘ (assim como qualquer projeção entre variedades flag)

é uma função celular pois π (Sw) = SΘ
w tem dimensão dimSw. Portanto existe uma aplicação

bem definida na homologia celular.

Esta seção se encontra neste caṕıtulo justamente pelo fato de que o exemplo que va-

mos apresentar corresponde à projeção da variedade flag maximal de G = Sl(5,R) sobre a

Grassmanniana Gr2(R
5).

A homologia do flag maximal de Sl(5,R)

A tabela abaixo apresenta como as 120 células de Schubert da variedade flag maximal de

Sl(5,R) estão distribúıdas de acordo com suas dimensões.

dimensão 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

#de células 1 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1

Esta distrubuição pode ser facilmente obtida ao se escrever w ∈ W como w = uv com

u ∈ WΘ, v ∈ WΘ e l(w) = l(u) + l(v). Aqui

WΘ = {1, r2, r1r2, r3r2, r1r3r2, r4r3r2, r2r1r3r2, r1r4r3r2, r2r1r4r3r2, r3r2r1r4r3r2}.

WΘ = 〈r1〉 × 〈r3, r4〉

= {1, r1, r3, r4, r1r3, r1r4, r3r4, r4r3, r1r3r4, r1r4r3, r3r4r3, r1r3r4r3}.

Nosso objetivo nesta seção é apresentar um exemplo de quando a aplicação πΘ∗ : H∗(F) →

H∗(FΘ) não é sobrejetora. Para isto, vamos agora nos concentrar no ńıvel quatro. Para ap-

resentar a tabela com a informação requerida, simplificaremos a notação de acordo com as

seguintes convenções.

• Escrevemos (λ1, λ2, λ3, λ4) para expressar que φ(w) =
∑4

j=1 λjαj .
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• O ı́ndice i1 · · · ik denota w = ri1 · · · rik .

Tabela das 3-células

w φ(w) w φ(w) w φ(w)

134 (1, 0, 2, 1) 143 (1, 0, 1, 2) 343 (0, 0, 2, 2)

213 (1, 3, 1, 0) 214 (1, 2, 0, 1) 234 (0, 3, 2, 1)

243 (0, 2, 1, 2) 321 (1, 2, 3, 0) 323 (0, 2, 2, 0)

324 (0, 1, 3, 1) 121 (2, 2, 0, 0) 123 (3, 2, 1, 0)

124 (2, 1, 0, 1) 132 (2, 1, 2, 0) 432 (0, 1, 2, 3)

Tabela das 4-células

w φ(w) w φ(w)

1343 (1, 0, 2, 2) 2134 (1, 4, 2, 1)

2143 (1, 3, 1, 2) 2343 (0, 3, 2, 2)

1213 (3, 3, 1, 0) 1214 (2, 2, 0, 1)

1234 (4, 3, 2, 1) 1243 (3, 2, 1, 2)

3213 (1, 3, 3, 0) 3214 (1, 2, 4, 1)

3234 (0, 3, 3, 1) 3243 (0, 2, 4, 2)

1321 (2, 2, 3, 0) 1323 (3, 2, 2, 0)

1324 (2, 1, 3, 1) 4321 (1, 2, 3, 4)

4323 (0, 2, 2, 3) 4324 (0, 1, 3, 3)

2132 (2, 4, 2, 0) 1432 (2, 1, 2, 3)

Desta tabela e do Teorema 2.1.10 obtemos o operador fronteira sobre as 4-células:

• ∂(S1343) = ∂(S2343) = ∂(S1214) = ∂(S1321) = ∂(S1323) = ∂(S4323) = 0.

• ∂(S2143) = ∂(S1213) = ∂(S3213) = ±2S213.

• ∂(S3234) = ∂(S1324) = ∂(S4324) = ±2S324.

• ∂(S2134) = ∂(S3214) = ±2S134 ± 2S214.

• ∂(S1234) = ±2S234 ± 2S124.

• ∂(S1243) = ±2S143 ± 2S123.

• ∂(S3243) = ±2S343 ± 2S323.

• ∂(S4321) = ±2S321 ± 2S143.

• ∂(S2132) = ±2S323 ± 2S121.

• ∂(S1432) = ±2S432 ± 2S124.



74 4. As Grassmannianas de Sl(n,R)

Agora, considere a célula S2132 = Sr2r1r3r2 com ∂(S2132) = ±2S323±2S121. Logo S2132 não

é um ciclo. A célula projetada SΘ
2132 = SΘ

r2r1r3r2 = S(3,4) é um gerador de H4

(
Gr2

(
R5
))

=

Z · S(3,4). Por outro lado, em F não existe um ciclo da forma S2132 + σ, com σ uma com-

binação de 4-células diferentes de S2132. Isto pode ser visto por inspeção na lista acima. De

fato, c (w, 121) = 0 para qualquer célula Sw 6= S2132, portanto ∂ (S2132 + σ) = ±2S121 +

(±2S323 + ∂σ) 6= 0, pois ∂σ não tem componente na direção de S121.

Mas πΘ (S) = S(3,4) se e somente se S = S2132 + σ com σ uma combinação de 4-células

diferentes de S2132. Portanto πΘ não é sobrejetiva sobre os 4-ciclos e portanto não é sobre

H4

(
Gr2

(
R5
))

= Z · S(3,4).

Observação: Esta não-sobrejetividade de πΘ : F → Gr2(R
5) na Z-homologia mostra, em

particular, que este fibrado não admite uma seção cont́ınua.
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Caṕıtulo 5

As Grassmannianas de Sp(l,R)

Este caṕıtulo apresenta o estudo da homologia das Grassmannianas Lagrangeanas Ll
(
R2l
)

que são variedades flag do grupo simplético Sp(l,R) encontrando a fórmula para o operador

fronteira em uma célula de Schubert. Acontece que, neste caso, diferentemente do caso das

Grassmannianas Grk(R
n), é necessário apresentar uma decomposição irredut́ıvel (minimal)

para os representantes minimais que fornecem uma decomposição celular para estes espaços.

Por isto, a primeira parte deste caṕıtulo é dedicada à determinação de uma decomposição min-

imal para as células de Schubert das Grassmannianas Isotrópicas Lp
(
R2l
)
. Depois disto, em

particular, utiliza-se esta decomposição minimal no caso das Grassmannianas Lagrangeanas

para encontrar a fórmula do operador fronteira da homologia celular.

5.1 O grupo Sp(l,R)

Seja G = Sp(l,R) = {g ∈ Sl(2l,R) : gtJg = J} o grupo real simplético de matrizes 2l×2l,

onde J é a matriz 2l × 2l escrita em blocos l × l como

J =

(
0 −I

I 0

)
.

Seja R2l em espaço euclideano de dimensão par. Uma forma bilinear anti-simétrica não-

degenerada ω(u, v) em R2l é chamada de forma simplética. Dada uma forma simplética qual-

quer, existe uma base

B = {e1, . . . , el, f1, . . . , fl}

de R2l tal que a matriz da forma ω(u, v) é a matriz J , definida acima.

A sua álgebra de Lie g = sp(l,R) = {X : XJ + JXt = 0} pode ser caracterizada da

seguinte forma: uma matriz X ∈ sp(l,R) é da forma

X =

(
A B

C −At

)
∈ sl(2l,R),
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onde A, B e C são matrizes reais l × l com B = Bt e C = Ct (simétricas).

Decomposição de Cartan

A função θ(X) = JXJ−1 é a involução de Cartan que fornece a decomposição de Cartan

g = k⊕ s onde:

1. k =

{(
A −B

B A

)
: A = At , B = Bt

}
é a álgebra das matrizes anti-simétricas em

sp(l,R) e é isomorfa à álgebra das matrizes complexas anti-hermitianas u(l).

2. s =

{(
A B

B −A

)
: A = At , B = Bt

}
é o subespaço das matrizes simétricas em

sp(l,R).

Passando ao ńıvel do grupo, temos a decomposiçao de Cartan Sp(l,R) = KS onde K

é isomorfo ao grupo das matrizes unitárias complexas U(l) e S é o conjunto das matrizes

simétricas positivas definidas em Sp(l,R).

Grupo de Weyl

As subálgebras abelianas maximais de s são subálgebras de Cartan pois sp(l,R) é forma

real normal de sp(l,C). Uma dessas é a subálgebras das matrizes diagonais em sp(l,R),

isto é, as matrizes da forma diag(H,−H) ∈ s, com H uma matriz diagonal l × l. Seja

a+ = {diag(a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al) : a1 > · · · > al > 0} uma câmara de Weyl de a.

Para H = diag(a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al) ∈ a, definimos um funcional λi ∈ a∗ por λi(H) =

ai. Um sistema de ráızes positivas será Π+ = {λi−λj : 1 ≤ i < j ≤ l}∪{λi+λj : 1 ≤ i, j ≤ l}.

Um sistema de ráızes simples associado é

Σ = {α1 = λ1 − λ2, . . . , αl−1 = λl−1 − λl, αl = 2λl}.

ao qual corresponde o diagrama de Dynkin Cl.

As reflexões em relação às ráızes αj , 1 ≤ j ≤ l − 1, são dadas pelas permutações das

coordenadas j e j + 1 em um elemento H enquanto a reflexão em relação à ráız αl troca o

sinal da última coordenada, isto é, se H = diag(a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al) ∈ a então:

(. . . , aj , aj+1, . . . ,−aj ,−aj+1, . . .)
rαj
7→ (. . . , aj+1, aj , . . . ,−aj+1,−aj , . . .)

(a1, . . . , al,−a1, . . . ,−al)
rαl7→ (a1, . . . ,−al,−a1, . . . , al) (5.1)

Como as reflexões simples geram o grupo de Weyl, o grupo de Weyl W = Sl ≀ C2 é o

produto wreath do grupo de permutações Sl em l variáveis e o grupo C2 ćıclico de ordem 2

correspondente à troca de sinal e tem ordem 2ll!.

A partir das equações (5.1), em termos de elementos em S2l, os geradores do grupo de

Weyl podem ser descritos como rαj
= (j , j + 1)(l + j , l + j + 1) e rαl

= (l , 2l).
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Subálgebras Parabólicas

Os subespaços de ráızes são dados por:

• Associados a λi − λj , i < j, temos o subespaço gerado por ei,j − el+i,l+j em sp(l,R)

cujas únicas entradas não-nulas são i, j e l+ i, l+ j que aparecem nos blocos diagonais

(A e −At.)

• Associados a λi+ λj , temos o subespaço gerado por ei,l+j + ej,l+i, se i < j, e por ei,l+i,

se i = j, em sp(l,R) cujas únicas entradas não-nulas são i, j + l e j, l+ i que aparecem

no bloco superior direito (B).

Segue que n =

{(
A B

0 −At

)}
com A triangular superior com diagonal nula e B

simétrica. A subálgebra parabólica minimal se decompõe como p = m ⊕ a ⊕ n, onde m = 0

pois a é a subálgebra de Cartan. Segue também que n− =

{(
A 0

C −At

)}
com A triangular

inferior com diagonal nula e C simétrica.

O nosso interesse agora é determinar as subálgebras parabólicas maximais, isto é, aquelas

que são provenientes da escolha de Θ ⊂ Σ tal que o seu complementar seja um conjunto

unitário e que estão associadas às variedades flag minimais.

i. Θ = Σ \ {αj}, 1 ≤ j ≤ l − 1.

A subálgebra parabólica pΘ é a subálgebra da forma

{(
A B

C −At

)}
com B simétrica,

A =

{(
α β

0 γ

)
: α é uma matriz j × j arbitrária

}

C =

{(
0 0

0 δ

)
: δ é uma matriz (l − j)× (l − j) arbitrária

}

ii. Θ = Σ \ {αl}.

Meste caso, pΘ é a subálgebra da forma

{(
A B

0 −At

)}
com A qualquer e B simétrica.

5.2 As Variedades Flag Minimais

Seja ω(u, v) uma forma simplética num espaço euclideano R2l. Um subespaço V de R2l

é dito isotrópico (com relação a ω) se ω(u, v) = 0 para todo u, v ∈ V ou, equivalentemente,

se ω|V ×V
= 0. Segue que V é isotrópico se e somente se v está contido em V ⊥. Como
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dimV +dimV ⊥ = 2l, temos que a dimensão de um subespaço isotrópico é no máximo l. Ex-

istem subespaços isotrópicos de dimensão exatamente l os quais são chamados de subespaços

Lagrangeanos. Por exemplo, se J é a matriz de ω na base canônica B então o subespaço

gerado pelos l primeiros vetores e1, . . . , el é isotrópico e, portanto, Lagrangeano.

Usaremos a notação Lp
(
R2l
)
para denotar a Grassmanniana dos subespaços isotrópicos

de dimensão p em R2l, para p ≤ l.

Na tese [7] é feita a demonstração detalhada do seguinte fato: Lp
(
R2l
)
é a variedade flag

minimal de Sp(l,R) associada a Θ = Σ \ {αp}, se 1 ≤ p ≤ l − 1 e Θ = Σ \ {αl} se p = l. Em

particular, a variedade Ll
(
R2l
)
é chamada de Grassmanianna Lagrangeana.

Considere o seguinte conjunto formado pelos elementos básicos

Bp =
{
{ei1 , . . . , eiq , fj1 , . . . , fjr} : p = q + r e is 6= jt, ∀1 ≤ s, t ≤ l

}

formado pelas partições de p de tal modo que não apareça o mesmo sub́ındice simultaneamente

para um elemento ei e fj . Segue que, se J é a matriz da forma simplética ω na base B, então Bp

gera um subespaço isotrópico de dimensão p e, portanto, serve como uma base para Lp
(
R2l
)
.

Observação: As variedades flag maximais F de Sp(l,R) se projetam via πΘ : F → FΘ.

Portanto:

F = F(1, 2, · · · , l − 1, l) =
{
L1

(
R2l
)
⊂ · · · ⊂ Li

(
R2l
)
⊂ · · · ⊂ Ll

(
R2l
)}

é a variedade dos subespaços isotrópicos encaixantes em R2l.

Observação: Lp
(
R2l
)
pode ser vista como um subespaço do espaço projetivo P

(∧p(R2l)
)

pela aplicação definida por

〈ei1 , . . . , eiq , fj1 , . . . , fjr〉 7→ [ei1 ∧ . . . ∧ eiq ∧ fj1 ∧ . . . ∧ fjr ].

Decomposição Celular de Lp
(
R2l
)

Como as Grassmannianas Lp
(
R2l
)
correspondem às variedades flag minimais de Sp(l,R),

para a escolha de Θ = Σ \ {αp}, 1 ≤ p ≤ l, podemos obter uma decomposição celular a partir

das células de Schubert.

As células de Schubert são, por definição, o fecho das células de Bruhat dadas pela de-

composição de Bruhat:

Lp

(
R2l
)
=

∐

w∈W/WΘ

N · wbΘ

onde N é o grupo conexo com álgebra de Lie dada por n e W/WΘ é o conjunto das classes

laterais de WΘ em W. A proposição 2.2.1 afirma que existe um único representante minimal

wΘ em cada classe wWΘ. Portanto, precisamos determinar uma decomposição irredut́ıvel

(minimal) para estes representantes minimais para que se possa encontrar as células de Schu-

bert.
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O conjunto WΘ

Denotamos por WΘ o conjunto dos representantes minimais wΘ. Em primeiro lugar, note

que a cardinalidade de WΘ é dada por

| WΘ |= 2p

(
l

p

)
(5.2)

De fato, denote por WAl
o grupo de Weyl associado ao diagrama Al e por WCl

o grupo

de Weyl associado ao diagrama Cl.

Observe que WΘ
∼= WAp−1 ×WCl−p

. Como o grupo de Weyl de Cl tem cardinalidade 2ll!,

o grupo de Weyl de Al é o grupo simétrico Sl+1 e tem cardinalidade (l + 1)!, segue que a

cardinalidade de WΘ = p!2l−p(l − p)!. Portanto,

| WΘ |=
| W |

| WΘ |
=

2ll!

p!2l−p(l − p)!
= 2p

(
l

p

)
.

Vamos agora determinar explicitamente os elementos de WΘ.

O conjunto A

Os elementos de WΘ para Θ maximal (Θ = Σ \ {αp}), são parametrizados por l-uplas da

forma (i, a) ∈ Zl. Neste sentido, definimos o conjunto A dos elementos (i, a) ∈ Zl onde:

i = (i1, . . . , ip) , a = (ap+1, . . . , al)

satisfazem:

• Em relação a a = (ap+1, . . . , al): 0 ≤ ap+1 ≤ ap+2 ≤ · · · ≤ al ≤ p. Ou:

P1 al assume todos os valores entre 0 e p: al = 0, 1, . . . , p.

P2 Para cada al, al−1 assume todos os valores entre 0 e al; para cada al−1, al−2

assume todos os valores entre 0 e al−1, etc. Para cada t, p+ 1 ≤ t < l tem-se que

0 ≤ at ≤ at+1.

• Em relação a i = (i1, . . . , ip), há dois tipos:

T1 Não tem contribuição de i: i1 = i2 = · · · = ip = 0 (tipo 1).

T2 Tem contribuição de i e ocorre quando ap+1 6= 0 para os quais os últimos ap+1

elementos de i podem ser não-nulos e aparecem em ordem estritamente crescente

com valores entre 0 e l (tipo 2). Ou:

(i) ij = 0 se j ≤ p− ap+1.

(ii) Para k, p− ap+1 ≤ k ≤ p, o menor inteiro tal que ik 6= 0 então 1 ≤ ik < · · · <

ip ≤ l.
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(Se ap+1 = 0 então i1 = i2 = · · · = ip = 0 pois ip ≤ ap+1 e estes já foram inclusos

nos de tipo 1)

Antes de estabelecer a relação destes elementos com os elementos no grupo de Weyl,

vamos considerar alguns exemplos no caso em que l = 4.

• Para p = 1 teremos as seguinte 4-uplas (i1, a2, a3, a4):

Tipo (i, a) Tipo (i, a)

1 (0, 0, 0, 0) 2 (1, 1, 1, 1)

1 (0, 0, 0, 1) 2 (2, 1, 1, 1)

1 (0, 0, 1, 1) 2 (3, 1, 1, 1)

1 (0, 1, 1, 1) 2 (4, 1, 1, 1)

• Para p = 2 teremos as seguinte 4-uplas (i1, i2, a3, a4):

Tipo (i, a) Tipo (i, a) Tipo (i, a) Tipo (i, a)

1 (0, 0, 0, 0) 2 (0, 1, 1, 1) 2 (0, 3, 1, 2) 2 (1, 2, 2, 2)

1 (0, 0, 0, 1) 2 (0, 2, 1, 1) 2 (0, 4, 1, 2) 2 (1, 3, 2, 2)

1 (0, 0, 0, 2) 2 (0, 3, 1, 1) 2 (0, 1, 2, 2) 2 (1, 4, 2, 2)

1 (0, 0, 1, 1) 2 (0, 4, 1, 1) 2 (0, 2, 2, 2) 2 (2, 3, 2, 2)

1 (0, 0, 1, 2) 2 (0, 1, 1, 2) 2 (0, 3, 2, 2) 2 (2, 4, 2, 2)

1 (0, 0, 2, 2) 2 (0, 2, 1, 2) 2 (0, 4, 2, 2) 2 (3, 4, 2, 2)

• Para p = 3 teremos as seguinte 4-uplas (i1, i2, i3, a4):

Tipo (i, a) Tipo (i, a) Tipo (i, a) Tipo (i, a)

1 (0, 0, 0, 0) 2 (0, 0, 1, 2) 2 (0, 2, 4, 2) 2 (0, 1, 4, 3)

1 (0, 0, 0, 1) 2 (0, 0, 2, 2) 2 (0, 3, 4, 2) 2 (0, 2, 3, 3)

1 (0, 0, 0, 2) 2 (0, 0, 3, 2) 2 (0, 0, 1, 3) 2 (0, 2, 4, 3)

1 (0, 0, 0, 3) 2 (0, 0, 4, 2) 2 (0, 0, 2, 3) 2 (0, 3, 4, 3)

2 (0, 0, 1, 1) 2 (0, 1, 2, 2) 2 (0, 0, 3, 3) 2 (1, 2, 3, 3)

2 (0, 0, 2, 1) 2 (0, 1, 3, 2) 2 (0, 0, 4, 3) 2 (1, 2, 4, 3)

2 (0, 0, 3, 1) 2 (0, 1, 4, 2) 2 (0, 1, 2, 3) 2 (1, 3, 4, 3)

2 (0, 0, 4, 1) 2 (0, 2, 3, 2) 2 (0, 1, 3, 3) 2 (2, 3, 4, 3)

A função η : A → W

Vamos agora estabelecer a relação dos elementos em A com os elementos no grupo de

Weyl. Vamos denotar por ri = rαi
a reflexão associada a raiz simples αi ∈ Σ. Para quaisquer

1 ≤ k ≤ n ≤ l definimos

π(n, k) = rn−k+1rn−k+2 · · · rn−1rn
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sendo que π(n, 0) = 1. Observe que ℓ(π(n, k)) = k.

Agora, definimos η1 a função que associa a cada i um elemento no grupo de Weyl da

seguinte forma:

η1(i1, . . . , ip) = π(l, i1)π(l, i2) · · ·π(l, ip).

Definimos também uma aplicação η2 que associa a cada a um elemento no grupo de Weyl da

seguinte forma:

η2(ap+1, . . . , al) = π(l − 1, ap+1)π(l − 2, ap+2) · · ·π(p, al).

Finalmente, definimos η a aplicação que associa a cada (i, a) um elemento no grupo de Weyl

a partir de η1 e η2:

η(i, a) = η1(i)η2(a). (5.3)

Vamos nos dedicar a estabelecer o seguinte resultado: a imagem pela aplicação η : A→ W

é o conjunto WΘ, com Θ = Σ \ {αp}.

Claramente, a η(A) ∈ W. Entretanto, há dois aspectos a serem provados aqui: em primeiro

lugar, precisamos verificar que as decomposições para os elementos de W como imagem de

η são decomposições irredut́ıveis (minimais). Em segundo lugar, temos que mostrar que tais

decomposições além de irredut́ıveis (minimais), fornecem o conjunto WΘ dos representantes

minimais em cada classe lateral de W/WΘ.

Observação: Sabemos que um elemento w ∈ W pode admitir mais de uma decomposição

minimal. No Apêndice de [17], apresenta-se brevemente uma outra decomposição minimal

para os elementos de WΘ. O exemplo abaixo ilustra esta diferença a partir do mesmo exemplo

feito neste artigo.

Exemplo: Considere o exemplo em que l = 3 e p = 2. A tabela abaixo compara duas

decomposições minimais diferentes: a que foi aqui apresentada com a que se encontra no

artigo [17]. Além desta comparação, na última coluna da tabela, considerando a variedade

flag L2

(
R6
)
associada, inserimos uma base que é obtida pela ação do grupo de Weyl na

origem bΘ = 〈e1, e2〉 de L2

(
R6
)
.
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Tipo (i, a) η(i, a) Deodhar L2

(
R6
)

1 (0, 0, 0) 1 1 〈e1, e2〉

1 (0, 0, 1) r2 r2 〈e1, e3〉

1 (0, 0, 2) r1r2 r1r2 〈e2, e3〉

2 (0, 1, 1) r3r2 r3r2 〈e1, f3〉

2 (0, 1, 2) r3r1r2 r1r3r2 〈e2, f3〉

2 (0, 2, 1) r2r3r2 r2r3r2 〈e1, f2〉

2 (0, 2, 2) r2r3r1r2 r2r1r3r2 〈e3, f2〉

2 (0, 3, 1) r1r2r3r2 r1r2r3r2 〈e2, f1〉

2 (0, 3, 2) r1r2r3r1r2 r2r1r2r3r2 〈e3, f1〉

2 (1, 2, 2) r3r2r3r1r2 r3r2r1r3r2 〈f3, f2〉

2 (1, 3, 2) r3r1r2r3r1r2 r3r2r1r2r3r2 〈f3, f1〉

2 (2, 3, 2) r2r3r1r2r3r1r2 r2r3r2r1r2r3r2 〈f2, f1〉

Usando as relações existentes em W é fácil ver que as diferentes decomposições são equiva-

lentes. A saber, valem as seguintes relações neste caso: r1r2r1 = r2r1r2, r2r3r2r3 = r3r2r3r2 e

r1r3 = r3r1. Por exemplo, observe como é posśıvel obter a equivalência entre os dois elementos

da última tabela:

r2r3r1r2(r3r1)r2 = r2r3(r1r2r1)r3r2 = r2r3r2r1r2r3r2.

5.2.1 Contagem dos elementos

Vamos agora mostrar que a cardinalidade do conjunto A é a mesma do conjunto dos

elementos minimais.

Para fazer contagem de elementos em A vamos aplicar em várias situações a seguinte

propriedade de combinatória: num conjunto com n elementos, a quantidade de k-uplas não-

ordenadas com repetição é dada pelo número

C̄(n, k) =

(
n+ k − 1

k

)
. (5.4)

Além disso, vale a seguinte igualdade
(
n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 2

2

)
+ · · ·+

(
n+ k

k

)
=

(
n+ k + 1

k

)
(5.5)

Lema 5.2.1. Existem

(
l

p

)
elementos de tipo 1.

Prova: Os elementos de tipo 1 são caracterizados pelas l − p-uplas (ap+1, . . . , al) que satis-

fazem P1 e P2. Estas regras implicam que os elementos de tipo 1 são constrúıdos da direita

para a esquerda. A identidade corresponde ao único C̄(p, 0) = 1 elemento com todas as co-

ordenadas nulas. Os primeiros elementos não-nulos são os C̄(p, 1) elementos que admitem
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uma entrada não-nula na última coordenada. Seguindo este procedimento, observamos que,

em geral, para cada 1 ≤ j ≤ l − p, existem C̄(p, j) elementos com entradas não-nulas nas

últimas j posições. Portanto, a quantidade de elementos do tipo 1 é dado pela soma (5.5)

com n = p− 1 e k = l − p, isto é,

l−p∑

j=0

C̄(p, j) =

l−p∑

j=0

(
p− 1 + j

j

)
=

(
l

l − p

)
=

(
l

p

)
.

Para cada 0 ≤ j ≤ p, defina o subconjunto Aj ⊂ A por

Aj = {(i, a) ∈ A : i1 = · · · = ip−j = 0 and 0 < ip−j+1 < · · · < ip}.

Assim Aj é o subconjunto de A que contém todos os elementos nos quais a parte i admite

exatamente j entradas não-nulas.

Lema 5.2.2. Para cada 0 ≤ j ≤ p, a cardinalidade de Aj é

(
l

j

)(
l − j

p− j

)
.

Prova: Temos duas possibildades.

1. O caso j = 0 que corresponde aos elementos de tipo 1. Pelo Lema 5.2.1, a quantidade

de tais elementos é

(
l

p

)
e observe que

(
l

0

)
= 1.

2. O caso j 6= 0 que corresponde aos elementos de tipo 2. Se existem j entradas não-nulas

em i então há

(
l

j

)
escolhas para i. Além disso, pela construção dos elementos em A,

isto implica que ap+1 ≥ j. Como j ≤ ap+1 ≤ ap+2 ≤ · · · ≤ al ≤ p, existem C̄(p − j +

1, l− p) escolhas para a. Portanto, o número de elementos da forma (i, ap+1, . . . , al) no

quais i admite exatamente j entradas não-nulas é o produto das escolhas para i e a,

isto é, (
l

j

)
· C̄(p− j + 1, l − p) =

(
l

j

)(
l − j

l − p

)
.

Observe que o resultado acima pode ser reescrito da seguinte forma
(

l

j

)(
l − j

l − p

)
=

(
l

p

)(
p

j

)
. (5.6)
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Corolário 5.2.3. Os conjuntos A e WΘ possuem a mesma cardinalidade.

Prova: Como A =

p⋃

j=0

Aj , o total de elementos em A é a soma

p∑

j=0

(
l − j

l − p

)(
l

j

)

pelo Lema 5.2.2. Aplicando a fórmula (5.6), temos que esta soma é igual a

p∑

j=0

(
l

p

)(
p

j

)
=

(
l

p

)


p∑

j=0

(
p

j

)
 =

(
l

p

)
· 2p,

conforme foi obtido em 5.2.

5.2.2 Decomposição Minimal

Já vimos que os conjuntos A e WΘ possuem a mesma cardinalidade. Vamos agora mostrar

que a decomposição determinada por η para o elemento com maior número de reflexões é

de fato uma decomposição minimal. Isto será feito comparando-se a dimensão da célula de

Schubert associada a ele com a dimensão da variedade flag minimal FΘ.

Seja

(̃i, a) = ((l − p+ 1, . . . , l − 1, l), (p, p, · · · , p))

o elemento em A cujos ind́ıces são os maiores posśıveis em cada coordenada. Segue que

w̃ = η
(
(̃i, a)

)
∈ W é o elemento que possui o maior número de reflexões simples dentre

todos em η(A) (a priori, sem nenhum cancelamento). Para calcular a quantidade de reflexões

simples que formam w̃ basta somar os ı́ndices que aparecem em (̃i, a). Os p primeiros termos

relativos a i formam uma PA de razão 1 e a soma de seus ı́ndices é
p

2
(l−p+1+l) =

p

2
(2l−p+1).

Os últimos (l − p) termos relativos a a tem todos igualmente tamanho p somando p(l − p).

Portanto, a quantidade de reflexões simples em w̃ é igual a:

p(l − p) +
p

2
(2l − p+ 1) =

p

2
(4l − 3p+ 1) . (5.7)

Dimensão de FΘ

Seja FΘ = G/PΘ a variedade flag associada a Θ = Σ \ {αp} (forma real normal).

Vamos verificar agora que a dimensão de FΘ é igual a (5.7), isto é,

dimFΘ =
p

2
(4l − 3p+ 1)
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De fato, vimos acima que a subálgebra parabólica pΘ é da forma

(
A B

C −AT

)

com A triangular superior em blocos p× p e (l − p)× (l − p) enquanto C é da forma

(
0 0

0 α

)

onde α é uma matriz (l − p)× (l − p) simétrica. A dimensão de FΘ corresponde à dimensão

da subálgebra complementar à subálgebra parabólica pΘ. Da parte complementar a A temos

uma matriz (l − p) × p que tem dimensão p(l − p). Da parte complementar a C, observe

que C tem dimensão
(l − p)(l − p+ 1)

2
enquanto a parte tringular inferior de uma matriz em

sp(l,R) é formada por matrizes simétricas e tem dimensão
l(l + 1)

2
. Portanto, a dimensão do

complementar de C é a subtração da dimensão total do bloco triangular inferior da dimensão

de C:
l(l + 1)

2
−

(l − p)(l − p+ 1)

2
=
p

2
(2l − p+ 1).

Logo, a dimensão da variedade flag FΘ é igual a (5.7).

Portanto, a quantidade de reflexões simples em w̃ é exatamente a dimensão da variedade

flag FΘ e conclúımos que esta é uma decomposição minimal para w̃ pois, visto que a dimensão

de FΘ é igual a dimensão da célula de Schubert Sw̃, não se pode ter uma decomposição de w̃

com uma quantidade menor de reflexões simples.

5.2.3 Representante Minimal

Agora que temos uma decomposição minimal para w̃, o elemento de dimensão maior entre

os elementos em η(A), vamos mostrar que ele é minimal em sua classe lateral e que, portanto,

pertence a WΘ.

Critério

Vamos utilizar aqui o critério determinado pela equação (1.2) que caracteriza os elementos

minimais em WΘ. Vamos introduzir a seguinte notação. Sejam Φw = Πw−1 = {α ∈ Π+ | wα ∈

Π−} = wΠ+ ∩Π− = Π+ ∩ w−1Π− e Πrad
Θ o complementar de 〈Θ〉+ em Π+.

Proposição 5.2.4 ([36], Proposição 2.2). Cada classe wWΘ contém um único elemento wΘ

de comprimento minimal. Ele é caracterizado por uma das condições:

1 ΦwΘ ∩ 〈Θ〉+ = ∅ (veja a Equação (1.2)).

2 ΦwΘ ⊂ Πrad
Θ .
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O segundo item desta proposição nos leva ao conjunto Φw. Vamos relembrar (veja a

Equação (1.1)) que é posśıvel determinar o conjunto Φw = wΠ+ ∪ Π− a partir de uma

decomposição minimal de w ∈ W . Seja w = r1 · · · rn uma decomposição minimal de w ∈ W .

Então

Φw = {αn, rnαn−1, . . . , rn · · · r2α1}. (5.8)

Ou seja, dada uma decomposição minimal de w = r1 · · · rn, os elementos de Φw aparecem

na mesma ordem que a decomposição minimal de w−1 = rn · · · r1.

Vamos aplicar o segundo item da Proposição 5.2.4 para provar que w̃ é um representante

minimal ao mostrar que Φw̃ ⊂ Πrad
Θ onde Φw̃ será determinado de acordo com a Equação

(5.8).

Para Θ = Σ \ {αp}, Π
rad
Θ é facilmente caracterizado pela seguinte propriedade

γ ∈ Πrad
Θ se e somente se γ = λαp + β, λ 6= 0 (5.9)

onde λ ∈ Z+ e β é uma combinação linear com coeficientes positivos inteiros de ráızes

simples distintas de αp. Isto é, Πrad
Θ é formado por todas as ráızes nas quais αp aparece com

um coeficiente não-nulo quando escrita como uma combinação em relação às ráızes simples.

Vamos agora mostrar que todas as ráızes de Φw̃ tem a propriedade (5.9).

Vamos denotar por π̄(n, k) = π(n, k)−1. Logo w̃ e seu inverso w̃−1 podem ser escritos

como

w̃ = π(l, l − p+ 1) · · ·π(l, l) · π(l − 1, p) · · ·π(p, p) (5.10)

w̃−1 = π̄(p, p) · · · π̄(l − 1, p) · π̄(l, l) · · · π̄(l, l − p+ 1). (5.11)

Pela Equação (5.8), podemos escrever Φw̃ = A ∪ τB, onde

A = Φπ(p,p) ∪



l−p−1⋃

j=1

π̄(p, p) · · · π̄(p+ j − 1, p)Φπ(p+j,p)


 (5.12)

B = Φπ(l,l) ∪



p−1⋃

j=1

π̄(l, l) · · · π̄(l − j + 1, l)Φπ(l−j,l)


 (5.13)

e τ = π̄(p, p) · · · π̄(l− 1, p). De agora em diante, vamos aplicar, sem fazer menção, a Equação

(5.8) para descrever os conjuntos A e B.

O conjunto Φπ(p,p) é dado pelas p ráızes {αp, αp−1 + αp, . . . , α1 + · · ·+ αp}. Para 1 ≤ j ≤

l− p− 1, o conjunto π̄(p, p) · · · π̄(p+ j − 1, p)Φπ(p+j,p) é dado pela soma de αp+1 + · · ·+αp+j

com as p ráızes de Φπ(p,p). A tabela abaixo reúne todas as ráızes de A.
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Φπ(p,p) π̄(p, p)Φπ(p+1,p) · · · π̄(p, p) · · · π̄(l − 2, p)Φπ(l−1,p)

αp αp + αp+1 · · · αp + · · ·+ αl−1

αp−1 + αp αp−1 + αp + αp+1 · · · αp−1 + αp + · · ·+ αl−1

...
...

. . .
...

α1 + · · ·+ αp α1 + · · ·+ αp + αp+1 · · · α1 + · · ·+ αp + · · ·+ αl−1

Claramente, todas as ráızes de A satisfazem a propriedade (5.9).

O conjunto Φπ(l,l) é dado pelas l ráızes {αl, αl+αl−1, . . . , αl+· · ·+α1}. Para 1 ≤ j ≤ p−1,

em primeiro lugar, observe que Φπ(l−j,l) é dado pelas l−j ráızes {αl, αl+αl−1, . . . , αl+αl−1+

· · ·+αj+1}. A ação de π̄(l, l) · · · π̄(l−j+1, l) na raiz αl é αl+2αl−1+ · · ·+2αl−j enquanto αk,

para j+1 ≤ k < l, é levada para αk−j . Portanto, se denotarmos δ = αl+2αl−1+ · · ·+2αl−j ,

então

π̄(l, l) · · · π̄(l − j + 1, l)Φπ(l−j,l) = {δ, δ + αl−j−1, . . . , δ + αl−j−1 + · · ·+ α1}. (5.14)

Para concluir é necessário ver como τ age nas ráızes de B. A começar pelas ráızes simples, a

ação de τ é dada por

αj 7→ αp+j , 1 ≤ j < l − p

αl−p 7→ −(α1 + α2 + · · ·+ αl−1) (5.15)

αl−j 7→ αp−j , 1 ≤ j < p

αl 7→ αl + 2αl−1 + · · ·+ 2αp. (5.16)

Queremos provar que as ráızes em τB satisfazem a propriedade (5.9). Isto significa que

a raiz αp deve aparecer sempre com um coeficiente não-nulo em cada ráız de τB. Observe

primeiramente que todas as ráızes de B são da forma αl + β, onde β ∈ Π+. Note também

que existem somente duas ráızes simples cujas imagens pela ação de τ contém a raiz αp, a

saber, αl e αl−p (veja as Equações (5.15) e (5.16)). Portanto, a raiz αp deixaria de aparecer

em uma raiz de τB caso tivesse uma contribuição de 2αl−p em alguma parte de β de modo

que pudesse cancelar com a contribuição 2αp de τ(αl) que ocorre para todas as ráızes de

B. Entretanto, pela Equação (5.14), sempre que a raiz αl−p aparece como parte de β, isto

ocorre com o coeficiente +1. Logo, conclúımos que todos os elementos em τB satisfazem a

propriedade (5.9).

Proposição 5.2.5. Seja w̃ = π(l, l− p+1) · · ·π(l, l) ·π(l− 1, p) · · ·π(p, p) uma decomposição

minimal (irredut́ıvel) do elemento com maior quantidade de reflexões simples na imagem de

η. Tem-se que Φw̃ ⊂ Πrad
Θ , isto é, w̃ ∈ WΘ.

Corolário 5.2.6. A imagem de η é o conjunto dos representantes minimais WΘ.



88 5. As Grassmannianas de Sp(l,R)

Prova: Seja w ∈ η(A). Se w < w̃ e dimSw̃ = dimSw + 1 então, pela Proposição 2.2.3, w é

também um representante minimal em sua classe uma vez que w̃ é minimal em sua classe pela

Proposição 5.2.5. Tais elementos w são obtidos retirando-se ráızes simples a partir de w̃. Por

construção, todos os elementos em η(A) são obtidos deste modo. Aplicando este argumento

indutivamente, temos que η(A) ⊂ WΘ. O resultado segue pelo fato de que, pelo Corolário

5.2.3, a cardinalidade dos conjuntos A e WΘ é a mesma.

Observação: Também é posśıvel mostrar que os outros elementos em η(A) são minimais.

Para isto, seguimos o mesmo procedimento de mostrar que os elementos de Πw satisfazem

(5.9) verificando que Πw ⊂ Πw̃ para qualquer w ∈ η(A).

Observação: Uma das vantagens desta abordagem é a facilidade em se descrever a ordem de

Bruhat-Chevalley que se dá basicamente pela comparação dos elementos em cada coordenada

respeitando-se as regras que definem os elementos.

Por exemplo, no cálculo dos grupos de homologia, precisamos estabelecer quando dois

elementos tem dimensões que diferem por um. Neste caso, dado o elemento com ı́ndice

I = (i, a) = (i1, . . . , it, . . . , ip; ap+1, . . . , as, . . . , al), (5.17)

os elementos que possuem dimensão um a menos são dados por uma das duas possibilidades:

1. Is = (i; ap+1, . . . , as − 1, . . . , al) onde as − 1 ≥ as−1, se p+ 1 < s ≤ l, ap+1 ≥ 1 quando

s = p+ 1 e ip = 0 ou ap+1 ≥ 2 quando s = p+ 1 e ip 6= 0.

2. It = (i1, . . . , it − 1, . . . , ip; a) onde it − 1 > it−1, se it−1 > 0 ou it = 1 se it−1 = 0 (neste

caso, i1 = · · · = it−1 = 0).

5.3 Homologia das Grassmannianas Lagrangeanas

Nesta seção, concentramos nossa atenção para a variedade flag obtida pela escolha de

Θ = Σ \ {αl} cuja realização fornece a variedade dos subespaços isotrópicos Lagrangeanos

(de dimensão máxima) em R2n, isto é, a Grassmanniana Lagrangeana Ll
(
R2l
)
. Vamos aqui

apresentar o cálculo do operador fronteira da homologia celular de Ll
(
R2l
)
pelos métodos

desenvolvidos no caṕıtulo 2 com a ajuda da decomposição minimal para os representantes

minimais que fornecem a decomposição celular de Ll
(
R2l
)
em termos das células de Schubert.

De acordo com a notação da seção anterior, temos que p = l e, portanto, os elementos

(i, a) = ((i1, . . . , ip); (ap+1, . . . , al)) ∈ A que parametrizam o conjunto WΘ neste caso são

determinados apenas pela parte i = (i1, . . . , il).

Como não há nenhuma contribuição da parte em a, não precisaremos levar em conta todos

os l ı́ndices. A partir de agora, vamos apenas considerar os indices não-nulos que aparecem
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em i = (i1, . . . , il). Por conta disto, um elemento wI ∈ WΘ qualquer será dado por um ı́ndice

I = (i1, . . . , ik), com 1 ≤ k ≤ l (desprezamos os ı́ndices nulos).

Para facilitar a notação, definimos:

si = π(l, i) = rl−i+1 · · · rl ∈ W

Portanto, um elemento wI ∈ WΘ associado a um ı́ndice I = (i1, . . . , ik) é dado por:

wI = η((i1, . . . , ik)) = π(l, i1) · · ·π(l, ik)

= (rl−i1+1 · · · rl) · · · (rl−ik+1 · · · rl)

= si1 · · · sik

e vamos dizer que wI tem multi-́ındice I.

Pela observação ao final da seção anterior, dada uma célula de Schubert SwI
, as células

de dimensão um a menos que SwI
, I = (i1, . . . , ik) são dadas pelos múlti-́ındices

It = (i1, . . . , it − 1, . . . , ik)

tal que it−1 < it − 1 se t > 1 e se t = 1, i1 − 1 = 0 de modo que si1−1 = 1.

Deste modo, pela definição da homologia celular, são estas células que importam na

determinação do coeficiente c(wI , wIt) do operador fronteira ∂(SwI
) =

∑
It
c(wI , wIt)SwIt

.

Para isto, deve-se encontrar φ(wI) − φ(wIt), onde φ(w) =
∑

α∈Πw
α. Essa soma se estende

aos elementos da união

ΠwI
=

k⋃

j=1

si1 · · · sij−1Πsij . (5.18)

Em primeiro lugar, note que

Πsij = {αl−ij+1, αl−ij+1 + αl−ij+2, · · · , αl−ij+1 + · · ·+ αl, 2αl−ij+1 + · · ·+ 2αl−1 + αl}.

Escrevendo αi = αi,i+1 = λi − λi+1, 1 ≤ i ≤ l − 1 e αl = 2λl, temos que:

Πsij = {λl−ij+1 − λu : u = l − ij + 2, . . . , l} ∪ {2λl−ij+1}. (5.19)

O cálculo de φ(wI) − φ(wIt) será feito em três etapas: para as componentes j < t, j = t

e j > t. Note que as ráızes das componentes j < t são as mesmas tanto para ΠwI
quanto

para ΠwIt
e, portanto, não colaboram para a soma φ(wI)− φ(wIt). As outras duas condições

devem ser observadas caso a caso.

1. A contribuição da componente j = t é:
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• (it + 1)(λl−it+1 − λl−it+2) = (it + 1)αl−it+1, se it > 1.

Da expressão (5.19) segue que

φ(sit) = (it + 1)λl−it+1 − (λl−it+2 + λl−it+3 + · · ·+ λl)

φ(sit−1) = itλl−it+2 − (λl−it+3 + λl−it+3 + · · ·+ λl).

Com isto, obtemos que φ(sit)− φ(sit−1) = (it + 1)(λl−it+1 − λl−it+2).

Logo, a contribuição de j = t é dada por

φ(wI)− φ(wIt) = si1 . . . sit−1(it + 1)(λl−it+1 − λl−it+2)

= (it + 1)αl−it+1.

se provarmos que αl−it+1 = λl−it+1 −λl−it+2 é invariante por si1 . . . sit−1 . De fato,

para qualquer k, 1 ≤ k ≤ t − 1, temos que ik ≤ it−1 < it − 1 o qual implica

que l − ik + 1 > l − it + 2. Logo λl−it+1 − λl−it+2 é invariante por sik para todo

k = 1, . . . , t− 1.

• 2λl = αl, se it = 1 (e neste caso, t = 1).

Para it = 1 segue da expressão (5.18) que Πs1 = 2λl. Neste caso, a contribuição

de wI para φ(wI) é de 2λl enquanto wIt não contribui em φ(wIt) de modo que a

contribuição é a apenas a contribuição de wI igual a 2λl = (i1 + 1)λl.

2. A contribuição da componente j > t.

A partir da igualdade (5.19), vamos denotar

Λj = (ij + 1)λl−ij+1 −
(
λl−ij+2 + · · ·+ λl

)
(5.20)

que representa a soma dos elementos em πsij .

A contribuição em φ(wi) é:

ΣjI = si1 · · · sit · · · sij−1(Λj) (5.21)

Enquanto a contribuição em φ(wIt) é:

ΣjIt = si1 · · · sit−1 · · · sij−1(Λj) (5.22)

Para se obter a diferença φ(wI)− φ(wIt), deve-se usar as decomposições minimais

sit = rl−it+1 · · · rl−1rl e sit−1 = rl−it+2 · · · rl−1rl.

Para facilitar, vamos denotar por

γ = sit · · · sij−1(Λj) (5.23)

δ = sit−1 · · · sij−1(Λj) (5.24)



5.3. Homologia das Grassmannianas Lagrangeanas 91

Em primeiro lugar, observemos a diferença γ−δ. Note que pelas decomposições minimais

γ = rl−it+1δ de modo que γ−δ = rl−it+1δ−δ. Isto implica que rl−it+1(γ−δ) = −(γ−δ).

Mas, rl−it+1 é a reflexão em relação à ráız simples λl−it+1 − λl−it+2 se it 6= 1 e é a

reflexão em relação à ráız simples 2λl se it = 1. Vamos estudar cada um dos casos

separadamente.

• Se it 6= 1. Neste caso, γ − δ é um múltiplo de αl−it+1 = λl−it+1 − λl−it+2. Mais

precisamente,

γ − δ = −
2〈δ, λl−it+1 − λl−it+2〉

〈λl−it+1 − λl−it+2, λl−it+1 − λl−it+2〉
(λl−it+1 − λl−it+2)

Como 〈λl−it+1 − λl−it+2, λl−it+1 − λl−it+2〉 = 2, o coeficiente se resume a

−〈δ, λl−it+1 − λl−it+2〉 = −〈sit−1 · · · sij−1(Λj), λl−it+1 − λl−it+2〉.

Como as reflexões são isometrias, isso é o mesmo que

− 〈Λj , s
−1
ij−1

· · · s−1
it−1(λl−it+1 − λl−it+2)〉. (5.25)

Agora vamos descrever cuidadosamente o termo

s−1
ij−1

· · · s−1
it−1(λl−it+1 − λl−it+2) (5.26)

à direita dentro do produto interno. Primeiramente, note que, pela decomposição

minimal de s−1
it−1 = rlrl−1 · · · rl−it+2, obtém-se que s−1

it−1(λl−it+1) = λl−it+1 and

s−1
it−1(λl−it+2) = λl, i.e.,

s−1
it−1(λl−it+1 − λl−it+2) = λl−it+1 + λl.

Note que este termo sempre ocorre independentemente de j > t. Neste caso, o

termo (5.26) torna-se igual a s−1
ij−1

· · · s−1
it+1

(λl−it+1 + λl). Afirmamos que

s−1
ij−1

· · · s−1
it+1

(λl−it+1 + λl) = λl−it+1−[(j−1)−t] + λl−[(j−1)−t]. (5.27)

De fato, isto é consequência de uma outra fórmula. Observe que os outros termos

restantes são do tipo s−1
ik

onde t + 1 ≤ k ≤ j − 1. Se escrevermos k = t + u,

u = 1, . . . , j − t− 1, então vale o seguinte resultado

s−1
it+u

· · · s−1
it+1

(λl−it+1 + λl) = λl−it+1−u + λl−u. (5.28)

Observe o caso u = 1. Como s−1
it+1

= rl · · · rl−it+1 · · · rl−it+1+1 é uma decomposição

minimal e l − it+1 + 1 < l − it + 1 então s−1
it+1

(λl−it+1) = λ(l−it+1)−1 = λl−it e

também s−1
it+1

(λl) = λl−1, i.e., s
−1
it+1

(λl−it+1 − λl) = λl−it+1−1 − λl−1.
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Os outros casos seguem por um argumento indutivo. Suponha que valha para u−1.

Então

s−1
it+u

· · · s−1
it+1

(λl−it+1 + λl) = s−1
it+u

(
s−1
it+(u−1)

· · · s−1
it+1

)
(λl−it+1 + λl)

= s−1
it+u

(λl−it+1−(u−1) + λl−(u−1))

= s−1
it+u

(λl−it+2−u + λl+1−u).

Como it+u ≤ it+u segue que it+u < it+u+1 e, portanto, l−it+u+1 < l−it+2+u.

Como u > 1 temos que l+ 1− u < l. Assim, pela decomposição minimal de s−1
it+u

,

vê-se que s−1
it+u

(λl−it+2−u+λl+1−u) = λl−it+1−u+λl−u. Isto prova a fórmula (5.28).

Voltando à expressão (5.25), pela Equação (5.27), temos que

−〈Λj , s−1
ij−1

· · · s−1
it−1(λl−it+1 − λl−it+2)〉 =

−〈Λj , λl−it+1−[(j−1)−t] + λl−[(j−1)−t]〉.

Agora, observe que j = t+v e ij = it+ ṽ para alguns ṽ ≥ v. Segue que 0 < j− t ≤

ij− it e l− it− [(j−1)− t] ≥ l− ij+1. Portanto l− it+1− [(j−1)− t] > l− ij+1.

Juntando estas informações temos que

l − ij + 1 < l − it + 1− [(j − 1)− t] < l − [(j − 1)− t] ≤ l.

Pela Expressão (5.20) para Λj , temos que

−〈Λj , λl−it+1−[(j−1)−t] + λl−[(j−1)−t]〉 = 2.

Isto fornece γ − δ = 2(λl−it+1 − λl−it+2). Como λl−it+1 − λl−it+2 é invariante por

si1 · · · sit−1 , a contribuição da componente j em φ(wI)−φ(wIt) é 2(λl−it+1−λl−it+2)

se it 6= 1.

• Se it = 1.

Neste caso, γ − δ é um múltiplo de αl = 2λl. Mais precisamente,

γ − δ = −
2〈δ, 2λl〉

〈2λl, 2λl〉
(2λl).

Como si1−1 = 1, δ = si2 · · · sij−1 e o coeficiente de γ − δ é

−〈δ, 2λl〉 = −〈si2 · · · sij−1(Λj), 2λl〉.

Como as reflexões são isometrias, isto é o mesmo que

− 〈Λj , s
−1
ij−1

· · · s−1
i2

(2λl)〉. (5.29)

Agora, o termo no lado direito do produto interno

s−1
ij−1

· · · s−1
i2

(2λl) (5.30)
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pode ser descrito no mesmo modo que o do caso it 6= 1 para encontrar uma fórmula

análoga à Equação (5.27) para (5.30), isto é,

s−1
ij−1

· · · s−1
i2

(2λl) = 2λl−(j−2) = 2λl−j+2. (5.31)

De fato, isto segue como consequência de uma outra fórmula análoga a (5.28).

Observe que os termos restantes são da forma s−1
ik

onde 2 = t+ 1 ≤ k ≤ j − 1. Se

escrevermos k = 1 + u, u = 1, . . . , j − 2, pode ser verificado de modo similar que

s−1
i1+u

· · · s−1
i2

(λl) = λl−u. (5.32)

Voltando à expressão (5.29), pela Equação (5.31), temos que

−〈Λj , s
−1
ij−1

· · · s−1
i2

(2λl)〉 = −〈Λj , 2λl−j+2〉.

Agora, como j ≤ ij segue que l − j + 2 > l − j + 1 ≥ l − ij + 1. Isto implica que,

na expressão 5.20 de Λj ,

−〈Λj , 2λl−j+2〉 = 2.

Isto fornece γ − δ = 2λl como a contribuição da componente de j > t para t = 1.

Portanto, podemos resumir a contribuição de uma componente j > t é:

• 2(λl−it+1 − λl−it+2) = 2αl−it+1, se i1 > 1.

• 2λl = αl, se i1 = 1.

Juntando todos os casos analisados:

Proposição 5.3.1.

φ(wI)− φ(wIt) =

{
((it + 1) + 2(k − t)) αl−it+1, se it 6= 1

(1 + (k − t)) αl = kαl, se it = 1

Agora, podemos obter os operadores fronteira.

Fixando-se as decomposições minimais dadas para os wI , se obtém uma decomposição

celular com funções de colagem determinadas. As células de Schubert são denotadas por SI e

∂(SI) =
∑

c(I, It)SIt

tomando It com a condição de que it − 1 < it − 1, se t > 1 e si1−1 = 1 se i1 = 1.

Retirando a raiz correspondente na decomposição minimal de wI se obtém a decomposição

minimal de wIt . Portanto, nas expressões para c(I, It) não é necessário incluir os termos de

correção, provenientes de diferentes escolhas de decomposições minimais.
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Temos apenas que corrigir o sinal que corresponde à posição da reflexão simples que se

retira de wI para obter wIt . Pelas decomposições minimais, vê-se que esta é a posição

pt = i1 + · · ·+ it+1 + 1

Portanto,

c(I, It) = (−1)pt(1 + (−1)ρ) (5.33)

onde ρ = it + 2(k − t) + 1 se it > 1 ou ρ = k se it = 1. Assim:

c(I, It) = (−1)pt ·

{
(1− (−1)it), se it 6= 1

(1 + (−1)k), se it = 1

Corolário 5.3.2. As Grassmannianas Lagrangeanas Ll
(
R2l
)
são orientáveis se e somente

se l é ı́mpar.

Prova: Tome I = (1, 2, . . . , l) de tal forma que SI é a única célula de dimensão máxima. O

único t posśıvel é t = 1 com I1 = (0, 2, . . . , l). Então,

∂(SI) = (−1)(1 + (−1)l)SI1 .

Dáı que ∂(SI) = 0 se l for ı́mpar. Nesse caso, a homologia máxima é Z, confirmando o fato

de que as Grassmannianas Lagrangeanas são orientáveis se l é ı́mpar.

Observação: No artigo [37], estuda-se a orientabilidade das variedades flag. Pela Proposição

3.5 do mesmo, segue que Ll
(
R2l
)
é orientável se e somente se

∑

β

nβ〈α
∨
l , β〉 = 0 mod 2 (5.34)

onde a soma é extendida a β ∈ 〈Θ〉+ (nβ = 1 pois estamos trabalhando com formas reais

normais). Neste caso, a única ráız simples α ∈ Σ tal que 〈α∨
l , α〉 6= 0 é a ráız αl−1 e vale

〈α∨
l , αl−1〉 = −1

Portanto, para encontrar quais as ráızes β ∈ 〈Θ〉+ contribuem na soma 5.34, temos que

considerar quais ráızes são combinações lineares nas quais aparece a ráız αl−1. Conclúımos

que temos estas são as l − 1 ráızes

β ∈ {αl−1, αl−2 + αl−1, · · · , α1 + · · ·+ αl−1}

e temos que 〈α∨
l , β〉 = −1. Logo, Ll

(
R2l
)
é orientável se e somente se l− 1 é par, isto é, se e

somente se l é ı́mpar.
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5.3.1 Exemplo l = 3

Neste caso, são 8 células de Schubert parametrizadas pelo conjunto

WΘ = {1, s1, s2, s1s2, s3, s1s3, s2s3, s1s2s3}.

dim 0 Temos a célula S1 e ∂(S1) = 0.

dim 1 Temos a célula Ss1 e ∂(Ss1) = 0.

dim 2 Temos a célula Ss2 e ∂(Ss2) = (−1)(1− (−1)2) = 0.

dim 3 Temos as duas células Ss3 e Ss1s2 . Neste caso:

• ∂(Ss3) = (−1)(1− (−1)3)Ss2 = −2Ss2 .

• ∂(Ss1s2) = (−1)(1 + (−1)(2))Ss2 = −2Ss2 .

dim 4 Temos a célula Ss1s3 e ∂(Ss1s3) = (−1)1(1 + (−1)(2))Ss3 + (−1)2(1 − (−1)3)Ss1s2 =

−2Ss3 + 2Ss1s2 .

dim 5 Temos a célula Ss2s3 e ∂(Ss2s3) = (−1)1(1− (−1)2)Ss1s2 = 0.

dim 6 Temos a célula Ss1s2s3 e ∂(Ss1s2s3) = (−1)1(1 + (−1)3)Ss2s3 = 0.

A homologia integral de L3(R
6) é H0 = Z, H1 = Z, H2 = Z2, H3 = Z2( gerado por (Ss3 −

Ss1s2)), H4 = 0, H5 = Z, H6 = Z.
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Caṕıtulo 6

Cohomologia de Flags Reais I

Este caṕıtulo apresenta uma introdução ao estudo da cohomologia das variedades flag

reais, no contexto chamado de caso livre, em que a homologia é livremente gerada pelas

células de Schubert, focalizando a questão dos geradores do anel de cohomologia. Inicialmente,

aplicamos o teorema de Leray-Hirsch para concluir que o anel de cohomologia é gerado

pelas classes duais às células de Schubert definidas pelas ráızes simples. Acontece que estas

classes têm uma rica interpretação geométrica como classes de Stiefel-Whitney de um fibrado

sobre a variedade flag. Isto é obtido por meio da teoria de representação das álgebras de

Lie semissimples pela qual a variedade flag pode ser obtida como uma determinada órbita

no espaço projetivo da representação. Deste modo, faz-se necessário introduzimos alguns

conceitos relacionados à teoria de representação para aplicarmos neste contexto. Por fim,

apresentamos um exemplo para o caso clássico do grupo Sl(n,R).

6.1 Geradores de H∗(F, R)

Esta primeira seção se propõe a encontrar as condições sobre o anel R de modo que

se obtenha uma base para o anel de cohomologia H∗(F, R) pela aplicação do teorema de

Leray-Hirsch a determinados fibrados flag.

6.1.1 Teorema de Leray-Hirsch

Se F → E → B é um fibrado então é posśıvel usar o produto cup para tornarH∗(E;R) em

ummódulo sobre o anelH∗(B;R), paraR qualquer anel comutativo com identidade, definindo

a multiplicação por escalar como αβ = p∗(α) ⌣ β para α ∈ H∗(B;R) e β ∈ H∗(E;R).

Isto é consequência do teorema de Leray-Hirsch cujo conteúdo afirma que H∗(E;R) é um

H∗(B;R)-módulo livre desde que, para cada fibra F , a inclusão da fibra F →֒ E induza

um homomorfismo sobrejetor em H∗(−;R) e Hn(F ;R) seja um R-módulo livre de posto

finito para cada n. Mais ainda, uma base para o H∗(B;R)-módulo H∗(E;R) pode ser obtida
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escolhendo-se qualquer conjunto de elementos de H∗(E;R) que sejam levados a uma base

para H∗(F ;R) via a aplicação induzida pela inclusão.

Teorema 6.1.1 ([27], Teorema 4D). Seja F → E → B um fibrado tal que para algum anel

comutativo R de coeficientes:

• H∗(F ;R) seja um R-módulo finitamente gerado.

• Existam classes cj ∈ Hkj (E;R) cujas restrições i∗(cj) formem uma base para H∗(F ;R)

em cada fibra, onde i : E →֒ F é a inclusão.

Então, a função Φ : H∗(B;R)⊗H∗(F ;R) → H∗(E;R) dada por

∑

ij

bi ⊗ i∗(cj) 7→
∑

ij

p∗(bi)⌣ cj

é um isomorfismo.

O isomorfismo acima é de módulos e não de anéis.

O teorema de Leray-Hirsch para Flags

Veremos a seguir que existe uma versão do teorema de Leray-Hisrch para variedades flag

reais. Para tanto, vamos nos restringir ao contexto em que o operador fronteira da homologia

é nulo.

Casos de Tipo livre

Seja X um complexo CW . É posśıvel mostrar que se uma célula σ da decomposição

celular de X é um ciclo da homologia celular (∂celn+1(σ) = 0) então σ também é um ciclo da

homologia singular (∂singn+1 (σ) = 0) visto como uma aplicação Bn+1 → X.

Em particular, para uma variedade flag FΘ existem dois casos em que o operador fronteira

∂ é identicamente nulo.

1. Se o anel de coeficientes for R = Z2.

2. Se a multiplicidades das ráızes forem todas maiores ou iguais a dois.

A estes casos vamos nos referir ao caso de tipo livre. Este nomenclatura é consequência

do fato de que, nestes casos, a homologia é gerada livremente pelas células. Como cada uma

destas células é um ciclo na homologia singular e, como a homologia singular é a mesma que

a homologia celular, segue que nos casos de tipo livre, a homologia singular é gerada pelas

células de Schubert, vistas como aplicações de Bn → FΘ, isto é, como ciclos da homologia

singular.
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Queremos verificar quando as hipóteses para a aplicaçao do teorema de Leray-Hirsch são

satisfeitas para uma fibração entre variedades flag FΘ1 → FΘ2 . Como o anel de cohomologia

da fibra (que é uma variedade flag) é de posto finito, precisamos verificar a existência de

classes de cohomologia c̄1, . . . , c̄N de FΘ1 tal que para cada fibra F de FΘ1 → FΘ2 , iF (c̄i)

forme uma base de H∗(F) onde iF : F →֒ FΘ1 é a inclusão da fibra no espaço total.

Vamos ver que, no caso de tipo livre, o teorema de Leray-Hirsch é aplicável.

Como Z2 é corpo, a cohomologia singular H∗(FΘ,Z2) é dual da homologia singular

H∗(FΘ,Z2). As células de Schubert SΘ
w , w ∈ W/WΘ, formam uma base da homologia. A

base dual será denotada por σΘw , w ∈ W/WΘ, isto é,

σΘu
(
SΘ
w

)
= δuw.

Da mesma forma, no caso em que as multiplicidades das ráızes são ≥ 2, a homologia singular

H∗(FΘ,Z) é livremente gerada pelas células de Schubert. Assim, pelo Teorema dos coeficientes

universais ([27], Teorema 3.2), o fator Ext é nulo de modo que a cohomologia H∗(FΘ,Z)

também é o dual da homologia.

Observação: Assim como acontece com as células de Schubert, vamos omitir o conjunto Θ

quando se tratar das classes duais às células de Schubert em uma variedade flag maximal.

Denote por FΘ1,Θ2 a fibra de FΘ1 → FΘ2 que passa pela origem. Essa fibra é uma var-

iedade flag de um grupo de Lie semissimples MΘ. As células de Schubert em FΘ1,Θ2 são

parametrizadas por WΘ2/WΘ1 . Desta forma, no caso de tipo livre, a homologia de FΘ1,Θ2 é

livremente gerada por | WΘ2/WΘ1 | células de Schubert (no caso em que as multiplicidades

em g são ≥ 2, segue que as multiplicidades das ráızes de mΘ, álgebra de Lie de MΘ, também

são ≥ 2).

Mais precisamente, as células de Schubert de FΘ1,Θ2 são as células de Schubert de FΘ1

que estão contidas em FΘ1,Θ2 , isto é, as que se projetam sobre a origem bΘ2 . Isso porque

células de Schubert se projetam em células de Schubert e todas as que são parametrizadas

por w ∈ WΘ2 são projetadas na origem de FΘ2 e por isso ficam dentro da fibra FΘ1,Θ2 .

Vamos agora mostrar que, no caso de tipo livre, valem as hipóteses do teorema de Leray

Hirsch. No que segue, Z denota o anel que pode ser Z2 ou Z dependendo do caso.

1. Na fibra FΘ1,Θ2 , as restrições i
∗
FΘ1,Θ2

(
σΘ1
w

)
, w ∈ WΘ2 geram H∗(FΘ1,Θ2 , Z).

Esta condição se verifica diretamente pois a fibra FΘ1,Θ2 é uma variedade flag cuja

homologia é gerada por SΘ1
w , w ∈ WΘ2/WΘ1 e, portanto, os duais σΘ1

w , com w ∈

WΘ2/WΘ1 , que pertencem a H∗(FΘ1 , Z), geram a cohomologia H∗(FΘ1,Θ2 , Z), isto é,

i∗FΘ1,Θ2
(σΘ1
w ), w ∈ WΘ2/WΘ1 , forma uma base de H∗(FΘ1,Θ2 , Z). Mais claramente,

denote por S̃Θ1
w , w ∈ WΘ2 , a mesma célula SΘ1

w vista como uma célula de FΘ1,Θ2 .

Então {S̃Θ1
w : w ∈ WΘ2} é uma base da homologia de FΘ1,Θ2 . O valor i∗FΘ1,Θ2

(
σΘ1
w

)
em
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S̃Θ1
w é o mesmo que o valor de σΘ1

w em SΘ1
w . Portanto {i∗FΘ1,Θ2

(σΘ1
w ) : w ∈ WΘ2} forma

uma base de H∗(FΘ1,Θ2 , Z).

2. Para uma fibra qualquer F , existe g ∈ G tal que F = g · FΘ1,Θ2 e g : FΘ1,Θ2 → F é um

homeomorfismo.

Os ciclos singulares g ◦SΘ1
w , w ∈ WΘ2 , podem ser vistos tanto como ciclos na homologia

singular de F quanto como ciclos na homologia singular de FΘ1 . No caso da homologia

de F , os ciclos g ◦ SΘ1
w , w ∈ WΘ2 , são representantes de um conjunto de geradores da

homologia de F pois g é um homeomorfismo entre as fibras.

Vistos como ciclos na homologia de FΘ1 , cada g ◦ SΘ1
w , w ∈ WΘ2 , é homólogo a SΘ1

w

(veja a observação abaixo). Portanto, se σΘ1
w é um dos geradores da cohomologia, então

σΘ1
w assume os mesmos valores nas classes de homologia [SΘ1

w ] e [g ◦ SΘ1
w ]. Portanto,

i∗FΘ1,Θ2
(σΘ1
w ), w ∈ WΘ2 gera H∗(F , Z) da mesma forma que em FΘ1,Θ2 .

Observação: Seja G um grupo topológico conexo por caminhos e G × X → X uma

ação cont́ınua. Um elemento g ∈ G induz um homomorfismo g∗ : H∗(X, ·) → H∗(X, ·)

compondo g com ciclos s : Bn → X. Como G é conexo por caminhos, g ≃ idX , pois

se α : [0, 1] → G é uma curva com α(0) = 1 e α(1) = g então [0, 1] × X → X,

(t, x) 7→ α(t) · x é uma homotopia entre idX e g. Portanto, g∗ ≃ idX e o mesmo

ocorre no ńıvel da cohomologia e o homomorfismo g∗ é identidade. Em particular, se

s : Bn → X é um ciclo da homologia singular então g ◦ s é um ciclo homólogo a s pois

ambos pertencem a mesma classe de homologia.

Portanto, o teorema de Leray-Hirsch se aplica nos casos de tipo livre.

Teorema 6.1.2. Nos casos de tipo livre, se p = πΘ1
Θ2

: FΘ1 → FΘ2 é uma fibração entre

variedades flag então o homomorfismo H∗(FΘ2 , Z) ⊗Z H
∗(FΘ1,Θ2 , Z) → H∗(FΘ1 , Z) dado

por

∑

w,u

σΘ2
w ⊗ i∗F (σ

Θ1
u ) 7→

∑

w,u

p∗(σΘ2
w )⌣ σΘ1

u ,




w ∈ W/WΘ2

u ∈ WΘ2/WΘ1

(6.1)

é um isomorfismo de módulos. (Z = Z2 ou Z dependendo do caso.)

A projeção F → F{α}

Considere o caso em que Θ1 = ∅ e Θ2 = {α}, α ∈ Σ é uma raiz simples no qual se obtém

a projeção da variedade flag maximal F na variedade flag parcial F{α} denotada também por

p = π{α} : F → F{α}. Neste caso, FΘ1,Θ2 é a esfera Smα onde mα = dim(gα) + dim(g2α) é

a multiplicidade de α. Ainda, WΘ1 = {1} e WΘ2 = {1, rα}. Portanto, a soma no segundo

membro de (6.1) se reduz a

p∗
(
H∗(F{α})

)
⊕ σα ⌣ p∗

(
H∗(F{α})

)
(6.2)
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onde σα = σrα . Esta expressão pode ser ainda melhorada descrevendo explicitamente p∗.

Lema 6.1.3. Se p : F → F{α}, então

p∗
(
σ{α}w

)
=




σw , se wα > 0 ( ℓ(wrα) = ℓ(w) + 1 )

σwrα , se wα < 0 ( ℓ(wrα) = ℓ(w)− 1 )

onde ℓ(w) é o comprimento de w como produto de ráızes simples.

Prova: Se Sw é uma célula de Schubert em F, como conjuntos temos que:

p (Sw) = S{α}
w = p (Swrα)

onde S
{α}
w é uma célula de Schubert em F{α}.

No ńıvel da homologia, p induz um homomorfismo p∗ : Hn(F) → Hn(F{α}), para cada n,

definido por p∗([s]) = [p ◦ s], se s : Bn → F é um ciclo da homologia singular. Portanto, como

classes de homologia, p∗(Sw) = S
{α}
w se dimSw = dimS

{α}
w ou p∗(Sw) = 0 caso contrário.

A igualdade dimSw = dimS
{α}
w ocorre quando dimSw < dimSwrα que, por sua vez,

ocorre se, e só se, ℓ(wrα) = ℓ(w) + 1, isto é, wα > 0. Portanto,

p∗(σ{α}w )(Sw) = σ{α}w (p∗(Sw)) = σ{α}w

(
S{α}
w

)
= 1.

e, como p∗(Swrα) = 0, temos que

p∗(σ{α}w )(Swrα) = σ{α}w (p∗(Swrα)) = 0.

Por outro lado, se wα < 0 então p∗(Swrα) = S
{α}
w e temos que

p∗(σ{α}w )(Swrα) = σ{α}w (p∗(Swrα)) = σ{α}w

(
S{α}
w

)
= 1.

enquanto, como p∗(Sw) = 0, temos que

p∗(σ{α}w )(Sw) = σ{α}w (p∗(Sw)) = 0.

Como p∗
(
σ
{α}
w

)
(Su) = 0 se u 6= w ou u 6= wrα, segue que p∗

(
σ
{α}
w

)
é elemento da base

dual que corresponde a Sw ou a Swrα dependendo do caso.

Observação: Em outras palavras, o lema 6.1.3 afirma que, se p : F → F{α} então

p∗
(
σ{α}w

)
= σw{α} , w{α} ∈ W{α}

onde W{α} é o conjunto dos representantes minimais de W{α} em W.

Com isso, pode obter explicitamente a decomposição (6.2) escolhendo-se os representantes

minimais em F sobre cada célula de Schubert S
{α}
w em F{α}, isto é, as células Sw tais que

wα > 0, que correspondem ao primeiro caso acima.
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Proposição 6.1.4. Nos casos de tipo livre, se p : F → F{α} então

H∗(F, Z) =
∑

wα>0

σw ⊕ σα ⌣
∑

wα>0

σw.

(Z = Z2 ou Z dependendo do caso.)

6.1.2 Cohomologia das Células de Schubert em F

A idéia é aplicar o mesmo procedimento aplicado para as projeções F → F{α} às células

de Schubert que podem ser igualmente descritas a partir certas fibrações.

Antes de mais nada, a (co)homologia das células de Schubert SΘ
w , no caso livre em que

∂ ≡ 0, são descritas da mesma forma que as variedades flag (que são casos particulares de

células de Schubert). Na verdade, cada SΘ
w é também um complexo celular cujas células são

SΘ
u , u ≤ w. Como o operador fronteira ∂ ≡ 0, essas células são geradoras tanto da homologia

celular quanto na homologia singular de SΘ
w . Portanto, H∗(S

Θ
w , Z) é gerado por SΘ

u , u ≤ w.

O módulo de cohomologia H∗(SΘ
w , Z) é gerado pela base dual de SΘ

u , u ≤ w. Esta base dual

é nada mais do que a restrição da base dual da cohomologia de toda a variedade flag FΘ à

célula de Schubert SΘ
w . Estas restrições serão denotadas por σ̄Θw de tal modo que H∗(SΘ

w , Z)

é gerado por σ̄Θw , u ≤ w. Posteriormente, será vista a necessidade de fazer tal distinção (veja

O primeiro exemplo corresponde à célula de Schubert Srα , que é uma esfera de dimensão

mα. A cohomologia é

H0(Srα , Z)⊕Hmα(Srα , Z) = Z · 1⊕ Z · σ̄α , σ̄α = σ̄rα

com Z = Z2 ou Z dependendo do caso.

Considere agora w = rβrα, isto é, ℓ(w) = 2. Neste caso, temos que (veja o Corolário 1.2.2)

Sw = γαγβ · {b0}

onde γi(X) = π−1
i πi(X) é o mapa que exaure as fibras que passam por X ∈ F via πi =

π{αi} : F → F{αi}. Com isto, obtemos Sw = π−1
α (S

{α}
rβ ). Isto é, temos o fibrado p : Sw → S

{α}
rβ

restrição de F → F{α} a Sw com fibra Srα .

O teorema de Leray-Hirsch também se aplica a este fibrado, pois as mesmas classes de

cohomologia 1 e σrα , usadas para o fibrado F → F{α}, podem ser restritas a Sw → S
{α}
rβ

garantindo as hipóteses de aplicação do teorema. Como resultado, se obtém

H∗ (Sw) = p∗
(
H∗(S{α}

rβ
)
)
⊕ σ̄α ⌣ p∗

(
H∗(S{α}

rβ
)
)

(6.3)

Pelo Lema 6.1.3, p∗
(
H∗(S

{α}
rβ )

)
é gerado por 1 e σ̄β . Portanto,

H∗(Srβrα) = Z · 1⊕ Z · σ̄α ⊕ Z · σ̄β ⊕ Z · σ̄ασ̄β
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onde⌣ foi substitúıdo por justaposição. Logo, os elementos de dimensão máxima deH∗(Srβrα)

são gerados por σ̄ασ̄β . Como σ̄w é de dimensão máxima, segue que σ̄w = x · σ̄ασ̄β . Se Z = Z2,

x = 1. Se Z = Z então x = ±1.

Passando ao caso geral, considere w = w′rα com ℓ(w) = ℓ(w′) + 1 (w′α > 0). Da mesma

forma, Sw = π−1
α (S

{α}
w′ ) e os mesmos argumentos se aplicam a restrição Sw → S

{α}
w′ do fibrado

F → F{α} para se obter

H∗ (Sw) = p∗
(
H∗(S

{α}
w′ )

)
⊕ σ̄α ⌣ p∗

(
H∗(S

{α}
w′ )

)
(6.4)

Foi comentado acima que H∗(S
{α}
w′ ) é gerado por σ̄

{α}
u , u ≤ w′. Por outro lado, pelo Lema

6.1.3, p∗
(
σ
{α}
u

)
= σu{α} , onde u{α} ∈ W{α} é minimal em sua classe. Portanto, p∗(H∗(S

{α}
w′ ))

é gerado pelo conjunto

Ger = {σ̄u{α} : u ≤ w′, u{α} ∈ W{α}}.

Pelo teorema de Leray-Hirsch, H∗(Sw) é gerado por Ger ∪ (σ̄α ⌣ Ger).

Proposição 6.1.5. σ̄w = ±σ̄α ⌣ σ̄w′. (Sem sinal quando R = Z2).

Prova: σ̄α ⌣ σ̄w′ é o único dos geradores em Ger ∪ (σ̄α ⌣ Ger) cuja dimensão coincide com

a dimensão máxima dimSw.

De fato, se u ≤ w′ então dim p∗
(
σ
{α}
u

)
= dimσ

{α}
u ≤ dimσ

{α}
w′ = dimSw−mα, sendo que

a igualdade só ocorre se u = w′. Portanto, σα ⌣ σu, u ≤ w′ tem dimensão menor ou igual a

dimensão de Sw com igualdade para u = w′.

Observação: A igualdade da proposição vale somente para a classe σ̄α dentro de Sw. O

problema é que σα ⌣ σw′ pode ter componentes na direção de σu, u ∈ W, cuja restrição à

célula Sw se anula (veja Seção 7.2.3).

Vamos ver que pode ser demonstrado por indução que as classes σα de dimensão mı́nima,

associadas às reflexões simples, geram a cohomologia H∗(F).

Proposição 6.1.6. H∗(F) é gerado por produtos da forma

σn1
α1

· · ·σnl
αl

onde Σ = {α1, · · · , αl} são as ráızes simples. (O śımbolo ⌣ foi suprimido.)

Prova: É suficiente provar que para todo w ∈ W, H∗(Sw) é gerado por produtos da forma

σ̄n1
α1

· · · σ̄nl
αl

pois aplicando-se o resultado à involução principal w0 obtém-se o resultado dese-

jado.

Será demonstrado por indução sobre ℓ(w) que H∗(Sw) é gerado por produtos da forma

σ̄n1
α1

· · · σ̄nl
αl

em que todas as ráızes simples α são tais que rα ≤ w.
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Se ℓ(w) = 1 então não há nada que se provar. Para o passo indutivo, suponha que w = w′rα

com rα uma reflexão simples e ℓ(w) = ℓ(w′) + 1. Então, o resultado vale para w′ de modo

que H∗(Sw′) é gerado por produto de classes associadas às reflexões simples rβ com β ≤ w′.

Considere a projeção F → F{α}. As células Sw e Sw′ se projetam na mesma célula S
{α}
w de

Fα e como w′ é o elemento de menor comprimento em wW{α}, segue que dimS
{α}
w = dimSw′ .

Além do mais, p∗
(
H∗(S

{α}
w )

)
é gerado pelas classes σu{α} , u{α} ∈ W{α}.

Por hipótese de indução, H∗ (Sw′) é gerado por produtos do tipo σ̄n1
α1

· · · σ̄nl
αl

com rαi
≤ w′.

Como dimS
{α}
w = dimSw′ então σu{α} ∈ H∗ (Sw′), para cada u{α} ∈ W{α}. Logo, segue que

p∗
(
H∗(S

{α}
w )

)
é gerado por produtos do tipo σ̄n1

α1
· · · σ̄nl

αl
com rαi

≤ w′.

Pelo teorema de Leray-Hisrch aplicado à fibração Sw → S
{α}
w , temos que

H∗ (Sw) = p∗
(
H∗(S

{α}
w′ )

)
⊕ σ̄α ⌣ p∗

(
H∗(S

{α}
w′ )

)

resultando-se que H∗ (Sw) é gerado por produtos entre σ̄αi
e σ̄α. Todas as ráızes simples β

que aparecem são tais que rβ ≤ w: as primeiras são ≤ w′ e rα < w pois wα < 0. Isto completa

o passo de indução.

6.2 F via representação

Inicialmente, vamos estabelecer algumas propriedades básicas da teoria de representações

de álgebras de Lie semissimples.

6.2.1 Aspectos Básicos das Representações

Seja τ uma representação de gC em um espaço vetorial complexo V . Dizemos que µ ∈ h∗
C

é um peso da representação τ se existe um vetor v ∈ V não-nulo tal que τ(H)v = µ(H)v para

todo H ∈ hC, isto é, o espaço de pesos Vµ = {v ∈ V | τ(H)v = µ(H)v , ∀H ∈ hC} é não-nulo.

Dizemos que µ é peso máximo de ρ se µ é um peso de τ e τ(X)v = 0 para todo X ∈ nC e

todo v ∈ Vµ. Vamos denotá-lo por µτ .

No caso das álgebras semissimples complexas g, toda representação τ irredut́ıvel admite

um único peso máximo µτ . Mais ainda

• dimVµτ = 1;

• todos demais pesos são da forma

µ = µτ −
∑

β∈Σ

cββ (6.5)

onde cada cβ é um inteiro não-negativo e a multiplicidade de cada peso é finita;
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• o espaço V se decompõe em soma direta como V =
∑

µ Vµ.

A coleção de pesos, para todas as representações τ formam um reticulado h∗
C
(Z) em h∗

C

chamado reticulado de pesos. Os pesos dominantes são os pesos µ ∈ h∗
C
(Z) tais que 〈µ, β〉 ≥ 0

para todo β ∈ Σ. Em geral, todo peso dominante é o peso máximo de uma representação

irredut́ıvel de g.

Uma representação (projetiva) de um grupo de Lie G semissimples conexo cuja álgebra

de Lie é g é um homomorfismo diferenciável ρ de G em Sl(V ) (PSl(V ) que é o quociente

de Sl(V ) pelas matrizes escalares múltiplas da identidade) e a representação associada a g é

obtida por diferenciação. Vamos denotar ambas por ρ. Existe uma correspondência 1-1 entre

as representações projetivas irredut́ıveis de G e as representações irredut́ıveis de g dadas por

diferenciação.

6.2.2 G-órbitas

No que se segue, vamos considerar g uma forma real normal de gC de tal forma que se

g = k ⊕ a ⊕ n é uma decomposição de Iwasawa então h = aC = a + ia é uma subálgebra de

Cartan de gC e as ráızes de a e h são as mesmas. Além disto, a ⊕ n é subálgebra parabólica

minimal de g (neste caso, m = 0) enquanto h⊕ nC é subálgebra parabólica minimal de gC.

Se ρ uma representação irredut́ıvel de g em um espaço vetorial V então sua extensão τ

para gC é uma representação irredut́ıvel de gC de modo que ρ admite as mesmas propriedades

de τ .

Vamos agora descrever as variedades flag a partir de G-órbitas do vetor primitivo vρ

associado a uma representação ρ irredut́ıvel de g.

Inicialmente, considere a seguinte proposição que se encontra em Guivarc’h-Ji-Taylor [26]

(inclusive a demonstração).

Proposição 6.2.1. [[26], Proposição 4.18] Seja ρ uma representação irredut́ıvel de G em um

espaço vetorial V . Denote por Vρ = Vµρ o subespaço de peso correspondente ao peso máximo

µρ e denote por Pρ o estabilizador de Vρ. Então Pρ é um subgrupo parabólico de G.

Prova: Se α ∈ Σ então temos que ρ (gα)Vρ ⊂ Vµρ+α. Mas, pela fórmula (6.5), se α ∈ Π+

então µρ+α não é um peso. Logo ρ(n)(Vρ) = {0}. Segue, portanto, que ρ(AN) deixa Vρ invari-

ante e age em Vρ por homotetias de raio eµρ , isto é, ρ(an)v = eµρv, onde eµρ(a) = eµρ(log a),

a ∈ A. Como M centraliza A, M age trivialmente em a∗ e então ρ(M)Vρ = Vρ. Segue que

ρ(MAN)Vρ = Vρ. Isto implica que P =MAN ⊂ Pρ e, portanto, Pρ é um subgrupo parabólico

de G.

Mais especificamente, é posśıvel determinar de modo exato o subgrupo de isotropia (a

prova será omitida mas pode ser encontrada na mesma referência [26]).
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Proposição 6.2.2. [[26], Proposição 4.19] Seja I⊥ρ = {γ ∈ Σ : 〈µρ, γ〉 = 0}. Então o

estabilizador Pρ de Vρ em G é o subgrupo parabólico PI⊥ρ .

Como consequência da Proposição 6.2.2, obtém-se a variedade flag no espaço da repre-

sentação.

Corolário 6.2.3. Considere a órbita projetiva G · [v] no espaço projetivo real Pµ de Vµ visto

como espaço vetorial real, com vρ vetor primitivo de peso máximo µρ. Então G · [vρ] é uma

variedade flag de g. Mais especificamente, G · [vρ] é a variedade flag FΘ onde Θ = I⊥ρ , isto é:

G/PI⊥ρ = G · [vρ]

Representações Básicas

Seja Σ = {α1, . . . , αl} um sistema simples de ráızes e Λ = {µ1, . . . , µl} o sistema fun-

damental de pesos correspondente que é definido por

〈α∨
i , µj〉 =

2〈αi, µj〉

〈αi, αi〉
= δij .

Cada µj definido assim é um peso dominante e o sistema fundamental de pesos é uma

base para o reticulado de pesos. Uma representação básica de gC é uma representação ρj

no espaço Vµj com peso máximo µj ∈ Λ (os pesos básicos também são pesos máximos de

representações de dimensão finita visto que µj(Hα) ≥ 0 para todo Hα ∈ Σ).

Observe que, para toda raiz α ∈ Σ \ {αj}, 〈α, µj〉 = 〈α∨, µj〉 = 0 e, portanto, como

consequência do Corolário 6.2.3, a isotropia da ação em G é o subgrupo parabólico maximal

PΘ com Θ = Σ \ {αj}. Com isso, tem se que:

Corolário 6.2.4. Para uma representação básica ρj, a órbita projetiva G · [vj ] do vetor de

peso máximo é a variedade flag minimal FΘ com Θ = Σ \ {αj}.

6.3 Classes caracteŕısticas

Em primeiro lugar, vamos apenas relembrar a definição e estabelecer algumas propriedades

relacionadas às classes caracteŕısticas.

6.3.1 Classes de Stiefel-Whitney

As classes caracteŕısticas são classes de cohomologia associadas a fibrados vetoriais. Em

termos geométricos, elas fornecem informações sobre orientabilidade e torção, não-trivialidade

e, mais geralmente, obstrução à existência de seções ortonormais destes fibrados. Aqui, vamos

nos restringir à abordagem axiomática.
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As classes caracteŕısticas que ocorrem no contexto de fibrados vetoriais reais em que os

coefiecientes do anel de cohomologia estão em Z2 são as classes de Stiefel-Whitney. Segue

abaixo o resultado básico que fornece suas propriedades (para mais detalhes, veja Husemoller

[31], Caṕıtulo 17, Seção 3).

Teorema 6.3.1. Para cada fibrado vetorial real E → B, existe uma sequência única de

funções swi ∈ H i (B,Z2) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. swi (f
∗(E)) = f∗ (swi(E)) para um pull-back f∗(E).

2. sw (E1 ⊕ E2) = sw (E1) ⌣ sw (E2), onde sw = 1 + sw1 + sw2 + · · · ∈ H∗ (B;Z2)) e

Ei → B, i = 1, 2, são fibrados vetoriais reais.

3. swi = 0 se i > dim(E).

4. Para o fibrado canônico de retas γR2 → PR2, sw1(E) é um gerador de H1
(
PR2,Z2

)
.

6.3.2 Geradores de H1 (F,Z2) como classes de Stiefel-Whitney

Vamos continuar com a mesma notação da seção anterior. Seja g uma forma real normal

de uma álgebra semissimples complexa, Σ = {α1, . . . , αl} denota o sistema simples de ráızes

e Λ = {µ1, . . . , µl} os pesos fundamentais correspondentes.

A partir da representação básica ρj , que define uma aplicação da variedade flag FΘ, Θ =

Σ \ {αj}, no espaço projetivo PVj de Vj , compondo-se com a projeção canônica πΘ : F → FΘ

obtém-se uma aplicação

ρ̃j : F → PVj .

Além disto, a representação básica ρj permite obter uma ação do subgrupo parabólico P

em R. De fato, seja vj ∈ Vj um vetor de peso máximo. Então, vj é auto-vetor de ρj (h) para

todo h ∈ P , isto é, existe um homomorfismo νj : P → R \ {0} (grupo multiplicativo) tal que

ρj (h) vj = νj (h) · vj , h ∈ P.

O homomorfismo νj define uma representação de P em R. Segue que se G → F é um

fibrado principal com grupo estrutural P = MAN então podemos construir, a partir de νj ,

o fibrado vetorial associado G×νj R. Aqui G deve ser o grupo conexo e simplesmente conexo

com álgebra de Lie g, para que uma representação de g se estenda a uma representação de

G (se for fixada uma única representação pode-se tomar o grupo como sendo 〈exp ρ̃j (g)〉).

A seguinte proposição apresenta uma interpretação geométrica para os geradores σαj
,

αj ∈ Σ, do anel de cohomologia H∗ (F) em termos das primeiras classes de Stiefel-Whitney

de um fibrado de linha sobre F.
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Proposição 6.3.2. Seja ρ̃j : F → PVj a aplicação definida a partir da composição da projeção

canônica πΘ com uma representação básica com peso máximo µj. Então

1. σαj
= ρ̃ ∗

j (zj) onde zj é o gerador da cohomologia de PVj.

2. σαj
= sw1

(
ρ̃ ∗
j (γVj)

)
onde γVj → PVj é o fibrado de retas canônico.

3. σαj
= sw1

(
G×νj R

)
onde G×νj R é o fibrado vetorial associado definido por νj.

Prova: Vamos provar cada uma das afirmações separadamente.

1. Como ρ̃ ∗
j (zj) é uma classe de dimensão 1, ela é combinação linear de σαi

, i = 0, . . . , l,

isto é, ρ̃ ∗
j (zj) = λ1σα1 + · · ·+ λlσαl

. Por dualidade, os coeficientes λi são os valores nos

ciclos Sri , ri = rαi
, de modo que:

ρ̃ ∗
j (zj) =

(
ρ̃ ∗
j (zj)(Sr1)

)
σα1 + · · ·+

(
ρ̃ ∗
j (zj)(Srl)

)
σαl

= zj ((ρ̃j)∗(Sr1))σα1 + · · ·+ zj ((ρ̃j)∗(Srl))σαl
.

Observe que Sri = G(αi) · b0 e, portanto, ρj (Sri) = ρ (G(αi)) [vj ] que é o subespaço

projetivo gerado por vj e ρ(g−αi
)vj .

Assim, se α 6= αj , ρ(Srα) é um ponto pois g−α ∈ ker ρj e a célula de Schubert Srα está

contida na fibra sobre a origem de F → G · [vj ]. Portanto, (ρ̃j)∗(Srα) = 0 se α 6= αj .

Por outro lado, Srj é a órbita a partir da origem do grupo G(αj) e assim ρ(Srj ) =

ρ(G(αj)) · [vj ] que é o conjunto de PVj definido pelo subespaço gerado por vj e por

ρ(g−αj
)vj 6= 0. Portanto, zj

(
(ρ̃j)∗(Srj )

)
= 1.

2. Se γVj → PVj é o fibrado de retas canônico então zj = sw1 (γVj). Por outro lado, como

as classes caracteŕısticas comutam com pull-backs (veja o Teorema 6.3.1), temos que

sw1

(
ρ̃ ∗
j (γVj)

)
= ρ̃ ∗

j (sw1 (γVj)) = ρ̃ ∗
j (zj) = σαj

e a última igualdade segue do item anterior.

3. Vamos provar que o pull-back ρ̃ ∗
j (γVj) é isomorfo ao fibrado vetorial associado G×νj R.

O resultado segue a partir do item anterior.

Os elementos de G×νjR são da forma g·a, g ∈ G e a ∈ R, sendo que gh·νj
(
h−1

)
a = g·a.

Já os elementos de γVj são dados pelos pares (x, u) ∈ PVj × Vj com u ∈ x.

Por outro lado a aplicação ρ̃j : F → PVj é obtida passando ao quociente a aplicação

g ∈ G→ g · [vj ] ∈ PVj , onde [vj ] é o espaço gerado pelo vetor de peso máximo vj . Com

isso os elementos de ρ̃ ∗
j (γVj) são os pares (ξ, u) ⊂ F× Vj em que u ∈ ρ̃j (ξ).

O isomorfismo então é dado por

g · a 7→ (gP, aρj(g) (vj)) .
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Essa aplicação está bem definida pois se h ∈ P então

(
(gh)P, νj

(
h−1

)
aρj (gh) (vj)

)
= (gP, aρj(g) (vj)) .

Essa aplicação é um isomorfismo de fibrados vetoriais.

Observação: A Z2-homologia de RPn é dada por Hk(RP
n,Z2) = Z2 sendo posśıvel escolher

como representante dos ciclos de dimensão k = 0, 1, . . . , n os ciclos definidos por subespaços

de dimensão k + 1 (célula de Schubert em RPn). O anel de cohomologia H∗(RPn,Z2) é um

anel polinomial truncado Z2[z]/z
n+1 gerado pelo elemento z da base dual que corresponde

ao elemento de dimensão 1 (reta projetiva contida no subespaço de dimensão 2).

Seja K → F o fibrado principal com grupo estrutural M . Segue que o fibrado associado

K ×νj R é o mesmo que G ×νj R, com a restrição de νj a M . O homomorfismo νj é dado

explicitamente da seguinte forma:

1. Restrição de νj a A ([26], Lema 4.21): se h ∈ A então h = expH, H ∈ a, e ρj (h) =

ρj (expH) = exp ρj (H). Como ρj (H) vj = µj (H) vj , se conclui que

νj (h) = eµj(log h) h ∈ A.

2. Restrição de νj a M no caso do grupo Gj = 〈exp ρj (g)〉: seja gC a complexificada de

g e GjC = 〈exp ρj (gC)〉 o grupo complexificado de Gj , via a representação. Como por

hipótese g é forma real normal, m = 0 e M é um grupo discreto que é gerado por (veja

Equação (1.7))

mα = expπiH∨
α

com α raiz. O valor de νj em mα é

νj (mα) = eπiµj(H
∨
α ).

Como o número de Killing µj (H
∨
α ) ∈ Z, segue que

νj (mα) = (−1)µj(H
∨
α ) .

Observação: Esta mesma idéia pode ser encontrada no estudo das variedades flag complexas

(veja [2] e [40]).
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6.4 Exemplo de G = Sl(n+ 1,R)

Seja g = sl(n + 1,R) a álgebra de Lie associada ao diagrama de Dynkin An. Tome a a

subálgebra maximal abeliana formada pelas matrizes diagonais de traço zero. As ráızes são

dadas por αij = λi − λj , i 6= j, onde

λi(diag(a1, . . . , an+1)} = ai.

Um sistema simples é

Σ = {α1 = α12, . . . , αn = αn,n+1}

e, como o dual de uma raiz é dado por

Hαij
=

1

2(l + 1)
(eii − ejj),

os duais normalizados Hi =
2

〈αi, αi〉
Hαi

das ráızes simples formam a base

{e11 − e22, · · · , enn − en+1,n+1}

de a uma vez que 〈αi, αi〉 =
1

l + 1
.

O sistema fundamental de pesos é a base dual desta base. Um cálculo direto mostra que,

em termos dos funcionais λi:

Φ = {µ1 = λ1, µ2 = λ1 + λ2, · · · , µn+1 = λ1 + · · ·+ λn+1}.

Em termos das ráızes simples, cada peso fundamental µj , j = 1, . . . , n + 1, possui como

coeficiente a j-ésima coluna da inversa da matriz de Cartan.

Sejam V = Rn+1 e {e1, . . . , en+1} a base canônica em V . A representação de sl(n+1,R) em

V é irredut́ıvel e e1 é um elemento primitivo de peso máximo µ1, sendo esta a representação

fundamental associada ao peso µ1.

As demais representações fundamentais são obtidas nos produtos exteriores

k∧
V , k = 2, . . . , n+ 1

nos quais sl(n+ 1,R) se representa por

X(u1 ∧ · · · ∧ uk) = Xu1 ∧ · · · ∧ uk + · · ·+ u1 ∧ · · · ∧Xuk

O conjunto formado por

ei1 ∧ · · · ∧ eik , i1 < · · · < ik
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é uma base de
∧k V e os subespaços gerados pelos elementos desta base são subespaços de

pesos associados aos pesos

λi1 + · · ·+ λik , i1 < · · · < ik

O primeiro elemento da base vµk = e1 ∧ · · · ∧ ek é um elemento primitivo de peso

µk = λ1 + · · ·+ λk.

É posśıvel mostrar que tais representações são irredut́ıveis ([42], Caṕıtulo 11). Note que estas

representações correspondem à diferenciação da representação de G = Sl(n+ 1,R) em
∧k V

dada por

g(u1 ∧ · · · ∧ uk) = gu1 ∧ · · · ∧ guk.

O espaço de pesos Vµk ⊂
∧k V é a reta gerada por vµk = e1 ∧ · · · ∧ ek e o subgrupo de

isotropia Pµk da representação de G é o sugbrupo das matrizes triangulares superiores em

blocos da forma

g =

(
A B

0 C

)

com A, C matrizes quadradas arbitrárias de ordem k e n+ 1− k, respectivamente. Podemos

assim obter as variedades flag a partir destas representações.

A variedade flag G/Pµ1 , que é o espaço projetivo PRn+1, é vista pela representação como

a órbita projetiva do vetor primitivo associado vµ1 = e1, isto é:

PRn+1 ∼= Sl(n+ 1,R) · [e1].

Mais geralmente, a variedade flag G/Pµk , que é a variedade Grassmanniana Grk
(
Rn+1

)
,

identifica-se pela representação como a órbita do vetor primitivo associado vµk = e1∧ · · · ∧ek

isto é:

Grk
(
Rn+1

)
∼= Sl(n+ 1,R) · [e1 ∧ · · · ∧ ek].

Esta representação fornece a aplicação

Grk
(
Rn+1

) pk→ P

(
k∧
Rn+1

)

〈u1, . . . , uk〉 7→ [u1 ∧ · · · ∧ uk]

que é conhecida como o mergulho de Plücker.

Seja πΘ : F → Grk
(
Rn+1

)
a projeção canônica e denote por Pk = pk ◦ πΘ a composição

da projeção com o mergulho de Plücker. O fibrado de linha sobre a variedade flag maximal

F é dado por

{(x, v) : x ∈ F , [v] ∈ Pk(x)} ⊂ F×
k∧(

Rn+1
)
.
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Este fibrado é isomorfo ao fibrado associado Sl(n+1,R)×νk R onde a ação νk : P → R∗ pode

ser descrita da seguinte forma. Um elemento p ∈ P é da forma

p =




p11 ∗ · · · ∗

0 p22 · · · ∗

0 0
. . . ∗

0 · · · 0 pn+1,n+1



.

Seja vµk = e1 ∧ · · · ∧ ek ∈ Vµk um vetor primitivo de peso máximo µk = λ1 + · · · + λk. Em

termos da ação de p em
∧k Vµk , temos que

pvµj = νk(p)vµj

p(e1 ∧ · · · ∧ ek) = p(e1) ∧ · · · ∧ p(ek)

p(e1 ∧ · · · ∧ ek) = (p11 · · · pkk) e1 ∧ · · · ∧ ek

pvµj = det[p(k)]vµj

isto é, νk : P → R∗ é dada por νk(p) = det[p(k)], onde det[p(k)] denota o determinante

menor k × k de p. Observe ainda que, no caso da restrição de µk = µk |M a M temos que

µk :M → Z2 pois os elementos em M são matrizes diagonais com entradas ±1.
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Caṕıtulo 7

Cohomologia de Flags Reais II

Neste caṕıtulo vamos introduzir algumas propriedades do anel de cohomologia da var-

iedade flag maximal H∗(F,Z2) a partir dos resultados obtidos no caṕıtulo anterior sobre os

geradores σα, α ∈ Σ e o fato de serem classes caracteŕısticas de um fibrado de linha sobre

F. Em primeiro lugar, concentramos esforços no estudo da ação do grupo de Weyl na coho-

mologia, uma vez que os resultados conhecidos para as variedades flag complexas apresentam

o anel de cohomologia como um quociente do anel de polinômios simétricos sobre a álgebra

de Cartan de g pelo ideal dos polinômios invariantes pelo grupo de Weyl. Por outro lado, é

importante se determinar o produto entre quaisquer duas classes de cohomologia. Aqui, va-

mos nos contentar em estabelecer fórmulas para o quadrado dos geradores para alguns casos

particulares. De um modo geral, a expectativa é que os resultados aqui apresentados ainda

não estejam em sua melhor forma mas, mesmo assim, no estágio em que estão, já merecem

ser aqui apresentados.

7.1 Ação do grupo de Weyl

A vantagem de olhar as classes σj como classes caracteŕısticas se dá pela facilidade de

olhar a ação do grupo de Weyl W, que age à direita em F = K/M . A definição da ação exige

a escolha do compacto maximal K. Assim, F = K/M e W =M∗/M . Então existe a fibração

F = K/M → K/M∗

cuja fibra é W =M∗/M . Como M é subgrupo normal de M∗, esse é fibrado é principal com

grupo estrutural W, que age portanto à direita em F. Explicitamente, em termos de classes

laterais, a ação é dada por:

(kM,w) ∈ K/M ×W 7→ kwM

onde w ∈M∗ é um representante de w. Ela será denotada também por ξw, ξ ∈ F, w ∈ W.
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Observação: Se um grupo de Lie conexo age num espaço então os elementos do grupo

são todos homotópicos à identidade e neste caso os homomorfismos induzidos são triviais.

Porém, será visto que a ação de W na cohomologia não é trivial e, portanto, esta ação não

se trata de uma ação obtida como restrição da ação de um grupo conexo (K por exemplo).

Aqui será conveniente fazer uma escolha do grupo G com álgebra de Lie g de tal forma

que G se represente em todas as representações básicas e ao mesmo tempo G seja um grupo

complexificável. Um grupo desses existe pois se ρ = ρ1 + · · · + ρl for a soma direta das

representações básicas de g, no espaço V = V1 + · · · + Vl, então G = 〈exp ρ (g)〉 satisfaz

essas duas condições: G é complexificável pois é grupo linear e as restrições a cada Vi dão

representações de G que estendem as representações básicas.

Dado w ∈ W, o pull-back do fibrado vetorial K×νj R pela ação à direita de w é denotado

por w∗
(
K ×νj R

)
.

Proposição 7.1.1. w∗
(
K ×νj R

)
é isomorfo a K ×νj◦w−1 R, onde νj ◦w

−1 :M → R \ {0} é

o homomorfismo νj ◦w
−1 (m) = νj

(
w−1mw

)
sendo que w é um representante de w em M∗.

Prova: Por definição, os elementos do pull-back w∗
(
K ×νj R

)
são pares (ξ, u) ∈ F×

(
K ×νj R

)

tal que u se projeta em ξw.

Se ξ = kM , k ∈ K, então a fibra de K ×νj R sobre ξw é dada pelos elementos kw · a com

a ∈ R. Portanto, a fibra de w∗
(
K ×νj R

)
sobre ξ é

{ξ} × {kw · a : a ∈ R}.

Essa descrição da fibra depende da escolha de k ∈ K tal que ξ = kM . Um outro elemento

de K com a mesma propriedade é da forma km com m ∈M . Substitúındo k por km, a fibra

seria descrita por alterando a ∈ R da seguinte forma: um elemento kmw · a da fibra seria

dado por

kw
(
w−1mw

)
· a = kw · νj

(
w−1mw

)
a. (7.1)

Defina a aplicação θ : w∗
(
K ×νj R

)
→ K ×νj◦w−1 R por

θ (ξ, kw · a) = k ·w a

onde ξ = kM e o simbolo k ·w a representa um elemento do fibrado associado K ×νj◦w−1 R.

Na definição de θ existe ambiguidade na escolha de k ∈ K tal que ξ = kM . Se fosse tomado

km, m ∈M , no lugar de k, se obteria a aplicação

(ξ, kmw · a) 7→ km ·w a

No entanto, por (7.1) kmw · a = kw · νj
(
w−1mw

)
a, que por θ é levado em

k ·w νj
(
w−1mw

)
a
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que coincide com km ·w a no fibrado K ×νj◦w−1 R. Portanto, θ está bem definida. A partir

dáı é imediato verificar que θ é de fato um isomorfismo.

Com este resultado, obtém-se σjw, que é a ação à direita de w ∈ W na classe σj .

Corolário 7.1.2. Denote por sw1 (·) a primeira classe de Stiefel-Whitney. Dado w ∈ W,

vale

σjw = sw1

(
K ×νj◦w−1 R

)
.

Prova: Pela proposição K ×νj◦w−1 R = w∗
(
K ×νj R

)
, portanto

sw1

(
K ×νj◦w−1 R

)
= sw1

(
w∗
(
K ×νj R

))
=
(
sw1

(
K ×νj R

))
w

= σjw,

pois sw1

(
K ×νj R

)
= σj .

Em vista desse corolário deve-se descrever sw1

(
K ×νj◦w−1 R

)
em termos das classes de

cohomologia σk, k = 1, . . . , l.

Para isso deve-se observar que se w ∈ W e µj é um peso básico então

wµj = µj ◦ w
−1 = a1µ1 + · · ·+ alµl

com a1, . . . , al ∈ Z. Isso porque {µ1, . . . , µl} gera o reticulado dos elementos x tais que

〈α∨
k , x〉 ∈ Z, k = 1, . . . , l, e W deixa invariante esse reticulado.

Lema 7.1.3. νj ◦ w
−1 = νa11 · · · νall onde os expoentes ai são os coeficientes da combinação

linear wµj = a1µ1 + · · ·+ alµl.

Prova: Essa relação vale mesmo quando νj é visto como um homomorfismo MA→ R \ {0}.

Em primeiro lugar tome h ∈ A. Então, se w é um representante de w em M∗, tem se que

νj
(
w−1hw

)
= eµj(logw

−1hw). Agora, eµj(logw
−1hw) = eµj◦w

−1(log(h)) = ewµj(log h) e, portanto,

νj
(
w−1hw

)
= ewµj(log h)

= ea1µ1(log h) · · · ealµl(log h)

= ν1 (h)
a1 · · · νl (h)

al .

Por outro lado, como o grupo é complexificável,M é gerado pelo conjunto {γα = expπiH∨
α :

α ∈ Σ}. É suficiente então mostrar que para toda raiz simples α vale a igualdade νj
(
w−1γαw

)
=

ν1 (γα)
a1 · · · νl (γα)

al .

Por definição, ρj
(
w−1γαw

)
vj = νj

(
w−1γαw

)
vj , onde vj ∈ Vj é vetor de peso máximo

para ρj . O primeiro membro dessa igualdade é o mesmo que ρj
(
w−1

)
ρj (γα) ρj (w) vj . O
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vetor u = ρj (w) vj ∈ Vj pertence ao espaço de pesos de Vj associado ao peso wµj . Portanto,

ρj (γα)u = ρj
(
expπiH∨

α

)
u

= eπi·wµj(H
∨
α )u

= (−1)a1µ1(H
∨
α )+···+alµl(H

∨
α ) u

= (−1)a1µ1(H
∨
α ) · · · (−1)alµl(H

∨
α ) u.

Aplicando ρj
(
w−1

)
se obtém

ρj
(
w−1

)
ρj (γα) ρj (w) vj = (−1)a1µ1(H

∨
α ) · · · (−1)alµl(H

∨
α ) vj . (7.2)

Agora se usa o fato de que G se representa em cada um dos espaços Vk, k = 1, . . . , l. Então,

para cada k, νk está bem definido emM e satisfaz νk (γα) = (−1)µk(H
∨
α ). Pela igualdade (7.2),

tem se que

νj
(
w−1γαw

)
vj = ρj

(
w−1γαw

)
vj

= (−1)a1µ1(H
∨
α ) · · · (−1)alµl(H

∨
α ) vj

= ν1 (γα)
a1 · · · νl (γα)

al vj

concluindo a demonstração do lema.

O lema acima, juntamente com o seguinte fato geral permite escrever o fibradoK×νj◦w−1R

a partir dos fibrados K ×νk R, k = 1, . . . , l.

Proposição 7.1.4. Seja Q → X um fibrado com grupo estrutural L. Sejam também ρ1 :

L→ Gl (n,R) e ρ2 : L→ Gl (m,R) duas representações de L, em Rn e Rm, respectivamente.

Então, (Q×ρ1 R
n)⊗ (Q×ρ2 R

m) = Q×ρ1⊗ρ2 (R
n ⊗ Rm), onde ρ1 ⊗ ρ2 é o produto tensorial

das representações.

No caso das representações νk : M → R \ {0} = Gl (1,R) de dimensão 1, um produto

tensorial é exatamente o produto usual:

νk1 ⊗ νk2 (m) = νk1 (m) νk2 (m) .

Portanto, o Lema 7.1.3 dá a seguinte informação:

Proposição 7.1.5. K ×νj◦w−1 R = (K ×ν1 R)
⊗a1 ⊗ · · · ⊗ (K ×νl R)

⊗al onde os expoentes ai

são os coeficientes da combinação linear wµj = a1µ1 + · · ·+ alµl.

Observação: Na proposição acima os expoentes ak podem ser negativos. No caso, por ex-

emplo em que a1 < 0, (K ×ν1 R)
⊗a1 deve ser interpretado como

(
(K ×ν1 R)

−1
)⊗(−a1)

onde
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(K ×ν1 R)
−1 é o fibrado inverso de K×ν1 R (aquele que somado com ele dá o fibrado trivial).

Assim como na proposição geral acima, vale (K ×ν1 R)
−1 = K ×ν−1

1
R.

Podemos agora determinar qual é a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibradoK×νj◦w−1

R uma vez que a primeira classe de Stiefel-Whitney é um homomorfismo, isto é, sw1 (V ⊗W ) =

sw1 (V ) + sw1 (W ) (veja [31], Teorema 3.4) e, portanto, temos o seguinte resultado imediato.

Corolário 7.1.6. sw1

(
K ×νj◦w−1 R

)
= a1σ1 + · · ·+ alσl.

Por fim da Proposição 7.1.1 se obtém a seguinte consequência.

Corolário 7.1.7. σjw = a1σ1 + · · · + alσl com os mesmos coeficientes ai da combinação

linear wµj = a1µ1 + · · ·+ alµl.

Exemplo: Para A2 = sl (3,R) pode-se tomar G = Sl (3,R). Os pesos fundamentais são

µ1 = λ1, µ2 = λ1 + λ2, onde λi (diag{a1, a2, a3}) = ai (λ3 = −λ1 − λ2). O grupo de Weyl age

nos λi’s por permutação dos ı́ndices. A partir dáı se obtém a seguinte tabela da ação de W:

1. σ1 (12) = −σ1 + σ2 e σ2 (12) = σ2.

2. σ1 (23) = σ1 e σ2 (23) = σ1 − σ2.

3. σ1 (123) = −σ1 + σ2 e σ2 (123) = −σ1.

4. σ1 (132) = −σ2 e σ2 (132) = σ1 − σ2.

5. σ1 (13) = −σ2 e σ2 (13) = −σ1.

7.2 Fórmulas para σ2
α

Nesta seção são obtidas fórmulas para o quadrado dos elementos geradores da cohomolo-

gia. Para isto, vamos novamente fazer uso da teoria de representações. Vamos relembrar a

notação introduzida no caṕıtulo anterior. Seja ρ̃j : F → PVµj a aplicação definida a partir da

composição da projeção canônica πΘ com uma representação com peso máximo µj de modo

que ρ̃ ∗
j (zj) = σαj

onde zj é o gerador da cohomologia de PVµj e σαj
é a classe de dimensão 1

associada à raiz simples αj (veja a Proposição 6.3.2). Logo podemos escrever σ2αj
= ρ̃ ∗

j (z
2
j ).

Para determinar ρ̃ ∗
j (z

2
j ) será necessário olhar com mais cuidado para a representação com

peso máximo µj . Mais especificamente, a representação irredut́ıvel da subálgebra g(αj , α),

gerada por g±αj
e g±α, onde α é outra raiz, com peso máximo µj que contém o vetor de peso

máximo v = vµj .
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7.2.1 Pesos da representação com peso máximo µj

Inicialmente, vamos recordar o seguinte lema.

Lema 7.2.1 ([41], Lema 11.10). Os pesos de uma representação irredut́ıvel µ são invariantes

pelo grupo de Weyl W.

Observação: A ação de um elemento rα ∈ W sobre um peso λ ∈ a∗ é dada por:

rα(λ) = λ− 2
〈α, λ〉

〈α, α〉
α (7.3)

onde α ∈ Σ e λ é um peso de µ.

Vimos que os pesos da representação ρ são da forma µj−
∑
niαi com ni inteiros positivos

(veja a Seção 6.2.1). Neste caso, os pesos obtidos do peso máximo µj subtraindo αj e α são

µj e

(i) µj − αj . Este é o único peso da forma µj − α, α ∈ Σ.

Lema 7.2.2 ([26], Lema 4.20). Se α ∈ Σ e µj − α é um peso então 〈α, µj〉 6= 0.

Prova: Se µj − α é um peso então, pela fórmula (7.3), temos que:

rα(µj − α) = (µj − α)− 2
〈µj − α, α〉

〈α, α〉
α.

Se 〈α, µj〉 = 0 segue que rα(µj − α) = µj + α, que não pode ser um peso de ρj com

peso máximo µj . Pelo Lema 7.2.1, segue que 〈α, µj〉 6= 0.

Agora, como 〈α∨, µj〉 = 0, para toda raiz α 6= αj , a única possibilidade para que µj −α

seja peso é que α = αj .

(ii) µj − αj − α, com 〈α, αj〉 6= 0 e α 6= αj .

Em primeiro lugar, α 6= αj . Como 〈α∨
j , µj〉 = 1, pela fórmula (7.3), temos que:

rαj
((µj − αj)− αj) = (µj − 2αj)− 2

〈µj − 2αj , αj〉

〈αj , αj〉
αj = µj + αj .

Como µj + αj não pode ser peso, pelo Lema 7.2.1, segue µj − 2αj não pode ser peso.

Por outro lado, se α 6= αj então µj−αj−α não é peso caso 〈µj−αj , α〉 = −〈αj , α〉 = 0.

O argumento é semelhante aos anteriores. Se 〈µj − αj , α〉 = −〈αj , α〉 = 0, então pela

equação (7.3):

rαj
((µj − αj)− α) = (µj − αj − α)− 2

〈µj − αj − α, α〉

〈α, α〉
α = µj − αj + α
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que não é peso. Novamente pelo Lema 7.2.1, −〈αj , α〉 = 〈µj − αj , α〉 6= 0.

Com isso, a única possibilidade que resta é quando α 6= αj e 〈α, αj〉 6= 0. Neste caso,

os funcionais do tipo µj − αj − iα que são pesos são dados para i = 0, 1, . . . , p com

p = 〈α∨, αj〉 = 1, 2 ou 3.

A multiplicidade m de um peso µj −
∑
niαi (que corresponde à dimensão do espaço

de pesos correspondente) é limitada pela quantidade de m-uplas (m1, . . . ,ml) tais que µj −∑
niαi = µj −

∑
miαi. Logo, a multiplicidade do peso µj − αj é 1 porque se µj − αj =

µj −
∑
miαi então αj =

∑
miαi o que só é posśıvel se a soma no segundo membro for αj

que é raiz simples. Do mesmo modo, a multiplicidade dos pesos µj −αj − iα, i = 0, 1, 2, 3 é 1.

7.2.2 Resultados

Para determinar σ2αj
= ρ̃ ∗

j (z
2
j ), αj ∈ Σ, precisamos encontrar o seu valor em células de

Schubert de dimensão 2, isto é, ρ̃ ∗
j (z

2
j )
(
Srαrβ

)
= z2j

(
(ρ̃j)∗(Srαrβ )

)
para α, β ráızes. Isto passa

pelo cálculo de (ρ̃j)∗(Srαrβ ). Lembre que uma parametrização de Srαrβ (veja a Proposição

1.2.9) é dada por

esAαetAβ · b0 , (s, t) ∈ [0, π]2,

com Aα e Aβ elementos escolhidos em k(α) ⊂ g(α) e k(β) ⊂ g(β), respectivamente.

Se β 6= αj então g(β) está contido na isotropia da ação e, portanto, ρ
(
etAβ

)
· [v] = [v],

onde v é o vetor de peso máximo µj . Com isto, ρ(esAαetAβ · b0) = ρ(esAα · b0) tem dimensão

no máximo um e, portanto, (ρ̃j)∗
(
Srαrβ

)
= 0. Assim, podemos tomar β = αj . Se rα e rαj

comutam então (ρ̃j)∗(Srαrαj
) = (ρ̃j)∗(Srαj

rα) = 0 pois, sendo α 6= αj , repete-se o caso acima.

Isso reduz ao cálculo de (ρ̃j)∗

(
Srαrαj

)
com 〈α, αj〉 6= 0. Este cálculo será feito analisando

separadamente as posśıveis ligações entre as ráızes simples α e αj .

Proposição 7.2.3. Suponha que 〈α∨, αj〉 = −1. Então sobre Z2 vale

z2j

(
(ρ̃j)∗(Srαrαj

)
)
= 1.

Prova: A idéia é escrever o conjunto ρ̃j(e
sAαetAαj ) · [v] com v um vetor de peso máximo

µj . Com a hipótese acima, os pesos que aparecem na representação de g(α, αj) são µj , µj −

αj , µj − αj − α sendo que (µj − αj − α) − α = µj − αj − 2α não é peso. Estes pesos têm

multiplicidade 1. Pode-se tomar w 6= 0 no espaço de pesos de µj − αj tal que:

ρ̃j(e
tAαj ) · v = cos t · v + sen t · w.

Por outro lado, seja u 6= 0 no espaço de pesos de µj −αj −α. O espaço gerado por {v, w, u} é

invariante por ρ̃j(e
sAα) pois µj−αj−2α não é peso. Em relação a esta base (convenientemente
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normalizada),

ρ̃j(e
sAα) =




1

cos s −sen s

sen s cos s


 .

Portanto, ρ̃j(e
sAαetAαj ) · [v] coincide com ρ̃j(e

sAα)etB · [v] onde

B =




0 −1

1 0

0


 .

em relação à base {v, w, u} visto que etB(1, 0, 0) = cos t · v + sen t · w = ρ̃j(e
tAαj ) · v.

Segue que ρ̃j(e
sAαetAαj ) · [v] é a célula de dimensão 2 do espaço projetivo do espaço ve-

torial gerado por {v, w, u}. Consequentemente, z2j

(
(ρ̃j)∗Srαrαj

)
= 1.

Observação: Na demonstração acima, ρ̃j(e
tAαj ) pode não deixar invariante o subespaço

gerado por {v, w, u} (soma dos espaços de pesos µj , µj − αj , µj − αj − α). Mas, o que é

necessário é a ação de ρ̃j(e
tAαj ) no espaço gerado por {v, w} e esta ação coincide com a de

etB.

Proposição 7.2.4. Suponha que 〈α∨, αj〉 = −2. Então sobre Z2 vale

z2j

(
(ρ̃j)∗(Srαrαj

)
)
= 0.

Na demonstração, será utilizada a representação irredut́ıvel de dimensão 3 de sl(2,R) que

é a própria representação adjunta.

Considere a seguinte base de sl(2,R).

X =

(
0 1

0 0

)
H =

(
1 0

0 −1

)
Y =

(
0 0

1 0

)
.

Nesta base, os colchetes são dados por [H,X] = 2X,[X,Y ] = 2H e [H,Y ] = −2Y . O

vetor de peso máximo para H é X e o de peso mı́nimo é Y .

Seja K = {Z : trZ2 = 0}. Este conjunto apresenta as seguintes propriedades.

• É um cone formado por elementos nilpotentes.

• Os elementos interiores a K são matrizes com auto-valores imaginários puros e os ele-

mentos exteriores têm auto-valores reais.

• O seu eixo central é gerado pela matriz

B =

(
0 1

−1 0

)
.
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• É invariante pela representação adjunta.

Para derivar estas propriedades, utilizamos uma outra base para sl(2,R). As matrizes

{A,H, S} dadas por

A =

(
0 −1

1 0

)
H =

(
1 0

0 −1

)
S =

(
0 1

1 0

)

formam uma base para sl(2,R) e seus colchetes satisfazem

[H,A] = −2S , [H,S] = −2A , [S,A] = 2H.

Agora, seja Z = aA+ bH + cS. Segue que

Z2 =

(
b2 + c2 − a2 0

0 b2 + c2 − a2

)

e, portanto, K = {Z = aA + bH + cS : a2 = b2 + c2} é um cone formado por matrizes

nilpotentes. Mais ainda, o polinômio caracteŕıstico é dado por pZ(λ) = λ2− tr(Z)λ+detZ =

λ2 − (b2 + c2 − a2). Logo, os elementos no interior de K tem autovalores imaginários puros

(λ2 < 0) e os elementos fora de K tem autovalores reais (λ2 > 0). O eixo central deste cone

ocorre na direção do eixo de coordenadas a, ie, na direção da matriz

B = (−1)A =

(
0 1

−1 0

)

Finalmente, observe que, na base {A,H, S}

adA =




0 0 0

0 0 −2

0 2 0


 , adH =




0 0 −2

0 0 0

−2 0 0


 , adS =




0 2 0

2 0 0

0 0 0


 .

Disto temos que se Z = aA+ bH + cS então

adZ =




0 2c −2b

2c 0 −2a

−2b 2a 0


 .

Logo, tr(adZ)2 = 8(b2 + c2 − a2) e K é invariante pela representação adjunta.

Note que na base {A,H, S}, os elementos X,Y ∈ K são representados como

X =
1

2
(−A+ S) e Y =

1

2
(A+ S) .

Considere a órbita exp(tadB) · X de B que passa pelo vetor de peso máximo X. Esta

órbita é uma circunferência C com centro em 1
2B que passa por X e −Y . Tal circunferência
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X

Y

−Y

b

c

a

exp(tadB) ·X

1
2
B

Figura 7.1: A órbita exp(tA) ·X em K

é igual a interseção do cone K com o plano P perpendicular a 1
2B que passa por X. Isto

pode descrito também em coordenadas. Dado que X = (−1
2 , 0,

1
2) no sistema de coordenadas

(a, b, c), neste mesmo sistema temos que

exp(tadB) ·X =

(
−
1

2
,
sen2t

2
,
cos 2t

2

)
.

Em particular, exp(πadB) ·X = X.

Um ponto central da demonstração é que a imagem da circunferência no plano projetivo

RP 2 é contrátil. De fato, o conjunto de circunferências

exp(tadB) ·

(
1

2
B + r(X −

1

2
B)

)

com centro em 1
2B e raio r variando entre 0 e 1 se projetam em RP 2 definindo uma homotopia

entre a circunferência original (r = 1) e um ponto (r = 0).

Agora, vamos utilizar a hipótese de que 〈αj , α
∨〉 = −2 para construir uma representação

irredut́ıvel de dimensão 3 da subálgebra sl(2,R) ∼= g(α) no espaço da representação V de

peso máximo µj . Com isto, os elementos X, H e Y serão identificados via esta representação

e a órbita constrúıda acima poderá ser vista dentro de V a partir da representação (que é a

representação adjunta). Com isto, a imagem da célula de Schubert será calculada diretamente.

O ponto crucial é que a homotopia entre a órbita e um ponto no espaço projetivo permitirá

obter uma outra homotopia entre a imagem da célula de Schubert no espaço projetivo da

representação com uma célula de dimensão 1 a partir da qual concluiremos que o representante

da 2-cohomologia do RP 3 sobre a imagem da célula de Schubert é zero.

Considere a representação com peso máximo µj . Vimos que µj − αj é o único peso da

forma µj − nα, n ≥ 1, com α ∈ Σ e possui multiplicidade 1.
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Subtraindo α 6= αj , como 〈αj , α
∨〉 = −2 segue que µj − αj − α e µj − αj − 2α são pesos

da representação. Considere g(α) ∼= sl(2,R) = gα ⊕ RHα ⊕ g−α e tome Xα ∈ gα e Yα ∈ g−α

normalizados tal que Aα = Xα + Yα. Se Vλ representa o espaço associado ao peso λ então

0 6= ρ̃j(Yα)Vµj−αj
⊂ Vµj−αj−α e 0 6= ρ̃j(Yα)

2Vµj−αj
⊂ Vµj−αj−2α e o subespaço

W = Vµj−αj
⊕ ρ̃j(Yα)Vµj−αj

⊕ ρ̃j(Yα)
2Vµj−αj

tem dimensão 3 e é invariante por g(α) de tal forma que a representação de g(α) ∼= sl(2,R)

é irredut́ıvel (observe que ρ̃j(Yα)
3Vµj−αj

= 0 pois 〈α∨, µj〉 = −2).

Desta forma, a representação de sl(2,R) em W é equivalente à representação adjunta.

Para facilitar a notação é conveniente pensar W = sl(2,R) e tomar a base de W como

sendo X,H e Y com X ∈ Vµj−αj
(peso máximo para H), H ∈ ρ̃j(Yα)Vµj−αj

(peso nulo) e

Y ∈ ρ̃j(Yα)
2Vµj−αj

(peso mı́nimo).

Observe que com a notação acima, a órbita exp(tadB) ·X é dada por ρ̃j(e
tAα)X.

Prova: A célula de Schubert Srαrαj
= esAαetAαj · b0, com (s, t) ∈ [0, π]2 tem sua imagem por

ρ̃j no espaço projetivo da representação dada por

ρ̃j
(
esAα

)
ρ̃j

(
etAαj

)
· [v]

onde v é o vetor de peso máximo µj . Então, como X é um vetor no espaço de peso Vµj−αj
,

como já foi calculado

ρ̃j

(
etAαj

)
· v = (cos t)v + (sent)X.

Disto temos que ρ̃j(Srαrαj
) = ρ̃j

(
esAα

)
((cos t)v + (sent)X). Note que ρ̃j

(
esAα

)
· v = v. De

fato, como µj −α não é peso da representação tem-se que ρ̃j(Yα) · v = 0 e ρ̃j(Xα) · v = 0 pois

v é vetor de peso máximo. Portanto, se p : W → PW denota a projeção do espaço vetorial

W em seu espaço projetivo então

ρ̃j

(
Srαrαj

)
= p

(
cos t · v + sent · ρ̃j

(
esAα

)
X
)
, (s, t) ∈ [0, π]2. (7.4)

Agora, pode-se considerar a homotopia mencionada acima, dada a ocorrência da órbita

ρ̃j
(
esAα

)
X no espaço projetivo da representação, definindo-se a aplicação f : [0, π]2×[0, 1] →

V por

((s, t), r)
f
7→ cos t · v + sent · ρ̃j

(
esAα

)(1

2
B + r(X −

1

2
B)

)

onde B é o elemento de W que corresponde ao elemento A = X − Y ∈ sl(2,R). Observe as

seguintes propriedades da projeção de f por p, isto é, pf .

(1) pf(s, t, 1) = ρ̃j

(
Srαrαj

)
.

Segue facilmente pela equação (7.4).
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(2) pf(s, t, 0) se degenera a uma circunferência.

Note que f(s, t, 0) = cos t·v+sent·ρ̃j
(
esAα

) (
1
2B
)
. Agora, como ρ̃j

(
esAα

) (
1
2B
)
=
(
1
2B
)
,

f(s, t, 0) = cos t · v + sent ·

(
1

2
B

)
.

Portanto, segue que a semi-circunferência cos t · v + sent ·
(
1
2B
)
(observe que t ∈ [0, π])

se degenera a uma circunferência no espaço projetivo PW .

(3) Para cada r ∈ [0, 1] fixo, pf(·, ·, r) define uma aplicação da célula de Schubert Srαrαj
no

espaço projetivo também denotada por pf .

A aplicação de colagem ψ : [0, π]2 → Srαrαj
, ψ(s, t) = esAαetAαj · b0 apresenta a célula

de Schubert como Srαrαj
= [0, π]2/ ∼ψ, onde ∼ψ é a relação de equivalência definida

por ψ, isto é, (s1, t1) ∼ψ (s2, t2) se, e só se, ψ(s1, t1) ∼ ψ(s2, t2).

Para cada r fixo, a aplicação pf(s, t, r) está definida em prinćıpio em [0, π]2. No entanto,

ela passa ao quociente definindo uma aplicação com domı́nio em Srαrαj
= [0, π]2/ ∼ψ

pois, para cada r fixo, na fronteira de [0, π]2 tem-se que:

• f(0, t, r) = f(π, t, r).

Segue direto do fato de que ρ̃j
(
eπAα

)
= idh pois

f(π, t, r) = cos t · v + sent · ρ̃j
(
eπAα

)(1

2
B + r(X −

1

2
B)

)

= cos t · v + sent ·

(
1

2
B + r(X −

1

2
B)

)

= f(0, t, r).

E, portanto, são iguais no espaço projetivo.

• pf(s, 0, r) = pf(s, π, r) = [v].

Portanto, na fronteira de [0, π]2 e para cada r, pf(s1, t1, r) = pf(s2, t2, r) implica que

ψ(s1, t1) ∼ ψ(s2, t2). Como ψ é homeomorfismo no interior, pf passa ao quociente

definindo de fato uma aplicação em Srαrαj
= [0, π]2/ ∼ψ.

Portanto, existe uma homotopia entre ρ̃j = pf(·, ·, 1) : Srαrαj
→ PV e pf(·, ·, 0). Estas

duas aplicações induzem a mesma aplicação na homologia e na cohomologia. Como pf(·, ·, 0)

é trivial na 2-cohomologia, segue ρ̃ ∗
j (z

2
j )
(
Srαrαj

)
= 0.

As duas proposições anteriores fornecem a seguinte proposição.
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Teorema 7.2.5. Se nenhuma das componentes do grupo é do tipo G2 e o anel de coeficientes

R = Z2 então vale que

σ2αj
= ρ̃ ∗

j (z
2
j ) =

∑
{σrαrαj

: 〈α∨, αj〉 = −1}.

7.2.3 O Flag Maximal de sl(3,R)

As ráızes simples são α e β e, portanto, a Z2-cohomologia é gerada por σα = σrα e

σβ = σrβ . Pelo Teorema 7.2.5, σ2α = σrβrα e σ2β = σrαrβ . A involução principal é w0 =

rαrβrα = rβrαrβ . Neste caso, pela Proposição 6.1.5, σw0 = σrβrασβ = σrαrβσα, pois F = Sw0 .

Pelas expressões de σrβrα e σrαrβ , segue que σw0 = σ2ασβ = σασ
2
β .

Isto exibe todos os elementos básicos com produtos de elementos de dimensão 1.

Como complemento, a Proposição 6.1.5 nos fornece as seguintes restrições: em Srβrα ,

σ̄rβrα = σ̄βσ̄α enquanto em Srαrβ , σ̄rαrβ = σ̄ασ̄β . Isto significa que σασβ = σβσα tem com-

ponente tanto na direção de σrβrα quanto de σrαrβ . Logo, σασβ = σrβrα + σrαrβ e obtemos

que

σασβ = σ2α + σ2β .

Com as notações da seção anterior, ρ1 é a representação canônica em R3. Com isso,

ρ∗1(z1) = σα, ρ
∗
1(z

2
1) = σ2α = σrβrα e ρ∗1(z

3
1) = σrβrασα = 0 pois z31 = 0 neste caso. Pelo mesmo

motivo obtemos que σ3β = 0.

Portanto, conclúımos que se F é a variedade flag maximal de A2 então H
∗(F,Z2) é gerado

por σα e σβ e vale que:

σασβ = σ2α + σ2β (7.5)

σ3α = 0 (7.6)

σ3β = 0 (7.7)

Estas são as únicas relações em H∗(F,Z2) as quais concidem com a encontrada na tese

de Mare [34], equações (2.19) e (2.23), onde temos que

H∗(F,Z2) = Z2[ω1, ω2]/
(
ω2
1 + ω2

2 − ω1ω2, ω
3
1, ω

3
2

)
.
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[30] Humphreys, J.E., Reflection Groups and Coxeter Groups. Cambridge Studies in Ad-

vanced Mathematics, 29, Cambridge University Press, (1990).

[31] Husemoller, D., Fibre Bundles, Graduate Texts in Mathematics 20. Springer Verlag,

New York, Heidelberg, Berlin (1975).

[32] Knapp, A.W., Lie Groups beyond an introduction, Second Edition, Birkhäuser (2004).
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