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Resumo

Esta tese apresenta uma abordagem para o estudo da topologia das variedades flag reais.
A homologia é obtida pela determinagéao do operador fronteira da homologia celular. Isto se
da a partir de uma parametrizacao explicita das células de Shubert que fornecem a estru-
tura celular destas variedades. Para o anel de cohomologia de uma variedade flag maximal,
encontram-se os seus geradores como classes de Stiefel-Whitney de um fibrado de linha sobre

a variedade flag.

Palavras-chave: Variedades flag reais, Células de Schubert, Homologia celular, Cohomolo-

gia.

vii






ix

Abstract

This thesis presents an approach for the study of topology of real flag manifolds. The ho-
mology is obtained by the determination of the boundary operator for the cellular homology.
This follows from an explicit parametrization of the Schubert cells which gives a cellular struc-
ture for these manifolds. For the cohomology ring of a maximal flag manifold, its generators

are found as Stiefel-Whitney classes of a line fiber bundle over the flag manifold.

Keywords: Real flag manifolds, Schubert cells, Cellular homology, Cohomology.
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Introducao

Uma variedade flag real é um espago homogéneo Fg = G/Pg onde G é um grupo de
Lie semissimples nao-compacto e P é um subgrupo parabdlico. Exemplos classicos sao dados
pelo espaco Projetivo e pela variedade Grassmanniana. Um resultado cldssico no estudo da
topologia das variedades flag reais é a decomposi¢ao de Bruhat que apresenta a variedade flag
Fgo como uma unido disjunta de células homeomorfas a um espaco R" parametrizadas pelas
classes laterais do grupo de Weyl da dlgebra de Lie de G. Os fechos desta células - células
de Schubert - fornecem uma estrutura celular CW e formam uma base para a Zs-homologia
destes espacos e da Z-homologia no caso das varidades flag complexas.

As origens desta decomposigao remetem a década de 30 quando Ehresmman [24], a partir
de uma decomposigao celular para as Grassmannianas obtida por Schubert (meados de 1880),
a estendeu para uma variedade flag qualquer do grupo Gl(n,K) afim de determinar suas
propriedades topdlogicas. E atribuida a Bruhat [8] que, posteriomente, na década de 50,
generalizou esta construcao para os grupos de Lie classicos complexos. Na mesma época,
uma outra abordagem para o estudo da topologia destes espacos surgiu no contexto das
variedades flag complexas por Borel [4, 5], que identificou o anel de cohomologia de X como
um anel quociente dos polindmios sobre a algebra de Cartan h da algebra de Lie g de G
pelo ideal gerado por polindmios invariantes pelo grupo de Weyl de g. O artigo clédssico de
Berstein-Gel’fand-Gel'fand [2] estabeleceu a relagao entre estas duas abordagens algébrica
(de Borel) e geométrica (de Bruhat) das variedades flag complexas.

Ja no contexto das variedades flag reais, resultados similares s6 foram obtidos a partir da
década de 80. Duistermaat-Kolk-Varadajan [23] provaram que as células de Schubert formam
uma base para a Zg-homologia e, ja nos anos 90, Kocherlakota [33] descreveu a Z-homologia.
Vale ressaltar que, nestes dois trabalhos, o papel central foi desempenhado pela a teoria
de Morse, dando sequéncia ao trabalho de Bott-Samelson [6], a partir da identificacido das
variedades flag reais a orbitas adjuntas de elementos “diagonais” para as quais existe uma
fungao Morse-Bott natural e uma métrica (de Borel) em que a decomposigao de Morse coincide
com a decomposi¢ao de Bruhat. Em [33], a Z-homologia é obtida a partir da construgao do
complexo de Morse-Witten. Mais tarde, Wiggerman [45] exibiu uma estrutura CW para o

2-esqueleto das variedades flag para descrever o grupo fundamental em termos de geradores
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e relagoes. Com relagdo a cohomologia, Casian-Stanton [12] estabeleceram conexoes entre
a cohomologia de variedades flag reais e a teoria de representacao de dimensao infinita de
algebras semissimples reais e Casian-Kodama [13, 14] com a dinadmica de sistemas integréveis.
E, mais recentemente, Patrao-Santos-San Martin-Seco [37] estabeleceram um critério para a
orientabilidade das variedades flag reais.

A primeira contribuigao desta tese é oferecer uma nova abordagem para o cédlculo da
homologia por intermédio da determinacao explicita das funcoes caracteristicas das células de
Schubert. Elas fornecem uma estrutura celular CW para as variedades flag com as quais se
obtém os operadores fronteira da homologia celular. Este ponto de vista preenche uma lacuna
no estudo da topologia das variedades flag. Tal afirmagao encontra-se em Duan-Zhao [21] que,
no contexto das variedades flag complexas, afirmam excetuando-se 0s espacos projetivos,
muito pouco se sabe a respeito das funcgoes caracteristicas das variedades flag. Foram obtidos
os mesmos resultados que Kocherlakota [33] em que o operador fronteira da homologia tem
coeficientes 0 ou +2. Entretanto, a visao celular tem a vantagem de apresentar a geometria
de um modo muito mais evidente. Além disto, a formula apresentada neste trabalho é mais
transparente pois leva em conta a escolha de decomposicoes minimais para os elementos
do grupo de Weyl. Em [33], esta escolha nao é considerada e, por isto, surgem sinais que
aparecem com certa ambiguidade no complexo de Morse-Witten.

A maneira como sao construidas as funcgoes caracteristicas se assemelha, de certo modo,
com a técnica chamada de dessingularizacao das células de Schubert. Embora ela tenha
sido obtida inicialmente no contexto das variedades flag complexas (veja Demazure, [16]),
encontra-se também disponivel para o caso real (veja [23], Gorodski-Thorbergsson [25]). Esta
técnica permitiu que se obtivesse o anel de cohomologia das variedades complexas em ter-
mos do quociente de um anel de polinémios. Por enquanto, a parametrizagao das células
de Schubert ainda nao permitiu, até agora, que se obtivesse um resultado deste tipo. Vale
ressaltar que ainda néo se conhece uma formulacao andloga para o anel de cohomologia das
variedades flag reais, principalmente, considerando-se coeficientes inteiros. Neste sentido, ha
outros dois trabalhos que tratam deste problema com diferentes abordagens. O artigo de Biss-
Guillemin-Holm [3], no contexto da cohomologia equivariante, em que as variedades flag reais
sdo obtidas como conjunto de pontos fixos de involugoes anti-simpléticas de variedades flag
complexas e a tese de Mare [34], em que as variedades flag aparecem como érbitas isotrépicas
constituindo-se exemplos de variedades isoparamétricas.

A segunda contribuicgao desta tese consiste em apresentar um tratamento classico para
a cohomologia das variedades flag reais no mesmo estilo que é feito no caso das variedades
flag complexas e que, segundo consta, ainda nao se encontra na literatura. Neste caso, faz-se
necessario trabalhar com coeficientes em Zs de modo que as células de Schubert formem uma
base para a homologia. Além disto, restringe-se as algebras que sdo formas reais normais

para que se utilize a teoria de representacoes de dlgebras semissimples reais. Os geradores do
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anel de cohomologia sao obtidos como as classes duais as células de Schubert de dimensao
um definidas pelas raizes simples e sao interpretados como classes de Stiefel-Whitney de
certos fibrados sobre as variedades flag reais. Sob este ponto de vista, estuda-se a agao do
grupo de Weyl nos geradores da cohomologia. A expectativa é que se obtenham invariantes
por esta acao, entretanto, este objetivo ainda nao foi alcancado por meio dos resultados
obtidos. Apenas um primeiro avanco foi feito na direcéo de se explorar o produto no anel de
cohomologia pela obtencao de uma expressao para o quadrado dos geradores.

Por fim, uma caracteristica da tese é a apresentacao de exemplos tanto para o caso do
grupo especial linear Sl(n, R), como ja é de praxe, quanto para o grupo simplético Sp(n,R). H&
trés capitulos dedicados exclusivamente ao estudo de exemplos dos grupos de homologia: um
capitulo é dedicado ao estudo dos grupos de homologia em casos de dimensao baixa e outros
dois capitulos sao dedicados ao estudo dos grupos de homologia das variedades Grassmanianas
reais e simpléticas, respectivamente. Os resultados sobre o anel de cohomologia também sao,

sempre que possivel, acompanhados de exemplos.

0.1 Principais contribuicoes e Expectativas
A lista abaixo contempla de maneira concisa as contribuigoes especificas deste trabalho.

e A descricao das fungoes caracteristicas para as células de Schubert de uma variedade

flag.

O ponto de vista celular para o calculo da homologia das variedades flag reais.

e Um exemplo de nao-sobrejetividade da aplicacao induzida pela projecao canodnica da

variedade flag maximal sobre uma variedade flag parcial na Z-homologia.

A descricao de uma nova decomposicao irredutivel para os representantes minimais das

células de Schubert das Grassmannianas simpléticas.

O célculo detalhado do operador fronteira da homologia da Grassmanniana Lagrangeana.

A determinagéo dos geradores da cohomologia como classes de Stiefel-Whitney de fi-

brados de linha sobre variedades flag reais.

e A expressao para o quadrado dos geradores na cohomologia (para alguns casos partic-

ulares).

Espera-se que, a partir deste trabalho, as seguintes questoes possam ser parcial ou total-

mente respondidas.
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e Determinar o operador fronteira da homologia celular de todas as Grassmannianas
simpléticas a partir da descricdo da decomposicao minimal para os representantes min-

imais dos elementos do grupo de Weyl que parametrizam as células de Schubert.

e Determinar as decomposicoes minimais para os representantes minimais das variedades
flag dos outros grupos de Lie classicos que sejam adequadas para o cdlculo da homologia

celular.

e Encontrar uma férmula analoga a cléssica férmula de Chevalley (veja Pragacz [40], Teo-
rema 2) no contexto das variedades flag complexas que determina qual é o produto cup
de um gerador da cohomologia com uma classe que representa uma célula de Schubert.
Esta questao esta diretamente relacionada a questao de se encontrar uma interpretacao
analoga para o anel de cohomologia das variedades flag reais em termos de um anel

quociente.

0.2 Estrutura de tese

A tese é composta por sete capitulos. O primeiro deles aborda a questao da parametrizagao
das células de Schubert. O segundo capitulo apresenta o calculo do operador fronteira da
homologia celular e é seguido por trés capitulos dedicados apenas aos exemplos. Os tltimos
dois capitulos se concentram no estudo da cohomologia.

Segue agora uma descrigao detalhada do conteido de cada capitulo.

Capitulo 1

A primeira secao é dedicada aos preliminares da teoria de Lie que sao utilizadas ao longo
de toda a tese. Em particular, para um grupo de Lie real semissimples nao-compacto com
uma decomposigao de Iwasawa G = K AN, a decomposicao de Bruhat exibe a variedade flag

real Fg como uma uniao disjunta de N-6rbitas

Fo= [] N-wbe
weW /We

em que bg é a origem de Fg, parametrizadas pelas classes W/Wg do grupo de Weyl W. Os
fechos das células de Bruhat N - wbg sdo as células de Schubert SP. E conhecido o fato de
que estas células fornecem uma estrutura celular para as variedades flag.

O primeiro capitulo fornece uma parametrizacao para as células de Schubert S, de uma
variedade flag maximal por funcdes definidas em cubos [0, 7]? € R?. Dada uma decomposicio
minimal de w = r1---1r, € W, a Proposi¢ao 1.2.3 descreve a célula de Schubert S, =
K- K, - by onde os subgrupos compactos K; C K sao definidos a partir da subalgebra de

posto um relativa a raiz o € 3. Através de aplicages exponenciais, os subgrupos K; podem
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ser vistos a partir de funcées definidas em bolas B% onde d; é a multiplicidade da raiz o;.
Estas funcdes, por sua vez, permitem construir funcées caracterfsticas ®,, : B¢ — S, para
as células de Schubert (Proposicdao 1.2.9) onde BY = B% x .- x B% é uma bola em R?,
d=dy+---+dy.

Capitulo 2

Aqui se encontra um dos resultado fundamentais deste trabalho e que torna este capitulo
um dos mais importantes da tese. Trata-se da férmula para o operador fronteira da homologia
celular de uma variedade flag. Inicialmente, obtém-se o resultado para o caso maximal. Os
resultados para as variedades flag parciais sao obtidos por projecao a partir da variedade flag
maximal.

Dada uma célula de Schubert S,, em F, o operador fronteira possui coeficientes em relagao
as células de Schubert que possuem dimensao um a menos que S,,. Pela Proposicao 2.1.1, se

w =717, é¢ uma decomposicao minimal de w € W isto significa que

oS, = Zc(w,w')Sw/

wl

quando w’ =7y ---#-- -1y e d; = 1. Neste caso, ®,, ¢ definida em B4 x [0, 7] e o coeficiente
c(w,w’) é a soma dos graus das funcdes de colagem, isto é, das restricdes de ®,, a B¥1 x {0}
e B x {n} (veja o Teorema 2.1.4). Isto significa que o coeficiente c(w,w’) = 0 ou £2 e,
portanto, as células de Schubert formam uma base para a Zs-homologia. Este resultado pode
ser ainda refinado para se obter a féormula (2.4) que reflete as diferentes escolhas de decom-
posicoes minimais para os elementos w, w’ recobrindo, até com mais detalhes, o resultado ja
conhecido ([33], Teorema A).

Para o célculo da homologia de uma variedade flag parcial Fg, observa-se que deve se
fazer uma escolha correta para um representante numa classe lateral de WW/Wg de dimensao
minimal. Isto é feito na Proposigao 2.2.1 em que se prova que, para uma dada célula de Schu-
bert SO, w € W/We, existe uma tnica célula de Schubert S,,, w € W, que possui a mesma
dimensao que S9. A homologia é entdao computada a partir dos coeficientes ¢([w], [w']) igual-

mente calculados na variedade flag maximal em que [w], [w'] sdo os representantes minimais.

Capitulo 3

Neste capitulo sao desenvolvidos exemplos de dimensao baixa que servem de ilustragao
para a teoria desenvolvida nos dois primeiros capitulos. A decomposicao de Bruhat e os grupos
da Z-homologia de todas as variedades flag dos grupos SI(3,R) e Sp(2,R) de posto 2, a saber,
o espaco projetivo, a variedade Grassmanniana e a variedade flag maximal, sao obtidos.

Destaca-se a secao 3.2.2 que apresenta detalhadamente o cdlculo dos graus das funcoes de



SUMARIO

colagem na determinacao dos coeficientes ¢(w, w’) enquanto os outros exemplos sao aplicagoes
diretas da férmula (2.4).

Capitulo 4

Um exemplo cléssico de uma variedade flag real é o caso das variedades Grassmannianas
reais Gri(R"™) que s@o variedades flag minimais de Sl(n,R). Neste capitulo, é feito o cdlculo
dos grupos da Z-homologia destas variedades pela determinacao do operador fronteira da
homologia celular em uma dada célula de Schubert. Uma das dificuldades para este calculo
é ter em maos uma boa decomposicao irredutivel dos representantes minimais das células
de Schubert. Neste caso, este obstaculo é superado utilizando-se uma decomposicao minimal
obtida por Dheodar [17]. Considere Grg(R™) como um subconjunto do espago projetivo /\k R™

e tome os seguintes elementos
er=¢e; N Nej, , 1<y << < n.

A origem é eg = e A--- Aeg e as células de Schubert sdo Sy = feN - e; que tém dimensao
(i1—1)++(ig—1)=i1+- - +ir— w Para cada multi-indice I = (i1,. .., i), existe um
unico elemento de comprimento minimo w € W tal que wrey = ey. Denote por r; = (i,i+ 1)
a reflexao em relacao a raiz «;. Dado um multi-indice I, para cada j = 1,...,k, considere a

permutacao (7,7;) que leva o indice j em i; e que admite decomposi¢ao minimal
Nrg = (Jy i) =Tij—1Tj47;

Segue que
wr = (1,41) -+~ (kyig) = n1,1 - ke

é a decomposicao minimal do representante minimal corresponde ao multi-indice I.

Este capitulo encerra abordando a seguinte questao: se g : F — Fg € a projecao canonica
da variedade flag maximal sobre a variedade flag parcial, que é sobrejetora, entao a aplicacao
oy : Ho(F) - H.(Fg) também é sobrejetora? No caso da homologia sobre Zy a resposta é
positiva uma vez que os operadores fronteira sdo todos nulos. Entretanto, a segao 4.3 mostra,
pela andlise do exemplo da projecao da variedade flag maximal de S1(5,R) sobre a variedade

Grassmanniana Gra (R5), que T, nem sempre € sobrejetora com coeficientes inteiros.

Capitulo 5

Outra classe de variedades classicas que também sao variedades flag reais sao as Grass-
mannianas Lagrangeanas que, na verdade, correspondem a um caso particular das Grassman-
nianas simpléticas definidas como variedades flag minimais do grupo Sp(n, R). Neste capitulo
é feito o calculo dos grupos da Z-homologia das Grassmannianas Lagrangeanas pela deter-

minacao do operador fronteira da homologia celular em uma dada célula de Schubert. Isto foi
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possivel a partir da obtencdo de uma nova decomposicao irredutivel para os representantes
minimais das células de Schubert. Seja r; = 74, o € X, a reflexao em torno de uma raiz

simples. Defina, para cada 1 < i < n, os elementos
Si = Tp—it1 - Th € W.

Os representantes minimais das células de Schubert S; das Grassmannianas Lagrangeanas

sao parametrizados por todos os multi-indices da forma
I=(i,... i) , 1<ii<---<ipz <n e 0<k<n
(o caso k = 0 corresponde a identidade) e, s@o dados por
Wr = Siy - - - Siy,-

Na verdade, esta decomposicao é obtida como um caso particular de variedade Grassman-
niana simplética. A se¢do 5.2 é dedicada a determinagdao de uma decomposicao irredutivel

para os representantes minimais de todas as Grassmannianas simpléticas.

Capitulo 6

Além do capitulo 2, aqui também se encontra um dos capitulos mais importantes da tese
ao abordar o estudo da cohomologia das variedades flag reais. Uma excelente ferramenta para
se estudar a cohomologia no contexto de fibrados F' — E — B é o teorema de Leray-Hirsch
(Hatcher [27], Teorema 4D) cujo conteudo afirma que H*(E;R) é um H*(B;R)-médulo
livre desde que, para cada fibra F', a inclusdo da fibra F — FE induza um homomorfismo
sobrejetor e H™(F'; R) seja um R-mdédulo livre de posto finito para cada n. A primeira parte
deste capitulo mostra como este resultado pode ser aplicado no contexto das variedades flag
reduzindo-se ao caso em que as células de Schubert formam uma base para a homologia. O
fibrado em questao é obtido pela projecao entre diferentes variedades flag. A partir disto,
restringindo a fibrados definidos a partir das células de Schubert, obtém-se que o anel de
cohomologia de uma variedade flag maximal H*(FF,Zs) é gerado por produtos o4, — -+ —
0q, (Proposicao 6.1.6) onde cada 0., @ € X, é a classe de cohomologia dual a célula de
Schubert S, (~— denota o produto cup).

Quando Fg é a variedade flag de uma forma real normal g e p é uma representagao
irredutivel de g em V' de peso maximo u, Fg pode ser obtida como uma G-6rbita do vetor
primitivo v, no espago projetivo PV}, de p. Em particular, a variedade flag minimal Fg,,
©; =¥\ {¢;}, é uma G-6rbita do vetor primitivo no espago projetivo PV, da representagao
bésica 1; associada a raiz simples a; € ¥ (Coroldrio 6.2.4).

Na segunda parte deste capitulo, apresenta-se uma interpretacao para os geradores da

cohomologia de F em termos da representacao de g. Tome p; a composigao da representacao
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bésica p1; com a projegao da variedade flag maximal IF sobre a minimal Fg,. A partir de pj, as
classes 0, sao vistas como o pull-back do gerador da cohomologia z; de PV}, isto €, p; (z5) =
0q;- Além disto, o pull-back do fibrado de linha sobre o espaco projetivo da representacao
¢ um fibrado de linha sobre F em que as classes 0,,; correspondem as primeiras classes de
Stiefel-Whitney (Proposi¢ao 6.3.2). Isto fornece uma interpretagdo geométrica interessante

para estes geradores.

Capitulo 7

A tese encerra explorando algumas consequéncias dos resultados obtidos no capitulo 6 na
expectativa de que os resultados obtidos ainda nao estejam em sua melhor forma. A primeira
parte dedica-se ao estudo da acao do grupo de Weyl W nos geradores da cohomologia a partir
da agao a direita de W sobre F. Verifica-se que a ag@o, quando descrita na base dos geradores,
coincide com acao de W sobre o reticulado de pesos da algebra de Lie g na base dos pesos
bésicos (Coroléario 7.1.7).

O 1ltimo resultado da tese consiste num primeiro passo dado no sentido de se entender os

produtos em H*(F,Zs). Determina-se, para os casos em que ha ligagoes simples e duplas entre

2

5 em termos das classes duais as células de Schubert

as raizes, o quadrado dos geradores o
de dimensao 2 (Teorema 7.2.5). Mais uma vez, a representacao de g é quem desempenha um

papel central para a obtencao deste resultado.



Capitulo 1

Células de Schubert

O primeiro capitulo desta tese concentra-se na parametrizacao das células de Schubert que
equipam as variedades flag de uma estrutura celular e servem como base para o calculo da ho-
mologia celular assim como desempenham um papel importante na determinacao de algumas
propriedades cohomoldgicas destes espacos. Isto justifica a importancia deste capitulo assim
como uma dedicacao exclusiva a este assunto. A primeira parte é dedicada as questoes pre-
liminares da tese enquanto a segunda parte explora a parametrizagao das células de Schubert

em uma variedade flag maximal.

1.1 Preliminares

As variedades flag sao definidas como espagos homogéneos G/ P onde G é um grupo de Lie
semissimples nao-compacto e P é um subgrupo parabdlico de GG. Nesta secao, apresentamos
a notacao que sera utilizada na tese referente ao tratamento destes grupos e variedades. Em
geral, os resultados serdao enunciados sem que faga mencao explicita a fonte. Tratam-se de
resultados classicos e podem ser encontrados nos livros Knapp [32], Warner [44], San Martin
[42], Humphreys [30], Helgason [28], Patrao-Seco [39] e nos artigos [23], Seco [43] e Patrao-San
Martin-Seco [38]. Somente em alguns casos vamos fazer referéncias especificas.

Seja g uma algebra de Lie real semissimples nao-compacta. As variedades flag para os
varios grupos G com algebra de Lie g sdo os mesmos. Por causa disto vamos sempre tomar
G como a componente da identidade do grupo de automorfismos de g. Deste modo, o centro
de G é trivial.

Decomposicao de Cartan

Uma involucdo de Cartan de g é dada por um automorfismo 6 de g que satisfaz 62 =1 e

tal que a forma bilinear de g definida por

By(X,Y) = (X,0Y)
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¢é positiva-definida em g. Fixada um involugao de Cartan 6, g se decompoe como g =€ &® s
onde £ é o autoespaco de 6 correspondente ao autovalor +1 enquanto s é o autoespacgo de 6
correspondente ao autovalor —1. Esta é a decomposigao de Cartan da dlgebra g com respeito a
6. Estes autoespagos satisfazem [¢, €] C €, [€,s8] C s e [s,5] C £ e, portanto, € é uma subdlgebra
de Lie de g.

Seja K o subgrupo conexo de G com algebra de Lie . Considerando G' a componente da
identidade do grupo de automorfismos de g, tem-se que K é subgrupo compacto maximal e
a aplicacao

K xs— (k,X)— kexp(X)

¢ um difeomorfismo e fornece a decomposicao de Cartan do grupo G.

Decomposicao de Iwasawa

A partir de uma decomposicao de Cartan de g = € @ s correspondente a involugdo de
Cartan 6, tome a uma subdlgebra abeliana maximal contida em s. Ela desempenha em g o
papel que a subélgebra de Cartan desempenha nas dlgebras semissimples complexas decom-
pondo a algebra g como soma direta de autoespagos associados a funcionais definidos em a*.
Os funcionais nao-nulos tais que os auto-espacos sao nao-vazios sao chamados de raizes do

par (g,a) e o conjunto destas raizes serda denotado por II de modo que g se decompde
9=00® Y _ 0o
a€ll

O auto-espaco go por sua vez se decompoe em gg = m @ a, onde m é centralizador de a
em €. Seja ¥ C II um sistema simples de raizes fixado. Denote por II*, respectivamente, o

conjunto da rafzes positivas e negativas e por a* a camara de Weyl

a" ={H €a:a(H) >0 para toda a € X}.

Seja n = E g a soma direta dos auto-espagos correspondentes as raizes positivas. A

a€ellt
decomposicao de Iwasawa de g é dada por

g=tdadn

Sejam A e N os subgrupos conexos cujas algebras de Lie sdo a e n respectivamente. Segue
que
KxAxN —G, (k,h,n) — khn,

¢ um difeomorfismo e fornece a chamada de decomposigao de Iwasawa do grupo G.
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Formas reais normais

Uma subalgebra h C g é dita uma subdlgebra de Cartan se o seu complexificado h é
uma subdlgebra de Cartan do complexificado g¢c de g. Em geral, para qualquer escolha de
uma &algebra abeliana maximal a em s, existe uma subdlgebra de Cartan h que contém a.
Especificamente, h = a @ t, onde t é um subespago abeliano maximal de m. Se m = 0 entao
h = a é uma subélgebra de Cartan de g. Neste caso, dizemos que g é uma forma real normal

de gc.

Subgrupos Parabdlicos

Uma subdlgebra parabdlica minimal de g é dada por g = m @ a ® n. Seja P o subgrupo
minimal parabdlico com algebra de Lie p a qual é o normalizador de p em G.

Seja © C ¥ um subconjunto de raizes simples. Denotamos por (O) as raizes de Il que sao
combinagdes lineares de raizes em © e por (0)* = (Q) N II*.

Associados a © C X existem variados grupos e algebras. Denotamos por g(©) a algebra
de Lie semissimples gerada por gis, a € ©. Seja G(O) o grupo de Lie conexo com algebra
de Lie g(0©). Seja n™(©) a subdlgebra gerada pelos auto-espagos g_q, @ € ©. A subdlgebra
parabdlica de tipo © é dada por

po =n"(0)@p.

Sejam ag = {H € a: a(H) =0,a € O} e tg o centralizador de ag em ¢. A decomposigao
de Iwasawa de pg ¢é dada por
po =to Dadn.

O normalizador Pg de pg em G é um subgrupo parabdlico padrao que contém o subgrupo
parabdlico minimal P. Seja Kg o centralizador de ag em K. A decomposi¢ao de Iwasawa de
Po é dada por

Py = KgAN.

Em particular, pp = p e Py = P. Denote por M = K| o centralizador de a em K. Segue

que a decomposicao de Iwasawa de P é dada por

P=MAN.

Variedades Flag

As variedades flag sdo definidas como o espago homogéneo de G pelos subgrupos parabdlicos
acima definidos. Chamamos F = G/P a variedade flag maximal de G e denotamos por by
o ponto base 1- P em G/P. A variedade flag correspondente Fg = G/Pg é chamada de
variedade flag parcial de G ou variedade flag de tipo ©. Denotamos por bg o ponto base
1-Pg em G/Pe.

11
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Existem maneiras equivalentes para se definir as variedades flag reais e que sao tteis

dependendo do contexto em que se encontram. Vamos listar algumas delas abaixo.

1. Orbitas em Grassmannianas.

Seja k = dim pg e denote por Grg(g) o conjunto dos subespagos vetoriais de dimensao k
em g. O grupo G age em Gry(g) pela representagao adjunta, isto é, Gx Gri(g) — Grg(g),
(9,V) — Ad(g)V. Por esta agao, G age transitivamente no conjunto Pg das subédlgebras
parabdlicas de tipo ©, pois duas delas sao conjugadas entre si. Segue que Pg se identifica
ao espago homogéneo de G pelo subgrupo de isotropia desta acao em Pg. Por outro
lado, a isotropia de pg € o seu normalizador, isto é, o subgrupo parabdlico Pg. Portanto,

G/ Pg se identifica a 6rbita de pg em Gry(g) por esta agao.

2. Orbitas em s.

Para qualquer subconjunto © C ¥, existe um elemento (ndo tinico) Hg € fea™ tal que
O ={a€eX:alHp) =0}

O subgrupo parabdlico correspondente se decompoe como Pg = KgAN onde Kg =

Ky € igual ao centralizador de Hg em K.

Inicialmente, observe que K age transitivamente em Fg que se identifica ao quociente
de K pelo subgrupo de isotropia que é K N Pg = Kg. Agora, considere a Orbita de
Hg € s por K pela acao adjunta, lembrando que s ¢é invariante por K. A isotropia
desta acao é exatamente Kg e, portanto, esta orbita se identifica ao espaco homogéneo
K/Kg que, por sua vez, se identifica a variedade flag Fg. Portanto, Fg pode ser imerso
em § como uma Orbita por AdK de Hg. As variedades flag maximais ocorrem pela
escolha de elementos H € a regulares, isto é, a(H) = 0 para toda raiz o € ¥. Em vista

desta realizagao, a variedade flag pode também ser denotada por Fp .

Associada a esta realizagdo Fg = K/Kg = AdK(H), H € s, podemos citar ainda uma
outra caracterizacao para as variedades flag que estd diretamente relacionada com o
contexto das variedades flag complexas. Seja U o subgrupo de Lie compacto G¢ cuja
algebra de Lie é dada por u = ¢ @ is. Segue que AdK(H) pode ser obtida como o
conjunto dos pontos fixos de uma involugao anti-simplética, que é a propria conjugacao
complexa em G, da 6rbita adjunta AdU(iHg) (veja mais detalhes em Duistermaat
22]).

3. Orbitas no espago projetivo de uma representagao de g.

Seja p uma representagao irredutivel de g em um espago vetorial V' com peso maximo
ptp- Vamos denotar por V, =V, o auto-espago associado ao peso méaximo u, e tome

v = vy, o vetor primitivo de j, (auto-vetor associado ao peso mdximo). E possivel
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mostrar que o subgrupo de isotropia de V, é um subgrupo parabdlico de G. Mais
especificamente, a érbita G - [v] no espago projetivo P(V,,,) é uma variedade flag G/ Pe,
onde © = {a € ¥ : (a, p) = 0} (veja os detalhes no capitulo 6, segao 6.2.2).

Grupos de Weyl

O grupo de Weyl W associado a algebra a é o grupo finito gerado pelas reflexoes rq
em torno dos hiperplanos definidos por @ = 0 contidos em a, @ € ¥. Vamos chamar estes
geradores do grupo de Weyl W de reflexoes simples. Uma maneira alternativa de se obter o
grupo de Weyl é através do quociente M* /M onde M* é o normalizador de a in K. Vamos
sempre utilizar a mesma letra para denotar um representante de w em M™.

Expressando os elementos do grupo de Weyl W em termos de produtos de reflexoes
simples, o comprimento ¢(w) de w € W, é o nimero de reflexdes simples em qualquer de-
composicao minimal de w. Seja II,, = II" NwII~, o conjunto das raizes positivas levadas em
raizes negativas por w~!. Segue que £(w) é igual & cardinalidade de II,. Explicitamente, se

w=71---Ty, onde r; = ry,;, ¢ uma decomposi¢ao minimal de w entao
I, ={a1,mag,...,11 " Tpn_1Qn} (1.1)
Além disto, se w € W e a € X é uma raiz simples, vale a seguinte propriedade

lwry) =Ll(w)+1 se, esése, wa>0e
lwry) = 0(w) — 1

(w)

se, e 86 se, wa < 0.

A ordem de Bruhat-Chevalley

Existem duas ordens equivalentes entre elementos no grupo de Weyl W.

1. Temos que wi<w se e somente se dada uma decomposicdo minimal de w = r{---1y,

entao wy = r;, - - -1, para alguns indices 1 <71 < --- <4 < n.

2. Dois elementos w; e wy sdo ditos conexos, wy — we, se £(wy) < £(wz) e existe uma
raiz a (ndo necessariamente simples) tal que wir, = wy. Temos que w; < w se existem
Uy, ..., ur € YW com

wyp — Uy — - — U — Wa.

Pode ocorrer que w; — wy com ¢(w1)+ 1 = £(w2) mas ndo exista uma raiz simples com
W1Tq = W2.

A definicdo pode ser alterada tomando-se a multiplicacao a esquerda r,wi = wo pois

rowr = wi(wy 'rawr) = wirg com B =wla.

13
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O seguinte cédlculo apresenta a equivaléncia entre estas definigoes. Se w = ri---r, €

w' =1y 71y entdo w = rgw’, onde B =ry---1;_10;. De fato,

(/r-l e Ti—l)ri(rl e Ti—l)_l = TT1"‘Ti—1ai = Tﬁ

e ao multiplicar & direita por ry---7;---7,, obtemos que w = rgw’.
Existe um tnico elemento wg € W tal que woll™ = II~ o qual é chamado de involucao

principal e é o elemento maximal em relagdo a ordem de Bruhat-Chevalley.

Representantes Minimais

Para o conjunto © C 3, estd definido o subgrupo Wg de W que age trivialmente em
ag. Alternativamente, Wg é dado pelo grupo de Weyl gerado pelas reflexdes com respeito as
raizes a € O.

Define-se também o subconjunto W de W por

WO = {weW:l(wry) =lw)+1,acO)
= {weW:w®) It}

Segue que W® é chamado de o conjunto dos representantes minimais das classes laterais
de Wg em W pois cada classe wWeg contém um unico elemento w® € W€ de comprimento
minimal. Tal elemento w® também é caracterizado por uma das seguintes afirmagoes que sao

equivalentes
1. L(w®o) = L(w®) + £(0), para todo o € We.

2. I~ Nw®(O)* =0, isto ¢,
I~ Nw®Irt n(e) = 0. (1.2)

3. I Nw®(0)~ =0, isto ¢,

I NwPl™ Nw®(e) = 0. (1.3)

Fibracoes

Uma variedade flag parcial é o espago base para uma fibracdo natural equivariante mg :
F — Fg cuja fibra é Pg/P. Esta fibra é uma variedade flag de um grupo de Lie semissimples
Mg C G cujo posto (dimensao da subdlgebra a) é dado pela ordem de ©. O grupo de Weyl
de Mg é o subgrupo Weg. A érbita da fibra através do ponto base by estd contida na fibra
Wélﬂe(bo). Em particular, o grupo Mg é de posto um se © = {a}. Por exemplo, se o é uma
raiz simples, a fibra de F — Fy,, = G/P(qy que é Py /P coincide com a tnica variedade
flag do grupo G(a) cuja dlgebra de Lie é g(«), gerada por g_,, e go. Estas variedades flag de

posto um sao esferas S™, onde m = dim(gq + g24)-
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Uma fibragao mais geral ¢ obtida tomando-se ©; C ©2 C X. Segue que Py, C Po, €
existe uma aplicacao natural WS; : Fg, — Fo,. Esta aplicagao é equivariante e possui fibra

tipica Pg,/Pe, que também é uma variedade flag de um grupo de Lie semissimples Mg.

Decomposicao de Bruhat

A decomposicao de Bruhat apresenta a variedade flag como uma uniao de N-6rbitas (ou
de um conjugado de N). Trata-se de um resultado muito importante no que sera desenvolvido
nesta tese por estar diretamente relacionada com a decomposicao celular das variedades flag
reais. Ela afirma que as N-O6rbitas em uma variedade flag Fg sao finitas e coincidem com as
orbitas que passam pelos pontos fixos pela acdo do grupo A. De fato, se bg denota a origem
de Fg ent@o o conjunto dos pontos fixos por A concide com a érbita do grupo M™* - bg. Este
conjunto é finito e estd em bijecao com o conjunto de classes laterais YW/Weg. Deste modo, a

decomposicao de Bruhat é dada pela seguinte equacao:

Fo = H N - wbeg we M,
weW /We

onde N - wibg = N - wabg se woWg = w1 Weg. No caso da fibragao equivariante 718; :Fo, —
Fe,, as N-oOrbitas projetam sobre as NN-Orbitas por equivariancia e, portanto, a fibracao
respeita a decomposicao de Bruhat.

Cada N-o6rbita através de w € W é difeomorfa a um espago euclideano. Tal érbita IV -wbg

é chamada de uma célula de Bruhat. A dimensao destas células é dada pela seguinte férmula:

dim (N - wbg) = Z Ma
aclly, \ (©)

onde m, é a multiplicidade de cada auto-espaco g, (veja o Lema 2.1.6 para a demonstracao
do caso maximal e o Lema 2.2.1 para o caso parcial).

S}

Em cada classe lateral wWe existe um tnico elemento w® € W® que é minimal com

relacao & ordem de Bruhat-Chevalley. Se w® = 71 - - r,, é uma decomposicio minimal entdo
n
dim (N . web@) = Zmo‘j + Maq; -
j=1

Uma formulagao equivalente é dada em termos do subgrupo wy(N) = N, onde wy € W
¢é a involucao principal e N~ é o subgrupo de Lie conexo com algebra de Lie n= = Z Jo:
a€cll—

Fo= [J[ N -wbe —weM,
weW/We

Em particular, a célula de Bruhat N - wpbg é aberta e densa em Fg.
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Esta decomposicao foi estabelecida inicialmente por argumentos algébricos. Entretanto,
ela foi explorada posteriormente em termos da dindmica de um elemento regular que age
sobre a variedade flag de modo que as células de Bruhat coincidem com variedades estaveis
dos pontos fixos desta agdo que sdo os mesmos pontos fixos da agdo de A (esta abordagem é

apresentada na segao 2.3 e pode ser vista com detalhes em [23] e [39]).

Células de Schubert

Uma célula de Schubert numa variedade flag é o fecho de uma célula de Bruhat. Denota-

mos por 51(3 a célula de Schubert associada a classe w € W/Weg:

SO = fe(N - wbe) ,w € W/We.

w

Veremos a seguir que as células de Schubert fornecem uma decomposicao celular para as
variedades flag. Inicialmente, fornecemos uma descricdo detalhada das células de Schubert
nas variedades flag maximais. Esta descri¢ao inclui uma parametrizagdo por certos grupos
compactos (subconjunto deles) que permitem explicitar expressoes para as fungoes de co-
lagem entre as células. O caso das variedades flag parciais serdao obtidas projetando-se a
decomposicao na variedade flag maximal.

Para uma célula de Schubert em [F, omitimos o sobrescrito referente ao subconjunto © = ()

e denotamos a célula de Schubert simplesmente por
Sy = fe(N - why) ,w € W.

Vamos agora enunciar dois resultados classicos sobre as células de Schubert. Com respeito
a inclusao entre células de Schubert, temos que a ordem de Bruhat-Chevalley no grupo de

Weyl determina a ordem entre diferentes células de Schubert:

Sl(?l C SSQ S wy < wa. (1.4)

E, alternativamente, podemos descrever a célula de Schubert como:

SS:UN-ub@

u<w

1.2 Parametrizacoes em [F

O principal resultado desta secao é uma parametrizacao apropriada para as células de
Schubert em uma variedade flag maximal que se tornard a base para o calculo da aplicagao
fronteira da homologia celular.

Vamos denotar por F; = G/P;, a variedade flag parcial onde P; = Poys ai € XA

fibracao candnica serd denotada por m; : F — IF;, onde [F é a variedade flag maximal.
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As células de Schubert podem ser inicialmente descritas pelas aplicagdes -y; definidas por
Yi(X) =7 tom(X),X CTF.
Acontece que 7; (X) é a uniao das fibras de m; : F — F; que cruzam X C F. Cada aplicacao
vi é equivariante (g; (X) = (9X), g € G, X CFF) pois as projegdes m; sdo equivariantes.
Para w € W, seja N¥ = wNw™!. Toda célula de Schubert é a imagem de algum ¢ € G
do fe (N"wby). O resultado seguinte foi provado por San Martin [41].

Teorema 1.2.1. Seja w =1y -+ -1y uma decomposicao minimal de w € YW como um produto

de reflexoes simples com respeito as raizes simples. Entao, para cada k =1,...,n, temos que
fe(N“bg) = ~y1 -k (fe (N“ry -+ -ribo)) .
Em particular, para k = n, como Nby = by temos que
fe(N*bo) =1+ Tn (fe (wNwilwbo)) =1 y{wbo} (1.5)
Esta igualdade fornece a seguinte expressao para a célula de Schubert S,,.

Corolario 1.2.2. Seja w = ry...r, uma decomposicao minimal como um produto de re-

flexdes em relagoes as raizes simples em Y. Entdo:

Sy = '7n""71{b0}

(Observe que a ordem dos indices é contrdria a decomposi¢ao minimal de w.)

Prova: Temos que cl(Nw - by) = w (cl(walbo)>, logo por (1.5) para w™! =r, ---71 em vez

de w, temos que
Sw =Wy, - fyl('wilbo) =Yn-- Vl{b()}v

pela equivariancia das aplicagoes v;, ¢t = 1,...,n. L]

Agora, vamos alterar sutilmente a expressao acima em termos das aplicagOes -y para obter
as células de Schubert como uniGes sucessivas de érbitas de subgrupos parabdlicos.

Note, em primeiro lugar, que a fibra v;{bg} de m; : F — F; através da origem é a drbita
P; - by. Em geral, a fibra através de g - by € F é dada por g - v;{by} pela equivariancia de ~;.

Agora, dadas duas iteracoes 271, pela equivaridancia obtemos que:

V2 Ug'bo

geP

yov1{bo}

= | U 970

geP)

= | U 9 (Pabo)

geP;
= PP b.
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Procedendo por indugao, é possivel reescrever a célula de Schubert em termos da agao

dos subgrupos parabdlicos
Sw="n-1{bo} =P+ Py - bo,

onde os indices de P; - - - P, aparecem na mesma ordem do que os aparecem na decomposicao
minimal de w =r;...r, € W.

Por transitividade, a mesma expressao ainda é valida com os grupos compactos K; =
K N P; em vez dos subgrupos parabdlicos P;. De fato, segue que K; - bg = P; - by visto que
pela decomposicao de Langlands (Iwasawa) P; = K;AN e by é centralizado por AN, isto
é, AN - by = by. Portanto, os mesmos argumentos acima fornecem a seguinte descricao das

células de Schubert.

Proposicao 1.2.3. Seja w = r1---1, uma decomposicdo minimal como um produto de

reflexdes simples com respeito as raizes simples em Y. Entao
Sw=Kq1--- K, -bo.

(Observe que aqui, diferentemente, do Coroldrio 1.2.2, os indices dos r;’s e dos K;’s estdo

na mesma ordem.)

Observagao: Em geral, existe mais de uma decomposicao minimal para w € W as quais
fornecem diferentes subgrupos compactos K; e parametrizacoes distintas para as células de
Schubert.

Observagao: Este processo segue o mesmo espirito da dessingularizacao de Bott-Samelson. A
diferenca basica é que as células de Schubert sao obtidas como produtos a partir de aplicagoes
definidas num fibrado iterado de esferas de acordo com a decomposi¢do minimal de w (para
mais detalhes, veja Bott-Samelson [6], Duan [20], [23] e [25]).

1.2.1 Células de Bruhat dentro da Célula de Schubert

Nesta segao, determinamos como a célula de Bruhat N - wby C S, aparece dentro da
igualdade S, = Sy, = K1 -+ K, - by para uma decomposicao minimal de w =ry - ry,.

Precisamos do seguinte resultado preliminar.

Lema 1.2.4. Seja w = 71---rp_1ry uma decomposicao minimal e defina v = wr, =
T Tp—1. Denote por P, = P,y o subgrupo parabdlico dado pela raiz simples associada
ary, por B, = G/P, e por b, a origem de G/P,.

Semp : F— F,, = G/P, € a proje¢io canénica entao temos que

7 YN - wby,) = (N - why) U (N - vbp) (1.6)
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Prova: A fibra 7, 1 (wb,) é a variedade flag de um grupo de posto um. Sua decomposicio de

Bruhat é dada por
7 H(wby) = {wbo} U (! (wby) N (N - why)) .

Na verdade, em 7, ! (wb,) existem uma 0-célula que é {vbo} e uma célula aberta. Esta tltima

é dada por 7, ! (wby,) N (N -whp) pois estd contida na célula de Bruhat N -wbg e vby ¢ N -wbg
(veja a Figura 1.1).

Tnbo U)bo

F
[ ]
bo
- - = h @+ = mm n
by, wb,, Fn

Figura 1.1: A fibra de m, sobre wb,.

Agora, o resultado segue pela acido de N. De fato, como wby € 7;, *(wb,, )N (N -wby), temos
que N -wby = N (7, (wby) N (N - why)). Por equivariancia de m, obtemos que N, *(wby,) =
7, Y(N - wby,). Portanto

T LN - wby) = N ({vbo} U (m, H(wby) N (N - why))) = (V- vbo) U (NN - why).

Observe que a igualdade (1.6) é equivalente a
7 (N - wby) = Sy U(N -why).
pois 7, (N - wb,) NS, = N -vby e 7, L(N - wby,) = m, (N - vby,) ja que wh, = vb, em F,,.

Proposicao 1.2.5. Considere Sy, = K1--- K, - byg. Tome b =uy---uy - by, com u; € K;.

Entao b € S, \ N - wby se e somente se u; € M para algumi=1,...,n.
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Em outras palavras, um elemento b € S, estd na célula de Bruhat N - wby se e somente

se nao existe nenhum u; € M.

Prova: Suponha que v = u; € M para algum i. Entao v € K para todo j, pois M C Kj,
de modo que v; = uuju_1 € Kj. Logo reescreve-se b = uj - uj—1Vi41 - Vpt - bg. Como
ubg = by, segue que b € S, com v =ry -7 -1y, 0 que implica que b ¢ N - wby pois v < w
e Sy \ NV - wby = Uy<ySy.

A reciproca é demonstrada por indugdo sobre n. Se n = 1, segue que w = 71 e a célula
de Schubert S,, tem decomposicao de Bruhat S,, = by U (N - uibg). Logo, se u; ¢ M, entao
u1bg # bg e portanto uy - bg € N - uibp.

Para n > 1, tome b = uy - - - uy - by com u; ¢ M. Devemos mostrar que b € N - wby.

Defina x = uq -+ - up—1 - bg. Note que b # x. Caso contrério, u,by = by o que implica que
uy, € M, contradizendo a hipédtese.

A hipétese indutiva afirma que x € N -vbg, v = r1 - - - 1,—1. Mais ainda, m,(by) = m(unbo)
implica que 7, (x) = m,(b), isto é, x e b estdo na mesma fibra de m,. Logo 7, (b) € m, (N -wb,),
e segue pelo Lema 1.2.4 que b € (N - vby) U (N - why).

Agora b ¢ N - vby pois caso contrario b = z. De fato, como m,(b) = m,(z) = zby,, temos
que b € 7, 1(2b,) N N - vby. Como esta intersecio se reduz ao tnico ponto zby temos que

x = zbg=b, pois x € N - vby. Logo b € N - wby, concluindo a prova. ]

1.2.2 Parametrizagao de subconjuntos de subgrupos compactos

O préximo passo é encontrar subconjuntos dos subgrupos K; em S, = K; --- K, - by que
sejam suficientes para cobrir S, assim como encontrar parametrizagoes destes subconjuntos.

Isto sera feito olhando cuidadosamente para a variedade flag P;/P do grupo de Lie G(«),
a = oy, de posto um cuja algebra de Lie g(a) é gerada por g, € g—q. Esta variedade flag é a
fibra da projecao candnica m; : F — [F; e coincide com a esfera S™, m = dim(g + 924), que
contém os pontos by e roby.

O préximo lema fornece parametrizacoes para estas esferas por meio de funcoes definidas
em bolas m-dimensionais B™ C R" com valores no grupo compacto K, = P, N K. Como

antes, seja M C K o centralizador de a.

Lema 1.2.6. Seja B™ a bola fechada em R™. Entao existe uma func¢ao continua ¢ : B™ —

K, tal que
o p(S™ ) C M elogo )(S™ 1) by = by.

e Sex € B™\ S™ ! entdo ¥(x) - roby € um difeomorfismo sobre a célula de Bruhat
N - robo.
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Vamos construir abaixo apenas a fungao ¢ quando m = dimg, = 1 e a &lgebra de Lie
de K, ¢é so(2). Isto porque este serd o tunico caso que serd utilizado na sequéncia (veja a
Proposigao 2.1.1). Nao faremos a prova completa aqui deste lema e apenas observamos que
1) pode ser construida escrevendo-se as geodésicas de S™ ! que passam por robg como k; - by,
te[0,1] e k € K,.

Quando m = 1, 9 pode ser construida seguindo-se os seguintes argumentos padroes (veja
[28], [32] e [45]):

Seja 6 a involucao de Cartan.

2
Tome 0 # X4 € go € Yo = 0(Xp) € g tais que (X,,Y,) = o)’ Logo
a, o
2H,
Xo, Y, =HY = -
[ ) Oé] 6% <O{7 O[)

Denote por A, = X, + Y, € t. A dlgebra de Lie g(a) = g_o ® (H)) ® go ¢é isomorfa a
s[(2,R). Explicitamente, defina p : s[(2,R) — g(a), com p(H) = HY, p(X) = Xs e p(Y) =Y,

onde
1 _
- 0 7 X — 0 1 ’ v - 00 ‘
0 -1 0 0 1 0

Este homomorfismo se estende a um homomorfismo ¢ : s[(2,C) — gc(a). Observe que
ad o ¢ é uma representacao sl(2,C) em gc. Como SI(2,C) é simplesmente conexo, esta rep-
resentacao se estende a uma representagao ® de SI(2,C) em g¢ e elas estao relacionadas por

e2d°0(X) — P (exp(X)) para qualquer X € sl(2,C). Temos que

6ad(7rAa) — e‘dd0¢(A) — (I)(exp(TrA)),

onde A= X +Y. Mas em SI(2,C) temos que

0 —m 10 im0
Aa = = prm— pu— 3 H .
exp(mAqy) = exp ( . ) ( 0 _1 > exp < 0 _in ) exp(imH)

Portanto:

e?dmda)  —  §(exp(inH))
eadoqﬁ(iﬂH)

Y
ead(mHa ) ]

Considerando, sem perder generalidade, que G é o grupo dos automorfismos internos de
g, podemos tomar
me = exp(miH)) = exp(mAy). (1.7)

Segue que m, € M = Zg(a) pois m, centraliza A (m, = exp(miH))) e pertence a K
(ma = eXp(ﬂ-Ao))'

21
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Agora, considere a curva y(t) = exp(tAq) - bp na fibra de m; : F — G/P, pela origem.
Como mgy € M, (7)) = maby = by. Na verdade (t) cobre a fibra no intervalo [0, 7]. Vamos
ver que o periodo é exatamente 7. Isto pode ser feito calculando em sl(2,R) e aplicando p
pela férmula

p (Ad(e")H) = Ad(eM) HY .

Em sl(2,R), temos que
Ad(etA)H _ cost —sent 1 0 cost sent
sent cost 0 -1 —sent cost
B cos2t sen2t
B —sen?2t cos2t |
Isto é, Ad(e!)H = —sen 2tX + cos 2tH + sen 2tY. Aplicando p obtemos que

Ad(eH) = —sen 2t X, + cos 2tHY + sen 2tY,.

A

Isto mostra que e'* centraliza HY se e somente se ¢ = nm. Em particular, etd e M se e

somente se t = nw. Logo, o periodo de v é exatamente 7. Resumindo,

Lema 1.2.7. A versao 1-dimensional de 1.2.6 € realizada por
P [0,7] = Ko, t— exp(tAy).

Em particular, 1(0) =1 e ¢(7) = mqy = exp(mda).

Observagao: As reflexoes simples r; sao dadas por ¥ (g) =r;.
Mais ainda, se X € gg entao:

Ad(ma)(X) = Ad(exp(miHy))(X) = e (X) = em () (),
2(a, B)

(o, a)

onde €(a, B) = é o numero de Killing. Segue portanto que

Lema 1.2.8. Os auto-espagos gg sao invariantes pela ac¢do de Ad(mg) e vale

Ad(ma) (—1)<@H) iq.

|95 —
1.2.3 Colagem de Células

Uma célula de Schubert S, é obtida das células menores S,, v < w, colando uma célula
de dimensao dim(N -wby). Uma vez que este processo é feito para cada w € W, obtemos uma

decomposicao celular para F a qual fornece explicitamente fungoes caracteristicas e funcoes
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de colagem (Seguimos aqui a terminologia de [27]: uma func¢do caracteristica é definida em
uma bola fechada enquanto que a funcao de colagem é a restricao da fungao caracteristica a
fronteira da célula).

Para definir uma funcao caracteristica para S, w € W, devemos escolher uma decom-
posicao minimal

W=T1-Ty

como um produto de reflexoes simples r; = r,,. Sabemos que S, = K7 --- Ky, - bg. Pelo Lema
1.2.6, para cada 1, existe uma funcio v; : B% — K;, onde d; é a dimensao da fibra da projecéo
canénica m; : F — F;, isto é, a dimensao da variedade flag de G(ay).

Seja B, = B% x ... x B% a bola de dimensdo d = dj + --- + d,,. Entéo a funcao

caracteristica ®,, : B, — [F é definida por

(I)w(th o ,tn) = 1/)1(t1) .. -ZZJ”(tn) - bg.

Observacgao: Decomposi¢oes minimais distintas de w fornecem fungoes caracteristicas dis-

tintas . A notagao ®,, deveria incluir a decomposi¢ao minimal de w (por exemplo, ®,,...., ).
Para manter a notacdo mais simples, vamos fixar posteriormente uma escolha de decom-

posicoes minimais para cada w € W.

Proposicao 1.2.9. Seja w = r1---r, uma decomposicao minimal. Seja @, : By — F a
func¢ao definida acima e tome t = (t1,...,t,) € By. Entao ®,, é uma fungdo caracteristica

para Sy, isto €,
1. ®4(By) C Sw.
2. ®,(t) € Sy \ N -why se e somente set € OB, = S,
3. ®ylpe : By, — N -wby € um difeomorfismo, onde By, € o interior de B,,.

Prova: A primeira condicao vale por construcao pois ¥;(t;) € K; e logo @y (t1,... t,) =
1(t1) - n(tn) ~bp € K1+ Ky, - by = Sy-

A segunda afirmagao é uma consequéncia da Proposigao 1.2.5, a qual garante que 11 (t1) - - - ¥ (t)
nao estd em N - wby se e somente se algum 1;(¢;) € M. Pelo Lema 1.2.7 isto implica que
t; € {0,7} = 0S%~1 isto é, t € 9STL.

Como temos que ®|gs ¢ uma funcao sobrejetiva, vamos agora provar a injetividade por
indugao sobre o comprimento /(w) de w.

Se ¢ (w) = 1, este é o Lema 1.2.7. Para ¢(w) > 1, suponha que ®,, (t) = &, (s) com

t=(t1,...,tn) es=(s1,...,8,) em By,. Afirmamos que = = y onde

r = Pi(t1) - Yn—1(tn—1) - bo
y = YP1(s1)- - Un-1(8n-1) - bo.
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De fato, os elementos ;(t;) e ¥;(s;) nao estao em M, logo pela Proposi¢ao 1.2.5 ambos
z,y € N -vby, v =r1---rp_1. Além disso, 7y, (x) = 7 (Py (t)) = mp (P (8)) = T, (), isto
é, v e y pertencem a mesma fibra de m, : F — F,,. Segue pelo Lema 1.2.4 que x = y pois
N -vbg encontra cada fibra de 7, em um unico ponto. Pela hip6tese indutiva, (¢1,...,t,—1) =
($1,-.-,8n—1), de modo que ¥1(t1) - VYp—1(tn—1) = ¥1(s1) -+ ¥n—1(sp—1). Aplicando isto a
igualdade ®,, (t) = @, (s) concluimos que ¥, (t,) by = ¥n(sy)-bo, 0 qual implica que t, = sy,
pois recai no caso em que £ (ry,) = 1.

Portanto, ®,, é uma fungao continua fechada e bijetora, portanto, um homeomorfismo (a

diferenciabilidade vem da construgao das fungoes ;). L]

Como uma consequéncia do dltimo item da proposicao acima, temos a seguinte construcao.
Seja d = dim S,, = dim N - wbg. A esfera S? é o quociente B,,/d(B,,) onde a fronteira d(B,,)

é colapsada a um ponto. Podemos fazer o mesmo com a célula de Schubert S,,. Defina
ow = Sw/(Sw \ N - wbp)

o espago obtido pela identificagdo do complementar da célula de Bruhat S,, \ N - wby em S,
a um ponto. Como ®,,(9(By)) C Sy \ N - why, segue que ®,, induz uma funcao S¢ — o, que

é um homeomorfismo. A inversa deste homeomorfismo serd denotada por

o 1o, —» 8¢ (1.8)

w

(embora esta nao seja exatamente a inversa de ®,,).



Capitulo 2
Homologia de Flags Reais

Este capitulo apresenta um dos resultados fundamentais da tese que diz respeito a deter-
minacao do operador fronteira da homologia celular das variedades flag. Inicialmente, isto é
feito para o caso das variedades flag maximais a partir da parametrizacao feita no capitulo
anterior das células de Schubert em uma variedade flag maximal. Em um segundo momento,
derivam-se os resultados para o caso das variedades flag parciais onde se faz necessério es-
colher cuidadosamente as células de Schubert que lhe fornecem uma decomposicao celular
adequada para o cédlculo do operador fronteira. Deste modo, a primeira parte se concentra
no estudo da homologia celular das variedades flag maximais enquanto a segunda parte, no
estudo das variedades flag parciais.

Uma vez que estes resultados foram estabelecidos primeiramente no contexto da teoria
de Morse [33], incluimos uma segao que apresenta a relagao entre estas abordagens, isto é,
como podemos obter as linhas do fluxo gradiente a partir da parametrizacao das células de

Schubert em uma variedade flag maximal.

2.1 Homologia Celular de Variedades Flag Maximais

A homologia celular de um complexo CW ¢ definida a partir de uma decomposicao celular
do complexo. Ela é isomorfa & homologia singular de um espacgo. Isto significa que o grupo
de homologia nao depende da escolha da decomposicao celular, embora o operador fronteira
possa mudar de acordo com a escolha da decomposicao celular, isto é, da maneira como as
células sao coladas.

Tendo isto em vista, para calcular a homologia celular de F deve-se escolher qual a decom-
posicao sera usada. Por isto, vamos fixar de antemao, para cada w € W, uma decomposicao
minimal

W="T1"Ty

como um produto de reflexoes simples.

25
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Feita esta escolha, ficam definidas, para cada w € W, as fungoes ®,, que colam a bola B,,
na uniao das células de Schubert S, com u < w (veja Proposicao 1.2.9).

Vamos agora relembrar (neste contexto) a definigdo do operador fronteira que fornece os
grupos de homologia com coeficientes em um anel R (veja [27]). Seja C o R-médulo livremente

gerado por Sy, w € W. O operador fronteira 9 : C — C é definido por

oS, = Zc(w,w’)Sw/

wl

onde os coeficientes c(w,w’) € R satisfazem as seguintes propriedades:
1. ¢(w,w’) =0 se dimS,, — dim S,y # 1.

2. Se dimS,, — dim S,y = 1 entdo c(w,w’) = deg (gbw,w/ B T Si,_l), onde ¢y € a

composicao das seguintes aplicagoes:

(a) A fungdo de colagem: ®y|ypa) : SI=1 = 9(B2) — S\ N -why = UycSy = X1,
onde X! denota o (d — 1)-esqueleto de S,,.

(b) A aplicagdo quociente: X471 — Xd4=1/(x4=1\ S /), onde tomamos a célula S,
dentro X% 1 ¢ identificamos o seu complementar em S,y a um ponto.

(c) A identificagio: X% 1/(X971\ Sy) = Sy /(Sw \ N - w'by) que estdo no mesmo
espaco. Este dltimo é o espaco Sy /(Sw \ N - w'by) = oy por defini¢ao.

(d) A funcgao: @:U,l D Ow = Sffj,_l (veja 1.8).

Observagao: Nesta construcao ocorre uma sutileza que deve ser enfatizada: ¢,, . ¢ uma
funcio ST — S9! cujo dominio é a fronteira de uma bola em algum RV (a bola B,,) e, logo,
é uma esfera canonicamente definida. Entretanto, o contradominio, num primeiro momento,
é 0 espaco oy 0 qual é homeomorfo a S4~1. Para se obter uma funcéo na prépria esfera S¢1
(canénica) deve-se fixar um homeomorfismo o, — S9!, Diferentes homeomorfismos podem
fornecer funcées com graus diferentes. Aqui é onde se faz necessario escolher de antemao uma

decomposicao minimal de w € W.

2.1.1 O operador fronteira 0

Para se obter o operador fronteira, o primeiro passo é encontrar os pares w,w’ € WV para

os quais dim §,, — dim S,y = 1. Isto é feito na proposicao abaixo.
Proposigao 2.1.1. Seja w,w’ € W. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

1. S, C Sy edimS, —dim S,y = 1.
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2. Se w = 111y € uma decomposicao minimal w € YW como um produto de reflexoes

simples, entao
(i) w =ry---7 - -ry € uma decomposicao minimal.

(ii) Se r; = rq, entdo g(oy) = sl(2,R). Isto € 0o mesmo que dizer que a fibra de

F — F; tem dimensdo 1.

Prova: De fato, S, C Sy, se e somente se w’ < w na ordem de Bruhat-Chevalley. Neste caso,
sew=ry-rpew =1y “T; SA0 decomposicOes minimais entao dim S, é igual a dim S,
mais a soma das multiplicidades das raizes que nao aparecem na decomposicao minimal de
w’. Logo dim S, — dim S,y = 1 se e somente w’' = r{---7;---7, e a; tem multiplicidade 1,
isto é, g(a;) = sl(2,R). O

Observacgao: Dado w’ como acima, existe um tnico 4 tal que w’ = ry---7; ---r,.. De fato, se

w:’r’l.../,"i...rj...rnew/:rl...ri...fj...rnentéo
Ti—i—l"’rj:?"i"'rj—h

o que ndo pode ocorrer se a decomposi¢ao for minimal (veja [30] ou [42], Capitulo 9).
Para calcular o grau c(w,w’) = deg (¢w7w/ A Sff;l) quando se tem as decom-
posicoes minimais de w = ry---r, e w' = ry---7;---1r,, procedemos de acordo com os

seguintes passos.

Passo 1: Esferas do dominio e do contradominio

Primeiramente, identificamos as esferas S%~! no dominio e a esfera Sff)fl no contradominio.

Relembre que By, = B% x --- x B% onde B% é a bola 1-dimensional, que é o intervalo
[0, 7], como na construgao do Lema 1.2.7. A dimensao de By, é d = d; + - - - + d,, e o dominio
de ¢w,w’ é

St = 9(By) = {(t1,...,tn) : 3j,t; € IBY}

a unido das “faces”de By,.
. dq yd. d ~ sy
w .. 7 .. .
Por outro lado, seja B,y = B X X B% x x B . Entao o contradominio ¢ a esfera
S%1 obtida por colapsar a fronteira de B,y a um ponto. Isto é visto através dos ftens (c) e
w p p p

(d) na definigao acima de 0.

Passo 2: 0,, na imagem ®,,(S%71).

O segundo passo é encontrar como o, estd dentro da imagem ®,,(S%71). O seguinte lema

determina como é a pré-imagem de N - w'by sob ®@,,.
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Lema 2.1.2. ®,(t1,...,t,) € N -w'by se e somente se t; € B% °CjFiet; € dB% | isto
J

s

€, t;, =0 orm.

Prova: Se t; € 9B% entdo 1;(t;) € M pelo Lema 1.2.7. Isto implica que

Dy(tr, ... tn) =1(t1) - Upltn) bo € K1+ K+ Ky = Sy
pois M C K para todos os subindices s. Pela Proposicao 1.2.5, ®,,(t1, ..., t;, ..., t,) € N-w'bg
se e somente se ¥;(t;) ¢ M para j # i, o qual é equivalente a t; € (B%)°, i # j, pelo Lema
1.2.7. ]

Em outras palavras, a pré-imagem ®_! (N -w'by) C By, é a unido do interior das duas
faces correspondentes as coordenadas i, isto é, as faces em que se tem ¢t; = 0 e t; = T,
respectivamente.

No quociente o, = Sy /(Sw \ N - w'by) as faces de dB,, correspondentes as coordenadas

7, j # 1, sdo colapsadas a um ponto.

Passo 3: Calculo dos Graus

O grau de ¢y, ¢ a soma dos graus de duas funcoes, a saber, as fungoes obtidas pela

restrigdo a cada uma das faces

Fo={(t1,..,0,...,tx)} e Fi={(t1,...,m ..., ty)}.

Os valores de ¢, nestas faces sao dados por

) = @, (i(tr) - 1i(0) - u(ta) - bo)
= D, (Wr(tr) -1 Pn(tn) - bo) -

T) = @) (Wi(t) - i(m) - n(tn) - bo)
= D, (Wi(t1) - ma, - Ynltn) - bo).

onde t = (tl,...,t:-,...

$1°++8m (escolhida previamente) que pode ser diferente da decomposi¢ao minimal w' =

,tn) e ¢, é dada pela escolha de uma decomposicao minimal w’ =

rla..f‘\i--.’,“n'

O grau de ¢, ¢ a soma dos graus de fzQ e fI as quais podem ser consideradas como
funcoes S — §9-1 colapsando as fronteiras das faces a pontos.

Agora, o grau de uma funcao ¢ pode ser calculada como uma soma dos graus locais ao

longo da imagem inversa ¢ ~!(¢) que tenha um ntimero finito de pontos.

Proposicao 2.1.3. ([27], Proposi¢ao 2.30) Suponha que f : S™ — S™ tenha a propriedade

de que, para algum ponto y € S, a pré-imagem f~'(y) consista de uma quantidade finita de
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pontos x1,...,Tm. Entdo o grau de f € a soma dos graus locais em cada x;, i = 1,...,m,
isto €
m
deg f = deg f|s,
i=1
Neste caso da funcao ¢, ., as fungoes fi0 e fT sao homeomorfismos tal que a pré-imagem
qﬁ;lw/ (€) de um ponto genérico tem dois pontos. A saber, um ponto z; na face F} e um outro
ponto xs na face F.. O grau local em x1 é o grau de f{ pois f? é um homeomorfismo. O
mesmo vale para o grau local em z2 que é o grau de f.

Finalmente, os graus de flo e f] sao +1 pois cada uma destas fungoes ¢ um homeomorfismo.

Resumindo: Para se calcular o grau de ¢, ,+ devemos restringir q);,l o @, as (duas) faces
4 e FL, considerando-as como esferas (com as fronteiras colapsadas a pontos). A soma dos
graus destas duas restricoes é o grau de ¢y, .
As restrigoes de CIJ;,l o®,, as faces ]-"3 e F. sao homeomorfismos e portanto tem grau =+1.
Segue que o grau total de ¢y, v ¢ 0 ou £2.

Este é um dos resultados principais em homologia de variedades flag.

Teorema 2.1.4. O coeficientes c(w,w’) = deg(f?) + deg(fF) = 0 ou £2, para quaisquer
w,w € W.

Observagao: Recomendamos aqui a leitura do exemplo apresentado na Secao 3.2, que ilustra
o procedimento acima.

Em particular, no caso de coeficientes em Zo, o operador fronteira se anula.

Corolario 2.1.5. A homologia de F sobre Zy é um espago vetorial de dimensdo |W|.

Observagao: Os calculos acima s&o particularmente interessantes quando as raizes simples
a; tem multiplicidade dimg,, = 1. Se todas as raizes tiverem multiplicidade > 2 entao o
operador fronteira 0 é identicamente zero e a homologia é livremente gerada pelas células de
Schubert. Isto acontece no caso cléssico das algebras de Lie complexas, onde qualquer raiz
tem multiplicidade (real) dois. Um exemplo de uma dlgebra que é forma real onde as raizes

simples tem multiplicidade > 2 é a forma real de sl (n,C) cujo diagrama de Satake é

Neste caso, as raizes simples sao complexas e portanto suas multiplicidades sao > 2.
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2.1.2 Expressoes Algébricas para os graus

Aqui, vamos calcular os coeficientes ¢(w, w’) encontrando os graus das fungoes envolvidas
em termos da raizes.

A idéia principal é que o grau de um homemorfismo ¢ : S¢ — S% é dado pelo grau local
em um unico ponto x (ver a Proposigao 2.1.3). Mais ainda, se f for um difeomorfismo, entao o
grau local em z é o sinal do determinante det(dy,) calculado em rela¢ao a uma forma volume

em S¢ (veja Bredon [9], Proposigao IV.7.2). Vamos entdo aplicar isto ao nosso contexto.

Relagoes entre decomposigées minimais para w’

. _ / _ /\' . . ~ . . . P
Sejam w =ry---rp e w = ry---7 -1, duas decomposigoes minimais com r; = 1o, €
assuma daqui em diante que a raiz simples «; tem multiplicidade d; = d,, = 1.

Devemos calcular os graus de fi0 e f7 definidos por

Lo f2t1y ey 00ceity) = @0 (Y1(t1) - 1 (tn) - bo) -

2. fiﬂ(tl,...,ﬂ,...,tn) :(I);/l ('lﬂl(tl)"'mai"'wn(tn)'b())'

Nestas expressoes, <I>1;,1 ¢é definida a partir de uma escolha prévia de decomposi¢oes min-
imais w’ = s1---s,, de w' a qual pode ser diferente de w’ = ry---7;---r,. Por outro lado,
w' =ry---7 -1, pode ser usada para definir uma outra funcao caracteristica, a qual vamos

denotar por V¥,,. Esta nova funcao caracteristica define novas funcgoes

Lopd(te, .oy 0,eetn) =00 (P1(t1) 1 ahy(tn) - bo) e
2. pF(tr, .y tn) = W (Yr(t) - Mg, -+ (tn) - bo).
O par de fungoes estao relacionadas por

fE=(2,) oWy) ops e=0,m.

A composicao de CI>;,1 o ¥, (também entendida como uma fungao entre esferas em que
as fronteiras sdo colapsadas a pontos) sdo homeomorfismos de esferas e, logo, tem grau +1.
Logo, podemos concentrar no célculo dos graus das funcoes p§, e = 0,7 pois o grau total serd

multiplicado por +1.

Orientagao das faces

Antes de obter os graus, faremos uma discussdo sobre a orientacdo das faces do cubo
-1, 1]d, centrado na origem de R?, a qual é dada por uma base {e1,...,eq}.
Comegando com uma esfera (d — 1)-dimensional, orientamos o espago tangente em = €

S?=1 por uma base {fs,..., fa} tal que {z, fa, ..., f4} seja positivamente orientada. As faces
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de [~1,1]% sdo orientadas de acordo com a seguinte regra: dado um vetor bésico ej, denote
por F;" a face perpendicular a e; que contém —e; e por Fj+ a face que contém e;. Entao
Fj_ tem a mesma orientagao que a base e1,...,€;,...,eq se j for par (—ej,e1,...,€;,...,eq ¢
positivamente orientada em Rd) e orientacao oposta se j for impar. Portanto, a orientacao de
F; ¢ a orientacao de eq,...,€j,...,eq multiplicada por (—1)j. Analogamente, a orientacao

j .
de Fj+ é a orientacao de eq,...,€j,...,eq multiplicada por (—1)J+1.

Acao de my, em F

Para uma raiz «, temos o elemento m = m, = exp(w4,) € M (veja 1.7). Vamos agora

determinar alguns fatos a respeito de acao de m € M em F.

Lema 2.1.6. Para uma raiz o considere a agdo de m em F. Entao:

1. mwby = wbg e mNm~' = N. Portanto, m deiza qualquer célula de Bruhat invariante

e, portanto, deira qualquer célula de Schubert S,, invariante.
2. A restricio de m a N - wby € um difeomorfismo.

3. A diferencial dmy, se identifica a restricio de Ad(m) ao subespago

> s

Belly

Prova: A primeira e segunda afirmagoes seguem diretamente do fato de que Ad(ma)gg = 93,
B € 1I (veja Lema 1.2.8).

Para a terceira afirmagao, utilizamos a seguinte notagao: X -z = d/dt (exptX),_,, z € F
e X € g. Também, para A C g, escrevemos A-x ={X -z: X € A}.

Agora, note que N-wbg = w(w ™ Nw)-bg e o espaco tangente a (w ™' Nw)-by em bg é gerada
por ga-bo com a < O tal que « = w™ 1B e B > 0, isto é, w-a > 0. Como (dw) (ga-bo) = Fuw-a-bo,
segue que Typ, (N - wby) é gerado por gg - by com B = w -« > 0 tal que w - B=a<0de

onde temos o resultado. ]

Calculos

Agora, podemos proceder na direcao de se calcular os graus das fungoes p§, € = 0,7 em

termos dos numeros de Killing.

Proposigao 2.1.7. deg(p}) = (—1)! e deg(pF) = (—1)!+17, onde

2 .
Uza(w,w/) = Z Mdimgg, O, =" Null™, u=rg1 -, (2.1)

e I € a soma das multiplicidades das raizes oj com j < i.
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Prova: A funcao p? é a projecao da face (t1,...,0,...,t,) do cubo d-dimensional sobre o
cubo (d — 1)-dimensional com coordenadas (t1,...,%,...,t,). Note que, com respeito & base
e1,...,€eq, a i-ésima coordenada aparece na [-ésima posicao. Logo, pela orientacao do cubo,

discutida acima, segue que a projecao preserva ou reverte a orientacao se I é par ou impar,
respectivamente. Portanto, deg(p}) = (—1).

Para obter o grau de deg(p]), escreva m; = mq,, para o elemento de M que aparece na
expressao de pI'. Vimos acima que sua acao em [F deixa invariante qualquer célula de Bruhat
N -wbq (pois m; N m;l = N e mwby = why), e assim qualquer célula de Schubert. Mais ainda,
a restrigao de m; a N - wbg é um difeomorfismo (dado pela conjugacao y € N — mlym;l)

Em particular, restingimos a acao de m; a célula S, com u = rijy1---r,. Utilizando a

parametrizacao desta célula pelo cubo B,, temos que

miir1(tiv1) -+ Un(tn) - bo = Yiy1(siv1) - PYul(sn) - bo,

com (8i41,---,8n) = My(tit1,...,ty) sendom; : B, — B, continua, difeomorfismo no interior
de B,.
Logo, em termos de coordenadas, p7 (ti,...,m,...,t,) torna-se a composicao da projecao

das (i — 1) primeiras coordenadas com a projecao m; das tultimas j coordenadas, j = i +

1,...,n.
Pela escolha da orientagao de By, = [0, 7T]d, a face (t1,...,m,...,t,) de By, tem orientagao
(—1)"*! com respeito & orientacio das coordenadas (t1,...,%;, ..., t,). Logo, depois de colap-

sar a froteira a um ponto, obtemos o grau
deg pf = (—1)!*! degmm;.

O grau de m; é igual ao grau local em um ponto. Pelo que dissemos, este corresponde ao
sinal do determinante da diferencial d(m;)yp, restrita ao espago tangente da célula de Bruhat
N - ubg em ubg:

deg(p]) = (—1)"*"sgndet (d(1:)uby | T, (N - ubp))].

Pela terceira afirmagao do Lema 2.1.6, o espaco tangente Tp, (N -ubp) se identifica a ) Bell,, 95

Uma vez que temos os geradores gg - uby, 8 € I, para Typ, (N - ubp) juntamente com a
acao de Ad(m;) sobre gg dada pelo Lema 1.2.8, Ad(ma)|gﬁ = (—=1)¢>Pid, encluimos que o
sinal do det (d(1m;)upy | Tub (N - ubp)) = (—1)7 onde

Resumindo, temos as seguintes expressoes algébricas para o coeficiente ¢ (w, w'’).
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Teorema 2.1.8. Seja o (w,w') definido como em (2.1). Entao
c(w,w') = deg (P, Low, ) (= 1) (1 — (=1)7@»)y,

Agora, vamos derivar ainda uma outra férmula para o (w, w’) que ndo depende da escolha
de decomposi¢oes minimais de w e w’. Esta féormula se assemelha a encontrada no Teorema
A do artigo de [33].

Para w € W, seja

= > dimgg- 8
BEILy
a soma das raizes em II,, = II" N wIl~ contando-se as multiplicidades de cada raiz.

Como antes, sejaw =711, e w =ry---7; - - -y, decomposicoes minimais.
9 n n

Proposicao 2.1.9. Seja 5 a dnica raiz (ndo necessariamente simples) tal que w = rgw’, isto
€, B=r1---ri_104. Entdo

P(w) — p(uw') = (1 —0)B

onde 0 = o(w,w’) € a soma (2.1).

. o~ . . . _ —1 ~ —
Prova: Pelas decomposi¢des minimais w™! = r,---ri e w' = 1o e uTh =
Tn - Tit1 , temMos os seguinte conjuntos:
My = {a1,rieo,... 71 1o 1,71 Ty 104, 71 Tyt 1, -+, T1 " T 10 }
Hw/ = {Oél, raoag, ..., Tj—20;—1,71" " T;—10i4+1y...,T1 """ fl e Tn,lozn}
M, = {41, 7102, Tig1 Tn10n}

Observer que as primeiras ¢ — 1 raizes de II, e Il coincidem. As raizes restantes sao

relacionadas pelas igualdades
(7‘1 ce Ti—l)ri TG = r@(rl ce Ti—l)ri—i-l o T0G 4, ] = ’i, e, — 1,

pois (r1---ri_)ri(r1 - 1mio1) " = Ty e = rg. Logo, as raizes restantes ri---rja i1 e

as rafzes 1 ---7;---7joj41 tem a mesma multiplicidade dj, j = 4,...,n — 1. Escreva v; =
Tit1 - Tjajy1, de modo que II, = {vi, Vit1,...,n—1}. Entéo
n—1
p(w) — p(w') =+ Zdj(ﬁ coerien) (ri(y) = v5) (2.2)
j=i

pois 8 =7y - 1;_1¢; tem multiplicidade 1 asim como «;.

2 i )J
Como 74(y;) —vj = —M@i, reescrevemos (2.2) como
o(w) — o) = |1- Zd "‘“’“ 8 (2.3)

au az

- (o
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concluindo a prova. L]

Combinando a proposigao acima com o Teorema 2.1.8 obtemos imediatamente a seguinte

férmula para ¢ (w,w’) (veja [33], Teorema A).

Teorema 2.1.10.
c(w,w') = deg (' 0 Ty) (—1)' (1 + (-1)%) (2.4)

onde k € o inteiro definido por ¢p(w) — p(w') =k - e B € a unica raiz tal que w = rgw’.

Observagao: Se w =171 -1, e w' = 1r1---1;_1 entao c(w,w’) = 0 porque m,, nao afeta o
calculo dos degraus (veja Proposicao 2.1.7). Isto pode ser visto alternativamente do seguinte
modo: II,, = Iy U {8 = w'a,} e, portanto, ¢(w) — ¢(w') = B a qual fornece k = 1 e
consequentemente ¢(w,w’) = 0 na férmula (2.4).

Exemplo: Existem apenas dois grupos com diagrama de Dynkin Gs. A saber, o grupo
complexo e a forma real normal. Para o grupo complexo, temos que 9 = 0.

Seja ¥ = {1, a2} o conjunto das raizes simples. As outras rafzes positivas sao IIT \ ¥ =
{az = ag+ a1,a4 = a1 + 200,05 = a1 + 3, ag = 2a1 + 3az}. O grupo de Weyl, fixando as

decomposicoes minimais, é dado por

2 2 2 2 3
W = {1,r1,re, 81 = 1172, So = ror1, 7182, 7281, ST, 57155, 7251, 81 }-

onde r; = 74, s30 as reflexdes simples e s = s3 é o tinico elemento com duas decomposicoes

minimais diferentes. Para aplicar a formula (2.4), é itil montar a tabela abaixo.

Homologia do flag maximal de Go

w 1L, o(w)

1 0 0

1 aq aq

T2 o2 o2

S1 o1, 03 2000 + g
82 a9, Q5 a1 + 4as
182 a1, a3, O 4oy + 4o
7951 o, 05, Oy 2a1 4 6aig
5% a1, 03,06, 0l da + 6ag
s% 9, a5, 04, Qg daq + 90
7"13% a1, a3, ag, 04, Qs 61 + 9as
7“23% a9, 5, O, Olg, O3 5a1 + 10as
53 ot 61 + 100
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Pela férmula (2.4) o operador fronteira é dado por Nivel 1: 9S,, = 9S,, = 0; Nivel2:
08, = =25, € 085, = —28;; Nivel 3: 05,5, = 0Sy,5, = 0; Nivel 4: 052 = 053 = 0;
Nivel 5: 0S, 2 = =253 € 05,2 = —252; Nivel 6: 953 = 0.

Neste caso, os grupos de homologia sobre Z sao do flag maximal da forma real normal de

GQ Sao
e Hy(F,Z) = Z.
e H5(F,Z)=0.

° H4(F,Z) =79 ® Zs.
o Hy(F,2)=Z®Z.
o Hy(F,Z) = 0.

° Hl(F,Z) =79 ® Zs.

2.2 Homologia das Variedades Flag Parciais

Nesta secao, projetamos sobre as variedades flag parciais as contrugoes feitas nas var-
iedades flag maximais através da projecao canodnica mg : F — g, para obter resultados

analogos para a homologia destes espagos.

2.2.1 Representantes minimais em W/ Weg

As células de Schubert nas variedades flag parciais Fg sao
SO wew/We

onde S§ = S se e somente se wWe = w1 We pois g (wby) = m (wibg). Portanto, a pré-
imagem de uma célula de Schubert SS pela projegao mg sao todas as células Sy, w € wWeg.

O préximo lema apresenta uma escolha de um representante especial em wWe para SO.

S}

Lema 2.2.1. Eziste um elemento w® = wu da classe lateral wWeg tal que

dim SO = dim S, 6.
Este elemento € unico e minimal com respeito a ordem de Bruhat-Chevalley.

Prova: Para w € W, dim 89 = dim S, se e somente se o espaco tangente Ty, (Sy) da célula
de Schubert S,, em wby complementa o espago tangente T, (ﬂél(wb@)) a fibra de wbg pela

projecao candnica g em whby.
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Pelo Lema 2.1.6, o espago tangente T, (Sy) € dado por
Tupo (N -who) =Y {gg: f €T Nwll} - who.

Por outro lado, o espaco tangente a fibra Trél(wb@) ¢ a translacao sob w do espaco
tangente a fibra na origem. Logo, T, (7o' (wbe)) é gerado por w(ga - by), com a € (O) e
a < 0. Pela férmula de translagao, temos que w1 (gq - o) = Gwa - why. Portanto, escrevendo
B = wa concluimos que Type (71'(51(’11)()9)) é gerado por gg - why com w13 € (O) e w 1B <0,
isto é, com w3 € I~ N (). Assim, obtemos que

Tube(Tg" (whe)) = > {gs : B€ wll™ Nw(O)} - wh.

Portanto,
Tusbo (N - who) N Ty (15" (whe)) = > {gg: B € T NIl Nw(O)} - wh.

Esta interse¢ao é nula se e somente se IIT NwIl™ N w(0) = . Pela Equagao (1.3) que
caracteriza os elementos em W®, existe um tnico elemento w® € W®, minimal em sua classe
wWe, tal que I N w®TI~ N w®(O) = ) e obtemos o resultado.

O

2.2.2 Decomposicao Celular de Fg

Agora, vamos construir uma decomposicao celular para Fg utilizando os representantes
minimais w € W nas classes laterais wWe fornecidos no Lema 2.2.1, para os quais dim SS,) =
dim S,,. Uma decomposicao minimal de um tal elemento w fornece uma nova fungao @8,
definida no mesmo modo que no caso das variedades flag maximais, nas quais substituimos

a origem by de F pela origem bg de Fg, isto é,

D (t1, ... tn) = Y1(t1) - Yn(tn) - bo.

Por equivariancia, ®9 = g o ®,,. Esta funcio satisfaz as propriedades requeridas de uma

funcdo caracteristica para a célula de Schubert SS.

Proposicao 2.2.2. Seja w € W® tal que dime? = dim S, e seja w = ry---ry uma de-
composicio minimal como um produto em termos das reflexdes simples. Seja ®9 : B, — Feg
definida por ®© = 1g o ®,, e tome t = (t1,...,t,) € By. Entdo ® ¢ uma funcio carac-

teristica para SS, isto €, satisfaz as sequintes propriedades:
1. ®9(B,) = SY.

2. ®9(t) € SO\ N - wbe se e somente se t € OB, = S
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3. @8 , By, = N -wbg é um homeomorfismo, onde By, € o interior de By,.

w

Prova: Esta é a Proposi¢ao 1.2.9 neste contexto das variedades flag parciais. O primeiro item
segue pela equivariancia de IIg. A segunda afirmativa segue pelo fato de que mg (S, \ IV -wby) =
SO\ N -wbg e 9 = 719 0 ®,,. O tltimo item é uma consequéncia da igualdade das dimensdes
das células de Bruhat N - wbg e N - wbg. ]

2.2.3 O operador fronteira 9°

Agora, podemos determinar o operador fronteira 9° com coeficientes ¢®([w], [w']), onde
[w] denota a classe lateral wWg. Temos que c®([w], [w]) = 0 exceto quando valem simul-

taneamente as seguintes condicoes:
1. dimS8Y = dimS9, + 1

2. 89 c 8.

A inclusao entre células de Schubert é dada pela ordem de Bruhat-Chevalley (veja (1.4)).
Explicitamente, SS, C 89 se e somente se existe u € w'We tal que u < w. Na verdade, temos

o seguinte complemento do Lema 2.2.1.

Lema 2.2.3. Seja w € W® minimal em sua classe lateral e suponha que exista u € w'We

comu < w e dimSY = dim SS, + 1. Entao u € minimal em w'We.

Prova: Temos que dimS,, = dimSY = dimS$ + 1 < dimS, + 1. Agora, se u < w entdo
dim S, < dimS,, — 1, de modo que dimS,, < dimS,, + 1 < dim &, o qual implica que

dim S, = dim 89 — 1 = dim SP.

E, portanto, u é minimal em sua classe lateral. L]

Exemplo: No grupo de Weyl Sy de A3 tome w = (12)(23)(34) e © = {ae3}. Entéao w é
minimal na classe wWWy,,,}- Observe que as raizes a1z, (12)azs = a1z + azs e (12)(23)aszs =

L ¢ nenhuma destas

Q12 + ao3 + i34 sao raizes positivas levadas em raizes negativas por w™
rafzes pertence a (O). Entretanto, w’ = (12)(23) = (123) ndo é minimal em sua classe pois
(12) < (12)(23) e ambos pertencem a mesma classe. Agora, dim S(;9)(23) = dimS,, — 1 mas
S(l2)(23) = Aim Sy = dim S — 2.

Voltando & determinagao dos coeficientes c([w], [w']), se w e w’ pertencem a W® e dim SO =
dim SS, +1 entao existem homeomorfismos mg : N -wbyg — N -wbg e mg : N-w'by — N -w'bg.

Isto implica que a funcao de colagem entre SS e SS, definida por @S = mgo®,, e por <I>S, oD,

37



38

2. Homologia de Flags Reais

é a mesma funcao de colagem entre S,, e S,. Logo os coeficientes para 0° e 0 sdo os mesmos,
isto é:
(C] / /
¢ ([w], [w]) = e(w, w').

Segue o calculo de ¢®([w], [w']) se reduz ao cilculo em F.

Teorema 2.2.4. A homologia celular de Fg ¢ isomorfa a homologia de 09, que é o operador

fronteira do modulo livre gin gerado por S, w € WO, obtido por restrigcio de O e projetando

min
sobre AG™.

Corolario 2.2.5. c®([w], [w']) = 0 ou +2. Em particular, tomando-se os coeficientes em Zs,

0° =0 e a Zy-homologia de Fg ¢é livremente gerada por S[(?U], [w] € W/We.

Observagao: Em geral, o médulo livre gin gerado por S,,, w € W®, nao é invariante

sob 0. Os célculos feitos para o caso do grupo S1(5,R) na se¢ao 4.3 mostram isto.
Concluimos esta se¢ao com o seguinte exemplo da homologia de uma variedade flag parcial
de GQ.

Exemplo: Vamos considerar o exemplo de Gy com © = {a;}. Temos as seguintes classes

laterais

W = {1,r1},{r2, s2}, {s1, 7152}, {ras1, 53}, {s7,7153}, {ras?, s7}.

O operador fronteira para os elementos minimais em cada classe foram calculados anterior-
mente. Sao dados por: Nivel 1: 9S,, = 0; Nivel 2: 9S,;, = —25,,; Nivel 3: 0S,,;, = 0;
Nivel 4: 0S,;2 = 0; Nivel 5: 0§, 2 = —25,.

1 251 1

Logo, apds alguns calculos, temos que:

o H5(F,,,Z) =0 (em particular Fy,,} ndo é orientavel).
o HyFy,,Z) = Zs.

o Hy(Fy,,Z) =7.

e Hy(F,,,Z) =0.

o Hy(Fa,,Z) = Zs.

2.3 Fluxo Gradiente

E conhecido que o campo vetorial H , com fluxo exptH induzido em uma variedade
flag F por um elemento regular H € a® (a(H) # 0, para todas as rafzes a € IIT), é o

gradiente de uma funcao de Morse. As singularidades deste fluxo sao wby, w € W, cujas
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variedades instéveis e estdveis sdo as células de Bruhat W*(wbg) = N - wby e W*(ubg) =
N~ -ubg (para mais detalhes, veja [23] e [39]). As variedades instaveis e estdveis se interceptam
transversalmente de modo que o campo vetorial gradiente satisfaz a condigao de Morse-Smale
e, portanto, define um complexo de Morse-Witten (Veja Arango [1]). Em [33] calcula-se o
operador fronteira deste complexo para se obter um resultado semelhante ao apresentado
aqui.

O operador fronteira do complexo de Morse-Witten é calculado pela contagem do ntimero
de érbitas (orientadas) do fluxo gradiente que conecta duas singularidades. Vamos descrever
abaixo estas drbitas em termos das funcoes caracteristicas da decomposicao celular construida
na secao 1.2.

Tome w = 71---7, € W com funcao caracteristica ®,,, e seja w’ = ry---7;---r, com
dimSw/ = dimSw — 1.

Observe que, por construgao, wby = @y, (g, ey gy g), ¢ a imagem do centro do cubo.
Agora, considere o caminho

gbi(t):(I)w(g,...,t,...,g) t € [0, 7]
onde t esta na i-ésima posi¢ao. Entao ¢ (%) = w - by, p(0) = w' - by provém da O-face e
¢(m) = w'- by provém da w-face. Vamos provar abaixo que as duas partes de ¢; (t), de /2 a 7
e de 0 a 7/2 (no sentido oposto) sao as duas linhas gradientes que conectam as singularidades
w by ew - by.

Para simplificar as formulas, podemos assumir aqui que as decomposi¢oes minimais para
w e w' coincidem com a escolha feita a priori para os elementos do grupo de Weyl W. Isto
significa que, na equacao (2.4), o termo @;,1 oV, =id.

No que se segue, escrevemos w' = ry-- 71, = u-v, isto é, u = ry---r;_1 e v =
Tit1 -+ 7Tp. Ponha Xg = Ad(u)Xai, Yg = Q(Xg) e Ag =Xg+ Y.

Lema 2.3.1. Com as notagoes acima

¢i(t) = exp(sAg)wbg
onde s=t+%¢€[-2, 2] sete[0,7].
Prova: De fato,

oi(t) = wuexp
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pois 3 = ua; implica que Ag = Ad(u)A;. ]

Vamos considerar ¢;(s) = exp(sAg)wby. Segue que ¢;(0) = who, ¢;(+75) = w'bo.
Lema 2.3.2. exp(tYz)wby = wby.

Prova: A idéia principal é transladar para a origem. Isto é,
exp(tX_p)wby = w(w ™' exp(tX_p))wby = w exp(tAd(w™ ' X_g))bo.

A raiz 3 é positiva enquanto w—!3 é negativa. Como u (ga) = gua temos que Ad(w™tX_g3) €
g_y-15- Mas, como w3 é uma raiz negativa, —w 'S é positiva. Portanto, este pertence a
nt C p e, portanto, exp(tAd(w™1X_z))by = by para todo t € R. O

Lema 2.3.3. Seja t = tan(s),r = —sen(s) cos(s), A = cos(s)~". Logo
¢z(3) _ etXBerYﬁelog(/\)H[}/wa.

Prova: Veja [33], Lema 2.4.1. U

. Vv .
Observe, entretanto, que ambas as matrizes eO8NHG o orYB fivam wbg. Isto diz que

¢i(s) = et Xs by, s € (—g, g) (2.5)
e, finalmente, temos que

o™ wby = 61 (£7) = o
Lim _exp wby = @; 5 w'by

Pela equagao (2.5) obtemos o comportamento do fluxo gradiente h! = exptH com H € a™.

Seja s # 0. B facil ver que h(¢i(s)) = exp(tan(s)et®H) X ) - whp. Isto pode ser escrito
como ht(¢i(s)) = ¢i(s') com s’ = arctan(tan(s)e’?()). Portanto, concluimos que o caminho
¢; é invariante pelo fluxo gradiente.

Observe que 8 é uma raiz positiva. Logo etﬂ(H)Xg — 0 quando t — —o0 e, portanto,

s’ — 0, isto é,
limy—y— oo hig;i(s) = ¢;(0) = why.
Quando t — 400, segue que tan(s)etB(H)Xﬁ — 400, dependendo apenas do sinal de
tan(s). Logo s' — £7, isto é,
limy 00 higi(s) = &4 (j:g) = w'by.
E, portanto, chegamos ao resultado esperado.

Proposigao 2.3.4. ¢;(s) fornece duas linhas do campo gradiente entre wby e w'by. Um deles

pertence ao intervalo s € (—g, O) enquanto o outro pertence ao intervalo s € (0, g)



Capitulo 3

Flags de SI(3,R) e Sp(2,R)

Este capitulo tem como objetivo ilustrar a teoria dos capitulos anteriores nos casos em
que G = SI(3,R) e G = Sp(2,R) cujas algebras de Lie de ambos tem posto 2. Neste caso,
serao apresentadas as decomposigoes de Cartan, Iwasawa e Bruhat, as trés variedades flag
associadas as respectivas dlgebras de Lie sl(3,R) e sp(2,R) assim como o célculo de seus
grupos de homologia. Além disto, serd exibido o cdlculo para a homologia da variedade flag
maximal de sl(3,R), olhando-se explicitamente para as fungoes de colagem, o qual serve
para exemplificar o método desenvolvido na demonstracao do calculo do operador fronteira
da homologia celular no capitulo anterior. Deste modo, este capitulo estda dividido em duas
partes de acordo com este dois exemplos. Uma primeira parte para o grupo especial linear

SI(3,R) e a segunda parte para o grupo simplético Sp(2, R).

3.1 O grupo SI(3,R)

Decomposicoes de Cartan e Iwasawa

Seja G = SI(3,R) o grupo de matrizes invertiveis 3 x 3 de determinante 1. A sua algebra
de Lie g = 5[(3,R) sao as matrizes 3 x 3 de trago zero. A fungao 6(X) = —X' é a involugao

de Cartan que fornece a decomposicao de Cartan g = £ ® s onde:

L t={X €sl(3,R)| X =0(X) = —X'} = 50(3) que é a subdlgebra das matrizes anti-

simétricas.
2. s ={Y €5l(3,R)|Y = —0(Y) = Y'} é o subespaco das matrizes simétricas.

Passando ao nivel do grupo, temos a decomposicao de Cartan do grupo SI(3,R) =
SO(3,R) - S, onde S sdo as matrizes simétricas positivas definidas.
Fixamos a subdlgebra das matrizes diagonais a C s como a subalgebra abeliana maximal.

A camara de Weyl positiva at C a é o conjunto das matrizes H = diag(a,as,as) tais que
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a; > az > ag. Defina a;; = A\ — A\j € a* por \i(diag(ar,az,a3)) = a;. Como [H,e;] =

ai;j(H)e;j, segue que, relativo a a™, as rafzes positivas sao dadas por
+ _
7 = {a12, ag3, @13}

O conjunto de raizes simples é dado por ¥ = {a19, aa3} C I uma vez que a3 = arja+93.
A partir de agora, vamos denotar as raizes simples por a; = a2 € as = a3. A decomposicao
de Iwasawa de g é dada por
g=s50(3)Padn

onde n = )+ 8o ¢ a subdlgebra nilpotente das matrizes triangulares superiores com
entradas diagonais nulas.

Passando ao nivel do grupo, temos que a decomposicao de Iwasawa de S1(3,R) = SO(3)AN,
onde A é o subgrupo das matrizes diagonais com entradas positivas e N é o subgrupo das
matrizes triangulares superiores com entradas diagonais iguais a 1.

Grupo de Weyl

O grupo de Weyl W (algébrico) associado a a é gerado pelas reflexdes em torno do
niucleo das raizes o € a*. A subdlgebra abeliana por ser realizada como a = {(x,z2,x3) €

R3 | 21 + 22 + 3 = 0} enquanto a camara de Weyl positiva realiza-se como
af = {(z1, 2, 3) € a|zy > 23 > w3}

Cada aj; € II, 1 < 4,j < 3, possui 1 na i-ésima entrada e —1 na j-ésima entrada e todas

as outras coordenadas nulas. Por exemplo, as raizes simples sao dadas por
a1 = (1,-1,0) e ag = (0,1, —1)
As reflexoes r,,; permutam as coordenadas i e j, por exemplo:
Tays (T1, T2, T3) = (X3, T2, T1).

Neste caso, o grupo de Weyl é gerado pelas reflexdes 1 = (12) e ro = (23) temos que
W é o grupo Ss3, grupo das permutagoes de trés elementos. Em termos da ordem de Bruhat-

Chevalley, temos a seguinte descrigao:
0. 1(z1, 22, 23) = (21, 22, 23).

1. r1 = 1o, (21, 22, 23) = (T2, 21, 23) € ro = Ty, (21,22, 23) = (21,23, 22) sdo as reflexdes

simples.

2. rori(xy,x9,x3) = (w2, x3,x1) € r1ro(x1, X2, x3) = (T3, 71, 22) que sdo produtos de duas

reflexoes simples.
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3. rireri(z1, x2,x3) = (x3,22,21) que é o produto de trés reflexdes simples, também con-
hecido como involucao principal e leva IIT em —IIT. Note que ele corresponde 4 reflexao
em torno da raiz ;3 e também admite uma outra decomposi¢ao em termos das reflexces

simples pois r17rer1 = T2r172.

Por outro lado, o grupo de Weyl (analitico) também pode ser descrito como W = M* /M,
onde M* e M sao o normalizador e o centralizador de a, respectivamente. O grupo M é
discreto e é formado por 4 elementos que sao as matrizes diagonais com entradas +1. Na tabela
abaixo, é apresentada a relagdo entre as diferentes defini¢goes do grupo de Weyl. Como M
tem quatro elementos, segue que M* tem 24 elementos e abaixo escolhemos um representante

para cada classe em M*/M.

Grupos de Weyl W = Ss
Algébrico Analitico Algébrico Analitico
100 01 O
1 010 r = (12) 10 0
0 01 0 0 —1
0 O 0 0
ry = (23) —1 rire = (123) 1 00
0 0 1
010 0
ror1 = (132) 0 01 rirery = (13) 0 -1 0
100 1 0 0

Subalgebras e Subgrupos Parabdlicos

Como ¥ = {a1,as}, existem trés subdlgebras parabdlicas de g associadas & escolha de
um subconjunto © C X. A subdlgebra parabdlica minimal p de g, correspondente a escolha
© = (), tem decomposigao de Iwasawa p = a®n (pois m = 0 uma vez que uma matriz diagonal

e anti-simétrica é a matriz nula) e corresponde as matrizes triangulares superiores em g:

* k%
p= 0 * = € sl(3,R)
0 0 =x

O subgrupo parabélico minimal tem decomposi¢do P = M AN e corresponde ao subgrupo
das matrizes triangulares superiores.

As outras subdlgebras parabdlicas tem decomposicao de Iwasawa po = to @ a ® n, onde
to é o centralizador de ag em s0(3), e correspondem as matrizes triangulares superiores em

blocos.
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E N S

Para © = {a1}, peo = ¥ x x | €sl(3,R)». (3.1)
0 0 =
E O S

Para © = {a2}, po = 0 = * | €sl(3,R) ;. (3.2)
0 * =x*

Os subgrupos parabdlicos tem decomposicdo de Iwasawa Pg = KoAN, onde Kg é o
centralizador de ag em SO(3), e correspondem ao subgrupos de matrizes triangulares supe-
riores em bloco de acordo com a escolha para ©, seguindo o mesmo padrao das subalgebras
parabolicas. Segue abaixo uma descrigao dos subgrupos Ky = Ky} € K2 = K{4,} que vao

desempenhar um papel importante mais adiante.

B SO(2,R) 0 SO(2,R) 0 _ dise(1. 1. —
K1{< 0 1)}U{e< 0 1>|ed g(1,—1, 1)} (3.3)
1 0 1 0 .
Ky = { ( 0 SO@.R) )} U {e < 0 SO@.R) ) |e = diag(—1,—1,1) } . (3.4)

3.2 Variedades Flag de SI(3,R)

Vamos agora descrever cada uma das variedades flag de S1(3,R) associados a escolha de

um subconjunto © C Y. Neste caso temos trés escolhas possiveis.

3.2.1 O Flag Maximal F3 (1,2)

Para © = (), obtemos a variedade flag maximal que se realiza como a variedade de
subespacos 1-dimensionais contidos em subespacos 2-dimensionais contidos no espaco vetorial

R3, a qual denotamos por F3 (1,2), isto é:
F3(1,2) = {(Vi C Vo) : dim(V;) =i V; C R3}

Isto pode obtido através da acdo (transitiva) de SI(3,R) em F2 (1,2) definida por (g, (u) C
(u,v)) = (gu) C {gu, gv). Se by = {e1) C (e1,e2) é a origem de F3 (1,2) entdo o estabilizador

(o subgrupo de isotropia) de by é o subgrupo parabélico minimal P. Portanto, temos que

F3 (1,2) = SI(3,R) - by = SI(3,R)/S1(3,R)y, = G/P.
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Decomposicao de Bruhat de F3(1,2)

Para estabelecer a decomposi¢ao de Bruhat F3 (1,2) =[], ) IV - wby, vamos inicialmente
determinar os pontos fixos da A-acdo que sdo parametrizados por W = S3 que podem ser

obtidos aplicando-se a permutacao sobre os indices da origem.

1b0 = C <61,62>) <€1> (- <€1,€2>

1
ribp = (12) - ((e1) C (e, e2)) = (e2) C (ea, e1)
robo = (23)- ((e1) C (e1,€2)) = (e1) C (e1, €3)
rirebp = (123) - ({e1) C (e1,e2)) = (e2) C (ea,e3)
roribp = (132) - ({e1) C (e1,e2)) = (e3) C (e3,e1)
( ) =

7'17"27’1[)0 = 13) (<61> C <61,62> <63> C (63,62>

Lembremos que N é o subgrupo das matrizes triangulares superiores com entradas diago-
nais iguas a 1 e, portanto, podemos representar a agao de N na base candnica {ej, ea, e3} por
N(ey) = e1, N(ex) = ea + *e1 e N(e3) = e3 + *ea + *e1. Agora, podemos decompor F3(1,2)

nas 6 células de Bruhat que sao descritas por:
0. A 0-célula C(1y = N - 1by onde:
N -1bg = N({e1) C (e1,e2)) = (e1) C (e1,e€2).
1. As l-células sao C(19) = N - 11bg e C(z3) = N - 72bp onde:
N -ribp = N((e2) C (e1,e2)) = (ea + *e1) C (e1,e9)
N-rabp = N({e1) C (e1,e3)) = (e1) C (e3 + xe2,€1)
2. As 2-células sao C(q23) = N - (rirg)bo € Cazg) =N - (ror1)bo onde:
N - (rir2)bp = N((e2) C (e2,e3)) = (e2 + xe1) C (e2 + *e1, e3 + *xeq)
N - (ror1)by = N~ ({e3) C (e1,e3)) = (es + *xex + xe1) C (e1, e3 + *e3)
3. A 3-célula C(y3y = N - (r17r271)bo onde:
N - (r1ror1)bg = N({e3) C (ea,e3)) = (€3 + *ea + xe1) C (ea + *e1, €3 + *eg + *e1)
3.2.2 Homologia de F3(1,2)

Agora vamos ilustrar a descrigdo do operador fronteira 0 no caso da variedade flag max-

imal F3 (1,2). Para isto, fixamos a seguinte decomposicio minimal para os elementos de

W = Ss:

1,(12), (23), (123) = (12)(23), (132) = (23)(12), (13) = (12)(23)(12).
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Sejam A = ejo—eo1 € B = ez —e3o as matrizes cujas exponenciais fornecam parametrizacoes

para os grupos compactos K e Ka, respectivamente (veja (3.3) e (3.4)).

0 10 0 0 O
A= -1 0 0 B =
0 00 0 -1 0

Com estas escolhas, as células de Schubert podem ser obtidas como:

1. S = bo.

2. 8(12) = K1 : bo e 3(23) = KQ : bo.

3. 5(123) = KlKQ . bo e 8(132) = K2K1 . bo.

4. 8(13) = KlKQKl . bo.

de modo que as respectivas fungoes caracteristicas sao dadas por:

1.

2.

3.

4.

®41(0) = by.
@(12)(?&) = €tA . b(] (§ (13(23) (t) = €tB . bOv t e [0,71'].
D(123)(t, 8) = et4esB . by e D(139)(t, 8) = etBesA by, (t,s) € [0,7]>

Di3)(t,s,2) = etAesBerA by, (t,s,2) € [0, 7).

Entao podemos obter as expressoes para c(w,w'’).

1.

2.

c((12),1) =0 e ¢((23),1) = 0 pois existe uma unica 0-célula.

¢((123),(12)) = 0. Note que (12) = (12)(/2\3). Assim, precisamos calcular o grau das
duas fungdes f9, fF : S — S! definidas por f(t,0) = 4B . by = et -bg e fF(t,7) =
et4e™B by = et4.by. Os seus graus podem ser obtidos comparando-se a orientacao da face
correspondente & fronteira do cubo [0, 7]?, que é S! orientada no sentido anti-horario,
com a orientacdo dada pela funcao de colagem e*4 - by (ver figura ???). Logo, o grau de
19 é 1 pois, & medida que t cresce, a curva (¢,0) e e . by seguem na mesma direcio que
®(19). Por outro lado, o grau de f§ é —1 pois, & medida que t cresce, a curve (t,0) e a

imagem de €' - by seguem em diregdes opostas. Logo ¢((123), (12)) = +1 4 (—1) = 0.

. ¢((123),(23)) = —2. Aqui (23) = (1/2\)(23). Assim, precisamos calcular o grau das duas

fungoes fV, fF = St — S definidas por f9(0,s) = %esB . by = 3B - by e fI(m,s) =
e™esB by = exp(sAd(e™)B) - by = e *B - by pois Ad(e™)B = —B. Como e *B . by =
e(m=8)BemB.py = e(m=9)B.p, a funcio fT definida em [0, 7] é dada por f7(0,s) = e(m=9)5.
bo (ver figura???)). Logo o grau de f é —1 como visto acima. O grau de f7, por sua vez,

é também —1 pois é o grau da fungao s — m—s. Logo ¢((123), (12)) = (—=1)+(-1) = —2.
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exp(tA) exp(mB) - by = exp(tA) - by exp(tB) exp(mA) - by = exp(tB) - by
OBl Spyggy yewcmn ewelnl Spgyy yewan
exl)(;A) -bo exp(tVB) - bo

Figura 3.1: As células de Schubert S(123) € S(132)

4. ¢((132),(121)) = —2 e ¢((132),(23)) = 0, os quais s@o determinados de modo semel-

hantes aos casos anteriores.

5. ¢((13), (123)) = 0. Note que (123) = (12)(23)6\2). Assim, devemos considerar as fungoes
7. 8% — 52

(a) f(t,5,0) = etesBe . by = eesB - by e temos que
deg f = —1.

De fato, a fronteira do cubo [0,7]3, que é uma esfera S?, deve ser orientada de
modo que o vetor normal aponte para fora. A face (t,s,0) (nesta ordem) quando
vista no dominio é negativamente orientada enquanto vista no contradominio tem

orientacdo compativel com a orientacdo positiva de S2. Portanto o grau é —1.

(b) fI(t,s,m) = eesBem™ . by = etesB - by e temos que
deg fi = 1.

Neste caso, a face (t,s,m) tem a mesma orientagdo positiva que a fronteira vista

como uma esfera S2.

—

6. ¢((13),(132)) = 0. Note que (132) = (12)(23)(12). Assim, consideramos as fungoes
ff8 o5

(a) f{)(&t7 S) — e(]AetBesA by = etBesA . by com
deg fg = —1.

Neste caso, a face (0,t,s) (nesta ordem) no dominio tem uma orientacao negativa
enquanto no contradominio tem uma orientacdo que coincide com a orientagao

positiva. Logo o grau é —1.
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((123),(12)) = 0

s |
S(123) (12) = (12)(23)
1
c((123),(23)) = -2 p
S123) (23) = (1A2)(23) A
v1 —1 1 3
- i i

Figura 3.2: Os coeficientes ¢((123), (12)) e ¢((132),(23)) onde as setas tracejadas representam a

orientacdao anti-hordria.

(b) fr(m t,s) = e™etBesA by = exp(—tB)esA-by pois Ad(e™ B) = —B e Ad(e™A) =
A. Vamos descrever esta fungao com um dominio em [0, ]?. Note que exp(—tB)e*4-
bo = exp((m — t)B)e™Pe*4 - by e, como Ad(e™PA) = — A, obtemos que

exp(—sB)e*A - by = T Be(m=9)A

Logo o grau de fT é o grau da funcéo (t,s) — (7w —t,m — s). Este grau é +1 pois

preserva orientacao.

Em resumo: Nivel 1: 905(15) = 0S(23) = 0; Nivel 2: 08123y = —2S8(23) € 0S(132) =
—28(12); Nivel 3: 95(13) = 0. Portanto:

o H3(F*(1,2),Z) = Z, gerado por S(y3).
o Hy(F3(1,2),Z) =0 (ker 9y = 0).
o H(F(1,2),Z) = Zy & Zy (ker 01 ¢ Z & Z e a imagem de 0 é 2Z - S(12) & 2Z - S(a3))-

A escolha para o exemplo feito acima foi primariamente ilustrativo. Este célculo também
pode ser feito através da férmula para os coeficientes ¢(w, w’) diretamente. A mesma escolha,

previamente determinada, de decomposicoes minimais para os elementos de YW = S3 implica
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que o fator (<I>;U,1 o \liw/) responsavel por corrigir possiveis distingoes entre decomposicoes
minimais para o elemento w’ é 1. As informagoes necessérias para se determinar ¢(w,w’) sdo

reunidas na seguinte tabela.

Homologia da Variedade F3 (1,2)
W I, ¢(w)

1 0 0
(12) o o
(23) ag fe%)
(123) a1, a1 + as 201 + o
(132) a9, a1 + o a1 + 209
(13) It 201 + 209

Por exemplo, o coeficiente c((123), (23)) = (—1)(1 + (~1)¥) = —2 visto que k é determi-
nado por ¢(123) — ¢(23) = ka; = 2.

3.2.3 A Grassmanniana Gr; (R?)

A realizagao da variedade flag parcial de tipo © = {ay} é a variedade Grassmanniana

Gra (RS) de subespacos 2-dimensionais em R3.

Isto pode ser obtido pela acdo (transitiva) de S1(3,R) em Gry (R?) definida por (g, (f1, f2)) —

(9f1,9f2). Se by = (e1,e2) € Gry (R?) é a origem entdo o estabilizador (isotropia de by) de
by é exatamente o subgrupo parabdlico Pg, normalizador da subdlgebra parabdlica de tipo ©

(veja (3.1)), que é o subgrupo parabdlico em blobos:

* k%
Pgy = x x x | €SI(3,R)
0 0 =

Portanto, segue que

Gry (R?) = SI(3,R) - by = SI(3,R)/SI(3,R)y, = SI(3,R)/Po = Fe.

Decomposigao de Bruhat de Gro (R?’)

A decomposicao de Bruhat para Gro (R3) é parametrizada pelas classes laterais W/ Weg.
Como We = {1, (12)} segue que

W/ We = {1,(12)} U {(23),(132)} U {(123),(13)}.

E, neste caso, ¢ facil identificar o conjunto W® = {1,(23),(123)} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

1-byg = (e1,ea) , (23)-bo = (e1,e3) , (123)-by = (e2,e3)
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Assim, as células de Bruhat que fornecem a decomposicio de Bruhat para Gra(R?) sdo

dadas por:
0. A 0-célula C(l) =N 1b0 = N((el, €2>) = <€1, 62).
1. A 1-célula 0(23) =N - (23)bg = N({e1,e3)) = (e1, e3 + xea + *e3).

2. A 2-célula C1a3) = N - (123)bg = N((ea, e3)) = (ea + *e1, 3 + *e1), aberta e densa.

Homologia de Gro (R3)

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes ¢(w,w’) podem ser
calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para o flag maximal apenas con-

siderando estes representantes.

Homologia da Grassmanniana Gro (RS)
W T, $(w)
1 0 0
(23) Qo Qo
(123) a1, a1 + Qs 201 +

Segue que ¢((23),1) = 0 e que ¢((123), (23)) = —2 e, portanto:
e Hy(Gry (R3),Z) =0 (kerd, = 0).

o Hi(Gry(R* (R?)),Z) = Zy (ker 0y ¢ Z e a imagem de 95 é 27 - S23))-

3.2.4 O Espacgo Projetivo RP?

A realizacio da variedade flag de tipo © = {as} é a variedade projetiva em R3, isto é, a
variedade RP? de subespacos 1-dimensionais em R3.

Isto pode ser obtido pela acdo (transitiva) de S1(3,R) em RP? definida por (g, (f)) ~— (gf).
Se by = (e1) € RP? é a origem entdo o estabilizador (isotropia em bg) de by é exatamente com
o subgrupo parabdlico Pg, normalizador da subédlgebra parabdlica de tipo © (veja (3.2)), que

é o subgrupo parabdlico em blobos:

S
Py = 0 * x | €SI(3,R)
0 * =x

Portanto, segue que

RP? = SI(3,R) - by = SI(3,R)/SI(3, R);, = SI(3,R)/Po = Fe.
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Decomposiciao de Bruhat de RP?

A decomposicio de Bruhat para RP? é parametrizada pelas classes laterais W/Wg. Como
We = {1, (23)} segue que

W/ We = {1,(23)} U {(12),(123)} U {(132),(13)}.

E, neste caso, é facil identificar o conjunto W® = {1,(12),(132)} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:
L-bg = (e1) , (12)-by = (e2) , (132)-bo = (e3)

Assim, as células de Bruhat que fornecem a decomposicao de Bruhat para RP? sio dadas

por:
0. A O-célula C(yy = N - 1bg = N({e1)) = (e1).
1. A 1-célula Cg) = N - (12)bg = N({e2)) = (e2 + *e1).
2. A 2-célula C139) = N - (132)bg = N((e3)) = (e3 + xe2 + *e1), aberta e densa.

Esta decomposigao celular coincide com a decomposicado CW usual em que se tem uma

célula para cada dimensao.

Homologia de RP?

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes ¢(w,w’) podem ser
calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para a variedade flag maximal apenas

considerando estes representantes.

Homologia do Projetivo RP?
W 1, $(w)
1 0 0
(12) aq a9
(132) Q9,0 + Qg a1 + 209

Segue que ¢((12),1) = 0 e que ¢((132), (123)) = —2 e, portanto:
o Hy(RP2,Z) =0 (ker d; = 0).

o H(RP?,Z) = Zjy (ker 91 é Z e a imagem de 95 é 27 - S(z3)).
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3.3 O grupo Sp(2,R)

Seja G = Sp(2,R) = {g € Si(4,R) : g'Ja29 = Ja2} 0 grupo real simplético de matrizes

4 x 4, onde Jo 9 é a matriz da forma simplética

O2x2  —Iax2
Jog = .
Iyxo  Oax2
A élgebra de Lie g = 5p(2,R) = {X : XJ + JX! = 0} pode ser caracterizada da seguinte

forma: uma matriz X € sp(2,R) é da forma

A B
X = € sl(4,R),
c Al

onde A, B e C sdo matrizes reais 2 x 2 com B = B' e C = (" (simétricas).

Decomposicao de Cartan e Iwasawa

A funcdo 6(X) = JXJ ! ¢ a involucdo de Cartan que fornece a decomposigao de Cartan

g =t @ s onde:

B A
sp(2,R) e é isomorfa a algebra das matrizes complexas anti-hermitianas u(2).

A -B
1. ¢ = {( ) A=A" B= Bt} é a algebra das matrizes anti-simétricas em

A B
2.5 = {( B 4 ) c A=A , B= Bt} é o subespaco das matrizes simétricas em

sp(2,R

Passando ao nivel do grupo, temos a decomposicao de Cartan Sp(2,R) = KS onde K
é isomorfo ao grupo das matrizes unitdrias complexas U(2) e S é o conjunto das matrizes
simétricas positivas definidas em Sp(2,R).

Fixamos a subdlgebra abeliana maximal a = diag(ai, a2, —aj, —az) € s. Como a tem
posto 2, podemos realizar a em R? e tomar a Camara de Weyl a™ como o conjunto dos
elementos {(x1,z2)|x1 > x2 > 0}. Seja A; : a — R dada por \;(H) = a;, com H =
diag(a1, a2, —a1, —az). Denote por e;; as matrizes elementares. Como [H, e — e43] = (A —
A2)(H)(e12 — e43), [H,e1a + ea3] = (A1 + A2)(H)(e14 + €23), [H, e13] = 2A1(H e e [H, eaq] =
2)X2(H )eaq temos que:

ITH = {A1 — A2, A1 + A2, 2A1,2X0}

O conjunto das raizes simples é ¥ = {a1 = A1 — A2, ag = 22} uma vez que oz = A+ XAy =

a1 + ag e ay = 2A1 = 21 + ag. A decomposigao de Iwasawa de g = u(2) ® a @ n onde
N =0gx -2 D Ox+x D g2x; D G2x,

sendo gx, —x, = (€12 — €43), Ga, 12, = (€14 + €23), G2n, = (€13), G2x, = (€24)-
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Grupo de Weyl

Na realizacio dada acima de a = R?, as raizes simples sdo dadas por a1 = (1, —1) e ag =
(0,2). Neste caso, a reflexdo r; = r,, permuta as coordenadas enquanto a reflexdo ro = rq,
troca o sinal da dltima coordenada, isto é, ri(z1,x2) = (z2,21) € ro = roy (1, 22) = (21, —22).
Estas reflexdes sao os geradores do grupo de Weyl (algébrico) W. De acordo com a ordem de

Bruhat-Chevalley, temos a seguinte descricao:
0. 1(z1,22) = (z1, 22).
1. r(z1, 22) = (w2, 1) € ro(x1, 22) = (21, —22) que sao as reflexdes simples.
2. rire(x1,x2) = (—x9,21) € ror1(x1,x2) = (22, —x1), produto de duas reflexdes simples.

3. mrori(z1,x2) = (—x1,22) e rorire(zy, x2) = (—x2, —x1), produto de trés reflexdes

simples.

4. rirorire(zy, xe) = (—w1,—22) que é o produto de quatro reflexdes simples, também

conhecido como involucao principal e leva IIT em —IIT.

O grupo de Weyl (analitico) também pode ser descrito como W = M*/M. A tabela
abaixo contém a relacao entre as diferentes definigoes. Observe que os elementos do grupo

algébrico podem ser vistos como permutagoes Sy.

Grupo de Weyl
Algébrico Analitico Algébrico Analitico
1 0 0O 01 00
01 00 1 0 0O
1 ry = (12)(34
0010 1= (12)(34) 000 1
00 01 00 10
1 0 0 O 0 00 -1
0 00 -1 1 0 0 O
ro = (24 riro = (1234
2 = (24) 00 1 12 = (1234) 010
010 0 0 1
01 0 O 0 0 -1 0
0 0 -1 0 01 0 O
rory = (1432 rirory = (13
2r = (1432) 00 0 1 irary = (13) 10 0 0
1 0 0 O 00 0 1
0 0 0 1 0O 0 1 0
0O 0 -1 0 0O 0 0 -1
rorire = (14)(23 rra)? = (13)(24
=) | || 0 o=y | |
1 0 0 0 0 -1 0 O
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Subgrupos e Subdlgebras Parabdlicas

Como ¥ = {a1,as}, existem trés subdlgebras parabdlicas de g associadas & escolha de
um subconjunto © C X. A subdlgebra parabdlica minimal p de g, correspondente a escolha
O = 0, tem decomposicao de Iwasawa p = a®n uma vez que m = 0 e corresponde as matrizes

triangulares superiores em blocos em g da forma:

* ok % %
0 * =*
= esp(2,R
p 00 p(2,R)
0 0 % =%

O subgrupo parabdlico minimal tem decomposicado P = M AN, onde M é o grupo das
matrizes com entradas diagonais £1, e corresponde ao subgrupo das matrizes triangulares
superiores no mesmo formato triangular em blocos.

As outras subdlgebras parabdlicas tem decomposicao de Iwasawa p(©) = tg @ a @ n onde

to é o centralizador de ag em s0(3) e correspondem as matrizes em blocos:

.
ko ok ok ok
Para © = {1}, pe=4| =~ " " |esp@Rr)}. (3.5)
0 0 % =x
0 * ok
\ Vs
X ok %k
0 * %
Para © = {az}, pe = 0 €sp(2,R) ». (3.6)
*
0 * *x =%

7

Os subgrupos parabodlicos tem decomposicao de Iwasawa Pg = KgAN, onde Kg é o
centralizador de ag em K = U(2), e correspondem ao subgrupos de matrizes triangulares su-
periores em bloco de acordo com a escolha para ©, seguindo o mesmo padrao das subalgebras

parabdlicas.

3.4 Variedades Flag de Sp(2,R)

Como © = {aj,as}, temos trés variedades flag de Sp(2,R). Estas variedades flag se
realizam no contexto de espagos vetoriais simpléticos. Para isto, vamos lembrar algumas
defini¢oes principais. Seja V' um R-espago vetorial. Dizemos que um par (V,w) é um espago
vetorial simplético se w é uma forma bilinear anti-simétrica nao-degenerada em V. Seja S C V

um subespaco vetorial de V. Dizemos que S é um subespaco simplético de V' se a restrigao
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w|sxs é ndo-degenerada. Em outras palavras, (S,w|sxs) é um espago vetorial simplético. Um
operador linear 7' : V' — V ¢é simplético se w(Tu,Tv) = (u,v) para todos u,v € V. Se T é
também um isomorfismo, T é chamado de simplectomorfismo.

Seja w a forma simplética canonica em R* dada por
w((v1,v2, u1, u2), (W1, wa, 21, 22)) = V121 + V222 — UTW1 — UW2.

O grupo Sp(2,R) é o grupo dos simplectomorfismos de R* e a base canonica {ey, ea, f1, f2}
de R* é uma base simplética de R* cuja matriz na base canénica simplética é J29.

Agora, seja V espaco vetorial de dimensao 2n. Um subespago S é dito isotrépico se
w|sxs = 0. Segue que S é isotrépico se e somente se S estd contido no S+. Como dim(S) +
dim(S+) = 2n, temos que a dimensdo de um espaco isotrépico é no maximo n. Um subespaco
L é dito Lagrangeano se L = L+, o que é equivalente a L ser um subespaco isotrépico maximal,
ou ainda, L isotrépico de dimensao n.

Por exemplo, em R*, com a forma simplética canoénica, existem quatro subespacos La-

grangeanos gerados a partir da base canodnica:

(e1,€2), (e1, f2), (e2, f1) e (f1, fa)

pOiS LL)(@]_, fl) =1= w(62)f2)-

3.4.1 O Flag Maximal F¥ (1,2)

A variedade flag maximal, obtida pela escolha © = (), realiza-se como o flag de subespacos
isotréopicos 1-dimensionais contidos nos subespacos 2-dimensionais isotrépicos do espago ve-
torial simplético R, com a forma simplética canonica w, o qual vamos denotar por F* (1,2),
isto é:

F(1,2) = {(Vi C Vo) : V; CR*, dim(V}) =i, w|y;xv; =0}
Isto pode ser obtido pela acao de Sp(2,R) em ¥ (1, 2) definida por (g, (u) C (u,v)) — ((gu) C
(gu, gv)). E possivel mostrar que esta acdo é transitiva (veja a tese Braga [7], Proposigao 21).

Se by = (e1) C (e1, ea) é a origem, entao o subgrupo de isotropia de by é o subgrupo parabdélico
minimal P. Portanto, temos que F* (1,2) = G/Gy, = G/P.

Decomposi¢cao de Bruhat de F¥ (1,2)

Vamos apresentar agora a decomposi¢ao de Bruhat de F“ (1,2) em termos da acao do
grupo N, isto é, F* (1,2) = [[,,e)y N~ - wbo.
Para estabelecer a decomposicao de Bruhat F“ (1,2), vamos inicialmente determinar os

pontos fixos da A-acdo que sdo parametrizados por W que podem ser obtidos aplicando-se a
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permutacao sobre os indices da origem.

(rirarire)by = (13)(24) - ((e1) C (e, e2)) = (f1) C (f1, f2)
(rorir2)bo = (14)(23) - ({e1) C (e1,e2)) = (f2) C ({f1, f2)
(rirari)bo = (13) - ({e1) C (e1,€2)) = (f1) C (e2, f1)

(rar1)bo = (1432) - ({e1) C (e1,€2)) = (f2) C (e1, f2)
(r1m2)bo = (1234) - ({e1) C (e1,e2)) = (ea) C (e2, f1)
(r2)bo = (24) - ({e1) C (e1,e2)) = {e1) C (e1, f2)
(r)bo = (12)(34) - ((e1) C {e1, e2)) = (e2) C (e1, e2)
(1)b0 = 1 (<€1> C <61,€2>) = <61> C <61,62>
Um elemento g € N~ pode ser escrito na forma
1 0 0 O
a 1 0 O
9= 0 o 1 —u :d=c+ah (3.7)
d h 0 1

de modo que, para tal g € N, temos a seguinte acdo na base canonica:

= e1+aex +bf1 +df
= ex+tcfit+hfs

= fa—ah

= h

Abaixo, descrevemos as células de Bruhat, representando a acdo do grupo N~ por meio do

elemento g € N~ acima definido:

0. A 0O-célula dada por C(y3)(24y = N~ - ((13)(24))bo onde:

N7 ((13)(24))bo = N~ ((f1) C (f1, f2)) = ((fr) C {f1, f2))-

1. As 1-células C(13) =N". (13)b0 e 0(14)(23) =N". (14)(23)b0 onde:

N~ (13)by =
N~ (14)(23)by =

N™((f1) C (fi,e2)) = (f1) C (f1,e2 + hfa)
N™((f2) C (f1, f2)) = (f2a — af1) C (f2 —af1, fr).
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2. As 2-células C(1934) = N7 - (1234)bg e C(1432) = N~ - (1432)by onde:

N~ -(1234)by = N ((e2) C (e2, f1))
= (ea+cfi+hf2) C(ea+cfi+hfa, f1).
N7 -(1432)bg = N ({f2) C (fa,e1))
= (fa—af1) C(fa—afi,e1 +aez +bfi + dfa).

3. As 3-células C(19y34) = N~ - (12)(34)bo e C(4y = N~ - by onde:

N~ (24)by = N~ ({e1) C (e1, f2))

= (e1 +aey +bf1 +dfa) C (e1 + aea + bf1 + dfa,e2 + cf1 + hfa).
N7 -(12)(34)by = N~ ({e2) C (e1,e2))

= (ea+cfi + hfa) C{ea+cfi + fo,e1 + aea + bf1 + dfa).

4. A tnica 4-célula Cyy = N~ - by aberta e densa em Fy,(R*), dada por:

N~ . bO = N_(<€1> C <617€2>)
= (e1+aex +bfi +df2) C (e2+cfi+ hfa,e1+aez +bf1 + dfa).

Vale ressaltar que a relacao d = ¢+ af (veja 3.7) implica que os espagos obtidos sejam de

fato isotrépicos.

Homologia de F“ (1, 2)

Para o cdlculo da homologia de F¥ (1,2), fixamos a seguinte decomposi¢ao minimal dos
elementos em W = {1,r1,72,r1r2,m2T1, 17271, rarire, T172r172} onde o Unico elemento que
admite mais de uma decomposi¢ao minimal é a involucao principal 71791179 = ror17T97T1.

Sejam A = e1o —e43 + e34 — €91 € B = ey — e4o as matrizes cujas exponenciais fornecam

parametrizacoes para os grupos compactos K1 = P N K e Ky = P, N K, respectivamente.

0 10 O 0 0 00

-1 0 0 O 1
. B_ 0 0 O

0 0 0 -1 0 0 00

0 01 O 0 -1 0 0

Com estas escolhas, as células de Schubert podem ser obtidas como:

1. S =0
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2. Sn:Kl'boeSm:KQ-bo.

3. Sq«17«2 = K1K2 . bo (S ST2T1 = K2K1 . bo.

4. Spirgry = K1Ko Ky - by € Spppyry = Ko K1 Ko - by.

5. Srirgrirs = K1 Ko K1 Ko - by.

3. Flags de SI(3,R) e Sp(2,R)

de modo que as respectivas fungoes caracteristicas sao dadas por:

1.

2.

3.

4.

5.

®41(0) = by.

B, (t) = by e ®,,(t) =

elB . bo, t € [0,7‘1’].

Prypy(t,s) = eidesB by e Py (8, 5) = eBest by, (t,s) € [0,7]%.

DByror (B, 5, 2) = et4esBeA by e By, (L, 5,2) = etBesAe?B by, (t,5,2) € 0,73

DBpiryryro (8, 2, w) = etAesBerAeB g, (t, 5, 2,w) € [0, 7]*.

Vamos calcular os grupos de homologia de modo direto através das informagoes contidas

na tabela abaixo.

Homologia de F¥ (1,2)

w IT,, p(w)

1 1) 0

1 a1 (05}

T2 a %)
179 Qaq, 0y 3a1 + ag
roT g, (a3 o1 + 200

r1Tor] a1, 04, 03 4oy + 200
ror1ro o, (3, Oy 3a + 3o
1727172 I+ 4o + 3

A aplicac@o fronteira é dada por: Nivel 1: 9S,, = 0S,, = 0; Nivel 2: 95,,,, = 0 e

0S8y,

Portanto, temos que:

= —QSTI; Nivel 3: 887«1@“ =0e aST‘Q?“l'f‘Q =

o Hy(F“(1,2),Z) = 7Z gerado por Sy ryr ro-

L HS(Fw (17 2) 7Z) = Z gerado por Syyryr -

—20S,,,, € Nivel 4: 05, yr,r, = 0.

o Hy(F“(1,2),Z) = Zg pois Sy,r, é 0 nucleo de 02 enquanto a imagem 03 é 27Z - Sy, r,.-

o Hi(F¥(1,2),Z) = Zy@Z pois o nucleo de 0; é tudo enquanto a imagem de 02 é 2Z-S,,.



3.4. Variedades Flag de Sp(2,R)

3.4.2 A Grassmanniana Lagrangeana L, (R?)

A realizagao da variedade flag parcial de tipo © = {ay} é a variedade Grassmanniana
Lagrangeana Lo (R4) de subespacos 2-dimensionais isotrépicos em R*, com a forma simplética
w.

Isto pode ser obtido pela agao (transitiva) de Sp(2, R) em La (R4) definida por (g, (u,v)) —
(gu, gv). Se by = (e1,e2) é a origem de Ly (R*) entdo o estabilizador (isotropia de by) de by
¢é exatamente o subgrupo parabdlico Pg, normalizador da subdlgebra parabdlica de tipo ©

(ver (3.5)), que é o subgrupo parabdlico em blocos:

* %k %k Xk

*

Py

€ Sp(2,R)

x Xk

*
0
0

oS O %

x Xk

Portanto, segue que Lo (R4) = Sp(2,R)/Pe = Fo.

Decomposicao de Bruhat de Lo (R"‘)

A decomposicao de Bruhat para Lo (R4) é parametrizada pelas classes laterais W/Wg.
Como We = {1,r1} segue que

W/W@ = {1,7“1} U {7"2,7“17’2} U {7’17“2,7’17"27’1} U {7'27"17’2,7'17'27°17’2}.

E, neste caso, é facil identificar o conjunto W® = {1, r9, 7179, 7971172} dOS representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

bo = (e1,€2), (24) - bo = (e1, fa) , (1234) - by = (ea, f1), (14)(23) - bo = (f1, f2)

Seja g € N~ definido anteriormente pela equagao (3.7) para representar a acao do grupo
N~. As células de Bruhat de Lo (R4) sao dadas por:

0. A O-célula C(14)(23) = N7 - ({f1, f2)) = (f1, f2)-
1. A 1-célula Cyazqy = N~ - ((e2, f1)) = (e2 + cfir + hf2, f1).
2. A 2-célula C(aqy = N7 - ((e1, f2)) = (e1 + aea + bf1 + dfz, f2 — af1).

3. A 3-célula C(l) =N". (<61, 62>) = <€1 + aeg + bf1 + dfa,ea + cf1 + hf2>

Homologia de Lo (R4)

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes ¢(w,w’) podem ser
calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para a variedade flag maximal apenas

considerando estes representantes.
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Homologia de Lo (R4)
W 1,y P(w)
1 0 0
T2 5] (€5
T2 a1, 0y 3aq + as
roriTy a1, s, 0y 3ag + 3ag

Segue que o operador fronteira é dado por: Nivel 1: 9S,, = 0; Nivel 2: 0S,,,, =0 e
Nivel 3: 0S,,rry = =205y 1,.

E, portanto:

o Hs(Ly (R*),Z) = 0.

o Hy(Ly (RY),Z) = Zsy.
o Hi(Ly (RY),Z) = 7.

3.4.3 O Espaco Projetivo RP?

A realizacdo da variedade flag parcial de tipo © = {as} é a variedade projetiva RP3
de subespacos 1-dimensionais em R?*, com a forma simplética w (note que neste caso, todo
subespaco 1-dimensional é isotrépico).

Isto pode ser obtido pela acdo (transitiva) de Sp(2, R) em RP? definida por (g, (u)) — {(gu).
Se by = (e1) é a origem de RIP? entdo o estabilizador (isotropia de by) de by é exatamente o
subgrupo parabdlico Pg, normalizador da subdlgebra parabdlica de tipo © (veja (3.6)), que

é o subgrupo parabdlico em blobos:

* ok ok ok
0 * =
Py = € Sp(2,R
© 0 0 =« p( )
0 * *x =

Portanto, segue que RP? = Sp(2,R)/Pg = Fo.

Decomposicao de Bruhat de RP?

A decomposicao de Bruhat para RP3 é parametrizada pelas classes laterais W/Wg. Como

We = {1, r2} segue que
W/W@ = {1,7‘2} U {7"1,’1“27"1} U {TQTl,T'QTlTQ} U {7"17"27“1,7“17‘27“17“2}.

E, neste caso, é facil identificar o conjunto W® = {1, 71, ror1, 717911} dos representantes

minimais em cada classe. Com isto, temos os seguintes pontos fixos:

bo = (e1) , (12)(34) - bo = (e2) , (1432) - bo = (f2), (13) - bo = (/1)
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Seja g € N~ definido anteriormente pela equagao (3.7) para representar a acao do grupo
N~. As células de Bruhat de RP3 sao dadas por:

0. A 0-célula 0(13) =N"- (<f1>) = <f1>
1. A 1-célula 0(1432) =N". (<f2>) = <f2 — lel).
2. A 2-célula C(12)(34) =N"- (<62>) = <€2 + Cf1 + hf2>

3. A 3-célula C(yy = N~ - ({e1)) = (e1 + aea + bf1 + dfa).

Homologia de RP3

Feitas as escolhas acima dos representantes minimais, os coeficientes ¢(w,w’) podem ser
calculados diretamente a partir da mesma tabela feita para a variedade flag maximal apenas

considerando estes representantes.

Homologia de RP3
W I, $(w)
1 0 0
1 aq aq
2T a2, 03 a1 + 200
1T o1, 03, 0y 4o + 2009

Segue que o operador fronteira é dado por: Nivel 1: 9S,, = 0; Nivel 2: 0S,,,, = —25,,
e Nivel 3: 9S;,,r, = 0.
E, portanto:

o H3(RP? 7Z) =17.
o Hy(RP3,Z) = 0.

o H{(RP3,Z) = Zo.
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Capitulo 4
As Grassmannianas de Sl(n,R)

Este capitulo é dedicado ao estudo da homologia das Grassmannianas Gr (R"), que sao
variedades flag do grupo Sl(n,R), determinando uma férmula para o operador fronteira de
uma dada célula de Schubert. Para isto, faz-se uso de uma decomposigao irredutivel (minimal)
para os reprentantes minimais estabelecida por [17]. Isto corresponde a primeira parte deste
capitulo.

Além disto, é também neste contexto que se encontrou um exemplo no qual a aplicacao
induzida pela projecao da variedade flag maximal sobre uma variedade flag parcial nao é
sobrejetiva, a saber, a projecao da variedade flag maximal de S1(5,R) sobre a Grassmanniana

Gra(R%). A segunda parte deste capitulo é dedicada a apresentar este exemplo.

4.1 O grupo Sl(n,R)

Decomposicoes de Cartan e Iwasawa

Seja G = Sl(n,R) o grupo de matrizes invertiveis n x n de determinante 1. A sua algebra
de Lie g = sl(n,R) é formada pelas matrizes n x n de trago zero. A fungao 6(X) = —X* é
a involugao de Cartan que fornece a decomposigao de Cartan g = €@ s onde ¢ = so(n) é a
subdalgebra das matrizes anti-simétricas e s é o subespaco das matrizes simétricas. Passando
ao nivel do grupo, temos a decomposicao de Cartan do grupo Sl(n,R) = SO(n,R) - S, onde
S sao as matrizes simétricas positivas definidas.

Fixamos a subalgebra das matrizes diagonais a C s como a subalgebra abeliana maximal.
A camara de Weyl positiva a* C a é o conjunto das matrizes H = diag(ay, ..., a,) tais que
ai > -+ > ay. Defina oy; = A\j — A\j € a* por \i(diag(ai,...,a,)) = a;. As raizes positivas

sao dadas por IIt = {w;;,7 < j}. O conjunto de raizes simples é dado por
S ={a=ai2,...,q_1 = a1} C IO,

A decomposicao de Iwasawa de g é dada por g = so(n) @a®nonde n = ) g+ g ¢
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a subalgebra nilpotente das matrizes triangulares superiores com entradas diagonais nulas.
Passando ao nivel do grupo, temos que a decomposicao de Iwasawa de Sl(n,R) = SO(n)AN,
onde A é o subgrupo das matrizes diagonais com entradas positivas e N é o subgrupo das

matrizes triangulares superiores com entradas diagonais iguais a 1.

Grupo de Weyl

O grupo de Weyl W associado a a é gerado pelas reflexdes em torno do ntcleo das raizes
a € a*. Pela realizagdo da subélgebra abeliana como a = {(z1,...,2z,) € R" |21+ - -+z, = 0}

cuja camara de Weyl positiva realiza-se como
o ={(z1,...,2n) €Ealzy > >z}

Cada raiz positiva a;; € ITT, 1 <4 < j < n, possui 1 na i-ésima entrada e —1 na j-ésima
entrada e todas as outras coordenadas nulas. As reflexdes 7,,; permutam as coordenadas i e
j. Neste caso, o grupo de Weyl é gerado pelas reflexdes r; = (7,7 + 1) e, por isto, segue que
W é o grupo S,, grupo das permutacoes em n elementos de ordem n!.

Por outro lado, o grupo de Weyl (analitico) também pode ser descrito como W = M* /M,
onde M* e M sao o normalizador e o centralizador de a, respectivamente. Neste caso, M
¢é o grupo de matrizes diagonais com entradas +1 enquanto M™* corresponde as matrizes de

permutacao.

Subalgebras e Subgrupos Parabdlicos

Seja r uma sequéncia crescente de niimeros inteiros r = (r1,--- ,75), com 1 <7y < -+ <
rs < n. A partir de r, obtemos uma parti¢ao (ki,...,ksy1) para n pela relacao k; = r; —r;_1,
onde rg =0 e rg41 = n.

Os subgrupos e subdlgebras parabdlicos de tipo © sdo determinados a partir da escolha
do subconjunto © C ¥ = {a; : j = 1,---,1 — 1}. Neste caso, dizemos que um intervalo em
¥ é um subconjunto da forma X (i,7) = {a, : i < r < j}. Qualquer subconjunto © pode ser
descrito pela uniao disjunta (i1, j1)U- - -UX(ig, ji) com j; < i;+1, paratodol =1,..., k—1.

Esta escolha para © define a seguinte sequéncia crescente r de niimeros inteiros:
r=(1,...;00—1,...,0+1,...;ig—1,....0k+ L,k +2,...,n—1). (4.1)

Os subgrupos parabdlicos associados a © = (i1, j1) U -+ U X(ig, ji) sdo descritos pelas
matrizes triangulares superiores em blocos cujas dimensoes sao determinadas pela particao

k de n definida pela sequéncia (4.1), isto é,
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4.2. Homologia das Grassmannianas Grg(R")

onde A; é uma matriz k; x k;, i = 1,...,s+ 1, det Ay---det Asy1 = 1l ek, = r; —ri_1.
Consequentemente, a subalgebra parabdlica de tipo © = (i1, j1)U- - -UX(i, ji) corresponde
as matrizes triangulares superiores em blocos em sl(n,R) com o mesmo formato, isto é, em

blocos divididos de acordo com a particao de n determinada pela sequéncia (4.1).

Observagao: Para este O, o grupo de Weyl Wg sera o produto direto dos grupos de per-

mutacao dos subconjuntos {i;,...,j5 + 1}, =14,...,7.

Variedades flag

Sejam © = (i1, 1) U---UX(ig, jx) C X e r a sequéncia (4.1) associada. A variedade flag
G/ Pg é a variedade flag de subespagos V,, C --- C V,, onde cada V; é um subespaco vetorial

dim V; = ¢ em R", denotada por F(r), isto é:
Fr)={V,, C---V,, :dimV; =4, V; CR"}.

Isto pode ser obtido diretamente considerando-se a agao transitiva de Sl(n,R) em F(r) de
modo que se

bo = (€1,...,er,) C---{€1,...,€r,)

for a origem de F(r) entao o subgrupo de isotropia é o subgrupo parabdlico Pg formado por
blocos dado pela particao de n definida por r.

Por exemplo, no caso em que © = ¥(1,k—1)UX(k+1,n—1), G/Pg é a Grassmanniana
Gri(R™) dos subespacos de dimensao k em R".

4.2 Homologia das Grassmannianas Gry(R")

Uma vez que podemos obter as Grassmannianas Gri(R™) como um espago homogéneo
G/Pg para © = X(1,k—1)UX(k+1,n—1) = X\ {ax}, obtemos a decomposi¢ao de Bruhat

Gry(R") = [ N-wbe. (4.2)
weW /We

A homologia de Gri(R") é determinada pelo célculo do operador fronteira em cada célula
de Schubert SO, fecho de uma célula de Bruhat N - wbe, w € W/We. Para isto, precisamos
determinar os representantes minimais w® € W® em cada classe lateral (veja o Lema 2.2.1).
Como Weg é o produto direto dos grupos de permutagao dos subconjuntos {1,...,k — 1} e
{k+1,...,n— 1}, temos que a cardinalidade de Wg = k!(n — k)!. Portanto, a cardinalidade

n
de W® ou, equivalentemente, a quantidade de células na decomposicio (4.2) é igual a ( . > .

Os elementos em W® foram determinados em [17], Proposicao 2.1. Para entender como

estes elementos sao definidos, vamos considerar a Grassmanniana Grg(R™) vista como um
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subconjunto do espago projetivo de /\k R™ (veja a se¢ao 6.4). Neste caso, uma base é formada
pelos elementos
er =¢€; N~ Nej, 1<y <o < <n.

A origem é eg = e1 A -+ A ep. As células de Schubert sao Sy = felN - e; que tém dimensao
(i1— D)+ + @G —1) =i1+ - +ix — @ Para cada multi-indice I existe um unico
elemento de comprimento minimo w € W tal que wreg = e;. Estes sao os elementos que
compde WO.

Para descrevé-los, denote por r; = (i,i + 1) a reflexdo em relagdo a raiz «;. Dado um
multi-indice I, para cada j = 1,...,k, considere a permutacao (j,%;) que leva o indice j em

ij e que admite decomposi¢ao minimal
nrg = (J,45) = Tij—1 Ty
Segue que

Observe que esta permutacao leva o multi-indice Iy = (1,2,...,k) em I = (i1,..., ).

Esta decomposicao de wy é minimal ([17], Proposicao 2.1) e, com esta informagao, pode-se
calcular o conjunto II,,, = II* Nw;II™ que aparece na expressao que define ¢(wy) que, por
sua vez, é fundamental no calculo do operador fronteira da homologia celular. Da expressao

geral para II,,, em termos da decomposi¢ao minimal (veja a Equagao (1.1)), segue que
k
T Aw D = | Jnra- om0 Ay I (4.3)
j=1

enquanto ITt Ny ;117 é dado por
QU —1, Q-1+ Q2,0 Q1+ Q2+ g

onde esté implicito que IIT Nnr I = 0 se 1j = j. BEscrevendo a; = \j — A\jy1 e aj; = A\ — A,
as raizes de II'" Ny ;II" sdo dadas por

)\i]'—l - )\ija)‘ij—Q - )‘i]'7' o 7)‘] -\

T4

Portanto,
I NI ={ A=A, tu=73,...,05 — 1} (4.4)
Agora, dados os multi-indices I = (iy,...,ix) e J = (j1,...,Jk), 0s elementos minimais
correspondentes wy e wy satisfazem w; < wy se, e 86 se, iy < j, t = 1,..., k. Em particular,

as células de Schubert de dimensdo um a menos que Sy sao dadas pelos multi-indices

IS:(il,...,is—l,...,ik) 821,...,/€
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tal que 51 <is—1ses>1ei; > 1.

Para se calcular o operador fronteira, deve-se encontrar ¢(wy) — ¢(wy,), onde p(w) =
> e, @ Esta soma se estende aos elementos da unido (4.3). O célculo serd feito em trés
etapas: para as componentes j < s, j = s e j > s. Inicialmente, observe que, para j < s, as
componentes sdo as mesmas, tanto para IITNw;II~ quanto para II*Nw; II™ e, portanto, estas
raizes nao colaboram para a soma ¢(wy) — ¢(wy,). Com isto, restam apenas as componentes

j=sej>s.

1. A contribuigdo da componente j = s é (is — s)(As—1 — As).

Para ver isto, separe em casos: s > 1e s = 1.
(a) s> 1. Em primeiro lugar, da expressao (4.4), segue que

¢ (77],5) - )\s + /\s+1 + -+ /\is—l — (’is — 3))\1‘5 (4.5)
d(Ni,s) = As+Asp1 4+ N2 — (is — 1 — $)Xi, 1 (4.6)

de modo que
p(wr) — p(wr,) = (is — s)(Aii—1 — Ai,)-

Finalmente, a contribui¢ao da componente j = s na soma (4.3) serd dada por

(1,d1) -+ (5 = 1,i5-1) (o(wr) — d(wr,))
= (Ld1) (s — Lids—1)(is — 8)(Nig—1 — Aqy)
= (is —8) ((L,1) -+ (8 = L,is-1)) (Niy—1 — Asy)

Como is—1 < is—1 < ig segue que \;,_1 —A;, é invariante por (1,71)---(s—1,45_1).

E dai que a contribuicao se reduz a
(is — $)(Aiy—1 — Aiy),

conforme enunciado.

(b) O caso s = 1 é semelhante e mais simples, pois nao aparece a permutacao multi-
plicando a esquerda e a contribuicao vem da soma (4.5) subtraida de (4.6) que é
igual a

o(wr) — p(wr) = (i1 — 1)(Niy—1 — Aiy).

2. A contribui¢ao de uma componente j > s é A\, _1 — A;,.

Da mesma forma que em (4.5), ¢ (nr,;) é a soma

Aj=Nj+ N1+ A1 — (35— 5)A

%5
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de modo que as contribuigoes em ¢(wy) e ¢p(wy,) sdo dadas por:

D= (Li) - (shds) - (G = 1,djm1) (4y) (4.7)
1

J
Y= (in) - (syds = 1) (5 = Ldjo1) (Ay) (4.8)

Is

Para se obter a diferenga, note que, em relacao as decomposi¢oes minimais de (s,is) e

(s,is — 1), temos que (s,i5) = ri,—1(s,is — 1). Agora, defina

Y= (Sais)"'(j_l’ij—l)(Aj)
6 = (syis—1)---(J —1,45-1) (Ay)

e observe que v = r;,_10. Isto implica que v — 0 = r;,_16 — § e dai que r;,_1(y — J) =
—(y —0). Mas r;,_1 é a reflexdo em relacgao a raiz simples \;, — \;,—1. Portanto, v — ¢
¢ um multiplo de A;, — A;,_1. Mais precisamente,

2(0, Aiy—1 — Aiy)

T Aig—1 = A 4.9
! </\is—1_/\is7)\z‘5—1—>\z‘5>( ot ) (4.9)

Com o produto interno canénico (em que (A, Aj) = d;5), temos que (N, —1 — A, Ai,—1 —

Ai,) = 2. Segue que o coeficiente é
(0, Aig—1 = Aig) = (8,05 = 1) -+ (4 — 1,45-1) (Aj) s Aig—1 — Ai)-
Como as reflexoes sao isometrias, isto é o mesmo que
(0, Xig—1 = Ay = (A5, (G = Liajm) 7h e (5,0 = 1) 7H(Nig—1 = Ai))- (4.10)

Observe que (s,is —1)7! = (s,5 + 1) (is — 2,35 — 1) leva iy — 1 em s e fixa i5. Logo,

o segundo fator deste produto interno é
(= L) o (s + Lisea) T (s = M)

Observe que 7 = (j — 1, ij_l)_l - (s41,ig11)7! fixa s e, portanto, a alteracio que ela

causa em Ag — A;, s6 depende de is.
Vamos agora mostrar que j < 7is < ij, isto é 7ig = t, com j < t < i; e, portanto, o
produto interno em (4.10) ¢ dado por:
g+ A+ A = (6 = )N, T(As — Ay)) =
<)\j + /\j+1 + -+ /\ij71 — (ij — j))\i]., As—N)) = —1.
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1

Para verificar isto, observe inicialmente a decomposicao minimal de 7 e 77" sdo dadas

por:

T = ((.7 - 17j)"'(ij—1 - 17ij—1))"'((5+175+2)"‘(is+1 - 17is+1))
T = ((srnyispr — 1) (s+ 2,8+ 1)) ((ij-1,85-1 — 1) - (4,5 — 1))

Agora, por um lado, note que vale 7is < i; pois, do contrério, se Tiy = n, com n > i;

In, com n > ij e, como n é invariante por 771, terfamos que iy = n > 1.

entao iy = 7
Mas is < i; e, portanto, podemos concluir que 7is < 7;. Agora, vamos mostrar que

j < Tis. Vamos considerar duas possibilidades:

In, com n < j. Inicialmente,

(a) is > j. Suponha que Tis = n, n < j, isto é, iy = 7~
ne€{1,2,...,j—1}. Claramente n ¢ {1,..., s} pois estes elementos s@o invariantes
por 77! e terfamos que iy = n € {1,2,...,5} o que ndo é possivel pois is > s.
Portanto, n € {s+1,...,7 — 1} de onde terfamos que iy € 7~ {s+1,...,7 -1} =
{is41,-..,%j—1} 0 que também nao é possivel pois is; < i541 < --- < ij_1. Portanto,
concluimos que 7is > j.

(b) is <j—1.Comos—1<is, 1 <is—1segue queis > s> s+ 1. Portanto, is esta
no conjunto {s+1,...,j — 1}. Pela decomposigdo minimal de 7, é possivel notar
que cada fator (s +k,is ) tder, k=1,...,5—1,leva cada um dos elementos de
{s+1,...,j— 1} para o seu sucessor de modo que 7(s+1) =j, 7(s+2) = j+1e,
assim por diante, 7(s+k) =j7+k—1,k=1,2,...,j— (s+1). Portanto, 7is > j.

Assim, segue que, para ambos os casos, o coeficiente em (4.9) é igual a 1 e, portanto,

Y=0=Ni,—1— i,

Por fim, ZJI — JI‘S = (1,41) - (s — 1,i5—1) (y — 0). Observe que A;,_1 — \;, é fixa por

(1,41)--- (s — 1,i5—1) pois is—1 < is — 1. Logo concluimos que ZJI — Z]Is = Ni.—1 — A,

como enunciado.

Em resumo,

Proposicao 4.2.1. Sejam I = (i1,... i), 1 <i1 < - <ip <nelsg=(i1,...,is—1,... i),
is—1 < is— 1 se s> 1, dois multi-indices associados as células de Schubert Sy e St,. Entao
d(wr) — d(wr,) = ((is — 5) + (k = 5)) (Nig—1 = Aiy) = (is + k& — 25)(Xiy—1 — Ay, ) -

Note que (is — ) (Ai,—1 — \i,) é a contribuigao vinda de 971 - nrs—1 (IIT N7 II7) en-
quanto que (k —s) (Ai,—1 — \iy) vem de nrq -+ nrj—1 (ITT Nnr,;II7) para j > s.
Agora, podemos obter o operador fronteira da homologia celular.

Fixando as decomposicoes minimais dadas para os wy, se obtém uma decomposicao celular

com as fungoes de colagem determinadas. As células de Schubert sdo denotadas por Sy e

oSy) =Y (I, 1,)8;,
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tomando Iy com a condicao que is_1 <is—1ses>1ei; > 1.

Ao retirar a raiz simples correspondente na representacao de wy obtém-se a representacao
de wy,. Portanto, nas expressoes para c¢(I, Is) nao é necessario incluir os termos de corregao,
provenientes de escolhas de decomposi¢oes minimais.

E necessério apenas corrigir o sinal que corresponde a posicao da reflexao simples que se

retira de wy para obter wy,. Olhando as decomposi¢oes minimais, segue que esta é a posi¢ao

tS:(il—1)+"‘+(i5—1—8+1)+1:i1+“'+is—1_8(82_1)+1
isto é, o sinal da corregdao é (—1). Portanto,
(I, Is) = (=1)" (1 + (-1)")
onde p =i+ k — 2s. Ou ainda,
e(I,1,) = (—1)% (1 + (—1)"3*’“) . (4.11)

Corolério 4.2.2. As Grassmannianas Grg (R™) sdo orientdveis se n é par.

Prova: Tome I = (n — k+1,...,n) de modo que Sy é a unica célula de dimensao méxima.
O tnico s possivel é s =1 com

ilzn—k—f-l.

Entdo i1 +k = n+1. Dai que 9S; = 0 se n é par, isto é, a homologia méxima é Z se n é par. [

Exemplo k=2en=5
Vamos apresentar o célculo dos grupos de homologia das Grassmannianas Grz(R®). De
acordo com [17], os 5 | = 10 multi-indices referentes aos elementos de W® sio apresen-

tados, juntamente com as respectivas decomposi¢oes minimais e dimensoes das células, na

tabela abaixo.



4.2. Homologia das Grassmannianas Grg(R") 71

Os representantes minimais de Gro (R5)
1 wr dim Sy
1 0

T2

rira

W W N

372

=

rr3r2

47372

2117372

r1rar3Tr

TaT1T4T372

= | — = | — | — | = | = | —
||| W W=

QU O O | b | Ot

r3rarirar3re

Escrevaii =i<is=jcomi=1,...,4e7j=2,...,5. Neste caso, t; = 1 e to = i. Assim,

a férmula (4.11) se reduz a duas partes:
1. ¢(I, ;) = -1 — (—1), s6 para i > 2, e
2. ¢(I, 1) = (=1)" (1 + (-1)7) = (=1)* + (—1)"" que vale quando i < j — 1.
As células e suas fronteiras sao as seguintes:

dim 0 A célula S 9) € 951 ,2) = 0.

dim 1 A célula S 3) e 951 3) = 0.

dim 2 As células S 3) e S(1 4)- Neste caso:

e IS5 = (=1 = (=1)*)Su3) = —2813)-
® 0514 = (=)' + (—1)1+4)S(1,3) = —28(13)-

dim 3 As células S5 4) e S 5)- Neste caso:

® OS24 = (=1 = (=1)*)Sn 4y + ((=1)* + (=1)*T)S(2.3) = —281,4) + 28 (2.3)-
® 0515 = (-1 + (—1)1+5)5(1,4) = 0.

dim 4 As células 53 4) e S(25). Neste caso:

® 9S4 = (=1~ (=1)*)S(2,4) = 0.
® 0895 = (=1 = (=1))Su5) + ((=1)* + (=1)*T°)S(2.4) = —251.5).

dim 5 A célula 8(375) € 85(3,5) = (—]. - (—1)3)8(2’5) + ((—1)3 + (—1)3—’_5)8(3’4) =0.

dim 6 A célula 8(475) e 88(4’5) = (—1 + (—1)4)8(3’5) = —28(375).
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Portanto, a homologia inteira de Gra (]R5) ¢é dada por:
H() = Z,Hl = ZQ,HQ = O,H3 = ZQ,H4 :Z,H5 = ZQ [§] _H6 = 0.

Observe que o conjunto dos ciclos 4-dimensionais ¢ Z - 53 4) €, como 9° = 0 nos ciclos

5-dimensionais, segue que Hy (Gr2 (R5)) =Z-834)-

4.3 Sobrejetividade de 7o, : H.(F) — H.(Fo)

Vamos agora fornecer um exemplo que mostra que a projecao canonica mg : F — Fg nao
¢é sobrejetiva na homologia sobre Z em geral. Isto mostra uma distincdo ao que ocorre no
caso das variedades flag complexas ou no caso em que o anel é Zo quando a homologia é
livremente gerada pelas células de Schubert.

Antes de procedermos, note que g (assim como qualquer projegao entre variedades flag)
é uma fungao celular pois 7 (Sy) = Sfj tem dimensao dim S,,. Portanto existe uma aplicacao
bem definida na homologia celular.

Esta secdo se encontra neste capitulo justamente pelo fato de que o exemplo que va-
mos apresentar corresponde & projecao da variedade flag maximal de G = SI(5,R) sobre a

Grassmanniana Gra(RR?).

A homologia do flag maximal de SI(5,R)

A tabela abaixo apresenta como as 120 células de Schubert da variedade flag maximal de

S1(5,R) estao distribuidas de acordo com suas dimensoes.

dimensao (|0|1(2]3 |4 |5 |6 |7 |8]9]|10
#decélulas |1 [4]9(15(20(22|20(15|9 (4| 1

Esta distrubuicao pode ser facilmente obtida ao se escrever w € W como w = uv com
u€ WO veWeel(w)=I1(u) +1(v). Aqui

e
W= = {1,ry, 1119, 7372, 117312, TAT3T2, T2T 17372, T1TAT3T, TRT1T4T3T2, I3 T4T3T2 .

W@ = <7‘1> X <7“3,7“4>

= {1,7°1,7’3,7"4,7’17’3,7"17’4,737’4,7’47’3,7“17”37’4,7‘17°47’3,7’37"47’3,7‘17’37"47’3}.

Nosso objetivo nesta segao é apresentar um exemplo de quando a aplicagao mo, : H.(F) —
H,.(Fg) néao é sobrejetora. Para isto, vamos agora nos concentrar no nivel quatro. Para ap-
resentar a tabela com a informacao requerida, simplificaremos a notagao de acordo com as

seguintes convencoes.

e Escrevemos (A1, A2, A, Ag) para expressar que ¢(w) = 34

j=1 /\jaj.
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e O indice i1

-+ -1 denota w = 1y, -1y,

Desta tabela e do Teorema 2.1.10 obtemos o operador fronteira sobre as 4-células:

Tabela das 3-células
w p(w) w $(w) w $(w)
134 (1,0,2,1) 143 (1,0,1,2) 343 (0,0,2,2)
213 | (1,3,1,0) 214 | (1,2,0,1) 234 | (0,3,2,1)
243 (0,2,1,2) 321 (1,2,3,0) 323 (0,2,2,0)
324 | (0,1,3,1) 121 | (2,2,0,0) 123 | (3,2,1,0)
124 (2,1,0,1) 132 (2,1,2,0) 432 (0,1,2,3)
Tabela das 4-células
w $(w) w p(w)
1343 (1,0,2,2) 2134 (1,4,2,1)
2143 (1,3,1,2) 2343 (0,3,2,2)
1213 (3,3,1,0) 1214 (2,2,0,1)
1234 (4,3,2,1) 1243 (3,2,1,2)
3213 (1,3,3,0) 3214 (1,2,4,1)
3234 (0,3,3,1) 3243 (0,2,4,2)
1321 (2,2,3,0) 1323 (3,2,2,0)
1324 (2,1,3,1) 4321 (1,2,3,4)
4323 (0,2,2,3) 4324 (0,1,3,3)
2132 (2,4,2,0) 1432 (2,1,2,3)

o J(S1343) = 0(S2343) = 0(S1214) = 9(S1321) = O(S1323) = I(Sa323) = 0.

o 0(S2143) = 0(S1213) = 0(S3213) = £2S213.

o 0(S3234) = 0(S1324) = O(Saz24) = £2S304.

o J(S2134) = O(S3214) = £28134 £ 25214.

[} 8(81234) = j:2$234 i 28124.

o 0(S1243) = £2S143 £ 2S123.

o 0(S3243) = £28343 £ 2S393.

o O(Su321) = £28321 + 2S143.

° 8(82132) = :|:2S323 + 28121.

o 0(S1432) = £28432 £ 2S124.
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Agora, considere a célula S2132 = Spyryrar, cOM 0(S2132) = £28323 +28121. Logo Sa2132 nao
é um ciclo. A célula projetada 82@132 = ST@leTs?"z = 53,4) € um gerador de Hy (Gr2 (R5)) =
Z - 8(374). Por outro lado, em F nao existe um ciclo da forma Ss130 + 0, com ¢ uma com-
binacao de 4-células diferentes de So130. Isto pode ser visto por inspecao na lista acima. De
fato, ¢(w,121) = 0 para qualquer célula S,, # Sa132, portanto 0 (S2132 + 0) = +285191 +
(283923 + Jo) # 0, pois Jo ndo tem componente na diregao de Syo1.

Mas 7o (S) = S(z4) se e somente se S = Sz132 + 0 com ¢ uma combinagio de 4-células

diferentes de So132. Portanto mg nao é sobrejetiva sobre os 4-ciclos e portanto nao é sobre
Hy (Gry (R%)) =Z-S(3.4).

Observagao: Esta nio-sobrejetividade de mg : F — Gra(R?) na Z-homologia mostra, em

particular, que este fibrado nao admite uma secao continua.



Capitulo 5
As Grassmannianas de Sp(/,R)

Este capitulo apresenta o estudo da homologia das Grassmannianas Lagrangeanas L (Rm)
que sao variedades flag do grupo simplético Sp(l,R) encontrando a férmula para o operador
fronteira em uma célula de Schubert. Acontece que, neste caso, diferentemente do caso das
Grassmannianas Grg(R™), é necessédrio apresentar uma decomposigao irredutivel (minimal)
para os representantes minimais que fornecem uma decomposigao celular para estes espacos.
Por isto, a primeira parte deste capitulo é dedicada a determinagao de uma decomposicao min-
imal para as células de Schubert das Grassmannianas Isotrépicas L, (RQZ). Depois disto, em
particular, utiliza-se esta decomposicao minimal no caso das Grassmannianas Lagrangeanas

para encontrar a formula do operador fronteira da homologia celular.

5.1 O grupo Sp(l,R)

Seja G = Sp(I,R) = {g € SI(2[,R) : g'Jg = J} o grupo real simplético de matrizes 2I x 21,

onde J é a matriz 2] x 2! escrita em blocos | x [ como

J:<3_OI>.

Seja R% em espaco euclideano de dimensdo par. Uma forma bilinear anti-simétrica nao-
degenerada w(u, v) em R? é chamada de forma simplética. Dada uma forma simplética qual-

quer, existe uma base

B={e1,....et, fi,---, fi}

de R% tal que a matriz da forma w(u,v) é a matriz .J, definida acima.
A sua algebra de Lie g = sp(I,R) = {X : XJ + JX' = 0} pode ser caracterizada da

seguinte forma: uma matriz X € sp(l,R) é da forma

A B
X = € sl(21,R),
C —A
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onde A, B e C sdo matrizes reais [ x [ com B = B' e C = C? (simétricas).

Decomposicao de Cartan

A funcdo 0(X) = JXJ ! é a involugao de Cartan que fornece a decomposicao de Cartan
g =t @ s onde:

B A

p(l,R) e é isomorfa a édlgebra das matrizes complexas anti-hermitianas u(l).

A -B
1. ¢ = {( ) A=A' B= Bt} ¢é a algebra das matrizes anti-simétricas em

{( ) cA=A' B= Bt} é o subespaco das matrizes simétricas em
sp(l,R).

Passando ao nivel do grupo, temos a decomposicao de Cartan Sp(l,R) = KS onde K
é isomorfo ao grupo das matrizes unitdrias complexas U(l) e S é o conjunto das matrizes

simétricas positivas definidas em Sp(l,R).

Grupo de Weyl

As subdlgebras abelianas maximais de s s@o subdlgebras de Cartan pois sp(l, R) é forma
real normal de sp(l,C). Uma dessas é a subdlgebras das matrizes diagonais em sp(/,R),
isto é, as matrizes da forma diag(H,—H) € s, com H uma matriz diagonal [ x [. Seja
at = {diag(a1,...,a;, —a1,...,—a;) : a; > --- > a; > 0} uma camara de Weyl de a.

Para H = diag(as,...,a;,—ay,...,—a;) € a, definimos um funcional \; € a* por \;(H) =
a;. Um sistema de raizes positivas serd I = {\; = \; : 1 <i < j < [JU{N+ N : 1 <4, 5 <1}

Um sistema de raizes simples associado é
Y= {al == )\1 - )\2, e, 01 = >\l—1 — )\l,Oél = 2)\1}

ao qual corresponde o diagrama de Dynkin C;.
As reflexdes em relagao as raizes aj;, 1 < j < [ — 1, sao dadas pelas permutacoes das

coordenadas j e 7 + 1 em um elemento H enquanto a reflexdao em relacao a raiz «; troca o

sinal da tltima coordenada, isto é, se H = diag(ay,...,a;, —ai,...,—a;) € a entdo:
To:
(‘..,aj,aj+1,...,—aj,—aj+1,...) i—; (...,aj+1,aj,...,—aj+1,—aj,..‘)
Ta,
(al,...,al,—al,...,—al) — (al,...,—al,—al,...,al) (51)

Como as reflexoes simples geram o grupo de Weyl, o grupo de Weyl W = S;1C5 é o
produto wreath do grupo de permutagoes S; em [ variaveis e o grupo Cs ciclico de ordem 2
correspondente & troca de sinal e tem ordem 2!11.

A partir das equagoes (5.1), em termos de elementos em So;, 0s geradores do grupo de
Weyl podem ser descritos como 1o, = (7, j+1)({+j, [ +j+1)ery = (1, 2l).
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Subalgebras Parabdlicas

Os subespacos de raizes sao dados por:

e Associados a A\; — Aj, i < j, temos o subespaco gerado por e;; — €44 4; em sp(l,R)
cujas unicas entradas nao-nulas sao i,j e [ + 7,1 + j que aparecem nos blocos diagonais

(Ae—Al)

e Associados a A; + A, temos o subespaco gerado por ;4 + €44, se 1 < j, € POr €; 4,
se i = j, em sp(l,R) cujas unicas entradas nao-nulas sdo i,j + [ e j,l + ¢ que aparecem

no bloco superior direito (B).

A B
Segue que n = 0 At } com A triangular superior com diagonal nula e¢ B

simétrica. A subdlgebra parabdlica minimal se decompoe como p = m @ adn, onde m = 0

A 0
pois a é a subélgebra de Cartan. Segue também que n= = { ( o _at ) } com A triangular

inferior com diagonal nula e C' simétrica.
O nosso interesse agora ¢ determinar as subdlgebras parabdlicas maximais, isto é, aquelas
que sao provenientes da escolha de © C ¥ tal que o seu complementar seja um conjunto

unitario e que estao associadas as variedades flag minimais.
i =Y \{a;},1<ji<I-1

A B
A subdlgebra parabdlica pg é a subdlgebra da forma { ( o ) } com B simétrica,

_At
a f , o
A = {( 0 ):aeuma matriz j X j arb1trar1a}
v
00 . . . . o
Cc = {(O 5):5eumamatrlz (I—7)x({—17) arbltrarla}
ii. @ =X\ {o}.

A B

Meste caso, pg ¢ a subalgebra da forma { ( 0 At ) } com A qualquer e B simétrica.

5.2 As Variedades Flag Minimais

Seja w(u,v) uma forma simplética num espaco euclideano R%. Um subespaco V de R*
é dito isotrépico (com relagdo a w) se w(u,v) = 0 para todo u,v € V' ou, equivalentemente,

se = 0. Segue que V é isotrépico se e somente se v estd contido em V. Como

w‘VXV
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dim V 4 dim V+ = 21, temos que a dimensao de um subespaco isotrépico é no maximo I. Ex-
istem subespacos isotrépicos de dimensao exatamente [ os quais sao chamados de subespacos
Lagrangeanos. Por exemplo, se J é a matriz de w na base canénica B entdo o subespaco
gerado pelos [ primeiros vetores eq, ..., e é isotrépico e, portanto, Lagrangeano.

Usaremos a notacao L, (Rzl) para denotar a Grassmanniana dos subespagos isotropicos
de dimensdo p em R?, para p <.

Na tese [7] é feita a demonstracao detalhada do seguinte fato: L, (]R{2l) é a variedade flag
minimal de Sp(l,R) associada a © =X\ {ap},se 1 <p<l—-1eO =Y \{oy}sep=1I0 Em
particular, a variedade L (]RQl) ¢é chamada de Grassmanianna Lagrangeana.

Considere o seguinte conjunto formado pelos elementos béasicos

Bp:{{eil,...,eiq,fjl,...,ij}:p:q+reis7éjt,V1§s,t§l}

formado pelas particoes de p de tal modo que nao apareca o mesmo subindice simultaneamente
para um elemento e; e f;. Segue que, se J é a matriz da forma simplética w na base B, entao B,

gera um subespaco isotrépico de dimensao p e, portanto, serve como uma base para L, (]RQZ )

Observagao: As variedades flag maximais F de Sp(l,R) se projetam via mg : F — Feg.
Portanto:

F=F(1,2--,0—1,0) = {Ll (]R”) cC...CL (]RQZ) c...Cly (]RQZ)}
é a variedade dos subespacos isotrépicos encaixantes em R%.
Observagao: L, (RQZ) pode ser vista como um subespago do espaco projetivo P (/\p (IR{QI))
pela aplicacao definida por

<6i1a"'7eiq7fj17""ij>'_>[ehA"'/\eiq/\fjl/\"'/\fjr]'

Decomposicao Celular de L, (R¥)

Como as Grassmannianas L, (RZI) correspondem as variedades flag minimais de Sp(/,R),
para a escolha de © = ¥\ {a,}, 1 < p <[, podemos obter uma decomposicao celular a partir
das células de Schubert.

As células de Schubert sao, por definicao, o fecho das células de Bruhat dadas pela de-

L (R*) = [T W -wbe

weW/We

composicao de Bruhat:

onde N é o grupo conexo com algebra de Lie dada por n e W/Wg é o conjunto das classes
laterais de Wg em W. A proposicao 2.2.1 afirma que existe um tnico representante minimal
w® em cada classe wWe. Portanto, precisamos determinar uma decomposicio irredutivel
(minimal) para estes representantes minimais para que se possa encontrar as células de Schu-

bert.
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O conjunto W®

Denotamos por WP o conjunto dos representantes minimais w®. Em primeiro lugar, note

que a cardinalidade de W® ¢ dada por

| WO |=2p < : > (5.2)
p

De fato, denote por Wy, o grupo de Weyl associado ao diagrama A; e por W¢, o grupo
de Weyl associado ao diagrama Cj.

Observe que Wo = Wa,_, X We,_,- Como o grupo de Weyl de C; tem cardinalidade 241,
o grupo de Weyl de A; é o grupo simétrico Sj+1 e tem cardinalidade (I + 1)!, segue que a
cardinalidade de Wg = p!2/=P(I — p)!. Portanto,

W | 24! l
Wwe |= | = = 2P .
V= e | = s =) <p>

Vamos agora determinar explicitamente os elementos de W®.

O conjunto A

Os elementos de W® para © maximal (6 = X\ {ap}), s@o parametrizados por l-uplas da

forma (i,a) € Z'. Neste sentido, definimos o conjunto A dos elementos (i,a) € Z' onde:

= (i1,...,%p), a = (apg1,...,a1)
satisfazem:
e Em relacdo a a = (apt1,...,a7): 0 < app1 < appo < -+ < < p. Ou:
P1 a; assume todos os valores entre 0 e p: a; =0,1,...,p.

P2 Para cada a;, a;_1 assume todos os valores entre 0 e a;; para cada a;_1, a;_o
assume todos os valores entre 0 e a;_1, etc. Para cada t, p+ 1 <t <[ tem-se que

0 <at < agyr.
e Em relacdo a i = (i1, ...,1p), hd dois tipos:

T1 Nao tem contribuigao de i: i1 =iy = --- =i, = 0 (tipo 1).

T2 Tem contribuicao de i e ocorre quando a,11 # 0 para os quais os ultimos a,41
elementos de ¢ podem ser nao-nulos e aparecem em ordem estritamente crescente
com valores entre 0 e [ (tipo 2). Ou:

(i) i; =0se j <p—apt1.
(ii) Para k, p—apy1 < k < p, o menor inteiro tal que 5 # 0 entdo 1 <ijp < --- <
ip < L.



80 5. As Grassmannianas de Sp(/,R)
(Se apy1 =0 entdo iy =iy =--- =i, = 0 pois i, < ap41 € estes ja foram inclusos
nos de tipo 1)

Antes de estabelecer a relagao destes elementos com os elementos no grupo de Weyl,

vamos considerar alguns exemplos no caso em que [ = 4.

e Para p = 1 teremos as seguinte 4-uplas (i1, ag, as,aq):

Tipo (i,a) Tipo (i,a)
1 (0,0,0,0) 2 (1,1,1,1)
1 (0,0,0,1) 2 2,1,1,1)
1 (0,0,1,1) 2 (3,1,1,1)
1 0,1,1,1) 2 4,1,1,1)

e Para p = 2 teremos as seguinte 4-uplas (i1, 2, as, aq):

Tipo (i,a) Tipo (i,a) Tipo (i,a) Tipo (i,a)
1 (0,0,0,0) 2 (0,1,1,1) 2 (0,3,1,2) 2 (1,2,2,2)
1 (0,0,0,1) 2 (0,2,1,1) 2 (0,4,1,2) 2 (1,3,2,2)
1 (0,0,0,2) 2 (0,3,1,1) 2 (0,1,2,2) 2 (1,4,2,2)
1 (0,0,1,1) 2 (0,4,1,1) 2 (0,2,2,2) 2 (2,3,2,2)
1 (0,0,1,2) 2 (0,1,1,2) 2 (0,3,2,2) 2 (2,4,2,2)
1 (0,0,2,2) 2 (0,2,1,2) 2 (0,4,2,2) 2 (3,4,2,2)

e Para p = 3 teremos as seguinte 4-uplas (i1, 2,13, a4):

Tipo (4,a) Tipo (i,a) Tipo (4,a) Tipo (4,a)
1 (0,0,0,0) 2 (0,0,1,2) 2 (0,2,4,2) 2 (0,1,4,3)
1 | (0,0,0,1) 2 | (0,0,2,2) 2 | (0,3,4,2) 2 | (0,2,3,3)
1 (0,0,0,2) 2 (0,0,3,2) 2 (0,0,1,3) 2 (0,2,4,3)
1 | (0,0,0,3) 2 | (0,0,4,2) 2 | (0,0,2,3) 2 | (0,3,4,3)
2 (0,0,1,1) 2 (0,1,2,2) 2 (0,0,3,3) 2 (1,2,3,3)
2 (0,0,2,1) 2 (0,1,3,2) 2 (0,0,4,3) 2 (1,2,4,3)
2 (0,0,3,1) 2 (0,1,4,2) 2 (0,1,2,3) 2 (1,3,4,3)
2 (0,0,4,1) 2 (0,2,3,2) 2 (0,1,3,3) 2 (2,3,4,3)

A fungaon: A —-W

Vamos agora estabelecer a relagdo dos elementos em A com os elementos no grupo de
Weyl. Vamos denotar por r; = r,, a reflexao associada a raiz simples «; € ¥. Para quaisquer
1 <k <n <[ definimos

7r(n, k;) =Tn—k+1T"n—k+2 """ Tn—-1Tn
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sendo que 7(n,0) = 1. Observe que ¢(7(n, k)) = k.
Agora, definimos n; a fungdo que associa a cada i um elemento no grupo de Weyl da

seguinte forma:
ity ..o ip) = w(l i) w(lydg) - m(l,ip).

Definimos também uma aplicagao 1y que associa a cada a um elemento no grupo de Weyl da

seguinte forma:

772(ap+17 s 7al) = 7T(l -1, CLp+1)7T(l -2, ap+2) e 77(]9, (Il).

Finalmente, definimos n a aplicagdo que associa a cada (i, a) um elemento no grupo de Weyl
a partir de m; e 72:
n(i,a) = m(@)n2(a). (5.3)

Vamos nos dedicar a estabelecer o seguinte resultado: a imagem pela aplicacdon : A — W
é o conjunto WO, com © = X\ {a,}.

Claramente, a n(A) € W. Entretanto, hd dois aspectos a serem provados aqui: em primeiro
lugar, precisamos verificar que as decomposicoes para os elementos de VW como imagem de
7 sd@o decomposi¢oes irredutiveis (minimais). Em segundo lugar, temos que mostrar que tais
decomposicoes além de irredutiveis (minimais), fornecem o conjunto WE dos representantes

minimais em cada classe lateral de W/Weg.

Observacgao: Sabemos que um elemento w € W pode admitir mais de uma decomposigao
minimal. No Apéndice de [17], apresenta-se brevemente uma outra decomposi¢do minimal
para os elementos de W®. O exemplo abaixo ilustra esta diferenca a partir do mesmo exemplo

feito neste artigo.

Exemplo: Considere o exemplo em que [ = 3 e p = 2. A tabela abaixo compara duas
decomposicoes minimais diferentes: a que foi aqui apresentada com a que se encontra no
artigo [17]. Além desta comparagao, na tultima coluna da tabela, considerando a variedade
flag Lo (RG) associada, inserimos uma base que é obtida pela acao do grupo de Weyl na
origem bg = (e1,e2) de Ly (RG).
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Tipo (i,a) n(i, a) Deodhar Lo (]R6)
1 (0,0,0) 1 1 (e1,ea)
1 (0,0,1) ro ro (e1,e3)
1 (0,0,2) T2 T1T2 (e, €3)
2 (0,1,1) 372 372 (e1, f3)
2 (0,1,2) T3r1T2 17372 (e2, f3)
2 (0,2,1) ToT3T2 TaT3T2 (e1, fa)
2 (0,2,2) TaT3T1T2 TaT1T3T2 (e3, f2)
2 (0,3,1) T1T9T3T) T1T2T3T2 (e2, f1)
2 (0,3,2) r1reT3rire TaT1727372 (e3, f1)
2 (1,2,2) T3T9T3T1T T3TaT1T3T (f3, f2)
2 (1,3,2) T3T1T2T3TITY T3ToT1To 3T (f3, f1)
2 (2,3,2) Tor3r1TaT3T1T ToTr3TeT1TaT3T (f2, f1)

Usando as relagoes existentes em W é facil ver que as diferentes decomposigoes sao equiva-
lentes. A saber, valem as seguintes relagoes neste caso: r17rary = rorire, rorsrars = r3rarsry €
rirg = rari. Por exemplo, observe como é possivel obter a equivaléncia entre os dois elementos

da dltima tabela:
rorsrira(r3ry)ry = rorg(r1TeT1)T3re = TorsrarirarsT).

5.2.1 Contagem dos elementos

Vamos agora mostrar que a cardinalidade do conjunto A é a mesma do conjunto dos
elementos minimais.

Para fazer contagem de elementos em A vamos aplicar em vérias situacles a seguinte
propriedade de combinatéria: num conjunto com n elementos, a quantidade de k-uplas nao-

ordenadas com repeticao é dada pelo nimero

C(n,k)—<n+l;_l>. (5.4)

n+k n+k+1
()1

Prova: Os elementos de tipo 1 sdo caracterizados pelas | — p-uplas (apy1,...,a;) que satis-

Além disso, vale a seguinte igualdade

() (5):

l
Lema 5.2.1. Existem <

> elementos de tipo 1.
p

fazem P1 e P2. Estas regras implicam que os elementos de tipo 1 s@o construidos da direita
para a esquerda. A identidade corresponde ao tinico C(p,0) = 1 elemento com todas as co-

ordenadas nulas. Os primeiros elementos nao-nulos sao os C(p,1) elementos que admitem
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uma entrada nao-nula na ultima coordenada. Seguindo este procedimento, observamos que,
em geral, para cada 1 < j < [ — p, existem C(p,j) elementos com entradas ndo-nulas nas
ultimas j posigdes. Portanto, a quantidade de elementos do tipo 1 é dado pela soma (5.5)

comn=p—1ek=1—p,isto é,
l—p l—p .
_ p—1+j l l
con=3 ()=, ) (1)
=0 =0 J - P p

Para cada 0 < j < p, defina o subconjunto A; C A por
Aj:{(g',g) 6A2i1 :'”:Z'p_j :Oand0<ip_j+1 <L v <ip}.

Assim Aj ¢é o subconjunto de A que contém todos os elementos nos quais a parte i admite

exatamente j entradas nao-nulas.

Lema 5.2.2. Para cada 0 < j < p, a cardinalidade de A; é
l l—j
i)\r=3i)

1. O caso j = 0 que corresponde aos elementos de tipo 1. Pelo Lema 5.2.1, a quantidade

l l
de tais elementos é ( ) e observe que ( 0 ) =1.
p

2. O caso j # 0 que corresponde aos elementos de tipo 2. Se existem j entradas nao-nulas

Prova: Temos duas possibildades.

l
em % entao ha | escolhas para i. Além disso, pela construgao dos elementos em A,
J

isto implica que ap41 > j. Como j < apr1 < apgo < --- < ap < p, existem Clp—j+
1,1 — p) escolhas para a. Portanto, o niimero de elementos da forma (i, apy1,...,a;) no

quais ¢ admite exatamente j entradas nao-nulas é o produto das escolhas para i e a,
l ~ . l l—j
| Clh—i+Li-p)=| | :
J J l—p

Observe que o resultado acima pode ser reescrito da seguinte forma

(D(jii)):(;)(?) (5:0)

isto é,
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Corolario 5.2.3. Os conjuntos A e W® possuem a mesma cardinalidade.

p
Prova: Como A = U Aj, o total de elementos em A ¢é a soma

(5 0)

pelo Lema 5.2.2. Aplicando a férmula (5.6), temos que esta soma ¢é igual a

S0 ()]0

conforme foi obtido em 5.2. ]

Jj=0

5.2.2 Decomposi¢cao Minimal

J& vimos que os conjuntos A e W€ possuem a mesma cardinalidade. Vamos agora mostrar
que a decomposicao determinada por n para o elemento com maior nimero de reflexes é
de fato uma decomposi¢ao minimal. Isto sera feito comparando-se a dimensao da célula de
Schubert associada a ele com a dimensao da variedade flag minimal Fg.

Seja

—_~—

(,a) = (I =p+1,....0=11),(p,p,--- ;D))

o elemento em A cujos indices sdao os maiores possiveis em cada coordenada. Segue que
w=mn ((g, Q)) € W é o elemento que possui o maior nimero de reflexoes simples dentre
todos em 7(A) (a priori, sem nenhum cancelamento). Para calcular a quantidade de reflexdes
simples que formam w basta somar os indices que aparecem em (i,a). Os p primeiros termos
Piot—p+1).

Os tltimos (I — p) termos relativos a a tem todos igualmente tamanho p somando p(l — p).

relativos a i formam uma PA de razao 1 e a soma de seus indices é g(l—p—l—H—Z) =

Portanto, a quantidade de reflexdes simples em w ¢ igual a:
p p
p(l—p)+§(2l—p+1)—5(4l—3p+1). (5.7)

Dimensao de Fg

Seja Fg = G/ Pg a variedade flag associada a © = ¥\ {a,} (forma real normal).

Vamos verificar agora que a dimensao de Fg é igual a (5.7), isto é,

dimFe = g (41— 3p+1)
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De fato, vimos acima que a subalgebra parabdlica pg é da forma

(o)

com A triangular superior em blocos p x p e (I — p) x (I — p) enquanto C' é da forma

(o?)

onde o é uma matriz (I — p) x (I — p) simétrica. A dimensao de Fg corresponde & dimensao
da subélgebra complementar & subdlgebra parabdlica pg. Da parte complementar a A temos

uma matriz (I — p) X p que tem dimensdo p(I — p). Da parte complementar a C, observe
(l-=p)(l—p+1)
2

sp(l,R) é formada por matrizes simétricas e tem dimensao

enquanto a parte tringular inferior de uma matriz em
I(l+1)
2

complementar de C' é a subtragao da dimensao total do bloco triangular inferior da dimensao

de C:

que C tem dimensao

. Portanto, a dimensao do

l(l—;l) B (l—p)(lz—l’“) = §(2l—p+ 1).

Logo, a dimensao da variedade flag Fg ¢é igual a (5.7).

Portanto, a quantidade de reflexoes simples em w é exatamente a dimensao da variedade
flag Fo e concluimos que esta é uma decomposicao minimal para w pois, visto que a dimensao
de Fg ¢ igual a dimensao da célula de Schubert Sz, ndo se pode ter uma decomposicao de w

com uma quantidade menor de reflexoes simples.

5.2.3 Representante Minimal

Agora que temos uma decomposi¢ao minimal para w, o elemento de dimensdo maior entre
os elementos em 7(A), vamos mostrar que ele é minimal em sua classe lateral e que, portanto,

pertence a W®.

Critério

Vamos utilizar aqui o critério determinado pela equagao (1.2) que caracteriza os elementos
minimais em W®. Vamos introduzir a seguinte notacéo. Sejam ®,, = I,,-1 = {a eIt |wa €
M-} = wllt NI =TI Nw T e 24 6 complementar de (6)* em TI*.

Proposicao 5.2.4 ([36], Proposicio 2.2). Cada classe wWeg contém um tinico elemento w®

de comprimento minimal. Ele € caracterizado por uma das condicoes:
1 ®,0N(O)" =0 (veja a Equagao (1.2)).

2 &0 C Hgad'
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O segundo item desta proposi¢do nos leva ao conjunto ®,,. Vamos relembrar (veja a
Equagao (1.1)) que é possivel determinar o conjunto ®,, = wIl™ U II~ a partir de uma
decomposicao minimal de w € W. Seja w = r1 - - - 1, uma decomposicao minimal de w € W.
Entao

Dy = {an, Tnn—1,...,Tn - T20 }. (5.8)

Ou seja, dada uma decomposicao minimal de w = ry - - - 7, 08 elementos de ®,, aparecem
na mesma ordem que a decomposicdo minimal de w=! =17, --- 1.

Vamos aplicar o segundo item da Proposi¢ao 5.2.4 para provar que w é um representante
minimal ao mostrar que ®; C H‘gd onde @5 serd determinado de acordo com a Equagao
(5.8).

Para © = ¥\ {a,}, II%9 ¢ facilmente caracterizado pela seguinte propriedade

v e g se e somente se y=2Aap+ B, A#0 (5.9)

onde A\ € Z, e f é uma combinagdo linear com coeficientes positivos inteiros de raizes
simples distintas de «,. Isto ¢, Hgd ¢ formado por todas as raizes nas quais oy, aparece com
um coeficiente nao-nulo quando escrita como uma combinacao em relagao as raizes simples.
Vamos agora mostrar que todas as raizes de @5 tem a propriedade (5.9).
Vamos denotar por 7(n,k) = m(n,k)~!. Logo @ e seu inverso w ! podem ser escritos

Ccomo

w = 7(l,l—p+1)---w(l,l) - 7(l—1,p) - 7(p,p) (5.10)
ot = 7w(p,p)---7l—1,p) -7l 1)---7(l,l—p+1). (5.11)

Pela Equagao (5.8), podemos escrever ®; = AU 7B, onde

l—p—1

A = Ul U 7ep) 7 +5 = 10) g (5.12)
j=1
p—1

B = O qyu|UJr@D-70—j+1,0% 5 (5.13)
j=1

et =m(p,p)--7(l—1,p). De agora em diante, vamos aplicar, sem fazer mengao, a Equacao
(5.8) para descrever os conjuntos A e B.

O conjunto @,y ¢ dado pelas p raizes {op,ap—1+ap,...,a1+ - +op}. Paral <j <
l—p—1, 0 conjunto 7(p,p) - T(p+j—1,p)Pr(ptjp) ¢ dado pela soma de api1+ -+ apyj

com as p raizes de ® )- A tabela abaixo reine todas as raizes de A.

7(p,p
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Pr(p.p) (P P)Pr(pt1p) o |7 (p) T = 2,p)Pr 1)
ap ap+ap+1 ap++al_1
ap—1+ oy Qp—1 + Qp + Qpt1 e Op—1+0p+ -+ o1
ay+ - Fap |+ F oyt Qpt ay+---t+opt+-- o

Claramente, todas as raizes de A satisfazem a propriedade (5.9).

O conjunto @, ;) é dado pelas [ raizes {aj,y+q—1,...,00+ - -+a1}. Paral < j <p-—1,
em primeiro lugar, observe que ®,;_; ) é dado pelas | — j raizes {a;, y+_1,..., 1 +o_1+
~toajq1). Aacaode w(l, 1) ---7(l—j+1,1) naraiz oy é ag+20qy_1 +- - - +20y_; enquanto oy,
para j+1 < k <, é levada para ay_;. Portanto, se denotarmos § = a; +2a;_1 + - - - +20q;_j,

entao
fl'(l, l) e ﬁ(l — 741, l)q)ﬂ(l,j’l) = {(5, 0+ Ql—j—1,--- 0+ aj-1+---+ Oél}. (5.14)

Para concluir é necessario ver como 7 age nas raizes de B. A comecar pelas raizes simples, a

acao de 7 é dada por

aj = oapy, 1<i<l—p
a_p = —(a1+as+--+aq) (5.15)
i = oay g, 1<j<p

ap = o+ 201 4 4 20, (5.16)

Queremos provar que as raizes em 7B satisfazem a propriedade (5.9). Isto significa que
a raiz «, deve aparecer sempre com um coeficiente nao-nulo em cada raiz de 7B. Observe
primeiramente que todas as raizes de B sao da forma a; + 3, onde S € IIT. Note também
que existem somente duas raizes simples cujas imagens pela acao de 7 contém a raiz «,, a
saber, oy e a;—, (veja as Equagodes (5.15) e (5.16)). Portanto, a raiz «, deixaria de aparecer
em uma raiz de 7B caso tivesse uma contribuicao de 2c;_, em alguma parte de 8 de modo
que pudesse cancelar com a contribui¢ao 2y, de 7(oy) que ocorre para todas as rafzes de
B. Entretanto, pela Equagao (5.14), sempre que a raiz «;_, aparece como parte de f3, isto
ocorre com o coeficiente +1. Logo, concluimos que todos os elementos em 7B satisfazem a

propriedade (5.9).

Proposicao 5.2.5. Sejaw =7n(l,l—p+1)---xw(l,1)-w(l—1,p)---7(p,p) uma decomposi¢io
minimal (irredutivel) do elemento com maior quantidade de reflexdes simples na imagem de

n. Tem-se que &g C T2, isto €, w € WP.

Corolario 5.2.6. A imagem de n é o conjunto dos representantes minimais W®.
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Prova: Seja w € n(A). Se w < w e dimSz = dimS,, + 1 entao, pela Proposigao 2.2.3, w é
também um representante minimal em sua classe uma vez que w é minimal em sua classe pela
Proposicao 5.2.5. Tais elementos w sao obtidos retirando-se raizes simples a partir de w. Por
construgao, todos os elementos em 7(A) sao obtidos deste modo. Aplicando este argumento
indutivamente, temos que 7(A) € W®. O resultado segue pelo fato de que, pelo Coroldrio

5.2.3, a cardinalidade dos conjuntos A e W® é a mesma. Ll

Observagao: Também é possivel mostrar que os outros elementos em 7(A) s@o minimais.
Para isto, seguimos o mesmo procedimento de mostrar que os elementos de II,, satisfazem

(5.9) verificando que II,, C Il para qualquer w € n(A).

Observagao: Uma das vantagens desta abordagem é a facilidade em se descrever a ordem de
Bruhat-Chevalley que se da basicamente pela comparacgao dos elementos em cada coordenada
respeitando-se as regras que definem os elementos.

Por exemplo, no célculo dos grupos de homologia, precisamos estabelecer quando dois

elementos tem dimensées que diferem por um. Neste caso, dado o elemento com indice
I'=(i,a) = (i1, 0,0y lp} Qpits ooy Qgy e ey QL) (5.17)
os elementos que possuem dimensao um a menos sao dados por uma das duas possibilidades:

1. Iy = (% apg1,...,as —1,...,a;) onde as — 1 > as—1,se p+1 < s <1, apt1 > 1 quando
s=p+1lei,=00uapy; >2quandos=p+1ei,#0.

2. Iy = (i1,...,9¢—1,...,ip;a) onde 4y — 1 > 441, se 44— > 0 ou i = 1 se i;—1 = 0 (neste

caso, ip = -+ =441 = 0).

5.3 Homologia das Grassmannianas Lagrangeanas

Nesta se¢ao, concentramos nossa atencao para a variedade flag obtida pela escolha de
O = ¥\ {«} cuja realizagao fornece a variedade dos subespagos isotrépicos Lagrangeanos
(de dimensdo maxima) em R?", isto é, a Grassmanniana Lagrangeana L (RQZ). Vamos aqui
apresentar o calculo do operador fronteira da homologia celular de L; (RQZ) pelos métodos
desenvolvidos no capitulo 2 com a ajuda da decomposi¢ao minimal para os representantes
minimais que fornecem a decomposigao celular de L (]Rm) em termos das células de Schubert.

De acordo com a notacao da secao anterior, temos que p = [ e, portanto, os elementos
(i,a) = ((i1,---,ip); (apt1,--.,a;)) € A que parametrizam o conjunto W neste caso sdo
determinados apenas pela parte i = (i1, ..., 7).

Como nao ha nenhuma contribui¢ao da parte em a, nao precisaremos levar em conta todos

os [ indices. A partir de agora, vamos apenas considerar os indices nao-nulos que aparecem
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em i = (iy,...,i;). Por conta disto, um elemento w; € W® qualquer serd dado por um indice
I = (i1,...,ix), com 1 < k <[ (desprezamos os indices nulos).

Para facilitar a notagao, definimos:
si=m(l, i) =r—ip1-- T €W
Portanto, um elemento w; € W® associado a um idice I = (iy, ..., i) é dado por:

wr = (i1, ... ik) =w(l,i1) -7, k)
= (Tl—i1+1"'Tl)"’(rl—ik-i-l"’rl)

— Sil"'sik

e vamos dizer que w; tem multi-indice 1.
Pela observagao ao final da secao anterior, dada uma célula de Schubert S, as células

de dimensao um a menos que Sy, I = (i1,...,ix) s@o dadas pelos multi-indices
I = (i1, ooyt — 1,000 yig)

tal que i4—1 < iy —1set>1leset=1,4 —1=0demodo que s;,_1 = 1.

Deste modo, pela definicao da homologia celular, sdo estas células que importam na
determinacao do coeficiente c(wr,wy,) do operador fronteira 0(Sy,) = Y, I c(wI,wIt)Swlt.
Para isto, deve-se encontrar ¢(wy) — ¢(wr,), onde ¢(w) = >y a. Essa soma se estende

aos elementos da uniao
k
M, = [ sin s, s (5.18)
j=1

Em primeiro lugar, note que
I, = {a it i1+ i, g1+ 20001+ 2001 + g
Escrevendo a; = 41 = A\ — Aiy1, 1 <1 <1 —1e g =2\, temos que:

Hsij = { Ny —Aduru=1l—d;+2,. U200 ) (5.19)

O célculo de ¢(wr) — ¢(wy,) sera feito em trés etapas: para as componentes j < ¢, j =1t
e j > t. Note que as rafzes das componentes j < ¢ sao as mesmas tanto para II,, quanto
para Il,, e, portanto, ndo colaboram para a soma ¢(wr) — ¢(wy, ). As outras duas condigdes

devem ser observadas caso a caso.

1. A contribui¢ao da componente j =t é:



90

5. As Grassmannianas de Sp(/,R)

o (it + 1) (N—ip+1 — N—ip2) = (it + D)y, 41, se iy > 1.

Da expressao (5.19) segue que

(si) = (e +DN—ir1 — N—ipr2 + Mgz + -+ N)
d(Sip—1) = iNi—ij+2 — (Ni—ig+3 + N—ipgs + -+ N0).

Com isto, obtemos que ¢(s;,) — ¢(si,—1) = (it + 1)(Ni—ip+1 — Aiipt2)-

Logo, a contribuicao de j =t é dada por

¢(w1) - ¢)(wlt) = Sip--- Siz—1(it + 1)()‘l—it+1 - Al—it+2)

= (Z't + 1)ozl_it+1.

Se provarmos que oq—;j,+1 = N—i,+1 — AN—i,+2 € invariante por s;, ...s;,_,. De fato,
para qualquer k, 1 < k < t — 1, temos que ip < 441 < it — 1 o qual implica
que | — i +1 >1—14; + 2. Logo N—j,+1 — A\i—i,4+2 € invariante por s;, para todo
k=1,...,t—1.

e 2)\; =y, se iy = 1 (e neste caso, t = 1).
Para i; = 1 segue da expressao (5.18) que II;, = 2);. Neste caso, a contribuicao
de wy para ¢(wr) é de 2)\; enquanto wy, ndo contribui em ¢(wy,) de modo que a

contribuicao é a apenas a contribuigdo de wy igual a 2\; = (i1 + 1)\;.

2. A contribui¢do da componente j > t.

A partir da igualdade (5.19), vamos denotar
Aj o= (5+ DN — N2+ + X)) (5.20)

que representa a soma dos elementos em 7, .
J

A contribuic¢ao em ¢(w;) é:
S= sy si e 8i o (A) (5.21)
Enquanto a contribuicao em ¢(wy,) é:
S = si St sy () (5.22)
Para se obter a diferenca ¢(wy) — ¢(wy, ), deve-se usar as decomposi¢oes minimais
Sip = Tl—ig+1 " TI-17T1 € Siy—1 = Tl—j42 "+ T1-171-

Para facilitar, vamos denotar por

- Sit"'sij—1(Aj) (523)
5 = Sit—l"'sijfl(Aj) (524)
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Em primeiro lugar, observemos a diferenca v—4. Note que pelas decomposi¢oes minimais
v = ri_i,+10 de modo que y—9 = r;_;,+16—9. Isto implica que 7_;, +1(y—9) = —(y—9).
Mas, 7—j,+1 ¢ a reflexdo em relacao a raiz simples A\j_;,4+1 — Nj—j,42 se iy # 1l e é a
reflexdo em relagdo a raiz simples 2); se i; = 1. Vamos estudar cada um dos casos

separadamente.

e Se iy # 1. Neste caso, 7 — ¢ é um multiplo de oy_;,+1 = Ni—j,+1 — Ni—i,+2. Mais

precisamente,

2(0, Ni—iy+1 — Ni—iy+2)
(Nl—ig+1 = N—igt2> N—igr1 — N—ig42

y—=— >(>\z—7:t+1 — Ni—iy+2)

Como (Nj—j,+1 — Ni—i+2; ANi—iy+1 — Ai—i,+2) = 2, o coeficiente se resume a
— (0, Mi—ig+1 — Ni—ig+2) = —(Sip—1 7 Si;_ (Ag)s M—ipt1 — Ai—iy42)-
Como as reflexoes sao isometrias, isso é o mesmo que

—1
— (g syt st Nt — Niir2)) (5.25)
Agora vamos descrever cuidadosamente o termo

-1 -1

S’ij,1 e Sit—l()\l—it+1 - )\l—it+2) (526)
a direita dentro do produto interno. Primeiramente, note que, pela decomposicao
minimal de s; 11 = Tr_1° Tl +2, obtém-se que s; ()\l it1) = N—j+1 and

itfl()\l—it‘f‘Q) =\, lLe.,
$i i Nmit1 = N—ig42) = N—ipr1 + A
Gp—1 l—i:+1 l—i4+2) — N—i+1 l-

Note que este termo sempre ocorre independentemente de j > t. Neste caso, o

1

termo (5.26) torna-se igual a Siy ' (N1 + N). Afirmamos que

Zt+1
i St i+ N) = MG+ N1 (5.27)

De fato, isto é consequéncia de uma outra férmula. Observe que os outros termos
restantes sao do tipo s;kl onde t+1 < k < j— 1. Se escrevermos k = t + u,

u=1,...,7 —t— 1, entao vale o seguinte resultado

-1

Sit+u ' lt+1 (

N—ig+1 + A1) = Nt 1—u + Ai—u- (5.28)

—1
L1

minimal e [ — 441 +1 < 1 — 4y + 1 entao s;il()\l_iﬁ_l) = Ni—ig+1)—1 = Ai—i; ©

Observe o caso u = 1. Como s; =17y T;_4,41" " T1—i,,+1 € uma decomposigao

também s; +1()\l) = \_1, Le. S'Lt+1()\l bl — AL = N—ipb1-1 — -1
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Os outros casos seguem por um argumento indutivo. Suponha que valha para u—1.

Entao

sl ..t Nia1+N) = st (3_1 st )()\z_it+1 + )

(" g1 dttu \ Thp(ue1) b1

= st ANsi1— 1) + A u-1)

= 570 (N2 Nr1)-

Tt

Como i +u < 444y Segue que iy +u < i1+ 1 e, portanto, | —iy+1 < I—i;+24u.
-1
it-&-u’

(N—iy+2-u+ANt1-—u) = N—i,+1—u+ Ai—y. Isto prova a férmula (5.28).

Como u > 1 temos que [ + 1 —u < [. Assim, pela decomposi¢cao minimal de s

vé-se que S;iu

Voltando a expressao (5.25), pela Equacao (5.27), temos que

—4; 3;1 o 351_1()\lfit+1 — Niy42)) =

(A5 N1 [—1)— T N—[(—1)—1))-

Agora, observe que j = t+v e i; = i; + v para alguns ¥ > v. Segue que 0 < j —t <

ij—irel—iy—[(j—1)—t] > 1—ij+1. Portanto  —i;+1—[(j —1)—t] > | —i;+ 1.
Juntando estas informagoes temos que
=i+ 1<l—d+1-[-1) -t <i-[-1)—-t<L
Pela Expressao (5.20) para A;, temos que
~ (g5 Atmier1-(G-1) -4 T M- [g-1)-1) = 2

Isto fornece v — § = 2(Nj—j,+1 — ANi—i,+2). Como A\j_;,+1 — A\j—j,+2 € invariante por
Siy *** Si,_,, a contribui¢do da componente j em ¢(wr)—@(wr,) € 2(Nj—i+1—Ai—ip+2)
se ip # 1.

Se i = 1.

Neste caso, v — § é um multiplo de oy = 2)\;. Mais precisamente,

2<67 2)\l>

C5— 202N oy
v (2)\17”\1)( 2

Como s;,-1=1,0 =84, -- Sij—1 €0 coeficiente de v — § €
—(0,2X) = — (s, - -+ 55,1 (A5), 2A).
Como as reflexoes sao isometrias, isto é o mesmo que
-1 -1
Agora, o termo no lado direito do produto interno

st st (2N) (5.30)

15—1
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pode ser descrito no mesmo modo que o do caso i; # 1 para encontrar uma férmula

andloga a Equagao (5.27) para (5.30), isto é,

5-71 e 5,;1 (2)\1) — 2)\l—(j—2) = 2)\l—j+2‘ (531)

15—1

De fato, isto segue como consequéncia de uma outra férmula andloga a (5.28).
Observe que os termos restantes sao da forma sl-_k1 onde2=t+1<k<j—1. Se

escrevermos k=1+wu, u=1,...,j5 — 2, pode ser verificado de modo similar que

sitoees i) = A (5.32)

i1+u
Voltando & expressao (5.29), pela Equacao (5.31), temos que

—(Ajsit s T2N)) = = (A 20 j40).

ij—l

Agora, como j <ij segue que l —j +2>1—j+1>1—1i; + 1. Isto implica que,
na expressao 5.20 de A,
— (A4, 2N j42) = 2.

Isto fornece v — § = 2)\; como a contribuicao da componente de j >t para t = 1.

Portanto, podemos resumir a contribuicao de uma componente j >t é:

® 2(Njq1 — N—ig2) = 20q—4,41, se i1 > 1.

e 2\, =qg,set; = 1.
Juntando todos os casos analisados:

Proposicao 5.3.1.

((Zt + 1) + Q(k - t)) Al 4,41, se ’it 7é 1

gb(IUI) - Qb(wlt) = { (1 + (k. _ t)) o) = ]{;ab seiy =1

Agora, podemos obter os operadores fronteira.
Fixando-se as decomposi¢oes minimais dadas para os wy, se obtém uma decomposicao

celular com fungoes de colagem determinadas. As células de Schubert sdo denotadas por St e

0(S1) =Y _ (I, 1)y,

tomando I; com a condicao de que iy —1 <4y —1,set>1es;,—1 =1sei =1.
Retirando a raiz correspondente na decomposi¢cao minimal de w; se obtém a decomposigao
minimal de wy,. Portanto, nas expressoes para ¢(I, I;) nao é necessario incluir os termos de

correcao, provenientes de diferentes escolhas de decomposi¢oes minimais.
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Temos apenas que corrigir o sinal que corresponde a posicao da reflexao simples que se

retira de wy para obter wr,. Pelas decomposicoes minimais, vé-se que esta é a posi¢ao
pe=1t1+ -+ 41 +1
Portanto,
o, I;) = (=114 (=1)") (5.33)
onde p=1i;+2(k—t)+1seiz>1oup==ksei = 1. Assim:

(1—(=1D%), sei;#1

pt | 1 B
C(Iajt) - (_1) { (1 + (_1)]“)7 seiy =1

Corolario 5.3.2. As Grassmannianas Lagrangeanas 1 (Rm) sao orientdveis se e somente
se l € impar.

Prova: Tome [ = (1,2,...,1) de tal forma que S; é a tnica célula de dimensao maxima. O

unico ¢ possivel é t =1 com I = (0,2,...,1). Entao,
a(Sr) = (=11 + (-1)")Sp,.

Dai que 9(Sy) = 0 se [ for impar. Nesse caso, a homologia méxima é Z, confirmando o fato

de que as Grassmannianas Lagrangeanas sao orientéveis se [ é impar. Ll

Observagao: No artigo [37], estuda-se a orientabilidade das variedades flag. Pela Proposigao

3.5 do mesmo, segue que L; (R2l) é orientavel se e somente se

> nglay,8) =0 mod 2 (5.34)
B

onde a soma ¢ extendida a B € ()1 (ng = 1 pois estamos trabalhando com formas reais

normais). Neste caso, a unica raiz simples a € ¥ tal que (042/, a) # 0 é araiz oy e vale
v
(o yay_1)y =—1

Portanto, para encontrar quais as rafzes S € (©)T contribuem na soma 5.34, temos que
considerar quais raizes sao combinagoes lineares nas quais aparece a raiz a;_1. Concluimos

que temos estas sao as [ — 1 raizes
el 1,002+ 1,01+ + o}

e temos que (y’, ) = —1. Logo, L (R2l) é orientavel se e somente se [ — 1 é par, isto é, se e

somente se [ é impar.
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5.3.1 Exemplo [ =3
Neste caso, sao 8 células de Schubert parametrizadas pelo conjunto
We = {1, s1, s2, 8152, S3, S153, S253, S15283 }.
dim 0 Temos a célula S; e 9(S1) = 0.
dim 1 Temos a célula S, e 9(Ss,) = 0.
dim 2 Temos a célula Ss, e (Ss,) = (—1)(1 — (=1)?) = 0.
dim 3 Temos as duas células S, e S;,5,. Neste caso:

b 8(853) = <_1)(1 - (_1)3)852 = _2852'
® 8(58152) = (_1)(1 + (_1)(2))882 = —28;,.

dim 4 Temos a célula Ss,s; € O(Seys;) = (1) (1 + (=1))Ss, + (=1)2(1 — (=1)%)Ssysp =
—28,, + 284, 5,

dim 5 Temos a célula Ss,s, € O(Ssys5) = (—1)H(1 — (=1)?)Ss,s, = 0.

dim 6 Temos a célula Ss,s,s5 € O(Ss s0s5) = (=114 (=1)%)Ss,s5 = 0.

A homologia integral de L3(R%) é Hy = Z, H; = Z, Hy = Zs, H3 = Zs( gerado por (Ss, —
Ss1s5))s Hi =0,Hs =7Z,Hg = Z.
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Capitulo 6
Cohomologia de Flags Reais I

Este capitulo apresenta uma introdugdo ao estudo da cohomologia das variedades flag
reais, no contexto chamado de caso livre, em que a homologia é livremente gerada pelas
células de Schubert, focalizando a questao dos geradores do anel de cohomologia. Inicialmente,
aplicamos o teorema de Leray-Hirsch para concluir que o anel de cohomologia é gerado
pelas classes duais as células de Schubert definidas pelas raizes simples. Acontece que estas
classes tém uma rica interpretagao geométrica como classes de Stiefel-Whitney de um fibrado
sobre a variedade flag. Isto é obtido por meio da teoria de representacao das algebras de
Lie semissimples pela qual a variedade flag pode ser obtida como uma determinada orbita
no espaco projetivo da representagao. Deste modo, faz-se necessdrio introduzimos alguns
conceitos relacionados a teoria de representacao para aplicarmos neste contexto. Por fim,

apresentamos um exemplo para o caso cldssico do grupo Sl(n,R).

6.1 Geradores de H*(F, R)

Esta primeira secdo se propoe a encontrar as condicoes sobre o anel R de modo que
se obtenha uma base para o anel de cohomologia H*(F, R) pela aplicacao do teorema de

Leray-Hirsch a determinados fibrados flag.

6.1.1 Teorema de Leray-Hirsch

Se F'— FE — B é um fibrado entao é possivel usar o produto cup para tornar H*(E; R) em
um médulo sobre o anel H*(B; R), para R qualquer anel comutativo com identidade, definindo
a multiplicagdo por escalar como aff = p*(a) — [ para « € H*(B;R) e f§ € H*(E;R).
Isto é consequéncia do teorema de Leray-Hirsch cujo contetiido afirma que H*(E; R) é um
H*(B; R)-médulo livre desde que, para cada fibra F', a inclusdo da fibra F' — FE induza
um homomorfismo sobrejetor em H*(—; R) e H"(F; R) seja um R-mdédulo livre de posto

finito para cada n. Mais ainda, uma base para o H*(B; R)-médulo H*(E; R) pode ser obtida
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escolhendo-se qualquer conjunto de elementos de H*(E; R) que sejam levados a uma base

para H*(F; R) via a aplicagao induzida pela inclusao.

Teorema 6.1.1 ([27], Teorema 4D). Seja F' — E — B um fibrado tal que para algum anel

comutativo R de coeficientes:
e H*(F;R) seja um R-mddulo finitamente gerado.

e Ezistam classes c; € HY (E; R) cujas restrigées i*(cj) formem uma base para H*(F; R)

em cada fibra, onde i : E — F € a inclusdo.

Entao, a fungio ® : H*(B; R) ® H*(F; R) — H*(E; R) dada por
D bi@it(e) = > pHhi) — ¢
ij ij

€ um isomorfismo.

O isomorfismo acima é de médulos e nao de anéis.

O teorema de Leray-Hirsch para Flags

Veremos a seguir que existe uma versao do teorema de Leray-Hisrch para variedades flag
reais. Para tanto, vamos nos restringir ao contexto em que o operador fronteira da homologia

é nulo.

Casos de Tipo livre

Seja X um complexo C'W. E possivel mostrar que se uma célula ¢ da decomposigao

celular de X é um ciclo da homologia celular (95, (c) = 0) entdo ¢ também ¢ um ciclo da

homologia singular (821? (o) = 0) visto como uma aplicacdo B"*! — X.
Em particular, para uma variedade flag Fg existem dois casos em que o operador fronteira

0 é identicamente nulo.

1. Se o anel de coeficientes for R = Zs.

2. Se a multiplicidades das raizes forem todas maiores ou iguais a dois.

A estes casos vamos nos referir ao caso de tipo livre. Este nomenclatura é consequéncia
do fato de que, nestes casos, a homologia é gerada livremente pelas células. Como cada uma
destas células é um ciclo na homologia singular e, como a homologia singular é a mesma que
a homologia celular, segue que nos casos de tipo livre, a homologia singular é gerada pelas
células de Schubert, vistas como aplicagoes de B — Fg, isto é, como ciclos da homologia

singular.
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Queremos verificar quando as hipdteses para a aplicacao do teorema de Leray-Hirsch sao
satisfeitas para uma fibragao entre variedades flag Fo, — Fg,. Como o anel de cohomologia
da fibra (que é uma variedade flag) é de posto finito, precisamos verificar a existéncia de
classes de cohomologia ¢1,...,¢y de Fg, tal que para cada fibra F de Fg, — Fo,, ir(¢)
forme uma base de H*(F) onde ir : F — Fg, ¢ a inclusdo da fibra no espaco total.

Vamos ver que, no caso de tipo livre, o teorema de Leray-Hirsch é aplicavel.

Como Zg é corpo, a cohomologia singular H*(Fg,Z2) é dual da homologia singular
H,(Fo,Z5). As células de Schubert SO

w

w € W/Weg, formam uma base da homologia. A
base dual serd denotada por 0©, w € W/We, isto é,

o8 (89) = duw-

Da mesma forma, no caso em que as multiplicidades das raizes sao > 2, a homologia singular
H,.(Fo,Z) é livremente gerada pelas células de Schubert. Assim, pelo Teorema dos coeficientes
universais ([27], Teorema 3.2), o fator Ext é nulo de modo que a cohomologia H*(Fg,Z)

também é o dual da homologia.

Observagao: Assim como acontece com as células de Schubert, vamos omitir o conjunto ©
quando se tratar das classes duais as células de Schubert em uma variedade flag maximal.

Denote por Fg, e, a fibra de Fg, — Fg, que passa pela origem. Essa fibra ¢ uma var-
iedade flag de um grupo de Lie semissimples Mg. As células de Schubert em Fg, e, sao
parametrizadas por We, /We, . Desta forma, no caso de tipo livre, a homologia de Fg, o, é
livremente gerada por | We,/We, | células de Schubert (no caso em que as multiplicidades
em g sao > 2, segue que as multiplicidades das raizes de mg, algebra de Lie de Mg, também
sao > 2).

Mais precisamente, as células de Schubert de Fg, o, sao as células de Schubert de Fg,
que estao contidas em Fg, o,, isto é, as que se projetam sobre a origem bg,. Isso porque
células de Schubert se projetam em células de Schubert e todas as que sao parametrizadas
por w € Weg, sao projetadas na origem de Fg, e por isso ficam dentro da fibra Fg, e,.

Vamos agora mostrar que, no caso de tipo livre, valem as hipéteses do teorema de Leray

Hirsch. No que segue, Z denota o anel que pode ser Zy ou Z dependendo do caso.

1. Na fibra Fg, @,, as restrigoes z';_-el’% (691), w € We, geram H*(Fo,.0,,2).

Esta condicao se verifica diretamente pois a fibra Fg, o, ¢ uma variedade flag cuja
©1

W, com w €

homologia é gerada por SSl, w € Wae,/We, e, portanto, os duais o
We,/We,, que pertencem a H*(Fg,, Z), geram a cohomologia H*(Fe,.e,,Z), isto é,

i}el,% (1), w € We,/We,, forma uma base de H*(Fo,.0,, 7). Mais claramente,
denote por S&1, w € We,, a mesma célula S! vista como uma célula de Fo, o,

O1

Entao {S9' : w € We,} é uma base da homologia de Fo,,0,- O valor i (O‘w ) em
1,22
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CO1 4 © © -k 01 .
S, € o mesmo que o valor de o' em S;;t. Portanto {17@1,@2 (opt) s w € We, } forma
uma base de H*(Fo,.0,,%).

2. Para uma fibra qualquer F, existe g € G tal que F = g- Fg,0, ¢ g : Fo,0, — F ¢ um

homeomorfismo.

Os ciclos singulares goS9', w € We,, podem ser vistos tanto como ciclos na homologia
singular de F quanto como ciclos na homologia singular de Fg,. No caso da homologia
de F, os ciclos g o SS 1, w € We,, sao representantes de um conjunto de geradores da

homologia de F pois g é um homeomorfismo entre as fibras.

Vistos como ciclos na homologia de Fg,, cada g o S91, w € We,, é homélogo a SO
(veja a observacio abaixo). Portanto, se 091 é um dos geradores da cohomologia, entdo

o1

©1 assume os mesmos valores nas classes de homologia [S91] e [g o S91]. Portanto,

1:*'7:@11@2 (691), w € We, gera H*(F, Z) da mesma forma que em Fg, o,
Observagao: Seja G um grupo topoldgico conexo por caminhos e G X X — X uma
agao continua. Um elemento g € G induz um homomorfismo g, : H. (X, ) — H.(X,")
compondo g com ciclos s : B" — X. Como G é conexo por caminhos, g ~ idx, pois
se  : [0,1] — G é uma curva com a(0) = 1 e a(l) = g entdo [0,1] x X — X,
(t,z) — a(t) - x é uma homotopia entre idx e g. Portanto, g, ~ idx e o mesmo
ocorre no nivel da cohomologia e o homomorfismo ¢g* é identidade. Em particular, se
s: B™ — X é um ciclo da homologia singular entao g o s € um ciclo homdlogo a s pois

ambos pertencem a mesma classe de homologia.

Portanto, o teorema de Leray-Hirsch se aplica nos casos de tipo livre.

Teorema 6.1.2. Nos casos de tipo livre, se p = wgé : Fo, = Fo, € uma fibragcao entre

variedades flag entdéo o homomorfismo H*(Fe,,Z) @z H*(Fe,0,,4) — H*(Fe,,Z) dado
por
w e W/We,

©2
02 Qir(o,t) — Y p*( - o? , (6.1)
Z Z u € W@z/We)l

€ um isomorﬁsmo de mddulos. (Z = Zs ou Z dependendo do caso.)

A projecao F — F(,,

Considere o caso em que 1 = ) e O2 = {a}, a € ¥ é uma raiz simples no qual se obtém
a projegao da variedade flag maximal F na variedade flag parcial Fy,; denotada também por
p = Ty : F = Fqy. Neste caso, Fo, 0, ¢ a esfera S onde m, = dim(ga) + dim(g2qa) é
a multiplicidade de a. Ainda, Weo, = {1} e We, = {1,r,}. Portanto, a soma no segundo

membro de (6.1) se reduz a

p* (H*(F{a})) b oq — p* (H*(F{a})) (62)
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onde o, = o,,. Esta expressao pode ser ainda melhorada descrevendo explicitamente p*.
Lema 6.1.3. Sep:F — F(,), entao
" (U{a}) ow , se wa >0 (l(wry) =l(w) +1)
Owry , Se wa <0 (l(wrg) =L(w) —1)
onde L(w) € o comprimento de w como produto de raizes simples.

Prova: Se §,, é uma célula de Schubert em F, como conjuntos temos que:
p(Sw) = Si}a} =P (Swra)

onde S 6 uma célula de Schubert em Fyyy.

No nivel da homologia, p induz um homomorfismo p. : H,(F) — H,(F,}), para cada n,
definido por p.([s]) = [pos], se s : B — F é um ciclo da homologia singular. Portanto, como
classes de homologia, p.(Sy) = SiY se dim S, = dim SI™ ou P«(Sw) = 0 caso contrario.

A igualdade dimS,, = dim S{E,a} ocorre quando dimS,, < dim&,,, que, por sua vez,

ocorre se, e s6 se, {(wry) = {(w) + 1, isto é, wa > 0. Portanto,
P (el)(Su) = o) (pu(Su)) = ol (S5V) = 1.
e, como Py (Swr, ) = 0, temos que
P (Sur) = ol (p(Sur,)) = 0.
Por outro lado, se wa < 0 entao ps(Swr,) = Si e temos que
P Surs) = o5 (po(Sur,)) = ol (81) = 1.
enquanto, como p,(S,) = 0, temos que

P (o) (Sw) = ol (pa(Sw)) = 0.

Como p* (a{[Ua}> (Su) = 0 se u # w ou u # wry, segue que p* (ai,“) é elemento da base

dual que corresponde a S, ou a S, dependendo do caso. L]

Observagao: Em outras palavras, o lema 6.1.3 afirma que, se p : F — Fy,; entao
»* (aiﬁ}) —oye . whewl

onde Wie} ¢ o conjunto dos representantes minimais de Wiq) em W.
Com isso, pode obter explicitamente a decomposigao (6.2) escolhendo-se os representantes
minimais em F sobre cada célula de Schubert S{{Ua} em Fy,), isto é, as células S, tais que

wa > 0, que correspondem ao primeiro caso acima.
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Proposigao 6.1.4. Nos casos de tipo livre, se p : F — Fy,y entao

H*F,Z)= Y 0uw®0a— Y 0w

wa>0 wa>0

(Z =7y ou Z dependendo do caso.)

6.1.2 Cohomologia das Células de Schubert em F

A idéia ¢é aplicar o mesmo procedimento aplicado para as projegoes F — F(,; as células
de Schubert que podem ser igualmente descritas a partir certas fibragoes.

Antes de mais nada, a (co)homologia das células de Schubert S, no caso livre em que

w >
0 = 0, sao descritas da mesma forma que as variedades flag (que sao casos particulares de
células de Schubert). Na verdade, cada SO ¢é também um complexo celular cujas células sdo
Sf?, u < w. Como o operador fronteira 0 = 0, essas células sdo geradoras tanto da homologia
celular quanto na homologia singular de S9. Portanto, H,(S9, Z) é gerado por 2, u < w.
O médulo de cohomologia H*(SS, Z) é gerado pela base dual de SO, u < w. Esta base dual
é nada mais do que a restrigdo da base dual da cohomologia de toda a variedade flag Fo a
célula de Schubert SS. Estas restricoes serao denotadas por 5’3 de tal modo que H *(Sf?, Z)
é gerado por 62, u < w. Posteriormente, serd vista a necessidade de fazer tal distincdo (veja

O primeiro exemplo corresponde a célula de Schubert S, _, que é uma esfera de dimensao

M- A cohomologia é
HYS,,,Z2)® H™ (S,,,2) =Z - 187 - Go,00 = 0r,

com Z = Zs9 ou Z dependendo do caso.

Considere agora w = rgrq, isto é, £(w) = 2. Neste caso, temos que (veja o Corolario 1.2.2)

Sw = Yo VB - {bO}

onde v;(X) = 7ri_17ri(X) é o mapa que exaure as fibras que passam por X € F via m; =
Tia;} : F = Fq,y. Com isto, obtemos Sy, = 7T071(87{§}). Isto é, temos o fibrado p : S, — Sig}
restricao de F — F{a} a Sy com fibra S, .

O teorema de Leray-Hirsch também se aplica a este fibrado, pois as mesmas classes de
cohomologia 1 e oy, usadas para o fibrado ' — Fy,}, podem ser restritas a S, — 871{? }

garantindo as hipéteses de aplicacdo do teorema. Como resultado, se obtém
H(S,) = p" (H'(Sh) @ 00 — p* (H(SED)) (6.3)
Pelo Lema 6.1.3, p* (H* (S;{;})> é gerado por 1 e 3. Portanto,

H(Spyro)) =219 Z 0o ®Z 030 Z 003
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onde — foi substituido por justaposicao. Logo, os elementos de dimensao méxima de H*(Sy4r, )
sao gerados por 6,03. Como 7, ¢ de dimensao méaxima, segue que 0, = T -0,03. Se £ = Zso,
x=1.Se Z =7 entao r = £1.

Passando ao caso geral, considere w = w'r, com £(w) = £(w') + 1 (w'a > 0). Da mesma

forma, S,, = 7, 1(85)?{}) e 0s mesmos argumentos se aplicam a restricao S, — Si}?} do fibrado

F — Fy,) para se obter
H*(82) = p* (H'(SEN) @ 00— p* (H7(SED) (6.4)
Foi comentado acima que H* (Si‘,l}) é gerado por 630‘}, u < w'. Por outro lado, pelo Lema
6.1.3, p* (Uia}) = 0,{a}, Onde uwler e Wwiad ¢ minimal em sua classe. Portanto, p*(H*(SI{U(,X}))

¢é gerado pelo conjunto
Ger = {G,1a) 1 u < w', ulet e wlohy,

Pelo teorema de Leray-Hirsch, H*(S,,) é gerado por Ger U (5, — Ger).
Proposigao 6.1.5. 7, = £7, — 0. (Sem sinal quando R = Zs).

Prova: 6, — 7,y é o tinico dos geradores em Ger U (7, — Ger) cuja dimensao coincide com
a dimensdo maxima dim S,,.

De fato, se u < w’ entao dim p* (aia}> = dim aia} < dim a;{ff} = dim §,, — mq, sendo que
a igualdade s6 ocorre se u = w’. Portanto, o, — 04, © < w’ tem dimensao menor ou igual a

dimensao de S,, com igualdade para u = w’. O

Observagao: A igualdade da proposi¢ao vale somente para a classe &, dentro de S,. O
problema é que o, — 0, pode ter componentes na dire¢ao de o,, u € W, cuja restricao a
célula S,, se anula (veja Secao 7.2.3).

Vamos ver que pode ser demonstrado por inducao que as classes o, de dimensao minima,

associadas as reflexées simples, geram a cohomologia H*(F).

Proposigao 6.1.6. H*(F) é gerado por produtos da forma

ni ... g

O-Oq (67

onde ¥ = {ay, -+ ,oq} sdo as raizes simples. (O simbolo — foi suprimido.)

Prova: E suficiente provar que para todo w € W, H*(S,,) é gerado por produtos da forma

Oqa1 -+ 04t pois aplicando-se o resultado a involugao principal wp obtém-se o resultado dese-

jado.

Serd demonstrado por indugao sobre ¢(w) que H*(S,,) é gerado por produtos da forma

gl .

o o

-0

ol ol em que todas as raizes simples « sao tais que 7o < w.
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Se ¢(w) = 1 entdao nao hé nada que se provar. Para o passo indutivo, suponha que w = w'r,,
com 1, uma reflexdo simples e ¢(w) = ¢(w’) + 1. Entao, o resultado vale para w’ de modo
que H*(S,) ¢é gerado por produto de classes associadas as reflexdes simples 73 com 3 < w'.

Considere a projegao F — Fy,;. As células S, e S,y se projetam na mesma célula St{ua} de
F, e como w’ é o elemento de menor comprimento em wWiqy, segue que dim Si,a} = dim S,
Além do mais, p* <H*(S{E,a})) é gerado pelas classes 0o}, uted e wled,

Por hipétese de indugao, H* (S,) é gerado por produtos do tipo ! -+ - G5! com 1o, < w'.
Como dim S;[,a} = dim S,y entdo 0,10y € H* (Sy), para cada ul®r e Wit Logo, segue que

=N

p* (H*(S{E,a})) é gerado por produtos do tipo G5! --- a4l com ro, < w'.

Pelo teorema de Leray-Hisrch aplicado a fibragao S,, — S{E,a}, temos que
(50 = (S)) 0o — o (75L)

resultando-se que H* (S,,) é gerado por produtos entre 7,, e 6. Todas as raizes simples 3
que aparecem sao tais que rg < w: as primeiras sao < w’ e ry < w pois wa < 0. Isto completa

o passo de inducao. ]

6.2 [ via representacao

Inicialmente, vamos estabelecer algumas propriedades bésicas da teoria de representacoes

de algebras de Lie semissimples.

6.2.1 Aspectos Basicos das Representagoes

Seja T uma representacao de gc em um espaco vetorial complexo V. Dizemos que p € bt
¢ um peso da representagao 7 se existe um vetor v € V nao-nulo tal que 7(H)v = u(H)v para
todo H € b, isto é, o espago de pesos V,, ={v e V | 7(H)v = u(H)v, VH € hc} é nao-nulo.
Dizemos que p é peso maximo de p se pu é um peso de 7 e 7(X)v = 0 para todo X € n¢ e
todo v € V,,. Vamos denotd-lo por ji,.

No caso das dlgebras semissimples complexas g, toda representacao 7 irredutivel admite

um Unico peso maximo p,r. Mais ainda
e dimV, =1;

e todos demais pesos sao da forma

po= pr— Y csB (6.5)

Bex

onde cada cg é um inteiro nao-negativo e a multiplicidade de cada peso ¢ finita;
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e 0 espago V se decompoe em soma direta como V =) L Vi

A colecao de pesos, para todas as representagoes 7 formam um reticulado h(Z) em b
chamado reticulado de pesos. Os pesos dominantes sao os pesos u € h-(Z) tais que (u, 3) > 0
para todo 8 € 3. Em geral, todo peso dominante é o peso méximo de uma representacao
irredutivel de g.

Uma representacao (projetiva) de um grupo de Lie G semissimples conexo cuja algebra
de Lie é g é um homomorfismo diferenciavel p de G em SI(V') (PSI(V) que é o quociente
de SI(V') pelas matrizes escalares multiplas da identidade) e a representacao associada a g é
obtida por diferenciagdo. Vamos denotar ambas por p. Existe uma correspondéncia 1-1 entre
as representagoes projetivas irredutiveis de G e as representagoes irredutiveis de g dadas por

diferenciacao.

6.2.2 (G-Orbitas

No que se segue, vamos considerar g uma forma real normal de g¢ de tal forma que se
g =8®adn é uma decomposicao de Iwasawa entao h = ac = a + ¢a é uma subdlgebra de
Cartan de gc¢ e as raizes de a e h sdo as mesmas. Além disto, a @ n é subalgebra parabdlica
minimal de g (neste caso, m = 0) enquanto h @ n¢ é subélgebra parabdlica minimal de g¢.

Se p uma representagao irredutivel de g em um espago vetorial V entao sua extensao 7
para gc é uma representacao irredutivel de gc de modo que p admite as mesmas propriedades
de 7.

Vamos agora descrever as variedades flag a partir de G-6rbitas do vetor primitivo v,
associado a uma representagao p irredutivel de g.

Inicialmente, considere a seguinte proposi¢ao que se encontra em Guivarc’h-Ji-Taylor [26]

(inclusive a demonstracao).

Proposigao 6.2.1. [[26], Proposicdo 4.18] Seja p uma representacdo irredutivel de G em um
espago vetorial V.. Denote por V, =V, o subespago de peso correspondente ao peso mdzximo

iy e denote por P, o estabilizador de V,. Entdo P, é um subgrupo parabdlico de G.

Prova: Se o € ¥ entao temos que p(ga)V, C Vi, +a- Mas, pela formula (6.5), se o € II'*
entdo /1, +a nao é um peso. Logo p(n)(V,) = {0}. Segue, portanto, que p(AN) deixa V), invari-
ante e age em V, por homotetias de raio e##, isto é, p(an)v = e##v, onde etr(a) = etr(l°8a)
a € A. Como M centraliza A, M age trivialmente em a* e entao p(M)V, = V,. Segue que
p(MAN)V, =V,.Isto implica que P = M AN C P, e, portanto, P, é um subgrupo parabdlico
de G. Ll

Mais especificamente, é possivel determinar de modo exato o subgrupo de isotropia (a

prova sera omitida mas pode ser encontrada na mesma referéncia [26]).

105



106

6. Cohomologia de Flags Reais I

Proposicao 6.2.2. [[26], Proposicio 4.19] Seja IpL = {y € X : (v = 0}. Entao o

estabilizador P, de V, em G € o subgrupo parabdlico PIPL.

Como consequéncia da Proposicao 6.2.2, obtém-se a variedade flag no espaco da repre-

sentacao.

Corolario 6.2.3. Considere a orbita projetiva G - [v] no espago projetivo real P, de V), visto
como espago vetorial real, com v, vetor primitivo de peso mdximo p,. Entio G - [v,] € uma

variedade flag de g. Mais especificamente, G - [v,] € a variedade flag Fg onde © = I,j-, isto é:

G/PlpL =G [v)]

Representagoes Basicas

Seja ¥ = {ay, ..., } um sistema simples de raizes e A = {u1,..., 1} o sistema fun-
damental de pesos correspondente que é definido por

2<O‘i7lu’j>
(v, i)

(o, i) = = 0jj.

Cada p; definido assim é um peso dominante e o sistema fundamental de pesos é uma
base para o reticulado de pesos. Uma representagao basica de gc ¢ uma representacao p;
no espago V,,, com peso méaximo u; € A (os pesos bdsicos também sao pesos maximos de
representacoes de dimensao finita visto que p;(Hy) > 0 para todo H, € X).

Observe que, para toda raiz a € ¥\ {¢;}, (o, p;) = (@, ;) = 0 e, portanto, como
consequéncia do Corolario 6.2.3, a isotropia da acao em G é o subgrupo parabdlico maximal

Po com © = ¥\ {a;}. Com isso, tem se que:

Corolario 6.2.4. Para uma representacao bdsica pj, a orbita projetiva G - [v;] do vetor de

peso mdzimo € a variedade flag minimal Fg com © = X\ {¢;}.

6.3 Classes caracteristicas

Em primeiro lugar, vamos apenas relembrar a definicao e estabelecer algumas propriedades

relacionadas as classes caracteristicas.

6.3.1 Classes de Stiefel-Whitney

As classes caracteristicas sao classes de cohomologia associadas a fibrados vetoriais. Em
termos geométricos, elas fornecem informagdes sobre orientabilidade e tor¢ao, nao-trivialidade
e, mais geralmente, obstrucao a existéncia de secoes ortonormais destes fibrados. Aqui, vamos

nos restringir a abordagem axiomatica.



6.3. Classes caracteristicas

As classes caracteristicas que ocorrem no contexto de fibrados vetoriais reais em que os
coefiecientes do anel de cohomologia estao em Zs sao as classes de Stiefel-Whitney. Segue
abaixo o resultado bésico que fornece suas propriedades (para mais detalhes, veja Husemoller
[31], Capitulo 17, Secao 3).

Teorema 6.3.1. Para cada fibrado vetorial real E — B, existe uma sequéncia unica de

funcgoes sw; € H' (B, Z2) que satisfaz as sequintes propriedades:
1. sw; (f*(E)) = f* (sw;(E)) para um pull-back f*(E).

2. sw(E, @ Es) = sw(E1) — sw(FE2), onde sw = 1 4+ swy +swo + -+ € H*(B;Z3)) e

E; — B, i=1,2, sdo fibrados vetoriais reais.
3. sw; =0 se i > dim(E).

4. Para o fibrado canénico de retas yR? — PR?, sw1(E) é um gerador de H* (PR2,ZQ).

6.3.2 Geradores de H! (F,Z,) como classes de Stiefel-Whitney

Vamos continuar com a mesma notacao da se¢ao anterior. Seja g uma forma real normal
de uma algebra semissimples complexa, ¥ = {ay,...,qa;} denota o sistema simples de raizes
e A={p1,...,} os pesos fundamentais correspondentes.

A partir da representagao basica p;, que define uma aplicagao da variedade flag Fo, © =
¥\ {o;}, no espaco projetivo PV; de V}, compondo-se com a projecao canoénica 7g : F — Fg
obtém-se uma aplicacao

7, F — PV

Além disto, a representagao bésica p; permite obter uma acao do subgrupo parabdlico P
em R. De fato, seja v; € V; um vetor de peso méaximo. Entao, v; é auto-vetor de p; (h) para

todo h € P, isto é, existe um homomorfismo v; : P — R\ {0} (grupo multiplicativo) tal que
pj(h)’l)jzl/j(h)'vj , h e P.

O homomorfismo v; define uma representacao de P em R. Segue que se G — F ¢ um
fibrado principal com grupo estrutural P = M AN entao podemos construir, a partir de v,
o fibrado vetorial associado G x,,, R. Aqui G deve ser o grupo conexo e simplesmente conexo
com algebra de Lie g, para que uma representacao de g se estenda a uma representagao de
G (se for fixada uma tnica representacdo pode-se tomar o grupo como sendo (exp p; (g)))-

A seguinte proposicdo apresenta uma interpretacdo geométrica para os geradores Tajs
a; € 3, do anel de cohomologia H* (F) em termos das primeiras classes de Stiefel-Whitney
de um fibrado de linha sobre F.
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Proposigao 6.3.2. Seja p; : F — PV; a aplicacao definida a partir da composi¢ao da projegao

canonica Tg com uma representacdao bdsica com peso mdzimo ;. Entdo
1. 0a; = p;(2;) onde z; € o gerador da cohomologia de PV.
2. 0q; = SW] (,BJ* (ny})) onde YV; = PVj € o fibrado de retas canonico.
3. Oq; = SW1 (G Xy, R) onde G Xy, R €o fibrado vetorial associado definido por v;.

Prova: Vamos provar cada uma das afirmacoes separadamente.

1. Como ﬁ;(zj) ¢ uma classe de dimensao 1, ela é combinagao linear de o4, 7 =0,...,1,
isto é, ﬁj*(zj) = AM0Oq, + -+ Nog,. Por dualidade, os coeficientes \; sao os valores nos
ciclos S, r; = rq,, de modo que:

ﬁ; (Zj) = (ﬁf(zj)(sn)) Oa; T+ (5;(Zj)(8n)) Oy
= 2 ((0j)«(Sr)) 0y + -+ + 2 ((0)(Sr)) Oy -

Observe que S,;, = G(wy) - by e, portanto, p; (S,,) = p(G())[v;] que é o subespago

projetivo gerado por vj e p(g—q,;)v;j.

Assim, se a # «;j, p(Sy,) é um ponto pois g_, € ker p; e a célula de Schubert S, estd

contida na fibra sobre a origem de F — G - [v;]. Portanto, (p;)«(Sr,) = 0 se a # a;.

Por outro lado, S,; é a 6rbita a partir da origem do grupo G(ay) e assim p(S;,) =
p(G(a;)) - [vj] que é o conjunto de PV; definido pelo subespaco gerado por v; e por
p(g—a;)vj # 0. Portanto, z; ((9)«(Sr,;)) = 1.

2. Se vV; — PV} é o fibrado de retas canodnico entao z; = swy (yV;). Por outro lado, como

as classes caracteristicas comutam com pull-backs (veja o Teorema 6.3.1), temos que
swi (97 (VV;)) = p; (sw1 (VV5)) = b (2)) = 0a,
e a ultima igualdade segue do item anterior.
3. Vamos provar que o pull-back ,5; (7Vj) é isomorfo ao fibrado vetorial associado G x,,; R.

O resultado segue a partir do item anterior.

Os elementos de G x,; R sao da forma g-a, g € G' e a € R, sendo que gh-v; (h_l) a=g-a.

Ja os elementos de vV} sao dados pelos pares (z,u) € PV; x V; com u € x.

Por outro lado a aplicacao p; : F — PV} é obtida passando ao quociente a aplicagao
g € G — g-[v;] € PV}, onde [v;] é o espaco gerado pelo vetor de peso méximo v;. Com

isso os elementos de p; (vV;) sdo os pares (§,u) C F x V; em que u € p; ().

O isomorfismo entao é dado por

g-aw (9P api(g) (v))-
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Essa aplicagao estd bem definida pois se h € P entao

((gh) P,vj (K1) ap; (gh) (vy)) = (9P, ap;(g) (v))).

Essa aplicagao é um isomorfismo de fibrados vetoriais.

Observagao: A Zy-homologia de RP™ é dada por H(RP™,Zy) = Zy sendo possivel escolher
como representante dos ciclos de dimensao k = 0,1,...,n os ciclos definidos por subespagos
de dimensao k + 1 (célula de Schubert em RP™). O anel de cohomologia H*(RP™,Zs3) é um
anel polinomial truncado Zs[z]/2"*! gerado pelo elemento z da base dual que corresponde
ao elemento de dimensao 1 (reta projetiva contida no subespaco de dimensao 2).

Seja K — [ o fibrado principal com grupo estrutural M. Segue que o fibrado associado
K x,;, R é o mesmo que G x,,; R, com a restri¢ao de v; a M. O homomorfismo v; ¢ dado

explicitamente da seguinte forma:

1. Restri¢do de v; a A ([26], Lema 4.21): se h € A entao h = expH, H € a, e pj (h) =
pj (exp H) = exp p; (H). Como p; (H)vj = p; (H)vj, se conclui que

vj (h) = etillogh) h e A.

2. Restricdo de v; a M no caso do grupo G; = (exp p; (g)): seja gc a complexificada de
g e Gje = (expp; (gc)) o grupo complexificado de G, via a representagao. Como por
hipé6tese g é forma real normal, m = 0 e M é um grupo discreto que é gerado por (veja
Equacao (1.7))

Mo = expmiH,
com « raiz. O valor de v; em m, é
11 HV)
vj(mg) = emiri(Ha)

Como o nimero de Killing u; (HY) € Z, segue que

vj (ma) = (=1

Observagao: Esta mesma idéia pode ser encontrada no estudo das variedades flag complexas
(veja [2] e [40]).
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6.4 Exemplo de G = Sl(n + 1,R)

Seja g = sl(n + 1,R) a algebra de Lie associada ao diagrama de Dynkin A,. Tome a a
subdlgebra maximal abeliana formada pelas matrizes diagonais de trago zero. As raizes sao

dadas por aj; = A\j — Aj, © # j, onde
)\i(diag(al, ey an+1)} = Q.

Um sistema simples é

Y= {al = 12,...,0y = an,n—i—l}

e, como o dual de uma raiz é dado por

1
Hq,; = m(en‘ = €jj);
. . 2 , .
os duais normalizados H; = < >Haz. das raizes simples formam a base
Qi, o
{611 — €22, " ;€np — €n+1,n+1}
d (o, 0) = —
e a uma vez que {q;, ;) = ——.
Vi q (] (2 l+ 1

O sistema fundamental de pesos é a base dual desta base. Um célculo direto mostra que,

em termos dos funcionais \;:
D ={pur =2 =M+ Xoy o g1 = A+ F A )

Em termos das raizes simples, cada peso fundamental pj, 7 = 1,...,n 4 1, possui como
coeficiente a j-ésima coluna da inversa da matriz de Cartan.

Sejam V = R"! e {e,...,e,.1} abase canonica em V. A representacio de sl(n+1,R) em
V é irredutivel e e; é um elemento primitivo de peso maximo pu;, sendo esta a representacao
fundamental associada ao peso uy.

As demais representacoes fundamentais sdo obtidas nos produtos exteriores

k
AV . k=2..n+1
nos quais sl(n + 1,R) se representa por
X(ug A Aug) =Xug A~ Aug+ -+ up A A Xuy

O conjunto formado por
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¢ uma base de /\k V e os subespagos gerados pelos elementos desta base sao subespacos de

pesos associados aos pesos
Aip Ay, ) 1 < --- <
O primeiro elemento da base v, =e1 A---Ae; ¢ um elemento primitivo de peso
=Mt A

E possivel mostrar que tais representacdes sao irredutiveis ([42], Capitulo 11). Note que estas
representagoes correspondem a diferenciacao da representagao de G = Sl(n + 1,R) em /\k 1%
dada por

glug A+~ ANug) = gug A+ A gug.

O espaco de pesos V), C /\kV ¢ a reta gerada por v,, = e1 A --- Ae, e o subgrupo de

isotropia P,,, da representacao de G é o sugbrupo das matrizes triangulares superiores em
[ §

(1)

com A, C matrizes quadradas arbitrarias de ordem k e n + 1 — k, respectivamente. Podemos

blocos da forma

assim obter as variedades flag a partir destas representacoes.
A variedade flag G/P,,, que é o espaco projetivo PRt ¢ vista pela representacio como

a o6rbita projetiva do vetor primitivo associado v, = eq, isto é:
PR = Sl(n + 1,R) - [e1].

Mais geralmente, a variedade flag G/P,, , que é a variedade Grassmanniana Gry, (R”‘H),
identifica-se pela representagao como a érbita do vetor primitivo associado vy, =e1 A --- Aeg
isto é:

Gry, (R™) 2 Sl(n+1,R) - [e1 A -+ Aey].

Esta representacao fornece a aplicacao

k
Gry, (Rn-i-l) % P (/\ R?’H—l)
(uy,...,ug) + [ul/\---/\uk]

que é conhecida como o mergulho de Pliicker.
Seja g : F — Grg (R”+1) a projecao canonica e denote por Py = pi o0 T@ a composicao
da projecao com o mergulho de Pliicker. O fibrado de linha sobre a variedade flag maximal

FF é dado por

k
{(z,v):z €F, [v] € Py(x)} CF x /\ (R™1).
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Este fibrado é isomorfo ao fibrado associado Sl(n+1,R) x,, R onde a acao v : P — R* pode

ser descrita da seguinte forma. Um elemento p € P é da forma

b1 * T *
0 P22 - *
b= .
0 0 - *
0 - 0 patintl

Seja vy, = el A---Aep € V), um vetor primitivo de peso maximo p = A\ + -+ + Ap. Em

termos da acao de p em /\k Vi, temos que

pv,uj = I/k(p)v:u‘j
plet A---Neg) = pler) A--- Aplek)
plert A+ ANeg) = (pr1---prr)er A Aeg

puy, = detlp(k)]u,

isto é, v : P — R* é dada por vi(p) = det[p(k)], onde det[p(k)] denota o determinante
menor k x k de p. Observe ainda que, no caso da restricao de fiy = p |amr a M temos que

Ik : M — Zo pois os elementos em M sao matrizes diagonais com entradas +1.
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Neste capitulo vamos introduzir algumas propriedades do anel de cohomologia da var-
iedade flag maximal H*(IF,Zs) a partir dos resultados obtidos no capitulo anterior sobre os
geradores o,, @ € X e o fato de serem classes caracteristicas de um fibrado de linha sobre
F. Em primeiro lugar, concentramos esfor¢os no estudo da acao do grupo de Weyl na coho-
mologia, uma vez que os resultados conhecidos para as variedades flag complexas apresentam
o anel de cohomologia como um quociente do anel de polinémios simétricos sobre a algebra
de Cartan de g pelo ideal dos polinémios invariantes pelo grupo de Weyl. Por outro lado, é
importante se determinar o produto entre quaisquer duas classes de cohomologia. Aqui, va-
mos nos contentar em estabelecer formulas para o quadrado dos geradores para alguns casos
particulares. De um modo geral, a expectativa é que os resultados aqui apresentados ainda
nao estejam em sua melhor forma mas, mesmo assim, no estagio em que estao, ja merecem

ser aqui apresentados.

7.1 Acao do grupo de Weyl

A vantagem de olhar as classes 0; como classes caracteristicas se dd pela facilidade de
olhar a acao do grupo de Weyl W, que age a direita em F = K/M. A definicao da agao exige
a escolha do compacto maximal K. Assim, F = K/M e W = M*/M. Entao existe a fibracao

F=K/M — K/M*

cuja fibra é W = M*/M. Como M é subgrupo normal de M*, esse é fibrado é principal com
grupo estrutural W, que age portanto a direita em F. Explicitamente, em termos de classes

laterais, a acao é dada por:
(kM,w) € K/M x W — kwM

onde w € M* é um representante de w. Ela serd denotada também por fw, £ € F, w € W.
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Observagao: Se um grupo de Lie conexo age num espaco entao os elementos do grupo
sao todos homotodpicos a identidade e neste caso os homomorfismos induzidos sao triviais.
Porém, serd visto que a acao de W na cohomologia nao é trivial e, portanto, esta agao nao
se trata de uma acao obtida como restri¢ao da agdo de um grupo conexo (K por exemplo).

Aqui serd conveniente fazer uma escolha do grupo G com &lgebra de Lie g de tal forma
que G se represente em todas as representacoes basicas e ao mesmo tempo G seja um grupo
complexificivel. Um grupo desses existe pois se p = p; + --- + p; for a soma direta das
representagoes basicas de g, no espago V.= Vi 4+ --- + V), entdo G = (expp(g)) satisfaz
essas duas condigoes: G é complexificavel pois é grupo linear e as restricoes a cada V; dao
representagoes de G que estendem as representagoes bésicas.

Dado w € W, o pull-back do fibrado vetorial K X, R pela acao a direita de w ¢ denotado
por w* (K Xy, R).

Proposicao 7.1.1. w* (K Xy, R) é isomorfo a K X, -1 R, onde v; ow™t: M — R\{0} ¢

1

o homomorfismo v; o w™t(m) = vj (@_ m@) sendo que W € um representante de w em M*.

Prova: Por defini¢ao, os elementos do pull-back w* (K x,,; R) sio pares ({,u) € Fx (K x,, R)
tal que u se projeta em &w.

Se { = kM, k € K, entdo a fibra de K X, R sobre {w ¢ dada pelos elementos kw - a com
a € R. Portanto, a fibra de w* (K Xy, R) sobre £ é

{&} x {kw-a:a € R}.

Essa descricao da fibra depende da escolha de k € K tal que £ = kM. Um outro elemento
de K com a mesma propriedade é da forma km com m € M. Substituindo k por km, a fibra
seria descrita por alterando a € R da seguinte forma: um elemento kmw - a da fibra seria
dado por

kw (w_lmw) ca=kw-vj (w_lmw) a. (7.1)

Defina a aplicacao 6 : w* (K Xy, R) — K X, 0p-1 R por
0 kw-a)=Fk-wa

onde { = kM e o simbolo k -, a representa um elemento do fibrado associado K X, ,-1 R.
Na definicao de 6 existe ambiguidade na escolha de k € K tal que £ = kM. Se fosse tomado

km, m € M, no lugar de k, se obteria a aplicagao

(&, kmw - a) — km - a

1

No entanto, por (7.1) kmw - a = kw - v; (w™'mw) a, que por § é levado em

1

k-wvj (w_ mw) a
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que coincide com km -, a no fibrado K Xy,0uw-1 R. Portanto, 0 esté bem definida. A partir

dai é imediato verificar que 6 é de fato um isomorfismo. Ll

Com este resultado, obtém-se o;w, que ¢ a acao a direita de w € W na classe o;.

Corolario 7.1.2. Denote por swi (-) a primeira classe de Stiefel-Whitney. Dado w € W,
vale
o;w = SW1 (K ijowfl R) .

Prova: Pela proposicao K Xyon-1t R = w* (K Xy, R), portanto

swi (K X001 R) = swi (" (K x,, R)) = (sw1 (K x,, B)) w

= ojw,

pois swq (K Xy, ]R) = 0j. L]

Em vista desse corolario deve-se descrever swy (K X yjow-1 R) em termos das classes de
cohomologia o, k=1,...,1.

Para isso deve-se observar que se w € W e p; ¢ um peso basico entao
-1
Wiy = pjow — = aipy + -+ ayy

com aj ...,a € Z. Isso porque {p1,...,u} gera o reticulado dos elementos x tais que

(o ,x)y € Z, k=1,...,1, e W deixa invariante esse reticulado.

1 aj

Lema 7.1.3. vjow™ =" -1 onde os expoentes a; sao os coeficientes da combinagdo

linear wi; = aypq + - -+ agpy.

Prova: Essa relacao vale mesmo quando v; é visto como um homomorfismo M A — R\ {0}.
Em primeiro lugar tome h € A. Entao, se w é um representante de w em M*, tem se que
vj (@‘%@) — et (log @ 1hw) Agora, el (log@™ ') _ pujow=" (log(h)) — gwn;(logh) e, portanto,

v (@ 'hw) = ewrillosh)

etk (logh)  cayp(logh)

= (h)al R % (h)al .

Por outro lado, como o grupo é complexificavel, M é gerado pelo conjunto {v, = exp miH) :
a € X} E suficiente entdo mostrar que para toda raiz simples « vale a igualdade v; (E_l'ya@) =

g (7&)a1 Y (’Ya)
Por definicao, p; (@71%[@) vj =V (@71%!@) v;, onde v; € V; é vetor de peso maximo

ay

para p;. O primeiro membro dessa igualdade é o mesmo que p; (@_1) pj (Vo) pj (W) vj. O
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vetor u = p; (W) v; € V; pertence ao espago de pesos de V; associado ao peso wy;. Portanto,

pi (Ya)u = pj(expmiHy)u
emirwi; (HY)

o (_1)a1u1(H;/)+"'+alﬂl(H;/)

u

u

_ (_1)a1M1(HX) ... (_1)“””(115) Uu.

Aplicando p; (@fl) se obtém
P (@) p3 () pj (@) vy = (~1) ) (—ymli) . (7.2)

Agora se usa o fato de que G se representa em cada um dos espagos Vi, k = 1,...,[. Entao,
para cada k, v estd bem definido em M e satisfaz vy (7o) = (—1)“’“(H‘¥). Pela igualdade (7.2),

tem se que
vi (@ @) vy = p; (@ 7a®) v
— (_1)a1u1(HoY) . (_1)azm(HX) v

= " (’Ya)al Y (’Voz)al Uy

concluindo a demonstragao do lema. L]

O lema acima, juntamente com o seguinte fato geral permite escrever o fibrado K x vjow-1R
a partir dos fibrados K x,, R, k=1,...,L

Proposicao 7.1.4. Seja Q — X um fibrado com grupo estrutural L. Sejam também py :
L — Gl(n,R) e pa: L — Gl(m,R) duas representagoes de L, em R"™ e R™, respectivamente.
Entao, (Q xp R™) @ (Q Xp, R™) = Q Xp,0p, (R" @R™), onde p1 ® pa € o produto tensorial

das representacoes.

No caso das representacoes v, : M — R\ {0} = GI(1,R) de dimensao 1, um produto

tensorial é exatamente o produto usual:
Vi, ® Uk (M) = vy (M) Vg, (M)
Portanto, o Lema 7.1.3 d4 a seguinte informacao:
Proposicao 7.1.5. K x,,o,-1 R = (K x,, R)* @ @ (K x,, R)®" onde os expoentes a;

sao os coeficientes da combinacdo linear wi; = ajpg + - - + aypy.

Observagao: Na proposicao acima os expoentes a; podem ser negativos. No caso, por ex-
_1\®(-a1)
emplo em que a; < 0, (K x,, R)®* deve ser interpretado como ((K X1, R) 1) onde
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(K x,, R)™! é o fibrado inverso de K x,, R (aquele que somado com ele dd o fibrado trivial).
Assim como na proposigao geral acima, vale (K X, ]R)*1 =K X1 R.

Podemos agora determinar qual é a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado K X yjow-1
R uma vez que a primeira classe de Stiefel-Whitney é um homomorfismo, isto é, swy (V @ W) =

swi (V) 4+swy (W) (veja [31], Teorema 3.4) e, portanto, temos o seguinte resultado imediato.
Coroléario 7.1.6. swy (K Xy ow—1 R) =aio1 + -+ ao;.
Por fim da Proposicao 7.1.1 se obtém a seguinte consequéncia.

Corolario 7.1.7. o;w = ajo1 + --- + @07 com 0s mesmos coeficientes a; da combinagao

linear wp; = aypr + - -+ aypy.

Exemplo: Para A; = sl(3,R) pode-se tomar G = S1(3,R). Os pesos fundamentais sao
w1 = A1, p2 = A1+ Ao, onde \; (diag{al, as, ag}) = a; ()\3 = -\ — )\2). O grupo de Weyl age

nos A;’s por permutagao dos indices. A partir dai se obtém a seguinte tabela da acao de W:

1. 01 (12) = —01 + 02 € 02 (12) = 09.

2. 01(23) =01 € 02(23) =01 — 09.

3. 01(123) = —01 + 02 € 02 (123) = —07.
4. 01(132) = —09 e 02 (132) = 01 — 09.

5. g1 (13) = —092 € 09 (13) = —01.

2

7.2 Férmulas para o}

Nesta secao sao obtidas férmulas para o quadrado dos elementos geradores da cohomolo-
gia. Para isto, vamos novamente fazer uso da teoria de representagoes. Vamos relembrar a
notagao introduzida no capitulo anterior. Seja p; : F — PV),; a aplicagao definida a partir da
composicao da projecao candnica mg com uma representacao com peso maximo j; de modo
que ﬁ;(zj) = 0q; onde z; é o gerador da cohomologia de PV,; e 04, € a classe de dimensao 1
associada a raiz simples o (veja a Proposicao 6.3.2). Logo podemos escrever agj =p; (2]2)
Para determinar ﬁ]*(zf) serd necessario olhar com mais cuidado para a representacao com
peso méaximo pj. Mais especificamente, a representacao irredutivel da subdlgebra g(o;, o),
gerada por gia; € g+a, onde a € outra raiz, com peso maximo p; que contém o vetor de peso

maximo v = ,UP«]' .
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7.2.1 Pesos da representacao com peso maximo fi;
Inicialmente, vamos recordar o seguinte lema.

Lema 7.2.1 ([41], Lema 11.10). Os pesos de uma representa¢do irredutivel p sao invariantes

pelo grupo de Weyl W.

Observagao: A acao de um elemento r, € VW sobre um peso A € a* é dada por:

@),
(o)

ra(A) =A—2 (7.3)

onde o € ¥ e A é um peso de p.
Vimos que os pesos da representacao p sao da forma p; — " nio; com n; inteiros positivos

(veja a Segdo 6.2.1). Neste caso, os pesos obtidos do peso maximo p; subtraindo a; e a sdo

pj e
(i) pj — oj. Este é o tinico peso da forma pj; —a, o € X.

Lema 7.2.2 ([26], Lema 4.20). Se a € ¥ e p; — v € um peso entao (o, pj) # 0.

Prova: Se p1; — o é um peso entdo, pela férmula (7.3), temos que:

(s = a,0)

ra(pj — o) = (pj —a) =2 o)

Se (o, ;) = 0 segue que ro(pj — @) = pj + a, que nao pode ser um peso de p; com

peso maximo p;. Pelo Lema 7.2.1, segue que («, y15) # 0. Ol

Agora, como (a", j1;) = 0, para toda raiz o # ay, a Unica possibilidade para que p; — «

seja peso é que o = ;.

(ii) pj — oj — o, com (@, o) # 0 e a # ;.

Em primeiro lugar, o # a;. Como (a}/, pj) =1, pela férmula (7.3), temos que:

(1 — 20, o)

(ag,a5) T HIT

Ta; (1 — aj) — aj) = (uj — 205) — 2

Como pj + a5 nao pode ser peso, pelo Lema 7.2.1, segue p1; — 2c;; nao pode ser peso.
Por outro lado, se o # «j entao pj —a; —a nao é peso caso (1 —aj, o) = —(aj, o) = 0.
O argumento é semelhante aos anteriores. Se (u; — a;, ) = — (o, ) = 0, entao pela
equagao (7.3):

(uj —oj — o, )
(a, )

Ty ((Hj — ) —a) = (pj — a5 — a) — 2 a = —oj+a
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que nao ¢é peso. Novamente pelo Lema 7.2.1, —(a;, o) = (i; — a5, ) # 0.

Com isso, a tnica possibilidade que resta é quando o # «a; e («, ;) # 0. Neste caso,
os funcionais do tipo p; — a;j — i que sao pesos sao dados para i = 0,1,...,p com

p={(a¥,a;) =1,2 ou 3.

A multiplicidade m de um peso p; — Y n;o; (que corresponde & dimensao do espaco
de pesos correspondente) ¢ limitada pela quantidade de m-uplas (mq,...,m;) tais que p; —
> onio; = pj — »_msay. Logo, a multiplicidade do peso pj — «; é 1 porque se p; — o =
[ — > mia; entdo oy = »_ mia; o que s6 é possivel se a soma no segundo membro for «;

que € raiz simples. Do mesmo modo, a multiplicidade dos pesos p; —a; —ia, 1 =0,1,2,3 é 1.

7.2.2 Resultados

Para determinar aij = ﬁ;‘(z?), aj € X, precisamos encontrar o seu valor em células de
Schubert de dimensao 2, isto é, /7;(2]2) (Srars) = z? ((9)+(Srars)) Para a, B rafzes. Isto passa
pelo célculo de (p;)«(Sr,rs). Lembre que uma parametrizacio de Sy, (veja a Proposicio
1.2.9) é dada por

e*Aaetds by | (s,t) € [0, 7%,

com A, e Ag elementos escolhidos em £(a) C g(«) e €(5) C g(f), respectivamente.

Se B # «a; entao g(f) estd contido na isotropia da acao e, portanto, p (etAﬁ) o] = [v],
onde v é o vetor de peso maximo jj. Com isto, p(es4eet4s - by) = p(esA= - by) tem dimensio
no maximo um e, portanto, (p;)« (STQTB) = 0. Assim, podemos tomar 8 = «a;. Se 4 € Tq;

comutam entao (ﬁj)*(&amj) = (ﬁj)*(Sraj ro) = 0 pois, sendo o # «;, repete-se o caso acima.

Isso reduz ao célculo de (p;).« (Sraraj) com (o, aj) # 0. Este célculo sera feito analisando

separadamente as possiveis ligacoes entre as raizes simples o e «;.

Proposigao 7.2.3. Suponha que (o, a;j) = —1. Entao sobre Zy vale

% <(ﬁj)*(8rara].)) = 1.

SAa etAa ;

Prova: A idéia é escrever o conjunto p;(e i) - [v] com v um vetor de peso maximo

. Com a hipétese acima, os pesos que aparecem na representacao de g(o, a;) sao pj, ft; —
aj, pj —aj — a sendo que (pj —aj — ) —a = pj — o — 200 nao é peso. Estes pesos tém

multiplicidade 1. Pode-se tomar w # 0 no espaco de pesos de j1; — a; tal que:

p. tAO‘j)-v:cost-v+sent~w.

pi(e

Por outro lado, seja u # 0 no espago de pesos de p1; — aj — . O espaco gerado por {v, w,u} é

sAq )

invariante por p;(e pois pj—aj—2a nao é peso. Em relagéo a esta base (convenientemente
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normalizada),
1
pi(eshe) = COss —sens
sens  coss
Portanto, p; (e et ) - [v] coincide com pj(es4e)etB - [v] onde
0 -1
B=11 0

0

em relacdo & base {v,w,u} visto que e!®(1,0,0) = cost-v +sent - w = ,Bj(etAaj) -0,

Segue que p;(es4e etA"J‘) - [v] é a célula de dimensao 2 do espago projetivo do espago ve-

torial gerado por {v, w,u}. Consequentemente, 2]2» ((ﬁj)*S,,a,,aj> =1. L

~ . . ~  tAa. - . . .

Observacao: Na demonstragao acima, p;(e“ %) pode nao deixar invariante o subespago

gerado por {v,w,u} (soma dos espagos de pesos pj,p; — o, puj — oy — ). Mas, o que é
(o ~ ~  tAa. - .

necessario é a agao de p;(e“ %) no espago gerado por {v,w} e esta agdo coincide com a de

etB .

Proposigao 7.2.4. Suponha que (o, aj) = —2. Entdo sobre Zy vale

2 ((7)+(Srara,)) = 0.

J
Na demonstracao, serd utilizada a representacao irredutivel de dimensao 3 de sl(2,R) que
é a prépria representagao adjunta.

Considere a seguinte base de s[(2,R).

=(a) (o 8) =00

Nesta base, os colchetes sao dados por [H,X]| = 2X,[X,Y] = 2H e [H,Y] = =2Y. O
vetor de peso maximo para H é X e o de peso minimo é Y.

Seja K = {Z : trZ? = 0}. Este conjunto apresenta as seguintes propriedades.
e E um cone formado por elementos nilpotentes.

e Os elementos interiores a K sao matrizes com auto-valores imagindrios puros e os ele-

mentos exteriores tém auto-valores reais.

e O seu eixo central é gerado pela matriz

B:<31;)
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e E invariante pela representacao adjunta.

Para derivar estas propriedades, utilizamos uma outra base para s[(2,R). As matrizes
{A, H,S} dadas por

0 -1 1 1
A= H = 0 S = 0

1 0 0 -1 10
formam uma base para s[(2,R) e seus colchetes satisfazem

[H,A] = —28, [H,S] = —2A, [, A] = 2H.

Agora, seja Z = aA+ bH + ¢S. Segue que

72 b2 + 2 —a? 0
B 0 b? + ¢ —a?

e, portanto, K = {Z = aA +bH + ¢S : a®> = b*> + ¢®} é um cone formado por matrizes
nilpotentes. Mais ainda, o polinomio caracteristico é dado por pz(A) = A2 —tr(Z)\+det Z =
A2 — (b? + ¢ — a?). Logo, os elementos no interior de K tem autovalores imagindrios puros
(A2 < 0) e os elementos fora de K tem autovalores reais (A? > 0). O eixo central deste cone

ocorre na direcao do eixo de coordenadas a, ie, na direcao da matriz

0 1
s (1)

Finalmente, observe que, na base {A, H, S}

0 0 0 -2 020
add=1| 0 0 -2 , adH = 0 0 O ,adS=12 0 0
0 -2 0 0 0 00

Disto temos que se Z = aA + bH + ¢S entao

0 2c —2b
adZ = 2c 0 —2a
-2b 2a O

Logo, tr(adZ)? = 8(b? + ¢? — a?) e K ¢ invariante pela representacio adjunta.

Note que na base {A, H, S}, os elementos X,Y € K sao representados como

X=2(—4+9) o Y:%(A+S).

N =

Considere a 6rbita exp(tadB) - X de B que passa pelo vetor de peso méximo X. Esta

orbita é uma circunferéncia C com centro em %B que passa por X e —Y. Tal circunferéncia
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exp(tadB) - X

Figura 7.1: A drbita exp(tA) - X em K

é igual a intersecao do cone K com o plano P perpendicular a %B que passa por X. Isto
pode descrito também em coordenadas. Dado que X = (—%, 0, %) no sistema de coordenadas

(a,b,c), neste mesmo sistema temos que

1 2t 2t
exp(tadB) - X = (— s s >

27 2 7 2
Em particular, exp(radB) - X = X.
Um ponto central da demonstracao é que a imagem da circunferéncia no plano projetivo

RP? é contratil. De fato, o conjunto de circunferéncias
1 1
exp(tadB) - <2B +7r(X — 2B))

com centro em %B e raio r variando entre 0 e 1 se projetam em RP? definindo uma homotopia
entre a circunferéncia original (r = 1) e um ponto (r = 0).

Agora, vamos utilizar a hipétese de que (o, @) = —2 para construir uma representagao
irredutivel de dimensao 3 da subdlgebra s[(2,R) = g(«) no espago da representagao V' de
peso maximo p;. Com isto, os elementos X, H e Y serao identificados via esta representacao
e a dOrbita construida acima poderd ser vista dentro de V' a partir da representacao (que é a
representagao adjunta). Com isto, a imagem da célula de Schubert serd calculada diretamente.
O ponto crucial é que a homotopia entre a érbita e um ponto no espago projetivo permitira
obter uma outra homotopia entre a imagem da célula de Schubert no espago projetivo da
representagao com uma célula de dimensao 1 a partir da qual concluiremos que o representante
da 2-cohomologia do RP? sobre a imagem da célula de Schubert é zero.

Considere a representacao com peso maximo pj;. Vimos que p; — a; é o unico peso da

forma p; —na, n > 1, com a € ¥ e possui multiplicidade 1.
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Subtraindo a # @, como (aj, ") = —2 segue que f1; — @ — @ € fij — oj — 20 SA0 PEsos

~5l(2,R) =g DRH, ® g—o € tome X, € go € Yo € g—0

normalizados tal que A, = X, + Y. Se V) representa o espago associado ao peso A entao
0% pj(Ya)Vi—a; CVyj—a;—a €0 # ﬁj(Ya)QVM_aj C Vy;—a;—2a € 0 subespago

da representacao. Considere g(a)

W =Vi—a; ® 5j(Ya)Viy—a; © 5 (Ya) Vi, —a,

tem dimensao 3 e é invariante por g(«) de tal forma que a representagao de g(a) = sl(2,R)
¢ irredutivel (observe que p;(Ya)?V,,—a, = 0 pois (a¥, pj) = —2).

Desta forma, a representagao de sl(2,R) em W é equivalente a representagao adjunta.
Para facilitar a notacao é conveniente pensar W = sl(2,R) e tomar a base de W como
sendo X, H eY com X €V,
Y € pj(Ya)*Vy,—a; (peso minimo).

i—a; (peso méximo para H), H € p;(Ya)Vy,—a; (peso nulo) e
Observe que com a notagdo acima, a érbita exp(tadB) - X é dada por p;(et4=)X.
Prova: A célula de Schubert S, = esAaelAos  p com (s,t) € [0, 7]? tem sua imagem por

p; no espaco projetivo da representacao dada por
-~ Aa -~ tAa :
pi (7) s (6 J) - [0]

onde v € o vetor de peso méximo p;. Entao, como X é um vetor no espago de peso V,,—q;,
como ja foi calculado

pj (etA“J') v = (cost)v + (sent) X.
Disto temos que p; (Sraraj) = p; (e%4) ((cost)v + (sent) X). Note que p; (e«) - v = v. De
fato, como 1; — v néo é peso da representacao tem-se que p;(Y,)-v =0e p;(X,)-v =0 pois
v é vetor de peso méaximo. Portanto, se p : W — PW denota a projecao do espaco vetorial

W em seu espago projetivo entao
Pj <Sraraj) = p(cost-v+sent- p; (eSA“) X) , (s,t)€[0,7]* (7.4)

Agora, pode-se considerar a homotopia mencionada acima, dada a ocorréncia da Orbita
Dj (eSAa) X mno espaco projetivo da representacao, definindo-se a aplicacdo f : [0, 7]? x [0,1] —
V por

1 1
((s,t),1) Jy cost v + sent - Dj (eSA“) <2B +7r(X — 23))

onde B é o elemento de W que corresponde ao elemento A = X —Y € sl(2,R). Observe as

seguintes propriedades da projecao de f por p, isto é, pf.

() pf(s::2) = 5 (Srare, )

Segue facilmente pela equacao (7.4).
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(2) pf(s,t,0) se degenera a uma circunferéncia.

Note que f(s,t,0) = cost-v+sent-p; (e*A=) (3 B). Agora, como p; (e*4=) (3B) = (3B),
f(s,t,0) = cost - v+ sent - <;B> .

Portanto, segue que a semi-circunferéncia cost - v + sent - (%B) (observe que t € [0, 7))

se degenera a uma circunferéncia no espago projetivo PW.

(3) Para cada r € [0, 1] fixo, pf(-,-,r) define uma aplicagao da célula de Schubert S, no

czTaj

espaco projetivo também denotada por pf.

A aplicagdo de colagem v : [0, 7]> — Sraraj7 Y(s,t) = eAa ') . by apresenta a célula
de Schubert como S, = [0,7]%/ ~y, onde ~y é a relagdo de equivaléncia definida
por 7/)7 isto év (Sl)tl) ~p (825t2) se, ¢ s6 se, ¢(Slat1) ~ 1/}(8271;2)'

Para cada r fixo, a aplicacdo pf(s,t,r) esta definida em principio em [0, 71]?. No entanto,
ela passa ao quociente definindo uma aplicagao com dominio em Sy, = [0,71]2/ ~y

pois, para cada r fixo, na fronteira de [0, 7]? tem-se que:

o f(0,t,r) = f(m,t,7).
Segue direto do fato de que p; (e“Aa) = idh pois

~ 1 1
f(m,t,r) = cost-v+sent- p; (™) <QB (X - 2B)>

1 1
= cost-v+sent- (23 +7r(X — 2B))
= f(0,¢,r).

E, portanto, sao iguais no espago projetivo.

hd pf(S,O,T) :pf(s,ﬂ',?“) = [’U]

Portanto, na fronteira de [0, 7]? e para cada r, pf(s1,t1,7) = pf(s2,ts,r) implica que
Y(s1,t1) ~ ¥(s2,t2). Como ¥ é homeomorfismo no interior, pf passa ao quociente

definindo de fato uma aplicagao em Sy, = [0, 7]/ ~y.

Portanto, existe uma homotopia entre p; = pf(-,-,1) : Sraraj — PV e pf(-,+,0). Estas
duas aplicagoes induzem a mesma aplicagao na homologia e na cohomologia. Como pf(-, -, 0)
é trivial na 2-cohomologia, segue p (zjz) (STaTaj) =0.

U

As duas proposicoes anteriores fornecem a seguinte proposicao.



2
«

7.2. Formulas para o
Teorema 7.2.5. Se nenhuma das componentes do grupo € do tipo Go e o anel de coeficientes

R = Zs entdo vale que
aij =75; (%) = Z{Uraraj (Y, aj) = —1}.

7.2.3 O Flag Maximal de s((3,R)

As raizes simples sao « e ( e, portanto, a Zg-cohomologia é gerada por o, = o, €
08 = Ors- Pelo Teorema 7.2.5, 03 = Orgry © O’% = Orarg- A involugao principal é wy =
TaTaTa = TgraTs. Neste caso, pela Proposigao 6.1.5, 0w, = Oryr,08 = Oryry0a, POiS F = Sy
Pelas expressoes de Orgro € Orgrg, SEGUE qUE Ty = 0305 = Uaag.

Isto exibe todos os elementos béasicos com produtos de elementos de dimensao 1.

Como complemento, a Proposicdo 6.1.5 nos fornece as seguintes restrigoes: em STBTQ,
57‘57”a = 0304 e€nquanto em STQTB, c‘narﬁ = 0a08. Isto significa que 0a0g = 0304 tem com-
ponente tanto na direcao de Orgro quanto de Orgrg- LOGO, 0003 = Orgr, + Oryry € obtemos
que

0a0p = (73 + 0’%.

Com as notacoes da secdo anterior, p; é a representacdo canonica em R3. Com isso,
pi(z1) = 0a, Pi(2]) = 04 = Orgry € pi(2}) = 0rzra0a = 0 pois 27 = 0 neste caso. Pelo mesmo
motivo obtemos que O'g =0.

Portanto, concluimos que se F é a variedade flag maximal de Ag entao H*(FF, Zs2) é gerado

por o, e og e vale que:

Ta0g = Jg—l—aé (7.5)
o3 =0 (7.6)
oy =0 (7.7)

Estas sao as tunicas relagoes em H*(F,Zsy) as quais concidem com a encontrada na tese
de Mare [34], equacoes (2.19) e (2.23), onde temos que

H*(F, Zs) = Zo[w1,wa]/ (w% + w? — wlwg,w:{’,wg’) )
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