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INTRODUCAQ

Apresenta-se, neste trabalho, um estudo sobre os proble
mas de fluxo de custo minimo numa rede guando os custos sobre os

arcos da rede s3c concavos.

Este tipo de problema & de dificil solugac para proble-
mas de médio e grande porte, devido a existencia de muitos Otimos

locais.

E feito um levantamento dos principais algoritmos  que
resolvem tais problemas, procurando relaciona-los com os algorit-
mos especificos para resolver os problemas de transporte com custo

fixo ("fixed-charge") e o0s problemas de localizagao.

Desenvolve-se também um algoritmo do tipo separagac e
avaliagac ("BRANCH AND BOUND") gue é usado para resolver um proble
ma real de escoamento de safra de milho da regiao centro-brasilei-

ra, considerando a armazenagem do produto.
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caPITULO I

PROBLEMAS DE FLUXO DE CUSTO MINIMO COM FUNCAO CUSTO CONCAVA:

MODELQOS E TECNICAS

1.1) INTRODUCEO:

O objetivo deste capitulo & fornecer uma visao dos proble
mas de fluxo de custo minimo, onde as fungSes custo s3ao concavas.

0 interesse em se estudar tais problemas deriva do fato
de que as suposicoes de fungoes custo lineares ou convexas, nem
sempre estao proximas da realidade para alguns problemas praticos,
cano poy exemplo, os problemas onde se distingue um custce fixo e
um variavel em suas estruturas de custo, ou aqueles onde se obser-
vamt fenomenos de economias de escala, ou seja os custos unitarios

diminuem a medida em que se aumenta o nivel de atividade.

As sequintes fungdes cdncavas refletem esta situacido:

a) Fungao linear com custo fixo - "fixed-charge"”
fix)
.C.Xt+K x > 0
fF(x) = ¢
k 10 x =0
X
b) Funcac estritamente concava:
b.1l) com custo fixo
f(x)h
g{x) +k x > 0
f{x) =
k 0 x = 0
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b.2) sem custo fixo

£(x)

c) Fungao linear por partes
c.l) com custo fixo

£00) | //,/\
q/

A

c.2) sem custo fixo

f(x)q\

v

Esta troca de fungoes custo convexas para concavas afeta
as caracteristicas da solugao de um problema de fluxo bem como 0s
procedimentos para se obter a solucao Otima.

Para se ter uma idéia das dificuldades introduzidas por

estas fungOes, basta dizer que os algoritmos existentes para a re-
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solucao de problemas com fungdes convexas podem obter a solugao
dtima para redes com milhares de arcos em pouco tempo de execugao,
enquanto que a presenga de pouco mais que 100 arcos com custo cdn-
cavo pode resultar em custos proibitivos de computacao devidos ao
tempo dispendido nesta execugao.

Esta dificuldade de resolugao decorre do fato dos proble
mas em questdo serem nao-convexos (minimizar uma fungao cSncava so
bre um conjunto convexo) admitindo portanto muitos minimos locais.

Um procedimento otimo de resolucdo devera de algum modo
localizar o minimo global sobre todos os minimos locais existentes.

As tecnicas propostas sao geralmente de natureza combina-
toria, e se fundamentam na estrutura especial de cada problema ana
lisado. As experiencias computacionais revelam que estas técnicas
sdo aplicaveis somente a problemas de pequeno porte.

Alguns modelos e técnicas de resolugao serao apresentados
com 0 intuito de se mostrar um panorama geral da area de problemas
de fluxo de custo minimo com custo cdncavo.

Esta area esteve, inicialmente, limitada & andlise de pro
blemas de localizacao e problemas de transporte com custo fixo,que
sao problemas particulares de fluxo com custo cOncavo.

Dado o interesse despertadc por estes problemas, houve um
grande desenvolvimento na area especifica de localizagao que pode
ser aproveiltada para o estudo de problemas mais gerais com custos
concavos.

Atualmente, & vasta a literatura em programagao c¢dncava,
sendo que alguns algoritmos propostos para problemas gerais sao fa

cilmente adaptados aos problemas de fluxo.
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1.2) PROBLEMAS DE LOCALIZACAQO E TRANSPORTE:

0 estudo deste tipo especial de problema se justifica da
do que a sua metodologia de solugao & aplicavel a problemas mais
gerais de fluxo de custo minimo com custo concavo.

0 problema de localizacao consiste em determinar:

a) Um subconjunto de locais, entre todos locais possIveis,onde de-
verao ser instaladas determinadas facilidades (fdbricas ou arma

zéns) .

b) Quais as quantidades que deverao ser transportadas destas faci
lidades aos centros consumidores de forma a atender as demandas

nestes centros a um custo minimo.

0 que coloca estes problemas na classe dos problemas de
fluxo de custo mInimo cdncavo @ a forma especial da fungac objeti=-

vo.

Esta fungao envolve os custos de transporte € o0OS Custos
sobre as facilidades. Em geral, os primeiros sao lineares, 3Jji as
fungaes custo sobre as facilidades refletem economias de escala ,
sendo gue o fator variavel destas funcdes engloba os custos de
produgao ou armazenagem, custos de operagao e manutengac das faci~
lidades consideradas, etc., e o custo fixo para se construir a fa
cllidade.

Na formulagao do problema, poderao haver ou nao  restri-
gées de capacidade sobre as facilidades, 0 que separa os problemas
de localizacao em duas categorias, uma para os problemas capacita-
dos e a outra para os nao capacitados.

Os algoritmos utilizados para a resolugdo de tais proble
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mas sdo de varios tipos: heurIsticos, de separacao e avaliagao, de
programagao mista e os de decomposigao.
Inicialmente ser@c colocados alguns trabalhos onde técni

cas heuristicas foram utilizadas.

1.2.1) ALGORITMOS HEURISTICOS:

Os algoritmos heuristicos contentam-se em obter boas solu
¢Oes para os problemas em que sao aplicados, dadec que para estes
casos, fatores como a capacidade de memdOria do computador e o tem
po de execugao estao sendo priorizados.

As vantagens do emprego destas técnicas sdo as sequintes,

como colocam Kuhen e Hamburger [18] .

1) Simplicidade computacional que resulta numa redugdoc substancial
no tempo de execugaoc permitindo o tratamento dJde problemas de

grande porte.

2} Flexibilidade com relacao ds fungbes custo, eliminando a neces

sidade de suposicoes restritivas.

Nos primeiros trabalhos publicados sobre problemas de lo-
calizacdo estas técnicas foram amplamente empregadas; atualmente,
dada a existeéncia de eficientes algoritmos exatos, Jjustifica-se o
emprego destas técnicas somente a problemas em que a obtencao da

solugao Otima seja impraticavel.

O trabalho sobre problemas de localizacao dJe armazéns
apresentado por Baumol e Wolfe [ 5] em 1957, parece ser o pilonei-
ro desta categoria.

No problema por eles proposto, alguns armazéns deverao



ser alugados entre os varios armazéns piblicos disponiveis, de for
ma que estes sejam centros intermediarios entre as fabricas e os

centros consumidores, como mostra o esquema abaixo:

CENTROS
FABRICAS ARMAZENS CONSUMIDORES

® 10 o
® 0 ®

v

LR )
LRI N ]
IO

}/}T\ >
O, ) O
Baumol e Wolfe ndo consideram relevantes as limitagdes de

capacidade dos armazéns, dado que o espago requerido por uma fébr{
ca consiste em uma pequena parcela desta capacidade.
Propdem uma técnica heurlIstica para obter um otimo local,

que requer a resolugao de um problema de transporte a cada itera -

gao.

FORMULAGAO DO PROBLEMA:

[ q
: = s YN . R + EW.(Z R + ZF. . . O 1

s.a: [ I X.., = S, i=1l...m
ik ijk i

¥ .., =D k= 1...n
i3 ijk k

X135k 2 0 ¥vi=1l...m

j = l..‘g

k= 1l...n

| L. y. =0, 1 j=1...8




onde:

xijk: quantidade transportada da fabrica i, para o centro consumi

dor k, via armazém j.

I quantidade disponivel na fabrica i.

Dyt quantidade requerida no centro consumidor k.

cij: custo de transporte, unitario, da fabrica i para © arma-
zém Jj.

djk: custo de transporte, unitario, do armazém 3j para o cen-

tro consumidor k.

W.(.): fungao custo de armazenagem.

J
vy. = 1 se I . . > 0
3 i 13k
y. = 0 se I = 0
3 ix Ldk
Pj: custo fixo incorrido ac se alugar o armazem j.

Portanto as fungoes custo de transporte sao lineares e as
funcoes custo de armazenagem sao concavas envolvendo ou nao custos
fixos.

O algoritmo proposto & o seguinte:

INICIALIZAGRO:
Para toda fabrica i, i=1,...,m , e centro de consumo k,

k=1,...,n , determinar o menor custc de transporte:
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0
cik = m%n (cij*'djk)

Com estes custos, resolver um problema de transporte das

fabricas para os centros de consumo.

ITERACAO r:
r-1 ~ i
Seja {x;, } @& solugao obtida na iteragao r -1.

Seja I erl o fluxo total no armazem j na iteracgao
i,k ijk
r-1.
a) Calcular os custos marginais de armazenagem:

Custo total de armazenagem no armazeém j, & dado por:

W, . (1 x )4 com QO<g<l

317 74 13k

O custo marginal sera:

g
d W, (¢ xijk)

3 -
1.k = q. Wj' (izk ijk)q .
a = xi'k !
ix

b) Obter os novos custos para o problema de transporte:
Para cada fabrica i, i=1,...,n , e cada centro de consumo Xk,
k=1l,...,n , este custo & dado por:

q-1
r _ r=1
Cix = m%n (cij+-djk+-q. Wj' (.E xijk) )
1 i,k

c) Resolver o novo problema de transporte.
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TESTE DE OTIMALIDADE:

xr-—l - 1 xF
ijk ik ijk !

©

(o1}

r
1k

Se I a solugao da iteracao r

ik

ma.

Caso contrario, executar a proxima iteragao.

Um problema exemplo envolvendo duas fabricas, cinco arma-
zéns e oito centros consumidores, fel resolvido A4 mao. Os custos
de armazenagem sao dados pela raiz quadrada do volume armazenado e
naov envolvem cuslos fixos,

A solugdo obtida ndo & satisfatdria, pois solugbes melho
res foram obtidas, posteriormente, por outras técnicas heuristicas,

Uma 0ltima observacao a ser feita & com relacac aos cus-
tos fixos, que parecem ser esquecidos pelo algoritmo, dado que em
nenhum passo eles sao considerados, e que o cilculc das derivadas
e o algoritmo de transporte nao sac bem designados para trabalhar

com fungoes envolvendo elementos fixos.

0O problema proposto por Manne [}0], consiste em instalar
origens de suprimento (tais como fabricas, armazéns) que deverao
atender certos centros consumidores. Manne nao considera centros

intermediarios e o problema pode ser assim esquematizado:

ORIGENS DE CENTROS
SUPRIMENTO CONSUMIDORES
: 5 (1)
’//-?

(=) =(2)

e 0



sendo:

"

ij’

ot
-
1

ij
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A formulacao do problema & a seguinte:
Min: 2= I bys.x;5+IF; .y,
ij i
s.a: ri xij = Dj. j=1,...,n
y; =0 X,.= 0

Se 1 entao 13 i=1...m

_#ij > 0 Yy = 0 oul
L

quantidade transportada da origem i ao centre consumidor j.

1 se uma fabrica (ou armazem) for instalada no local i.

0 caso contrario.

Cy 4 +t; + onde:

cij: custo unitadrio de transporte da fabrica i para o centro
consumidor 3j.

t;* ocusto unitirio de produgao na fabrica i.

custo fixo que incorre ao se instalar uma fabrica no local i.
demanda a ser suprida no centro j.

numero de locais possiveis para a instalagao das fabricas.
nimero de centros consumidores.

Dada a simplicidade da formulagao (problema € nac capaci
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tado e ndo existem centros intermediirios), observa-se que o pro-
blema resultante da fixagdo de um vetor de localizagao
Y = (yl...yn), pode ser resolvido por inspecao.

0 algoritmo consta dos seguintes passos:

1) INICIALIZACAO:
Determinar um vetor de localizacgao central YO, arbitrando

0os valores das variaveis Yy- 0 = (Yyevey)) o

2) ITERACAO k:

Seja Yk o vetor localizagao central nesta iteragdo. De

terminar os vetores Ykl,...,Ykn , Sendo que
y?l - y? V3 # i i=1l...n

ki
Para cada vetor y ;, determinar os valores

* = i =
bij = min {bij | y; = 1}
para Jj=1...n , de forma que o vetor solugac X & obtido, fazendo
Dj para 1 = i*
X,. =
i 0 caso contrario.
Seja Z(Ykl) o valor da funcao objetivo quando o vetor

v* 2 fixado.

3) TESTE DE OTIMALIDADE:
Se Z(Ykl) < Z{Yk) para algum i, faga Yk+l = Ykl e
retornar ao passo 2; caso contrario, a solugéo obtida ao se fixar

v® serd considerada a solugao para o problema.

E interessante aplicar este algoritmo a problemas com mui
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tos locais posslveis, de forma que o nimero total de vetores loca-
lizagao Y gerados pelo algoritmo sera pequeno em relagao ao nimero
total, 2", de vetores de localizacdo possiveis.

0 algoritmo foi testado, computacionalmente, na resoluqao
de problemas envolvendo 6, 8 ou 10 locais em potencial para a ins
talacdo das fabricas, de modo que uma solugao exata poderia ser ob
tida pela enumeracao dos vetores Y.

Dada a possibilidade de obter esta solugao exata, os valo
res 2 e I, puderam ser comparados, onde, Zgm e o valor da

oT

fungao objetivo na solugao otima exata e Z,, o valor desta fun

Af
¢do na solugdo obtida pelo algoritmo.
' Z,~2

Para cada problema, a porcentagem X = —§§-92 foi calcu

oT
lada.

Para se determinar o vetor ' inicial, tres  estratégias

foram comparadas:

A: a melhor localizacao posslvel para a instalagdo de uma {nica

fabrica.
B: localiza as fabricas em todos os locais possiveis.

C: escolhe a solugao de menor custo, entre as solugoes obtidas

por A e B.

De acordo com os testes realizados com problemas com 8 1o
cais possiveis, conclui-se que o algoritmo produz solucgoes satisfa
torias, sendo que a maior porcentagem de erro foi de 13%, obtida
com a estratégia B. A estratégia C revelou-se como a mais eficien-
te no tocante a proximidade da solugao obtida com a solugaoc 6tima,

sendo que o custo extra de computa¢ao incorrido ao se determinar o
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vetor Y0 inicial através desta estratégia, & compensado pela peque
na margem de erro obtida,

E, concluiu-se ainda, (0o que ja era esperado), que a por
centagem de erro X, aumenta significativamente com o aumento  dos
custos fixos. (Nos testes realizados, os custos fixos eram iguais
em todos os locais possiveis.)

Dentre os algoritmos heuristicos destaca-se ¢ proposto
por Kuhen e Hamburger [18], em 1963,

Na formulagao do problema sao considerados varios produ-
tos. Os armazéns a serem implantados sao capacitados e constituem
centros intermedilrios entre as origens dos produtos e os centros
de consumo. As fungbes custo de transporte sao lineares e as fun-
coes custo de armazenagem sao do tipo linear com custo fixo, ou es
tritamente concava com ou sem custo fixo,.

O programa heuristico proposto consta de duas partes:

a) Programa principal, que inicia com apenas um armazém e prosse-
gue adicionando novos armazéns, um a um, até que a adig¢ao de qual

quer outro armazém prejudique o custo total do sistema.

b} Subrotina que & executada com o objetivo de melhorar a solugao

obtida no programa principal.

A experiencia computacional do algoritmo £foi realizada
com 12 problemas sendo cada um constituido por uma fabrica, 50 cen
tros de consumo e dentre estes, 24 locais em potencial foram consi
derados para a instalacao dos armazéns.

Cada problema considera somente um produto e o0 mesmo cus-

to fixo para qualquer local em potencial,
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O tempo de execugao dispendido para obter uma solugiao pa-
ra 0s 12 problemas, no programa principal, totalizou 72 minutos

nur IBM650 (em média 6 minutos por problema).

Testes posteriormente realizados com algoritmos exatos,
revelam a eficiéncia da técnica proposta por Kuhen e Hamburger da
da a proximidade da solucgao obtida por esta técnica com a solugao
otima obtida por aqueles algoritmos.

Em alguns casos a solugao Gtima foi atingida, porém o al
goritmo nao estd estruturado para reconhecer a sclugao otima gquan

do esta e obtida.

No problema formulado por Feldman et al.[10] a funcioc cusg
to de implantagac de uma facilidade tem a forma de uma fungdo es-
tritamente concava, continua.

A técnica heuristica proposta, ao contrario & de Kuhen e
Hamburger, instala os armazens em todos os locais possiveis e eli
mina os armazéns um a um, até que a eliminacdo de qualquer armazém
ativo torne a solugao infactivel ou nao produza uma redugdo no cus

to total do sistema.

1.2.2) ALGORITMOS DE SEPARACAQ E AVALIACEO:

0O algoritmo de separagao e avaliagao proposto em 1965 por
Efroymson e Ray [;?] foi o primeiro algoritmo exato colocado para
a resolucao de um problema de localizagao.

A formulacdo do problema € a seguinte:
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Min: 2= I c,..X,. + & F.. v,
15 i3 ij i 1 Yy
S.a: [ Z K..=1 j=14r..-;n
. ij
1N,
]
X X.. € N. . ¥V, i=1,...,m
ijg — 71 i
JGEPi
I x,. > 0 i=1,...,m
. ig ~ !
JEPS
] L Yl-O'l
sendo:
X4t fragao da demanda do centro j suprida pela fabrica i.
v, = 1 se a fabrica i for instalada.
0 caseo contrario.
c,.s k.. .D, cnde:
ij° "ij c vie
tij: custo unitaric de transporte da fabrica i para o centro
consumidor 7.
Dj: demanda total no centro consumidor j.
Fi: custo fixo que incorre ao se intalar uma fabrica no local i.
Pi = conjunto dos Indices do centro de consumo atendidos pela fa-
brica i.
n; = namero de centros de consumo em P,
Nj = conjunto dos indices das fabricas que podem suprir o centro -

de consumo Jj.



m = numero de locals possiveis para as fabricas.

numero de centros de consumo.

e
1l

A ideia basica do algoritmo é resolver uma sequéncia de
problemas lineares que sdo obtidos através da fixagao das varia-
vels Yi-

Inicialmente, resolve-se um problema linear, obtido ao se
relaxar as restri¢des de integralidade, impondo somente que Oiyigl
para i=1,...,n,

Iteragac r: seja Z, © valor da fungao objetivo obtido
no nd k da arvore gerada pelo algoritmo.

Escolher

2 = min {Z k=1,...,r-1}

k

ou seja, Z & o menor valor obtido para a funcdo objetivo até a ite

K |

ragao r-1.

Seja ¢ o nd da arvore tal que 2t = F .

Se todas as variaveis y; forem inteiras no nd ¢, a solu
cao deste nd sera a solugdo Otima do problema. Caso contrario, es
colher Ygr tal que 0 < Yo < 1, sendo que ao conjunto PS pertenca
o centro consumidor de maior demanda.

Ranificar o nd % em dois nds, sendo que em um deles fixa
—se y, em zero e no outro, em um.

Resolver os dois problemas de transporte resultantes des
ta ramificagao.

Efetuar iteracao r+l1 .

Os problemas de transporte gerados pelo algoritmo sdo de
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resolu¢ao quase que imediata, dado que o problema, inicialmente

proposto, e naoc capacitado.

Efroymson e Ray, provam em seu artigo que a solucao Otima

para tais problemas sera:

91 9k
1l se Ciat g = min Cy 4 + .
o = 7 M xerur,t ) Tk
i3
0 caso contrario
i n; jep, 13 i€ K2
i
sendo:
Ky = conjunto dos indices onde y; = 0
Ky = conjunto dos indices onde y, =1
K, = conjunto dos Indices onde y; nao

esta especificado e

T k € K
Ik

0 k €K
0 algoritmo permite também o tratamento de problemas com
as sequintes fungoes custo de instalacgao das fabricas: linear com
custo fixo e linear por partes (com dois segmentos lineares) com
ou sem custo fixo.
Dado que a principal dificuldade com o algoritmo & a capa

cidade de memdria do computador necessaria para armazenar as infor

magoes de cada no da arvore gerada pelo algoritmo, Efroymson e Ray
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incorporam aoc algoritmo: algumas simplificacdes, efetuadas em cada
né gerado, para diminuir o numero de ramificagoes procedentes des-
te nd; eliminam de futuras consideragdes agqueles nds, cujas solu-—
¢Oes fornegam & fungdo objetivo um valor superior dquele obtido em
alguma solugdo factivel de algum nd; se um nd k é obtido, tal que

sua solugdo seja factivel e K- 3 < &, entdo, esta solugdao seréa

aceita como solugac Stima, onde Z &€ o menor valor obtido para a
fungao objetivo até esta iteragao e ¢ & um valor pré-estabelecido.
Um teste computacional deste algoritmo na resolugaé de um

problema com m=50 e n=200, consumiu, aproximadamente, 10 minu-

tos de CPU num IBM 7094.

Khumawala [17], em 1972, aperfeigoa este algoritmo.

Adiclona regras para ramificagao de um determinado né da
arvore, ou seja, estabelece regras formais para a escolha da fabri
ca livre que devera ser fixada como aberta ou fechada.

Propoe também algumas melhorias ao programa computacional
do algorltmo, tais como, eliminagdo de nds com solugdes infacti-
veis, ou de nds ji ramificados, com o objetivo de diminuir a capa
cidade de memdria necessiria para a execugdo deste algoritmo.

OalgorIitmo aperfeigoado encontrou solugoes Otimas para pro

blemas com m=25 e n=50, num tempo menor gue 17 segundos {CDC 6500).

Kaufman, et al. [16], adotam uma formulagao semelhante &
do problema de Efroymson e Ray, porém, consideram armazéns como
centros intermediarios entre as fabricas e os centros consumidores,

0 problema consiste em localizar simultaneamente fabricas
e armazéns.

0 algoritmo proposto é do tipo separagdo e avaliagao e &
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uma extensao daquele proposto por Efroymson e Ray.

A experiéncia computacional na resolucac de problemas com
10 locais possiveis para as fabricas, de 15 a 40 locais possiveis
para os armazens e 50 areas de demanda, revelou gque o tempo maximo
de execugao requerido foi de 382 segundos de CPU (6 minutos e 37
sequndos} num CDC 6500.

Dentro da categoria dos problemas de localizagao capa
citados, temos o proposto por Marks [22].

Em seu modelo os armazéns a serem instalados constituem
pontos intermediarios entre as fabricas e os centros de consumo, e
possuem capacidade limitada.

A formulagao do problema & a sequinte:

C,. « X,. T

CH

fMin: I F,. vy, +

RRERRE iglj i3 77 Skt ¥k
"n
S.a: iil Xpi < Sk k=1,2,...,p
n p_
jil xij = kil Xy s i= 1,2,¢v.m
P
kil Xpy S Qi‘ Yi i=1,2,....m
p! < 3 % <pU i =1,2,...,n
3 =421 713 = 7
ilj' ;ki > 0 e inteiros
[ L wred

onde:




il

af

ij

ki

ij

ki
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1, se um armazem for instalado no local i.

0, caso contrario.
fluxo do armazém i para o centro consumidor 3.

fluxo da fabrica k para o armazeém i.

cij+Rj' custo unitdrio associado & transferéncia do produto

do armazém i para o centro consumider j onde:

cj4i custo unitario de transporte.
Rj: custo unitdrio associadc ao uso do centro consumidor j.
Cii + TtV custo unitario associado a transferencia de

produto da fabrica k ac armazém i1, sendo:

custo unitario de transporte.

il

ki
T, = custo unitadrio associado ao uso da fabrica k.
Vi = pusto unitarioc associadoc ao uso do armazem i.

custo fixo que incorre ac se estabelecer o armazem i.
suprimento total na fabrica k.

limite inferior sobre a demanda no ¢entro consumidor Jj.
limite superior sobre a demanda no centro consumidor j.
capacidade do armazem 1i.

nimero de locais para instalagao dos armazéns.

nimero de centros consumidores.

numero de fabricas.

"
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Nota-se, pela formulag¢do, que a funcdo custo de instala-

¢dao & linear com custo fixo.

O algoritmo proposto & do tipo separagdo e avaliacao e re
solve uma sequéncia finita de problemas de fluxo de custo minimo
usando um algoritmo "out of Kilter".

Inicialmente, supGe que todos os armazéns sdo instalados
e determina uma fungdo linear aproximada para cada fungao custo de
instalagao do armazém i.

Esta fungao, na formulagdo do problema sera:

f,lw,) = V,.wWw.+F,
i i

P
ocnde w, = I x

I xe1

Sua funcao linear aproximada sera:

ki °

fi(wi) = v, +

Graficamente, tem-se

)
g\

) Q oWy

A funcgdo linear aproximada & uma subestimacao da fungao

custo original de instalacg@o do armazem i.

Calculados estes custos, resolve-se um problema de fluxo
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de custo minimo usando o algoritmo "out of Kilter".

Se a solugao deste problema for tal que o fluxo atraves
de cada armazém for zero ou Q., a solugao Otima foi obtida.

Caso contrario, o processo de ramificacdo devera ser efe
tuado. Escolhe-se um armazém cujo fluxo ndo seja um dos limitantes,
em um novo nd este armazém serd excluido do conjunto solugdo, ze-
rando-se sua capacidade, e no outro, este armazém sera fixado como

aberto e sua fungao custo original sera considerada.

A experiéncia computacional com o algoritmo revelou-se -
eficiente, e, muitos problemas relativamente grandes foram resolvi
dos em tempos razoaveis de execugao.

E interessante observar que as restricoes de capacidade,
nao considerada por outros autores servem de guia neste processo

de resolugao.

Graciano SA [23], também propde um algoritmo do tipo sepa
racao e avaliagdo para a resolugao de um problema de localizagao
capacitado.

O problema por ele proposto & o seguinte:

(Min: WX,¥) = I fc...X..+ I F,.y¥
15 137713y gp 177
S.az: fg i3 < ki. Y; ied
J
L X,. =D i £ J
5 4] 3 ]
Xiq 2 0 ¥ i, 3
Yy = 0,1 iep
Yy = 1 ie1I-p
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onde:

X4t quantidade transportada da fabrica i para o centro consumi-
dor j.

y; ¢ i €P=1 se uma fabrica for instalada no local i.

0 caso contrario.

.+ custo de transporte da fabrica i para o centro j.

ij
Fi: custo fixo incorrido ac se instalar uma fabrica no local i.
ky: capacidade de producao da fabrica i.
Dj: demanda no centro j.
I: conjunto dos locais onde as fabricas jA estio, ou deverao
ser instaladas.
= subconjunto de I:; constituido dos locais possiveis para a

instalagao das fabricas.

Sa propde um algoritmo do tipo separagdo e avaliagao, que
inicialmente considera todas as fabricas instaladas. Os problemas
resultantes de uma certa localizacldo sdo resolvidos pelo algoritmo
"out of Kilter".

Da experiéncia computacional conclui-se gue © algoritmo
deve ser aplicado a problemas onde o numero de variaveis inteiras
esteja em torno de 25.

Para a resolucgao de problemas em que este nimero & excedi
do, Sa propce um algorIitmo aproximado para obter boas solugoes.

Nos testes realizados com os dols algorltmos para a reso

ELEEIFRTY
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lugdo dos mesmos problemas, verificou-se que as solugBes obtidas
pelo algoritmo aproximado foram frequentemente Otimas ou bem proxi
mas da solucgdo Otima, num tempo de execugdc bem menor que o reque
rido pelo algoritmo exato.

Para citar um exemplo, para um problema com 24 variaveis
inteiras, o algoritmo aproximado obteve a solugao otima em 5 minu-
tos e 38 segundos, enquanto que o algoritmo exato usou 15 minutos

{(IBM 360/65).

Um eficiente algoritmo do tipo separagao e avaliagdo para
a resolucdo de um problema de localizagao capacitado, foi proposto
por Akinc e Khumawala [ 2].

'Este algorItmo & uma extensao, para o problema capacita-
do, do algoritmo proposto por Efroymson e Ray, no que se refere a
fixacdo de alguns armazéns permanecendo os outros livres, e a ex-
tensdo desta solugao para se obter solugdes factiveis melhores pa

ra o problema.

Os problemas propostos por Kuhen e Hamburger 18], foram
usados para testes computacionais com o algoritmo, e, dado que es-
tes mesmos problemas foram testados por Sa e Elweln, os tempos de
execugdao foram comparados, revelando-se o algoritmo de Akinc e Khu
mawala bem mals eficiente; sendo que obteve solugdes Otimas para
problemas que os algoritmos exatos de Sa e de Elwein ndo o conse
gulram, por excesso da capacidade de memdria requerida ou de tempo

de execugao.

O problema de localizagao proposto por Soland [24] & mais

geral, no sentido de que tanto as fungdes custo de instalagac das
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fabricas quanto as fungdes custo de transporte envolvem economias
de escala,

A formulag@o & a seguinte:

(Min: 2 = £, (y,) + £ t, . {(x )
1 ii 13 14743
S.asd ;:- xij = I'j 1 = lr-.ofn
§x1j=yiiai 1 =dseooym
xij >0
y; 20
onde
X; 5t quantidade anual transportada da fabrica i1 para a cida
de j.
yi=2xij: producao anual na fabrica i.
3
fi(yi): custo de construgdo e produgao na fabrica i.
a: capacidade de produgao na fabrica i.
tij(xij): custo de transporte da fabrica i para a cidade j,
0 algoritmo proposto € do tipo separagdo e avaliagdo e
consiste na resolugdo de uma sequéncia de problemas lineares de

transporte resultantes das subestimagoes lineares efetuadas sobre
as fungdes custo.

Este algoritmo & uma versao simplificada do algoritmo pPro
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posto por Falk e Soland [:8], para problemas de programaqﬁo nac -
convexa, e estes dois trabalhos serao descritos com mais detalhes
no seqgundo capitulo dado cue constituem a base para o desenvolvi-

mento computacional desta pesquisa.

1.2.3) ALGORITMOS DE DECOMPOSICAQ:

Entre os algoritmos que fazem uso de técnicas de decompo
sigdo, podemos citar o de Balinski [4 ], como o pioneiro desta ca-
tegoria de algorltmos para a resclugac de um problema capacitado.

A formulagao do seu problema e a seguinte:

Min: Z=I fc,,.x,.+ I PFP,.y
i3 i3 ij ; i
s.a: _? Xyq = 1 9 =1,...,n
i
i3 LY ¥ oi,3
xij > 0 ¥ i,]
| |_ Yi = Ofl i = 1,...,m

Esta formulagdo serviu de base para a formulagao do pro-
blema proposto por Efroymson e Ray, sendo que o significado das va

riaveis e constantes € o mesmo.

0 algoritmo proposto utiliza a decomposigao de Benders ,
que consiste em separar a parte inteira da parte real do problema

e resolver os problemas resultantes separadamente, mas dirigidos

por um esquema coordenador.

Geoffrion e Graves [13] relatam uma bem sucedida aplica-
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cdo da decomposicao de Benders para resolver problemas de localiza
cao de armazéns considerando multiprodutos, onde o esquema de de-
composigﬁo separa a parte inteira da parte real e esta por sua vez
e constituida de varios problemas de transporte independentes, um
para cada produto considerado.

Experiéncias computacionais envolvendo 14 fabricas, 17
produtos diferentes, 45 locais possiveis de instalacgao e 121 cen-
tros consumidores foram realizados, sendo que o0 tempo de execugao

foi em média igual a 1 minutc num IBM 360/91.

1.3} PROBLEMAS DE TRANSPORTE COM CUSTO FIXO

Num modelo de transporte com custo fixo, as restricgtes -
sao semelhantes ds de um problema de transporte, porém, os custos
de transporte sao lineares com custo fixo.

A formulacao para tais problemas & a seguinte:

Min: ¢ [Cij. Xj5 %+ Fygo yij]
1]
s.4a: dz xij > Dj 3= 1,2,.044n
§ xij < Si i=1,2,....n
3
ij L™i5 - Yy ¥ i3
iy = 0 ¥ i, ]
i | Yig 7 0,1 ¥ i, ]

onde:
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quantidade transportada da fabrica i para o centro consumi-

13°
dor j.
Yi4° l se rotade i+ j for aberta.
0 caso contrario.
cij: custo de transporte da fabrica i para 9 centro consumidor j.
Fij: custo fixo ao se implantar uma rota de i - J .
Dj: demanda no centro j.
S, suprimento na fabrica i.
mij: min (Dj,Si) .

Balinski, em 1961, propos um algoritmo para obter  solu-

cOes aproximadas para tais problemas.

Um algoritmo exato foi proposto por Murty [21], em 1968,
Seu procedimento se baseia no fato de que a solugao Stima
ocorre num ponto extremo do conjunto solucao.

Murty supoe gque o valor do problema sem os custos fixos,

Zpin’ é finito.

Neste caso, se torna possivel colocar os pontos extremos

em ordem c¢rescente do valor [ I cC,..X,.
i4§ 13713

seja Z, o custo variavel do k-ésimo ponto extremo, onde:
&

> Z 2...> 7

k k=1 -1

Seja F, o custo fixo associado ao k—-ésimo ponto extremo ,

e F -um limite inferior sobre o custo fixo total, entao, F,>F ., .,
min k—"min

Seja T, = min {Z;+ F;} a melhor solugac obtida até a -
P !
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iteragao k.
Murty mostra que uma condicao suficiente para a otimalida

de e Z > T -TF
r —'r nmin

O procedimentoc consiste em eXaminar pontos extremos em or

dem crescente de Z até que o limite superior é excedido, on

Z
max

de 7 =T - F .
max r min

Em testes computacionais realizados verificou-se que o al
goritmo & eficiente em problemas onde os custos f£iX0s 530 pPequenos

quando comparados acs custos variaveis.

Gray [14], em 1968, propoe um algorlitmo, para obter a so
lugcao exata do problema em questao, que consiste na decomposigdo -
do problema num problema mestre inteiro e numa série de subproble
mas de transporte.

Com o objetiveo de diminuir o nimerc de subprcblemas gera-
dos, limites superiores e inferiores sobre o custo fixo total sao
estabelecidos, de forma a se eliminar de consideragao as localiza-
¢oes que ultrapassem estes limites. Também serdo eliminadas as lo

calizagoes que nao satisfagam as condigoes de factibilidade.

[P

A experieéncia computacional revelou que o algoritmo
mais eficiente em problemas onde os custos fixos sao grandes quan

do comparados aos custos variaveis.

Gray [14], propde um algoritmo combinado, que inicia com
uma solugao factivel e aplica o algoritmo de Murty, até exceder o
tempo de execugéo estabelecido para esta fase, ou atée obter um cer
to nimero de pontos extremos. Neste ponto, o algoritmo de Murty
garante que todos 0s pontos extremos com custo variavel menores ou

iguais a Zk’ foram examinados {onde k & atual iteragéo), de forma
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gque um menor valor para o limite superior sobre o custo fixo to-
tal pode ser obtido, e portanto o nimero de subproblemas de trans
porte gerados pelo algoritmo de Gray, serd menor, diminuindo sensi
velmente o tempo de execuqao necessaric para se obter a solugio
otima.

Em alguns problemas esta solugao podera ser atingida na

primeira fase, durante a aplicagao do algoritmo de Murty.

1.4} PROBLEMAS GERAIS DE FLUXO DE CUSTO MINIMO COM CUSTO CONCAVO:

Dentro da area geral de problemas de fluxo de custo mini-
mo com custo concavo, tem-se o trabalho de Zangwill [28], como um
dos pioneiros.

Dado que a solugac Otima para estes problemas ocorre em
pontos extremos do conjﬁntO*soluqﬁo, Zangwill desenvolve alguns -
teoremas para caracterizar tais pontos.

Alguns algoritmos sao entao desenvolvidos para obter as
solugbes para determinados problemas especiais, como: redes com um
unice nd origem e um nd destino, redes com um né origem e varios
nos destino e redes com varios nds origem e um nd destino. Em to
dos os casos apenas um produto e considerado.

Um teorema & ainda estabelecido de forma que redes com -
multiprodutos e com uma Unica origem e um Unico destino poderao

ser reduzidos ao caso de um produto.

Outro trabalho dentro desta area, & desenvolvido por Flo-

rian e Robillard [11].0 problema, por eles tratado envolve um tinico
produto, as restrig¢oes sao as de conservagao de fluxo, este £luxo

-

&€ limitado sobre cada arco, e a fungao objetivo tem a seguinte for
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ma:

I £f..(x..) Xx.. € 10, c

(i,)ea I 13 i3 © 10 ©43
Fx) =
0 .. =0
ij
onde:
Az conjunto de arcos da rede.
ij: fluxo ao longo do arco (i,]).

ciyt limite superior sobre o fluxo do arco (i,3).
fij(.): fungao custo c¢oOncava sobre o arco (i,j).

Estabelecem inicialmente a equivalencia entre um problema
de fluxo numa rede geral e um problema de fluxo numa rede biparti
da, n50~capacitada, reduzindo desta forma o problema inicialmente
proposto a um de transporte com fungao custo concava.

A solugao Otima & obtida por enumera¢aoc implicita do con-
junto de fluxos extremos.

PropGem um procedimento de redugac para a construgao de
fluxos extremos e limites superior e inferior sdo estabelecidos,no
desenvelvimento do algoritmo, para evitar a enumeragao de todos os
fluxos extremos do conjunto-solugao.

Inicialmente, sao obtidos custos lineares sobre cada arco
atraves da subestimagao linear das respectivas fungoes custo conca
vas, sendo F(x) a funcdo objetivo linear.

Um problema de transporte e resolvido e seja x* a sua so-—
lucao.

Seja F {x*} o valor da fun¢gao objetivo original nesta so
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lugao, tem-se entao que:
Flx*) < F* < F (x*)

onde F* & o valor Otimo da fungao objetivo a ser atingido.

O processo de redugao tem inicio, e consiste na ramifica-
cao do no analisado e na obtencao de um fluxo extremo parcial. 0
fluxo complementar a este & obtido, resolvendo-se um problema de
transporte reduzido, com os custos lineares, de forma que novos 1i
mitantes poderaoc ser estabelecidos.

Se em algum né da arvore gerada por este procedimento, o
limitante inferior obtido, for maior que o melhor valor para a fun
¢3o objetivo conhecido, este nd serd eliminado de consideragSes fu
turas, e, desta forma, reduz-se o numero de ramificagSes necessa-
rias para se atingir a solucao Otima.

Testes computacionais nac foram realizados, e portanto na
da se pode afirmar a respeito da eficiéncia deste algoritmo com re
lagao ao tempo de execucao € a capacidade de memdria requerida.

Um Gnico exemplo numérico foi resolvido & mao; a rede ori
ginal consta de 4 nbs e 5 arcos e as fungdes custo sao do tipo li-

near com custo fixe. A solugao otima e obtida no 89 nd analisado.

1.5) PROBLEMAS DE PROGRAMACAO CONCAVA:

O problema geral de programacao cOncava, que consiste em
obter o minimo global de uma fungao cdncava sobre um determinado
conjunto de solugoes factiveis, fol inicialmente estudado por Tuy
[26], em 1964, Fm sua formulagac as restrigOes sido lineares.

O interesse nesta area vem se desenvolvendo devido a uma

série de razdes, entre elas estd o grande nimero de problemas pra-
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ticos que surgem na area de Pesquisa Operacional e Matematica Eco
nomica que, como ja foi visto, esta2o mais proximos do real, quando
as fungoes custo envolvidas refletem economias de escala. Uma ou-
tra razao, @ o fato de poder se reduzir problemas de programagao
inteira 0-1 a problemas de programa¢dc cdncava.

Os primeiros métodos propostos para problemas em dque O
conjunto solugao € um poliedro convexo, usam planos de corte e ou
tros ainda combinam esta aproximagac com subestimagoes lineares
das fungoes cdncavas. Contudo, a convergéncia ndo foi bem estabe-

lecida para tais métodos.

Um algoritmo eficiente do ponto de vista computacional e
também com relagdao a convergéncia foi proposto por Falk e Hoffman
[9], em 1976,

O problema tratado envolve somente restrigces lineares, e
o método proposto utiliza técnicas de relaxagao do conjunto solu-
¢ao e de calculo de envelopes convexos sobre os poliedros obtidos,
de forma gque o algoritmo resolve uma sequéncia de subproblemas con

Vexos.

O algoritmo propostc por Tuy [26], foi aperfeigoado poste
riormente por Thoai e Tuy [25], que descrevem uma classe de algo-
ritmos do tipo separagao e avaliagao para a resolugdo de problemas

desta area, com restrigaes lineares.

O problema tratado por Falk e Soland [ 8] envolve restri-
¢O0es nao lineares, porém a fungado objetivo deve ser separidvel  em
cada variavel. O algoritmo proposto & do tipo separagdo e avalia-

cao e resolve uma sequéncia de problemas convexos.



CAPITULO IIX

UM ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE FLUXO EM REDES COM CUSTQO CONCAVO

2.1) INTRODUCAO:

Neste capltulo serdo colocados:
- Formulagao do problema, objeto de estudo desta pesquisa;

- Uma versio relaxada do algoritmo proposto por Falk e Soland [ 8]

para a resolugao de um problema geral de programagao cdncava;

- 0 algoritmo de Soland, que & muito semelhante & versdc relaxada

do algoritmo de Falk e Soland.

2.2) FORMULACAO DO PROBLEMA:

Seja uma rede com n nds pertencentes ao conjunto !
N={l,...,n1 e m arcos pertencentes ao conjunto A ={(i,j) € NxN}.
O conjunto N & particionado em 3 conjuntos disjuntos:
R: conjunto dos nds origem;
I: conjunto dos nds intermediarios;

D: conijunto dos nds destino.

O problema de fluxo de custo minimo pode ser assim formu

lado:

. j 1]
(1,3) € A 1] ]
n
. - = =
5.4 ‘Zl (xij xji) ri i R
PROBLEMA P J = 1 €1
= =d, i1 €D
1
e
L £ij <%y 2 Lij ¥ (1i,3) A



xij: fluxo sobre o arco (i,]j)

fij(.): fungao custo sobre o arco (i,j); estas fungdes sao cOnca-

vas e supoe-se que fij(O) = 0
iij’ limite inferior sobre o fluxeo ao longo do arco (i,3)
Lij: linite superior sobre o fluxo ac longo do arco (i,3).

2.3) ALGORITMO PARA RESOLUCAOC DE PROBLEMAS DE PROGRAMACAO CONCAVA-
SEPARAVEL:

2.3.1) INTRODUCAOQ:

Este algoritmo foi proposto em 1969, por Falk e Soland

[ 8], para a resolugdo do problema:

s 3

Min: ¢{x}) =

PROBLEMA PS5

onde 1
G = conjunto das restrigoes globais
C =1{x/ 2 < x <L} conjunto das restricoes individuais,
SupOe-se que:
G & um conjunto fechado;
G N C € um conjunto ndo vazio e
wi(xi) & semicontlInua inferior sobre Ci = [ii, Li] e pos

sivelmente nao convexa.

A separabilidade & requerida apenas para fung¢ao objetivo,
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2.3.2) O ALGORITMO:

0 algoritmo geral, proposto para a resolugaoc do problema
PS, &€ do tipo separacdo e avaliacao ({("BRANCH AND BOUND").

No processc de separagao, o conjunto C & particionado em
retdngulos cada vez menores e oS envelopes convexos das  fungdes

wi(xi) sao tomados sobre os respectivos subretanqulos,
No processo de avaliagio, obtém-se limitantes inferiores
e superiores para o valor otimo da fungado objetivo ¢ (x).

Em cada iteragado k do algoritmo, efetua-se o processo de
separagao, de forma que uma fungao convexa ?k(x) & obtida,

- Para se obter os limitantes, resolve-se o subproblema
psk que consiste na minimizagao de Tk(x) sobre G N C e, seja
= a solucao oOtima de PSk, que & factivel para o problema PS.

Desta forma, o algoritmo consiste basicamente na resolu-
¢ao de uma série de subproblemas convexos cujas solugdes, formam
uma sequéncia {(x*}  de pontos factiveis.

Se esta sequéncia for finita, seu Gltimo elemento serz a
solugao Stima para PS. Se a sequéncia for infinita, existird um
ponto de asumulacio x, desde que G N C & compacto e, sob certas
hipoteses este ponto serd a solugdo otima do problema PS.

£ importante ressaltar que, em geral, este algoritmo nao
converge num namero finito de passos e sua convergencia & provada
sob diferentes condigoes.

Falk e Soland propdem ainda um algoritmo relaxado, que se
origina deste algoritmo geral, e, que serd aqui detalhado porque o

método de Soland [24], utilizado na resolugdo do problema P & seme

lhante a esta versao.
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2.3.3) VERSAO RELAXADA DO ALGORITMO GERAL:

Inicializacgao:
Determina-se 0 envelope convexo ?i(xi) de cada fungao
i (x;) sobre todo o intervalo C, = [2;, L,] .

O problema pst ser: :

1 n
Min: ¥ (x) = b ?i(xi)
i=1
s.a: X € GNC
. 1 ~ 1
Seja x  a solugac de PS™ .
Desde que ?l(x) e o envelope convexo de y¢(x) sobre
todo conjunto C, temos que:
?l(x) < p(x) para ¥x &€ G nNnC

Ent&o, se vt (x1) = ¢(xl) . xl serd a solucao &tima de -
PS.

Caso contrario, uma particdo do conjunto C sera determi-
nada (processo de separa¢ao ou ramificacgao), os novos envelopes
convexos serac determinados sobre estas parti¢oes e uma nova itera

¢ao sera efetuada.

Iteragao k do algoritmos

Supor que na iteragao k, o conjunto C esteja particiona

k
do en Py subconjuntos retangulares: C l,...,C Pk . onde
k. k. k.
cd =(x/ 23 <x <L Iy ¢ 3= l,...,pk .
N P k.
Tem-se, desta forma C = U C 3o,

J=1
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Exemplo em IRZ. Supor k=4 e p4=6 .

x2 A
Ly
45
C
C4l C44
cieé . 6 4
C = i) C :]
j=1
C42 c43
S
®
Ls 1
2, = 1L, Ly

X k.
Um ponto X Jec! (i = l,.-.,pk) pode ser determina

do, resolvendo-se os problemas PS5 ).

k. n k.
Min: ¥ J(x) = = ' J (x;)
i=1 K.
pg
k.
s.a: x € AN
k. k.
onde ¢ J{x) & o envelope convexc de ¥ (x) tomado schre c .
k. k. k.
Seja ¢ 1 =¥ Jx I . :
k, K. . Ky A
Sedja u = min {u ] / j==l,...,pk} , entao, x e a :
solugaoc otima, xk, desta iteragao.
kz k£ kg .
Se tivermos ¢ (x ) = 1§ , © ponto X sera a solu-
k
cao do problema PS, pois x % & factlvel para o Problema P e
K k. ’ k,
" £ < ¥ j(x) < v (x) para ¥x € G neg 3
j=ll'ooofpk'
kg kg ’
Se u < ¥(x *)Y o conjunto
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k k k
C LR (x/ 2 E < x <L R}

deveri ser particionado, e para este processo, uma das duas regras

abaixo deverd ser escolhidas:

a) Regra fraca de Partigdo:
Escolher i que maximize a difereng¢a

k k kK

2 L, Mg :
@i{xi ) - ¥y (xi ) i=1,.04yn
A kl kﬂ A
e dividir o intervalo correspondente em [zi » Ly ] em [Ri . Xy ]

k k
3 3
e [xi » Ly ] .

b) Regra forte de Particdo:

Para cada i, 1 = 1,...,n que verificar a relagao:

k k k
2 L £
pilx ) = Vx> 0,
k£ & kﬂ L
dividir o intervalo correspondente [2,7, L,”] em [2;7, x,7],

k k
2
EF Lizj .

k
Efetuada a partigﬁo de C . , tem inicio uma nova itera

¢3o do algoritmo.

No algoritmo geral, requer-se que o ponto xk, solugao

Stima da iteragdc k, pertenga a um subretingulo da partigdo es-
tendida Dk, de Ck .

Obtém-se Dk, estendendo-se, sobre todo ¢ conjunto Ck,
k

todos os hiperplanos que determinam os retdngulos C J , COmMO MOS

tra a figura abaixo:
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6 k. 9 k.
ck = U ¢ J Dk = U p 3
j=1 3=1
xzﬁ X9 R\
L L
2 k 2
5 k k k
. c ol %7
k
ct jc4 k
c 6 ky kg kg
Iy D b
k k k k k
—
o X
_ 1 1
1Y Ly L, = & Ly

A versdo do algoritmo geral, apresentada, e denominada
algoritmo relaxado porque o requerimento acima & dispensado, o que
o torna mals simples de se executar, porém, somente teoremas fra-
cos de convergencia sao estabelecidos,

Estes teoremas, demonstrados por Falk e Soland, sao:

TEQREMA 1:

Se: ¢ & semicontinua inferior, G & fechado e se a re-

gra forte de particac for usada para gerar a sequeéncia {xk} ; en

+ k

tdo existe um ponto limite x de ({x '} que & solugdo Otima do
problema PS.

E, o limite da sequéncia {?k(yk)} é w(x+) onde {yk}
€ uma subsequéncia convergente de (x5

*

TEOREMA 2:
Se: ¢ & continua, G & fechado e se a regra fraca de -

particao for usada para gerar a sequéncia {xk}, entao, existe um
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ponto limite x"  de {xk} que € a solugao do problema P,

E, o limite da sequéncia {wk(yk)} e w(x+) onde {yk}

- - . k
e uma sequencia convergente de {x"} .

TEOREMA 3:

Se: ¢ & coOncava, G um poliedro linear e se a regra fra
- - k -
ca de particao for usada para gerar a sequencia {x°} entac a se-
Ky

quéncia {x & finita e termina num ponto solugdao para o proble

ma PS .

Os teoremas 1 e 2 sao "fracos", desde que nao indicam -
qual subsequencia convergente de {¥*} fornece o &timo global.Con
tudo, uma subsequéncia convergente {yk} de {x} fornece um oti
mo global via os nUmeros {?k(yk)} desde que a sequéncia {?k(xk)}
& monotdnica ndo decrescente.

Quanto ao teorema 3, & idéntico ao estabelecido, para es
tes problemas, pelo algoritmo geral, porém, parece possivel que es

ta versao possa gerar pontos xk que nao sejam pontos extremos de

cnNC .

2.4) ALGORITMO DE SOLAND:

O objetivo inicial do trabalho de Soland [24], & a reso
lucdo de um problema de localizacgdo, no entanto, o algoritmo pro-
posto resolve um problema mais geral: minimizar uma fungdo concava
separdvel sobre um poliedro linear, assim formulado:

n
Min: F{x) = iil fi(xi)

s.a: X € G nNn¢C

PROBLEMA PS

i
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onde 3
G = {x / AXx = bl
C = {x/ & <x <L}

f; (x;}: funcdo cOncava sobre o intervalo [ai,'Li] .

Este algoritmo & semelhante 3 versao relaxada do algorit
mo proposto por Falk e Soland [ 8], porque resolve uma sequencia

finita de problemas convexos, porém, o conjunto-solugac G N C &

o0 mesmo para todos estes problemas, 0 que torna este método imporx

tante para resolugdo de problemas em que o conjunto das restrigoes

tenha uma estrutura especial, como os problemas de localizagao, de

fluxos, etc.

2.4.1) FASES DO ALGORITMO:

Dado que o algoritmo & do tipo separacao e avaliagao,

cada nd gerado pelo problema envolve as fases:
- uma partigao do conjunto C

- calculo dos envelopes convexos das fungoes £, (x;) sobre os no-

vos subretiangulos obtidos no processo de partigao
- resolugdo de um problema convexo
- cAlculo dos limites inferior e superior

- teste de otimalidade.

Abaixo, cada uma destas fases sera descrita com detalhes,

A notagao utilizada, &€ a seguinte:

NO, Nl, N2,... : nés da Arvore gerada pelo algoritmo;
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LF(N°) : limite inferior do valor Stimo de F(x) sobre GncC* ’
no nd N° :
LS(Nk) : limite superior do valor &timo da fungéo objetivo, sobre
GnC, no no Nk;
F(NS) : valor da funcao objetivo no nd N |

2.4.1.1) CALCULO DOS ENVELOPES CONVEXQ0S:

Supor que no nod N o conjunto c* considerado, seja:

k} onde Ck cc .

K=x/Fcx<r
0 envelope convexo ??(xi) da fungao fi(xi), & a fun-

¢ao linear definida’por:

kK, ,k k
=
k, k _ k
?i(zi) = fi(Li)
come mostram as figuras abaixo:
¥
§ . APy
f (x )}\ ,_‘__1'/
il -

%V




Desta forma, tem-se que:

k k k
vox) < £ () x, € BN
k k k
2.4.1.2) CALCULO DOS LIMITES INFERIQRES:
n
Seija Tk(x) = I Tk(x.) x € Ck .
. R
i=1
Entao
k ,
Min: V¥ (x) Min: F(x)
-
x € anck - x € gnck
mas ,
Mins Wk(x) Min: ?k(x)
< k
X € GnC - X s G N
portanto:
Min: ‘Pk(x) Min: Fix)
<
x & &GN - X e GO C

UNICAMP
RIBL T TTNTRAY

.50.

Tiih]0Q
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Portanto, para se obter um limite inferior LF(Nk}, bas

ta resolver o problema PSk :

Min: ?k(x)
X € GgnNC

Sua solucao Otima x° & factivel para o problema PS e
o valor ?k(xk) & um limite inferior scbre o valor otimo de F(x)

sobre G N Ck .

2.4.,1.3) CALCULO DOS LIMITES SUPERIORES:

Desde que em todos os problemas Psk, o conjunto de resg
tricdes considerado & G N C , a solugdo Stima, xk, de cada um
destes problemas & factivel para o problema PS, e desta forma, 0

algoritmo gera uma sequéncia {xk} de pontos factiveis.

Seja LS(Nk) = F(xh} R onde:
h, _ J .
F(x') = min F(x") j=1,...,k
J

Entao, LS(Nk), serd o limite superior sobre o valor -
dtimo da fungﬁo objetivo sobre G N C na iteracao k, e xh & a me

lhor solugdo conhecida até esta iteracao.

2.,4,1.4) TESTE DE QOTIMALIDADE:

Entre todos os nds intermedidrios (nds ainda nao ramifi-
cados) escolher o que possuir o menor limite inferior.
Seja Nt este ns.
t k - k - -
Se LF(NT) » LS{N") , entao, LS{(N") sera o valor oti

mo para a fungao objetivo, e X' a solugao Otima para PS .




.52.

-

Se LF(Nt} = LS(Nk) = F{Nt) , a solugﬁo obtida em Nt e
a solugao Otima para o problema e F{Nt) é o valor minimo para a
funcao objetivo.

Se nao ocorrer nenhuma destas situagdes, © processo de ra

mificagdo deve se repetir.

2.4.1.5) PROCESSO DE RAMIFICACAO:

Seja N* o nd escolhido para ser ramificado, na iteracdo

Cabe agqui, colocar que o nod Nt , hao precisa ser neces-
sariamente o nd intermedidrio com menor limite inferior, outros
processos de escolha poderao ser adotados.

O nd N serd ramificado em dois novos nds: NSl e Nk+2,

através da regra fraca de particio colocada por Falk e Soland [ 8]

Seja x* a solucdo obtida em N .

Escolher 1 gue maximize a diferencga: fi(xi) - ?E(xi) '
i=1l,...,m e dividir o intervalo correspondente em: [RE; XE]
r r
e [x;, L7] .
Os envelopes convexos da funcao f,;(.) sao tomados sobre

05 novos intervalos, permanecendo 0s outros custos lineares ©s mes
- r
mos que aqueles do no N .
Neste processo de ramificacac pode nao parecer oObvio que
-~ - s - Y r r
a solucao otima x do no N pertenga ao intervalo [e, 7],

pois o conjunto solugao considerado na resolucac de ps’ foi GNC

- r
e naoc G N CT .

r
Na verdade, nada garante que xi = [ﬁr, Li] ; Ppara qual-

quer i, contudo, desde que Nr foli escolhido para ser ramificado,




tem-se que :
LF (N°) < LS (N%)

r

e LF(NT) = & (xF)

< F(xr)

e, entdao, para algum i, tem-se que :
r, r r
Portanto, embora xr possa nac pertencer ao retangulo Cr,

uma de suas componentes xi devera estar no intervalo (Ri, Li) .

2.4.2) CONVERGENCIA DO ALGORITMO:

A convergéncia deste algorItmo & estabelecida de uma ma-
neira mais simples gque a do algoritmo relaxado de Falk e Soland.

Devido a validade dos limitantes inferior e superior e -
desde gque em todos os subproblemas PSk, o conjunto~solucgao consi
derado e G N C, de forma que todos os pontos extremos sdo consi
derados, tem-se que, se O algoritmo terminar no estagio s, a me-
lhor solugdao obtida ate este estagio serd a solucdo Otima para o
problema.

Deve-se provar, portanto, que o numero de iteragoes reali

zadas, para a resolu¢ac de um problema, e finito.

TEOREMA: O algoritmo obtem uma solugao Ootima apds um namero fini

to de iteracoes.

DEMONSTRAGAO: Inicialmente, & importante ressaltar que: o conjun

to-solugdo G O C & um poliedro linear e possui um nimero finito

de pontos extremos; desde que os problemas gerados pelo algoritmo
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sao lineares, sobre G N C, a resolugao de cada um desses subpro-
blemas fornece um ponto extremo deste conjunto-solucgao.

Deve~-se provar que o numero de subproblemas possiveis &
finito, o que resulta na demonstracao de que somente um numero f£i-
nito de possiveis conjuntos Ck podem ser obtidos no desenvolvi-

mento do algoritmo.

Seja E o conjunto dos pontos extremos de G N C ;
seja E;, i=1l,...,n , o conjunto das projegoes de E so
bre o i-esimo eixo coordenado;

-

= El X E2 ¥...X En .

Assim definido, E & um conjunto finito de pontos do con

o]

seja

junto C .

0 algoritmo & tal que cada retdngulo ck € definido por
um conjunto de 2" pontos de E .

Como E & finito, somente wn nimero finito de conjuntos

ck poderao ser obtidos no desenvolvimento do algoritmo.

2.4.3) TESTES COMPUTACIONAIS:

Estes testes computacionais foram realizados atraves da
execucao de um programa escrito em FORTRAN IV num CDC 6600.

Este programa difere do algoritmo nos sequintes pontos:

a) O nd intermediario a ser ramificado & escolhido entre os dois

ultimos nds obtidos pelo algoritmo;

b) O intervalo [EE, Li] pode ser dividido em um ponto diferente
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O programa foi aplicado na resolugao de alguns problemas
de localizagdo resolvidos por Graciano Sa [23], e anteriormente -
propostos e resolvidos por Kuhen e Hamburger [18] .

A tabela abaixo mostra o nimero de iteragoes efetuadas e
os tempos de execucdao dispendidos na resolucdo dos problemas acima
citados.

Nestes problemas, as fungGes custo de localizagao sdo 1i
neares com custo fixo {exceto uma, que e linear) e os custos de -
transporte sao lineares.

Na tabela, P indica o numero de referencia do problema no
artigo de $a [23]; m,o0 numero de locais possiveis; n, o nimero de
centros consumidores; r, o nimero de fungﬁes custo coOncavas; p, O
parametro de tolerdncia utilizado por Soland; NS, ¢ nimeroc de nds
gerados pelo algoritmo de Soland; TS, o tempo de execugac (em se-
gundos} utilizado pelo seu algorItmo e TG o tempo de execucgdao (em

segundos} utilizado pelo algoritmo de Sa.

P m n r 0 NS TS G
4.1 16 50 15 0.01 241 38.7 50.6
4.2 16 50 15 0.01 19 5.8 108
4.3 16 50 15 0.01 13 4.2 96

5.2 16 50 15 0.01 2279 271.3 457 .2
5.2 16 50 15 0.01 753 124.2 457.2

1.1 25 50 24 0.05 871 223.6 900

6 25 50 24 0.05 645 139.6 200
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Cabe aqui ressaltar, que o algoritmo de Soland quando
aplicado a problemas em que os limitantes nao sao obtigatdrios, se
torna mais eficiente, pois neste caso, os problemas gerados pode-
rao ser resolvidos por inspe¢do, o mesmo nao ocorrendo Com O algo
ritmo de 83, especialmente colocado para problemas capacitados.

Este fato, pode ser verificado na resolugio do  problema
5.2. Na primeira execucao, os limitantes foram ccnsiderados por
Soland e, verificando que estes limitantes ndo eram obrigatdorios ,
Soland resolveu o mesmo problema, sem considera-lcs nos subproble-
mas gerados. A solugao o6tima foi a mesma, porem, fol obtida num
tempo de execugao bem menor.

Os problemas 4.1 e 1.1 tambem sao resolvidos como ndo-ca

pacitados.
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CAPITULO III

RESULTADOS COMPUTACIONAIS: UMA APLICACAO AQO PROBLEMA DE
ESCOAMENTO DA SAFRA DE MILHO NA REGIAO CENTRO-BRASILEIRA

¢ algoritmo proposto por Soland sera aplicado a resolu-
cdo do problema P, proposto ne Capitulo II.

Um programa para este algoritmo foi escrito em FORTRAN
iV e 0s testes computacionais foram realizados ne sistema DEC-10
instalado na UNICAMP, Campinas-SP.

Os subproblemas gerados em cada iteragao do  algorItmo
sao resolvidos por uma subrotina que resolve um problema de fluxo
de custo minime (linear) pelo algoritmo "OUT OF KILTER".

Ao programa principal cabe a execugao das outras fases

do método:

a) Linearizacdo das fungdOes cOncavas;

b) Calculo dos limitantes inferior e superior para o valor otimo
da fungao objetivo;

c) Teste de otimalidade;

d) Escolha de um nO intermediario para ser ramificado.

Para maior clareza e entendimento do que sera exposto,
serao colocados abaixo a nomenclatura utilizada neste capitulo e o
teste de otimalidade programado.

Nomenclatura:

SLIM: Limite superior para o valor oOtimo da fungao objetivo, até
a Giltima iteracao efetuada; & o melhor valor obtido para a

fungao objetivo até esta iteragdo (SLIM tem o mesmo signifi

ol
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cado que LS(Nk) colocado no Capitulo II);

FLIM: Limite inferior para o valor Otimo da fun¢ao objetivo; é o
~ . . k
menor valor para a fungao linearizada, VY (x), entre todos

os nos gerados mas nac ramificados;

EPS: Precisdao requerida.

Teste de otimalidade:

A resolugao de um problema termina quando, apds a rami

ficagao de um nd, se verificar que:

SLIM - FLIM
SLIM

EPS

Se a relagao acima for satisfeita a solugaoc que forne-
ceu o valor SLIM para a fungao objetivo serd a solugao Otima para

o0 problema.

A principal dificuldade encontrada na implementagao com
putacional foi relativa aos requerimentos de memdria decorrentes
da necessidade de se armazenar 0Os seguintes dados dos nds interme
diarios: custos obtidos da linearizagao das fungbes cOncavas e 1i
mitantes para a linearizagao.

No programa, gquatro matrizes sao utilizadas para o arma
zenamento destes dados.

E evidente que grandes economias de memdria podem sar
feitas no desenvolvimento do algoritmo dado que ndo ha& necessidade
de se armazenar dados de nds que nac serao ramificados. Nesta cate

goria estao os seguintes nds:

a) Nos ja ramificados;
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b) NOs nao ramificados gque possuem:
b.l) valor da fungﬁo linearizada maior que SLIM: LF(Nl) > SLIM;
b.2) valor da fungao linearizada igual ao valor da fungdo obje-

tivo: LF(NY) = F(nY) .

Serdo denominados nds intermedidrios, os nds gerados pe
lo algoritmo que nao satisfagam as condigoes acima colocadas. Por
tanto, os nds intermediarios sao os nods candidatos a ser ramifica
dos.

Serao colocadas abaixo as economias de memdria efetua-

das no programa.

Seja uma iteracdo k do algoritmo na qual o nd N°  foi

i i £ ; = = k+1
escolhido para ser ramificado. Dois novos nos serao gerados: N

+2
Nk -
. t - R . ~ ,

Seja N~ o0 no ramificado na iteragao anterior. Supor
que os dados deste nd, relativos a linearizagao das fungbes cOnca
vas, estejam armazenados nas colunas j das matrizes de dados.

- k+1 -

Os dados do no N serao armazenados nestas colunas
j das matrizes de dados, pcis os dados do nd N* ndo serdo mais
necessarios no desenvolvimento do algoritmo.

Quanto ao no N , dantes de se alocar seus dados nu

ma coluna ainda nao preenchida, verifica-se se existe algum no N

que satisfaca a condigao bl ou b2.
k+1

Se existir, alocam-se os dados do nd N nas colunas
. . s -
das matrizes preenchidas com os dados de N, caso contrario, uma

nova coluna de cada matriz sera preenchida.

Exemplo: supor que o né 1, {Nl), foi ramificado, geran
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do 0s nos 2 e 3 (N2 e N3), sendo que os dados destes nods ocupam
as colunas 1, 2 e 3 das matrizes de dados. Supor gue N3 foi esco-
lhido para ser ramificado, de forma que serdao obtidos os nods Nt e
NS .

0Os dados de N4 serao armazenados nas colunas namero 1
das matrizes de dados. Este nd passa a ter o nUmero 4 para efei-
tos de contagem de quantos nds foram gerados pelo algoritmo, mas
no desenvolvimento do algoritmo serd considerado como ¢ nd numero

1

1 w7 .

Com relacao ao nd 5, existem varias possibilidades:

I) se LF{NZ) > SLIM ou se LF(Nz) F{Nz) seus dados serao ar

mazenados nas colunas numero 2;

I1I) se LF(Nl) > SLIM ou se LF(Nl} F(Nl) seus dados serao -

i

- : l - -
alocados nas colunas numero 1 (aqui, N” refere-se ao n0 nume

ro 4 obtido pelo algoritmo);

I1I) se as possibilidades (a) ou (b) nao se verificam, os dados do
nd 5 serao alcocados nas colunas nimerc 4 das matrizes de da-

dos.

A arvore gerada em cada caso, seria:

: @
@ e
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II)

ITI)

Os nimeros i/j representam:

i: nUmero do nd para efeitos de contagem.

j: nimerc do nd no desenvolvimento do algoritmo.

Outra dificuldade encontrada foi com relagao ao armaze-
namento ou ndao dos fluxos Otimos obtidos em cada nd.

Com relagao ao tempo de execugao este armazenamento €
importante, pois, quando um nd é ramificado, NT, apenas um arco te

ra seu custo alterado, consequentemente, se o fluxo otimo deste nd
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fosse utilizado como solugao inicial para os problemas de fluxo
dos nbés Nk+l e Nk+2 , o algoritmo "out of Kilter" obteria o flu
X0 Otimo destes problemas com um minimo esforgo computacional.
Contudo, em problemas de grande porte, este armazenamen
to torna~se inviavel dada a quantidade de memOria requerida.
A forma como ¢ obtida uma solugao inicial para os pro-
k+1 k+2

blemas de fluxo de cada nd: N e N , depende de como & feita a

escolha do nd que serd ramificado.

Dois processos foram programados para a escolha do nd

intermediario a ser ramificado:

PROCESSO N? 1 - PRI ~ ramifica-se, entre todos os nos
intermediarios, o ndo que forneceu o valor FLIM para a fungao linea

rizada.

PROCESSO N? 2 -~ PR2 - ramifica-se, entre os dois ulti
mos nos gerados, aquele gue possuir o menor valor para a fungao 1i
nearizada. Caso estes nds nao pertencam d categoria dos nds inter

medidrios, aplica-se o processo nlimero 1 de ramificacao.

No processc nimero 1, nao existe a possibilidade de se
estimar com antecedéncia qual nd serd ramificado, e dada a inviabi
lidade de se armazenar o fluxo 6timo obtido em cada nd intermedii-
rio, a melhor op¢ao encontrada foil a de se utilizar o fluxo otimo
obtido no ultimo ndé gerado pelo algoritmo como solugao inicial pa
ra o nove problema,

Este fluxc pode nao estar proximo do fluxo o6timc deste
problema, mas pelo menos & factivel, visto gque o conjunto-solugao

€ 0 mesmo em todes os problemas PSk .
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Ja no processo numero 2, o nd a ser ramificado serd um
dos dois Gltimos nds obtidos pelo algoritmo (desde que pelo menos
um deles seja um nd intermediario) e neste caso, o armazenamento
dos fluxos Otimos obtidos nestes nds & recomendavel, pois nac re
quer muita memdria e resulta em tempos de execugao por iteragao -

bem menores gue em PRL.

A primeira vista, pode parecer gque PR2 requer mais memd
ria gue PRI.

Contudo, os processos de economia de memdria ja descri-
tos, sao mals eficientes em PR2, que em PR1l, pois, desde gque no
processo 2 o desenvolvimento da arvore "branch and bound" & reali
zado por rames, uma boa solugdo para o problema original & obtida
mais rapidamente que em PRl, possibilitando a eliminagao de muitos
nos nao ramificados de consideragoes futuras.

A justificativa € que a fungao linearizada € bem mais
refinada ac longo de um ramo bem desenvolvide (PR2), gue ao longo

de varios ramos curtos (PR1l), da arvore "branch and bound".

Para se ter uma idéia mais precisa das &rvores geradas,
serao colocadas as arvores geradas na resolugao do problema propos
to por Baumol e Wolfe [5].

Nesta resolugao, PRl executou 33 iterag¢des e PR2, 35
iteragles.

Porém, na l2a. iteragao PR2 obteve uma boa solugao para
o0 problema, eliminando muitos nOs ndc ramificados de considerag¢des
futuras, o que proporcionocu um aproveitamento melhor das matrizes

de dados dos nds.

O processo 2 preencheu 7 colunas das matrizes enquanto
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que 0 processo 1 preencheu 12 colunas.

As arvores foram esquematizadas até a iteracgao 21, dado
que a colocagao de muitos nds tornaria o esquema confuso.

E importante notar as diferengas entre os melhores valo
res para a fungao objetivo (SLIM) obtidos até o nd 21, pelos pro=-

cessos 1 e 2.

No processo 1, este valor é: SLIM = 2115,94 e foi ob
tido no nd 21; no processo 2, o valor para SLIM & 2069,08 e foi

obtido no ndo 12.

Nos esquemas serao assinalados com E, os nds eliminados
de consideragoes futuras porque possuem limite inferior maior que
SLIM; e serao assinalados com I, os nds gue nao serao mais ramifi
cados porgue possuem valor para a fungao objetiveo igual ao valor

para a fungao linearizada.

Resta ainda comentar que a medida em que se impde preci
sdo mais rigorosa as diferengas de execucdo entre os dois proces-
sos se tornam menos significativas.

Justifica-se este fato, observando-se a relagéo conside

rada no teste de ctimalidade:

SLIM - FLIM
SLIM

< EPS =» FLIM » (l- EPS) . SLIM

Portanto, quanto menor o valor de EPS mais proximo de
SLIM deverd estar FLIM, e neste caso, exige-se que a execugﬁo tex
mine quandoc 0s valores de SLIM e FLIM forem praticamente iguais de

maneira gue tanto em PRl como em PRZ gquase todas as ramificacgées
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possiveis sao efetuadas o que implica em pouca diferenga entre os
dois processos, com relagao a numero de iterag¢oes e tempo de execu

cao.

Com precisOes menos rigorosas o processo 2 tende a efe
tuar um numero maior de iteragOes que o processo 1.

Isto porque no PRZ2 o limite superior, SLIM, decresce -
mais rapidamente que no PRl, contudo, o limite inferior FLIM ndo
cresce simultaneamente, o gue resulta em novas ramificagOes até se
atingir a precisao requerida.

Ja no PRl, como € escolhido o nd com menor valor para a
fungao linearizada, FLIM, para ser ramificado, tem-se que este va
lor aumenta apds cada ramificag¢do e desde que a precisdo requerida
nao seja rigorosa, o teste de otimalidade se verificara mais rapi

damente que no PR2.

E importante ressaltar que nos testes efetuados as solu
coes Otimas obtidas pelo PR2 foram iguais ou melhores que as obti-
das pelo PR1.

Este programa foi aplicado para a resolugao de alguns
problemas, entre eles, os propostos por Florian e Robillard [ll] e

por Baumol e Wolfe [ 5].
A tabela I abaixo mostra os resultados obtidos.

O problema 1, (Pl), se refere a uma rede com 4 nds e 5

arcos com fun¢gdes custo estritamente cOncavas com custo fixo.

O problema 2, {(P2), trata-se de uma rede de transporte
com dois nds origem e 4 nds destino, totalizando 8 arcos. As fun-

¢oes custo consideradas sdo estritamente cOncavas com custo £fixo.
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Uma rede geral, com 6 nds e 10 arcos com fungaes custo
estritamente concavas com custo fixo, & considerada no problema 3

{(P3).

A rede do problema 4, (P4), & também de transporte, en-
volvendo 4 nds origem e 6 nds destino, totalizando 24 arcos. va-
rios testes foram efetuados com esta rede, variando as fungoes cus

to.

0 problema 5, P5, trata-se da rede proposta por Florian

e Robillard [11], com 4 nds e 5 arcos e fungbes custo lineares com

custo fixo.

Finalmente, no problema 6, (P6), considera-se a rede de
transporte e armazenagem proposta por Baumol e Wolfe [5_]. Este
problema envolve 2 fabricas, 5 locais para instalacao dos armazéns
e 8 centros consumidores, fornecendc uma rede com 20 nds e 55 ar-
cos. As fungdes custo de transporte sado lineares e as de armazena

gem s3o estritamente cdncavas, sem custo fixo.
Notagao utilizada na tabela:

P: refere~se ao problema testado;

m: numerc de nos da rede;

NCF: numero de arcos com custo estritamente cOncavo com custo fixo
NC: numero de arcos com custo estritamente cOncavo sem custo fixo;
ND: numerc de arcos com custo linear com custo fixo;

NL: numero de arcos com custo linear:

PRL: processo nimero 1 de ramificagao;

PR2: processo numero 2 de ramificagao;

IT: nimero de nos gerados pelc algoritmo;



.69.

ICOL: numero de colunas preenchidas das matrizes de dados;
T: tempo total de execugao em segundos;
EPS: parametro de tolerancia.
P m |NCF|NC ND|NL T ICQL EPS
PRL PR2 PRL PR2 PR1 PR2
p1] 4! s{ ol ol o 7 0.282| 0.323|1x107%
0.331! 0.306|1x10”°
o { 4 | a | 0.383] 0.376|1x107%
p2| 61 8| ol ol of 87| 95| 25| 141 2.772! 2.903]1x107%
103 11031 25| 14| 3.068| 2.986|1x107°
103 |103 | 25| 14 3.189} 3.393|1x107%
p3l 6| 8] o] olo} 11| 15| 5 0.665| 0.712{1x1072
19( 19| 5 0.801| 0.669 |1x10”>
191 191 5 0.678| 0.725 |1x1074
p4 |10 24 0 525 | 1145|247 | 243 |85.493|148.264|5510 %
10 o} ol24 287 |361 1 71 | 49 | 38.65 146.247 |1x107¢
427 427 71 49 | 61.41 | 56.43 lxlO_4
10] slotelo] 3 13 | 3 7 | 0.932| 1.977 [1x1072
15139 |7 |2.516] 1.791x107°
a9 | 57 | 13 | 10 | 7.084 | 7.123 {1x1074
ps{4{ olots|of 15 1] 15| s 4 | 0.4121 0.398 {1x10 2
p6i201. o|lstolsol 20 | 33 | 12 15.699 |16.124 [1x1072
33 | 35 | 12 16.497 116.408 [1x10”°>
33 1 35 | 12 | 7 [7.653 [15.806 px10”%

TABELA I
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Este programa foi aplicado & resolugao de um problema -
de escoamento de safra de milho em Goias, no ano de 1977,

Os dados foram obtidos de um estudo realizado pela EM-
BRAPA e estdo detalhados em Veloso [27].

O escoamento desta safra de milho & realizado em dois
periodos, sendo que no primeiro periodo o produto & colhido, trans
portado para os centros de armazenagem e parte desta colheita é en
viada aos centros de demanda . A safra restante ficara armazenada

e somente serd demandada no segundo periodo.
Neste problema consideram-se:
a) 25 cidades goianas como centroides das zonas de produgao;

b) 22 cidades onde estdao situados os armazéns;

¢) B8 cidades goianas como centrdides das zonas de demanda e a cida
de de Sao Paulo e o Porto de Santos, que representam a demanda

fora do Estado de Goias.

Na tabela II serao colocadas: produgao total, demanda
total nos periodos I e II e capacidade de armazenagem. A unidade

utilizada € tonelada.

Este problema resultou huma rede com 89 nds e 1012 ar-

COs.

A rede abaixo, com 3 centros de producgao, 3 locais para
armazenagem e 2 centros de demanda, da uma idéia da rede de escoa

mento estudada.
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PRODUCﬁO ' ARMAZENAGEM DEMANDA

Pl

P2

pP3
onde:
Pt centro de produgao i
iAj: local para armazenagem i no periodo j
iDj: centro de demanda i nc periodo j.

As fungoes custo de transporte foram ccnsideradas linea

res,

Varios testes foram efetuados, variando-se o tipo da
fungao custo de armazenagem e a precisao EPS.

No problema PCF as fun¢des custo sao estritamente conca
vas com custo fixo e, no problema PLF estas fungdes sdo do tipo 1i

near com custo fixo.




CIDADE lPRODUQKO ARMAZENAGEM DEMANDA
PERIODO I JPERIODO II
GOIANIA - 29215 9523 30477
INHUMAS 14198 26013 457 1543
ITABERAL 9255 5319 - -
ANAPOLIS 2715 10146 4285 13715
JARAGUA - 38336 28978 457 1543
CORUMBA 3289 - - -
PIRACANJUIBA 2389 4951 - -
LEOPOLDO 2747 - - -
PIRES 7102 4940 457 1543
PALMEIRAS 55588 56974 - -
FIRMINOPOLIS 23492 29952 - -
IPORA 8854 20248 - -
GOIAS 16818 2473 457 1543
FAZENDA NOVA| 10144 1428 - -
CERES 33555 20411 457 1543
CRISTALINA 2342 - - -
CATALARO 12959 6534 - -
ITUMBIARA 172280 475123 7143 22857
RIO VERDE 174110 151531 - -
URUAGU 14459 - - -
NIQUELANDIA 8704 17264 - -
JATAL 8002 41515 - -
MINEIROS 2379 13750 - -
GURUPI 10309 7028 - -
DIANOPOLIS 4098 67938 - -
ARAGUAIANA 8379 2581 - -
S0 PAULO - - 110875 332628
SANTOS - - 25000 80000

TABELA TII

072l
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Na tabela III, abaixo, a nomenclatura & a mesma da Tabe

la II, apenas o tempo de execugao (T) & dado em minutos,

Pode~-se oObservar que nem todos os testes foram

dos pelos dols processos.

Isto porque no PCF, a solugao Otima obtida pelo PR2 com

IT ICOL T EPS
PR1 | PR2 PRl!PRZ PRl PR2
PCF| 3 | 29| 3 | 14! 3,35| 23,1{ 1 x 1072
PCF| 9 29| 6 14] 6,58 24,2 5 x 10'3
pcr| 15] - | 9 | - |12,5 | - 3 x 1073
PCF| 59| - 31| - |a48,76| - 11,5 x 1073
pLr| 7 | 251 5 | 13| 5,21] 19,0] 1 x 10°°
pLF| 99f - | 51| - {72,30| - 4 x 1074
TABELA IITI

resolvi

EPS = 0.005 foi melhor que a solugao otima obtida pelo PRl em to-

dos os testes,

0 mesmo ocorreu na resolugao do problema PLF.

inclusive com FEPS = 0.0015.

. A conclusao final, com relagdao acs dois processos, é

gque o PR2 & superior ac PR1l, pois, obtém solugdes melhores que PRI,

com precisoes menos rigorosas e com tempo de execugao e requerimen

tos menores.

Finalmente, o que permitiu a aplicagao deste programa a
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resolucao deste problema, foram:

a) nao armazenamento dos fluxos otimos obtidos em cada nd;

b) os processos de economias de memoria j& descritos arteriormente.

A observagao dos itens (a) e (b) permitiu reduzir em -
87% os requerimentos de memdria necessarios para a resolugao do re
ferido problema.

Os testes efetuados com este problema comprovam a possi
bilidade de se resolver problemas de grande porte com um nimero ra

zoavel de arcos com custo concavo.
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APENDICE

FUNCAO SEMICONTINUA INFERIOR:

. . ~ . n
Seja C um subconjunto nac vazio de R
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A fungdao f : C +TR & semicontinua inferior em x € C,

se para cada ¢ > 0 existir um 6 > 0 , tal que se |x-x| <

X € C, entdao f£(X)-f(x) < € .

&

A fungao f serd semicontinua inferior sobre C, se for
semicontinua inferior em cada x € C .
Exemplos:
f (%) f (x}
¢ \ | A ]
: | | *
I | !
1
| ! | 1
L L I
- 1 O
1 | | i
[ .. | [ [
'S ™~ i i |
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ENVELOPES CONVEXOS:
Seja C C R’ um conjunto ndo vazio.
Seja f uma fungac definida sobre C.
“Intuitivamente o envelope convexc da fungao £, tomado

sobre C, & a "primeira" fungao convexa que se pode obter "abaixo"

da funcao f.
Definigao: Seja
P(f) = {({xse)/x€C, aecR e £(x) < a}

Este conjunto representa todos os pontos em :En+l, que

estao sobre ou acima do grafico da fungaoc £(x).

Seja <P(f)> o envoltdorio convexe do conjunto P(£f) .
Pela definigao de envoltOrio convexo, <P(f)> & o menor conjunto

convexo gue contém P{f) .
A fungao ¥ (x) definida por:
¥(x) = 1inf {a / {(X,a) € <P(f)>}

& o envelope convexo da fungdo f(x) sobre o conjunto C.

¥(x) €& convexa e continua sobre C.

¥ {x)

Exemplos:

£(x) 4

¥ (x)
: /T
: f(x) s :
t A
l T |
' ;

I

Y
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