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INTRODUCAC

Uma das intengoes que tivemos neste trabalho foi a de
apresentar e desenvolver a utilizacao das transformadas de Mellin,
juntamente com a teoria dos residuos, como uma teécnica para a ob-
tengao da distribuic¢do exata do determinante da matriz de Wishart,
D] a partir de scus momentos,

Um problema que surgiu, de imed;ato, foi quanto a uni
cidade da fungac densidade determinada através da transformada in
versa de Mellin da fungao geradora de momentos do determinante de
.

Stieltjes, ja em (1920-1921), desenvolveu  condigles
de regularidade para que a fungao geradora de momentos seja um-a-
un coin a fungao densidade, ao que ele chamou de "problema dos mo
mentos”. Também nesse sentido temos o critério de Carlemann.

A utilizagao desses critérios nao permitiu que pudés-
semos confirmar gue os momentos de |D| definiriam uma dUnica fun-
cao de densidade. Mas J.A. Cordeiro (1980), em "Distribui¢des
Exatas de Testes de HipOteses Multivariados" (a ser publicada) ,
prova que a transformada de Mellin define uma relacao um-a-um com
as distribuig¢des que a definem.

Assim, como temos a existeéncia da transformada inver—
sa de Mellin de E|D|h, podemos afirmar que ela determina uma Oni-
ca fungao de densidade e entdo buscamos determinar a expressao -

dessa funcao em termos de funcdc G e em séries.




Apresentaremos neste trabalho, dividido em gquatro ca-
pitulos, a distribuicao exata do determinante da matriz de Wishart, -

IDl.

No capitulo I, discorremos sobre a distribuicao de
Wishart, citando alguns teoremas importantes ligados a essa dis-
tribuigdo. Dentre esses teoremas temos aquele que & o motivo do

nosso trabalho e que pode ser visto em |14, pag. 83]. Ainda neste

capltulo dames a expressdo sobre o h-ésimo momento natural da va-

ridvel aleatdria ID].

No capituleo 1T falamos sobre o método utilizado para

. Esse maetodo & a transforma-

obtermos a distribui¢io exata de |D
da de Mellin (bem como a transformada inversa de Mellin) em ana-
logia com © h-&simo momento, que atualmente estid sendo bastante
utilizado para obtencdo de algumas distribuic¢Oes exatas. Temos
ainda neste capitulo, as expressOes da funcaoc densidade de pro-
babilidade e da fungdo de distribuic@c acumulada, exatas, de |D|,
em termos de fungio G-hipergeométrica generalizada de Meijer. Tam
beém achamos alguns casos particulares para a funcao densidade que
podem ser obtidos em termos de fungoes de Bessel.

No capitulo III expressamos essas mesmas funcoes, em
géries razoavelmente computfveis., Para isso, usamos o0 métode da
transtformada inversa de Mellin com a ajuda da teoria dos resIduos.
Tambén neste capitule, achamos alguns casos particulares para a
fungao densidade e comparamos com as obtidas no capitulo II.

No capitulc IV damos uma relacao de resultados que,




direta ou indiretamente, foram utilizados por nds na obtsncao das

expressces da funcao densidade e funcgao acumulada, exatas, da va-

ridvel |D|. Entre csses resultados temos as fungoes especials Ga-
ma, Psi e Zeta, bem como algumas propriedades de cada uma delas,
Temos tambem algumas fungSes modificadas de Bessel e, ainda, a

funcao G-hipergeomctrica generalizada de Meijer.




CAPITULO I

DISTRIBUICAC WISHART

Neste capitulo, vamos mostrar a funcao densidade de
probabilidade da matriz de Wishart, D, e também veremos alguns -

teoremas importantes ligados a essa distribuicgao.

1.1) FUNGAO DENSIDADE DA MATRIZ DE WISHART

Seja D : pxp uma matriz simétrica definida positi-
va. Dizemos que D tem distribuicao Wishart p-dimensional com ma=-
triz escala I : pxXp e n graus de liberdade, n > p, se a densi-

dade conjunta dos elementos de D & dada por

. 1 -1
Cp,n) ip| (1P /2 72 T T
' n/?2
(1.1.1) £() = |r|
i3, outros
onde
- p
(1.1.2y —2 o onp/2 pp=L}/4 b rni1-k) /2)

C{p,n) k=1

e, cuja notagao &€ D Wp (z,n).

Se n < p a distribuigao & singular e a fungao den-

sidade nao existe.
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1.2) ALGUNS TEOREMAS SOBRE DISTRIBUICAO WISHART

Vejamos os sequintes teoremas, cujas provas podem ser
encontradas na biblicgrafia indicada ac final de nosso trabalho,
para podermos sentir como aparece a distribuigéo Wishart, em va-
rios casos. Por eles também se pode notar comec € grande a utili-

zagao desta distribuicgao na estatistica.

TEQOREMA l: Seja X : pxn, n > p, uma amostra aleatoria de tama-

nho n onde

Xi " Np(ﬁ,z), i=1,2,.,..,n, independentes,
Entao a funcao densidade da matriz simétrica

- - ) . T 1
D = {X EEln) (X ﬂEln}

& dada por (1.1.l) e Eln € um vetor lxn com todos o0s elementos

iguais a 1.

Para a distribuicac da covariancia amostral nds temos

0 seguinte

TEOREMA 2: Seja X : pxN, N » p+l, uma amostra aleatoria de ta-
manho N, com
X, N {(pu,z) , 1 =1,2,...,N, independentes.
Seja

T ERTIN - (R eyl
(Xi X} (Xi X) XX T -NNEX

o
i

onde

w41
il




-ll'

Entao

D~ Wp(z,n) cnde n = N-1,

Vejamos agora um teorema bastante importante para
nos, pois fol a partir dele gque desenvolvemos este trabalho. Ele

também nos permite chegar a expressao dos momentos naturais de |Di.

TEOREMA 3: Seja D ~ wp(z,n). Entao

onde os X, 's s30 independentemente distribuldos, sendo

2

Xk v Xn-k+1

Assim, podemos escrever diretamente

e, como citam Srivastava e Khatri em {14, pig. 83], a expressio
para a fungdo densidade de probabilidade de |W| sd & conhecida pa
ra alguns casos muito particulares de p sendo que eles, inclusive
pela dificuldade do cilculo, s0 calculam essa expressac para p=2.

Citam ainda a expressiao geral para o h=&8simo momento de |[W| que &

dada por
TEOREMA 4:

%(n-l-p)+h -%tr W
(1.2.1) E(|w|?h = Lw] & — aw

np/2




ou ainda

r {(h+n/2)
{(1.2.2) E(iwlh) — 2}1}.} per

T {n/2)

P
onde
. - ’ o}

o290 rple) = 2L e k1) /2)
P k=1

Este resultado (1.2.2) pode ser estendido para h=-com
plexo desde que R(h) » -{n-p+l})/2.
Assim, a expressdo geral do h-esimo momento  natural

de |D| pode ser obtida diretamente de (1.2.2) e sera

lz|B
k

r{h+(n+l1-k)/2}
1l

=g

(1.2.4) g(lp|P = PP

r{ {n+1l-k)/2}
1

il =3

k

onde R{h} > ~{n+l-p}/2.

Precisamos dessa expressac uma vez que vamos achar a
distribuicdo de |D|, para qualquer p, a partir de seus momentos,
e utilizando as definig¢oes de transformada de Mellin e transforma

da inversa de Mellin, como veremos no proximo capitulo.
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CAPITULO IT

DISTRIBUICAO EXATA EM TERMOS DE FUNGOES HIPERGEOMETRICAS

Neste capitulo, vamos achar as expressoes exatas da
fungdo densidade de probabilidade e fungao distribuicdo acumulada
de |D], em termos de funcoes hipergeométricas. Também calculare-
mos alguns casos particulares para essas fungdes em termos de fun

cOes de Bessel,

2.1} INTRODUGKO

Como dissemos ao final do capitulc anterior, vamos

partir da expressac do h-ésimo momento dadoc em (1.2.4) para poder

mos achar a distribuigdo de |D

Seja f(x) a fungac densidade de probabilidade da va
riavel aleatdria |D|, |D| » 0. Entdo, o (s-l}~ésimo momento natu-
ral de |[D| & dado por

s~-1 s—1
(2.1.1) E(|D]T 7)) = X £{x} dx, R(s}) > 0
Assim, fazendo uma analogia com a definigao de trans-

formada de Mellin (ver | 17, pi3g. 7 |) podemos dizer que E([D[S_l)

& a transformada de Mellin da fungao densidade, f(x), da varia-

vel aleatdria [D

Usando a definicao de transformada inversa de Mellin

(ver |17, pag. 46 |), podemos escrever

L | xS E(D®h as,  R(s) > 0

{2.1,2) fix) =
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de modo que L setia um contorno que inclui todos os polos
E(|D|5"Y) e i =V-1.
De (1.2.4) podemos escrever diretamente
P
n T{s+(n=-l-k)/2}
P
I 7{(ntl=k}/2}
k=1

onde R(s) » =(n-1-p}/2, ’

Assim, por (2,1.2) temos que

- p
(2.1.4) f(x) = C_—= $ T ris+(n-1-k)/2} ds
p 2ni k=1
L
onde
P
(2.1.5)  1/c. = 2P Izi on ri(n+l-k)/2}
P x=1
e
{2.1.6) z = x 2P {Ziwl
gendn
(2.1L.7) L um conterno gque inclui todos os polos de
|4
n r{s+(n-1-k)}/2} .
k=1

de

2.2} FUNCAO DENSIDADE E FUNCﬁO DE DISTRIBUICAO ACUMULADAE EM TER=-

MOS DE FUNCAQ G

Utilizando, agora, a definicao de fungao G-hipergeomé

trica generalizada de Melijer dada em (4.2,2), podemos escrever
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(2.2.1) ft(x) = CP Gg'g [Z|(H'2)/2r (n-3)/2,.--y(n“p“1)/2Jf

2z > 0

com Cp e z definides antericrmente,

A fungdo distribuigdo acumulada de |D| & dada por

®
- 2,0 ,mp -1 9y /9 ¢ -
F(x) = cp Gy y2 Iz | {n=2) /2, {n=3)/2,..., (n~p~1)/2{dy
¥ .

] X » 0, vy » 0

onde, fazendo a transformagac y = xt, temos

1
F(x) = Cpx J Gp,O [tx2"pfz|'ll(n~2)/2, (n~3)/2,...,(nwp—l)/2Jdt

¢,p
Utilizando, aqui, (4.2.8), teremos a expressdo final

para a fungdo de distribuigdo de |D| que & dada por

0
pT i,ptl (n=2)/2,(n=3)/2, ..., (n=p=-1) /2,~1

z > 0

(2.2.2) F(x) = cC_x gPri [z

com C_ e z definidos anteriormente.

2.3) CASOS PARTICULARES

Estudaremos, aqui, f(x) para p=2 e p=4, pois nesses
casos a expressdo de f(x) pode ser dada em termos de fungoes de
Bessel, como veremos adiante.

Para p=2 e utilizando (2.2.1), temos

(2.3.1) f(x0 = ¢, 6’9 [vz|(n-2)/2, (n—3)/2]

onde, por (2.1.6}, temos
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(2.3.2) 2z = x 2°° |z

e, por {2.1,5), temos

[ HI/Z

(2.3.3} 1/C = 2 I'{n-1}

e, utilizando agora (4.2.5}), podemos escrever

2,0

(2.3.4) G55 l_zl(n"2)/2, (n—3)/2J L/2

5 z(2n~-5}/4

K (2 z+/ %)

1/2
onde Kl/zt.) é a fungdo modificada de Bessel dada em (4.1.25).

Assim, de {(2.3.1) e usando (2.3.4) teremos

Jen (n-3)/2 1/2

TS
c, 2 ™ R 172 izl

5 (x| T

(2.3.5) f{x)

ou, ainda,

1/2

(n~3)/2 )

=

- - il
(2.3.6)  £(x) 2 [z| romn s hexlelTh (x| z]

Para p=4, e utilizando (2.2.1), temos

(2.3.7} fixy = ¢€, G '2 [_z[{n"2)/2, (n~3}/2, (n-4)/2, {(n~5)/2

onde, por (2.1.6), temos

(2.3.8) z

i
M
2]

)

e, por {2.1.5), temos

(2.3.9) 1l/c, = 2+072n

1 £l « P{n=-1) T'{n-3)




e, por (4.2.6), podemos escraver

w17,

(2.3,10) Gg:o [:z|(n—2)/2, (n-3)/2, (n-4)/2, {n-5)/2} =

4

4 ¢ 2 (PTAN/2 g

2

onde Kz{.} é

{4 =z

1/4)

a funcao modificada de Bessel dada em (4.1.26).

Assim, de (2.3.7) a (2.3.10}, podemos escrever
_ 1 e . 1/4
(2.3.11) £ = {[2]r -1 =3 x|z MY 2
onde
L 174 o k/2
(2.3.12) K, {2(x|z| LUy = M2 sy 5 —
k=0 kl(k+2)2
+ l/(2yl/2) —l/2-+(l/2)yl/2 . wilk+l) + p(k+3} + 2y Yk/z
k=0 ki (k+2)!

COm
(2.3.13) v = x|zt
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CAPITULO IXIIX

DISTRIBUICAO EXATA EM SERIES

Neste capitulo, vamos obter as expressdes exatas para
a fun¢do densidade de probabilidade e para a fungao distribuicac
acumulada, da variivel aleatdria |D|, em termos de sé@ries que sao
razoavelmente computdveis. Vamos calcular também, casos particu-
lares para a fungdo densidade, e depois faremos a comparagao COm

as expressoes obtidas no caplitulo anterior.

3.1) INTRODUCAEO

Para acharmos a expressao exata da fungao densidade
de probabilidade de |D| em séries, vamos utilizar o teorema do re
siduo que pode ser visto em [ 2, pag. 147 ], Assim, para escrever
mos a expressio de f(x), dada em (2.1.4), em séries, temos gue es

tudar primeiro os polos de A{s), onde

-5

=0

' {s+{n-1~k}/2}
i

{3.1.1) A{s) = =z
k

it

com z definido em (2.1.6).

Posteriormente temos que calcular os residucs de A(s)
nesses polos para, de acorde com esse teorema, cbtermos a expres-

sdo final de f(x), que seria dada por
(3,1.2) fi{x) = Cp {soma dos residuos de A(s) nos polos de

r {s+(n-1l-k})/2}}
1

il =7

k




pois, 08 polos de A(s) sdo os polos de

H =g

k=1

=170

I {s+{n-1-k}/2}
1

3.2} POLOS DE
k

Para se calcular os polos vamos estudar separadamente

dois casos; quando p & par e quando p & Impar,

+

a) Polos quando p & par:

Para melhor efeito de calculo, vamos reescraver a ex-

pressdao (3.1.3) do seguinte modo

p
(3.2.1) I T {s+(n~1)}/2-k/2} = Pl(s) .Pz(s)
k=1

onde

p/2
(3.2.2) Pl(s) = I T {s+{n=-1)/2+1/2-k}

k=1
a

p/2
(3.2.3) Pz(s] = T I {s+{n~1)/2-k}

Sabendo que os polos de I (t) sdo os valores de tzer,
r=0,1,2,...; temos gue os polos de Py (s) sao os valores de 5 que

anulam cada termo da expressio

(3.2.4) I {s+(n~1)/2=(p+1)/2+k}" I {s+(n-1)/2=(p+l)/2+k P
k=1 k=p/2

ou, ainda, sao os valores de s que anulam cada termo de
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a o
(3.2.5) T {s+(n-1)/2-(p+l)/2+k} =
k=1
com
kK, k=1,2,...,p/2~1
(3.2.6) qp =

p/2, k » p/2

onde os expoentes Ay indicam a ordem dos polos.

Do mesme modo, podemos dizer que os polos de P2(s) -

sao os valores de s que anulam a seguinte expressao

p/2-1 k 2 /2
(3.2.7) T {s+(n=1)/2=(p+2) /2+k}" 1 {s+(n-1)/2-(p+2)/24kF/ <
k=1 k=p/2
on
(3.2.8) I {s+(n-1)/2-(p+2)/2+k}
k=1

onde 0s expoentes o, indicam a ordem dos polos e com . definido

k
em (3.2.6).

Resumindo, temos para polos de A(s), e com p par, os

valores de s que anulam cada termo da expressdao P(s}, onde

w o
(3.2.9) P(s} = 1 {s+{n~-1)/2-(p+l)/2+k} k{s+{n--1)/2—{p+2)/2+k}clk
k=1

com 0s expoentes a, sendo definidos em (3.2.6).

o

Uma vez que o raciocinio serid anilogo, vamos calcular
de imediato os polos de A{s) quando p & Impar para depois proce-

dermos ao calculo dos residuos em ambos os casos,




tzl.

b) Polos quando p & impar:

Reescrevendo (3,1.3), como flzemos para o caso par,

temos
P
(3.2,.10) T T {s+({n-1)/2~k/2} = Il(s} .Iz(s)
k=1
onde
(p+1l} /2
(3.2,11) I.(s}) = it r {s+(n-1)/2+1/2~k}
1 k] N
e
{(p=1)/2
(3.2.12) I.(s)} = i I' {s+(n-1)/2-k}
2 k=1

Assim, como fizemos anteriormente, podemos dizer gue

os polos de Il(s} sao os valores de s que anulam cada termo da ex

pressao
(P"‘l)/Z K [+
(3.2.13) 1 {s+(n-1})/2~-(p+2)/2+k} n {s+({n-1)/2
k=1 k= (p+1) /2
- (pt2)/2+k} (PTLI/2

ou ainda, sac os valores de s que anulam cada termo de

B
{s+({n-1)/2~(p+2) /2+k}
1

(3.2.14) K

o= 8

k

com

K, ko= 1,2,.40,(p~1)/2

(p*1)/2, k > (p+l)/2

.
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onde cs expoentes By indicam a ordem dos polos,

Analogamente, podemos dizer que os polos de Iz(sJ S0

os valores de s que anulam cada termc da expressao

(3.2.16) | {a+{(n=-1) /2~ {p+1) / 24k} It {s+(n=1}/2
k=1 k= (p-1) /2

- (p+1) f2+k) (P71 /2

ou ainda, s30 os valores de s que anulam cada termo de

@ Y
(3.2.17) T {s+(n~1)/2~(p+l)/2+k} X
k=1
onde
[
K, k =1,2,.0.,(p=3)/2
(3.2.18) vy =

L(p_lm' k > (p-1)/2
com indicando a cordem dos polos.

Agsim, de (3.2.14) e (3.2.17) podemos concluir que,
no caso em que p & impar, os polos de A(s) sao os valores de s

que anulam cada termo de I{s), onde

= 8

% "k
{s+(n-1)/2~{p+2) /2+4k} "{s+{n-1)/2~(p+l) /2+k}
1l

{3.2.19) I(g) =
k

i

com 0s expoentes g, € Yy indicando a ordem dos polos de cada ter-

mo e como sendo definidos em (3.2.15) e (3.2.18), respectivamente.
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3.3) RESTDUOS DE A(s)

Uma vez que j& calculamos os polos de (3.1.3} para os
casos em que p € impar ou par, vamos agora proceder ao calculo
dos resiIduos de A(s) nesses polos para, de acordo com (3.1.2), ob

termos a expressao final da funcao densidade de probabilidade de

(D|, £(x).
Para isso, serd importante definirmos
{3.3.1) RP = Soma dos resIduos de A{s) nos polos de (3,2,1) quan
do p & par
e
(3.3.2) RI = Soma dos resfduos de A(s) nos polos de (3.2,10) quan

do p & impar

pois, como fizemos anteriormente para ¢ calculo dos polog, tambéem
vamos estudar os residuos separadamente para os casos em que p &

par ou & iImpar.

a) Residuos quando p & par:

Como ja temos os polos de (3.2.1) para p par, dados
pela expressao (3.2.9), vamos entac reescrever RP do seguinte no
do
(3.3.3) RP = & RP {a.) + I RP*¥(4.)

§=1 J 3 §=1 ] 3
onde
(3.3.4) RP;{uj) = Residuo de A(s) nos polos

{s+(n=1}/2-(p+l)/2+j = 0} de ordem aj
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e
{3.3.5) RP, (a,) = Residuo de 4(s) nos polos

{g+{n=1)/2=(p+2) /249 = 0} de ordem ay g

com A(s) definido em {3.,1.,1) e oy definido em (3.2.6), ou seja

[
_Ejr j:lfzr-»-rp/z"l
430 =

) 1 p/2, 3 > p/2

Vamos calcular cada uma dessas e€xpressOes separada-

mente.

*
a.l) RPj (Gj)-

De (3.3.4) podenmos escrever

a.=1
x . 1 a J
{3.3.6) RPj(aj) = lim ] v{s)
(a.-1)! 3
G - - n---l_{_E+l_mj | ds
2 2

onde

.
(3.3.7)  9(s) = {s+{n=1)/2~(p+1}/2+3} I  &(s)
com A(s) dado por { 3.1.1l),

Para calcularmos a expressido (3.3.6) precisamos des-
fazer a indeterminagéo criada quando s tende ao seu valor limite.

Para isso, vamos desenvolver (3.3.7) do seguinte modo

.
(3.3.8) 9v(s) = z “{s+(n=1)/2-(p+l) /2+3} 7

=7

r{s+{n-1)/2~-k/2}

k=1

4]

- s ]
z 5{s+{n-l)/2~-(p+l)/2+j} Joq T{s+{n-1} /2~ (p+l)}/2+k}
k=1
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p/2 p/2
It M{s+{n~1)/2~{p+l) /2+k} 1 TI{s+{(n=-1)/2-k}
k:uj+l k=1

Entao Y(s) pode ser escrito da forma

(3.3.9) 9(s) = =z ° G(s)

onde z & dado por (2.1.6) e

o
3 — p— +
(3.3.10) G(s) = Z. j£i+(n 1) /2 (p+l)/2+3+1{
0 Tn {s+(n~1) /2= (p+1) /2+m}

p/2 p/2
il r{g+{n=1)/2=(p+1)/2+4k} T T{s+(n-1)/2=k}
k:aj'f*l k=1

Para calcularmos a (aj-l)-ésima derivada de V(s) va-

mos utilizar que

o.=1 . =]
d ] d J -5
(3.3.11) ""m Vis) = —-—-(—;--:i- {z G(s)}
ds 3 dg 3
G.—l
- 3 a.=1 o,~1l-r X
=z 2 % (/J {(-tn 2) J Ji; G(s)
r=0 r d
\ s
e, alnda sabemos
da _ d _
{(3.3.12) — G(s) = G(s) — inG{s} = G(s) H(s)
ds ds
onde
_ a
{(3.3.13) H{s} = -=— n G(s)
ds

Podemos dizer entao
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T r=1
(3.3.14) 6 Fl(s) =L g(s) = & — (G(s) H(s)}
dst ds

que pode ser escrita da forma

.
r-1 /r=1
(3.3.15) ¢'Fl(s) = &

)

0 2.
/

Essa expressao pode ser calculada de modo iterativo
desde que (dl/dsi)H(s) seja conhecido. Para isso vamos primeiro
desenveolver (3.3.13), substituindo G(s) pelo seu valor dado em

(3.3.10}), e escrever

(3.3.16) H(s) = <= {ay tn I{s*(n=1)/2= (p+1)/2+3+1)
ds
p/2
+ E g¢n T{s+{n-1)/2~(p+l)/2+k}
k=g _,+1
3
p/2
+ I an Iist{n-l)/2-k}
k=1
%3 3-1
- T T tn {s+{n-1)/2~(p+l)/2+m}
k=1 m=k

Utilizando agora a definicao de funcdo Psi, dada em

(4.1.11), podemos escrever

(3.3.17) H(s) = % y{s+(n=1) /2~ (p+1} /2+3+1}
p/2
+ T ¢{s+(n=1) /2= (p+1} /2+k}
kK=n .+1
]
p/2
+ I ¢{s+{n-1l)/2~k}

k=1
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"3oaml Y
- T r {s+(n-1)}/2=(p+l)/24m}
k=1 m=k
Aplicando a relacgdo entre as funcbes Psi e Zeta, dada

em (4,1.22), para obtermos a expressao da t-ésima derivada de H(s),

teremocs

]

(3.3.18) 8 (g) = g1 (-1 Pt {ag £{2+1, s+(n=1)/2-(p+1)/2+3+1}

p/2 ‘
+ I z{2+1l, s+(n=-1)/2~{p+l)/2+k}

=a.+
k ay 1

p/2
+ I r{a+l, s+{n-1)/2-k}

k=1

Gj j_l
+ £ {s+(n=l)/2=(p+l)/24m}
k=1 m=k

(2+l)}

Bem, uma vez que jA calculamog todas as expressdoes -~
que compdem (3.3.6), vamos passar o limite gquando s » ~{n-1}/2 +
(p+1)/2 -3 nessas expressoes e, de acordo com (3.3.6), obtermos

a expressaoc de RP;(aj) que & dada por

a.=-1 \\
- 0 J a.~1 o ~l=r
(3.3.19) RP¥(q.) = —bee 2 (O"LV2(p+1)/2%3 5 173 "N o7y 3 Gér)
13 e r=0 \ r
onde
r-1/r-1
(3.3.20) ci¥) = ¢ (/ \\ glr-1-2) 4 (2)
0 1=0 \ Rj 0 0

conm
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p/2
o e LEPED o
(3.3.21) G0 - Tl (k=71
s k=a.+1
T 1 (m3) J
k=1 m=k
o
(%) 241 p/2
(3.3.22) Hy ' = 21(~1) (ay z(e+1,1) + I z{e+l, (p+l)/2-k-3}
k=1
p/2 %3 3-1 -
+ 3 g(2+l,k=9) + & 5 (m-j)" ¥ty
k=aj+l k=1 m=k
com
(0) p/2 P/2
(3.3.23) HO = a., P{l) + b p(k=3) + I ¢{{p+l)/2=k~3}
] k=a,+1 k=1
3
. .
i 3-1 -
- T T (m=3) 1
k=1 m=k
onde
{3.3.24) Gér) = lim G(r) (S) r r = Oflfunopﬂ-j"'l
[=]
{3.3.25) Héi) = 1im u'* (s) , . = 0,1,...,r~1
e uj definido em ( 3.2.6)
a,?2) RP;*(aj}

De acordo com {3.3.5), podemos escrever
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*% _oqs
(3.3.26) RPj {uj) = lim o1 v(s)

- (ox,=1)1

onde, neste caso, temos
o,
(3.3.27) V(s) = {s+(n-1)/2=(p+2)/2+3} 3 al(s)

com A(s}) dado em (3,]1.1) e oy definido em (3,2.6 ).
Realizando raciocinio andlogo ao utilizado para  ob-
termos RP;(aj) e desenvolvendo a expressﬁo
a.=1

3
(3.3.28) 1 v vi(s)

CPD R

como foi feito no caso anterior, teremos

) aj#l /aj-]\\ o =1
(3.3.29) RP**(a.) = —mton p (N71)/2-(p+2)/243 5 f-tn 2)3 #f)
3 (a.~1) r=0 \ r
J ,
onde
r-1/r-1
{3.3.30) Gér) = I Gér'l'g} Hég)
=0\ %
com
p/2
fi T(k-3)
(0) k=qa .+1 p/2
(3.3.31) G5 ' = —d n T{(p+3)/2-k-j}
%3 4-1 k=1
1 T (ra=3)
k=1 m=k
o
P+l P/2

(3.3.32) Hé“) = 21 (-1) fa, £(2+1,1) + T £ (241, k=)
] kxaj+l
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[ .
p/2 3 3-1 _
8 o4l (pt3)/2-k=) + £ @ (m-i)" N
k=1 k=1 m=k
com
(0} p/2 p/2 _
(3.3.33) HBO) = al v(1) + 2 bik=3) + £ w{(p+3)/2~k~-3}
J k= +1 k=1
.
j 3-1 _
- I T (m~j) 1
k=1 m=k
onde
(3.3.34) Gér) = 1im ‘T (s) ;£ = 0,100,071
n—1 +2 )
s - e
a
(3.3.35) B = 150 B (8) , 2= 0,1,...,1-1

0
n-1 +2 _ .

sendo uj definido em (3.2.6 ).

a.3) Fungao densidade (p par):

Uma vez que Jja calculamos os residuos de a(s) em seus
polos, podemos, de acordo com (3.1.2), escrever a expressao da
fungio densidade de probabilidade da varidvel aleatdria |D|, f(x),

que serd dada por

L] L] = C
(3.3.36) f(x) p {

f ™ 8

RP¥(«.) + £ RP ™ (a.)}
je1 303 =1 3 3

M ay)

com Cp definido en (2.1.5)}), RP;(aj) dado por (3,3.19) e RPJ 3

dado por (3.3.29).
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Vamos, a seguir, calcular a fungdo de distribuicgao
acumulada de |{D|, que serd obtida de maneira direta pois vamos
utilizar um resultado sobre integqracao logaritmica que facili

tard todeo o calculo.

a.4) Funcdo de Distribuicdo Acumulada (p par):

Para calcularmos a expressao da funcao de distribui=-
gao acumulada da variadvel aleatdria |[D|, F(x), vamos utilizar o
seqguinte resultado sobre integracdao de uma forma logaritmica

X

(3.3.37) u® (-in u}k"l du =

Xa+l kik=1)...{k=-r+1)

(=2n x)k“r

e~

X (a+1) T

para a > 0, k inteiro peositivo e 0 < u < 1.

Esse resultado & demonstrado por Mathai e Saxena -

{1973) .
Assim, para o cidlculo de F(x), de (3.3.36) podemos es
crever
(3.3.38) £(x) = c_ ¢ (RR*(ay) + R *(a,))
T P =1 373 J 3
e sabendo que
X
Fx) = f(y)} dy
0

temos, diretamente usando (3.3.37) em {(3,3.38):
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g.=1 a.-1

| = j 3
(3.3.39) F(x) = 2°lzjc. & —2— % {Géri 0y (x,1) +
P y=1 (a5-1)! r=0 r ’
Géf; @2(x,r)}
onde
a4.=-r
_ L) (a.,~r)(a,=xr=1}).,,{a,~r—-t+1)
(3.3.40) 9, (x,1) = xn"p1/2+3 J 1
t=1 (ay=x) { (n=p) /2+3}"

o, =r=t
. (=2m x)

a.-r
o (n=p=1}/2+) % {(“j“r)fﬂj*r'l)---(ajHr*t+l)

t=1

(3.3.41} ¢2(x,r)
(aj~r){(n-p-1)/z+j}t

o, Y-t
. (=%n x)

-

sendo que G(g)l e dado por Gér) definido em (3.3.20) e Gér% e da
H ’ -—

do por G.F) definido em (3.3.30) com c, dado por (2.1.5).

b} Residuos quando p € Impar:

Como foi feito para o caso em que p e par, (3.3.3),

vamos particionar RI, definido em (3.3.2), da seguinte forma:

® * * %
.3.43) RI = I (RI.(8.,) + RI. .
(3.3.43) ! (RI;(84) 5 (ry)d

j=1
onde
(3.3.44) RI;(Sj) = Residuo de A(s) nos polos

{5+ (n-1) /2~ (p+2) /2+j = 0} de ordem Bj

e

(3.3.45) RI;*(Yj) = Residuo de A (s) nos polos

{s+(n=1)/2-({p+l)/2+j = 0} de ordem Yj‘
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com A{s) definido em (3.1.1) e Bj e yj como sendo definidos em
(3.2.15) e (3.2.18), respectivamente,

Vamos entao proceder ao calculo de cada uma dessas ex

pressoes separadamente.

b.1l *(8. :
) RIJ(BJJ

De {(3.3.44) podemos escrever

* . ;
{3.3.46) RIj(Bj} = 1lim LTI V (s}

onde

B .
(3.3.47) V(s) = {s+{n-1)/2=-(p+2)/2+3} 7 A(s)

com A{s) definido em (3.1.1).

Vamos calcular primeiro a expressao
g.-1
1 q’
1y BT
(B5-1)01 .73

(3.3.48) v{s)
e depois calcular o seu limite quando s - -(n-1)/2+{p+2)/2-j pa-
ra obtermos a expressac final de RI;(Bj).

Substituindo 4(s) pelo seu valor e desenvolvendo -
(3.3.47) como feito anteriormente para RP;(aj), chega-se a seguin

te expressao para o residuo

1 , (D=1 2= (p+2) 247

(3.3.49) RIY(B.) =
7] (p-1) !

3.1 /B.=1
3 lx B3

. Lo (=2n 2z}
r=0\\\r

B37HT (o)
Q
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onde
=1 /r-1
(3.3.50) Gér) = 3 ( Cglrel=n) gy
=0 g G 0
.
com
{p=-1)/2
1 P{ (p+2)/2-k=7j}
(3.3.51) 6% kel (prl)/2 .
L3.510) GO = i T (k=1)
%5 5-1 k=8 +1
100 (m=j3) J
k=1 m=k
e
(p+l) /2
(3.3.52) Hé" = et (-1 (L G+, 1)+ T g (a+l, k-3)
J k=p_,+1
j
(p-1) /2 "1 3-1 C(2e1)
+ L r{e+l, (p+2) /2-k~3} + I T {m—-7) }
k=1 k=1 m=k
CcOom
(0) (p+1) /2 (p~1)/2
{3.3.53) HO = ij{lj + I k=31 + T p{ (p+2)/2=k~73}
k=Bj+l k=1
- I I (m—7j)}
k=1 m=k
onde
(3.3.54) Gér) = 1lim ¢ sy, r=0,1,...,8:-1
, n=l  p+2
S 5 + 5 3
a
(3.3.55) Héﬁ) = lim Y sy 2 = 0,1,...,0~1

oo B

sendo Bj definido em (3.2.15),
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b.2) RI ™ (y.):
) 3 (YJ)

De (3.3.45) podemos escrever

.
(3.3.56) RI}"(y;) = lim L d —1 V(s)

v - t

onde, neste caso,
'Y .
(3.3.57) V(s) = l{s+{n-1)/2-(p+l}/2+3j} 7 a(s)

Ccom Yj definido em (3.2.18) e aA(s) definido em (3.1.1).

Assim, desenvolvendo a expressao

Yj-l
(3.3.58) 1 e (s

' Y
(Yj I qs J

como foi feito em (3.3.48) e achando o seu limite quande s tende
aoc polo {-(n~1}/2+(p+l)/2-3j} teremos a expressao de ng*(yj) que

& dada por

(3.3.59) RI**(y.) = ——ie (n=1) /2= (p+1) /2+]
- - ] j : :
{y.—~1):
]
Yj‘l /%j—l Yj“lﬂr (r)
I K\\ (=2n 2z) GO
r=0 r
Ve
onde
(3.3.60) 6T = T fr-1 Glr-l-2) (%)
.3. 0 2o K . 0 0

com
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(p+1) /2 |
(0) ki? r{(p+2)/2=k~1} (p-1) /2
(3.3.61) GO = e i P (k=7)
Y3 j=1 k=vy_.+1
10 {m-3j) 3
k=1 m=k
[ =
(p=1)/2
(3.3.62) B0Y = et Gyl s, v T (e, ke
] k=Y. +1
3
(p+1) /2 Yy -1 _
+ 1 C(2+1, (p+2) /2=k=3} + & & (m=j)" LY
COm
(0) (p=-1) /2 {(p+l) /2
(3.3.63) Hy"" = yop (1) + z v (k-j) + 5 e 1 {p+2) /2-k-3}
J kmyj+l k=1
Y. o
j 3-1 -
- @t
k=1 m=k
onde
(3.3.64) 67 = 1im ¢ s) = 0,1,y
-l pil
S R S
e
(3.3.65) 1\ = 1in B sy, 1= 0,1,...,01

n~l +1 ,
s » ==+ By= -3

sendo Yj definido como em {3.2.18},
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b3) Funcdo densidade (p Impar):

Bem, de posse do calculo dos residuos, ja podemos es-
crever a expressac da fungio densidade de probabilidade de |D| ,
£{x}, que, de acordo com (3.1.2) pode ser escrita da forma

(3.3.68) £(x) =¢C_{
Pj

iz 2
I~ 8

* * %k
RI. . + RI. .
3(Bj) 3 (Yj)}

1 1

J
com RI;(Bj) dado por (3.3.49%), RI;*(Yj) dado por (3.3.59) e Cp de
finide em (2.1.5}).

Agora vamos determinar a fun¢do de distribuigao acu-

mulada de |D| também de maneira direta como fizemos para p par.

b.4) Funcao de Distribuicdo Acumulada {p impar):

De (3.3.66) podemos escrever

(3.3.67) £{x) = C ;*

P

jl ™ 8

*
{RIj(Bj)+RI (Yj)} .

j=1

Logo, a fungdo de distribuicac acumulada de {D|, F(x),

onde

F(x}) = fly) dy

seri obtida se utilizarmos o resultado da integral dado em (3,3.37)

na expressao {3.3.67).

Feito isso, vamos ter

- = 1 J
(3.3.68) F(x} = 2Pfx|c 1 {(——— & G
P 3=l (pym1)0 x=
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j
eI od¥) e, (e, )
(Yj"l)’ =0\ r d
onde
(n-p-1) /2 Bj‘r (g.-r) (B.~x-1)... (B.~r-t+1)
(3.3.69) &, (x,1) = x n-p - i . _
t=1 (84-x) { {n=p~1)/2+3}
B.~r~t
. {~n x) }
e
(nep) /244 11T (570D (rymrm1) ee (y gmr-tl)
(3.3.70) ¢,(x,1) = x n=p l 5 {—d 3 3 -
t=1 (Yj-r){(n*p]/2+j}
y.~r=t
C(=n x) 3 }

sendo que Géri & dado por Gér) definido em (3.3.50) e Géré e dado
’ ¥

por Gér) definido em (3.3.60) com CP dado por (2.1.5).

3.4} CASOS PARTICULARES

Nesta secgao vamos calcular alguns casos particulares
para a funcdao densidade de probabilidade de |D], f(x).Vamos achar

as expressoes dessa fungao para p=2, p=3 e p=4.

a) p= 23

Fazendo p=2 em (3.3.36) temos

- * * %
(3.4.1) f(x)—-C2j {RPj(aj) + RPj (uj}}

il ™ E

1

onde, por (2.1.5), t=2mos




(3.4.2) 1/C, = 2° |2] T {n/2} T {(n=1)/2)

Por (3.2.6) sabemos Jque
(3.4.3) ¥ = 1, j > 1

entdao podemos escrever (3.4.1) do seguinte modo

o 8

. * K
(3.4.4) f({x) = <, {RPj(l)+RPj (1)}

j=1

onde, por (3.3.19) e por (3.3.29), temos

_ {n=4)/2+3 T (1/2-3)
=, S Al £
-1
T {(m—3j)
m=1

(3.4.5) RP;(I)

* % _ (n=5)/2 T {3/2-3)
{3.4.6) RPj (l) = Z -j-_:T-——-’-‘—*-"
T (m=1)

m=1

Assim, sabendo que

3-1 i1
(3.4.7) 1 (m-3j) = (-1) (3-1) ¢
m==].
. 29-1
_aydor/2 .
(3.4.8) r(i/z-j) = J-tlox 2 I (1)
re2i)
25-2

(-1) 3%t R172 I(9)

(3.4.9) r(3/2-3)
r{23j-1)

e, por (2.1.6), que

-2 -1

(3.4.10) z = x 27° |r]

.39,
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Substituindo essas expressoCes em {3.4.4) teremos:

(n=3) /2 1/2

-1
(3.4.11) £(x) = c, 277" +1/2 (x)z|7Y e~ (XIZ1 )

Podemos notar que a expressao encontrada em (3,4.11)
€ a mesma que foi obtida em (2.3.5) como, naturalmente, era de se

esperar.

b) p = 3:

De (3.3.66) podemos escrever

I = 8

(3.4.12) £(x) = C, {RI;(Bj}+RI;*(Yj)}

j=1

onde, por (3.2.15) e (3.2.18} temos respectivamente

[l, J =1
(3.4.13) 8, = ¢
J iz, j > 2
(3.4.24) vy = 1, 3> 1

Entdo a expressao de f(x), dada em (3.4.12), pode ser

escrita da forma

I e 3
il 1 8§

*
{Rll(l) +

RI:(2) +
3 3

(3.4.15) £(x) = C, RI ¥ (1)1
2 j=1  J

onde, por (2.1.5), temos

(3.4.16) 1/C, = 22 15l T {(n/2) T ((n=1)/2} T {(n-2)/2}

e, por {3.3.49) e {3.3.59), temos que
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(3.4.17) RI](1) (n-d)/2 172

: 2j-2
_ ,(n=6) /243 (=1)] 2

(j-2) 1 (23-2)

Tr1/2

(3.4.18) RI;{E) {29 (29=1) + ¢ (3=-1)
-n 4z}

43-3

(3.4.19) RI* (1) = zn"5)/2+] -1 w3132 2
? (29=1) ¢ (29-2)!

e, por {(2,1.6), temos

-3

(3.4.20) z = x 273 |z|™t.

c) p = 4:

De (3.3.36} podemos escrever

(3.4.21) £(x) = C, I {RPi{a.) + RP " (a.)}
SRR R s
]-——.
onde, por {2.1.5) e utilizando a £&rmula de duplicacdo de gamas,

dada em (4.1.10), temos

210~2n I

{(3.4.22) l/C4 = zf m T'{n-1) r'{n-=3)

e, de acordo com (3.2.6}, temos

1, 3 =1
(3.4.23) a. =
] 2, 3 > 2

Entdc, podemos escrever a expressaoc (3.4.21) do se-

guinte modo:

(3.4.24) £(x) = C, {RP}(1) + RPY* (1) + 2 {RP(2) + RP % (2)}}
j:2 ] ]
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onde, por (3.3.19), temos

. z(n-éi)/2

(3.4.25) RP;(l) (=2 1)

e, para j > 2,
49-3
_ ,(n=6)/2+3 _(3=1) w 2
(25-1)1 (23-2)!

{2 v(23)

(3.4.26) RP;(Z)

+ 2 9(23=2) - 4 n 2 - 2n 2}
e, por (3.3.29), temos ainda
(3.4.27) RRI*(1) = 2(M73/2 4
e, para j > 2,

4i-6
T2

(23-2)1 (23-4)!

(3.4.28) RP;*(2) = o {(n=7)/243 (2 y(23-1)

+ 2 $(23-3) ~ 4 an 2 - n 2z}

onde o valor de z & dado em (2.1.6), ou seja

-4

(3.4.29) z = x 2~ |z|™%

Desenvolvando a expressaoc (3.4.24), fazendo as respec-
tivas substituicces e também {23-3 = k+1}; com algum trabalho de

cdlculo chegaremos 3 expressao (2.3.11).
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CAPITULO 1V

RESULTADOS UTILIZADOS

Apresentaremos neste capitulo uma relacido de resulta-
dos sobre fungoes especiails e fungdes hipergeométricas que utili
zamos, direta ou indiretamente, no nosso trabalho. Entre as fun-
¢oes especials temos as funcgdes Gama, Psi e Zeta, bem como algu-
mas propriedades de cada uma delas. Temos a fungao hipergeometri-
ca simples, a funcao G-hipergeométrica gener%lizada de Meijer e
ainda alguns casos particulares da fungao G gque nos foram impor-
tantes. Esses resultados também podem ser encontrados na biblio

grafia indicada no final deste trabalho,

4.1) FUNGOES ESPECIAIS

a) Fungao Gama (Integral de Euler):

(4.1.1) TI{a) = J e " % at, R(a) >0
0
onde R{a) indica a parte real de a.

Algumas propriedades da fungdo gama utilizadas pPox

nds neste trabalho foram

(4-102) F(a+l) = 0.1"{{1)
(4.1.3) 'in) = (n=1}! , n inteiro positivo
(4.1.4) T1(1/2) = Vg

(4.1.5) r{z) r {-z) = =-(n/2)/sen{nz)




(4.1.6) r{z}) T(l-z) = +=a/sen(nz)
(4.1.7) r{l/2+z) r(lL/2=-2) = n/c0s(rz)
(4.1.8) (u)n = [{a+n) /T {a} = {(a+n-1} (e+tn-2)...(a), (a)0 =

A formula de multiplicacao de gamas & dada por

m-1
n [ (z+x/m)
r=0

(4.1.9}) f‘(mz) a (‘3“) (l"m)/2 mmzwl/z

onde m & inteiro positivo.
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No caso em que m=2, temos a fdrmula para a duplicagido

de gamas dada por

zz=1 ﬂ-l/2

(4.1,10) r(2zy = 2 r{z+1/2) ri{z)

b) Funcdo Psi:

Temos, por definigao, que

d T'{z)

{4.1.11) p{z) = == In T{z) = =220 | T'(2) = == r{2)
dz T{z) dz
e, ainda
(4.1.12) p{z) = =yt+{z=1} I {(k+1)(k+z}}“l,- z # 0,=1,-2,...
k=0

Vejamos algumas propriedades da fungao Psi:

(4.1.13) p({l) = =¥

-1 1

z +{z+1)-l4-(z+2)‘

Il

{4.1..4) y (z+n)

+...+(z+n~l)_l‘+w(2) P

n=1,2,3,...

il

(4.1.15)  y(1l+n) 141/2+41/3+ 4. #1/n - v
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(4.1,16) p(2)-w(-2) = -7 cot(nz)-1l/z
{4.1.17}) ¢{z)=¢(l-2) = -5 cot(nz)

(4.1.18) p{l/2+z)-9{1/2-z) =1 tginz)

A fOrmula de multiplicagdo de Psi's & dada por

-1 m—1
(4.1.19) g {mz) = m Lo l(ztk/m) + % m

k=0
onde m & inteiro positivo.

No caso particular em gque m=2 e z=1/2, temos

{4.1.20) p(1/2) = =y=2 n 2

¢) Funcao Zeta Generalizada {de Riemann):

(v'+r}mS ‘ v #0,-1,-2,...
Q

(4.1.21) gi{s,v) =

I} 18

X
e, com R(s}) » 1.

A relacao entre as fungdes Psi e Zeta & dada por

(4.1.22) S yrats) = (-1} o1 (a4, ats)

d) Fungoes modificadas de Bessel:

(4.1.23) Kv(z) (n/2) {cscvr) {I_v(z)—IV(z)}

) v
(4.1.22)  Iv(z) = EZ 0 p o 14y 22/4), -n < arg z < 1/2

T{v+l)

onde F1 G 14y 22/4) € a fungdo hipergeométrica que serd defini
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da em {4.,2.1).
(4.1.25) K., (z) = & % (v/22)%/?

No caso em que n & inteiro positivo, temos

(4.1.26) K _(z) = =1y r e (zs2) ) 1_(z)
Lk
n-1 k o 20
+ (1L/2) (Z/"ZJNn 5 {(=1}" (nwk=-1) 1! _Z_“:i
k=0 k! 4
n o ! z\k
+ o A-1) (z/n" 1 ig(k+l)+w(n+k+1)-2¢(l)}{ Eﬁ}
2 k=0 k! (n+k)! o4/

4.2) FUNCOES HIPERGEOMETRICAS

a) Fungao hipergeométrica simples:

o k
(4.2,1) OFl (; a; 2) = T -z , (a)k _ I ({o+k)
k=0 (G)kk: I {a)

b) Funcao G-hipergeométrica generalizada de Meijer:

al;--ofanr an+l,...,ap

(4.2.2) o™ |, -
P/g )
Dl,...,bm, bm+l""'bq
( m n
I T {b.+s) T I (l-a,=-s)
. 3 - k -
_ 1 : k=1 25 as
27i q p
I T(l1-b.-s) I P(ak+s)
Jy, J=mtl J k=n+1
onde L & um contorno adequadamente escolhido, i =1WI:I e

(i) z # 0




(ii)

(111)

(iv)

{v)
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m,n,p € ¢ sa0 inteiros nao negativos com O<m<g; O<n<p.
Produto vazio & igual a 1.

Os numeros complexos 3, e bj sao tals que nenhum polo de
F(bj+s), j=1,2,...,m, coincide com algum polo de P(l*ak—sh
k=1,2,...,n. Isso equivale a dizer: ak—bj # inteiro positi

Vo,
Temos trés contornos diferentes de integracao:

L pode ser um contorno (c-ie, c+ie) que separa todos 0s po
los de P(bj+s), j=1,2,...,m, de todos os polos de F(l—ak-s),
k=1,2,...,n. Para a integral convergir & necessario que

§ = m+n~%(p+q) >0, |arg z| < §n., Se larg z| = &n, § > O,

-~

a integral converge absclutamente quando p=q se R{v) < =1
e quando p#¥g, se temos -s = g+ir, ¢ e r reais, ¢ & tal que

para r + t=,

(q-p)o > R(v)+1-3(q-p)

onde

L também pode ser do tipo (-=, -=), direcao positiva, in-
¢luindo todos os polos de r(bj+s), j=1,2,...,m, mas ne-
nhum polo de F(l~ak~s}, k =1,2,...,ns A integral converge

se q>1 ou p<g ou p=g e |z| <1,

L pode ser também um contorno do tipo (+=, +=), diregao ne
gativa, incluindo todos os polos de F(l—ak—s), K=l,2,¢e0a,0y

mas nenhum polo de P(bj+s), j=1,2,...,m. A integral con
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verge se p > 1 ou p>g ou p=qg e |z| > 1.
Alguns casos particulares da funcao G gue utilizamos

neste trabalho foram:

{4.2.3) m=q = 2 e n=p=7>10
e

q = 4 e n=p=790,

{(4,2.4) m

-

A expressao (4.2.2) particularizada para (4.2.3) & da

da em | 6 , pAdg. 231, (8)] como sendo

(4.2.5) G} 2 222

,0 1 {a+b) /2
y 2 [z[a,bJ = 2z Ka-b

e, a mesma expressao (4.2.2) para (4.2.4) & dada em [6, pag. 233,

(22) ] por

){4zl/4)

(4.2.6) Gg:g Z |ar at+l/2, b, b+l/2‘| = éﬂzfa+b)/2£{

2{a—~b

onde Kn(.) &€ a funcdo de modificada de Bessel, dada em { 4.1)

Item 4d)} para ambos o8 Casos.

c) Integral de funcao G:

1 - .
~ el o AyreeerBp, an+l""'dp
Prq .
blrt-o;bm; bm+lr---'bq
0
0, A4400-,a_, & s re-,a
= ra-p) GRentl . ntontl P
*TH Spe1,qel | P
bl,ovo,bm, bm+l;oooqu; B
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para 0<n<p<g; l<med; R{8)<R(aJ<R(bj)+l; 3=1,2,...,m. {ver [ 6 ,
pAg. 141, (10)]}.
Entao, particularizande para m=g=r, r>l, p=n=0, o=0 e
==}, temos
1 0
(4,2.8) G
; _ | biseeesb., -1

para R(bj)+l > 0.

Mais detalhes sobre a fungao G, contornos de integra-

¢do, resultados de integrais de fungao G, etc., podem ser vistos

em { 6 J.
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