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IN'l'RODUÇÃO 

Uma das intenções que tivemos neste trabalho foi a de 

apresentar e desenvolver a utilização das transformadas de Mellin, 

juntamente com a teoria dos resíduos, como uma técnica para a ob

tenção da distribuição exata do determinante da matriz de Wishart, 

! D !, a partir de seus momentos. 

Um problema que surgiu, de imediato, foi quanto à uni 

cidade da função densidade determinada através da transformada in 

'llersa de Mellin da função gerodora de momentos do determinante de 

ll. 

Stieltjes, já em (1920-1921), desenvolveu (!Ondições 

de reqularidade para que a função qcradora de momentos seja um-a

um com a função dens:Ldadc, ao que ele chamou de "problema dos mo 

mentes". Também nesse sentido temos o critério de Carlemanne 

A utilização desses critérios não permitiu que pudés

semos confirmar que os momentos de lnl definiriam uma Única fun-

ção df~ densidade. Mas a .A. Cordeiro (1980), em 11 Distribuições 

Exatas de Testes de Hipóteses Hul ti variados" (a ser publicada) 
' 

prova que a transformada de Mellin define urna relação um-a-um com 

as distribuições que a definem. 

sa 

Assim, como temos a existência da transformada inver

de Mellin de Elnl 11 • podemos afirmar que ela determina uma Úni-

ca função de densidade e então buscamos determinar a expressão 

dessa função em t_ermos de função G e em séries. 
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Apresentaremos neste trabalho, dividido em quatro ca-

pÍ tulos, a distribu.ição exata do determinante da matriz de Wis.hart,. · 

No capítulo I, discorremos sobre a distribuição de 

l"l'ishart, citando alguns teoremas importantes ligados a essa dis-

tribuição. Dentre esses teoremas temos aquele que é o motivo do 

nosso trabalho e que pode ser visto em [14, pág. 831. Ainda neste 

capitulo damos a expressao sobre o h-ésimo momento natural da va-

riável aleatória i DI. 

No çap.itulo II falamos sobre o método utilizado para 

obtermos a distribui~~ão exata de I D 1. Esse método é a transforma·-

da de H.ellin (bem como a transformada inversa de Mellin) em ana·· 

logia com o h-ésimo momento, que atualmente está sendo bastante 

utilizado para obtenção de algumas dist.ribuiçÕes exatas~ Ternos 

ainda neste capitulo, as expressões da função densidade de pro-

habilidade e da função de distribuição acumulada, exatas, de IDI, 

em termos de função G-·hipergeométrica generalizada de Meijer. Tam 

bém achamos alguns casos particulares para a função densidade que 

podem ser obtidos em termos de funções de Bessel. 

' f -No cap1tulo III expressamos essas mesmas unçoes, em 

sérieó> razoavelmente computáveis. Para isso, usamos o método da 

transformada inversa de Mellin com a ajuda da teoria dos resÍduos. 

TambéJa nest.e capítulo, .J.Chamos alguns casos particulares para a 

função densidade e comparamos com as ob·tidas no capítulo II. 

No capttulo IV damos uma relação de resultados que, 
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direta ou indiretamente, foram utilizados por nós na oblencão das 

expressões da funç3o densidade e função acumulada, exatas, da va

riável I fJ j. Entre c~;ses resultados temos as funções especiais Ga

ma, Psi e Zeta, bem como algumas propriedades de cada u!ua delas. 

'l'cmos também algumas funções modificadas de Bessel e, aJ.nda, a 

função G-hipergeométrica generalizada de Neijer. 
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CAP!TULO I 

DISTRIBUIÇÃO WlSHART 

Neste capitulo, vamos mostrar a função densidade de 

probabilidade da matriz de Wishart, D, e também veremos alguns 

teoremas importantes ligados a essa distribuição. 

l.l) FUNÇÃO DENSIDADE DA MATRIZ DE WISHART 

seja D : pxp uma matriz simétrica definida positi-

va. Dizemos que D tem distribuição Wishart p-dimensional com ma-

triz escala E : pxp e n graus de liberdade, n "> p, se a densi

dade conjunta dos elementos de D é dada por 

{1.1.1) f (D) = 

onde 

(l.l. 7) 1 

C(p,n} 

'" 
' 
C(p,n) 

'-' i L ! 

n/2 

IDI (n-l-p)/2 

\_O , outros 

p 
rr 

k=l 

e, cuja notação é D ~ Wp (L,n). 

e D>O,L>O 

r { (n+l-k)/2} 

Se n < p a distribuição é singular e a função den-

sidade nao existe. 
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1.2) ALGUNS TEOREMAS SOBRE DISTRIBUIÇÃO WISHART 

Vejamos os seguintes teoremas, cujas provas podem ser 

encontradas na bibliografia indicada ao final de nosso trabalho, 

para podermos sentir como aparece a distribuição Wishart, . 
em va-

rios casos. Por eles também se pode notar como é grande a utili-

zação desta distribuição na estatística. 

TEORE11A 1: Seja X pxn, n > p, uma amostra aleatória de tama-

nho n onde 

X."' N (l-!,1:), i= 1,2, ••• ,n, independentes. 
1 p -

Então a função densidade da matriz simétrica 

é dada por (1.1.1) e E é um vetor lxn com todos os elementos 
ln 

iguais a 1. 

Para a distribuição da covariância amostra! nos temos 

o seguinte 

TEOREMA 2: Seja X pxN, N > p+l, uma amostra aleatória de ta-

manha N, com 

i= l,2, •.. ,N, independentes. 

Seja 

N 

D ~ E (X i -X) (X i -X) ' ~ xx•-NXX• 
i=l 

onde 

1 
N 

x -· 
N 

E xi. 
i=l 
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Então 

D "'Wp(L,n) onde n -- N-1. 

Vejamos agora um teorema bastante importante para 

nós, pois foi a partir dele que desenvolvemos este trabalho. Ele 

também nos permite chegar a expressão dos momentos naturais de IDI. 

TEOREHA 3: Seja D ~ W (E,n). Então 
p 

p 
!oi = I L I rr xk 

k=1 

onde os Xk's sao independentemente distribu!dos, sendo 

Assim, podemos escrever diretamente 

!wl 

e, como citam Srivastava e Khatri em [14, pág. 83], a expressao 

para a função densidade de probabilidade de lwl so e conhecida p~ 

ra alguns casos muito particulares de p sendo que eles, :l.nclusive 

pela dificuldade do cálculo, só calculam essa expressão para p=2. 

Citam ainda a expressão geral para o h-ésimo momento de lw! que é 

dada por 

TEOREI1A 4: 

(1.2.1) 

W>O 

!wl 
1 
1 (n-1-p)+h 

2np/
2 

r P (n/2) 

dW 



ou ainda 

(1.2.2) 

onde 

(1.2 . .3) r I a) 
p 

= 

r lh+n/2) 

r (n/2) . p . 

"(o-l) 14 TI r-- L I r(a-(k-l)/2) 

.12. 

Este resultado (1.2.2) pode ser ~stendido para h-com 

plexo desde que R(h) > -(n-p+l)/2. 

Assim, a expressão geral do h-ésimo momento 

de joj pode ser obtida diretamente de (1.2.2) e 

(1.2.4) 

onde R (h) > - (n+l-p) /2. 

p 

p 

rr 
k=l 

r(h+(n+l-k)/2) 

rr ri (n+l-k)/2) 
k=l 

• ser a 

natural 

Precisamos dessa expressao uma vez que vamos achar a 

dl.stribuição de In i, para qualquer p, a partir de seus momentos, 

e utilizando as definições de transformada de Mellin e transforma 

da inversa de Mellin, como veremos no próximo capítulo. 
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CAPITULO II 

DISTRIBUIÇÃO EXATA EM TERMOS DE FUNÇÔES HIPERGEOM~THICAS 

Neste capítulo, vamos achar as expressoes exatas da 

função densidade de probabilidade e função distribuição acumulada 

de I DI , em termos de funções hipergeométricas. 'fambém calculare-

mos alguns casos particulares para essas funções em termos de fun 

ções de Bessel. 

2 .1) INTRODUÇÃO 

Como dissemos ao final do capitulo anterior, vamos 

partir da expressão do h-ésimo momento dado em (1.2.4) para podeE 

mos achar a distribuição de lol. 

Seja f(x} a função densidade de probabilidade dava 

riável aleatória joj, joj :>O. Então, o (s-1)-ésirno mornen·to natu-

ral de IDI é dado por 

(2.1.1) 

J
"O s-1 

x f(x) dx, R(s) > O = 

Assim, fazendo uma analogia com a definição de trans

formada de Mellin (ver r 17, pág. 7 1l podemos dizer que E(jDj 5 -l) 

e a transformada de Mellin da função densidade, f (x), da variá-

vel aleatória lol. 

Usando a definição de transformada inversa de Mellin 

(ver [ 17, pág. 4 6 ] ) , podemos escrever 

(2.1.2) f (x) 1 I -s - X 
2 ·rri 

L 

Ris) > O = 
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de modo que L se·ia um contorno que inclui todos os polos de 

E(IDI 8
-

1
) e i =\f-i. 

De (1.2.4) podemos escrever diretamente 

p 
rr r(s+(n-1-k)/2) 

{2.1.3) 2 (s-1) p I>: I s-1 c:k_=:::_1 _____ _ 

p 

rr r( (n+1-k) /2) 
k=l 

onde R(s) > -(n-1-p)/2. 

(2.1.4) 

onde 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

senão 

(2.1.7) 

Assim, por (2.1.2) temos que 

f (X) = 

J 
-s P 

z rr 
k=1 

L 

r(s+(n-1-k)/2} ds 

r{ (n+1-k)/2) 

.. .. 

L um contorno que inclui todos os polos de 

p 
rr r{s+{n-1-k)/2) • 

k=l 

2. 2) !'UNÇÃO DENSIDADE E FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO ACUMULADA; EM TER

MOS DE !'UNÇÃO G 

Utilizando, agora, a definição de função G-hipergeomé 

trica generalizada de Meijer dada em (4.2.2), podemos escrever 
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(2.2.1) f(x) c 
i' 

[zl (n-2)/2, (n-3) /2, ••• , ln-p-1) 12], 
z > o 

com CP e z definidos anteriormente. 

função dist.ribuição acumulada de In I - dada por A e 

F (x) = CP I: Gp,O iyz-P I' 1-1 I ln-2) /2, (n-3)/2, •.. , (n-p-1)/2]dy O n 'c 
X > o, y > o 

onde, fazendo a transformação y = xt, temos 

Utilizando, aqui, (4.2.8), teremos a expressão final 

para a função de distribuição de IDI que é dada por 

(2.2.2) F(x) C Gp,l [ I o J X 1 +1 Z 

P .,p (n-2)/2, (n-3)/2, ..• , (n-p-l)/2,-1 

z > o 
com CP e z definidos anteriormente. 

2.3) CASOS PARTICULARES 

Estudaremos, aqui, f(x) para p~2 e p=4, pois nesses 

casos a expressão de f(xl pode ser dada em termos de funções de 

Bessel, como veremos adiante. 

Para P""2 e utilizando (2.2.1), temos 

(2.3.1) f(x) = c 2 G~;~ [ z I (n-2)/2, (n-3)/2] 

onde, por (2.1.6), temos 
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(2.3.2) 

e, por (2~1.5), temos 

(2.3.3) .,4-n I" I ,1/2 r (n-11 

e, utilizando agora (4. 2 ~5), podemos escrever 

(2.3.4) [ z I (n-2)/2, (n-3)/2] 2 2
(2n-5)/4 1/2 

K
112 

(2 z ) 

onde K
112

(.) é a função modificada de Bessel'dada em (4.1.25). 

(2.3.5) 

ou, ainda, 

(2.3.6) 

(2.3.71 

Assim, de (2.3.1) e usando (2.3.4) teremos 

f (x) TI 
1/2 

f (x) = 

e 

-1 1/2 
-(xltl ) 

' -1 1/2 
e-(xlr.l I 

Para p=4, e utilizando (2.2.1), temos 

f (x) = c G
4

'
0 

[z I (n-2)/2, (n-3)/2, (n-4)/2, (n-5)/2_-j 4 0,4 

onde, por (2.1.6) j temos 

(2.3.8) z = 

e, por (2.1.5), temos 

(2.3.9) z
10

-
211 ltl n r(n-11 r(n-3) 
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e, por (4.2.6}, podemos escrever 

(2.3,10) G6:~ [ z I (n-2)/2, (n-3)/2, (n-4)/2, (n-5)/2] = 

onde K2 (.) é a função modificada de Bessel dada em (4.1.26) ~ 

(2.3.11) 

onde 

(2.3.12) 

com 

Assim; de (2.3~7) a (2.3.10), podemos escrever 

l/4 00 

K
2
!2!xiLi-

1 J l = L 
'k/2 1/2 

-y (y+(1/4)tn y) 

+ 1/ (2y
112 J -1/2 + (1/2)//

2 
00 

E 

k=O 

k=O k! (k+2)! 

~ (k+1) + w (k+Jl...!...b. yk/2 

k!{k+2)! 
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CAP!TULO III 

QISTR:BUIÇÃO EXATA EM S~RIES 

Neste capítulo, vamos obter as expressoes exatas para 

a função densidade de probabilidade e para a função distribuição 

acumulada, da vartável aleatória lo I r em termos de séries que são 

razoavelmente computáveis~ Vamos calcular também, casos particu-

lares para a função densidade, e depois faremos a comparaçao com 

as expressões obtidas no capítulo anterior. 

3.1) INTRODUS,:ÃO 

Para acharmos a expressao exata da função densidade 

de probabilidade de joj em séries, vamos utilizar o teorema do re 

siduo que pode ser visto em [ 2, pág. 147 ]~Assim, para escreveE 

mos a expressão de f(x), dada em (2cl.4), em séries, ternos que es 

tudar primeiro os polos de 8(s), onde 

(3.1.1) " ( s) = 
-s z [' (s+(n-1-k)/2) 

com z definido em (2.1.6). 

Posteriormente t.emos que calcular os resíduos de 11 (s) 

nesses polos para, de acordo com esse teorema, obtermos a expJ:es-

são final de f(x)r que será dada por 

(3 .1. :!) f (x) = C {soma dos resfduos de ~(s) nos polos de 
p 

p 

rr r {s+(n-1-k)/2}) 
k~l 



pois, os polos de .'> (s) sao os polos de 

{3.1.3) 
p 
rr r is+{n-l··k)/2) 

k=l 

p 
3.2) POLOS DE IT I' {s+{n-l-·k)/2} 

------~k~=l; ___________ __ 

.19. 

Para se calcular os polos vamos estudar separadamente 

dois casos; quando p é par e quando p é Impar. 

a) Pelos quando p é par: 

Para melhor efeito de cálculo, vamos reescrever a ex-

-pressao ( 3 .1. 3) do segu.inte modo 

{3.2.1) 

onde 

{3.2.2) 

e 

{3.2.3) 

p 
rr r (s+{n-l)/2-k/2} 

k=1 

p/2 
= fi r (s+{n-1)/2+1/2-k) 

k=l 

p/2 
rr r (s+{n-1)/2-k) 

k=l 

Sabendo que os polos de r (t) são os valoreJ de t=-r, 

r=O,l,2,~.~; temos que os polos de P1 (s) são os valores de s que 

anulam cada termo da expressão 

{3.2.4) 
p/2-l k 00 /2 

rr (s+(n-l)/2-(p+l)/2+k} rr (s+(n-1)/2-(p+l)/2+kf 
k=l k=p/2 

ou, ainda, sao os valores de s que anulam cada termo de 
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- a 
(3.2.5) rr (s+(n-l)/2-(p+l)/2+k} k 

k=l 

com 

k, k = 1,2, .•• ,p/2-1 
(3.2.6} "k = 

p/2. k > p/2 

onde os expoentes ak indicam a ordem dos polos. 

Do mesmo modo, podemos dizer que os polos de P
2

(s) 

-sao os valores de s que anulam a seguinte expressao 

(3.2.7) 

ou 

(3.2.8) 

p/2-l -
n (s+(n-l)/2-(p+2)/2+klk rr (s+(n-l)/2-(p+2)/2+kf12 

k=l k=p/2 

n 
k=l 

"k (s+(n-l)/2-(p+2)/2+kl 

onde os expoentes ak indicam a ordem dos polos e com ak definido 

em (3.2.6}. 

Resumindo, temos para polos de ô{s), e com p par, os 

-valores de s que anulam cada termo da expressao P(s), onde 

(3.2.9) P (s) = 
ro a "k 
rr (s+(n-l)/2-(p+l)/2+k} k(s+(n-l)/2-(p+2)/2+k} 

k=l 

com os expoentes ak sendo definidos em (3.2.6). 

Uma vez que o raciocínio será análogo, vamos calcular 

de imediato os pelos de ó(s) quando pé Ímpar para depois proce-

dermos ao cálculo dos residuos em ambos os casos. 
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b) Palas quando p é Ímpar: 

Reescrevendo (3.1.3), como flzemos para o caso par, 

ternos 

(3.2.10) 

onde 

(3.2,11) 

e 

(3,2.12) 

p 
TI r {s+(n-l)/2-k/2) 

k=l 

= 

(P+1)/2 
TI r {s+(n-l)/2+1/2-k} 

k=1 

(p-1)/2 
TI r {s+(n-1)/2-k} 

k=1 

Assim, como fizemos anteriormente, podemos dizer que 

os pelos de I 1 (s) são os valores de s que anulam cada termo da ex 

pressao 

(3,2.13) 
(p-1)/2 k 

TI {s+(n-1)/2-{p+2)/2+k} 
k=1 

TI {s+(n-1)/2 
k=(p+1)/2 

- (p+2)/2+k} (p+l)/2 

ou ainda, sao os valores de s que anulam cada termo de 

(3.2.14) 

com 

TI 
k=1 

(3,2.15) Bk 

B)c 
{s+(n-1)/2-(p+2)/2+k} • 

k, k = 1,2, ••• ,(p-l)/2 

(p+l)/2, k > (p+l)/2 
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onde os expoentes Rk indicam a ordem dos polos. 

Analogamente, podemos dizer que os pelos de I 2 (s) sao 

-os valores de s que anulam cada termo da expressao 

(3.2.16) 
(p-3)/2 k 

rr ls+(n-l)/2-(p+1)/2+k} 
k=1 

00 

11 {s+(n-1)/2 
k=(p-l)/2 

-(p+l)/2+k}(p-l}/2 

-ou ainda, sao os valores de s que anulam cada termo de 

(3.2.17} 

onde 

(3.2.18) 

00 

TI 
k=1 

yk 
(s+(n-l)/2-(p+1)/2+kl 

k = 1,2, ••• , (p-3)/2 

= 

l(p-1)/2, k.::. (p-1)/2 

com yk indicando a ordem dos pelos. 

Assim, de (3.2.14) e (3 .. 2.17) podemos concluir que, 

no caso em que pé Ímpar, os pelos de ó(s) são os valores de s 

que anulam cada termo de I (s ), onde 

(3.2.19) 
00 sk Yk 

I(s) = IT {s+(n-l)/2-(p+2)/2+k) (s+(n-l)/2-(p+l)/2+k) 
k=l 

com os expoentes Sk e yk indicando a ordem dos polos de cada ter

mo e como sendo definidos em (3.2.15) e (3.2.18), respectivamente. 
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3.3) RES!DUOS DE ó(s) 

Uma vez que já calculamos os pelos de (3.1.3) para os 

- -casos em que p e ~mpar ou par, vamos agora proceder ao cálculo 

dos residuos de 6(s) nesses pelos para, de acordo com (3~1.2), ob 

termos a expressão final da função densidade de probabilidade de 

IDI, f(x). 

Para isso, será importante definirmos 

(3.3.1) RP =Soma dos res!duos de 6(s) nos pelos de (3.2.1) qua~ 

do p é par 

e 

(3.3.2) RI= Soma dos resíduos de n(s) nos palas de (3.2.10)qua~ 

do p é Ímpar 

pois, como fizemos anteriormente para o cálculo dos pelos, também 

vamos estudar os res!duos separadamente para os casos em que -p e 

- . par ou e ~mpar. 

a) Residuos quando p é par: 

Como já temos os palas de (3.2.1) para p par, dados 

pela expressao (3.2.9), vamos então reescrever RP do seguinte mo 

do 

(3.3.3) 

onde 

(3.3.4) 

* RP.(a.)+ 
J J 

RP~*(a.) 
J J 

• RPj(aj) =Resíduo de ó(s) nos pelos 

(s+(n-l)/2-(p+l)/2+j ~O} de ordem "i 



• 
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e 

{3.3.5) •• • RP. (a.) ~ Reslduo de ô(s) nos polos 
J J 

{s+(n-l)/2-(p+2)/2+j = 0} de ordem aj , 

com 6 (s) definido em ( 3.1.1) e cxj definido em ( 3.2.6), ou seja 

r 

mente . 

a.1) 

{3.3.6) 

onde 

' j 1 j = 11 21 o o • 1 p/2 - 1 

"i = 

i , p/2 

Vamos calcular cada uma dessas e'xpressões separada-

De (3.3.4) podemos escrever 

RP~(a.) ·
J J 

lim 

n-1 e+~ . 
--+ - J 

2 2 

1 

{a .-1)! 
J 

a.-1 
d J 

"· 1 ds l 

v { s) 

a. 
(3.3.7) V(s) = {s+(n-l)/2-(p+l)/2+j} l <l{s) 

com <I (sI dado por { 3 .1.1 ) , 

Para calcularmos a expressao (3.3.6) precisamos des-

fazer a indeterminação criada quando s tende ao seu valor limite. 

Para isso, vamos desenvolver (3.3.7} do seguinte modo 

"· p 
(3,3.8) V{s) = z- 5

{s+{n-1)/2-{p+1)/2+j} J IT r{s+{n-1)/2-k/2} 
k=1 

(l • llj 

= z-
6

(s+(n-1)/2-{p+1)/2+j) J rr r{s+{n-1)/2-{p+1)/2+k) 
k=1 



I 
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p/2 p/2 
n r(s+(n-ll/2-(p+l)/2+kJ TI r(s+(n-11/2-k) 

k=a.+l k=l 
J 

Então V(s) pode ser escrito da forma 

(3.3.9) V(s) = z-• G(s) 

onde z e dado por (2.1.6) e 

(3.3.10) G(s) ~ 

a. 
r J (s+(n-l)/2-(p+1)/2+j+1) 
a· j-1 
TI

3 
TI !s+(n-1)/2-(p+1)/2+m) 

k=1 m~k 

p/2 
n 

k=a.+l 
J 

p/2 
r{s+(n-1)/2-(p+ll/2+kl TI 

k~l 

r{s+(n-11/2-kl 

Para calcularmos a {aj-1)-ésirna derivada de V(s) va

mos utilizar que 

a.-1 a.-1 

(3.3.11) 
d J 

v (sI 
d J -s 

~ (z G(s)} a.-1 a.-1 
ds J ds J 

a.-1 ("j-) cr.-1-r -s J dr 
~ z 

' 
(- R.n z) J G(s) 

r=O "r dsr 

e, ainda sabemos 

(3.3.12) ..!!.. G(s) ~ G(s) d tnG(s) ~ G(s) H(s) 
ds ds 

onde 

(3.3.13) H(s) d 
~ - R.n G(s) 

ds 

Podemos dizer então 



• 
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(3.3.14) G(r) (s) = {G(s) Il(s)) 

que pode ser escrita da forma 

(3.3.15) G(r) (s) r~1 c-1) " G (r-1-<) (s) 

t=O t . 
/ 

= 

Essa expressao pode ser calculada de modo iterativo 

desde que (d 1/ds 1 )H(s) seja conhecido. Para isso vamos primeiro 

desenvolver (3.3.13), substituindo G(s) pelo seu valor dado em 

(3.3.10), e escrever 

(3.3.16) H(s) = d {a). tn r{s+(n-l)/2-(p+1)/2+j+1} 
ds 

p/2 
+ E tn r(s+{n-1)/2-(p+1)/2+k) 

k""'a.+l 
J 

p/2 
+ 

" '" 
r{s+{n-1)/2-k} 

k=l 

a. j-1 J 
E E <n {s+{n-l)/2-(p+1)/2+m) 

k=1 m=k 

Utilizando agora a definição de função Psi, dada em 

(4.1.11), podemos escrever 

(3.3.17) H(s) = "j •{s+(n-1)/2-(p+l)/2+j+l} 

+ 
p/2 

E 

k=a.+l 
J 

p/2 

•{s+(n-l)/2-(p+1)/2+k} 

+ E •(s+(n-1)/2-k} 
k=l 



I 

"j j-1 
L L 

k=l m=k 

-1 {s+(n-1)/2-(p+1)/2+m} 

• 2 7. 

Aplicando a relação entre as funções Psi e Zeta, dada 

em (4.1.22), para obtermos a expressão da .e.-êsima derivada de H(s), 

teremos 

(3.3.18) H(!) (s) = ç{t+1, s+(n-l)/2-(p+1)/2+j+1J 

p/2 
+ E ç{t+l, s+(n-1)/2-(p+1)/2+kl 

k=cr.+l 
J 

p/2 
+ L ç{t+1, s+(n-1)/2-k} 

k=1 

o. 
J 

+ E 
k=1 

j-1 
E 

m=k 
{s+(n-1)/2-(p+1)/2+m)-(t+1) J 

Bem, uma vez que já calculamos todas as expressoes 

que compõem (3.3.6), vamos passar o limite quando s ~ -(n-1)/2 + 

(p+l)/2 -j nessas expressões e, de acordo com (3.3.6), obtermos 

- . ) . a expressao de RP. (a. que e dada por 
J J 

(3.3.19) RP*(o.) = 1 z(n-1 )/2-(p+l)/2+] E J ·~\-tnz) J G(r) 
. aj-lc_-'1: n.-1-r 

j J (o j -1) ! r= O r ) O 

onde 

(3.3.20) 
r-1 (r-J\ 

=.~o\•) 

com 



e 

com 

p/2 
rr r( (p+1)/2-k-il 

k=1 
a. J. -1 

J 
11 rr (m-il 

k=1 m=k 
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r (k-i) 

p/2 
= t!(-1)H

1 (o. 
J 

ç(H1,1) + r ç(H1, (p+1)/2-k-i} 
k=1 

p/2 
+ E 

k=(l.+l 
J 

"i 
ç(H1,k-il + r 

k=1 

i-1 
E ·(m-i)-(Hl)} 

m=k 

(3.3.23) H60) ="i >P (1) + 
p/2 

r. 
k=aj+l 

~(k-i) + 
p/2 

r. 
k=l 

~ ( (p+l) /2-k-i} 

onde 

(3.3.24) G (r) = o 

e 

(3.3.25) H ( t) = o 

e "i 
definido em 

** a,2) RP. (a.): 
J J 

lim G (r) (s) 

s + 
n -1 + J2.:!:l. . -- -] 2 2 

lim H('l (s) 

s + 
n-1 +p+l . 

--2- 2 -] 

( 3.2.6). 

"i i-1 
E r. 

k=1 m=k 

. -1 
(m-J) 

r= 0,1, ••• ,a.-1 
J 

.t = 0,1, ••• ,r-1 

De acordo com (3.3.5), podemos escrever 



s + 

onde, neste caso,temos 

1 

n-1 + n+2 . (aj - 1 )! 
-- "'--=- J 2 2 

a, 

(3.3.27) V(s) = (s+(n-l)/2-(p+2)/2+j) J Ll(s) 

a.-1 
d J 

a.-1 
ds l 

com ó.(s) dado em ( 3.1.1) e r.1j definido em ( 3.2.6). 

.29. 

V(s) 

Realizando raciocínio análogo ao, utilizado para ob-

* termos RP.(a.) e desenvolvendo a expressao 
J J 

(3.3.28) 
1 

a.-1 
d J 

a.-1 
ds l 

v ( s) 

como foi feito no caso anterior, teremos 

l (n-l)/2-(p+2)/2+j 
z 

onde 

(r-l-C) H(<) 
Go o 

com 

p/2 
rr rlk-jl 

k=a.+l 

a.-1/a.-Í\ 

J ~) ' E )Hn 
r=O r 

' 

I 3 • 3. 3l) Gci 0 l = --,:---'-----
aj j-1 

p/2 
TI 

k=l 
r r (p+3) /2-k-j l 

rr rr (m-j) 
k;;;;l rn=k 

e 

(3.3.32) Hci<) = <!(-l)Hl (a. 
J 

p/2 
ç(Hl,ll + r 

k;;a.+l 
J 

ç(H1,k-j) 
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p/2 •j j-1 
(m-j}-(H1}} + " 

ç{l+1,(p+3}/2-k-j} + " " k=1 k=l m=k 

com 

H ( 0} 
p/2 p/2 

(3.3.33) = "j " ( l) + ' "(k-j) + ' "' (p+3) /2-k-j} o k=a.+l k=l 
J 

"j j-1 
-1 

' 
[ (m-j) 

k=l m=k 

onde 

(3.3.34} G (r) = lim o 
G (r) (s) • r = O,l, .•. ,aj-1 

s ~ 
n-1+~ . --2- - J 

e 

(3.3.35) H (I} = lim H(&) (s) • I = O,l, ..... ,r-1 o 
s ~ 

n-1 +~ . --2- -] 

sendo •• J 
definido em (3.2.6 ). 

a.3) Função densidade (p par): 

Uma vez que já calculamos os resíduos de ó(s) em seus 

palas, podemos, de acordo com ( 3.1.2 ), escrever a expressao da 

função densidade de probabilidade da variável aleatória IDI, f(x), 

que será dada por 

(3.3.36) f(x} = c 
p ( ' 

j=l 
* RP. (a.) + 
J J ' j=l 

** RP. (a.)) 
J J 

* ** com C definido em (2.1.5), RP.(a.) dado por (3.3.19) e RP
3
. (a

3
.} 

IJ J J 

dado por (3.3.29). 
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Vamos, a seguir, calcular a função de distribuição 

acumulada de joj, que será obtida de maneira direta pois vamos 

utilizar um resultado sobre integração logarítmica que facili 

tará todo o cálculo. 

a.4)Função de Distribuição Acumulada (p par): 

Para calcularmos a expressão da função de distribui-

çao acumulada da variável aleatória IDI, F(x), vamos utilizar o 

seguinte resultado sobre integração de uma forma logaritmica 

(3.3.37) 

a+l 
= X 

k 

" r=l 

k(k-1) ••. (k-r+l) 

k(a+l)r 

k-r 
(-in x) 

para a > O, k inteiro positivo e O < u < 1. 

(1973). 

c rever 

(3.3.38) 

Esse resultado é demonstrado por Mathai e Saxena 

Assim, para o cálculo de F(x), de (3~3.36) podemos es 

f (X) 

00 

>: 
j=l 

e sabendo que 

F (x) = I: f (y) dy 

temos, diretamente usando (3. 3. 3 7) em {3. 3. 38) 
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00 

(3,3,39) F(x) ' j=l 
'il

1 
(x,r) + 

1 

(a .-1)! 

onde 

(3.3,40) ~l (x,r) = x(n-p)/2+j 

J 

a.-r 
J 

' t=l 

(a .-r) (a .-r-1) ••• (a .-r-t+1) 
{ J J J 

(a.-r){ (n-p)/2+j)t 
J 
a.-r-t 

(-in x) J 

(3,3.41) ~ 2 (x,r) 
= x(n-p-1)/2+j 

a.-r 
J 

' t=l 

(a .-r) (a .-r-1) ••• (a .-r-t+1) 
{ J 

a.-r-t 
.(-inx)J 

sendo que G(~:l é dado por G6r) definido em (3.3.20) e Gci~~ é da 

do por cJr) definido em (3.3.30) com CP dado por (2.1.5). 

b) Resíduos quando p é Ímpar: 

-Como foi feito para o caso em quepe par, (3.3.3), 

vamos particionar RI, definido em (3.3.2), da seguinte forma: 

~ 

(3.3,•13) RI= * t {RI.(B.) 
j=1 J J 

onde 

(3.3.·14) RijU~j) = Reslduo de !J.(s) nos pelos 

{s+{n-l)/2-(p+2)/2+j = 0) de ordem Bj 

e 

•• • (3.3.45) Rij (yj) -" Res1duo de /1, (s) nos polos 

{s+(n-l)/2-(p+1)/2+j =O) de ordem Yj' 
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com A(s) definido em (3.1.1) e S. e y. como sendo definidos em 
J J 

(3.2.15) e (3 .. 2.18), respectivamente. 

Vamos então proceder ao cálculo de cada uma dessas ex 

pressoes separadamente. 

b.1) 

De {3.3.44) podemos escrever 

* (3.3.46) RI. (S.) -
J J 

lim 

s • 

onde 

n-1 p+~ ---z+--z -j 

1 

(S.-1)! 
J 

s. 
(3.3.471 V(s) = {s+(n-1)/2-(p+2)/2+j} l l>(s) 

com t:. {s) definido em {3.1.1). 

6.-1 
d J 

s.-r 
ds 3 

-Vamos calcular primeiro a expressao 

(3.3.48) 1 
B .-1 

d J 
s.-1 

ds l 

V(s) 

v I sI 

e depois calcular o seu limite quando s ~ -(n-l)/2+(p+2)/2-j pa-

* ra obtermos a expressao final de RI. (B.). 
J J 

Substituindo A(s) pelo seu valor e desenvolvendo 

(3.3.47) como feito anteriormente para * RP.(ct.), 
J J 

te expressão para o resíduo 

l 2 in-1V2-(p+2)~+i 

(S.-1)! 
J 

J I J s.-1 !íí.-) 
L ~ (-Cn 

r=O ~r 

B .-1-r 
z) J 

chega-se à segui~ 



onde 

com 

e 

+ 

com 

onde 

e 

• 34. 

(p-l)/2 
'l 
'· !'{ (p+2)/2-k-j) 

(p+l)/2 

Bj j-l 
n r(k-jl 

k=~.+l 
J n n (m-j) 

k-=1 m=k 

(p+1) /2 
ç(H1,11 + r ç(t+1, k-jl 

k=~j +l 

(p-1)/2 
,; 

k=l 

Rj 
r,{u1, (p+21/2-k-jl + r 

k=l 

~ .• (l) + 
J 

(p+l I /2 

' k=S .+1 

s • 

J 

n-1+n+2, 
--- "-'-"- J 2 2 

<J>(k-j) + 

G(r) (s) 

(p-1)/2 

' k=1 

~j j-1 

r r 
k=1 rn=k 

j-1 
E (rn-j)-(H1) l 

w{ (p+ZI/2-k-il 

-1 
(rn-j) 

(3.3.55) H~<) = Hm ' Q, = O,l, .•• ,r-1 

n-l+p22 . s--r--z- -J 

sendo ej definido em (3.2.15). 
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De (3.3o45) podemos escrever 

(3.3.561 
1 

lim 

s -~ 
_n-l+p+l_j 

2 2 

(y .-11! 
J 

onde, neste caso, 

Y· 
(3.3.571 V(sl = {s+(n-11/2-(p+11/2+jl J olsl 

y.-1 
d J 

y.-1 
ds J 

v I sI 

com yj definido em (3.2.18) e ó(s) definido em (3.1.1) . 

(3.3.581 

Assim, desenvolvendo a expressão 

1 

IY .-11! 
J 

y .-1 
d J 

y .-1 
ds J 

v I sI 
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corno foi feito em (3.3.48) e achando o seu limite quando s tende 

ao polo {-(n-l)/2+(p+l)/2-j} teremos a expressão de 

é dada por 

13.3.591 RI~*IY·I -
J J 

onde 

13.3.601 

com 

1 
z 

ln-11/2-lp+11/2+j 

(r-l-ti 
Go 

y.-1-r 
z I J 

** RI . ( y. I 
J J 

que 



.36. 

(p+1) /2 
n r{ (p+2) /2-k-j} 

(p-1)/2 
G(O) k:-::1 

13.3.61) ~ n r (k- j ) o Y· j~1 k=y.+1 J 
li rr lm-j) J 

k=1 m=k 

e 

H I i) 9,!(-1)~+1 
lp-1) /2 

13.3.62) = {yj l; (f+l,l) + [ ((1'.+1, k-j) o 
k=Yj+l 

lp+l) /2 Y· j-1 . J 
I .)-(i+l) 

+ r. ç(Hl, (p+2)/2-k-j} + [ :_: m-J J 
k=1 k=1 m=k 

com 

H(O) 
(p-1)/2 (p+1) /2 

(3.3.63) = y. ~ (l) + E ~(k-j) + E H lp+2l /2-k-j J o J k=yj+l k=1 

yj j-1 -1 
E [ lm-j) 

k=1 m=k 

onde 

(3.3.64) G(r) = liro Glr)(s) r = O,l, ..• ,y.-1 o J 
n-1 p+l . 

s ·• ---+ - J 
2 2 

e 

(3.3.65} H lO = lim H(O (s) 
' c = O,l, •.• ,r-1 o 

s + 
n-1+p+1 . 
-~ 2 -) 

sendo yj definido como em (3.2.18). 
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b.3) Função densidade (p ímpar): 

Bem, de posse do cálculo dos res!duos, já podemos es-

crever a expressão da função densidade de probabilidade de \DI 

f (x), que, de acordo com ( 3.1.2) pode ser escrita da forma 

(3.3.66) f(x) =CP { E 

j =1 

r 
j=l 

' 

* ** com Rij (Bj) dado por (3.3.49), Rij (yj) dado por (3.3.59) e CP de 

finido em (2.1.5). 

Agora vamos determinar a função de distribuição acu

mulada de In\ também de maneira direta como fizemos para p par. 

b.4) Função de Distribuição Acumulada {p Ímpar): 

De (3.3.66) podemos escrever 

(3.3.67) f(x) = c 
p 

E 

j=l 

* •• {RI.(B.)+RI. (y.)). 
J J J J 

Logo, a função de distribuição acumulada de \DI, F(x), 

onde 

!' (x) = J: f (y) dy 

será obtida se utilizarmos o resultado da integral dado em (3.3.37) 

na expressão (3.3.67). 

Feito isso, vamos ter 

(3.3.68) F(x) !Ill (x,r) + 



1 
+ -----

onde 

y.-1 
J 

" r=O 

• 38. 

(n-p-1) /2 
e .-r 

J (B .-r) (B .-r-1) ••• (s.-r-t+l) 
{ J J (3.3.69) ~ 1 (x,1) -- X 

e 

= X 
(n-p)/2+j 

r 
t=1 

y.-r 
J 
r 

t=l 

8 .-r-t 
• (- 2n X) J ) 

(y .-r) (y).-r-1) ••• (y .-r-t+1) 
{ J 

y .-r-t 

.(-lnx)J) 

sendo que GJ~i é dado por Gcir) definido em (3.3.50) e GJ~1 é dado 

por G6r) definido em (3.3.60) com CP dado por (2.1.5). 

3.4) CASOS PARTICULARES 

Nesta secção vamos calcular alguns casos particulares 

para a função densidade de probabilidade de lo), f(x).Vamos achar 

as expressoes dessa função para p=2, p=3 e p=4. 

a) e= 2; 

Fazendo p=2 em (3.3.36) ternos 

(3.4.1) f(x) ** + RP. (n.)) 
J J 

onde, por (2.1.5), t;mos 



(3.4.2) 1;c
2 

= 2
2 

1=1 r ln/2) r lln-11/2) 

Por (3.2.6) sabemos que 

(3.4.3) "i = 1 ' j ~ l 

então podemos escrever (3.4.1) do seguinte modo 

(3.4.4) flxl = c 2 >: 
i =1 

{RP~ (1)+RP~* (1)) 
J J 

onde, por (3.3.19) e por (3.3.29), temos 

(3.4.5) RPj(1) = z(n-
4l/2+i 

(3.4.6) RP~*(1) = z(n- 5 )/2 

J 

r (1/2-j) 
j-1 

rr (m-j) 

m=l 

r (3/2-il 
J-1 

rr (m-j) 
m=l 

Assim, sabendo que 

j-1 
(3.4.7) rr (m-j) = (-11i-1 (j-1)! 

m=l 

(3.4.8) f(1/2-j) 
(-1)j IT 

1/2 
2j-1 

2 

r 1 2j 1 
r I i l 

'+l 1/2 2j-2 
(-1)) IT 2 f(j) 

(3.4.9) r(3/2-j) 
r (2i-11 

e, por (2.1.6), que 

(3.4.10) z 

• 3 9. 



-Substituindo essas expressoes em {3.4.4) teremos: 

(3,4.11) f(x) 
_

1 
(n-3) /2 

ex I r. I l 

-1 1/2 
e-rxlr.l l 

• 4 o. 

Podemos not.ar que a expressao encontrada em (3.4.11) 

-e a mesma que foi obtida em (2.3.5) como, naturalmente, era de se 

esperar. 

b) r_~ 3: 

De (3.3.66) podemos escrever 

(3.4,12) f(x) ~ c
3 

r. 
i ~1 

• •• (RI. (<l.)+RI. (r.)) 
J J J J 

onde, por (3.2.15) e (3.2.18} temos respectivamente 

k i ~ 1 
(3.4.13) Bi ~ < 

i 2' i , 2 

(3.4.14) yi ~ 1 i > 1 

Então a expressao de f(x), dada em (3.4.12), pode ser 

escrita da forma 

(3,4,15) f(x) 

onde, por (2.1.5), temos 

[ 

j~2 

RI~(2) + 
J 

[ 

i~1 

Rrj* (1) l 

(3.4.16) 1;c
3 

~ 2
3 Ir. I r ln/2) r { (n-l)/2) r { (n-2)/2} 

e, por {3.3.49) e {3.3.59), temos que 
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* (3.4.18) Rij(2) = 
2

(n-6)/2+j 
2j -2 

(-1) j ,1/2 2 
{2w(2j-1l + ,;(j-1J 

(j-2)! (2j-2) 

** (3.4.19) Rij (1) = z 

4j-3 
(n-S)/2+j (-1)j ,(j-1)! 2 

(2j-1)! (2j-2)! 

e, por (2.1.6), temos 

(3.4.20) z -3 I 1-l X 2 I: • 

De (3.3.36) podemos escrever 

(3.4.21) f(x) = c
4 

00 

' j=1 

- tn 4 z} 

onde, por (2.1.5) e utilizando a fÓrmula de duplicação de gamas, 

dada em {4.1.10), temos 

e, de acordo com (3.2.6), temos 

(3.4.23) "j = 
{

1' 

2, j > 2 

j 1 

EntãoF podemos escrever a expressao (3.4.21) do se-

guinte modo: 

(3.4.24) f(x) :;::: C
4 

{RP~ (1) + RP{* (1) + 

00 

' j=2 
{RPJ~(2) + RP~*(2))} 

J 



• 

onde, por (3.3.19), temos 

(3.4.25) RP~(1) = z (n-4)/2 
( -2 ,) 

e, para j > 2, 

4j-3 

(3.4.26) RPj (2) 
(n-6) /2+j (j-1) 

" 
2 { 2 •H2i l = z 

(Zj-1)! (2j -2)! 

+ 2 W(2j-2) - 4 in 2 - in z) 

e, por (3.3.29), temos ainda 

** (3.4.27) RP
1 

(1) = 
2

(n-5)/2 , 12 

e, para j > 2, 

(3.4.28) RPj*(2) = z(n-?)/2+j 

4j-6 

" 2 
(2 j-2)! (2j-4)! 

{2 .p(2i-1) 

+ 2 .p(2j-3) - 4 in 2- in z) 

onde o valor de z é dado em (2.1.6), ou seja 

• 4 2. 

Desenvolv~ndo a expressao (3.4.24), fazendo as respec-

tivas substituições e também {2j-3 = k+l}; com algum trabalho de 

cálculo chegaremos à expressão (2.3.11). 
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CAPITULO IV 

RESULTADOS UTILIZADOS 

Apresentaremos neste capítulo uma relação de resulta

dos sobre funçÕes especiais e funções hipergeométricas que utili 

zamos, direta ou indiretamente, no nosso trabalho~ Entre as fun

çÕes especiais temos as funções Gama, Psi e Zeta, bem como algu

mas propriedades de cada uma delas. Temos a função hipergeométri

ca simples, a função G-hipergeométrica generalizada de Meijer e 

ainda alguns casos particulares da função G que nos foram impor

tantes. Esses resultados também podem ser encontrados na biblio 

grafia indicada no final deste trabalho. 

4,1) FUNÇ~ES ESPECIAIS 

a) Função Gama (Integral de Euler) : 

{4.1.1) r {a) I: e -t ta-l dt, R{a) > O 

onde H(a) indica a parte real de a. 

Algumas propriedades da função gama utilizadas por 

nós neste trabalho foram 

{4.1.2) r{a+l) = ar{a) 

{4.1.3) r {nl = (n-1)! , n inteiro positivo 

{4.1.4) r { l/2) = 

{4,1.5) r(z) r (-z) "" -('lf/z)/sen(lTZ) 
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(4.1.6) r (z) r (1-z) = rr/sen (rrz) 

(4.1.7) r (l/2+z) í' (1/2-z) = TI/cos (n-z) 

(4.1.8) (a)n = r(a+n)/r(a) = (a+n-1) (a+n-2) ••• (a)' (alo= 1 

A fÓrmula de multiplicação de gamas é dada por 

(4 .1. 9) r ( rnz) 

m-1 
(., ) 11-m) /2 mz-l/2 _n m rr r (z+r/m) 

r=O 

onde m é inteiro positivo. 

No caso em que m=2, temos a fÓrmula para a duplicação 

de gamas dada por 

(4 .1.10) r 1 2 z J = 2
22 - 1 

rr -
1

/
2 

r (z+1/2) r (z) 

b) Função Psi: 

(4.1.11) 

e, ainda 

(4 .1.12) 

(4 .1.13) 

(4.l.l4) 

(4.1.15) 

Temos, por definição, que 

O(z) = 

,ptz) 

d 

dz 

00 

= 
r ' ( z) 

r 1 z) 
, r • (z) 

-y+(z-1) r {(k+1)(k+z)}-1 , 

k=O 

d r 1 z l = 

dz 

z ~ 0,-1,-2, .•. 

Vejamos algumas propriedades da função Psi: 

~(l} -y 

1jJ (z+n) z- 1+(z+l)-l + (z+2)- 1 + ••• +(z+n-1)-l + \jl(z) 
1 

n = 1,2,3, •.• 

w (l+n) = l+l/2+1/3+ ••• +1/n - y 
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(4.1,16) w(z)-wl-z) - -rr cot(rrz)-1/z 

14.1.17) 

(4.1.18) w11/2+z)-~(1/2-z) = rr tg(rrz) 

A fórmula de multiplic~ção de Psi's é dada por 

14.1.19) '(mz) 
_

1 
m-1 

m r. lf!(z+k/m)+~n m 
k=O 

-onde me inteiro positivo. 

No caso particular em que m=2 e z=l/2, temos 

(4.1.20) w (1/2) = -y-2 Q.n 2 

c) Função Zeta Generalizada {de Riemann): 

14.1.21) r; (s, v) = 

00 

r. 
r=O 

-s 
(v+r) , v t- o,-1,-2, ... 

e, com R ( s) > 1 • 

A relação entre as funções Psi e Zeta é dada por 

14.1.?2) d 1 1+1 
ljl(a+s) -·~ (-1) .1!.! r;(.ll.+l, a+s) 

ds 
1 

d) ~ções modificadas de Bessel: 

14.1.23) 

(4.1.24) 

K (z) = (rr/2) (cscvrr) (I (z)-I (z)) 
v -v v 

I v ( z) 
(z/21" 
r(v+1) 

. 4 5. 

2 ~ - - • onde (,F1 (; l+v; z /4) e a funçao hipergeometrica que sera defini 



da em (4,2.1}. 

(4.1.25) K1/2(z) 
-z e (n/2z)l/Z 

No caso em que n é inteiro positivo, temos 

(4.1.26) K (z I 
n 

+ 

(·-1)n+1 {y+l'u (z/2)} I (z) 
n 

n-1 
(l/21 (z/2)-n E 

k~o 

{-li k (n-k-1}! 

k: 

4,2) FUNÇÕES HIPERGEOMtTRICAS 

a) Função hipergeométrica simples: 

(4,2.1) 

2\k 
z I 

-) 
4 ! 

r ( u ) 

b) Função G-hipergeométrica generalizada de Meijer: 

(4.2.2) Gm,n 
p,q 

1 
~ 

z 

L 

m 
rr 

j~l 

q 

r (b.+sl 
J 

rr r(1-b.-s) 
j=m+l J 

~ 

p 

rr r (ak +si 
k~n+1 

-s z ds 

onde L e um contorno adequadamente escolhido, i = ',v'-1 e 

(i) z;lO 

• 4 6 • 

2\.k 
z \ 

I 

4 / 
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(i i) 

(iii) 

(i v) 

47 

m,n,p e q S;lO inteiros nao negativos com O~m::_q; O_:n_:p. 

Produto vazio - igual 1. e a 

Os - complexos b. tais nenhum polo de numeras ak e sao que 
J 

f(bj+s), j=l,2, .•• ,m, coincide com algum polo de r(l-ak-s), 

k=l,2, ••• ,n. Isso equivale a dizer: ak-bj tinteiro posit~ 

vo. 

(v) Temos três contornos diferentes de integração: 

L pode ser um contorno (c-i~, c+i=) que separa todos os ~ 

los de r{bj+s), j=l,2, ••• ,m, de todos os polos de r(l-ak-s), 

k=l,2, ••• ,n. Para a integral convergir necessário que -e 

ô = m+n-~(p+q) > O, larg zl < órr. Se larg zl = ÔTT 1 O..::. O, 

a integral converge absolutamente quando p=q se R(v) < -1: 

e quando plq, se temos -s = ~+ir, a e r reais, o é tal que 

para r -+ ±"", 

lq-p I o 

onde 
q 

' j=1 

1 
> R(v)+1-;rlq-p) 

b. -
J 

L também pode ser do tipo (-=, -w), direção positiva, in-

cluindo todos os palas de r(b.+s), j = 1,2, ••• ,mg mas ne
J 

nhum polo de r(l-ak-s), k = l,2, ••• ,n. A integral converge 

se q > 1 ou p < q ou p = q e I z I < 1. 

L pode ser também um contorno do tipo (+~, +~) , direção n~ 

gativa, incluindo todos os polos de r(l-ak-s), k=l,2, ••• ,n, 

mas nenhum polo de r(bj+s), j = 1,2, ••• ,m. A integral con 



verge se p 1 ou P > q ou P = q e 1 z 1 > 1 . 

Alguns casos particulares da função G que utilizamos 

nest.e trabalho foram: 

(4.2.3) m = q = 2 e n = p = O 

e 

(4.2.4) m = q = 4 e n=p=O. 

-A expressao (4.2.2) particularizada para (4.2.3) e da 

da em [ 6 , pág. 231, (8)] como sendo 

(4.2.5) G~:~ [ z la,b] = 2 z(a+b)/2 K (2 z1/2) 
a-b 

e, a mesma expressao (4.2~2) para (4.2.4) é dada em [6, pag. 233, 

(22)_] por 

(4.2.6) 

onde K (.) é a função de modificnda de Bessel, dada em 
n 

{ 4.1) -

Item d) } para ambos os casos. 

c) Integral de função G: 

1 

(4.2.7) 

o 

-a a-6-1 y (1-y) 

Gf!l,n+l 
p+l,q+l 

Gm,n 
p,q 

r z 

[zy 

al, .•. ,an, an+l' ... 'ap l 
bl, • • .·,bm, bm+l'"""'bq 

o., al, .•. ,an, an+l'"""'ap] 

h 1 , ••• ,bm' bm+l'"""'bq, B 

dy = 



'' , __ 

pág. 141, (101]1. 

R(S)<R(a)<R(b.)+l; 
J 

j~l,2, ... ,m. {ver 

• 4 9. 

6 ' 

Então, particularizando para m=q=r, r~l, p=n=O, a~O e 

B;::--1, temos 

(4.2.8) 

f 
lo 

Gr,O 
o,r 

Gr,l 
l,r+l 

para R{bj)+l > O. 

Mais detalhes sobre a função G, contornos de integra-

çao, resultados de integrais de função G, etc., podem ser vistos 

em [ 6 J. 
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