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INTRODUGAO

Os principais objetivos deste trabalho consistem em:

1) Abordar teoremas relativos a existéncia e unicidade de solu-
Goes de uma classe de equagdes diferenciais descontlinuas,se-

gundo as condigoes de Filipov dadas em [F].

2) Apresentar resultados relativos a estabilidade de Liapunov

de tais equacgoes (Ver AGl).

3} Investigar o comportamento qualitative de trajetdrias proxi-
mas a solugoes de equillbrio que aparecem em certos tipos de

equagoes descontinuas.

Inicialmente, no capitulo 0, apresenta-~se alguns teoremas

e definigoes que serdo utilizados no decorrer deste trabalho.

No capitulo I encontra-se definicdes e resultados basi-
cos envelvendo, entre dutros, solugSes de equagaes descontlnuas,
unicidade de solucoes, dependéncia continua da solugac nas con-
digoes iniciais, um teorema de existéncia e unicidade para uma
classe especial de equagﬁes-descontinuas, etc. Mais especifica-
mente, consideremos G uma regiaoc limitada do ®'e F: 6 - IR

uma fungao de classe C" tal que zero @ valor reqular de F, A referéncia
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basica & [F]. Denotemos por S a superficie definida por F-l(O}.
Suponhamos que S divide G em duas regiodoes distintas, G+ =

Fl,=) e G = rl(-w,0).

Congideremos o sistema

x = £(t,x) com T < t<T;,x€GC

]

£(t,x) = (fl(t,x),...,fn(t,x}.

Aqui as fungoes reais £, {i=l,...,n) sao definidas, men-
surdveis e limitadas em ¢ =GXxI[T_,T,]. Para cada t fixo as fun

goes fi sao de tal modo que lim _ £, e lim £, exis
F(x) » 0 * Fi{x) - 0

tem para todo i = 1l,...,n.
= - +
As notagoes F(x) > 0 ou F(x} » 0 indicam respectiva
mente, que estamos encontrando © limite de fi(t,x) para valo-

res de X tendendo a S5 em ¢ ou G+

Sobre as fungoes £, (1 = 1,...,n) impoe-se ainda a con-

digao

of,
] .| < K para todo t € (T ,T;)

X
]

X € G, XK constante e i,3 = l,...,n .

No capitulo II, com base em [AGlI, estuda—se O comportamento
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das trajetdrias do sistema x = f£(x) na superficie de desconti-
nuidade de S. O sistema x = f£(x) & tal que as fungoes £5 (%)
e £ (x) sdo definidas em C e |
St . -

. £ (x) se X € G
f(x) = '

£ (%) se X € G

Supce-se que

. . ' . + . -
(i) cada um dos sistemas, x = f (x) e x = f (x),satisfaz as
condigoes de existéncia e unicidade de solugdes segundo o

capitulo I ;

. ~ + - ~ .
(ii) as fungoes f (x) e f (x) nao possuem pontos criticos

em S;

As solugdes do sistema x = f(x) em pontos de S serao de
terminadas de accxrdo com as condi¢oes dadas por Aizerman e Gant-
macher em [AGl]. Poderac assim aparecer posicoes de equilibrio

do sistema x = f{x) em S.

O estudo da estabilidade de tais posigoes de egquilibrio,
el uma classe particular XO destes sistemas, realiza-se atra-
ves de uma fungao auxiliar chamada "transformac¢ao primeiro re-

torno" que & um difeomorfismo do semiplano Xy 2 0, X, = 0 em



iv

si proprio. Verifica-se gue a estabilidade do ponto fixo x = 0
da transformacaoc primeiro retofno G implica na estabilidade
da posigdo de equilibrio x = 0 do sistema x = f(x) (e vice-
versa). Para sistemas em Xo apresenta-se teoremas dando condi

‘¢Oes para a estabilidade ou instabilidade da posicao de equilibrio.

No capitulo IIT encontram-se alguns exemplos para ilustrar

os resultados obtidos nos capitulos anteriores.

No altimo capitulo deste trabalho investiga-se a estabili
dade da solugac periddica =z = 2% (t) (com periocdo T) do sistema
z = f{z,t) com 2z € R » £(z,t+T) = f(z,t). Sobre a fungao

' f({z,t) sao impostas condigoes, entre as guais pode-se destacar:
O espaco IR' x IR & dividido por superficies F=0 (a € t) em
regioes 'Hu e a fungac £(z,t) possue descontinuidades de pri-

meira espécie sobre as superficies F, =0 (para t = t,)-

A investigacgao da estabilidade da solucdo periddica Z =
2°(t) do sistema z = f(t,z) & feita através da investigagao da

estabilidade da solugao nula da aproximagac linear

. daf
x =[=1x .
9z z=2(t)

Para a demonstracac posterior dos teoremas que definem as
condicdes de estabilidade e instabilidade da solugdc periddica

z = z°(t) faz-se paralelamente mudangas de variaveis sobre ']

sistema z = f(z,t) e sua correspondente aproximacao linear. Na

demonstracdoc de tais teoremas & de importancia vital o conceito




de "fungido de Liapunov" para equacdes descontinuas |Ver AG2] .

Finalnente apresenta-se a bibliografia utilizada na rea-

lizagao deste trabalho.

E conveniente ressaltar que Varios problemas em teoria do
controle sdo considerados através do estudo de equagoes diferen
ciais com 29 membro.descontinuo (Veja por exemplo [B] e [F]).
Tambem pode-se encontrar certos fendmenos em Economia e Oscila-

¢oes Descontinuas na Mecdnica modelados através de E.D.D. (Veja

por exemplo [ M |, [H1l, [H2] e {II).



caPITULO O
. PRELIMINARES

Enunciaremos aqui, além das definig¢Oes necessarias para
este trabalho, alguns resultados que serao de grande utilidade

no desenrolar do mesmo.
Consideremos o sistema de equagoes diferenciais
(1) % = f(t,x) onde x € IR", £(t,x) = (£, (t,%) ;o0 £ (£,%))

e a seguinte condigao:

- CONDIGAO A

As fungoes fi(t,xl,...,xn) sdo reais, mensuraveis e de
finidas guase sempre num dominio G aberto ou, fechado do espa-
cOo IR x R". Para qualquer regide D C G, fechada e limitada,
existe uma funcac real A(t), finita quase sempre, tal que gua-

se sempre em D temos
|£(t,x)] < B(B).
Na maioria dos resultados adicionaremas & condigao A a

seguinte condigdo: a fungao A(t) & integravel segundo lLebesgue;

A condicdo A acrescida desta chamaremos de "Condigao B".



0.1. DEFINICEO DE SOLUCRO. Uma solucdo de x = f{t,x) satisfa —
zendo a condigdo A, & uma fungl3o v (t) definida para tE(t.t)

tal que:
(ii). ¢ {t) & absolutamente continua}

(iii) para guase todo t € (tl,tz] e § > 0 a sua derivada ¢ (t)
pertence ao menor conjunto fechado convexo contendo todos
os valores f(t,x') com t fixo e x' € Ul(e(t),§) (8-

vizinhanca de v (t)).

Adotaremos a seguinte notagao

¢(t) € I I conv.f(t,U(e(t),8) -N) = K{f(t,p(t)}
§>0 u(N)=0

onde 1 representa a medida de Lebesgue.

0 lema a seguir mostra a vantagem de termos o0 sistema
x = £(t,x) satisfazendo a condigdo B e sua demonstragao se en

contra en [F].

0.2. LEMA. Suponhamos que x = f(t,x) satisfaz a condigao B. En
tdo v (t) & solucao desta equacaoc no intervale [t rt,] se e so-
mente se para todo ty € [to’tZ] tem-se

plty) = ¢(t]) + ( ¢ (t)dt



para alguma fungéo real ¢(t) e'para quase todo t € {to,tl] ‘

p(t) € K{E(t,p(t))}.

0.3. UNICIDADE DE SOLUCEO. Seja x = f£(t,x) uma equagao difereg
cial satisfazendo a condicdo A. Dizemos que X = f(t,x) admite
unicidade de solugdo & direita se dado ({t_,x ) € G para t>t_

existe uma e somente uma solugao satisfazendo ¢(to) = X -

-

Analogamente podemos definir unicidade a esquerda (i.e.

para t < to) e unicidade em ambos os lados.

0.4. DEPENDENCIA CONTINUA DA SOLUGAO. Seja ¢(t) solugao de

X = fit,x) e [to,tl] qualquer intervalo em que ¢ (t) existe com

valores em G.

Se dados ¢ {t) solugdo da equagdo e ¢ > 0, existe § >0

tal que

[G(to} - w(to)l < § implica que ¢ (t) existe para
t € [to'tl] e 1$(t) - ¢ (t)| < £ para qualquer t neste intervalo,
dizemos que x = £(t,x) depende continuamente das condigoes ini
ciais.

Fnunciaremos a seguir trés resultados cujas demonstragoes

se encontram em [F].

0.5. TEOREMA. Suponhamos que x = f(t,x) satisfaz a condicao A.



Entdo para qualquer mudanca de varidveis da forma

(2) - Y = 0(E,x)

-

onde ¢{t,x) = £wl(t,x),...,wn(t,x)5 & de classe Cl; tem~se que

3¢

& nio singular ;
ax g

(1)

(ii) toda solugao do sistema {1} & transformada numa solugao

do gsistema

(3) vy =F(t,y) com F(t,y) = (Fy{t,y),...,F (t,¥)) e
(t,y) i, 3 M ( )
F.(t,y) = — + AL, X e X ) .
i ot j=1 ij j 1 n

0.6. TECREMA. Seja x = f(t,x) satisfazendo a condigac B. Exis-
te unicidade de sclugao & direita de X = f(t,x) se para duase

todo (t,x) e (t,z) com |x - z| < €q 7 €4 7 0 tem-se que

(x =2z} (£(t,x) -~£f(t,2)) < le-—z]2 , K = constante.

0.7. TEOREMA. Seja X f(t,x) satisfazendo a condigao B e ¢(t)

‘a Gnica solugao de x = £(t,x) em [to,tl] satisfazendo a condi

gac inicial ¢(t)) = x_. Entao esta solugao depende continuamente



da condigéo inicial..Mais ainda, se X = fit,x) + glt,x) com
t

lg(t,x)] < B8(t) e J B(t)dt < §{e) entao a solucdo yY(t) de
L
o .

x = £(t,x) + g{t,x) passando por (to,xo] satisfaz |e (t) - (t)]

< € _para todo t € [to,tll.

Na realidade os teoremas 0.6 e 0.7 s3ao corolarios dos teo
remas 10 e 11 encontrados em [F]. Seguem agora duas proposigoes
gque serac utilizadas na demonstragao de um lema no capitule I

deste trabalho.

0.8. PROPOSICAO. Se £ :Ux fa,bl — IR, UC IR', & continua e

possue n derivadas parciais continuas Bif : Ux [a,b] — IR ,
1
b 1
entao J f(x,t)dt & de classe C™ .
a

DEMONSTRACAO. [L1].

0.9. PROPOSICAO. Sejam X um espago métrico e £ :Xxla,b] T

uma fungao continua. Definamos ¢ :X — R" sendo ¢(x) =

b
= J f{x,t)dt. Entac ¢ & continua.
a

DEMONSTRACAO., [L21].



A seguir enunciaremos alguns teoremas cujas demonstragées

se encontram em [B].

0.10.

teristica de um sistema linear

TEOREMA. Suponhamos que todas as ralzes da equagao carac-

X = Ax tem parte real negativa.

Entdo para toda forma quadratica Wi{x,x) tal qué

(i) W & uma fungao de sinal

(ii) W se anula num conjunto

teiras exceto a origem;

existe uma e somente uma forma

(iii) v = W ;

(iv) V & positiva definida.

Aqui V & a derivada de

ma % = Ax ou seja V = grad

negativos
M que nao contém trajetorias in-
\Y

guadratica satisfazendo

v tomada de acordo com O siste

V o« AX R

0.11. TEOREMA. Suponhamos que entre as ralzes da equagac carac-

teristica do sistema linear % = Ax existe pelo menos uma COm
parte real positiva. Entac para toda forma guadratica Wix,x)
tal gue

(i) W & uma funcao de sinal positivo;
(ii) W ge anula num conjunto M que o contém trajetdrias inteiras

exceto a origem;



podemos encontrar. uma forma quadratica V e um nimero o >0

satisfazendo
(iii) V = aV + W ;

(iv) V nao & uma fungdo de sinal negativo.

Seja agora o sistema

(4) x = X(x) com x € R® , X(x) = (X (%), o0 X (%))

onde as fungoes X, sao definidas e contlinuas num aberto M do

r" e Lipschitzianas em qualguer regiao fechada D C M conten-

do a origem.

0.12. TEOREMA. Suponhamos que na regido M em cue o sistema {(4) esta defi-
nido existe uma fungao V de sinal constante tél que sua deriva
da V tomada de acordo com o sistema & uma fungdo de sinal fi-
X0, oposto ao sinal de V. Entao a posigao de équilibrio é esta

vel no sentido de Liapunov.

0.13. DEFINICAO. Um conjunto S & dito invariante por X se

x € 8§ implica ¢(t,x) € S para todo t € JR, onde v dencta o

fluxo de X.

Sse ¢{t,x) € § somente para t > ¢ dizemos que S & in

variante positivo por X.



0.14. LEMA. Suvponhamos gque existe uma fungéo de Liapuﬁov V limitada infe
riormente (respectivamente Superiormente} numa regiao D inva-
riante positiva e aue nesta regiéo.a derivada 6 e uma funcao
de termos negativos (respectivamente positivos), Entac todos os

pontos w-limite de um dado ponte p pertencem a uma mesma Su-

perficie de nivel da fungac V.

0.15. DEFINICAO. A solugdo nula do sistema (4) & dita globalmen
te estivel se & estavel no sentido de Liapunov e se toda solu-

cao ¢ (t) do sistema satisfaz le (t)I — 0 gquando t — =.

0.16. DEFINICAO. Dizemos que uma funcao de Liaﬁunov v €& infi-

nitamente global se dado gqualquer A > 0, existe 'R > Q tal
que

o2

vy x° » R =V(x) > A para todo (X = X;r.-«sX )

i=1 i 1 n

0.17. TEOREMA. Sejam N um conjunto gue nao contém trajetorias
inteiras do sistema (4), exceto a posicao de equilibrio zero, €
Vv uma fungao infinitamente global tal gue %(x) < 0 se X &N
e G(x) < 0 se x € N. Entdc a solugao nula do sistema X =X (x),

X(0) = 0 & globalmente estavel.

DEMONSTRAGAO. Seja p um ponto arbitrario do espaco de fase e



¢ (p,t) (t > 0) a semi-trajetdria passando por p. Como por hipd
tese V < 0 tem-se que Vi{s(p,t}) < V_ . A funcao V & infini-

tamente global, logo o conjunto {p/V(p) 0} @ limitado ou se-

[ A

ja, a semi-trajetdria ¢ (p,t}, t > 0 esta numa regiao limitada.
Consequentemente ¢ (p,t), t > 0 possue pontos w-limites. Pelo
lema 0.14 o conjunto f de todos ©os pontos w=limites esta numa

fnica superficie de nivel V=1V .

Consideremos dcis casos:

aj Vw = 0, ou seja a superficie de nivel & a origem. Assim &

coincide com a origem e temos lim ¢ (t,x) = 0. Como vV < 0,
- t—>m

pelo teorema 0.12 tem-se a estabilidade no sentido de Liapuncv.
Seque que a solugao nula do sistema x = X(x), x{0) =0 é

globalmente estavel.

b) v, # 0. Na superficie V =W _ estd o conjunto -limite do
ponto p, consistindo de trajetdrias inteiras. E Gbvio que ao
longo destas trajetdrias Vv =0 e assim { C N que contradiz

a hipdtese de N nao conter trajetdrias inteiras.

Portanto V = 0 e tem-se a estabilidade global.

Como trabalharemos com fungSes que possuem descontinuida-

des em alguns pontos, ha a necessidade de definirmos a derivada

para tais fungoes.
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0.18. DEFINIGCAO. A derivada de toda fungao descontinua x(t) (em

t = ta) com grandezas de descontinuidade n, & dada por

_8x L5 -
Dx = 3¢ + ; naé(t ta)

onde 6(t} €& a funcao de Dirac. Chamaremos esta derivada de "de

rivada generalizada da fungdo x(t) descontinua em t =t " .

Daremos a seguir a definigao da transformagao de Liapuncv
que serd usada na demonstragao dos teoremas gue Veremos no capl

tulo IV deste trabalho.

0.19. DEFINICAO. Uma transformagac linear
x = L{t)y

& chamada uma "transformacdo de Liapunov" se L(t} e L{t) sao
matrizes guadradas limitadas para todo t e existe um nime-

ro € > 0 tal que |det L(t}| > € para todo t.

0.20. OBSERVACAO. Em vista da exigténeia da "derivada generali-
zada de uma funcdo descontinua em alguns pontos" pode-se defi-
nir uma transformagac de Liapunov tal que a matriz L(t) & des-

contlinua em alguns pontos.
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A seguir enunciaremos dois teoremas gque podem ser encon-

trados em [G].

0.21. TEOREMA. Se sob a transformacgao de Liapunov x = L(t)-y ©

sistema
{1) X, = I pik{t)xk
& levado sobre o sistema

(1") v, =

g,, (t)y
i K ik k

I 23

i

e a solugaoc nula deste sistema & estivel, assintoticamente estd
vel ou instdvel no sentido de Liapunov,entdo a solugac nula do
sistema original (1} & estavel, assintoticamente estavel ou ins

tavel, respectivamente.

Consideremos agora o sistema de equacoes diferenciais X = AX.

0.22. TEOREMA. Se todos os autovalores da matriz A tem parte
real negativa, entac para toda forma guadratica negativa defini
da Wi{x,x) existe uma unica forma quadratica Vv(x,x) positiva defi

nida que satisfaz V = W.

Reciprocamente, se para toda Iorma guadratica W(x,x) nega-

tiva definida existe uma unica forma quadratica positiva definida
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tal que V = W ent3c todo autovalor da matriz A tem parte real

negativa.



CAPITULO I

UM TEOREMA DE UNICIDADE DE SOLUCEC A DIREIRA

PARA EOUACOES DIFERENCIATS CCNTINUAS POR PARTES

1. HIPOTESE FUNDAMENTAL

Sejam G uma regifo limitada do TR® e F:G — IR uma
fungio de classe C  tal que zero & o valor regular da mesma.
Consideremos a superficie S definida por F_l(O) e as regides
distintas G = F-l(O,W) e G = F_l(-w,O). Sejam £ e £ fun-
coes diferencidveis em GxI e f:GxI TR uma funcao tal que f/G+xI= £F

e f/GxI=f . Para todo x € 8 convencionaremos gue a direcgdo

positiva da normal a S, passando pelo ponto x € 8, & a de G

+
para G .
Seja
(1.1) x = £(t,x) com T <t<T, , XE€G,
f(t,x) = (fl(t,x),...,fn(t,x)) onde as fungoes reais fi
{(i=1,...,n} sac definidas, mensuraveis e limitadas em

Q =Gx[T,,Ty]. Para cada t fixo as fungdes £, sao de tal

modc que lim _ £, e 1lim ,k £, existem. Aqui F(x) > 0 (ou

F(x) > 0 *  Fx-+T0+
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+ . .
F{x) -~ 0) indica que estamos encontrando o limite de fi(t,x)-

para valores de X tendendo a S tais que F(x) < 0, i.e.,

X € G (respectivamente para x € G+).

Suponhamos ainda que

(1.2) |===| < k para todo t € (T,,T;) e xX€6
i’j=l'---'n

Para todo x € S, sejam

£ (%) = lim | £(t,x) , £ (t,x) = lim _ £(t,x)
F(x) >0 | F(x) + 0

£ = |£¥] cos © e f_ = If_| cos 9

N 1 N 2

onde & e B sao os angulos formados pelos vetores f+(t,

r

1 2 X)
e f (t,x) com grad F(x) respectivamente. Observenos que
fg(t,x) e f&(t,x) sao as projecdes de £ (t,x) e £ (t,x) na
direcdo da normal a S no ponto (t,x).
2. LEMAS PRELIMINARES
+ - -
LEMA 1,1. Se para todo x &€ .8, h=f - £ dirige-se para G
ao longo da normal a S em (t,x) {ou € zero) i.é. ,

hN(t,x) < 0, entao para o sistema (1) témos:
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(1) wunicidade de solugao a direita ;

(ii) dependéncia continua nas condig¢fes iniciais em G.

PROVA. Pelos teoremas 0.6 e 0.7 & suficiente verificar a desgi-

gualdade.
(1.3) (x-z)(£(t,x) -£(t,2)) < klx-z|° , wxze G .

Se ambos, X e z, pertencem a G+ (ou ambos a G ) entao
(1.3) segue da diferenciabilidade de f em gt (ou G ) e da

condigao (1.2).

Para x€ G e 2z € G seja y o ponto de interseccgao
mais proximo a x do segmento ax + (l-a)z, a €[0,1] com a

superficie 8. Por (1.2)

|£(t,x) - £ (t,9)] < kix-v]

(1.4)
£ (t,x) - £{t,2)}| < kly -z]|.
0 segmento ay + (l-a)x, a € [0,1l) estad contido em G+
e hit,y) = f+(t,y) - f—(t,y) dirige-se para G ao longo da nor

mal a S no ponto vy. Assim tem-se

(x =y)»(E (t,y) - £ (£,y)) < 0
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e se trocarmos (x-y). por (x-z) dirigido para o mesmo lado, es

ta desigualdade continua valida. Assim

(x = 2z)(£(t,x) -f(t,z)) =.(x—z)-[f(t,xJ-f+(t,y) +f—{t,y)-f(t,z)]
+(x-2)0 (£ (k,y) £ (t,¥))
g(x-z)dtf(t,x)-f+(t,y))+f_(t,y)-f(t,z)H
= |x-z] IIf(t,x)-f+(t,y) |cos 8, + If_(t,y.)_

-f(t,z) | cos 6,1
< xmz] I ECE,x) - (t,y) [+] € (t,y)=£(t,2)|]
' f_Ix—?] [k |x-z{+ k|x-2]|]

2
—kllx— z]® .

LEMA 1.2, Seja S, um dominio aberto da superficie 8. Se
+ —

: S
fN(t,x) < 0 para tl < £ < t2 e X So entao para tlitit2
nenhuma solugao vai de S, diretamente para G'

PROVA. Suponhamos gue existe uma solugac w(t) e t',t" tais que

(1.5) w(t") € SO , w(t) € G+ para t' <t <t” (tlit' <t"it2).
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+ .
Para x € G definamos r(x) =min |x-y| = [x-yx)!.

vES

: o+ - - - .
Seja ¢(t) € G entao %{(w{t)) e a projecao de ¢ (t) na
normal a S tracgada para ¢ (t) (nc ponto yle(t))). - Mas,
+ - -
fyltie(t)) e a projegdo de £(t,e(t}) nesta normal, logo para

quase todo t com yl(e(t)) € S0 tem-se

- d +
() = £y, () < £y (t,v (€)= £rlt,y (0 (£))

Por (1.2)

i%&m&n-mewﬂaHgMWw)-ﬂwuH

< ®nlle(8) - yle(£))].

Assim 1 (x) que & absolutamente continua satisfaz %% (v (t))

< kn® r (o (t)) para quase todo t.

Congequentemente 1r(e¢(t}) < rie(t')) exp[an(t<-t'H para

t' < t <t" gque contradiz (1.3). ,

OBSERVACAC 1.3. Trocande t por -t obtém-se o seguinte:

. + = - .
Se fN >0 em Sg entdac nenhuma solugac vai diretamente

+
de G para S0 .
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LEMA 1.4. Se para t; < t < t, e (t,x) € § C 5 temos f; >0,
_f; > 0 {(ou para estes valores de t temos f; <0 e f; < 0)

- + - _ P
entao em G WV S0 UG tem-se unicidade e dependéncia continua

da solucao sob as condigoes iniciais.

‘PROVA. Pelo lema 1.2 e a observagao 1.3, ndoc existe solugao ¢ (t)

' € € G
tal gque ¢(to) S5, © g (t) G para t_ < < e+ 8 (tl <

' +
< < + & < € S -
<ty <ty § < t,) ou v {t) 8, e e (t) G para t §

| A

Sttt Lt~ <t 2 t5).

A solugao ¢(t) & SO para todo t € (to,to-+5) ou para
todo t € (t -6,to) pois pela definigdo de solugdo ¢ (t) per-
tence ao segmento af++(l - ajf com a € [0,1], para gquase to
do t nestes intervalos. Assim ¢ {£) ndo estid no plano tangen-
te a 8. Portanto se w(to) € SO tem-se gue v (t) € c* para

el - < < .
t, < t < to + 8§ e ¢(t) G para t_ § < t t

Sejam ¢ (t) e ¥(t) solugdes satisfazendo v{t,) = wlt,) .
Ambas estdo em G para t,- 8 <t<t, eem " para t, <
<ttt 5 onde (1.3) & satisfeita. Assim Y(t} = v{t) e pe-

lo teorema 0.7 tem-se a dependéncia continua. g

LEMA 1.5. Sejam g(%yz3“..,%ft) de classe C' e f(zz,“.,%ft)
com primeira e segunda derivadas parciais continuas exceto pos-
2 _
sivelmente %ﬂf' Entao existe uma fungao m(zl,...,zn,t) tendo
2
1 - . B
derivadas de segunda ordem continuas exceto possivelmente -—-%

gt



¢ para 2z = 0, ¢ satisfaz:

~PROVA. Mostremos que

1

w_(zl,...,zn,t) =f(z‘.2,,...,zn,,t)+zl 1[0 g(2:2+1.12211,...,zl_l+unzl,,1:)du2

satisfaz as condigoes do lema.

Para zl =0

w(o,zz;...;zngt) = f(Zzp..-;Zn,t)

3 5 (1 .
= | =z -———J { g{z, 41,2, ¢-..,2 a1 2z, ,t)du, ... du
le leo lazl 0 0 221 n nl 2 n
{l '«l
+ o ...JO <;r(z2+uzzl,,...,zn+unzl,t)c11.12 dunlzl=0
1o, |
= J ..‘J Zl"‘a"i'_ g(Zz'l‘uzzl;.c -,Zn'i'unzl;t}duz LU dun
0 0 1
{-l [l
+ Jo 7l glz tuyZ) p e e s Z b 2y H) A, oo dun[zl=

du

19
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1 1
+J J g('22+u221'“"zn+unzl't)duz - dun]z -0
_ 2 1

onde g, 3 & a derivada de g em relagdo i-ésima coordenada.

Logo,
n (1 1
i -
T ] = X [ v [ gl... ’zi—-1+ui—lzl'Zi+zl'zi+l+ui+lzl' R o 'dui—ldui+l' .

1 zl=0 i=2 /0 .-'0

1 1
-(n—2) 1(0 oo JO g(22+u221' ceny zn+unzl,t} c't112 e dun

i 1
+ J L JO g(22+tizzl'--nyzn+unzllt)dllz - dun|zl=0

n 1 1
=2 J .o JO gl.. 'Zi—l +ui-—lzl'zi+z'1'zi+l+ui+lzl’ vae ,t). . 'dui—ldui+l‘ .-

1

1 .

= (Il“‘l) g(zljucafznft) - (n—2) g(..zlro--:znrt)

g{zl, cen ’Zn't)



i 1
J J IlewerZ, l lzl,z +Z
2

1’ zi+l+ui+lzl' eaert) c'iu2 - 'dui—ldui+1' ..

1 1 _
-({n-2) J ...J g(_22+uzzl,...,zn+unzl,t}du2...du

n d 1 5
= E [ J S g(...,z. ot l'zl+zl'zi+fui+lzl"""t)'du2"'dui—ldui+l‘”
i=2-°0 01
1 1l
- n=2) J . -I. TN gz +u.zzl, -t zl,t)-,.du.) dun
o] 0 1
1 ( n i-1 (1 1
=—1Z z J J Gleesr2. +u ,z AT 2, AP0, 12
Zy 4= 5=2 o 0 -1 -1%1 1775+ 34171
cesZy 1 llzl,z +zl 1+l+ui+lzl' t]du2 du 41" d 1di+l"‘dun
n n 1 l
+ I p J J GlaeerZ, _FU,_12,12,%72/2, O, 4B genns
i=1 §=i+l ‘0 0 PP Ml 70 R s T s B R - 3 R
Zi-l+u_1 ].Zl‘z +zl,zl+ SRR ..,,t)du2 CH ldu1+l duj-]_duj+l'”dun

21
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n 1 i
-2(n-2) 212 J [ g(z2~!~uzzlj,...,.z]_1+unzl,t)du2 dun}

n (1 1 .
+ I J JU gi—].(""zi—]_+ui-lzl'zi+21'zi+fui+lzl’“"t)du2"'dui-ldui+l"'dun

nE 1 1.1
i(zzf ] ..;Zn,t)+J LI ) J [J gi-l(- - .;Zi+uizl, - a -’t) Zldui] duza - -dui_ldui+l-a .dun

oz

1 1
of
= "55;(22' cos ,zn,t) -i—JO. . -JO Glovoer2y ¥, 1Z702,429,3, 440, 12,

res ,t)duz.'. 'dui—ldui+1' . .dur1

1 1
- J - J g(_o- .,Zi_l"l‘ui_lzl,Zi,Zi+l+ui+121 Fi .no-;t)_ duzo -tdui_ldui+l.- -dun

I [1 L gy
— e £ (2Z,,.. .,zn,t)+ e J azi (ea. ’Zi—l+ui—lzl'zi+zl'Zi+l+ui+lzl'

.. -’t)dllzoa adlli_ld.i.]i+l 4. dlln



1
.j _-__- g(_.. ; l_l l"l 1;2 ;Z +ui+lZl,...,t)dl.lza..dui_ldu.

23

1
- JO.. . az]_ i+l J.+l"'dun
_ 32 : 1 1 :
T f-('zz""'zn’tHIo [o 9;-1% +u2 RARRTAT ot L T gl LA FE R
i
+ U 12y L) duz. . 'dui-ldui+l . .&un
[l 1
- JO. .JO gi__l(_z2+u221,... 12Ty 210250t 0T st)au,...du, ,du, ... Ay
Para i,j > 2 e supcndo 1 > J
2 2 1 |
7y _ o°f 9
Tz zg | 927 * Jo JO e AT T L LA M L TR R R ki
,t)du2 du 1....dun
ot
- JO...J'O sz(' Zi_q 1 l,z ¢z +l+ 1717 ,t)du . du ldu:L-!-l du
32f 1l 1 (1 ‘
yees il oudu _ldu du ldul+l du
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1 1 4
- [ ...J [J gj—l(""Zj+ujzl""’Zi-1+ui~lzl’zi'zi+l+ui+lzl'

du du, .4du, ,...du

u'j—-l 2 A Tt R £ R o

i
+ )
- [ g(.."Zj—l+uj—'lzl!zj+zl_’zj+l U.j_]_lZl,...,Zi__l'Hli_lZl,

,zi+zl,=zi+l+ui+lzl,...,t)du2...duj__lduj+l...du_i_ldui+l...dun

1 1
- J ...JO g(""Zj—l+uj—lzl'zj'zj+l+uj+lzl"'"Zi—l+ui—lzl’zi+zl'zi+l +

+ u.

L PP T R T TR R WL RRLL

j i- n

1 1
- JO ...JO g(""Zj-l+uj—lzl'Zj+zl'zj+l+uj+lzl""'Zi-l+ui-lzl'zi’zi+l +

+ ui+lzl"'"t}duE"'duj—lduj+l'"dui—ldui+l'"duh

1 1
+ J ...JO g(""Zj-l+uj—lzl'zj'zj+1%uj+lzl""'Zi—l+ui—lzl'zi'

Zi+l+ui+lzl; e ’t) du2- ] .du.j"'lduj'i'l. Ll odui_ldui_l_lo + odun] -
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OBSERVACAQ. Para i < j o resultado & analogo.

2, 1, ' -
= I J J ——g{...,2, Hu, .2.,2.4+2 ,2. .41, .2,
Bzizj i=2 0 0 sz i-1 "i-1171 173+ Ti+l 1
L PR Y (IR

1 1 '
J
- (n~2) J‘ eas J o g(zz+uzzl, ses ,zn+unzl,t) du2 ‘e dun

0o Jo ¥
-1 ;1 1 5
= ii JO JO "'55'; g(...,zi_l-mi_lzl,zi+zl,zi+l+ui+lzl,...,zj+ujzl,...

-..t)du, ..o du, gdu el dn

n 1 1 4 _
X J ...J “—.—g('"’Zj+u'zl'“"Zi—l+ui—lzl'zi+zl'zi+l+ui+lzl'

.- .t}du2 - dui—ldui+l ... dun

1 1 _
0 d
+J0 e JO ﬁ Glawes zj—l+uj-lzl' zj+zl, Zj+uj+lzl’ veest) du.2 . 'duj-ldujﬂ' Ledu



-1 (1
-3 .
i= 0
n

+ I
i=3+1 ‘0

0 J

t)du ]du Ldu,

9. f2yTUyZre e

| ?}E; gz +u,2)

J1 1
. [J g, leaes
o Jo 1

1 1
.JO [JO gj—l("'

...,t)duj]duz...du. duj+l"

Z +u,

2 n

ceer2 U2 e
. z_tu l,tJdu du

ZZ'l'ZZ

172i+1M%41%

i=1 i-1"1"
IR T RN
+ -+
'Zj ujzl' 125 978 %103 Tz

-1

+u. .2 ,zj+z

j—l -1

i 1
...[ gj_l(22+u221,...

1 1
IO - JO g(.-.,Zi l

zj+z 1 Z . +uj+lzl""'

1773+1

1

,zn+uhzl,t}du2 IS i |

i-1%1

125 +2z

t)du2...dui_ldui 1 Jdu,

.dui_l

dui+l"'dun

+l +1 Zyre

n

172541 %4150

,...,zj+ujzl,

1723417 % 4051

t)du,...auy du .

'Zj-l+uj-lzl'

du du

=17 34177
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..du



j~1 (1 1 . |
- I ...J g(_...,zi_lmi_lzl,ziJrzl,z g l""'zj—l+uj—lzl""’ 5

ZJ l+uj+l l,...,t)du ...dul 1 1+l"'duj lduj+l"'dun

n 1 1
+ . z J ...J g(...,zjl Jllj,z +zl j+l+uj+l l,...,,z l :|.ll’

z +z t)du,...du ...du du, duh

TR RIS L TR 2 j=1 ;1+1 -1

n 1 1
- I J ...J g'{...,z:J l j+l l’zj'zj+l+uj+lzl""'z l U lzl'

Z. ,...,t)00, .. .du, .du. ...du du ...dun

T T ] 2 518417 1M

1 1 _
+ J ...J gj-l(22+u221""'Zj—l+uj-lzl‘zj+zl’zj+l+uj+lzl'

...,t)duz... u:| lduj+l...du

1 1
~(n- . HuL
(n—2) J ... J g(22+u221"‘"Zj-1+uj—lzl’zj+zl’zj+l-u3+lzl'

... t)da ...c':l.u:| 1 J+l...du
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1

1
+{n-2) JO ...JO g{z2+u221""’Zj—l+uj—lzl'zj'zj+l+uj+lzl'

'"'t)duz'"duj~ld§j+l’f'dgg .

Agora sejas

g(22+u221,...,zn+unzl,t) = g(uz,...,wn,t)

n

Pz $ 2 ,-uz,...,un,t)

lf.'- n
onde w, = z, + VR 1 = 2,400, 0

A funcio F & continua e suas derivadas

oF _ 389 g
3z. oW ) * t 3w Y !
1 1 n
3F _ 99 _
5z, . Bw. i ' i=2, '
i i
F P ,
._._..—8311 = —a-‘n}i' Zl r l“":z g 01
i i ’
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sio todas continuas pois g & de classe ct. assim, pela apli-

cagao da proposigao 0.8 tem-se que

1 (1 1 :
J J “ae J g(_zz+uzzl,...,zn+un;1,t)du2...dun

- ' 1 . .
2 de classe C~. Portanto as derivadas parciais de primeira or

dem de ¢ sao contlInuas.

Para que as derivadas de segunda ordem, exceto possivel-
2

2%y . . . e
mente -—5 , sejam contlinuas precisamos verificar que
3t
1 1 -
Jo Jo gi-—l(""zi-1+ui—lzl’Zi+-zl"zi+l+ui+lzl"“'t) du,- .- duy

& continua. Isto segue pela sroposicac 0.9.

LEMA 1.7. Seja S uma superficie definida pelo grafico de x; =

= ¢(x2,..;,xn) onde ¢ & de classe C2. Suponhamos gue em todo

ponto de S existe h :IR" x TR — IR de classe ct , |h| >
T3

'n >0 e h, - L 1N # 0 para qualquer x € S. Entao exis

tem uma vizinhanga V de S em R" . e uma transformagac de

coordenadas diferenciavel © :V x IR — " dada por



%y = Sl(zl,...,zn,tl
Xy = en(zl,...,zn,t)
tal que
. 96 -~ .
(i) 5, © nao singular ;

(1i) nas novas coordenadas S serd definida por zy

30

0 ;

(iii) as fungoes 6, tem derivadas parciais de primeira e se-

2
3°8.
gunda ordem continuas exceto possivelmente 21
ot
(iv) em S a diregdo da linha dada por Zp=const,... 2z
& a mesma gque a do vetor h.
(v) para z; = 0 as fungoes H nao dependem de t.

.
¥’

= const

PROVA. Fagamos a mudanca de coordenadas y = P(x) dada por

Yy, = % < ¢(x2,...,xn)
L ¥, T X
(1.6) < 2 2
L_yn = Xn

A superficie § & agora definida por y; =0 e

de h & dada por

a

direcgao
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n

) 3¢

h, - Z h g
1 1=2 axi i
{(1.7) dP(x).h = : : -

_ h2 h2
h h
n n

Seja vy = Q{z) dada por

Y1 5%

Y2 = mz(zl;-a.,zn)
(1.8) <

Y, = wn(zl,...,zn}

Pelo lema anterior as fungées wi existem e tem deriva —

das de primeira e segunda ordem continuas exceto possivelmente
2

3 ¢i

> e para Z

I

0 tem-se
at

o, by
(1.9) _ IIJi— Zi ’ B—Z:=*g— (i=2,...,n).

Atravds de (1.6) e (1.8) obtém-se a transformagac x=0(z)

dada por
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=zl-+¢(w2(zl,...,zn,t),...,wn(zl,zz,...,zn,t))=el(zl,...,zn,t)

"

*1
x2 = wz(zll‘"-l‘znlt) = '92(Zlft.-fzn,t)
n

{(1.10)
X

Mostremos que (1.10) satisfaz as condigdes de (i) a {(v):

wn(zl,...,zn,t) % Bn(zl,...,zn,t)

(i) 9% 2 n3e singular pois a transformagao

3z

x = 6(z) & a composigao das transformagoes

x==Fqu) e y = Q(z) com %% e %% nao singulares.

(i1)  Obpvia.
(iii) As derivadas parciais de primeira e segunda ordem de Gi

para i > 2 sao iguais as derivadas parciais das fungoes

wi. Pelo lema anterior tais derivadas sao continuas, ex-

Bzwi azei
ceto possivelmernte 5 ou seja —% -
ot at
Ainda mais
90 n Ny,
. §El (b, (28], oee ¥ (2,8)) e
1 i=2 i 1
50 n 3,
g—i = I —%L §Ei para 3 > 2 ,
°%3 i=2 i )
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2 2 )
%oy m o, wyon 32 awj]
azi i=2 %Y Bzi Bz 5op 3%y 0%
[~
2 2
S WA R 22 Mk a0 2V
5252, 1la 971 k2 TNV 5z, T, 9207

sio continuas. Logo as derivadas parciais de primeira e

segunda ordem de 6. (1 =1,...,n) sao todas continuas
azei
exceto possivelmente —
at
(iv) Como
. 7 7
[_zl 2, 0 R 0 _ 2
Swz .
do (Z) : C2 = —afz—l' Zl 0...0 Cz‘
oy
L
1
I S = -
g 0. . OT 21—1 g W
h2 0 0 Cs h2
= - =Zl
h o] h
n n n
L JL o .
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segue gue a diregao da linha dada por 22=mest“..,%fcnnst

¢ a mesma que a do vetor h.

(v) em zy = 0
91 (0,22,...,zn) = ¢ (22, . ,zn)
6, (0,22,...,zn) = 2z,
an,zzp..,zn) =z s Ou seja Gi (i=1,...,n) nao depende

de t e a prova do lema estd completa. ,

TEOREMA 1.8. Seja

%, = fl(xl,...,xn,t)
(l-ll) d - - -
x, = fn(xl,...,xn,t)

satisfazendo as condigBes dadas na hipGtese fundamental, onde 5
2 localmente do tipo grafico i.8., em uma vizinhanga de cada um
de seus pontos § pode ser representada por uma de suas coorde

_ 2
nadas X, = ¢(xl,....,xi_l,xi+l,...,xn) com ¢ de classe C . Su

+ - -
ponhamos fg € £, continuas para {xl,...,xnle 5.

-

+ ~ .
~Se em S fN > 0 ou fN < 0, nao neceggsariamente a mesma
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desigualdade em todos os pontos, entao na regiaoc G temos uni-

cidade 3 direita e dependéncia continua nas condigoes iniciais.

PROVA. Em qualquer ponto x € S pelo menos uma 4das condigoes

abaixo & satisfeita:

(1.12) fo = Eg <0
(1.13) £ s 0, £. > 0
. - N N

P +
(1.14) fN < 0, fN < 0 .

Se para x; € 8, t = t (1.13} ou (1.14) & satisfeita, en

e f existe uma vizinhanca

tac pela continuidade de £ ;

V_(x;} na qual, para |t - tol < §, a mesma condicac & satisfei

= +

ta. Pelo lema 1.4 segue a unicidade nesta vizinhanga.

Se para x; € 5, t = to' (1.12) & satisfeita, entao exis-
te uma vizinhanga Ve(xl) na qual a eguacao que define S pode
ser representada por uma de suas coordenadas, pof exemplo X =
¢(x2,...,xn), onde ¢ & de classe Cz. Tomnemos Ve(xl) de manei-
ra gque pela continuidade de f; e fi para |t - tol < 8, §>0
tem-se f; - f& < 0 para todo Xx € VEfxl). Em V_(x;) fabri-
quemos uma mudanca de coordenadas como no lema 1.8 tomando h =

£ - £ .
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0 sistema (1.11) nas novas coordenadas & dado por

Zl = Fl(zl,...,zn;t)

(1.15) <

z = Fn(zl,...,zn,t)

onde as F, (i =1,...,n) sio definidas pelas equagoes

n a6 - 36

1 1
- + — =
TR 1
(1.16)
n a6 098
I 52 Rt e fn
i=1 i

As fungdes F, (i = 1,...,n) satisfazem a hipbtese funda-

mental e sdo descontinuas somente quando Zy = 0.

por (1.16) segue que Fj - Fj = Hj satisfaz as egquagoes
n aB
L azl Hy = hl
i=1 i *
(1.17)
n aen
z 5 H,L =h
. z, i n
i=1 i
.aei _hi
Pelo lema anterior, =w-—iz =0 = 7; (i=1,2, 4.0}, mas

1171
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(1.17) tem uma unica solugdo, logo Hy =g € H, =Hy=... =H =0.

Logo para © sistema'(l.lS) o vetor de descontinuidade H
& dirigido ao longo da normal ao plano de descontinuidade z, =.0

na direcio de G  assim como h o é.

Pelo lema 1.1 tem=-se unicidade a direita para (1.15) .
pelo teorema (0.5) segue gue O MESKO vale para (1.11) junto a

parte de S considerada.

Assim numa vizinhanga de S temos unicidade a direita. O
mesmo vale para pontos nao pertencentes a § pois & valida a
desigualdade (1.2), logo (1.3). Consequentemente na regiao G
tem~se unicidade a direita e pelo teorema 0.7 hi dependéncia con

- et " -~ - N 1 u
+Inua da solugdo nas condigoes iniciais.



capiTuLO II

. ESTARILIDADE DE POSICOES DE EQUILIBRIO PARA

SISTEMAS DESCONTINUOS

Sejam G una regido limitada do R ¢ F:G + IR uma fun-
cao de classe ¢” tal que zero & um valor regular de F. Denota
remos por 5 a superficie definida por F—l(O) e por ¢t e G as

regides definidas respectivamente por F'l(0,+m) e F“l{-m{o)_

Consideremos os sistemas de equacoes diferenciais

(2.1 x = £7(x)

£ (%)

(2.17) M

onde f+ e f estao definidas em G.

Seja agora o sistema descontinuo dadeo por

(2.15) % = £{x)

onde
f+(x) 'se X € G+

f(x) =
| £ (x) se x € G
L
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Suponhamos que -

(a) os sistemas (2.17) e (2.17) satisfazem as condigdes de exis

téncia e unicidade de solugao.

-+ - ~ -
(b) os campos £ (x) e f (x) nao possuem pontos criticos na

superficie de descontinuidade.

Neste capitulo serao caracterizadas as solugbes do siste-
ma x = f(x) passando pelos pontos de 5 e determinado em gque
condigOes ocorrem em S posigaes de equilibrio do sistema

(2.1%).

1. DETERMINACAC DO MOVIMENTO NO RETRATO DE FASE

Os sistemas (2.l+) e (2.1) determinam dois campos
vetoriais .na superficie de descontinuidade S. Consideremos,
por exemplo, © superior (2.l+). A superficie S divide —
se em dominios tais_ gue em cada um deles, 08 ve -
tores do campo dirigem-se a um lado definido da superficie.
Este dominios sﬁo separados por uma variedade r* generica —
mente de dimensao (n-2} na qual O campo superior & tan-

gente a S.

Analogamente © outroe lado de § divide-se em dominios se-

parados por uma variedade r genericamente de dimengaoc {(n-2).
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para todo ponto x € r* (respectivamente x € T ) tem-se
gue
(i) £ (x) # 0 (respectivamente f (x) # 0)

- + , ' -
(ii) £ F(x) = 0 {respectivamente £ F{x)}) = 0) onde
stp = £.graa F.

Usando o teorema do £luxo tubular em X COm relacgao a £,

podemos considerar coordenadas (xl,...,xn) em torno de =x tais

que numa vizinhanga de x o campo & dado por

+

£ o=

3
Bxl

Podemos supor também, sem perda de generalidade, que localmente
S & dada pelo grafico de uma fungao X, = g(xl,...,xnhl) com

g{0,...,0) = 0.

Assim (ii) & eguivalente a

(ii'} gﬂi (x) = 0  se considerarmos F(x) = X_ »
Xq n

+ , -
Ao campo de vetores £ (respectivamente -f ) acrescenta-

remos a hipdtese de que

b2

2 5

et p(x) = (x) # 0

J

ox

o
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para V¥x € F+ (analogamente para r7)y. Temos entac gque O con-
tato entre as trajetorias de f+ (respectivamente f) e S num
ponto x & parabdlico, assim como em todos os pontos de tangén
cia proximos a xem S. Portanto cada poﬁto de T (iespectivameg
te cada ponto de ) & de um dos  tipos A ou B (figura 1),
dependendo do comportamento das trajetdbrias db sistema k=f+(x)

(x = £ (x)) numa vizinhanga do ponto.

FIGURA 1

tangéncia entre as trajetdorias do sistema

Tipos de

(241+) e a superficie 5.

+ -
Ag variedades T € T ghAo separadas por:



a)

b)
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um dominio C (figura 2A) onde para todo X temos

lim  F(x) = £ (x).grad F(x) < 0 e
F(x)+"0 |
lim ﬁ(x) = £ (x).grad F(x) > 0

F(x)+ O

uma parte P (figuras 2A e 2C) onde os vetores n3o se cance-
lam mutuamente ou seja

lim F(x) . lim F(x) > 0 ou lim F(x) >0 e lim F(x)< 0

F(x)+T0 F(x)> 0 F(x)>T0 F(x) > 0
(2.1
(2.1 (2.1
S

i /" Ng S
(2.17) (2.17) (2.17)
(A) (B) (C})

Figura 2

+ -
Encontro entre os campos £ e £ na

superficie S.
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Em [2Gl). & feita a seguinte caracterizagao para o
comportamento das trajétGrias na superficie de descontinﬁidade
S.

As £rajet6rias do campo sdao sempre continuas e sobre pon-

tos de S nao necessariamente ha unicidade de solugao.

As seguintes leis devem ser cbedecidas:

1) Se uma trajetdria contida no semi-espacgo G (respectivemen-
+ .
te G ) encontra S num ponto x do dominio P em que

lim ; F(x). lim _ F(x) > O, devera continuar seu mo-
F(x)»> 0 F(x)> 0 :

. + . e +
vimentc. em G junto a trajetoria de (2.1 ) gue passa pelo
ponto x (respectivamente em G- juntc a trajetdria de

(2.1“) gque passa pelo ponto x).

2) Se uma trajetdria chega a superficie S num ponto do dominio

P em que lim Pix) >» 0 e lim F(x) < 0 deverd sair
+ -—
F(x)}+ 0 ' F(x)+ O
- +
de S Jjunto a uma das trajetdrias do sistema (2.1) que pas
sam pelo ponto. Como em S ndo ha unicidade de solugao pre
cisamos escolher dentre as trajetOrias uma em particular. To
mando o valor absoluto de fng) e f&(x) (projegdoes de £ e

£~ na normal a S no ponto x) decidimos que a trajetoria

sai de S na direcido do vetor com projegao de malor valor

absoluto.

Chamaremos P de dominio regular.



44

3) Uma trajetdria que encontra a superficie § num ponto M do

dominio € continua seu movimento como segue:

\ + - .
Consideremos os vetores f e £f em M e a linha L unin
do os extremos dos mesmos. Seja P o ponto de intersecgac do
plano tangente a S com a linha L. A trajetdria continua seu
movimento na direcao do vetor MP (figura 3) e permanecera em
S enquanto estivermos no dominio C. Seja (C) o sistema que de-
termina o movimento neste dominic. Chamaremos C de "dominio de

deglize".

FPigura 3

Movimento da trajetdria no deminio C.
4) Suponhamos gue uma trajetoria encontre S num ponto ?erten—
cente a rt ou I' . Estas variedades podem ser divididas em do
minios, genericamente de dimensao (n-2), P e C da seguin

te maneira:

. + 4, + -+ . ,
Consideremos ' , £ /T e f /T . Consideremos ainda,
+ 5 + .
para todo x € T -, a normal a T contida no plano tangente a

S. Fixemos a direcao positiva desta normal. Trabalhando com as
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.~ L= +
projegoes de £/ +(t,x) e f/ +(t,x] no plano tangente a S em
r r

s g + . : '
x podemos dividir T em dominios P . © cC + da mesma manei
r r -

- ra que foram determinados os dominios P e C na superficie S.

T T
Neste caso de cada ponto de P, (P  ou P ) saira pelo
I T
menos uma trajetdria dos sistemas (2.l+), (2.1 ) e (C) enquanto

Analogamente pode-se dividir I em dominios P e C .

que nenhuma trajetdria saird dos pontos de CL(C . ou C ).

T r

- Quando uma trajetdria encontra o dominio P num ponto
em que passam diversas trajetdrias, ela continuara seu movimen-

to junto a uma trajetdria que deve ser especificada.

Se a trajetdria encontra o dominio C_ entao ela movimentar-

r
se-a em Cr de acordo tom o sistema (T) que & encontrado da mes
ma maneira que ¢ sistema (C}.
Quando a trajetdria ehcontra T numa variedade G, gene-

ricamente de dimensao (n-3), gque separa OS dominiocs PF e CF '
divide-se a variedade em dominios PG e CG assim como T foi

dividida em dominios Py e Cp. Determina-se entdo uma eguagao

(G) e assim por diante.

- + - . I ] L
5} Quando as variedades I' e T coincidem o movimento e deter

minado como em 4).

+ - - ~ R .
Se T & transversal a T nao podemos determinar O movi-

.+

mento como €m 4), pois para x € FToNn T naop necessariamente

+ - .
tem-se unicidade da normal I O T contida no plano tangente
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a S em x (figura 4). Nao consideraremos este caso.

Figura 4

+

N3o Unicidade da nermal a I'” NI, contida

no plano tangente a S.

Em vista da caracterizacac dada para o comportamento das

trajetdrias na superflicie S, conclui-se que:

As posicBes de equillbrio poderao ocorrer somente em pon-
tos do dominio C e da variedade I que saoc singulares para 0Os

sistemas (C), (T), (G) e assim por diante.

Estudaremos agqui uma classe particular XO de campos vetoriais.

Tal classe & o conjunto dos sistemas % = f(x) satisfazendo:
(i) as condigoes (a) e (k) dadas no infcio deste capitulc.
(ii) a origem & posicdo de equilibric de x = f(x).

s . + .
(iii) o contato entre as trajetorias de X = f (x) (respectiva-
mente x = £ (x)) e a superficie S & parabdlico, i.é. ,
2 2
f+ F(x) #0 e £ F(x) # 0 para todo x € r.
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coincidem e ambas sac do tipo B
2 2

. o + -
(figura 1} ou seja £ F(x) < 0 e f F(x) > 0 para to-

(iv} as variedades rt e T

do x € T.

(2.17)

Ficura 5

Sistema de ecuagoes diferenciais em X_

2. FORMULAS PARA A TRANSFORMACAO PRIMEIRO RETORNC CONSIDERANDO-

SE SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS PERTENCENTES A XD-

_— + _
Consideremos ff(x) e f (x) definidas em G e G respec

tivamente e analiticas numa vizinhanga da origem.

Observemos que cada uma das fungdes £ x) e £ (x) nao
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estd definida numa vizinbancga inteira Vo(e) da origem mas so-

mente em Vo(e) n g®.

Quando falamos em analiticidade e diferenciabilidade des-
tas fungOes.temos em mente a possibilidade de extendermos a de-

finicdo destas fungoes para uma vizinhanga completa da origem.

Sem perda de generalidade podemos supor que ' F(x) = x e

r = {{xlf...,xn_l,xn)/xl =x = 0} . Lembremos que I' & a varie-

dade de dimensao (n-2)} consistindo dos pontos em gue os campos

inferior e superior sao tangentes a F(x) = 0. O caso geral quan
do a superficie de descontinuidade & dada pela equagao x, =
P(xl,...,xn_l) e I' pela equagao adicional L3 =‘Q(x2,..., Xn-l)

pode ser reduzido para o casc considerado, por meio da trans —

formacdo de variaveis

[ -

X1 X Q(xz,...,xn_l)
1 =

X2 Xz

X3 = X3

X;]_ = Xn - P(Xl,...,xn_l).

. L= . +

Mostraremos a seguir que as trajetorias do sistema (2.1 )
determinam uma transformagdo G; do semiplano Xy > 0, x, =0
no semiplano xl'i 0, X, = 0 e as trajetorias de (2.17) uma

transformagao G, do semiplano x; < 0, x, =0 no semiplano
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Xy 2 0, %) = 0. A composta destas transformagoes G =G,G, trans-

forma o semiplano Xy 2 e, X = 0 em si prorpio e todos os pon

tos de I' sdo fixos por Gy, G, e G.

"A estabilidade do ponto fixo X =:0 de G & equivalen-
+
te a estabilidade da posigao de equilibrio do sistema (2.17) si-

tuada na origem”.
2.1. FORMULAS PARA A TRANSFORMAGCAO - G,
2.1.1. EXPANSEO DAS COMPONENTES DO CAMPO £ (x) EM TORNO DA ORIGEM

Consideremos

+
(2.2) fj(xl,...,xn)

I
Q
+
]
Q
+
=g

Q

I k=1

com j=11,...,n e cjkl = cjik .

Em todos os pontos de T o campo de vetores pertence ao pla

. + . - = =
no x_ = 0 ou seja fn(xl,...,xn) = 0 sempre que X; % 0.
Logo
+ + +
= +..ﬁ . * B
(2.3) fn(xl,...,xn)l cnlxl T ConXy T
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2.1.2. DEPENDENCIA DA COORDENADA X EM RELACAO AO TEMPO

. + G oL .
Seja vy (t) a trajetoria do sistema (2.l+) gue passa pela
origem. Determinaremos a dependéncia de X, = Y;(t) em relacao

a0 tempo através de seu desenvolvimento em série de Taylor em

torno de t = 0.

Observemos que

+ _ + " _
YO | g = FOTE) g = FO,....00 = 0,
e [y = BN | g =FET (o) = F(eT(0)) =

1

F(_Xl;..-fxn_l,O) = 0

e
+" _ +' .+ +' PR « R O =
Yo (8 [ g = F(E (YUeNYP(eN) [ g = Flgp £ (Ve lg =
= (£ (0)) = £ (0)
e assim
_ 1 2
(2.4) X =5 fn(O)t +
Considerando a expansao das componentes do campo f+(x)
em torno da origem e que f+(0) = £t (f%t])y+1t)1t=0, obtém-se

UONICAwmB
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<+ + + .

fn(O) = clcnl e assim
_ 1 ++ 2

xn =3 clcn1 t + ... .

1l
o
W

+
Como Y(t) pertence somente a um lado do plano x/
expansdo acima sera dada com poténcias de t de ordem par e iguais.

, + +
Consideremos o caso fundamental em que <¢;C 4 # 0,

No casc de um contato do tipoe B temos que cIc;l < 0,

: + +
Como estamos considerando ¢ < 0 segue que c.1 > 0.

Consideremos agora as eguacoes das trajetorias do sistema

+
(2.1 ) que saem de (xl,...,xn_l,O)
_ + 1,2
Yj "‘Xj +tfj (Xl;..-,xn_l) +§ t fj(Xl,...,xn_l,O) + -
(2.5) i=1,...,n-1
Yn = *n T 0
Para y_ = X, = 0 tem-se que_
=0 = £ 0) + X £ (x 0) +
yn - n Xl’o--fxn_l’ 2 n l;...,Xn_l, - . -
Seja a funcao
. + . B R
G(x’-t) = fn(xlfctlfxn-l]'o) + 5 fn(Xl,...,Xn_l,O) + - v =

A(x) + tB(x) + t2C(x)‘+... .
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A fungio G & de classe C', G(0,0) =0 e G_(0,0) =B(0) # 0
ou seja, G satisfaz as hipGteses do teorema da funcao implici-
ta. Logo existe V0 C Bﬁl (vo = yizinhanca de zero} e t = g(x)

de classe C' tal que

G(x,g(x)) = 0 == g(0) =0

ou seja,

t = g(x) = alxl-+a2x2+...+an_lxn_l-+e(x)

onde 6(x) @& formada por termos de ordem maior ou igual a dois.

Maig ainda

G, {(0) " F
h. 4 L0
g (0):—___1'___:_._._n_l..___=_i = a
X1 Gt c +c+ c+ 1
1 ™nl 1
e
G (0)
Xi ‘
gx.(o) = - =0, ¥i=2,...,n"1
i t
. + . . _ .= _
pois fn nao depende de S SYATERS S Assim ai—O, Yi=2,...,n-1
2x
- 1
e t = T
€1

Substituindo em (2.5) obtém-se as formulas para G, .,
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2x% . 2xl 2 +

. 1 + .
., = . + - m—T f. g ey r - T - Fewa ) ..
Yy = % ( = ) j(xl X 179 L l fj(xl X 1000+
cC
1 . 1l
2x n-1 2x., 2
_ 1 + + 1 +
- xo-_""-[c-"' 2 .. X +o--]+.(_——_) f-.(X;..e,X ,0}"‘..-
RS Jkk S A n-1
1
ZCT 2 n-1 4+
= g, m—Ax_ +x. [-— I c., X, + ) +
1 et 1 o k=l ik ok
1 1
dx
1 -+
+ +2 fj (Xl.r '!xn_lto} + - ]
€1

= ., + b.x. + ¢, .
3 j¥5 + %y o5

Fazendo Py = 1+ bl as formulas anteriores podem ser es

critas como:

Yy = P1¥q + % Qfx)
{(2.6)

v. = b.X

) + x, + x% Ax
3 3¥1 XJ 1 gf )

onde as fungdes @i ....,¥ _; tem expansdo em série de potén-

cias que jinicia com termos lineares (nzo constantes}.

Em (2.6} temos:
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(2.7) b, = - —2 , j=2,...,n~1,

As formulas (2.6) apds um tempo T, transformam um ponto
do semiplano X4 > 0, xh = 0 em um ponto do semiplano X < 0,

Por outro lado estas formulas pcdem ser aplicadas também

para pontos no semiplano x; < Q, X, = 0 e entao as trajetdo —

rias dirigem~se no passado para pontos iniciais no semiplanc

Assim a transformacac (2.6) pode ser considerada uma trans-

formacac do planc em si pfoprio envolvendo somente as trajeto-
+ ~ - -

rias do sistema (2.1 ). Esta transformagac e uma "involugao™

i.8., coincide com sua inversa. Portanto

M

X, = p.¥, t vy, ¢ (y)
(2.8) 1 171 1%

xj = bjyl + yj + yle(y) y J=2,...,n-1.

Como p; = 1 +b; por (2.7), obtém-se p; =-1.

Logo y = "% * xlwl(x)

e X, = -Y; + ylvl(y)-

Pela comparagao das duas equagOes vem gue  X,¢,(x) =y;9,{y).

Mais ainda -
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? (%) =1‘olfy) (o, (x) -1

Quando Xy = G tem-se x =y pois todo ponto de I' & fixo por
Gl.
. _ 2 .
Assim para x; = 0, Zwl(x) = twl(x)) » Ou seja, ¢lx) =2
ou @l(x) = 0. A possibilidade ¢l(x) = 2 & excluida, pois
wl(x) nac possue termos constantes, logo para ®) = 0 tem~se

wl(x) = 0.
Agora as fOrmulas (2.6) transformam-se en

-

_ 2
| yl = Xl + xlw(x)

(2.9)

) b.x, + x. + xv.{x), j=2,...,n-1
] il B lJ('J

e
il

onde a expansd@o de Y(x) pode iniciar com termo constante.

A transformagac G, & construlda de modo andlego e & da-

da pelas formulas

(1) _ 2 o
{(2.10) <
(1) _ .o 0 . _
xj = bjyl + yj + yle(y) r J = 2,...,n-1

Pela combinagac de (2.2) e (2.10) segue as seguintes formulas

para G = GlG2:
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1 2
xi) X) + xy g (x)
{2.11)
(1) _ . s
Xj = ijl + Xj + xlgj(x)_. j=2,...,n-1
onde
2.12 s. =b.-b% , 4 =2,...n-
(2.12) s I T R eenonol
' _ . 2 0o
gl(x) = -(x) + [xlw(x} -117 ¢ (¥)
(2.13)

_ o . o
95 (x) —soj(x) +bjxlw(X) + [xltP(X) -1] ¢3 (y)

i=2,...,n-1

Aqui y & dado em funcao de x .por (2.9). As expansoes
de g,(x),...,g _;(x) sdo dadas com termos lineares e g,(0) po

de ser diferente de zero.

Através de (2.7) e uma formula andloga para b? a equa —

gaoc (2.12) & equivalente a

+ —
Ca C.
(2.14) S, = -2 (—L-—d , F=2,...,n-1.
] Cl . Cl

Lembremos gue a transformagaoc primeiro retorno G do se-

miplano Xy > 0, X, = 0 em si proprio envelve o caso critico,
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uma vez que todas as raizes da equagao caracteristica relativa

a parte linear de G sao iguais a unidade.

A transformagao primeiro retorno G pode ser obtida de
uma maneira mais geométrica utilizando-se teoria das singulari-

dades de aplicacdes diferenciaveis. (Ver T.4).

3. DISCUSSAQO DE ESTABILIDADE EM Xo

Provaremos agui que a posicdo de equilibrio x = 0 & ins
- + - 3 =
tavel gquando os vetores £ (0) e £ (0) sao nao colineares (i.
&., existe J tal que Sj # 0)., Se todos os vetores sdo coli-

neares (Sj =0 , ¥j) daremos uma condicao de estabilidade a

uma de instabilidade.

LEMA 2.1. Se o ponto fixo x =0 da transformacao primeiro re-

torno do semiplano %y > 0, X, = 0 em si prdprio & estavel e a

primeira das equag¢oes que definem esta transformacgao &

(1) _ . 2
(2.15) X, = x; + xlgl{x)
entao
{2.16) x(O) + x{l)+ rea = @ (x(o) = Xy > Q)

1 1 1

DEMONSTRAGCAO. Como g () & analiticz podemos escolher M > 0
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suficientemente grande tal que

g, x| <M e

(2.17)

=™« X (x=0,1,...)
oM

sempre que [x| < 4, x, > 0.

> 0, por (2.15) e (2.17), tem-se

Para xl
(1} _ 2 Myl = -
{2.18) X, =%+ X7 gl(x) > %y Mxl = xl(l Mxl) > 0

Consideremos a transformagaoc escalar auxiliar

(2.19) al = ao (1 —Maol

e sua sequéncia de iteragoes

(2.20) a1 = % (l-—Mum)

Fazendo e 0 e comparando (2.18) com (2.19) ob-

1
teém-se x{l) > Gqe Ainda mais oy > 0. Isto acontece pois al =
1
< = - - &= < —=—
Xy o %1 @y {1 Mao} > 0 &= 1 Mao > 0 oy 5
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Como

d - o2y _ 1
a;; (xl Mxl) =1 2Mxl >0 para 0 < X; < 5o
a funca - Mx? 3 . (2}
cao  x; Mxl cresce em relagaoc a X1 ou seja X4 >
{1) (1),2 2 '
3 - M(xl )) > a3 - Mo] = a, > 0 e em geral
(2.21) <™ e 50 (m=1,2,...)
- l m ! F v um -

A seqguéncia (am) & mondtona e limitada, logo existe o limite

m—1
¢ = 1lim a = lim o T (1- Mak) =X

U.-Mak)
m-+e m>re k=0 k

I = 8

0

Fazendo m - « em (2.20) vem que & = £{1-MR), isto &, & = 0.

Portanto

= 8

(1 -Mak) = 0.

k=0

Para concluirmos a demonstragao do lema falta mostrar que

[va]
kEo(l —Mak) =0 =ﬁ>ao + a1-+... = ®

ou 0 equivalente:

o

Se dado £, > 0, ing tal que (1-—Mak) < g, entac

il =

Q
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n

2
dado €y > 0 an tal que z e > £, .
k=0
Tem—-se que
! "1
0< I (I1-Mo ) =-M % qa +0QC¢<c¢
k=0 k k=0 X L
o1
= =M ¥ a < g;-0
k=0 k 1
i Q- &
= b3 o > —
k=0 k M
Assim dado qualquer €, existe g, = Q - Me, > 0. Para
! |
£, =0 -Mg, Bnl tal que kzo 1-Mo, < g;. Logo dado £, 3n2=nl
nl _
tal que Lo, > e, .
x=0 k 2
Portanto 2, + g +oelo =Ly

TEOREMA 2.2. Se em XO os vetores f+(0) e f-(O) 830 nao coli-

neares entdo a posicac de equilibrio x = 0 @& instavel.

DEMONSTRAGAO. Como f+(0) e f (0) sd3o ndo colineares nas férmu

las (2.12) existe pelo menos um j tal QUe Sj # 0. Suponhamos

82 # 0 e 82 > 0 pois o casce S2 < 0 pode ser transformado

neste pela inversao do eixo Xy-

Por (2.12)
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(1y _ _
pi4 = Sle + X, + Xng(x)

S
2
> X, + 1/2 Sle<=:>g2(x) > - 5

Como 92(0) =0 e 9, € uma funcdo continua, = existe

e > 0 suficientemente pegueno tal que

52

(x| < e =g, (x)| < =5 .

Logo para ¢ suficientemente peguenoc

(1) 1
{(2.22) X2 > x2 + > 82 xl

sempre que |x| < e.

Suponhamos que a posigdo de equilibrio considerada & esta

vel. Isto significa que dado € > 0 existe &(e)>0 tal que para X, > 0,

x| < & temos |x(k)[ < g, xik) >0 (k=0,1,...).

Assim, iterandoc~se (2.22) obtém-se
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(2) (1) | 1 (1)
Xy 0 7 Xy h 5 5, %
= x. +1/2 S.x. + 172 s.x!V
2 2% 2%¥1
_ 1 (1)
=%, + 3 8(x +x7)

e por indugao

m-1
g > x(m) > x., + L S z x(k) (m=0,1,...)
2 2 2 "2 k=0 1

++3

Logo z x{k) < « , contradizendo o lema 2.1.
k=0

Portanto x = 0 & posigao de equilibrio instavel. _

vamos agora Ssupor gue

(2.23) Sj = 0 (j = 2;-..,1’1_1)

- + - - )
istc &, os vetores f (0) e £ (0) saoc colineares. Neste caso

as formulas (2.11) podem ser escritas na forma matricial

(2.24) « -y s x, (Ax + z(x))

onde
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all o ... 0
%21 A2+ Bap
2.25 . = . =
& 2 ess &
[ pl p2 PP _|

z{x) €. uma soma de termos em x de ordem maior ou igual a dois
e P = n-l. Os elementos da matriz A podem ser dados em ter-

mos dos coeficientes da expansac em série de poténcias das fun-

+
coes fg (i =1,...,n), da seguinte maneira
1 5 n-1
apy = -l 302 (©1%01°11 * ©1%1%%mn ~ 1% "2 I oy
c.,C k=2
1™nl
+ 4dc¢ ngl c, cC )]+
nl k=2 k71lk’ T -
a,. = [~2= (c.c.. = cic. )1t (3,k = 2,3,4..,n-1)
jk c2 j 1k 179" - 1 ! Fereey '
1

onde [¢(e)1) = o(c) -9(c7).

A expressac para os elementos 81 com k > 1 nao foi es
crita pois esses elementos nao influenciam nos autcvalores da

matriz.
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TEOREMA 2.3, O ponto fixo x = 0 da funcdo G (do semi-plano
3 2 0 em si proprio) dada por (2.24) e a correspondente posi
¢a3c de equilibrio x = 0 s30 estaveis quando todos os autovalo

res da matriz A possuem parte real negativa.

A posigao de equilibrio x =0 & assinioticamente estivel
se o ponto fixo x = 0 da transformagcdo & assintoticamente

estavel.

PROVA. Todo autovalor A da matriz A possue parte real negati-
va, logo pelo teorema 0.10 independentemente da escolha de uma forma
- quadratica W(x,x) negativa definida, existe uma UGnica forma
quadratica V(x,x) positiva definida satisfazendo v = W. Lem-
bremos que v & a derivada da forma quadratica V(x,x} tomada

de acordo com o sistema x = Ax.

Em particular tomemos W(x,x) = 2V(x,AxX) negativa defini-
da com V(x,Ax)=(x,BAx) ¢ B uma matriz simétrica. A hipGtese de
gue todos os autovalores da matriz A tem parte real negativa
juntamente com W(x,x) negativa definida implicam'que Vix,x) = {x,Bx) &
positiva definida. Assim pelo teorema 0.10 V(x,x) = (x,Bx) & a

Unica forma quadratica positiva definida satisfazendo V =2V (x,Ax)
= W(x,x}.
Seja V(x,2) a forma bilinear correspondente a forma qua-

dratica VI(x,x)}.

Para todo wvetor x temos que
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V(x,AX) < -rv(x,x) , r > 0

ll
n - ~

E suficiente. escolher r=- U onde ll e Ar'l sao respectiva —
1. :

mente o menor autovalor da forma quadratica V{x,x) e o maior

autovalor da forma gquadratica V(x,Ax).

- 8eja 0 < g < g* , Entao
(2.26) VIix + e{Ax + 2(x}), x + £ (Ax+z(x))]
< V{x,x) + 2g V(,AX + z(X)) tee* V(Ax +z(x), Ax+z(x))

= V(x,x) + 2e{V(x,Ax) +%e* V(ax,Ax) + V(x,z(x))}+

e* V(Ax,z(x)) + %e* Viz(x),z(x))}

Sejam €*>0 e 4 > 0 t30 pequenocs que

V(x,Ax) + ZE*V(AX,AX) < - (£ -n}V(x,x)

onde 0 < 7 < %r e para V{x,x) < A tem-se

1- x| < e*

2~ V(x,Ax).+%—‘E*V(Ax,AX)+V_(.X,Z(X))} +e* V{(Ax,z(2)) +

+2 e v(z(x),2(x) < - (r=-2n)V(x,x)



Fazendo g = r - 2n >0 a desigualdade (2.26) implica que

(2.27)  Vix+e(dx + z(x)), x+e(Bx + z(x)))
< {1 + 2e(~r + 2n))VI(x,x)

= (1 - 2er + 4en)V(xX,x)

(1 - 2eq}VI(x,x)

gquando V(x,x) < A e 0 < & < g¥.

Trocando € por X; em (2.27) e lembrando que

ey

X+ % (Ax + z{z)) = obténm-se

v, =1 < @ - 2ax)VEGx)

e mais geralmente

m—1
.28 ve™,x™i< vixex T (1 -2qx))
k=0

(k)

Como 1 - Zq}cl <1,

V(_x(m),x(m)) < Vix,x) < A

66
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ou seja _]X(m)| < g¥*, X{m) bd 0 para A suficientemente pequenoc.
Portanto x = 0 & ponto fixo estavel de G ou, equivalentemen
te, a origem & posigado de equilibrio estivel de x = f(x). A

primeira parte da prova deste teorema esta completa.

Suponhamos agora que o ponto fixo x = 0 da transforma —

¢do G & assintoticamente estavel. Isto implica gue a sequen-

cia (x(m)), m= 0,100, € mondtona e limitada logo existe o 1i
mite
' m-1
£ = lim V(x(m),x(m)) < lim Vix,x) [ (l-—2qxik)).
oo Mmoo k=0
Mais ainda,a estabilidade da posigdo de equilibrio x =0 im-

plica que

(0) (1) .
xl + xl + - L] -
— 1 - 2q*) =0
k=0
— 1im vz ™y =9
m=o«
= |x(m)l > 0 guando m >« e x; > 0.

portanto x = 0 & posicido de egquilibrio assintoticamente

estavel do sistema  x = f{x). -
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TEOREMA 2.4. O ponto fixo x = 0 da transformagdao dada  por
- {2.24} e a correspondente posicao de equilibrio x = 0 sao ins
taveis quando pelec menos um dos autovalores da matriz A tem par

te real positiva.

PROVA. S8e Re A> (0 para algum autovalor A de A, independentemente
da escolha de uma forma quadratica W(x,x) positiva definida e
nula num conjunto M gue nao contém trajetdrias inteiras, exis
.tem uma forma guadratica V({(x,x) que assume valores positivos em

alguns pontos &€ o > 0 tais que

2V{x,Ax) = aVix,x) + W{x,x) (Ver Teorema 0.11}
o ll -
Tomando U = 57 € I =5 onde ll e o menor autovalor da for

ma quadratica Ww{x,x) tem-se
_ | 2
(2.29) Vix,Ax) > uv(x,x) + r|x|” .

Consideremos agera dolis casos:

1¢) Suponhamos V(Ax+2z(x), Ax + z(x)) <0 e 0 < e < e*. Vem

que

Vix + e{Ax +z(x)), x+e{Ax+z(x)))
> V(x,k)-+2€{V{x,Ax)*+% e* V(Ax,Ax) +V{x,z(x)) +

+ e% V(AX,z(x)) + % e* V(z(x),z(x))}
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ou seja, a desiqualdade (2.26) com o sinal < trocado por > .

Procedendo analogamente a prova do tecrema 2.3, para e*
e A suficientemente pequenos, 0 < g < e* e |x| <A < £* obtém
se
(2.30) Vix+e{Ax+z(x)), x+e(Bx+2(x))] >
' 2
> (1 + 2ue)V(x,x) + eq|x|

onde g & um nimero positivo satisfazendo g < 2r.

2¢) V(ax + z{x), Ax + z(x)) > 0O

Neste caso
Vix+e(dx +z{(x)), X +c(Ax +2z(x))}] = V(x,x) + 2eV(x,Ax +z(x)) +
+ V(AX + z(x), BAx + z{x})

vix,x) + 2¢ V(x,Ax + z(x)}))

W

[l

Vix,x) + 2 V(x,ax) + 2e V(x,z(x)).

Assim para 0 < £ < e* , |x| < A<e* , e* e A suficlen

temente pequenos temos
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Vix + e (Ax + z(x)} , x+te(Ax +z(x}))] > V(x,x) +2cV(x,Ax)

Atraveés desta desigualdade e de (2.29) obtém-se a’desﬁﬁﬂl

dade (2.30).

Seja x tal gue V(x,x) > 0 e X, > 0. Segue gue

(2.31) vix+e(Ax+z(x)), x+e(@x+2(x))] >V{x,x) +Eq]x|2 .

Trocando € por Xy s

(2.32) vt ey s vix,x) 4 qxl[}cl? .
. _ Vi, x) _ 9
Seja M = max ——5- . Fazende h = M segue que
x#0 | x|
qxl Vi(x,x).
hxlv(x,x)
Vix,x)
max ——o=
x#0 | x|
. qgx, V(x,x)}
< 1 |x|2
Vix,x)
= qx, |x|?
1 .

Logo
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(2.33) vix x> (1 hxVGx) (R = 9 5 0

Suponhamos agora gue o ponto fixo x =0 da transformacgao

G & estivel. Entio dado A > 0 existe & > 0 suficientemente pequeno tal

que para x| < 8e ¥ >0 para todo k temse lx(k)i < A, X;_k) > 0.
De (2.33) segue que
' m—1
2.30) v™ ™y s viex) T (L4 nx{*))

k=0
Mas de acordo com O lema (2.1)

X(O} + x(l) + . + x(k) F e =@

1 1 ©T 1
logo

oo

n (1 + hx
k=0

= © -

{k)
1 )

Como Vi(x,x) > 0 tem-se que

m+00

contradizendo o fato do ponto fixo X = 0 da transformagao G
ser estavel. Portanto x =0 & posicdo de equilibrio insta —

vel do sistema x = f£{x). »



capIiTULO III

EXEMPLOS

1. Consideremos os sistemas de equagOes diferenciais em IR2

Il

(3.1%) % = £ (x)

(3.17) £ (x)

"
It

onde, para constantes arbitrarias a, b e k, k > 0, temos

+ ' — — — —
£ (xl,xz)-—(xz, bxl ax, kxl)
£ (xl,xz) =(x2, —bxl - ax, + kxl).

Estudaremos agui a estabilidade em torno da solugao tri-

vial do sistema descontinuo

+
{-f (x) se xl(Axl + x2) > 0

(3.1% x

f () se xl(Axl + x2) < 0

onde A & uma constante gqualguer.
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As retas kl =0 e Ax; + x, = 0 dividem o espago de fa

se em guatro regioes:

(Gl): x., >0 e Ax, + x., > 0

Estas linhas, Xy = 0 e Axl + X, = 0, sao as "linhas de
descontinuidade" nas quais & feita a transicao de trajetdrias
pertencentes a um sistema para as trajetdrias pertencentes ao ou

tro sistema.

= X, > > X, <
Como na reta x; 0 temos X 0 se X, 0 e Xy 0

se X, < 0 as trajetorias dos sistemas (3.l+)e (3.17) cortam
X, = 0 no sentido horario, i.&., tocdos os pontos de xy =0 (ex-
ceto x, = 0) sao pontos de "costura" pertencentes ao dominio

regular P (figura 2b) citado no capitulc II.

Investigaremos agora o comportamento das trajetdrias na

reta S_ determinada por F(XI’XZ) = Axl + X, = 0.

. J'sz +(—bxl - ax, +K)Xl se (xl,xz)GEGl ou (Xl’x2) = G3

F =
{_Ax2-+(—bxl -axz-—K)xl se {xl,xz)EiGz ou (xl,xz) € G4
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Na reta Axy + X, = 0 temos x, = -Ax; logo
2
-(A" -aA + b + K)xl se x. > 0
_l
llm'é'-—- g
F -t 5 |
_T(A - aA+b - K}xl' se X < 0
&
_;(A2<— A+ b - Kix >0
_ a 1 se  x;
lim F = <
F> 0 2 :
-{A" -adA + b + K)xl se X, <0

A condicac para a existéncia de deslize em S, dada no ca-

pitulo IT, tem a forma
lim 13 >0 e lim F < 0
F 0 F - 0

gue neste caso € eguivalente as condigoes

a2 aa+b+K>0

(3.2)

A2 - aA + b - K i-O

As condicoes (3.2) podem.ser escritas como
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(3.3) _ JA® - aa + b] < K.

Logo (3.3) @ a condigao necessaria e suficiente para a exis
téncia de deslize no sistema (3.17) em S. Pela escolha de um KX
suficientemente grande podemos asségurar.a validade desta con-
digao.

Vamos agora investigar o sistema_(B.fH em cada regiao G,
(i - 1,2,3,4).

Nas regides G, e G3 © sistema (3;13 e satisfeito. A equa

géo-caracteristica do sistema tem a forma
2 .
AT+ al+ b+ K=20,

Se K & suficientemente grande as ralzes desta equacao
serao complexas resultando trajetdrias espiraladas, assim a ori
gem sera um ponto singular do tipo foco. Se a > 0 e t > © as
trajetdrias se aproximam da origem ou seja a origem & um ponto

de equilibrio assintoticamente estivel (figura 6).

Se a< 0 e t > = as trajetdrias se afastam da origen.
Nas regides G2 e G4 o sistema (3.1 ) & satisfeito, lo-

go, a equagao caracteristica tem a forma

(3.4) pz + apy+b -K=20.
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Figura &

s , +
Trajetoria do sistema (3.1 )

Se K @ suficientemente grande as raizes desta equacao,

|
/L2 ! 2
= . & V{E_ - =2 _y_a _
ul_ 2+ b+K a !.12— 5 —4— b +K

serao reais e de sinais opostos. Neste caso a origem serda um pon
to de sela. Entre as trajetdrias do sistema (3.1} existirac duas
retas Xy = ulxl e x, = ule, um fato que pode'ser demonstra-

do substituindo estas fung¢des na equagac

dx bx Kx

S T et T
X1 2 2
que & equivalente ao sistema (3.17) . As trajetdrias restantes

que sao hiperbdlicas, aproximam-se assintoticamente destas retas




{(figura 7).
\4" %2
\\
| 74N
_ ﬁﬁfi—<&-m:::::§§§§
Figura 7

Trajetdrias do sistema  (3.1)

“2\//“1

Figura 8

Grafico da funcao f(ﬁ) = ﬁz + aﬁ + b-K

NV

17
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Observemos que o grafico da fungéol

f(ﬁ) = u2 + ap + b - K

& uma parabola interceptando o eixq ¥ nos pontos U =u1 e | =1,

(figura 8).

' Se u, £ W< w; entao f(u) £ 0. Assumindo agora que

A >0 e supondo que -A = u > pz obtem-se
f(—A)=A2-aA+b—-Kf_O.

Assim a segunda desigqualdade {3.2) vale se M, < -3, i.e., se o
angulo entre a reta S e o eixo Xy & maior que o adngulo en-
tre a reta x2 = ule e o elxo Xl'

A primeira desigualdade (3.2) serd valida se escolhermos

K suficientemente grande.

Assim quando 0 < A ifuz e X @ suficientemente grande
podemos garantir a presencga de deslize em todos os pontos de S
ou seja todo ponto em S pertence ao dominio C {(figura 2a)

citado no capitulo II.

Pela figura 9 podemos ver que dado o retrato de fase do

t - - .=
sistema (3.1} qualquer trajetoria caira em S e deslizara ao
longo da mesma. Determinemos o vetor velocidade de deslize em S,

dado no capitulo II. As fungoes
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Figura 9

Trajetorias do sistema (3.l+) sob as

condigoes impostas.

+

)

£ (xl,xz) = (x2, -bxl - ax, + le}

para todo ponto M € § tem proje¢oes no eixo ®q iguais a Koo

Seque que o vetor MP também tem ordenada igual a X, ou seja

X; = ¥X,. Por outro lado x, = -Ax; em S. Logo a equagao dife-

rencial para o processo de deslize & Xq + Axl =0 com solugao
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*A(t—to) , :
=x._ e . Assim para A > 0 o deslize seri em dire-

¢ac a origen.

Para concluirmos mostraremos gque quando a > 0 pode-se
aplicar o método das fungoes de Liapunov na investigacdao da es-
tabilidade do 'sistema considerado. Consideremos a funcao

v = (b + K)xi + xg cuja derivada tomada de acordo com o siste-
2

ma (3;11} & v = 2ax° nas regices G, - e G, e v = -2ax® +
2 1 2 2
+ 4xlx2 nas regioces G2 e G4.

Como nas regides G, e G, x;X, < 0 tem-se que v < 0
em todo retrato de fase. Se |b| < K temos v positiva defini
da. Ainda mais, o conjunto {(xl,xz) ixz = 0}, no qual v = 0,
nao contém trajetdrias inteiras, exceto a origem. Como v & in-

finitamente global segue, pelo teorema 0.17, -que a posigaoc

equilibrio & globalmente estivel.

Analisando a prova deste teorema veremos que podemos igno

rar a descontinuidade da derivada v na reta S.

Consideremos agora a fungao

B 2 2
€ =
(b-+K)xl-+x2 se (xl,x2) Gl ou (xl,x2) G3

2
_jb —K)xl-+x2 se (xl,xz} G.G2 ou‘ (xl,x2J S G4

Esta fungac & descontinua em S.
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Se 0 < K< b em ambos os casos V sera positiva definida e

infinitamente global pois dado A > 0, existe R = A/}\ com
1
J\l = min{b +aK, 1} (o= sinal {Axl+ xz)xl}) tal gue no exterior da
esfera x2 + x2 = R tem-se - V{x,,x.}) > A
. 1 2 172" = -

Se K > b essas propriedades sac mantidas com A > Vk -b .

- . 2 "
Obtem-se V = —2c—1x2 no complementar de S. Quande a trajeto-

ria cruza S a fungao V sofre um salto discreto decrescente
de 2Kx]2_. Usando os argumentos da prova do teorema 0.17 conclul

se que gualquer trajetbria vai diretamente para a origem ou

cai em S e desliza ao longo da mesma até a origemn.

2. Investigaremos agora a estabilidade em torno da origem do sis

tema dado por

1:11 =-xl-4x3 - 20
(3.5%) x, =-x,
§c3 = TXy Ty se X3 > Q
_5‘1 = ~dx, +4x, +20
.(3.5_) | < 5{2 = - X,
&x3=-xl-4x3 se x3< 0
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+ - -
Os sistemas (3.5 ) e (3.5 ) satisfazem as condigoes de

existéncia e unicidade de solugdo. As funcgdes

f+{x)

£ (x)

(-x

-4x_ - 20,

1 3 - r"’%‘:l —x3)

2

(—4x1-+4x3-+20, -xzr-xl"4x3)

nac possuem pontos criticos na superficie de descontinuidade S
B P

dada pela equacao

x3 = 0.

o + - -
As solucoes do sistema (3.5 ) e (3.5 ) sac respectivamen-

te

]

< x;{t}

x;(t)

xI(t) =

< x;{t) =

x3(t)

+
onde p , p , Klr

11).

xI(t)=D+e—t[cos(w+ + 2t)] -4

+
—Ei-e-t[sen(w+-k2t)l + 4

eﬁ4t[cos(w- + 2t)] +4

-t
a

—QT e—4t[sen(w_-+2t)] -1

—_ 4 -

gr W e w sao constantes. (Ver figuras 10 e
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Obsérvemoé que as trajetdorias de ambos os sistemas sao tan
gentes a superficie S em todos os pontos do conjunto T= ﬂxl,
xz,x3) € 1R3/xl = X, 0}. Isto acontece pois para todo ponto
neste conjuntoc temos £F e £ contidos em S. A tangéncia e

parabdlica e a origem & posicao de eguilibrio do sistema (3.57)

(figura 12).

A seguir determinaremos a transformacao primeiro retorno

+ -
G, vista no caplitulo IT, para o sistema (3.5 ). B facil verifi-

+ - -
.C2 C2
car gque o termo S,=-2 | —— - —= da transformagaoc & nulo,
C,. C
1 1
+ - - .
ou seja, os vetores f (0) e f (0) sao colineares. Logo = a
transformagao G sera dada por
(1} _
X = x + xl(Ax + z(x)), %y >0

onde A e uma matriz guadrada de ordem dois com elementos de-~
terminados pelas formulas dadas no capitulo II e =z(x) & uma

soma de termos em x de ordem maior ou igual a dois.

0Os autovalores da matriz A na transformagéo determinada
. + ~ -46 -1
pelo sistema (3.57) sao ll =—3 e Az =5 portantc todos
com parte real negativa. Assim, pelo teorema 2.3, a posigao de

equilibrio situada na origem & estavel.



Figura 10

Trajetoria do sistema (3.57) projetada

no plano X2 =0

-84
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Figura 11
Trajetdria do Sistema (3.57) projetada

no planc X2 = 0.
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Figura 12
_ ) . |
Trajetdria do Sistema {3.5) projetada

no plano X, = 0

86



cariTtuLo 1V

"ESTABILIDADE DE SOLUGCOES PERIGDICAS DE UM SISTEMA DE EQUAGCGES

DIFERENCIAIS DESCONTINUO

-Neste capitulo estudaremos a estabilidade de uma solugao

periddica z = zU(t) (com periodo T > 0) do sistema
(4.1) z = £(z,t) onde f£(z,t+T) = f(z,t) ,
2 = (zl;...,zn) e f(z,t) = (fl(z,t),...,fn(z,t)).

A investigacdo desta estabilidade serd feita através da

investigacao da estabilidade da solugdo x = 0 da equacdo

. M3
(4.2) X = o= x
z o
z=z (t]
Investigaremos a estabilidade da solugdo periddica z=zo{t)

(2 (£+T) = z°(t)) do sistema (4.1) quando a funcao f tem des-

s o
continuidades em alguns pontos da trajetoria z = z (t}.
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1. FORMULACAQ DO PROBLEMA E TEOREMAS BASICOS

Para definir as condigées impostas socbre as fingoes fiGLt)

(i =1,...,n) consideremos um cilindro C cujo eixo e a trajeto-
ria z = 22 (t) em IRn+l.

Seja a seguéncia infinita de hipersuperficies (superficies

de descontinuidade)
{4.3) Fa(_z,t) =0 , o¢€E&

dividindo o cilindro C em doninios Ha e a trajetoria z = zo(t)
interceptando as superficies de descontinuidade nos pontos M,

quando t =t - (Ver figura 13}.

0
Ficvra 13

Trajetdria pericdica do sistema (4.1)
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Suponhamos que o sistema (4.1) satisfaz as seguintes con-

digoes:
19) As fungoes £, sdo periodicas em t com periode T > 0;

29) As funcgoes fi gao continuas em cada dominio H, entre as

fronteiras F__; = 0 e F, = 0 e podem ter ' descontinuida

des de primeira especie na passagem pelas superficies Fa:O;

3¢) As funcoes fi sao diferenciaveis com respeito a z em ca
da ponto de H e em pontos de z = 2°(t) a diferenciabili

dade com respeito a t & uniforme, i.é.,

afi o )
5z {(z-27)Y 4+ O(p)

(4.4) £.(z,t) = £, (2°,8) + ¢
1 1 . j _ o
z=z (t)

0,2, /2 0(p)
onde p =[1Z (zj -zj) ] e converge para zero gquan
J
do p converge para zero uniformemente com respeito a t em
cada intervalo [ta_l,ta].

49) As solucgtes de (4.1) satisfazem as condigoes de existéncia
e unicidade em cadé dominio H (sob condigoes iniciais es-
pecificas) e vale a dependé&ncia continua des trajetdrias nas
condicbes iniciais. SupSe-se  que as trajetdorias do siste
ma (4.1) s3o continuas ém toda parte de C incluindo 0s pon-

tos de interseccao com a superficie de descontinuidade;



59} As superficies Fd=0 sao tais gue Fo

dos os pontos Ma H
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- oo
e de classe C em to

AN ChE

6?) Junto a trajetéria Z =.zo(t) as derivadas [?ﬁzj e [:Efj

. dF oF
~ ~ : . o _ o
sao nao nulas e de mesmo sinal. Aqui ar H'; oy fk +

k k
3Fa
+ =t e 08 sinais + e - indicam respectivamente
_.0
z=z (t) aF,
—_— a s < .
os valores de gt para t ta e t ta ;

79) A familia de superficies (4.3) satisfaz:

Existe K € 2 tal que para todo o € Z tém-se

Fa(z,t) = Fa+k(z’t) .

Analisemos agora o sistema linear de equagoes diferenciais

92

(4.5) x = [E
Jszo(t)

considerando  fungoes x(t) contiInuas em

(tu_lfﬁlJ, que satisfazem (4.5) e tem uma

t = ta’

Seja £ = £(z,£) - £ (z,t) a grandeza
fﬁngéo f passando pelo ponto (z,t) € F, do

ppsitivo (de H,; para Ha}. Aqui

cada intervalo

descentinuidade em

de descontinuidade da

lado negativo para o
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lim f(z,t) e £ (z,8)= 1lim _ £(z,t) definidas no

+
%(z,t)—> 0 Fa(z,t)-* 0

caplitulo I deste trabalho.

+
Consideremos ainda h = (hi,...,hi) onde

(4.86)

., | 9F (dF jr
h. = L : o
k sz at M
a

+
e observemos que £ e hi dependem do Indice a.

Para simplificar a notacdo este Indice ser3a omitido no gue

segue.

Vamos definir a descontinuidade das fungdes x(t) em t=¢t,

pelas formulas:

{4.7.1)

{£4.7.2)

onde

xT - x = B'x"
+ - - -
¥ =X =B x
_ .\ e - -
glhl e e . glhn Elhl e e a Elhn
; - _
. e B =Eh = .
tent .. L et tnT .. . EHh
L "n1 nn_| "n1 nn |

Chamaremos (4.7.15 e (4.7.2) de "condigoes de descontinui

dade" e brevemente provaremos a equivaléncia das mesmas.
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Consideremos O sistema linear (4.5) e as condigoes de des
continuidade (4.7). A importancia da aproximagao linear dada des
ta maneira esta no seguinte teorema, cuja demonstracdao serid fei

ta no final deste capitulo.

TEOREMA 4.1. Se a solugao nula da aproximacdo linear (4.5)+(4.7)
& assintoticamente estavel entaoc a solucao periddica z = zo(t)

do sistema nao linear original (4.1) & também assintoticamente

estavel,

Consideremos uma matriz X(t) cujas colunas s3o n solE
¢oes linearmente independentes do sistema (4.5)+(4.7). Chamare-
mos X(t) de matriz fundamental do sistema (4.5)+(4.7). A sge-

guinte identidade & satisfeita
(4.8) X{t + T) = X(t})-U

onde U & uma matriz constante n3o singular.

A equagdo caracteristica da aproximacao linear & determi-

nada como no caso continuo e & dada por
det(U - pE) = 0

onde p & uma varidvel e E a matriz identidade.
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TEOREMA 4.2. Se pelo menos uma das ralzes da equagdo caracteris
tica da aproximagao linear tem valor absoluto maior que um, en-

tdo a solugdo peribdica z = z°(t) de (4.1) & instavel.

2. OBSERVACOES PRELIMINARES -

19) Nos teoremas 4.1 e 4.2, o estudo das trajetdrias do sistema
(4.1) serd feitc atravds do estudo das trajetorias da apro-
ximagao linear (4.5)+(4.7). Para tais trajetdrias as defini
goes de estabilidade e estabilidade assintdtica sio simila-

res agquelas dadas por Liapunov no caso continuo.

29) Vamos agora provar a egqguivaléncia das condicdes de desconti

nuidade (4.7.1) e (4.7.2). Tem-se que

x+=XH+B_x"= (E + B )x

e
+..-u
xt=(€-8H"1% .
- + -1
Logo basta mostrar que (E + B ) = (E + B') que reduz-se
a igualdade
- -+
B —B+-BB = 0.

Ainda por (4.7.1) e (4.7.2) temos dque
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= B x = B_x+ + Bﬁx_ - B—X+

B-x+ + B_(x— - x+)

= B-x+ + B—(—B;x+)
= B—x+ + B-B+x+
= B~ - BT = 3"B* .
Fazendo S =E +B = (E - B7) 1 podemos escrever as con

digoes de descontinuidade na forma

(4.9} X Sx .

Seja TMaFa o0 plano tangente a Fa em Ma e Pa o planoc
t = t . Consideremos K = Ty ¥, M P,. Podemos supor, generica —
o

mente, que K & uma superficie de dimens3oc (n-1).

Qualquer vetor vy & motl com y & K & gerado pelos ve-
tores (1,0,...,0) e grad Fa(Ma) = (ao,al,...,an), i.e., y =
(r + s ao,slal,...,snan) onde r,s; €ER ,i=1,...,n. E fa-
cil ver que y-x =0 para todo ®x € K e y & K. Em particular
o vetor h-t pertence ao conjunto dos vetores y € R™! gera-
dos por (ao,al,...,an) e (1,0,0,...,0). Logo‘ h_t-x = { para

todo x € K.



Seja
[dl:‘ 1t
¢
t Jnm t
(4.10) y= ———% =1 +1h" ¢
ldF -
dt Iy
a
—dF -.,.+
]
| dat Ju &
Verifiguemes que - __c: =1+h £.
_ At |
a
Essa igualdade é verdadeira pois,
- -+
dFa ; BFa f+ . BFOL
| dt M K sz k ot
o =
Car_ ] 8F, _  B8F,
—_— X £ + =
Lat i, k%% ot
3F oF
o . -t o =~
ST S Pl
BFa _ BFu
r — £ + =
k 9% k at

95
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- f)

o

A e
~

I

—

+
|
k)

Pela condicao 6°), no inicio deste capitulo, temos que

. -
dFa dFa -
— e v sao diferentes de zero e de mesmo sinal. Lo-

. :|': .
—_—

dF]'
ool
dt
Consideremos 05 segquintes casos:

t
1¢ CASO. ¥ # 1. Neste casc h &£ # 0 e & & K. Para todo ve-

N+ - -
tor xE'.IRn_lexiste uma expansac X < Xp + X onde X, €

0]

um vetor paralelo a £ e X tangente ao plano K.

(E + B )&

i

Como SE
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Xg /E tem-se que ng = YXE .

' t
Por outro lado Sk, = %, + E(h xk) = Xy - Portanto a

~ + - ~ .
transformagcao x = Sx nao transforma o5 vetores tangentes a
K e multiplica por Y os vetores paralelos a £. Logo

+ - + -

xg = YxE r X, = X

e a transformagao S possue dois autovalores distintos:
- Y com multiplicidade um.

- 1 com multiplicidade (n-1).

20 CASO: Y =1, E£E#0, h # 0. Neste caso £ € K. Todo auto
valor de 8 & igual a 1 mas S # E. A matriz S tem um
divisor elementar de segundo grau e todos 0s restantes

de primeiro grau.

32 CAS0: ¥ =1 e E =0 ou h™ = 0. Neste caso S = E e

X = x Logo se f(z,t) & continua no ponto M, € F,

ou F =0 ¢ tangente ao plano t = t  em M tem-se

que as trajetdrias da aproximacao linear sado continuas

no intervalo_[ta_l;ta]-
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49) Consideremos agora a funcao h{t) = (hl(t),“u, hn(t))

descontinua em t = ta :

( 3Fa/32 '1
hit) = | —am—er '
B dgl/dt ~*z=z°(t)

: aE:i/zk J
onde h, (t) = | —/——
_ | k _ dq}/dt z=zo(t)

A fungcao h(t).x{t) & continua em t = t, {ver condigdes

(4.7.1) e (4.7.2)}).

Assim a aproximagao linear do sistema (4.1) pode ser es--

¢rita como

(4.11) Dx = { -g—g] + ght(t)a(t—ta)]x
z=zo(t)
3
o t . |

onde £ = : r b (t) = (hl(t},hz(t),...,hn(_t)) ’

£

n
§(t) . & a fungao de Dirac e Dx = (DXq,...,Dx ) com Dx; sen

do a derivada generalizada da fungao x, (t). (Ver definigac 0.18).

Por outro lado a expressaoc entre colchetes & a derivada

parcial generalizada da funcao £ com respeito a 2z, em Z‘=Zo(ﬂ:
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(4.12) D f = [g—gJ o + tnt(t) s(t -t )
z=z {t} @

Consegquentemente a aproxima¢do linear (4.5)+(4.7) pode
ser escrita na forma
(4.13) Dx = [Dkf]x
que difere de (4.2) somente na troca das derivadas usuais g% .
of : . .
T pelas derivadas generalizadas Dx e Dkf

50} Fazendo

(4.14) x =2z - 2°(¢)

e reescrevendo (4.1) tém-se
(4.15) X = p(x,t)

onde pix,t) = £(z°(t) + x,8)) -£¢z°(t),1)).

As equagCes das superficies de descontinuidade sdo agora

(4.16) P (x,t) =0 com P_(x,t) = Fa(zo(t)‘ + ox,6)) .



100

No espagco x,t - as superficies de descontinuidade podem
apresentar "quebras" (descontinuidades de direcao) na intersec- -

¢do com o plane t =t . Isto acontece pois

3Pa _aFa - _3Fu
—_— = —_— LS —_— =
. garF
_ o
T dt

tem descontinuidades em t = ta .

Devido ao segundo termo em (4.15) a fungao p(x,t) além
de possuir descontinuidades em pontos de Pa(x,t) = 0 podera

possuir descontinuidades nos planos t = ta.

As solugdes do sistema (4.15) sdc continuas assim como as

solucoes do sistema (4.1}.

A transformacao do espago z,t no espago X,t leva o pon
to de intersecgdo do plano t = const. com - a trajetdoria =z =
zo(t) num ponto do eixo t. No espago XxX,t O eixo t & o eixo
de um cilindro C. As superficies P = 0 e os planos t=t, di
videm o cilindro C eﬁ dominios centrais e angulares (ver figura
14). Os dominios angulares situam-se entre as superficies P, =0
e os planos correspondentes t = t,. Chamaremos de dominic angu
lar superior ou inferior se a superficie limitante P = 0 des

te dominio passa acima ou abaixo do plano t = ta respectiva —

mente.
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I t x(t)
— L
' t
{
f '
l £ o f)
LM ;!
: e |
| [}
| ; b
T =0
| tDt ’J } e+l
t T
o : My :l
} |
' ) Poe. =0
[
=V
] il
! Hi
I T~ Por.-],_ =0
|
'
| /o
i
i |
' f P x
Figura 14

Trajetoria do sistema (4.1} no espaco (x,t)

& igual a zero em todo ponto do eixo t

A funcao pi{x,t)

diferente de L Quando (t,x) aproxima-se do ponto M, tem - se

que:

(i) se (t,x) ~ M, no domIinioc central

lim pi{x,t) = lim  £(2°(t) +x,t) - £(2°(t), £} =0 ;

(t:X)+Ma (t,x)-M
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(ii} se (t,x) - M, "no dominio angular inferior
lim pi{x,t) = € ;
(t,x)-M
o
(1ii) Se (t,x) - M, no dominio angular superior

lim p(x,t}) = -&;
(t,x)+Ma

Figura 15

Construgac geométrica das condicdes de descontinuidade

69) Daremos agora uma interpretagdo geométrica para as condicoes

de descontinuidade.

Seja x(t) uma trajetdoria do sistema naoc linear (4.15) tal

que:
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(1) x(t) estia contida numa vizinhanga pequena da origem;

(ii) x(t) intercepta o dominio angular inferior junto ao plano

(iii) a diregao de x(t) & ligeiramente vertical.

Seja (t.l.’xl) 0 ponto em que x(t) entra no dominio angular infe-
rior. Denotemos por x+ ¢ ponto de iqtersecgéo entre a trajeto
ria x(t) e o plano t = ta. Consideremos agora a reta pa;alela
ao eixo t passando pelo ponto (tl,xl). Ao ponto de interseccgao

desta reta com o plano t = t, chamaremos de x .,

Partindo desta construcac obteremos as condicdes de des-

continuidade (4.7).

Trocaremos agora a eguacao da superficie de descontinuida

de Pa = 0 pela equagao do plano tangente, ou seja
) apa“
ax | Xt Tap | () =0
. M
_ o
De acordo com (4.16).temos
| ap oF 3P ar -
Y Y e Y
-y M -0 -% M
o o v4 >4

Substituindo-se na egquacac do plano tangente obtém-se
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[BF Far |~
— X = - —_— t_
5z | X | t (-t}
o
BFu"
———— X
_az_MOt .
= — __.=—(t-t(1)
dFa
dt
My
_t
== h x = t -t .
[0}

Para uma maior precisaoc consideremos a declividade da tra

jetdria no dominio angular igual a £. Assim

onde t; & o valor de t para o qual a trajetSria entra no dominio

angular, isto &, guande x = x .

Portanto

(4.17) x - x =Eth x .

3, TRANSFORMACAO DE LIAPUNOV

Aplicaremos a transformagac de Liapunov
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(4.18)  x=1L(t).y , L(t) =xm)e ™, a=1 v

4 aproxima¢ac linear do sistema. Aqui L & a matriz transforma
gao, X{t) a matriz fundamental da aproximagao linear (4.5)+(4.7),
U a matriz constante encontrada em {4.8) e y uma coluna com-

posta por novas variaveis Yy~

Se Y¥{(t) dencta a matriz fundamental de (4.5)+(4.7) trans

formado para variaveis Y entio por (4.18)

X(t) = L((t).Y(t)
= X(t) = X(t£).e D y(t)
=Y (t} = etA .

Como x = L{t)-y vem gue

(4.19) y = Ay.

As trajetOrias da aproximacdo linear (4.5)+(4.7) transfor
madas para variaveis ' sao continuas, logo no espago y,t nao
existem as condigoes de descontinuidade. A definicdo de trans-

formagao de Liapunov € dada para o caso em que as matrizes L{t)

e gé(t) sao continuas. Aqui L{t) & descontinua e uma defini —

dt
cao analoga de transformacao de Liapunov pode ser dada trocando-se
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a derivada g% (t) pela derivada generalizada de L(t).

A matriz L(t) & descontinua em t-=td pois L{t)==x.(t)e-tA

onde X(t} & descontinua em t = ta .

De acordc com (4.9) xt = SX. para t =t _, portanto

1.7 = X e = sx e B = 517,

Aplicando a mesma transformacac de Liapunov ao sistema

n3o linear original x = p(x,t) obtém-se

y & vy ¥ = paio)y,n)
ou seja
(4.20) y = aly,t)

_pl _ pmldu
onde gq=1L p L dt Y -

As superficies P, (X,t) sao transformadas nas superficies
Qa(y,t) = {0 onde Qa(y,t) = Pa(Ly,t).

As superficies P, (x.t) na linha de intersecgao com  0Os
planos t =t  tem "quebras" (descontinuidades de direcao) en-
Quanto gque as superficies Qa(y,t) = 0 tem descontinuidades ao
longo destas linhas de interseccao. Elas consistem de duas par-
tes continuas (t > t, e t=< ta) que interceptam o plano t =t

ao longo de curvas diferentes passando pelo mesmo ponto t = t
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no eixo t (correspéndente a Mu)‘

As trajetdrias do sistema (4.15) sao continuas no espago
¥,t enquanto que as trajetdrias do sistema (4.20) sdo desconti
nuas em t = ta' Isto acontece porque a matriz L(t) e desconti —

nua em t = ta.

Para t % ta tem—-se
{(4.21) x =Ly =Ly .

Assim a trajetdria do movimento nac perturbado coincide

com © eixo t no espago y,t exatamente como no espago X,t.

As trajetdrias do movimentc perturbado, no espac¢o y,t, tem
uma "quebra" nas superficies Qa = 0 e sao ainda descontinuas
nos planos t = t,- Estas descontinuidades sao definidas pelas

férmulas (4.21).

As trajetdrias da aproximagac linear sao continuas e de-
terminadas pelo sistema de equagoes diferenciais lineares (4.19).
Assim como e espago x,t, © espago y.,t & separado pelas su-

perficies 0, =0 eos planos t = t, em dominios centrais e

angulares.
4. PROVA DOS TEQOREMAS

TEOREMA 4.l1. Seja a solucao nula da  aproximagao  linear
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assintoticamente estavel. Pelo teorema 0.21 vem gque a solugao
y =0 do sistema (4.19) & assintoticamente estavel e portanto

todos os autovalores da matriz A tem parte real negativa.

Pelo tecrema 0.22 existe uma ﬁorma gquadratica V{y,y) po-

dv, o

sitiva definida tal gque sua derivada (%E) de . acordo com o

-

sistema (4.19) & negativa definida, ou seja

v{y,y) >0 , (%% °© <0 para y # O.

vamos analisar a mudanca dos valores de Viy,y) Junto as
trajetorias descontinuas do sistema ndo linear (4.20). As traje .
térias passam pelo dominio central e angular e tem descontinui-

t .
o

i

dades nos plancs t

Mostraremos gque a funcao V ao longo das trajetorias de—
cresceri no dominio central e daremos uma estimativa deste de-
crescimento. O valor de V poderad crescer no dominio angular,
mas este_crescimento serd cancelado por saltos na fungao V du-

rante a passagem pelo plano t = ta'

No dominio central o sistema nao linear (4.20) tem o sis-
tema (4.19) como sua aproximagao linear. Consequentemente, no

dominio central

2
g = Ay + 0|y|
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2 . _ .
onde -B|y| € uma soéma de termos cuja ordem com respeito a vy

& maior ou igual a dois.

Entao

1 1 ,av
(4.22) G (57) =7 (H'E} + 5 8|yl

. 4dVv, co o '(dv)o

(H'E) 3t sao de acordo comos siste-

onde as derivadas

mas (4.20) e {(4.19) respectivamente. 0 termo % (%%)O e uma fun

cdo homogénea e continua gue toma valores necatives e tem um
- - . 2
maximo negativo -y .
1 3 .
¢ segundo termo, 7 81y val a zero quando y tende a

. 2 2 . _
zero, assim para 1y < u e y suficientemente pegueno

(4.23) 1 ,dv,o0 _ _ 2
v @ <M
Logo
3 (£-t%)
{(4.24) vV < V¥p

onde V e V* sdo os valores de V nos instantes t e t* (t*<«
<t) em que os pentos da trajetdoria estao num dado dominio cen-

tral; A formula (4.24) define a velocidade do decrescimento da
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- fungao V ao longo da trajetdria no dominio central.

A fungao g tem limites finitos quando (y,t) =+ (0, ¢ }

a
no dominio angular, mais precisamente
. . _ =1
lim gly,t) = (L ) 3
(Yrt)*”(ort ) : '
a
quando (y,t) - (O,ta) no dominio angular inferior e
1im  qly.t) = - 7le
(y,t}>(0,t )
83
quando (y,t) - (O’ta) no dominio angular superior.
Consequentenente no dominio angular
o ok Yk Nk Yk 7
e para y suficientemente pequeno tem—se
1 dv
|?§‘Tﬂ;| < 2K .
Assim |/WV - AT | <K[t - t'| onde V e V' sac os va

lores de V nos ingtantes + e t' (t' < t) contidos no mesmo

dominioc angular, respectivamente.
Como |t-t'| & uma quantidade de pelo menos primeira or-

dem em y vem dgue
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Ny =y g Lol
T : A il

& também limitada para y suficientemente pequeno, i.&., exis-

te N tal que
(4.25) v < NV!

Logo o coeficiente de crescimento de V no dominioc angu-
lar & finito. Como o ntmero de domiios angulares essencialmente
diferentes e finito, podemos escolher o mesmo N para todos os

dominios angqulares.

Mostraremos agora que a variagao de V no dominioc angu-
lar & cancelada pelo correspondente salto' V(f+,y+)-V(y-,y_) .
Consideremos a trajetdria que intercepta o dominio angular in-
ferior e que transforma os pontos (xl,tl) e (&l,tl).das super-
ficies de descontinuidade {nos espagoes X,t e yv.t respectiva

mente) nos pontos (x,t } e (y,t ) no plano t =t , (figura 16},
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7}{ )y

Figura 16

Trajetdrias dos sistemas (4.15) e (4.20) gue transformam

(x,.t,) e (y,,t)) nos pontos {x,ta) e (y.t) respectivamente.

1

Representaremos as equacoes das superficies Pa(x,t) na

forma resolvida com respeito a t

(4.26) ¢ -t=hTtx

como 1lim p(x,t) = £ quando X 7 0 no dominio angular

inferior vem gue

2 -t 2
E(t, -tq) +8lx|” =¢h xl-+8|x| .

. J a
¥ - ¥, = pdt
L t
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ou seja

2
x - x =Bx + 8lx]° .

LOgo

(4.27) x =B x, +X +8lxi2==(B#-+E)x1-+8|x[2'= le + 6|x|2 .

1 1

Por outro lado

(4.28)  xp = LDy = Ly, +[L(t))= Lleg=0lyy =17y +olyl?.

1

Observemos gque X = L{t)y e Yy = L-l(t)x, onde as matri-
zes L{t) e L_l(t) tem coeficientes 1imitados. Assim as guan-
tidades peguenas em X serio infinitamente pequenas em Y, de

mesma ordem & reciprocamente.

Assim 8|yi2 e Bly[3 serfo usadas para a variavel y
como foram para X -
sabendo-se que LT = SLT por (4.21), (4.27) e (4.28) ten

se dque
(4.29) L+y+=x=sxl+e|x|2=SL"yl+a|x|2 = L+yl+8]xl2

+ -1 -
Multiplicando a esquerda por (L) 1 obtem-se

-+
(4.30) y+ =y + e1y|2 , V(y+,y ) =V(erY11 +81y|3



114

e assim para y suficientemente pequeno

' + o+
.31) e« My) g I eyl <’

v(yl,yl) V(ﬁyl,yl)

onde N & um nimero positivo tac pequeno quanto desejado. Assim
o crescimento de V no dominio angular & cancelado por um sal-

to da funcdo V na passagem pelo plano t = ty-

Seja T = min (t ., -t,) e r um numero positivo arbitra
rio tal que T < Yy < p. Tomemos N <l/2(ui - rz)T. Escolhere —
mos € > 0 tao pegueno de forma gue as desigualdades (4.24),

(4,25) e (4.31) sejam satisfeitas déntro do cilindro V =& e

2 2
(ul r )T

2
2ul

At <

onde At & a variagao do tempo em qualguer dominio angular con
tido no cilindro V = €. Tal escolha de E & possivel pois o ni
mero de dominios centfais e angulares sujeitos a analise @ fi-
nito em vista da periodicidade e da propriedade 72} dada no ini

cio deste capitulo.

vamos examinar a sequéncia de tempos .tg = l/2(ta-+ta+l).
O0s correspondentes planos t = t> nSo interceptam os dominios

angulares no interior do cilindro V = g. Isto pela determinacao
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2 2
_ .(pl-r )T
de t; e pela condigao At < = -
. 2”1
Seja & = £/N . Tomemos o ponto inicial da trajetdria, para

t = ti , no interior do cilindro V. = §. Este ponto pertence ao
dominio central. Com t variando no intervalo = Al

a fungao V comega.decrescendo ao longo da trajetdria, depois
ela cresce e seu crescimento & cancelado por um salto e em se-
guida ela decresce novamente. Como o coeficiente de crescimento

de V no dominio angular nao excede N a trajetoria permanece

no interior do cilindro V = & Dno intervalo tI < t < tz .

Fazendo

teremos

2 .
Como e~ T<-‘§. segue Jque V2<Vl e para t‘=t’2" a trajetdria es-
8.

+£3 novamente no interior do cilindro V = Aggim & possivel
repetir o que fizemos acima para © proximo segmento da trajeto-
i * < £ < t%*).
ria (t3 <t < t3)
Conclui-se entdo gque qualquer trajetoria do sistema nao

linear com condicdo inicial (para t = t§) no interior do cilindro
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v =2 permanecera- no cilindre V =€ para todo t e

2
v o< v e—(&-l)r T )
o — 1
Agsim
-(o;-l)rzT
Lim V_ < lim Vle ' =0
Qg > e G a++on

ou seja lim Vv, = ¢ .
o+t
Como a desigualdade V<NV vale no intervalo ta <t< t& 1 tem-se que

lim V(y(t), y(t}) = 0. Assim a solugao nula do sistema nao li-
t> 4w .

near y = qly,t) & assintoticamente estivel., Pelo teocrema (0.21)
tem=-se que a solucao nula do sistema nio linear x=p{¥X,t) & também
assintoticamente estavel. Portanto a solucdo peridodica z =z (t)

do sistema original z = £(z,t) & assintoticamente estavel. _

TEOREMA 4.2. Se pelo menos uma das raizes da equacdo caracteris
tica da aproximagdo linear do sistema, em valor absoluto émaior
que um tem-se que pelo menos uma das raizes da eguagao caracte-

ristica da matriz A tem parte real positiva: (Aqui A& = %Rn U).

Assim existe uma forma quadratica V(y,y) que toma valor po

sitivo num certo Yo © tem a derivada tomada de acordo com O

sistema (4.19) positiva definida
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= dv,o
VO - V(Yoryo} > 0 r (dt > 0 -
o

. 2 X
Seja K~ = min % (%%)O (v > VO). Em gqualquer dominioc cen

tral, ao longo de um segmento da trajetoria onde V > vV, . para

y suficientemente pequeno tém-se

1 (gy 0o . x

2
5 G 2K >0

(4.33)

onde Kl < K e '(%% oo & a derivada de V de acordo com ©
sistema (4.20).
Novamente seja T = min (t -t ) e O < B « K2. Esco-
o atl I} 1

lhemos um € > 0 tao pegueno tal gque as desigualdades (4.31) e

| T(KS - §)
(4.33) sejam satisfeitas no cilindro V =¢ e At < —

ZKl

(At = variagac do tempo em gqualguer dominioc angular contido no
cilindro). Mais ainda, seja & > 0 tal que a desigualdade

n < 1/2 T(Ki - B} seja vadlida no interior de V = €.

Assim

Esta desigualdade & valida se a trajetdéria esta no inte-

rior do cilindro V = £ para t; <t < t;. Assim V2 > Vl e
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pode-se repetir o processo para o segundo segmento da trajetd-

ria, etc. Num certo instante a trajetdria saira do cilindro

crescem mais rapidamente que o©s

Vv = € pois os valores de 'va
Bt

termos de uma progressio geométrica com razio g = e - > 1.

Assim a solugdo periodica 2z = z°(t) do sistema (0.1) &

instavel e a prova do teorema esta completa. .
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