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INTRODUCAO 
' 

Neste trabalho apresentamos um est.udo sobre 

' formas quadraticas sobre um LG-anel. Um LG-anel e ·um anel 

comutativo com elemenlo identidade que satisfaz o seguinte 

. 
pr i nci p.i o local -gl oba!; "t.odo polinomio f e R[X

1
, ... ,XnJ que 

representa uma unidade em R , 
f' 

para todo ideal maximal fi- de R, 

' l.amb~m representa uma uni da de em R''. Tais anais surgiram pela 

primeira vez na literatura nos trabalhos de D. Estes e R. 

Guralnick [E-GJ e de 8. R. McDonald e W. C. Waterhouse [McD-WJ, o 

nome- LG-anel e- devi do a Estes e Gural r'li ck. Como exemplos de 

LG-anel c i lamas os an.,;i s semi -1 ocai s, os an~is Von Neumann 

' regulares ·cou absolutamente planos) ou, mais geralmente. os aneis 

que mÓdulo seu radical de Jacobson são Von Neumann regulares. 

' 
Os res:ul lados SOb!' e Iormas quadraticas: aqui 

·~ -sao ~1-xl>?hSIO'º'S ao.-;1 r· .,s: ul Lados oblidos 

E. Witl CWJ. A. Plisler [Pf'J, C. Arf' CAJ. J. Milnor CMJ e C. H. 

Sah (SaJ no caso de corpos, por A. Micali e O. Villamayor CM-VJ e 

' 
D. G. J ames [ J J no caso de anei s 1 ocai s, por M. Knebush, A. 

Rosenber g e R. Ware [ K-R-WJ , M. 
io2 

Knebush [ KnJ e R. 
:1.2.9 

Baeza 

[BJ no caso de an~is senti-locais e por 8. H. Kirkwood (KJ, B. H. 

Kirkwood e 8. R. McDonald CK-McDl e H. 
1.2.3 

Ishibashi [!] no caso 

de an~is sobre os quais 
. 

t.odc pcl i nomi c pr i mi li vc quadr ~t.i co 

representa uma unidade Cos assim chamados "Iul1-rings"). 

No Capitulo I, apresentamos a nocão e ex:empl os de 
' 

LG-anel e estudamo_<; aJgumas: de su~s propriE>d8.d~s·. 

Nc Capitulo II, introduzimos as nosoes de espasos 



' biline-ar e quadralico sob1~e um LG-ane-1. Os principais r-esult.ados 

aqui apresE!'nt.ados sao os teoremas dê es::trut.ura para espa9os 

bilinear~ é quadr.i.t.ico e o t.eor-ewa do Cancelamento de Wit.t. para 

espasos quadr.;_t.icos. 

No Capft.ulo III, fazemos um estudo dos an~is de 

Wi t. t. bilinear WCR) " quadr~t.ico W CR) 
q 

de um LG-anel R. 

Especif'icamente, descrevemos os geradores e ideais primos de WCR) 

e apr-esentamos alguns r-esul lados sobre os e.lement..os de lorgão e 

os elementos nilpot..ent.es de WCR) e W CR), 
q 

entre os quais o 

para espaces bilineares, 
' 

Pr-ir1cipio Local-Global de Pfist..er, " o 

' ' seu analogo quadrat.ico. 

' 
F' i na! ment..e, no Capit..ulo IV. nos dedicamos ao 

' 
estudo do grupo ortogonal OCV) de um espago quadra ti co CV, q) 

sobPe um LG-anel R 'la.l que dim V ~ 3 e dimens~o hiper-b~lica de • 
V ~ 1. Apr-es9ntamos uma descric;;o complêt.a dos g-eradores d& OCVJ 

e oaoxi bi mos uma. ca.ract.oaor i za.q::;;:o dos subgr· upos d.a. CX: V) -quoao sao 

normalizados por OC V) = [ CX:: V) , OC VJ J • 
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CAPÍTULO I 

LG - ANÉIS 

No que segue e nos demais cap.i 'lul os R deno"lar~ 

sempr-e um anel comuta-li vo com el ement.o i denli dade 1. Indicamos 

por SpmC R) o conj un'lo dos ideais maximais de R, por JC R) o 

rarl_l c.~l p* o grupo das unidades R. 

Assumiremos lamb.;_m, nesle capitulo e nos demais, que lodo 

R-m.;dulo e unit,;_rio, que todo R-.;_lgebr·a e associaliva Cn:i:o 

fl€'cess~r i amer1'le comulati v a) com e-1 e-men'lo i denti dadé é que 'lodo 

' homo:.....,mor I .i smo de anei s leva element..o iden'lidade em e-le-ment.o 

identidade. 

§ 1 - Definiç;;e-s e PropriedadE-s 

( 1. 1) De .fi ni ç.io - Um anel R e di lo se-r um LG-an~ L se sa-l i sfaz o 

seguinte p~incÍpio local-global: "Todo polin~mio f e R[ X , ... , X J . " 
' quo r<Ppr o1'<>:P11la par- n I r .. ·,do fL G Spml R). Lambe-m 

representa uma unidade em R''. 

(1.2) Le-ma - As seguintes condiç~es sao equivalentes: 

C i) R e um LG-anel. 

Cii) Todo f E R[ X , ... , X J 
' " 

que satisfaz 

represent-a uma unidade em R. 

' 

E f(X)R 
" XER 

R 



Dem.: (i) -+ Cii). Se f e Rt X , ... , X 3 e 'lal que E fCX)R = R, 
n 1 n 

XER 

E fCX)R = R e, consequen'lemente, 
n f" f" 

existem . . 

,r 
• 

E R e 

"' 
""" "' 

E tais: que, 

= E r c x<L))r .. Disto segue-se imediat.amente que existe .1 5 i 
i. =t \. 

(Í.l 
tal que f"CX ) e Logo, f representa uma unidade em R , 

"' 

1 = 

s s 

para 

todo ~ e SpmCR). De (i) segue-se que f representa uma unidade em 

R. 

CiD .. (i). Se f" e R[X , ... ,X J e tal que, para todo~ e SpmCR), 
1 n 

representa 

= E fCX)R, 
n 

XER 

uma unidade em enlao, o ideal de 

~ tal que I = R par· a todo ft e Spm C R), 

"' "' 

R, I = 

o que 

implica que I = R e, por Cii), f represent..a uma unidade em R, 

como quer i amos• 

~ 

A noçao de LG-anel e preservada por homomorfismos. 

C1.3) Proposiç;o - Se R e um LG-anel e I ~ R e um ideal, enl;o 

' R/I e um LG-anel. 

Dem. 1 Se f E R/I rx .. .X l e tal que E fCX)R/I = R/I, erd,;;;o 

' n n 
>l:oE(A/1) 

existem R 
w x<u Rn, tais r ... ,r E e X • .•• E que 

' ' ' . 
Ef"cx<'-l)r_ = 1 • ou seja r f C Xm) + ... + r fCX<L>) = 1 + a, 

i.= 1 I. 
1 ' 

para algum a e !. 

Desde que E n 
f" C X) R/I = R/I, temos 

XE<R/Il 

que E hCX)R/I 
n+< = R/I, onde hCX ' .. ,X .x ) = n n+< 

XE< R/Il 

2 



' 
X f'CX , ... ,X). o polinomio gCX , ... ,X ) aX + 

n+:l :l n 

+ hCX , ... ,X ) 
t. n+:l 

= gCO, ... ,0,-1) + 

:l n+2 

sa'lisf"az g=h e E gCX)R 
n+2 

XER 

R, 

' <i.) 
i.~:tri.gCXt. , ... 

(i,.) 
, X ,1 , 0). 

n 
Mas, por 

0+2 

pois 1 

hip,;t.ese, 

e um LG-anel logo g ~ep~esent.a uma unidade em R, p~rtanto h 

R 

= g representa uma unidade em R/I, o que implica que r ~ep~esent.a 

uma unidade em R/I, como queriamos• 

C1.4) Observa~ão Observemos que se R/I e um LG-anel, nao 

necessariamente R e um LG-anel. Bast-a 'lomar·mos R = Z, f( X) = X2 + 

+ 2 e R[XJ e I = (p), para algum numero primo p. Claramente Z/Cp) 

e um LG-anel Cpois ~ corpo) e, f representa unidade em Z , para 
'q> 

todo numero primo q, e nao representa em Z , isto ~. Z n~o e um 

LG-anel. 

Contudo temos a seguinte proposic~o: 
' 

(1.5) Proposiç~o - Sejam R um anel e I ~ JCR) um ideal de R. Se 

R/I~ um LG-anel, enLão R 'lamb~m o e. 

Dem. 1 Tomando f e Rt X , ... , X J 
i n 

lal que <' fCX)R " R 
'-' n 

XER 

temos 

E fCX)Fui = R/I e, desde que R/I ~ um LG-anel, temos que I 
n 

XE(R/I) 

represent-a uma unidade em R/I. Assim, exist-em X e CR/!)n e À e 

E CR/!)* tais que fCX) = À, ou equivalentemente, exist-em X E Rn e 

À e R* tais que fCX) =À +a, para algum a e I. De I S JCR) segue 

que * À + a e R o que mostra que R e um LG-anel • 

O sêguinte lêma nos sera ~lil no que se segue. 

a 



' 
(1.6) Lema C[E-GlLemma 2.1) - Seja S uma R-algebr-a contendo R 

como sub-anel. Se S ~finitamente gerada como R-mÓdulo, er.tão Se 

imagem homomÓr f i c a de uma R-sub;._! gebr a de M CR) C= ;._lgebr-a das 

matrizes nxn à coe~icientes em R). Al~m disso, toda sub;._!gebra de 

S, ~initamente gerada como R-~lgebra ~ tamb~m finitamente gerada 

' como R-modulo. 

' Dem.s Desde que S e finil.amente gerado como R-modulo, exislem um 

' 
R-modulo livre e ~initamente gerado F e um homomorfismo 

sobrejetor de R-m~dul os, p: F ... S. Logo S = End CS) 
s 

e a imagem 

homomÓrfica do subanel A de End CF) ~ M CR), consistindo daqueles 
R n 

endomorf'ismos que induzeom S-endomorf'ismos de S. Agora, toda 

R-sub~lgebra finitamente gerada de S ~ imagem homomÓrfica de uma 

R-subálgebr-a finitamen~e gerada de A (sua pr~-imagem). Finalmente 

observando que cada elemento de M C R) 
n 

' e rai2 
A 

de seu poli nomi o 

caracteris~ico vemos que ~oda R-sub~lgebra ~ini~amente gerada de 

M CR) e, em particular de A, ~ ~amb~m I in! t.amente gerada como 
n 

R-m~dulo. o que mostra o lema • 

C1.7) Teorema C[E.GJProp .. 2.2) Sejam R um LG-anel, S uma 

R-~lgebra f'initamente gerada como e 

' 
e Rrx,Jt····x ,Y Jt···•Y 1. 

m • n 
um R-submodul o. 

Se para cada f\. e SpmC R) exi s~e c Ei L tal 

"' "' 
que f(a,c ) 

"' então existe c ~ L tal que f'Ca,c) ~ ~-

Dem.: Observemos primeiro que c~= d~/Ã, 

• 

onde d e L e )\ e R-(l.. 

"' "' 



Trocando c per d Ã' onde ÀÀ'=imod~, podemos as~umir que c ~ L, 
f' f' f' 

pois c.n. = dr.. / À = d Ã' / ÃÃ'= d Ã' / 1 em L 
'" '" f' f' f' 

' Trocando f por Zf, se necessario, podemos assumir 

ainda que f(a,c ) 
f' 

E R-(l-. pois Sê fCa,c ) 
f' 

= ot, com " e _, 
01 f'Ca,c ) 

f' 
= 1 e R-(l- e, represent..a uma unidade, 

se. e soment..e se, Zf representa uma unidade. 

Como S ~ finitament..e gerada como R-m~dulo de C1.6) 

decorre que S ~ A/I onde A e uma R-sub~lgebra de M CR) 
k 

' ' 

e 

finitamente gerada como R-modulo. Consideremos uma pre-imagem 

a' e Am , de a e L' ~ A~ de L. 

Para lodo~ e SpmCRJ, S ;; CA/IJ ~ A / t , 
fl- (L fl- (l.. 

logo .. 
existem c' e L' e 01 e R lal = 1 em A /I , 

f' f' 
ou 

f' f' f' f' 

seja, !'C a • , c' ) ot = 1 
f' f' 

+ i para algum i e I , 
f' 

o que implica que 

f'Ca' c')ot • f' f' i = 1, ou ainda, (f(a' c') 
'f' 

Assim para cada~ e SpmCRJ. 

-· ÍO( )OI = 1. 
f' f' 

exist..emc' eL' e i' = 
f' f' _, 

=-ia e I tais que f(a',c') +i' E Porl.anl.o, considerando 
f' f' f' 

gCX,, ... ,X ,Y , ... ,Y ,2) = f'CX , .. ,X ,Y •... ,Y) + 2, a' e Ame 
m1 n :i mt n 

L" = L' x I ~ A n+t, do que vi mos acima segue que par a t.odo f!- E 

e SpmCR) exi sl.e >... e L" t.al 
f' f' 

que gCa' ,Àfl.) e uma unidade êm A 
f' 

Logo e suf'icienl..a- mosl.rarmos o result-ado para A. Assumiremos 

ent..a~ que S = A e que L :;;;; A". 

Observemos qu<> f( a, Y , •.. , Y ) 
< n 

e S[ y ' ... 'y l 
' n 

M CR)[Y , •• ,Y J 
k < n 

s M CR[Y , ... ,Y ]), 
k < n 

o que implica que, 

hCY , ... ,Y) = det.Cf(a,Y , ... ,Y )) E R[Y , ... ,Y l. Agora, por 
:i n :i n 1 n 

hi p~l.ese exi s"le c e L l.al 
f' f' 

que f'Ca,c ) 
f' 

.. 
e sft.. para l.odo 

E Spm(R), ou seja, h represent-a uma unidade localment..e. Mas R e 



n * * c E L S S lal que delCfCa,c)) E R , portanto fCa,c) e S , o que 

mostra o teorema• 

' (1.8) Corolario C[E-GJ Cor-.2.3) Seja R S S uma extensao 

inleg~al de an~is. Se R~ um LG-anel. entao S lamb~m o~-

Dem • : Seja f' e S[X , ... ,X J 
' n 

que represen'La uma unidade em S , 
'1-

para todo q. e SpmCSJ. Queremos mostrar que r representa uma 

uni da de em S. 

Observemos que, dado f1.. e Spm(R), existe q.. e 

e SpmCSJ, t.al queq..riR= T = 
' 

T 
2 

= S-q.. sao dois 

subconjuntos mulliplicativamente f'echados de S com T s; T . 
' 2 

Observemos ainda que dado q..', ideal primo de S, se 

- T -q.' n T " 0, ent.ao q.' n T " 0. De f' alo, se q.' n = 0, ent.ao 
2 ' ' 

' 
f'.' = q.' (') R e um ideal primo de R cont.ido em I'• .. pelo teorema 

' cont.radicão "going up" • q.' s '1- que e uma pois q.' n T "' 0. 
' 2 

Logo,de [BoJ Prop.B, § 2, Chap 2, segue que os subconjuntos 

multiplicativos T e T lambem~ satisfazem o seguinte: 
' 2 

C M) "para 'lodo 'l e T exi s'le s e S 'lal que st E T ". 
2 • 

' Observemos tambem que se f' eS[X, ... ,XJ 
l n 

entio 

f' e R[Y
1

, ... ,Ym,X
1

, ... ,XnJ onde os Yi e S s~o os coe~icientes de 

f. Podemos ent~o nos ~estringir ao caso em que S = RtYt •... ,YmJ' 

que e finita.mente gerado como R-m~dulo. Agora, para t.odo {L e 

e SpmCR). exist.e 4 e SpmCS) tal que 4 n R=~· e f represent.a uma 

unidade em S • 
'1-

ist..o e, 

= CY •. 

' 
,Y)eSm, 

m 

exisl.e C E Sn l.al 
'1- 4 

que se a = 

decorre f"acilment& que 

6 



existe c 

"' 
n 

e s tal que rca,c ) 

"' "' 
e s" 

"' 
e, do teorema C1.7) segue que 

r representa uma unidade em S, como queriamos •. 

(1.Q) Teor-êma ([McD-W]Thêorem) - Seja R um LG-anel. Se L e um 

R-m~dulo projetivo, rinit.amente gerado e de posto cons~ante,ent~o 

L ~ um R-m~dulo livre. 

Dem.t J)e.sde que L & projetivo e finitamente gerado exist.e n e [N 

tal que Rn ~ L $ Q. para algum R-modulo Q. 

n n "" ' Sejam n:R ~R • a projesao em L com nucleo Q e Ma 

matriz associada a rr.Sejam X= CX .. ), 1 ~i, j :S n. uma matriz de 
' J 

i ndeter m.i nadas e X c a matriz dos cofatores tal 

= det.CX)I onde I del"lola a ma:triz identidade nxn. 
n n 

XX' que 

Sejam m o 

post..o de L, gCX .. ) o polin~mio que ~ o determinante do bloco mxm 
' J 

superior a esquerda de XMX
0 

a fCX. _) = 
" 

gCX, _)det.CX 
' J i. j 

). 

' -Dado "' e SpmCR), ambos os modules L .. a,.. sao 

"' livres sobre o anel local R ,_. dimL = m e R" ~ L .. Q 

"' "' "' "' n • E:scolhendo uma base para R , compativel 

"' 
com esta decomposi cão, 

• 

temos que a projecão sobre L tem matriz 
fi. 

Se Cc. _) 
' J 

e a 

~ 

matriz da mudanca da base canordca para a base escolhida acima, 

' = " uma unidade e, consequentemente, 

f'Cc ) 
i. j 

gCc. _) 

" E R*. Mostramos ent~o que f representa uma unidade 
fi. 

localmente e, desde que R~ um LG-anel, f representa uma unidade 

em R, ist.o e, exist-e ca·. ,) 
' J 

E M CR) 
n 

~al que rca .. ) 
' J 

= 

= gCa. ,)det.Ca .. ) e R*. 
~ J t J 

Enl.;o C a .. ) ~ inversi vel e o bloco mxm 
' J 

' supêrior a esquerda de M' = 
_, 

Ca .. )MCa .. ) 
.. J t J 

7 

. ' 
e i nversi vel . 



C a .. ). ,, temos 

Fazendo a 

que a matriz 

Sejam F' = 

mudanca de 
' -da projecao 

' 
Rm X {0) e 

base de R" dada pela matriz 

' sobr-e L e M'. 

" - ' p:R .... F a projecao com nucleo 
' 

' {Q) X 
n-m R . Então ~F, ~em matr-iz i nver- si vel . 

' 
Consequentemente PlrrCRn)=L:L .... F e sobrejetora e, desde que F e um 

R-mÓdulo livre, 
. 

a sequenci a exata 

Portanto L ~ F é K para algum R-mÓdulo K. F'inalmenl.e obser-vemos 

que L e F' são livres de dimens~o m, o que implica que K = O 
~ ~ ~ 

para todo~ E SpmCR), ou seja K =O e L~ F que~ livre• 

§ 2: - Exemplos 

Podemos ver imedial.amenl.e, a par-l.ir da 

de~ini~ão, que todo corpo ou mais geralmente todo anel local e um 

LG-anel. 

No teorema seguinte mostr-aremos que todo anel Von 

' Neumann r-egular e um LG-anel. Recordemos que um anel Von Neumann 

regular R e um anel caracterizado pelas seguintes condi9Ões 

equivalenl:es: 

-"R e corpo para todo ~ e SpmCR) ". ,.. 
-"Todo R-m~dulo ~ plano". 

Obser v~mos tamb~m que, se R e um anel Von Neumann 

regular, então as seguintes a~irmac~es sao verdadeiras: 
' 

-"SpmCR) e Hausdor~~. compacto e tot..alment..e desconexo 

Ccom a topologia de Zariski)". 

-"Os abertos b~sicos de SpmCR) são t.amb~m fechados" . 

• 



' -"Todo ideal primo e maxi mal ". 

-"R ~ isomorfo a um sub-produto diret.o de corpos". 

C2.1) TeoremaC{G-WJProp.3) -Todo anel Von Neumann regular e um 

LG-anel. 

Dem.: Sejam R um anel Von Neumann regular CVN-regular) e f' e 

. 
e R[ X , ..• ,X J um polinomio que representa unidade localmen.t..e. . " 
Assim, dado ~ 6 SpmCR) existem ~\ e R e À, c, ~t E R-~. 1 ~ i $ n, 

OI OI À y 

c(~ .. . __:_) * _, 
tais que = e R . Tomando X = 1 s i s "· z. • 

!3, (3" 
c " ' ' 

p~demos escrever cz .z )H f'( X ••• .x ) =gCY , . • y • 2 •. - . ,2 ) . • " " ' n ' n 

para algum N E ~- Desde que f3 , .. • , (3 E R-f', 
n 

temos N 
C(3 ... (3) E 

< n 

* e R f" e, consequent.ement.e podemos afirmar que dado fi- e SpmCR), 

existem E R, À, c, E t.ai s que 

(*) cgCot , ... ,a ,(3 , .. ,fJ) = À. 
t n t n 

Considerando SpmCR) com a t.opologia de Zar!ski, 

indiquemos por X a f'amilia de abertos ~ ~ SpmCR) tais que existem 

OI :l o • ,01. e R e À, 
n 

c. (3 •... ,fJ e R- U ft satisfazendo (-M). 
i. r. (tE.J4 

Desde que para cada~ E SpmCRJ. existem a e R, À, 
' 

c:, /3. -s R-fi-, 1 ::; i ::; n, satisf'azendo (*), t.emos que fi- E .JtJ. e X, 
' 

onde J1l ={~e SpmCR); Àc{3 .. . {3 ;;~.,v, que e um aberto b;._sic:o de 
t n 

SpmCR). Assim, X cont~m uma cobert.ur-a 

b~Si COSI. Mas. .SpmC R) ~ compact.o. Logo, 

do SpmCR) 

ex! st.em .14 , . ., 
' 
u "'· \.=1 \. 

abertos baSicos de Spm(R), t.ais que SpmCR)= 

' 

·"' l 
abertos 

em X, 

Considerando que os abertos basicos de SpmCX) sao 



lamb~m rachados, a dif"er·ens-a ,;..nt..r·e- dois conjunlos aber·los e 

' -fo:.chados e um aberto, se .f4 e X e .d/' s;; .4 e um ab~r·t_.:,, .,r,t ::,,-, 4' -= X 

'" .... escrevendo Spm( R)= 
J 

c n 
k=i 

t { ... < i 
ik.:;{t,. jl)-

que 

l~ik 

Spm(R) admite uma particão linita de abertos de X. 
' 

Seja <:B. / 1 S i S m), 
' 

tal par li c~o. 
' 

Ent;;:o existem 
m 

idempotentes ortogonais, e '. 
' 

,e E R. 
m 

tais que == 1 e cada 

= { f1- ..:: SpmC R) ; e e" fl) Ccí [Bo] 
' 

Prop 16, §4, Chap. I I). 

Para cada i = 1, ... ,m, exist.em a ti, ... ,ctni E R e 

À c fi i. •. • fl . e R - u {' satísf'azendo (M). Considerando, 
' ' "' """'. ' m m m 

para 1 ,; j < n. "·. = E e.~ .. fl' = E e (3. • c' = E e c • 
j ' " j . t Jt ' t = t t = t \ ., t 

m ,._. = E ~ À .... usa ruJo •> falo qu" os " sao i do3>n1pol,::~onlG-s 
' i ' Í.."-i 

ortogonais, obtemos c' gC a' , ... , a' , 
' n 

{3' •.. 
' 

,{3') =À'. 
n 

e c' 
i 

= e.c. 
' ' 

Notemos que e. , 
' 

e, 

c. 
' 

" u {', 
f1,E:B i 

para 1 s i < m, 

consequentemente c. e" u {L. 

"""' ' 

logo 

pois 

R ~ U (1- e multiplicativamente fêchado. 

"""'. 
Desde que<~./ 1 ~i ~ 

' 
' 

.$ m} e uma cobertura para SpmCR). t.eomos c • e fi- para lodo {'1- e 

E SpmCR) o que implica que c' 

que f'. 
J 

e ;v 

a' 

" E R • 1 <" -J :5 n. 

" E R . 

Assim 

De maneira análoga mostra-se 

"' J 

r 
j 

E R e, consequenlemenle 

c' 
H 

E R , islo e, t" represe.nla uma unidade <>m R • 

' (2.2) Corolario -(i) Todo anel semi-local e um LG-anel. 

i O 



(i i) Todo anel de dimensão Cde Kr·ull) zer-o e- um LG-anel. 

Dem.1 (i). Imediato. pois se R e um anel semi-local com ideais 

maximais fi., ... •f", ef"lt..ão R/JCR) ~ R/fi- llt. 
1 ' 1 

. ~ R/ fL ~ Von Neumman 
' 

regular. Logo Ci) segue-se de C2.1) e (1.5). 

Cii). Segue-se de (1.6) e (2.1) e do fato seguinte: 

-"R e um anel de dimensão zer-o se, e somente se JC R) e 

nilpotente e R/J(R) ~ Von Néunm1an regular''.C[G-WJ.Lem.l.CcJ). 

Mos-Lremos enl.;;;:o essa equival;ncia. 

Se JCR) e rülpotenl-e, en:tão JCR) ç; fL• para todo 

ideal primo f" de R. Logo R e R/J(R) b;.m a mesma dimens:i:o e, desdtô} 

que num anel Von Neumann regular lodo ideal primo A maximal, 

Lemos que R tem di me11são zero. 

Reciprocamente, se R tem dimensão zero, ent~o Lodo 

ideal primo de R e tamb~m maximal e consequentemenle JCR) 

coincide com o n.ilr-adical de R qu.e- e um ideal n.ilpo"lenle. Par·a 

pr-ovarmos que R/JCR) e Von Neuman.n r-egular-, podemos supor-, sem 

perda de generalidade, que JCR) O. 

Mostremos que R e cor·po, par·a t.odo fi- e SpmCR). 
f' 

Desde que- R t.em dimensão zero, 

' 

lemos que R lambem 
f' 

"l em di men.s ~o zero e, poc consegui nt....e, ft-R e ni 1 po"len-t..e. 
f' 

Por outro 

lado, 

= o, pal'il algum n > o, j j ')" -- ,,/'~ n ~ ,::-r~· >'!- so?guo?-se- que <. <-~-"- ...... "- - o. ou 

seja, aÀ ~ n.ilpoten.t.e em R. Como assumimos que JCR) = O e R tem 

dimen.s:;;:o zero, 

quE;- f1..R = O e, 
f' 

lemos otÀ = O, o que most...r- a 

port.anto, ' 
R e cor-po• 
f' 

À 
que - = O. 

c 
Isto mostra 



Outra classê dê exemplos e obtida a par·tir da 

proposi~ao segui~te. 

um LG-a~el, ent:;o R [ [XJ) tamb~m o "· 

;:.c:«?_lanl S :;: F'[[Xll ""' r c v 
' 

• Y ) .=: ~-::r v .. 
" t 

E f( Y)S = c 
~. 

" ves 

a .. ,a E s 
t r 

S[Y .. • y J 
t " 
00 

= E f CY i. 1 •. 
l.=o 

E~ tão, existem CY 
l • 
. . 

" 
tais que E fCY . . 

" i. =1 

R[Y t •. ,Y J[[XJJ, 

com f" 
l 

" 

E R[ y •. 
t 

" 

• y ) E 

'" 
• y )a 

'n 

temos 

• y J. 

" 

• y J cnm 
n 

s". 1 .,; i .,; r • "· 

= 1. Desde que 
' 

fCY . . • y ) 

• n 

Do :fato que E fCY •. 
l t 

, Y )a = 1, segue-se que 
i.= 1 ' n ' 

• 
o termo constante da ser i e ~ esquerda na igualdade acima e igual 

r 

a 1 • iost.a e, E 
i. =1 

termos corlslanles 

f CY'": .. 
o " 

, Y'": ) a. 
t n to 

das series y " 'J 

1. onde Yo 
i.j " 

res.p~ct.i vament.e. 

a 
lo 

sao 

Mas 

os 

E R[ y 

' 
• y J e a. E R, o~=.nt.;;o E ~ f ( Y) (:: = R, ond., 

n .• o 
VER 

que f" representa uma unidade em R, ou seja, existe CY 0
, •• 

o ' 

E R" e À. E 
o 

CY t •. • y ) 

" 
= 

00 

+ E 
i. .. 1 

f' . ( yo'. 
' t 

R" tais 
. o 

• Yo) À Porlant.o, que f CY •. 
o t n o 

·yo Yo' E s" tal que f'CY • y ) t 1 •. . " .. 
n t " 

" E S , o que mostra que S e um LG-anel• 

exisle 

= ,\ + 
o 

Concluiremos est-e par~grafo fornecendo um melado 

para a conslr-usão de um LG-anel à part.ir de um anel comut-ativo 

qualquer. Pata t.anlo necessitar-emos de alguns r esul lados 



auxiliares. 

n 

C2. 4) Definicão ·- Sejam R um anel e f( X) = E À. x~ ""' R[ x 1 . Dizemos 
' i.=O 

·' 
que f e um polinom.io primitiuo se o ideal c(f) gerado pelos 

coeficientes À de f e igual a R. Dizemos que R Satisfaz o 
' 

c:rit~rio primi. t ivo se, t.odo 
. 

polinomio primitivo de R[XJ 

representa uma unidade em R. 

(2.'3) Lema ([McD-WlLe-mma) ··-SPja R um anel que- satisfaz o crit.""l'in 
n . . 

pr .i mi li vo. Sejam f.CX) = 
' 

E À .. x'. 
j :::o \. J 

1 ::S i ::S m, poli nomi os t.ai s que 

EÀ .R = R. 
' • l J 
' ' J 

m 

Ent.a~ existe À E R com E f".()..)R = R. 
. ' l=:l 

Dem .. : Seja r um numero inteiro maior que os graus de todas as f"., 
' 

1 s i S m. 
m . 

n 
Considerando gCX)= E f. C X) X , 

. ' l= 1 

lemos que t.odos 

. 
os À 

ij 

sao coeficient.es de g~ logo g e um polinomio primit.ivo de RCXJ. 

' 
Consequent..ement.e g represent.a uma unidade em R, ist.o e, exist.e 

e R, ~al que, 

m 

E fiO,)R = R• 
i.= i. 

gCÃ.) = 
m 

E f.(À.)À.n 

i.= .1 l 

" e R , o que mostra que 

( 2. 6) Lema C [ McD-WJ Lemma) Seja R um anel que satisfaz o 

crit~rio primitivo. Seja t' <E R[ X , . 
1 

f representa uma unidade em R. 

Dem .. s Podemos escreve!' 

,X J tal que cCf") = R. 
n 

= E "' f'CX)X
2

. 
"' • 2 

"' X " . . 
n 

onde 

61 = Ca,. 
1 

• 61 ) . 
n 

Todos os coef'icíentes de f' aparecem como 



. coeficiet"lles dos f 
01 

c. qu-=- moslr·a que os pol inomios f satisfaze-m 

" 
as 

que 

' hipoteses do 

E 
C< 

f' CÃ JR 
" . 

1 ema (2. 5J. 

R. Agora, 

ConsequenlemetJt.e exi sle 

fCÀ , X , • 
• 2 

,X ) 
n 

ainda 

hip~tese, logo o resul lado segue por- inducão sobre 
• 

' 
variaveis • 

À • E R 

satisfaz 

o numero 

(2. 7) C [ McD-WJ Prop. ) Para um anel R 

<?qui v:;._lont.,.s· 

' C i) R satisfaz o crite-rio pr-imitivo. 

' Cii) R e um LG-anel com corpos residuais infinitos. 

lal 

a 

de 

-sao 

Dem.: Se (l-E Spm(R) e tal que IR/fl-1 = m Cislo e, a car-dinalidade 

de R/f!. e m), ent-:io o ' poli nom.i o pri mi ti vo X E e 

-identicamente l'lulo em R/fi- e consequel'llemel'lt.e nao representa 

ul'lidade em R. Logo Ci) implica que os corpos residuais de R s:;:o 

infini los. Agora, se f e R[ X , ... , X J representa uma unidade 
' n 

localmente, então c(f) = R, pois c(f') =R para todo~ E Spm(R). 
f' f' 

De(i) e (2.6) segue-se que f' representa uma unidade em R, ou 

' 
~<9J<"~, 'lUA R.,. um L.G-nn~l. 

Reciprocamente, sa f e R[XJ 9 primitivo ent~o f' e 

' nao trivial modulo f1-• para lodo ~e SpmCR) e, desde que os corpos 

residuais de R s~o inlini~os, I representa um elemento n;o nulo 

em R /(1R ' 
f' f' 

par-a todo E SpmCR). Consequentemente f 

represen~a uma unidade localmen~e e, desde qu" R;, um LG-an<'l, f 

representa uma unidade em R• 



Consider-emos agor-a um anel comutat.ivo R e 

observemos que o conjunt.o T = (f' E R[XJ; f' e primit-ivo} e 

' mul'liplicat.ivament.e fechado, ist.o e, para quaisquer- f", g e RtXJ 

t.ais que c(f') = cCg) = R, t.em-se t..amb~m cCf'g) = R. Para a 

verif'icac~o disto e suf'iciente nos restringirmos ao caso em que R 
' 

' e um anel local com ideal max.i mal f'· 

Se f'CX) = 
m n 

a. xl x' - • 
E e gCX)= E (3 sao polinomios 

' ' i.=O i.= o 

satisf'azendo c(f') = c(g) = R, ent.io exist.e algum O ~ i S m e 

algum o ~ j 

Ctl e ,W. e s 

coeficient.e c 

S n tais que '\.fij 

= min(1 
" j . 

n· • 

e f'· Sejam r = min{O .:5 i .:5 m; 

(3j ,V. É: !'áci 1 
m+n . 

ver que o 

' - pert.ence ao , .. do polinomio C!'g)CX) = E c. X , nao 
' 

i deal maximal fl.. e, 

acarret.a cC!'g) = R. 

~=O 

por conseguinte, c ~ inversivel em R, o que ,.. 

(2.9) Proposi~i'o- O anel de f'rag,2;es RCX) = T- 1 CRtXJ) satisf'az o 

c r 1 t.,;.,.. i o pr i mi t.i vo. Al~m disso a aplicac~o 
' 

. 
canonica i: R-oRCX), 

dada por i(Ã) = Ã/1, ~ injet.iva. 

n 

OI, OOY~ ' Dem.l Se f'(Y) = E E RCX)lYl e tal que eCO = RCX), ent.ao 
' i.=O 

podemos supor, sem perda de gener-alidade, que et. C X) 
• 

E R[XJ para 

O :5: i :s; n, pois o pr-oduto dos denominadores é uma unidade em 

RCX). 

Dê c( f') = RC X), segue-se que exi st..em el ement.os 
m 

c.e Te fi~ E RtXJ, 0 Si 
' ' 

S n, tais que E ot. CX)(3:CX)/c. (X) 
. I. I. I. 

= 1. 
1.=0 

n 

Multiplicando esta igualdade por n ctCX), t.emos que existem ~i. e 
i•O 



E R[XJ, O~ i~ n, t.ai s que hC X) = 

' e uma unidade em RCX). 

Observemos que R = 

n 

E "'· c n 1". c X) . ' ' c= O 

n 

E T, 

cCh) C U eCo.)) 
i.=O ' 

' 

ou seja, h 

(= ideal 

ger-ado pela união dos cCot.)). 
' 

Assim. ~ornando um numer-o inteir-o s, 

' maior que o maximo dos graus dos ot. CX), 
' 

o "' i "' n, temos que 
n n 

fCX 8
) E ot. CX)X8

i. ' cCfCX 8
)) U cCot. )) ' = e tal que = ( = R, isto "'· i.:O 1. ' i:::o 

f' C X •) ' >-." 
e primitivo. Portanto. existem À E R " y = - E RCX) tal 

' 
que :f(Y) E RCX)*, o que mostra que RCX) satisfaz o crii.erio 

primitivo. 

Finalmente mostremos que i:R~RCX) e injetiva. Dado 

01 E R, se "' = 1 O em RCX), então existe f(X) = 
m . 

E I". X' E 

i.=O 1. 

T tal que 

f'( X) a = O em R[XJ. Disto segue-se que f3. ot = O, O ~ i ~ m e, 
' 

considerando que c(f') = R obtemos ot = o. 



' CAPITULO li 

BilCR) t=> Quad(R) 

Neste capitulo tr-atar-emos com espaços quadr-áticos 

e bi 1 i near- es sobre um LG-al"'lel R e apr-ese11taremos alguns 

r-esult.ados b~sicos da te-oria como os teor-emas de decomposição e 

' 
teor-ema do cancelamento para espaços quadr-aticos. Alguns 

' ' r-esultados deste capitulo. sobr-et.udo nos par-agra:fos 1,2,3 e 6 

valem para um anel comutativo com elemento identidade 1 em geral, 

est;;-o demonstrados no texto Baeza [ Bl ; aqui somente 

enunciaremos. 

8aez3 { RJ dP.f 1. nt• as: 11<:>c-no;!'"' d•3' espasos qrr.~dr; ti co~ 

e bi 1 i near- es sobr-e um anel R na categoria dos R-modulas 

projetivos :finitamente gerados e de posto constante com as 

oper-a'7oes ll}(soma direta) ê ® (produto tensor i al). 
R 

Como os 

principais r-esultados deste capÍlulo Cque se 

par-~gr-af'cs 4 e 6) sao sobr-é espa'?os quadr;._l.icos e bilineares 

' sobr-e um LG-anel e, neste caso, lodo R-modulo pr-ojetivo 

finilament.e ger-ado de posto constar.te e liv1~e Ccf.CI,i.G)), por-

conveni;_ncia de r-edas:io, t-r-abalharemos desde o inÍcio com a 

categor-ia dos R-m~dulos livres de dimens;o finita sobre R. 

Denotaremos tal cat.egor- i a por LC R). ExcE>t.o quando menci o nade o 

c:onl.r:;;_r-lo, 

" denotar-emos por- V 

"'· R 

o R-m~dul o dual Hom C V ,R) e 
R 

cada v .:;; 

LCR). 



§ 1 DefiniçÕes 

~ ' 
(1.1) Definiç:ao - O par- CV,b) consist.indo de um modulo V E LCR) e 

uma forma bilinear sim~lrica b:VxV~R ~chamado um modu~o bilinear-

sobre R. Um modulo bilinear CV,b) e dito ser -nao sineul.ar ou 

simplesmente um e.spa7o bilinear-, se a f' une ;;:o 
' 

dada por 

= bCx, ) . para todo x e V f'or um isomorfismo de 

R-m~dulos. Uma isometr-ia ent.re dois m,;dulos bilineares CV ,b ) 
1 1 

e 

c v . b ) 
2 2 

e um R-isomoPfismo fP= v -;;;,v , 
1 2 

satisf'azendo b (X, y) 
1 " 

= b Cp(x),p(y)J 
2 

para lodo x,y E V . 
• Quando exíst.e uma isomelría 

' entre CV ,b) e CV ,b) dizemos que os modules bilineares sao 
i ~ z z 

""C)/,b) 
';/', :> 

,-,,, h ~ b . ' 
Se LV,b) ~,.um modulo bilineaJ' sobre R e {x x J-

• " 
e uma base de V, então a foPma bi 1 i near· b e deter mi r1ada pela 

mat.r-iz Cb .. )=CbCx. ,x.)) ,1~ 
q l J 

i.j~ 

" " ondê x = Ea.x_ 
• • • 
l =t 

e y = Ef3x, 
J =i J J 

sim~t.r-ica n X n, Cb .. ) , 
'1 

sobre 

pois 

Reei pr-ocamer1t.e, 

" 
b(x,y)= E b 

i. j =:t 

para cada 

. 0<. r> • 
J • J 

matriz 

R oblemos. uma forma bi 1 i ne.ar-

sim~t.r·ica sobr-e V dada pela mesma f~r-mula descr-ita acima, e o 

m,;dulo bilinear CV,b) e não singular- se, 

uma unidade em R. 

~ ' 

. 
e somente se, detC b_ .) e 

• J 

C1.2) Definiç~o Uma forma. quadJYti fca sob1 •• um modulo V E L( R) e 

uma f"unc~o q:V~R salisf'azendo as seguint-es propriedades: 

Ci ) 

(i i) 

q( À.X) 
2 = À qCx) par-a ~odo x ~ V e À E R . 

b Cx,y) = q(x + y) 
q ,. qCx) qCy); x.y E V e uma 



' 
fo~ma bili~ea~ sime~rica em V. 

, , ' 
O par CV,q) e denominado um modulo quadratico 

sobre R e CV,b ) deno~ar~ o mÓdulo bilinear associado. Se CV,b ) 
q q 

~ nao singular dizemos que CV,q) ~ n~ sin&ular ou simplesmente, 

' e um espaço quadratico. Uma 

quadr~ticos cv ,q ) • • e CV ,q ) • • 

isometria entre dois 
, 
e um R-isomor~ismo 

mÓdulos 

p;V ~ • • • 
sat.isf'azendo q Cx) = q C~x)) para todo x de V . Quando existe • • • 
uma isometria entre CV ,q ) e CV ,q ) 1 di:zemos que os m,;dulos 

~ :l 2 2 

quadr~ticos são iso~tricos e escrevemos cv ,q ) • • ~ cv ,q ) • • 
simplesmente q ~ q . 

• 2 
Observamos que se q !:I! q , então • • 

ou 

- .. . (f. 3) Observacao - Se 2 E R , exi st.e uma cor r espol'ldenci a um a um , 
, , 

entre os mÓdulos bi 1 i near es e os modul os quadraticos sobre R. 
. ' 

Esta correspondencia associa ao modulo bilinear CV,b) o modulo 

' . 
quadralico CV,q) onde q Cx) = ~Cx,x); x e V e reciprocamente, 

b b • 
, 

quadT-atico 
, 

ao modulo c v. q) correspondi9P o modulo bilinear CV,b ). 
q 

V e-se imediatamente que qb = q e b = b. 
q qb 

' ' Consideremos agora um modulo quadra li co CV,q) 

sobr-e R e <x ' .. ' 'X } uma base dê v. A trtalriz C a.), 1 "' i. j "' n, . " ,, 
' 

onde a. = b (x.~x.J 

" q ' J "" i " j e at.L = qC x. ) .. chamada a mat..riz 
' 

dos valores de q com raspei lo a base {x , ... x } . " 
e determina 

compl et.amenle q, 

= E a . . a.. ot . 
.t:Si. • j:Sn l..J L J 

desde que par a todo x = " 
E" "· . ' ' "=t 

E V, qC )() = 

Por esta razao podemos ident.iricar a rorma 

quadr~lica q com sua mat..riz de valores C a .. ). Por exemplo se V = 
CJ 

= Ru ~ Rv com qCu)=ot, qCv)=~ e bqCu,v)=1. temos q=(~ ~)· A matriz 



' dos valor-éS de CV.b ) e 
q 

(•" . ) lt 2{1 • 
logo CV,q) e nao singular se, 

' R". somenve se 1-4ap E Denotaremos este particular espaço 

quad!"'~li co por [ ot. (31. Se 2=0 em R, todos os espaços quadr;._t.icos 

(ct,f3J tem o mesmo espaço bilinear associado (~ ~); isto mostra 

que em geral dois espaços quadr~t.icos não isom~tricos Podem ter o 

mesmo espaço bilinear associado. 

(1. 4) Observação R tem caract..er!st..ica "'· ent.~o 

b Cx,x) = 2qCX> = o. para t.oda f'or-ma quadr~t.ica q sobr-e R. Logo, 
q 

se CV,q) ~um espaço quadr~tico sobrA R, então dimRV ~ par. 

Denotamos a categoria dos espaços bilineares sobre 

' R por BilCR) e dos espaços quadrat.icos por Quad(R). onde os 

morf'ismos destas categorias são as isometrias. 

§ 2 - Operaçoes em Bil(R) e Quad(R) 

( 2.1) Soma Ortogonal Para CV .• b.) e BilCR) • respectivamente 
' ' 

CV. ,q,) e QuadCR), i = 1, 2, definimos: 
' ' 

cvt.biJ .1. cv
2

,b2 J 

cvi,qtJ .L CV
2

,q
2

J 

= cv $v • b .1. b ), 
i 2 :i 2 

= c v $ v ,q .J. q ) • 
t 2 t 2 

onde Cb .1. b )Cx ~ x ,y + y ) = b ex ,y ) + b Cx ,y ) e 
~ 2:l 2:l 2 ~:li. 222 

Cq .l. q )(X + X ) = q C:x ) + q (X ) 
i 2 i 2 i i 2 2° 

para t.od.o x. 
' 

E V., 
' 

= 1. a. É imedia~o que b ~ b E BilCR) e q ~ q e ~ad CR). 
i 2 i 2 

i = 

(2a 2) Ação de Bil(RJ sobre Quad(RJ Dados CV,b) e BilCRJ e 

20 



' c v· ,q) Quad(R), de f i ni mos um novo espaço quadr· aLi co 

CV,bJ 0 CV',q) = CV ® V',b ® qJ, 

onde Cb 0 q)Cx ® yJ = bCx,x)qCy), para todo x E V e y e V'. O 

espaço bilinear associado a est.e espaço quadrát.ico e o produt-o 

tensor ia! CV,bJ ® CV' ,b ) como definido a seguir. 
q 

C2. 3) Produto Tensor ia! em BilCR) e QuadCR) Para CV. ,b ) e 
c c 

e Bi 1 C RJ , i = 1 , 2 defini mos: 

cv ,b) 0 cv ,b) = cv ®v ,b @ b ), 
:l :l 2 2 :l 2 :l 2 

onde Cb ® b )(X ® x ,y ® y ) = b Cx ,y )b Cx ,y ) , para todo 
:l 21212 :l1:l222 

i = 1 • 2. 

Para CV .q.J e QuadCRJ, i = 1, 2, exist.e uma 
i c 

isometria CV ,b ) 
• q, 

® cv ,q ) 
2 2 

o.CV,q) • • "' cv ,b ), 
2 q2 

a qual 

' permite definir, a menos de isometrias o espaço quadratico 

cv ,q) o cv ,q) = cv ,b ) ® cv ,q ). 
:lt 22 tq 22 • 

nos 

As oper-·açoe-s vist.as e-m C2.2:> e- C2.3J denotamos, 

abreviadamente, por b 0 q, b 0 b e q oq respect.i vame-nt.e. 
1 2 :l 2 

E 

f;cil ver que, para op<Otr· açoes, valem (a de 

isome+...rias) a associatividade, a comut..atividade é a 

distributividade. Por exemplo, para b e BilCRJ, q
1

,q
2 

E QuadCRJ, 

vale Cb ® q )oq ~ q o Cb ® q J ~ b ® Cq oq ) . 
i 2 1 2 .:l 2 

§ 3 - Extensão e Contraç~o de Espaços 

(3.1) Extênsão de Escalares Seja T: R ... S um homomorfismo de 

' aneis. Dados CV.b) e BilCRJ e CV',q) e Quad(R), vemos f.~.u:::tlmente 
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' 
que V® Se V'® S esL~o em LCS). Sobre tais S-modulos definimos, 

r-espect.i vament.e, uma forma bilinear b ® S e uma forma quadr-aLica 

q ® S do segulnLe modo: 

Cb ® S)(x ® r,y 0 s) = TCbCx,y))rs, 

z Cq ® S)Cz 0 s) = TCqCz))s , e 

bq®sCz ® s,w ®r) = TCbqCz,w))rs, 

para lodo x, y e V, z, w e V' e r, s e S. Vemos facilmente que 

b ® S e BilCS) e q ® S e QuadCR). Def'inimos, com isso, dois 

f'unlores aditivos e mulLiplicalivos, T *: BilCR) __,.Bi 1 CS) e .. .. .. 
T :QuadCR)...,.Quad(S) onde T Cb) = b ®Se T Cq) = q ® S, para t.odo 

b E BilCR) e q E QuadCR). 

Em particular, lemos: 

( 3. 2) Local i zaç;;:o Dado fi- e SpmCR), consideremos T: R-+R • o 
f' 

homomorf'ismo canonico T(a)= ~ 

' 
para Lodo a e R. Para CV,b) E 

e Bi!CR) e CV,q) e QuadCR) 

e QuadCR ), onde b (~. ~) = 

" f' r s 

E v e r • s e R f'· Os 

1 oca! i zaçÕes de b e q em f'• 

lemos CV ,b ) e BilCR ) 
f' {' {' 

bCxf Y2 e q ( ~) =g,Ç_,~) f para 
rs 

" s 
s 

espaços b e qf' sao 

" r·espect.i vamente. 

e CV ,q ) 
" f' 

todo x. y 

chamados 

E 

~: 

as 

(3. 3) Redução ~dulo fL - Para fL e Spm CR) e T: R-+R/(L a projeç~o 

A 

canor.ica, temos que para todo CV,b) e BilCR) e CV,q) E QuadCR), .. 
T (b) = bC,W E BilCR/ft.) 

.. 
e T (q) = qC{') E QuadCR/,.W f onde 

bCft.)Cx,y) = bCx,y) = TCbCx,y)) e qC,WCx) = q(x) = T(q(x.)), para 

todo x, y E V. Os espaços bCp;) e qCf0 sao chamados as reduçÕes 

' modulo ~ de b e q, respectivamente. Est..a r eduç~o pode ser 
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' definida modulo um ldeal I. qualque~. de R. 

' Considerando o f'a.t..o que um modulo bilinear- sobre 

um anel R e nio singular- se, e somente se suas 1 ocal i zaç;;es em 

ideais m~ximais de R ou, equivalentement..e, suas modulo 

ideais maximais de R sao n~o singulares, deduzimos: 

' (3.4) Proposiç;;:o - Seja CV,b) um modulo bilinear sobr-e R. 

equivalentes: 

C i) CV,b) e BilCR) 

C iiJ CV ,b J e BilCRJ, para lodo~ E SpmCRJ ,.._ ,.._ 

C!ii) cvc~ ), bC~ )) E BilCRJ, para lodo~ E SpmCRJ 

' ' Vale um resultado analogo par·a o caso quadratico. 

(3.6) Proposição - Seja CV,qJ um m~dulo quadr-~tico sobre R. são 

equi val a-ntes: 

C i) CV,qJ e QuadCRJ 

C iiJ CV ,q J E QuadCR), para todo~ e SpmCRJ ,.._ ,_ 
CiiiJ CVCfU,qC~J e QuadCRJ, para todo~ e SpmCRJ 

Vejamos agora uma maneira de :fazermos a contr-açao 

de espaços. 

(3.6) O homomorfislrk.-. transfe-r - Seja i:R-.S um homomorfismo de 

' aneis t..a1 que S e um R-modulo C com respei lo a i), livre de 

Z3 



.. 
dimens~o Iini~a n. Dizemos que S e uma extensao de Froben.ius de R 

(de gr-au n), se- exist.,g. uma Iunç;:o R-linear-, s:S-+R (chamada fun.ç;;_o 

traço) com a seguinle propr.ie-dad€": a form.:\ b.iltn!O"ar· c;;ime-lr·lc:a. 

s: SxS-+R, defini da por s( x, y) = sC xy) , par a todo x, y E S é não 

singular-, isto~ CS,9) E BilCR). 

Consider-emos agor-a S uma ex~o8-nsao de F'r-obenius de 

R com função traço s. Dado V e LCS), consider-emos V como um 

R-mÓdulo via o homomor-fismo i: R..,.s, e o deno~emos por 

que S e LC R) segue-se que V e LC R) . 
R 

Agora de f i ni mos , 

CV,b) E BilCSJ. Cr-esp. CV,q) E Quad(S)), o m~dulo 

. . 

v 
R 

Desde 

para cada 

bilinêar-

= CV ,sob), 
R 

Cresp. o modulo quadratico s~,(V,q) 

=·CV ,soq)). Temos então: 
R 

Dem. Ver (81 Prop. C2.8), Chap.I• 

De (3. 7) segue-se que e 

s,.:~adCS)-+~adCR), onde s CV,b) = CV ,sob) e s CV,q) = CV ,soq), 
'M R -M R 

são dois fun~ores aditivos que dão a contr-ação dos espaços CV,b) 

e CV,q) respectivamente. 

§ 4 - Subespaços 

(4~1) DefiniçÕes - Seja CV,q) Cr-esp. 
. . 

CV,b)) um modulo quadr·atic:o 

• Cr-esp. um modulo bilinear-) sobre um anel R. Para cada subconjunto 



{ X of~ V; J., ( '<, )' ) ' U, ., 
para todo y e E}. Cresp. E~={x e V; b(x,yJ=O, para todo y E E}J. 

Dizemos que dois subconjuntos E, Sê 

Cou equivalent..e U S E...L.). O subconjunto E de V e di t.o ser 

totalmente 
' 

isotropi.co se E 
.L 

S E e, no caso quadra l-i co se ' alem 

disso qCE) = O. Um subm~dulo E S V e um subespaço de CV,q) Cresp. 

' de CV,b)) se E e um somando diret.o de V. 

Se l-emos V = E @ U, .L 
com U S E , escrevemos V = E ...1... 

...1... U e dizemos que V ~ uma soma ortoeonal de E e U. A resl-riç~o da 

' f'orma quadratica q Cresp. da f'orma bilinear b) ao subespaço E S 

' 
ç V, sera. der.otada por CE, ql ) (r·P.~P­• 

' CF:. E c1 .ar n qu~ """""' 

V = E ~ U, ent..~o CV,q) =-: CE, ql
1
? ...1.. CU, qluJ Cresp. CV,bJ ~ 

~ CE,b/r? J.. CU,b/u)). Um elemento x E V~ dit.o ser est.ri.tame-nte 

isot.r;.,pi.co se Rx e um subespaço totalmente isotr~pico de V. Um 

' ' element..o y E V e di t..o ser est.ri. t.ament.e ani. sot.ropi.co se Ry e um 

* * subespaço de V com qCy) e R Cresp. bCy,y) E R). 

(4-. 2) Sêja V e LCR) um quadr~t..ico Cresp. 

bilinear). 

-C i) Se V e nao singular e E S V e um subespaço, 

.LJ. 
subespaço e E=E . 

então E.l. e um 

Ci1) S.,. E S V;:, um subm,;dulo lal que CE.qj&:J Cresp.lE,bjE) e 

n;o singular. ent;o E~ um subespaço de V e V= E~ E~. 

Dem.~ Ver [81. Prop. C3.2). Chap. I• 
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Séja CV,b) um espaço bi 1 i near· sobre R. 

Consideremos o ideal de R gerado pelo conjunto {bCx,x); x e V}. 

Se est..e ideal ~ t..odo o a!"lel R, dizemos que C V, b) ~ pr·~pr· to, casü 

contr~rio dizemos que CV,b) e i~proprio. 

(4.3) Teorema -Seja CV,b) um espaço bilinear sobre um LG- anel 

R. 

C i) Sa CV,b) e pr~prio, ênt;o CV,b) e uma soma ortogonal de 

subespaços de dimens~o 1. 

Cii) Se CV,b) ~ impr.;prio, ent..;o CV,b) e lJma soma or·togonal 

de subespaços de dimensão 2, da forma (~ ~)· com a. ~e 

" e R, 1-ot,$ e R . 

' Dem. Se dim V= 1. nada ha a demonstrar. 
R 

PodemDs então supor qu" dim V ;':: 2. Consideremos 
R 

uma base {x , . 
1 

,x } de V sobre R. Mostraremos, primeiramente, 
n 

n n 

que exi st.em w 
1 

= E~- X. 

' ' i=1 
e w 

2 
= E ~.x., elementos de V, tais que 

\. = :1. l l. 

det.CbCw. , w _)) E 
' J 

poss.i vel escolher 

LG-anel, basta 

1 ocal mente. 

que, quando CV,b) e 

w 
1 

tal que 

mostrarmos a 

bCw ,w) 
1 • 

.. 
r- p 

e-x.islelicia de 

Dado f\- E SpmC R) , seja cv ,b ) 
(' (' 

' 
t..ambem e 

' 
Desde qu"" R e um 

tais e-lementos 

a localizaç;;:o de 

CV,b) em fl> Ccf.C3.2)). Consideraremos separadamente os casos 

pr~prio e impr~prio. 

Caso 1: CV ,b) 
(' (' 

J::>.e. CV , b ) ser 
(' (' 

' ' e proprio. 

' proprio segue-se 

2d 

que existe X v 
(' 

tal que 



R" . b Cx,x) E 
(' (' 

De C4.2)Ci), CV ,b) ~ CR x,b) .L CV ,b ), 
f" "' (t f" :i {'l.-

onde 

. _J_ 
V =CR xJ . 
' (' 

Por simplicidade denot.amos lambem por b as suas 
(' 

• rest.riçÕes aos subespaços R x e V . 
(' ' 

SEtCV,b) 
' (' 

e proprio, 

• 
maneira analoga, existe x' e V tal que b Cx' x') E R* 

t rr-' ft-
Neste 

caso, w = x e w 
' 2 

= x• satisfazem o requerido. Agora, ·se CV ,b ) 
' (' 

nao e proprio, ex.ist.em y, z e V tais que b Cy,zJ 
' (' 

" E R 
(' 

pois 

CV ,b ) ~ nao singular. 
' (' 

Bas L';l. ,g.ntão tomar m,_·,~ "' ' 
= X + y ~ W = X + 

2 

+ ÀZ, com À. = bCx,xJ 
bCy,zJ 

Caso 2: CV ,b ) ~ impr~prio. 
(' (' 

Seja b_. = bCx .• x.J. Desde que a matriz 
~ J ~ J 

R • 
(' 

cada linha ou cada -coluna de [~) 
' 

[-b' j) 
' 

gera 

e inversÍvel 

R e, 
(' 

como 

e~, para lodo i = 1, ... ,n e R e local, cada linha de 
(' (' 

• 
cont...em pelo menos uma unidade de R do t.i po 

(' 

b .. 
' J 

f 

com i 

sobre 

b 
i. i 

E 

f 

j. 

Assim, podemos reordenar as linhas de Cb_ ) de maneira a termos 
' J 

' [::· ::·] inversivel sobre R . 
(' 

Isto mostr-~ que exisl~ uma matriz 

2 t 22 

< f 

"' 2 

(-
bij) 'al o.... qué para 

' 
l.emos de.l.C bC w. , w.)) <E: R* 

' J (' 

Agora, se CV,b) e pr~prio, ent.ão • 
CV ,b ) e proprio 

(' (' 

para todo~ e SpmCR). Pelo Caso 1. existem w, w em V, tais que 
' 2 

bCw ,w )detCbCw. ,w.)) 
i t ~ J 

e o que most.ra que CV,b) 

~ CRw +Rw ,b) .J.. CV ,b) ond<& V = CRw + Rw )1.. CcL C4.i8)Cii)). 
i 2 2 2 t 2 

" b(w ,w ) e R e CRw 
f ' ' 

+ Rw ,b) 
2 

27 

e nao singular , ent-ão existem 



u e Rw +Rw 'Lais que bCu ,u )bCu ,u) 
2 .t 2 11 22 

que mos'Lra que CV,b) ~ CRw ,b) • -l. c v ,b). • 
Aplicando indução sobre dim V 'Lemos Ci). 

R 

M 
oe=Reb(u,u) 

• 2 

' 

"" o o 

com C V , b) 
• proprio . 

Se CV,b) e impr~prio, do Caso 1 e 2 segue-se que 

c v. b) ~ CV ,b) 
• 

.L cv ,b), 
2 

com dim V 
R i 

= 2. Consider-ai'! do que se 

CV,b) e impr~prio, ent.:;:o lodo subespaço de (V, b) La.mb~m ' o e, 

lemos por indução sobr-e di m V que C V, b) ~ C V , b) .l. 
R < 

..L CV ,b) 

com dim V ""2, 1 ~i ~r. Isto mostra lambem, em par-'Licular, que 
R C 

se CV,b) 

Para provarmos completamente Cii) resta mostrar 

que cada subespaço de dimensão 2 pode ser escrito na ~erma(~ ~)• 

com Para tan'Lo, consideremos w , 
1 

w 
2 

e V, com detCc. _)E 

' J 

" e R. onde c .. = bCw. ,w_), 1 5 i, j 5 2. Desde que C c .. ) 
' J 

e 
' J ' J 

i nver si vel t.emos que o ideal gerado por 

anel 

C c 
2< 

'Lodo, 

c ) 
22 " 

em par'Licular (c • 
2< 

c ) 
22 

= R, 

par a todo ft e Spm C R) . 

uma 1 i nha de C c. . ) 
' J 

e o 

o que e equivalente a 

Logo c 
2i 

ou C" , 
unidade em R , 

" 
o que si gni f' i c a que o poli nomi o h( X) = c 

2i 
+ c X 

" 
representa uma unidade em R , para todo fL E S:pmCR). Então e-xiste­

f' 

y e R, tal que c 
2t 

" +c yeR. 
22 

Temos então: 

ou seja. vi a uma mudança de base obt.emos 

c +c y] 
~t. 22 

22 

uma nova base {w', • 
w'} 

2 

de Rw 
' 

+ Rw , 
2 

com bCw' • w') 
' . R". = c e Tomando w" 

' 
= w• e • 

.... 
2 

_, 
= c w• 

2 

temos CRw
1 

* com 1-~{3 e R , 
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' Pa.ra o cas:o qu .... drat..ico t.enlos: o s:&guirYle t.eor·&ma d& 

decomposição: 

' ( 4. 4) Teor-ema - Seja C V, q) um espaço quadr· a li co s:obl' e um LG.-anel 

R, com dim V = n. 
R 

c i) Se e então exi st.em .\ , ... , À 
' n 

e tais que 

c v, q) != D. l 
' 

.L ..L [À J Cisto e, CV,q) tem uma base 
n 

" ortogonal {x , ... ,x }, com qCx_) = À, e R). 
:l 1"1 1.. I. .. ~ 

C i i) Se a fi! R • enlao n = 2m e axi st.em 01L, f3i e; R. 1 < . 
- " ~ m, 

tais que 1-4~.~- e R* e CV,qJ ~[a .~ l ~ 
\. L :l :l 

...L [o. ,f3 ] 
m m 

isto e, CV,q) tem uma base {x. 
' 

1 s _í_ 5: m} • com .. 
qCx.) "· . qCy,) = f!. • b Cx. ,y_) = 1 e 1 - 4«.f'J E R • 

' ' ' ' q ' ' . ' 
1 < i < nJ). 

R", então ' ' 
Dem.: (i) Se 2 e c v, b ) e propri o. De :falo, se c v. b ) e 

q q 

' improprio, exist.e ('L e SpmCRJ tal ~ impr.;prio, o queCV,CbJJ 
,., q ,., 

que implica que b Cx,x) e {lR , para todo x e V. Mas b Cx,X) 
q ,., q 

= 2qCxJ 
.. 

e 2 E R , logo qCxJ paJ~a todo x e; V. Portant.o 

bqCx,y) = q(x+y) - qCx) - qCyJ e ~~· para lodo x,y e V, o que e 

urna con~radiç~o. pois CV ,Cb J J ~ n~o singular Ccr.C3.4)). 
,., q ,., 

De C4. 3)(i) segue-se que ex:is~e x e V tal que .. 
b Cx,x) e R* 

q 
isto é, 2qCx) e R*. Desde que 2 ~ R , segue-se que 

qCx) = "' ' 
e, consequen~emente q ~ [o. ) 

' 
.L 

.J... [a. ] . 

' 
Agora CiJ 

segue-se por induÇ'ao sobr-e n. 

(ii) ~~ 2 e R", l~ CV b ) i i 1 l ' i ~ en ao , e mpropr o, po s. caso con rar o 
q 

existiria x e V tal que b Cx,xJ = 2qCxJ 
q 

Logo. segue de C 4. :3) (i i) c v. b ) 
q 

29 
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dimensao 2 do tipo [~ ~] com 1-a{l E R" Cons:i der-ando que 

b Cx, x) = 
q 

2qCx), paJ'a todo X E v. o res:ul t;;'ldo SPCJUo::>-$P. 

Deste teorema segue-se facilmente que qualquer­

espaço quadr~tico CV,q) sobr-13> um LG-anel R l!3>m a ·forma V ~ 
o 

~ ..L CRx. 
o 

Ryi.)] 
., Ry.) • ou v ~ ( ..L CRx. ., 

.L CRg), ond!3> b Cx ,yi. )o 

' i. =i L 
q 

= 1. (1 " Além 4qCx. )qCy_ ))qCg) E R. disso, podemos supor que 
' ' 

' 
qCx.) ou qCy_ ) e uma unidade para 1 s i s n; pois: caso contr-ario, 

' ' 
exist-em X~ ' y: E CRx. ., Ry.) lais que CRx.$ Ry ) "' CRx~ ., Ry') e 

' ' ' ' ' ' ' ' 
" qCx~ ) E R • 1 s i " n. Observemos que. para que isto aconteça, e 

' 
' necessario e suficiente, que para cada 1 S i S n o polinomio 

fCX , X , Y 
' 2 ' 

Y ) = CX Y -X Y )(X Y +X Y +2CqCx )X X +q(y )Y Y )) 
2 1.2211221 i.12 lt2 

fCÀ • À , r . r ) 
1 2 1 2 

.. 
e R , 

' 

e y~ 

' 

pois se 

= À X. 
2 ' 

sat-isfazem o requerido. Agora, com simples calculas mostra-se que 

f" representa um elemento n;'o nulo em R/f!- ;::;:: R /{IR , ,., ,., para todo r~- E 

t SpmCR), consequentemenle f representa uma unidade em R. Uma 

base desta for-ma e chamada de base canonica para V. Se 

qCx. )qCy_) 
' ' 

canonica. 

" " R • 
' 

1 :5 i dizemos que a, base e estr-t tCUT~J?nte 

(4-.5) Proposiçio - Se R e um LG-anel t-al que [R/{"1-[ ~4. para t-odo 

fL os S".pmCR), .e-nlão todo espaço quadr;_Lico -.~-·hl'e R ddmi. t_~ uma b.).s:r--• 
A 

est-ritamente canonica. 

Dem. Usando C4. 4) observamos que bast-a mostrarmos o resul t.ado 
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para eV,q) E QuadCRJ lal que dim 
R 
v = 2. Suponhamos então que v = 

eRx Rx qCx) 
.. = .. ) com = " E R • 

' 2 ' 
.. 

qCx) = (3 .. R e b ex ,x ) = 1 • 
2 • ' 2 

ou seja, que q = [ ot • .BJ. Se encontrarmos X E v hl que .. 
q(x)b Cx ,x) . ' e R e {x , 

' 
x} forme uma base para V, então a base 

' 
{x , X/b Cx ,x)) e estritamente canonica. 

' q ' 

Tomando x = x + >..x , t.emos que <x , x) e uma base 
' 2 ' 

de V se, e somente se, 
.. -,.._e R . 

Considerando h( X) = XC01 + X + .BX 2 JC2a + X) E R( X], 

temos que hCX) representa uma urt!dade em R para todo fi, E SpmCR) , 
lal que e o grau de h ~ S 4. 

jR/~I = 4, entio 2 = O em R/~ e, consequentemenle h representa 

uma unidade em R se, e somente se- gC X) = XC 01. + X + {1X2
) 

" representa. 

Como grau de g S 3 concluÍmos que h representa uma 

unidade em R para todo f1. e SpmCR) com j R/fl-1 ~ 4, ou seja h 

" representa uma unidade em R. Logo exi st.e À 
.. 

E R tal que 

<x ,x + Àx} e uma base de V, com qCx + Àx Jb Cx ,x + Àx) = 
:l 1 2 :l 2 q .t .t 2 

= 
hCI\) * ~ 

e R como queriamos• 
À 

' § 5 - Espaços Hiperbolicos 

(5.1) Def'iniç~o Seja U e LCRJ. Def'inimos " em U é U a forma 

quadr.:tica qu' por qu ex + 
.. .. 

x )=x (X)' para lodo X e U e X 
.. .. 

E u. A .. y") .. 
forma bilinear associada e dada por b ex + X ,y + = X (y) + 

u .. .. .. .. 
+ yex) para t.odo x,y E u e X ,y E u. De e4. 4) Chap I de [ BJ 

-temos que CU e " u ,q ) 
u 

' e -na o singular. o espaço quadra li co 



" ' cu .. u ,q ) 
u 

e chamado o espaço hiperbo~ico associado a U E LCP) e 

' e denotado por ~CU). 

De maneira similar podemos construi r espaços 

bilineares hiperb~licos. Consideremos CV,b) um m,;dulo bilinear· 

' * sobre R. De~inimos no modulo V é V uma forma bilinear simetrica 

" " " b ex + x .y + y ) 
v 

= bCx,y) * . + X CyJ + y (x)' para todo x, 

y e V e 

cv .. 

" X * y E 

E BilCR). 

v*. De ( 4. 4). Chap I de [ Bl , 

O espaço bilinear * CVeV,b), 
v 

Lemos que 

' e chamado 

o e.spaço m.9tab~Lico associado a CV,b) e der.oL~_do por (N(V)_ Mas, 

no caso especial em que b = O, escrevemos ~CV) no lugar de (NCV). 

' ' ' O espaço IHCV) e t.ambem chamado o espaço biLinear hiperbolico 

associado a V e LCR). 

Observe que em ~CU) 

" totalmente isot.ropicos U e U tais que 

existem dois 

u = LT- " e U 

* ' ~CVJ, em geral, somente V e totalmente isotropico. 

subespaços 

= cu*yL_ Em 

Se U = Rx. ent.ão IHCU) = (0.01. Similar-mente, se 

b =<a>. a e R. ~uma ~orma bilinear, 

lr I 

~) ge!"'alment.e, se u = Rx $ ... $ Rx • ent.ão IHC U) onde I = • " n n 
= [~--~)nxn , i st.o e, IHCU) = (O, OJ .L .L [0,0] Cn-vezes) . 

' Denotaremos o plano hipe!"'bolico (0,0] por IH. Analogamente. temos 

' 
para o modulo bilinear CV,b) 

= <a. :I. •• .a. >I 01C<a. I. 
n < 

= (O( > ..L (C( > 
• 2 

.L . 

.L ..L <a > 
n 

(6w2:) Proposição ((BJ.Pr-op.C4.6) 1 Chap !) -Par-a U.V E LCRJ temos 

= 

IHC U é V) ~ IH( U) ..L IH( V) e 1 par a qual que1~ modulo bi 1 i rtear CU 1 b) 
1 

•• 



com U = U ..LU, lemos D1CU) ==:- D1CU) -L D1CU J. 
~ 2 ~ 2 

Dem. Imediata• 

' ' O proximo tecl~êma da uma car·actêr· i zação dos 

espaços hiperb~licos e metab~licos. 

' (6.3) Teorema C[BJ,ThC4.6),Chap. IJ -Seja V um espaço quadratico 

ou bili~ear sobre R. E~~ão V ~ hiperb~lico Cresp. metabolico) se, 

' ' e some~te se, V cont.em um subespaço "lo~alment..e isot..r-opico U, com 

U = UJ.. Al;m disso, no caso quadr~tico, V~ U~CU). 

Dem.: Provaremos o ~eorema para espaços quadr~t..icos. O caso 

bilinear pode ser tratado de maneira an~loga. 

Se CV,q) ~ hiperb~lico, segue-se da definiç;o de 

espaços hiperb~licos, que existe U como requerido. Agora, se 

' CV,q) e um espaço quadrat..ico com um subespaço U, tal que qCUJ = O 

eU=~. ent-ão por [8] CorC3.8),Chap I. existe E~ V, com qCE) = 

* =O, d :E~U um isomorfismo e V~ U ~E. Definimos p:V~~CU) = U e 
q 

* e U ,por if>(u + v) = u + d (v). 
q 

para lodo u E U e v E E. 

Claramet"lle ,:> ~ um isomorfismo de-
' 

R-modulo~. Mais ainda, '(> e uma 

isometria de espaços quadráticos, pois qCu) = qCv) = O é q Cp(u + 
u 

+ vJJ = q Cu + d Cv)J = d CvJCuJ = b Cu, v) =qCu + vJ, para todo 
u q q q 

u E U e v E E. o que prova o teorema• 

' (5 • .4) Carolario CEBJ Cor-.C4.7J,Chap. !) Ci) Para CV,q) E 

E ~ad(R), lem-se CV,q) J. CV,-qJ ~ ~CV). 

as 



C ii) Pa~a CU,b) e BilCR), lem-se CU,b) ~ CU,-b) ~~CU). 

Ciii) Pa~a P E LCR), CV,q) E Quad(R), CE,b) e BilCRJ e CU,b') um 

mÓdulo bilinear qualquer·, lem-se: 

IIIC U) ® c v. q) "' IHCU 0 V) 

CE, b) ® IHC PJ "' IHCE " p) 

IHCP) o CV,q) "' IHCP 0 V) 

IIIC U) " CE,b) "' IIICU " E) 

Dem. Imediata• 

§ 6 - O Teorema do Cancelamento de Witt 

' O nosso objetivo, neste paragraf'o, e pt'ova~ o 

teorema do cancelamenlo de Will para espaços quadr~ticos sobre um 

LG-anel. Para tanto, introduziremos alguns resultados auxiliares. 

' Seja CV,q) um espaço quadra ti co sobre um anel R. 

Para quaisque~ X, y E V, tais que qCx) = o " b 
q 

Cx, y) = o Cisto "· 
-.L 

ECx, yJ y " CRx,qJ ) . indiquemos por a aplicaçao R-linear, 

ECx,yJ:v~v. dada por: 

ECx,yJCz) = z -

" v. 

b Cz,xJy + b Cz,y)x - qCy)b Cz,xJx, 
q q {1 

par-.,_ t.odo z E 

Se V t.em uma decomposição V ~ CRu ~ Rv) ~ V , onde 
o 

CRu $ Rv) e um plano hiperb~lico e V ~ O, 
o 

* par a qual quer· A e R , 

il'ldiquemóS por tP(>-..) a aplicaç:i:o R-linear rp:_>-..): V...,.V, dada por: 

..p<:>-..JCu) = ÀU 1 qKÀ)(v) 
_, 

= À v e tf,(I...JCx) = x, para t.ódo x ..:::::: V . 
o 

' 
Com simples calculas most.ra-se que ECx,y) e 1;CÀJ 
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sao isometrias de V. A aplicac;'o ECx,y) ~ chamada .;,. tr·aY.sv~cç<.u. 

(6.1) Lema Sejam R um LG-anel e CV,q) E QuadCRJ com uma 

decomposição V :=!! CRu e Rv) -'- v ' onde CRu 4P Rv) e um plano 
o 

hip~E~orb~ll.co e V ~O. S.;.ja x = {'IIU + t~v + 7.· 01., (3"" F.'"" z ,.:: V • um 
o o 

vetor· uni modul ar de V· 
' 

ist.o e, b Cx, V) 
q 

= R. Assumamos uma das 

seguintes condiç;;;es: 

C iJ IR/~I ~ 3, para todo ~ e SpmCRJ 

' ' Cii) x e isot.ropico. 

Ent.ão, exisl.e y .e; V l.al que ECu,y)(x) ~ a'u + (:3v + z' com 01' E 
o 

" eRez'EY. 

Dem. Seja 

o 

{x •. 

' 
,x ) 

n 
uma base 

= b Cv,x.J =O para 1 Si S n. 

de v. Temos b Cu,x_) = 
o q ' 

n 

q ' 
Queremos encontrar y =E À_ X, E V 

- l l o 

lal que C 01 + b Cy,z) 
q 

qC y) ,8) 

l "' :1. 

pois ECu,y)(x) Cu + 

+ b Cy,zJ 
q 

qCy)('l)u + ('lv + Cz f3y). Ou seja, queremos mostrar 

que fCY I. 

i 

E R(Y , . 
' 

,Y) 
n = " 

n 

+ E 
i =:i 

b Cz.x. JY. 
q ' ' 

• y J • 
n 

representa uma unidade em R. 

n 

E b ex ,x H Y. 
. q \. J t J 
l ' J = 1 

E 

Inicialmente, assumamos (i) e observemos que, do 

fato de x ser uni modular, temos que x e pri.m.i. t i.vo, isto e os 

coeficient.es de x nao -sao todos nulos em para todo 

E SpmCR), o que implica que f e um polin~mio n;o nulo localmenl.e. 

Desde que f tem grau < 2 e > 3, para todo fl. E SpmC R) • 

segue-se que f representa uma unidade em R • 
(< 

para todo 



E SpmCR)I o que most-ra o lema no caso Ci)_ 

Assumamos agora Cii)l ou seja quê x é isolropico, 

e mos~remos que ~ represen~a uma unidade localmenle. 

Seja fi- e SpmCR). Se '::! e pP , en~ão f( O, .. ,0) -== . ,.. 
Se " ,-.R f'. deler rni nar v tal - E prOCUJ"QII\OS y E que 

b Cyl z) 
q 

t 

/3qCy) e ,-.R 1'. Obser-vemos que 

o 

X e i solr-.;pi co, o que 

acarreta ~ + qCz) = O e .... o e desde que a e ..,.o r. 1 1"''-fl- I 1"'-..,.J~ 
temos qC z) e 

e ,-.R ' 
f' 

o que moslr-a que z = o ou • 
z e isotr-opico em 

CV C('J,qC{'J). Desde que CV C('J,qC{'J) E QuadCR/('J, Ccf.C3.6)), se 
o o 

2 e isotr~pico temos que existe y e v 
o 

tal que q(y) O e 

b 
q 
Cy,z) = 1 em R/f!-, ou seja, existe y e v tal 

o 
que qCy) e ,-.RI' e 

b Cy,z) " ,-.R C R/f' ;,; R f'/ ('R ) . 
f' f' 

Assim, existe y E v tal que t·Cy) = 
q o 

" = " + b Cy,z) - /3qC y) e R . 
q f' 

Se z = o, então !3 " O, pois X 

e'pr-imilivo. Neste caso, considerando que CV C{'J ,qC{'J) 
o 

e na o 

singular Ccf". C3. 6)), exisle y e V la! 
o 

qu"" qCy) ~ O, OU SPja, 

qCy) e (l..Rf"L e desde que {3 e (l..Rfl-1 

segue-se o lema no caso Cii)• 

temos que f" C y) " E R . ,, Disto 

Sejam CV,q) e QuadCR) e CE,ql ) 
E 

um subespaço de 

CV,qJ. Uma isometria, ~:E~v.é um monomorf"ismo de R-mÓdulo tal que 

qCp(x)) = q(x), par-a ~ode x <E E e, p(E) e um subespaço de V. 

C6.2) Lema - Seja R um LG-anell sejam CV,q) e QuadCRJ, com uma 

decomposição como em (6.1), • 
e [H S V um plano hiperbolico. Enlão 

exis:t.e uma isometria, ~: v~v. que leva CP!J m Rv) Pm rH. 
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Dem.: Seja {i ,j} uma base para 11-t, com qCi) = qCj) = O e 

b Ci.j) =1. O e-lemefllo i e da forma au + FJv + z; a, fJ E R e z E 
q 

' E V . Usando o :falo de i ser' urdmodular- e isolr'opic:o de C6. 1) 
o 

" podemos supor que a E R 

-1 -1 -2 
Observemos que ECv,a z)(u) = u ~ a z ~ a qCz)v, 

e qCi) ::. afl + qCz) = o. o que implica que fl = -· ~a q(z) ... 
consequentemenle EC v. -· a z)Cu) 

_, 
= Clt C CltU 

_, 
a qCz)v + zJ 

_, 
= Ct i . 

Tomando a isome~r-ia ~ = ECv, 
_, 

a z)t/>(_Ct), temos y;(u) = i. ou seja, 

' 
~leva CRu ~ Rv) em CRi ~ R~v)) que e um plano hiperbolico de V. 

Considerando w = !f(V) e :<~ dl?'composiç'?:.o V ~CRi $ 

.. Rw) J. v lemos: que o elemento j E v pode ser escrito na forma 
' 

j = ),.i + rw + z' com À, r E R e z' E v. Desde que 
' 

' b Ci • w) = b Ci ,j) = 1 e j e isolropico, temos que r = 1 e 
q q 

À =< -qCz'). Ent~o ECi,z')Cw) = w qCz')i + z' = j e 

ECi,z')Ci) =i. Logo p = ECi,z')~ satisfaz o requerido• 

A demonstração do principal teorema deste 

par~grafo, que veremos a seguir, foi feita por Knebush no caso de 

um anel semi-local e posteriormente reproduzida por Baeza em (8). 

( 6~ 3) Téorema Seja R um LG-anel, se-Jarn CV,q) E QuadCR) e 

~ 

CE,ql) um subespaço nao singular' de CV,q). Cada isome~r!a ~=E~v 
E 

pode ser es~endida a uma isometria ~:v~v. 

~ 

Dem. : Desde que (E. q J ) e um subespaço r1ao singular- de C V, q) 1 
E 

temos dGo <4. êOCii). 
J. queV=E.1.E. Consideremos o espaço V ..L 



A isomet.ria induz uma i s:omet..r i a = 

= p.L.id :IHCE).,..y ..L -E e, cada ext.ens;o P'de rp' a V ..L -E nos da 
C-E) 

uma éXl.ens;o de ~ ~ V. De fat.o, bast.a obser-varmos que C-E)..L = V 

em V .L -E e que P'!c-s:> = 'P' 1(-li:) = i d donde segue-se que 
(-li:) 

-ou seja f;• I v 
a uma ext.ensao de -tp a v. Assim 

podemos supo~ que E ~ hiperb~lico, ou seja, que E 

onde IH 

segue-se agora, por indução sobre n. 

= IH 
' 

-L • .. ..L [H • 
o 

A demonslraç'?;.o 

' 
Se n = 1 o lema C6. 2) gar-ahle a exisl-encia da 

extensão de p. Suponhamos ent.ão que n > 1. 

Consideremos a restrição de ~. 'P : fH .1.. .• .L IH ... v. 
t :l n- :l 

Por hip~t.ese de indução existe uma isometria, ~:v .... v, que estende 

Então -· o rp:E-+V e uma isometria que a i denli dade em 

IH 
' _, 

O' !p: D-1 ... c !H 
o ' 

Logo a 

..L ••• .L IH ) .L. 
n-1 

-· "' 'P 
a e uma isometria 

Como D-i S C!H 
n ' 

.L 
..L ••• .L IH ) • 

n-1 
do que vimos acima 

seguê-se que 

(D-I ... L .. .l. o-1 )'L-, 
i n-1 

-1 

"' 'P se 

logo VJ = idiD-l.l.. 
1 

a 

. .LIH 
n-1 

de T a v tal qu<> 
.l.. . • .l. IH 

= 
n-1 

' 

um isomoeol.ria 

id 
[H1 .l.. • . .J..]-f 

n-< 

(6. 4) Carolario (Teorema do Cancelamento de Wi ll) 

T 

Agora, 

Sejam 

CV . • q. ), 1 5i :S 3, espaços quadr~t.icos sobre um LG-anel R tais 
' ' 

que V .l. V ~ V ..L V 
" 2 t 3 

Então V ~ V C ou seja, se q .L q - q .L q , 
2 ::1 " 2- i 3 

•• 



Dem.: Sejam et: V .1. V -.V .1. V uma isometr-ia e i: V -.v .1. V a 
i 2i 9 ii 2 

inclusio. Do teor-ema (6.3) segue-se que eti:V -.V .L V admi+~e uma . . , 
exLensão a uma isometria ~:V .L V -+V .L V. Portanto a isometria 

i ~ i g 

"' = -· O' 'f'= v • 
' 

.1. v -.v 
9 • 

-'- v z sat.isf'a:z 

p[v e uma isometria de V em V, 
9 2 

9 

quer-f amos• 

= ld 

isto 

v • 
e, v. 

most. r •"-

~ v. , 

qua 

como 

(6. 5) Observação O teorema do cancelamer1l.o de Wi tt nao vale em 

geral par-a espaços bilineares sobre um LG-anel R, pois: s:e, por 

' exemplo, R e um COI'PO de caract..erist..ica 2, temos <1,1,1,1> ~ 

~ <1,1> .1. (~ ~) e <1,1> não e isom~trico a (~ ~). Mas, se 2 e R* 

decorre de C1.3) que, o teorema do cancelament..o de Witt.. vale em 

BilCR). 
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CAPÍTULO III 

OS ANÉIS WCR) e W CR) 
q 

Neste capitulo faremos um .::-studo da e-slJ•ut!wa do 

anel de Wilt dos espaços bilinea~es, WCR), e do anel de Witt dos 

espaços quadr~ticos, W CR), 
q 

sobre um LG-anel. Mais 

especificamente, daremos uma descrição dos ideais primos e dos 

geradores de WCR) e ap!'"esentaremos alguns resultados sobre os 

elementos nilpotentes e os elementos de lúr-·c~o de 
' 

WCR) e W CR). 
q 

Etn t..odo este capitulo, salvo mençao contr~r-ia, R significar~ 

sempre um LG-anel. 

Às categorias BilCR) e QuadCR) associamos seus 

correspondentes an~is de Grothendieck, K CBilCR)) e K CQuadCR)) 
o o 

Ccf. [BaD, os quais s~o chamados_. respectt v.amente. anel ,_-?e- Wt' t t 

Grothendieck dos espaços biLineares sobre R e aneL 

klit.t-Grothendieck dos espaços qua.r:à:Xticos sobre R.Tais aru~is são 

denotados, respectivamente por, ' ' WCR) e W CR). 
q 

O a11el Wc R) tem um el erne-nto i de-11ti da de que e 

" representado pelo espaço bilinear <1>, enquanto que, se 2 e R , o 

anel 
' 
W CR) 

q 
i denti da de. 2 

' ' 
identificar WCR) e W CR) Ccf.CII.1.3)). Em geral 

q 

' WCR)-algêbra. 

e podemos 

' 
WCR)euma 

q 

Se [qJ denota a classe de isometria do espaço 

quadr~tico q, então os: elementos de 
' 

de W C R) sao as diferenças 
1 



formais {q l 
' 

q l, de classe-s [q l e (q l. onde por- definiç~o 
2 ' 2 

[ q J 
' 

[ q J = [ q' J 
2 ' 

[ q. ] 
2 

se, e somente se, exi sle q e 

e QuadCR) lal o. q. 
2 

_l_ q ;:;;;: q' 

' 
o. q. Respecli vamE>nte, 

temos o mesmo fato em WCR). Observemos que, no caso quadr~t.ico, 

vale o teorema do cancelamento de Witl e consequentemente, 

[ q J - [ q J = [ q• J - [ q' J se, e somente se, q, o. q' ~ q' o. q. 
' 2 ' 2 2 ' 2 . • 

Sejam IMCR) = ([ bl [ b. J E WCR); b e b' sao 

' . . 
met.abolicos} " !HCR) = { [ ql [ q• J E W CR);. 

q 
q e q' sao 

hi per b,;l i COS}. De CII ,5. 4,Ciii)), decorre que IMCR) "' !HCR) sao 

A A ~ A 

ideais de WCR) e W CR), resp. Assim, definimos, WCR) = WCR)~CR), 
q 

o anel de Witt dos espaços bilineares sobre R e, W CR) 
q 

= W (R)/!HCR), o anel de Wi t t dos espaços q-ua.dr/:tt icos sobre R. 
q 

§ 1 - Geradores e Ideais Primos de W( RJ 

= 

Os resultados deste parágrafo e do seguinte foram 

originariamente demonstrados por Knebush [KnJ no caso de um anel • 
semi -local. 

Para o estudo dos geradores de WCR) utilizaremos o 

grupo G * * 2 * =R /CR) e denotaremos por <a> o a e R a classe de a em 

G. 

(1.1) Proposicão- WCR) e adit.ivament.e gerado por G. 
' 

Dem..: Seja [b) E WCR). O espaço bilinear b .l. <1> e proprio e, 

consequent.emente ex! st.em a , . 
' ·" ' 
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-[<o •. • 

Ccf. CII .4-. 3)). Assim [ b 1 = [b .L (1,-1>1 

,OI ,-1)] = [<o.>J J.. ... J.. [(OI >1 ,I [-:-1)] e-m WCRJ • 
" . " 

acordo com esta proposiç~o. existe um 

homomorfismo de an~is sobrejet.or, p:Z[GJ ... WCR), tal que <p(<a>) = 
' ' 

= [<a>J • para todo <a> E G. Se K e o nucl e-o de <p, 

~ 2[GJ/K. A pr(;xima proposição caracteriza os elemer.los de K. 

C1.2) Proposição- O ideal K e adit.ivament.e ger-ado pelos elementos 
n n 

< 1 > + < -1 > e lodos os el ementas da for-ma z E <a.. > E <p >. 
' . ' 

t. =1 i. =1 

para algum int.eiro n, tais que <a., ... ,ot > ~ <{:3 , ... ,f9 >. 
1 n 1 n 

Dem. : Claramente os elementos deste tipo est;o em K. Agora, seja 

• 
2 =E<a.> 

' i.=1 

' 

- E <fJ > 
' 

um element.o K. Trocando z por -z, se 

necessario, assumiremos que r ~ s. Desde que p(z) = O temos que 

[{a. , ... ,a. >J = [<{:3 , .•. ,(3 >J em WCR), ou seja, exist.em U , U e 
1 r t. ._ 1 2 

E BilCR) t.ais que <o .... ,01. > J. !11CU) ~ <{:3 , ... • {3 > J.. D'1CU ). Mas, 
i r i i a 2 

dim D'1CU ) e dim ~CU ) sao numeres pares, o que implica que r - s 
R t. R 2 

' ' e um ~umero pa~ at.. 

Sejam E • 
.L l<i,-1>. Desde que [E J 

t 

E D1C R) o que implica que 

WCRJ ,ist·b ' = l01CVJJ E!ffi "· 
.L D1CV) .L v•. Mas 

= <a i •... 

= lE 
2 

existe 

exite 

dim E 
R t 

J em 

v E 

v· E 

= 

·" > e E 
" 2 

WCR), temos 

811 C F:) 

BilCRJ 

dim E 
R 2 

tal 

tal 

e, 

= < f3 •. • {3> .L • • 
que lE J [E J e • 2 

que lE J [E J = 
t 2 

qu" E .L v· "' E .L 
t 2 

consequent.emente • 

dim !11Cv:J = O,ist.o ~. !11CV) = O. Assim, existe V' e BilCR) tal que 
R 

0 01) ..L V' ~ <{J , ••• ,(3) ..l t<1,-1> ..l V'. Somando 
" • s 

< 1 > em 



' ambos: os: lados, se podemos as:sumir que v· e pr- opr- i o, 

ou seja v· ~(À., ... ,À.); 
• k 

À 
i 

E 1 i k Ccf.CII .4. 3J). 

Tomando a = À ,a = À n = r + k· fi = ±1. s < i " f" e i I • • Hk k' • ... ' 
fi = "· r < i " n, "lemos <a ·"' > O< < {3 i •. • fi > e z = 

' ' • n n 
n n 

' 
= tC<D + <-1)) + E <a. > - E <fi.>, como quer-i amos• 

' ' i=i i=i 

(1.3) Teorema - WCRJ e ~di~iv~men~e gerado por <<~>; * ~ e R } com 

as seguin~es relaçÕes: 

c 2 • 
i) (OIÀ. > = <ot>, para lodo a, À e R . 

C ii) <a>+ ... +<a> = <{3 )+ ... +<{3) se, e soment.e se, 
~ n ~ n 

<<>, ' ... ,or. > ~ <{3 • ... ,(3 > 
n t n 

Ciii) <a> + <-or.> = O 

C i v) <or.> + <{i> = <ot + fi> + <CI.{Jeot + {3)>, se a + f3 E R* 

C v) <a><fi> = <afi> 

Dem.:Para most.rarmos que CiJ, CiiJ, CiiiJ e Cv) valem para WCRJ 

bast.a observarmos que WCRJ ;:; 2[GJ/K. Para vermos que Civ) vale, 

consideremos o espaço bilinear CV,b) = <a,(3> com uma base {x,y} 

tal quê, bCx,y) =O, bCx,x) = 01 e- bCy,y) -= (1. Ent-ão b(x-t-y,x+y) = 

* = a + {3 e R , o que implica que eXiste z E V tal que fx+y,z} e 

' uma basê ort.ogonal para V, Ccf".CII,4.2J), ist.o e, b ~ <a+f3> .L 

.L <r>. onde bCz,z) 
,. 

= r E R . 

t.emos 
.. 2 

a.f3=(et+f:DrmodCR J , 

Agora, 

ist.o 

comparando os det.erminanLas, 

"· " 2 ·r==t:#K a+fD modC R ) pois 

-f * 2 Ca.+fD=Ca.+(3) modCR ) . Assim, por Ci) e Cii) temos: <a> + <{3> ~ 
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Na demónst.raçao da propo~içao (1.2) moslr·amos. 

parte da seguinte proposiçao: 

~ 

C1e4) Proposiç~o - Sejam E, E e Bi!CR). [El = [EJ em WCR) 
i 2 .t. 2 

se, e soment.e se [E J =[E J em WCR), e dim E = dim E'. 
i 2 Ri R2 

Dém.l Sé [E 1 =[E 1 9m WCR), er.t .. ;;o 9xisl.<õ> V.,; BilCRJ t..al que E 
' 2 • 

.L v ~ E .L V e, • consequentemente, dim E = dim E . 
R i R 2 

Al~m disse, 

temos E .L V .L -V ~ E .L V .L -V o que implica que E L ~CV)~ E .L 
1 2 1 2 

L ~CVJ Ccon~ormeCII.5.4)), o que mostra que (E J • 
A recÍproca est.a demonstrada em C1.2)• 

= [E l 
• em WCR) . 

Caract..erizaremos, agora, os ideais primos de WCR) 

usando o f"at.o que WC R) onde G ~ R*/cR*) 2 e K ' 
e bem 

determinado em C i. 2); ou seja, usar·emeo~:; o falo quogo os idPais 

primes de WCR) est~o em correspond;ncia 1-1 com os ideais primos 

de Z[GJ que conl~m K. 

Para t.ant.o começaremos pcor det.ermi nar lodos os 

ideais primos de Z[GJ e, a seguir t.odos aqueles que cont.~m K. 

Seja G um grupo arbit.r~rio de expoente 2, isto e, 

g 2 = 1 para Lodo g e G. Se P ~ um ideal primo dê 2.[ GJ , Gont.;o 

g:=±lmodP, para cada g E G. Logo 2(GJ/P ~ isomor.fo a Z ou a !F" , 
p 

onde W denota o corpo ~inito com p elementos. Desde que os aneis 
p 

Z e W não tem au~omor~ismos não triviais, obtemO$: 
p 

C1.5) Lema- Para cada ideal primo P de 2[GJ, com P n Z = {Ü), 

•• 



~ ' 
exi s:te um uni co homomor-f"i smo de anei s, '{): "if[ Gl .,..;z, t..al que Kerrp = 

= P. Similarmente, para cada ideal primo P de 2[G], com P (1 ;l = 
' = p;;l, p un1 numeJ~o primo, existe um unico hOJJlonlOI~rismo do:!' o:=._neis 

~:2(GJ~~ tal que Ker~ = P. 
p 

Assim, necessitamos somente descrever os 

' homomor:fismos p e lf· Cada homomor-fismo de aneis de Z[GJ em Z leva 

G oe.m {±1). Logo, a rest.riç~o pl
0 

de rp A G, e um car-acter 

;t:G-.{±l}.Reciprocamente. cada c2tracter, .::r:G...,(±i}, se extende de 

maneira ~nica a um homomorfismo de ~n~is p: &f( Gl -+Z. Ass:i m, 

identilicamos p e X· Agora, seja p um numero primo impar. O gr-upo 

' <±1> .s;; !F" , e 
p 

o subgrupo de todos os elementos " de !F" de ordem 2. 

Logo, a rest.riç:;;;:o de um homomorfismo de an~is, 

tamb~m um caracter ~:G.,..{±1}. 

p 

VJ:Z[GJ-+IF 
p 

a G e 

Finalmente, consideremos p = 2. Cada homomorfismo 

' 
de Z[G] em !F , leva todo g e G em 1. Logo, existe um unico 

2 

homomor-f"ismo dt3r a.n~is -.p :Z(GJ'""{F, que s'oblido da. cuMposiç:.;_;:o de 
o 2 

algum ca~acte~. ~:G~Z. com p~ojeção can~nica sobre IF
2

• 

Destas obse~vaçÕes e do lema C1.6) lemos: 

(1.8) Propos:iç;o - Ci) Para e:ada ideal pr-imo P de Z[GJ, com P (1 

' 
íl Z = -(0), existe um uni co ca~act.er :t de G, la.l que P = P e o 

~ 

Cii) Para cada ideal primo P de Z[GJ, com P íl Z = pZ, onde p e 

' um numer-o pr-imo impar-. existe um uni co caracter :t de G lal que 

p ~ p 
~,p 

= pZ + Kerp 
~ 

~ pZ + p ' 
~ 

que e o conjunto de lodos os 

elementos z de Z[GJ,lais que p (z)=ümodp. 
~ 



Ciii) Exista um ~nic:o ideal pr·imo P de 2[Gl c:olr1 P (1 ;1!. = 21: e, 
o o 

P = Crp )-~C2&D = 2:Z + P , para c:ada caracter ::r de G. 
o • • 

Clarament.e os P sao os ideeo.is primos minimais de 
• 

Z[GJ e- os ideais P e P s:io os maxim.ais. 
1(' p o 

Consideremos agor-a, G = R*.---·cR*)
2 e olhemos para os 

ideais primos de WCR) ~ ZrGl/K. 

Denotemos por I C R) o nu c l8o da f unç:;.to di merJs:;.;:o 

m~dulo 2, d:WCR)~W 2 . Da parte Cii!) da proposiça~ (1.6), obtemos: 

C 1. 7) Proposiçio - I C R) e o Único ideal pr· i mo de WC R) que contém 

2.1 • 2. [(1)]. 
W<Rl 

' No que se segue, todo homomorfismo de aneis, 

a:WCR)~Z. sera' chamado assinatura de R. Denotamos Ker-a = P e, 
o 

' do qu& ja vimos, lemos WCR)/P ~ Z, par-a toda assinat.ura 
o 

a de R. 

' O proximo result.ado segue-se de C1.6),(i). 

(1. 8) Proposição Pal~a cada ideal pr i fl!C.l p de WCRJ, -que na o 

' cont.em p[<1>J' par· a t.odo primo impar p, ex! st.e uma uni c a 

assinatur-a a de R tal que P • p 

" 
Para analisarmos os ideais primos de WC R) que 

' contem p[(l>], par-a algum primo impar p, necessi t..·amos mais 

inf'ormaçÕes sobr-e o ideal K que ver·emos a seguir. 

C i. 9) Lema Para cada caracter :t de G. lemos rp C K) "" O ou • 



<p CK) • 
n 

= 2 Z, pa~a algum n ~ 1. 

Dem..: Para cada carac"ler X de G, "lemos q:Y..:<1> + <-1)) = O ou 2. 

pois f> ((1)) 
• 1. Seoja. z = 

n 

E <C(> 
• i. ::: 1 

.;= ,l'[(}], t.c.l que 

<o. , ... ,OI > ~ </3 , ... ,(3 >. Dado um caract-er- X de G qualquer, 
t n t n 

sejam s o numero de element.os <or.. >, 1 S i S n, com p C<a. >J = -1 
c • c 

e r o n~mero dos <(3.>, 1 Si S n, tais que 'P C<(3.>J = -1. Temos 
• c c -entao "'· Cz) = 2Cr-s). Mas <a, ... ,OI>~ <(3 ,_ .. ,(3 >o que implica 

oi n t n 

n n n n 

que n <a.> = n < fJ > c c 
~=:t L=:t 

e, assim C-1)
9 = 'P'I/ fl <c·\)) = tp'JiC 

~=t i.=t 

= C-l)r, ist.o e, s " um numer-o par, 

p~CzJ=Omod4. Agora a demonst.raç~o segue-se de (1.2)• 

Deste 1 ema segue-se fac i 1 mPrd ~ que-, s:.e- p C K) 

" 
ç pZ 

par-a algum nÚmero primo i mpar p. ent.ão rp C KJ 

" 
= o. Obtemos agor-a 

da proposição C1.6J,Cii) o seguint.e; 

(1.10) Proposiç;o - Seja p um numero primo ímpar. Para cada ideal 

primo P de WCR) com pf<i>J E P. existe uma unica assinatura o de 

R, tal que P ; p ; 
"'. p 

p2 + p • 

"' 
que e o conjunt-o de 

elementos z E WCR), tais que o(z)=ümodp. 

Conclui mos então que 

l-odos os ideais primos de WCR). 

os p • 

"' 
os p e 

"'. p 

l-odos os 

-ICR) sao 

Di z~mos que- o anel I=~ "" r,.,., ti ( ..-.u j o r ma l..men t-!" r o? a l ) , 

se R l-em pelo menos uma assinat-ura, ou seja. o conjunt-o das 

assinat-uras de R, AssCR), é não vazio. CAso conl-r~l"io dizemos que 
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R e nao real. Pela nossa descrição dos ideais primos de W(R), 

LélllOS: 

' 
(1,11) Corolario - Se Ass(R) ~O, entao: 

C i) os P • com rY E AssCR), s~o os ideais primos minimais de 
o 

WCR); 

C ii) os P com c; E AssCR) & p um primo impar e ICRJ sao 
O, p 

~odos os ideais primos m~ximais de WCR); 

Ciii) cada P , ,cont~m um unico ideal primo mini mal, a saber 
O, p 

p . 
o' 

' C iv) o ideal ICR) contem t-odos os ideais primos minimais. 

No caso em que AssCRJ = 0 temos: 

(1.12) Proposiçao sào equivalentes: 

( •i) AssCRJ = " 
' ( i i) ICRJ "' o uni co ideal primo de WCR) 

2nWCRJ ' CiiiJ = o, para algum numer-o natural n. 

Dem: Ci) ++ Cii). É imediat.o pela d€-'scriç:?;o dos ideais primos de 

WCR). 

' 
Cii) ~ Ciii). Desde que ICR) e o unico ideal primo de WCR), lemos 

qu..,. ICRJ e o nilradical d~ WC RJ. Em ]'-'' l.icular·, 2[ < 1) J 

nilpot.ent.e, assim exisl.e n ~ 1, t.al que 2n[<1>J = C2{<1>J)n =O 

n e, consequent.emente 2 WCRJ = O. 

CiiiJ -+ C!J. Se AssCRJ ;.: 0, então existe um ideal primo P de 

•• 



WCR), t.al que P (1 Z = {Q}, o que implica que WCR)/P -;;:; Z que e 

livre de t.orc;:o. 
' 

' - n IsLo e uma conlradiçao pois 2 WCR) = O. Portanto 

§ 2 - WCRJ l e NilCWCR)) 

' 
par·agraÍo analisar~mos os 

nilpotenLes e de Lorção de WCR). De-r,ot.amos o subgrupo dos 

""" o dos ni l poLenles por 

NilCWCR)). 

Se Asse R) =0, decorre de C 1 . 12) que Ni l C WC R)) = 

= ICR), WCR) = WCR) e, Lodo elemento de WCR) ~ anulado por uma 
l 

potencia de 2, isto ~ WCR) Lem s~menle 2-torção. 

Vamos assumi r que Asse R) ..,.._ 0. Desde que os P · o e 
a' 

e AssCR), sao todos os ideais primos minimais de WCR), Lemos: 

C2.1) Proposiç;;-o Um elemenLo z E WCR) e nilpot.ent.e se, e 

somente se, o<z) = O para t.oda ct E Asse RJ , i st.o ~. Ni 1 C WC R)) = 

= n Kerct. 
f'Y€;A!!l•(Rl 

Os e-1 emenLos: de torç~o de WC RJ sao anal i zados na 

pr~xi ma proposi ç~o. 

(2:.2) Proposiç:io- WCRJL = NilCWCRJ) 

Dem.: Seja z e WCR) . Exisle n ~ m, n ~ 1, tdl que nz =O. Então 
t 



o<nz) = no(z) = O, o que implica que o(z) = O, par-a toda o E 

Ass(R). ou seja z E NilCWCR)). o que mostra que WCR) 
t 

s; NilCWCR)). 

Recippocament.e, se z e NilCWCRJ). ént.~o éXist.é um 

* * 2 ' subgrupo Iini to H s; G = R /(R ) , t.al quo:- 2 est.a no subanel A = 

' = ZCHJ/CK n Z[HJ), de WCR) gel~ado por H. Desde que H e finit.o .:-

' 
a caract.erist.ica, car-C<Q), do cor-po dos numer-as racionais <Q, e 

zer·o, t.emos que carCG) nio dividé a ordl9-m de nenhum elemento de 

H é, ênt.~o, pêlo leor-ema de Maschkê (cf'. [P1Th.3.6), o anel de 

' grupo Q;I(HJ e semi--simple-s (ar·tiniano com ,,1 lr·adial zero). 

o produto tensor- i al A uma imagem 

homom~rfic:a de (J}[HJ C~ ctl ®Z Z[H)), logo t.amb~m e senú -simples 

Ccf'. [p] Cor-ol~r-io da Prop.3.1, b). Temos então NilCtlJ @z:.A) =O. 

Mas 10Z E <Q ®z NilCA) = o. A pode ser 

i dent.i I i cada com o anel de Ir açÕes T-.1( A) , onde T = Z {Q} e O = 

= 1 @ z 
7; -:l ~ = - € T (A) , o que e équi val ent.e a exi st.i r 
' 

nET,n~1. 

t.al que nz = O. Ent.ão z e AS WCR) , 
t t 

o que mostra quê NilCWCR)) s; 

' S WCR)t, como quer-lamas • 

(2. 3) Observação (1) Se Ass(R) ;< 0, ' j,. (2.1) " ( 2. 2) le-mos 

NILCWCR)) = WCR) () ICR). Se 
t 

AssCR) = 0, então WCR) WCR), 
t 

NilCWCR)) = ICRJ e, consequentement.e, NiHWCR)) = WCR) () ICR). 
' 

Assim, podemos concluir que NilCWCR)) = WCR)t n ICR). 

Cii) Se AssCR) = 0, ent.~o WC R) = WC R) 
t 

= n Kera. 
O'EA:ali{R) 

AssCRJ ;::1! 0, .;.nt.ão WCR) = NilCWCR)) 
t n Kero. Port.ant.o 

O'EA9S{R} 

podemos t.amb~m cortcl ui r que WCR)t = n Ker·et, ist.o e, que 
O'EAa'õi<Rl 
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~ 

vale o P~incip!o Local Global de- Pfister par a espaços 

bilineares. 

(2 . .4) Te-orema - WCR) tem s.;mente 2-t..orç~o. 

Dem.s Se AssCR) = 0, enl~o o teorema segue de (1.12). Assumiremos 

ent..~o que Ass(R) ~ 0. 

Seja z e WCR)l. De (2.2) t..emos que :z E NilCWCR)) e 

..... * * 2 / entao existe um subgrupo finito H ~ G = R /(R ) , tal que z esta 

no subanel A de WCR), gerado por H. 

' Seja p um numero primo impar qualquer. O anel A/pA 

e uma imag!B!m homom(;r-fica do anel de grupos !F (HJ e, 
p 

desde que H s; 

S G os elementos de H t.em ordem 2. Como carCIF ) = p t.emos pelo 
p 

teorema de Maschke que A/pA e semi-simples. 

O elemento z e nilpolent.e, enLão z = z + pA e zero 

em A/pA, o que implica que exi st..e y "' A. t_ ctl qu<- z " py. D.?sla 

t..amb~m ' ~ 

forma mostramos que A " di vi si vel pcw cada numero primo 
l 

' ' impar p. isto "· pA = A 
l l • para cada numero primo impar p. Assim 

. 
os ele-mentos de Al t.em ordem potancia de 2 ou oo. Mas, A g um 

Z-m~dulo :fini 'lamente gs-rado é Z e noetlier·iano, 

Z-m~dulo fini~amente gerado. 

e um 

Sejam X, ... ,X 
• k 

os 

1 :S; i s k, 

de A . 
l 

Ent.:;;;_o os x, 
' 

' 
e A e da :forma z' 

l 
= 

k 

E n. x., 
' ' I.= :l 

onde cada nle menor do que a ordem de xt o que mostra que A e 
l 

:finito e consequentement.e todo elemento de A tem ordem pot.encia 
l 

de 2. Em particular z e A 
l 

e. portant.o z possue 2-torç~o. como 



A 

Como consequencia dest-e l,g,orema lemos: 

C2.5) Corolarlo -- Os divisor'OS: de :ZPf'O rh~ W< R) lfil>m dimens;o pa1· _ 

Dem~ 1 O cor1junto dos divisores de zero de WCR) e uma união de 

-ideais primos. De C2.4.) lemos que p[<l>l nao e um divisor de 

' zero, para lodo numero primo impar p. o,.. C1.11) segue que cada 

ideal primo que aparece na união ~ minimal ou ICR) e, desde que 

?
0 

s ICR), para todo a e AssCR), lemos o cor-olaria• 

§ 3 - W (R) e NilCW CR)) 
q t q 

Consideramos agora o anel, 

quadl'~licos sobr-e R. 

W C R), 
q 

Para esturlar-mos 0s ~\P!W•I>I ,·,ç 

<B>l 9m4õmt.os rLi 1 polenles de W C R). 
q 

cuja matriz da forma bilinear associada e: 

a o -1 o o o 
o a o -1 o o 

-1 o 2 -1 o o 
E = o -1 -1 a -1 o • 

o o o -1 a -1 

o o o o -1 ., ... 
o o o o o 
o o o o o o 
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o 
o 
o 
o 
o 

--1 

2 

-1 

dos espaços 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

-1 

2 

E , • 



O modulo quadr-.;,t..ico E e um espaço quadr.;,t..ico e • 
bE ~ 8<1> Ccf. [SJ pag.89J . 

• 

(3.1) Proposição- Sao ~quivalenles: 

C i) WCR) Lem some~L~ 2-lor-ção. 

Cii) W CRJ tem soment..e 2-t..or-ç:i:o. 
q 

Dem.: Ci) ,.. Cii). Seja [ql E w CR) . Consideremos o homomorfismo 
q l 

' de aneis, (3: W CRJ-tWCRJ, dado por- {JC{q]) = [b ] . 
q q 

Desde qu~ { q J E W C R) , 
q l 

tr?-mos que [ b l 
q 

E WC R) l "· 
consequent..emenle, exist..e um nl:xmer-o inteir-o r-)0 t..al 

= O, ou seja, 2~[qJ e Ker(3. 

Mas, 8Ker f3 = O. De fat..o, desde que [ b J 
E • 

= 

= 8[<1>1 

e b " E "' b " q Ccf. crr. 2.3)), lemos [b " ql = 8[ qJ. para • E E q • • 
todo [ ql E W CR). AgoJ~a. se [ ql E Kerf:3, então 8[qJ = [b " E J = q q • 
= 1'1([ qD [E l = o. Assim, se [ ql • E W CR) 

l • então existe um numero 
q 

inteiro r > O, tal que a~ ... 9 [qJ = O, ou seja, fqJ t.em ordem 

• 
potenc i a de 2. 

CiiJ -+CiJ. Se [b] e WCRJ 
l 

ent..:;;:o [ b @ E J e W C R) e, de C i i) , 
• q l 

existe r > O tal que 2r[b ® E J = O, o '1ue implica que O "" • 
= ,ecc(rb e E

9
J) = 2:r8[bl= 2:ru[bJ. o que mostra Ci)• 

De C2.4) e (3.1) t.emos: 

(3.2) Teorema - W CRJ t..em somente 2-t.orção. 
q 



Usartdo o homomor·fismo (3: W CRJ-toWCRJ, associamos a 
q 

cada a E AssCR) um homomor~ismo de an~is, nao nulo, o= ~:W CRJ~Z. 
q 

Observemos que, para t..odo [b] E WCRJ e (qJ e W CRJ, vale 
q 

~CbHqD = o<.:rb e qD = o<Cb 0 

um WCRJ-subm~dulo de W CRJ. 

b J) = er<..[b])O'((q]), 
q 

1 ogo Ker ã ~ 

q 

Reciprocament..e. mostremos que, para t..odo 

- ' homomor.fismo nao nulo de aneis, a: W CR) .... ;J!, t.al que Kero e um 
q 

WCRJ-subm,;dulo de W CR), t.emos a= o~, para algum a E AssCRJ e, 
q 

~ - ' 
mais ainda que a correspondencia, o<-->a, e 1-1. 

Seja ent..~o ã; W C R) ..,.z, 
q 

um flll.l ., do;, 

an~is tal que Kero e um WCRJ-submodulo de W CR). Desde que o e 
q 

- ' 
nao nulo, o<W CR)) = n.Z, para algum numero int..eiro n ~ L Seja 

q 

[q J E WCR). t.al que aC[q J)::: n. Ent.~o, para t.odo CbJ E WCRJ, 
o q o 

definimos: o([bJ) = Cl/nJGcCb 0 q JJ E Z. Mostremos que a:WCRJ .... z, 
o 

definimos dessa forma ~ um homomorfismo de <Ht~is t.al que o = of3. 

' Clarament..e a est~ bem def"inido. Alem disso, o nao 

dépénde d.a escolha de [q J. De rato, cc,nsiderando que a e um 
o 

homomor.fismo de an~is e Cb ® qJo q ~ qocb ® q) Ccf.CII, 2.3)), 
o o 

t.emos quê, para t.odo [ ql € w CR) I 
q 

com aCCqJ) ;a: O, e paJ'a lodo 

- - - -
[bJ E WCRJ, O'C[b ®- q])/oC(qD = oCCb ® q,_l) .. O'C(q o)). 

~ j am { b 1 e [ b ] E WC R:> :·:,~ o([b ])o([b ]) ~ o, 
' 2 

::: o( (b 

' 
0 b J) 

2 
= 

' 2 

(1/rt)O'C(b 0 b c:;, q
0

D 
' 2 

= 

= (oo<[b ..Cb <>q )J/;;c[b <>q D) (oo<[b <>qD/n) = o<[b Do<b D. 
-" 2o ;!o 2 1 2 

Agor-a. se O'C{b)) = O, islo ~ o([b 0 q)) = O, 
2 2 o 

temos [ b ® q l 
2 o 

e Ker-Õo, o que implica que [b Hb " q
0

l 
' 2 

E Kel'O', 

pois Kero é um WCR)-m~dulo. De maneir-a an;_l oga., se o< [ b ) ) 
' 

= o. 



-
[b ® b ® q J 

' 2 o 
-=: Ker-a. Isto mestr-a quo:. o<[b Hb)) 

' 2 
= 

= o<(b ))o<(b ]), 
' 2 

quando o<(b Do<(b D 
' 2 

= o. Ou o e um 

homomorfismo de an~is:. 

Finalmente, a = o'fJ, pois para todo [qJ -=: W CR), 
q 

af3C [ qJ) = O'((b]) 
q 

= o<tb e q D/O"CEq D = o([qoq D/ÕC[q l 
o o 

= 
q o o 

= Õ((q])o<[q D/a((q]) = ÕC(qD. 
o o 

.se. j a Asse R) o conj un-Lo d.--.s homomor f i s:mos na o 

. . 
nulos, de aneis, a: W CR)-tZ, cujo nucleo e um WCR)-submodulo de 

q 

W CR). Definimos uma função de AssCR) em AssCR), a<->a que e, 
q 

obviamentoS>, <>< -> 0{3. Logo t oE.rmos uma 

" correspondencia 1-1 entre os elementos de AssCR) e as assinaturas 

de R. 

(3. 3) Proposição 

c i) WCR) = 
l 

CiD W CR) = 
q l 

O..,m. : (i) .. 
Reei procamente. 

Sao equivalentes: 

n Kera. 
O€ASS(R} 

n Kera. 

O'€Ass <R> 

C i!). Claramente 

se (ql E 

W CR) 
q l 

n Kero-, 

O'EAss<R> 

E n Kera = WCR) t' o que implica que EqJ 
O'EAss<R> 

demostração de (3.1), 8Ker~ =O . 

. 
CiD .. (i). E imediato que WCR) s; n l 

O'EAss<R> 

n Kera. 

O'EAs s c R> 

então 

E w (R) ' 
q l 

( b l 
q 

pois, 

Kera. Seja [ bl 

E 

da 

e 

E n Kero. Ent.~o (b .. E l E n Kera W CR) , . pois • q 
O'EAss<Rl 

ctEA<õllõl C R> 

Õ([b e E J) = o<:LbDD<CE D = O, para todo a e AssCR). Logo 
• • 



~((b ®E ] = 8(bJ E W(R) 
• l 

ou seja, (b] E WCR)L, como queriamos.• 

Da proposoiça.o acima e <I~<> C2. 3) ,(li), temos •) 

seguinte teorema: 

(3.4) Teorema CAn~logo ~adr~lico do Principio Local-Global de 

Pfisler-) - W (R) = 
q l n 

O'EA~s (R) 

KerCI. 

' Um resultado analogo a C2.2) ou, mais precisamente 

a C2.3) Ci), pode ser provado no caso quadr~lico. ' 
Para prova-lo, 

necessitamos do seguinte resu~tado auxiliar. 

(3.5) LPPW - Para qualquer' 1!!-s;paço quad1·.1.4t lc:o [1,cd sobre F~. lemos: 

[ 1, aJo[ 1 , otJ ~ 2( 1 , aJ. 

Dem.: Suponhamos, inicialmente que ~ 4. para todo 

~e SpmCR). Neste caso, existe~ e R, tal que Ci - 2~)(1 

e R* e [ 1, etl ~ [ 1, ,SJ. De :fato, basta observarmos que R e um 

LG-anel, e que o polin~mio f(X) = C1 - 2CX 2 +X+ c0)C1 - 4CX 2 
+ 

+ X + o()) representa uma unidade iocalmente. Consequentemente 

existe À e R lalque :f(À) e R*, tomamos então ,S = À
2 + À + a. 

Observamos lamb~m que: 

L, 2~) "- < -1> ,. <1. 2{9 - 1. y). para alg11m I' " R" pois "' {x '. . 
espaço lt 2~) ent.ão X 2. X ) e uma base canonica para o "- < -1>. 

9 

{X + X X + X} " uma base para o subespaço r. ao singular 
' • 2 9 

<1,2{9-1>. 



Ago~a, compa~ando os de~e~minan~es em 

" 2 .1. <-1> "'<1, 2.(3 - 1,y>, lemos y;;;Cl - 4(3)C2(3 -DmodCR ) . 

Portanto obtemos: 

~ a1) -L <1, -1> "'<1, 1, 2.(3 - 1,C1 - 4(3)C2fl - D> 

Para q = [1, 131. temos: 

Cqoq) ...1. 211-k~ft 2 ~) 0 q ...1. 21H ~ lt 2 ~) ® q ...1. <1, -1> ® q :::.: 

"'[Lt 2 ~) .1. <1. -1>) "'q "'<1, 1. 2.(3- 1, c213- DC1- 4f3»., q"' 

~ <1, 1, 2~- 1. -(2~- 1)) 0 q, pois 4? - 1 ~ represenLadc per 

q, e q e um espaço quadr-_;lico redondo (cf. (8] Ex.C1.2),Chap IV). 

Cancelando 2~. obtemos qoq ~ 2q Ccf.CII,ô.4J). 

Agora suponhamos que R ~ um LG-anel qual que~ e 

consideremos a extensio c~bica de Frobenius S=R[XJ/CX3 +6X
2

-X+i), 

com a funç~o traço s definida por sC1) = 1 e sCX) = sCX
2) = O. 

En~~o sob~e S ~emas que qoq ~ 2q, pois IS/~1 ~ 7, 

para todo r.- e SpmCS) Ccf.(BJ Rem.C2.3), Ch~p.IVJ. Mas: qoq ~ 2q, 

implica que s*Cqoq) ~ 2s*Cq), ou seja, qoq ...1. 41H :::.: 2q ...1. 41H, pois .. 
s*Cq e$) = s*Ci Cq) 0 <1)) = s*C<i>) 0 q Cc:f. [BJ Prop.C2.12), 

Chap. I) e s*C<1>) ~ <1> ...1. (~ ~) ~ <1> ...1. IH. Assim, qoq :::.: 2q 

' 
Ccf.CII,6.4)), como queriamos• 

(3.6) Corol~rio - Seja q = <<et1., ... ,01n 1 /3J], um espaço de Pf'ister 

' sobre R, isto e, q = <<01, ... ,01 >> e [1 ,f3J, onde <<a:, ... ,a:>> = 
1 r. i n 

n 

= .@ <1, a.>. Er':lt:i:o para todo ni:.mero inteiro m!!: 1, 
... :oi ... 

m 
temos q ~ 

~(n+t.Hm-i} 

~.::. q. 

Dem. : Saj am b = <<a, ... ,a>> e q 
1 n o 

= [1, ~], ou seja, q = b ® q . 
o 
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Ent.~o b ~ b !&I 

• "'· consequentemerile qoq ::.: b 'Jl>b®Cqoq). 
o o 

Desde que <1. a) 0 <1. a) ~ 2<1. 

~ 2q 
o 

lo3>mos: por 

indução sobre m, obtemos 
m 

q 

<n--t-i><m-1> ' 
~ a q, como queriamos. 

«> • par-a t_odo c.t ~ R* 'º' q oq 

qut<:" '('" ( 

m-:t 
::.: qoq 

o o 

Aqora, 

C 3. 7) Teorema NilCW CR)) = W CR) n W CR) , onde W CR) = 
q qo ql qo 

= {[q] .:; W CR); 
• 

dim q ~ par-}. 
R 

Dem.' Sé [ ql E w (R) Í1 w CR) • 
q o q l 

ent~o podemos esc~eve~ q = 

= (OI > @ [1 o À J J. 

' ' 
.L <a > @ [1, À J. 

n n 

1 4À . ..:; R*, 1 :::; i :::; n, Ccí. Chap. II, § 4) 
' 

" onde 01. E R 
' 

e, [qJ ~ de torç~o. 

Considerando q. =<a.>® r-J. A .. J, 1 Si<; n. lemos: 
' ' ' 

= q ..L. .. .L q. 
n 

= .J. . 
L -1'- ••• +t =N 

t n 

Para N > n, 

' ' À i. ... i. q~ o . 
' n 

obtemos 

' n 
.oq 

n 

Generalizando o lema (3. 6) segue-se que 
i -1 

N 
q = Cq ..L ••• ..L 

' 
onde À. 

L •• L 
t n 

par-a 1 S k :5 n, 

2 k < > rk onde = '\ ou 1. Lc>go '• q o. 
' 

n 
-- oqn 

= 

IN. 

um 

m~ltiplo de 
N-n = 2 • 

N 
ou seja q para algum espaço 

~ N+i N-n 
quadratico q', o que implica que q ~ q' oC2 q) e desde que 

de (3.2) obtemos que (qJN+.t = O em W CR), 
q 

algum N > n, o que mostra que W CR) n W CR) s NilCW CR)). 
q o q t q 

para 

Reciprocamente, se [q1 e NilCW CR)), 
• então existe 

um numero i nt.ei r o m 2:: 1 , ~a! 

O = fJC[q]m) = = 

m m 
que [ql = [q l = O. Logo 

ou seja [ b l 
q 

E NilCWCR)) = 
= ICR) n WCR) Ccf". C2. 3)Cii)). De C2. 4) segue-se que existe um 

t 

numero int..êiro r > O, t..al que {2rb J = O e, como [b J e ICR) 
q • 
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' segue-se Lambem que fql <E W C R) . Assim fqJ <E W C RJ e C 2r q l 
q o 

Mas 8Ker~ = O, consequentemente [qJ 

' 

q o 

e W CR) o que mostra 
q l 

que NilCW CR)) S W CR) n W CR) , como quer·iamos• 
q q o q t 

Veremos agora, alguns r-esul t.ados que r-elacionam 

assinaturas e unidades de um LG-anel R. 

Cada assinatura a de R induz um homomorfismo de 

" "I grupos R*~ G = R*/CR ) 2 ~ 0 <±1}, onde rr ~a projeção can~nica. De 

(1.1), segue-se que & e completamente determinada por este 

homomor f' i s: mo. * Identif"icamos ent.ao o com o homomorfismo em: R ... 2 e, 

escrevemos o(a) no lugar de oC<a>). 

(3.9) Proposiç;,o - Se a:R*...,.z e uma assinatura, ent'.i.o valem as 

seguintes propriedades: 

c .. 
= aCol)a(Ã.). par-a todo a., À. e R . 

c ii) O'C-1) = -1 

(iii) Se ot
1

, ... ,Ctr = 1, 1 5 i ent.ão para 

R". cada a. e da forma. 01 = }..
2

a + • • +'2" 'R "- com "-. E , 
c c ' 

1 5: i 5: rt temos: oCoO = 1. 

Dem.: C i) e Cii) seguem imediatamente do fat..o de a ser um 

homomorfismo da grupos mul-Liplicalivos. 

Para provarmos CiiD • consideremos o espaço 

bilinear b = <ot , ... ,OI>. • • 
Desde que 01 e " 2 R eot=)...01 • • 

2 
+ ... +ÀC(, 

c c 

\ E R, 1 =::; i =::; r, temos: que <c& é um subespaço não singular· de-

b e. 
J. 

consequentemente b ~ <ci> .L <cc> Ccf. CII ,(4. 2)). 
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B-Spaço <1> temos que existem r .. • 
,y 

' 
" E R , 

tais que <1> -'- <:r f •.. • y ) 
' 

Cc:f'. CII ,C4. 3)) "· por 

conseguinte, <1, 01., ••• ,01. > ~ <a, :r , . 
' r ' 

,y >. 
' 

Aplicando a nas 

classes desses espaços obtemos r + 1 = a( r..~) + aCy) + ... + aCy) . ' 
que, 

.. 
juntamente com o .fato que :r. E R , 

' 
1 s i S r, 

o(y,J = 1 e, em particular oC01.J = 1, como querÍamos• 
' 

(3. 9) Teorema - Sejam OI , ••• OI E R* . ' 
e, suponhamos 

Então para cada unidade 01. de R são equivalentes: 

implica quê 

que 
.. 

2 e R . 

' C i) Par-a cada a E AssCRJ, com oCa_) = 1, 1 ::;; i S r-, tambem 
' 

oCa) = 1. 

(i i) A unidade " expressa na forma " = 

= E y . 
l ' . ' Ol ••• C( onde os coericient.es 

y. 
' • 

. l ... l 
Lk =ooui i r ' r 

. l 

' 
sao somas de quadrados de el ementas de R. 

Dem.: Cii) ~ Ci) segue-se imediat.ament.e de C3.8J. 

Para provarmos CiJ -+ Cii), consideremos o espaço 

bilinear- de P.fister- b = <<a, ... ,01 >> . ' 
' 

= .0<1, a_> e b' 
\.=i \. 

= 

= <1. -a> 0 b. De (i) segue-se que ctCb') = O para todo o E 

E AssCRJ, ou seja [b'l e NilCWCRJ) e, 

C2.1) e C2.2)J. 

port"'.nto ( b') e WCR) Ccf. 
l 

Assim, existem e IN. m ~ 1, t.al que m[b'J = O, 

isto e. m[b ..1.. <-ct> @ bJ = m[bJ - m[<ct> 0 bJ = O em WCRJ, o que 

implica que m[b] = m(<a> 0 bJ em WCRJ e, como dim b = dim <a>®b, 
R R 

temos que m[bJ = mC<a> ® bl em WCRJ Ccf.C1.4)J. Consequen~emen~e. 

exisl.e b e BilCR) t.al que mb ..1.. b ~ m<a> ® b ..1.. b e, desde que 
1 • • 



" 2 e R -Lemos mb ~ m<a> 0 b Cc:f.CII,6.5)). Agor-a b represent.a 1, 

ent..';,;:o <01> 0 b repr-esen"la a,, o que most.r-a Cií)• 

(3.10) Corol~rio -Se 2 e R* en-Lão as unidades de R que tem valor 

1, par-a 'loda assirtalura de R, são precisament.e as urddades que 

são somas de quadrados. 

Dem. Basla tomarmos r= 1 e a
1 

= 1 em (3.9)• 

(3.11) Corol~rio -Se 2 e R* então são equivalent.es: 

c i) AssCR) = e. 

' Cii) -1 e uma soma de quadrados. 

n 

Dem.: Se -1 = E ).. 2 ' ).. E R, 1 5 i 5 n e AssCR) , "'· ent.ao de . . 
' ' i.=t 

C3. 8) temos uma cont.r-adição, pois o(-1) = -1 ((3.9)(1!)) e 

' O'C-1) = 1 CC3. 8)Ciii)). Para a r-eciproca, bast.a t.omarmos r- = 1, 

at = 1 e o= -1 em C3.Q)• 

"' 



CAPITULO IV 

O GRUPO ORTOGONAL 

Em lodo e~le capitulo ' denotara sempre um 

LG-anel. Seja CV,qJ e QuadCRJ. O conjun~o OCVJ das isometrias de 

CV,q) munido da operac~o composicio ~em uma estrutura de grupo, o 
' ' 

' qual e chamado o ,grupo orto8ona~ de V. O nosso objeli vo, ne-ste 

' ' ' 
capi~ulo, e o estudo da estrutura de OCV) no caso em que CV,q) e 

um espas;o quadr;._~ico de dimensão~ 3 e dimenSao hiperb~lica ~ 1; 

isto e, C V, q) admite uma decomposi sao da f o r ma V~ Ru $ RvJ ..1. 

onde Ru $ Rv e um plano hiperb~lico e V 
o 

' 

= CRu E& Rv ) .L ~ 

v 
o 

um 

s:ubespaso não nulo. No que se seguira assumiremos sempre CV,q) 

com a decomposi c;;:o a c! ma descr· i ta. 
' 

' Iniciaremos este paragrafo recordando que t..oda 

' 
transvecs~o de Siegel Cj~ visto no cap. rr. § 6) e um elemento de 

O(V). Em par~icular, as transvec~Ões de Siegel com as quais 

tratar·emos neste e nos demais par~grafos, são do tipo ECu,x) e 

ECv,x), com x E V ; indicamos por ECV) o subgrupo de OCV) gerado 
o 

por essas particulares transvecg~es. 

Para cada " E denot..amos por .pc:ucu) = ÀU, 

f/>(Ã)(v) = >..v e rpc;>...J(x) = x, para todo x = V 
'0 

É imediato v~r que 

M ,. M. ' 
ri-f;>.,. )ri-f À. ) - A.< À. À ) À. "A I': R isto e,· •/1. V) =(A.íÃ.) / À E R ) e '1''" t '1''- 2- - 'f''- t 2 • t . 2 '1''-
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um subgr-upo de CC V) . 

Denolamos por l:J. o elenmnto de CX:V) dado por 

l:J.Cu) = v, ACv) = u e ~(x) = x, par-a ~odo x E V . 
o 

(1.1) Observacão Es~as: 

' 
isome~r-ias, acima men.ci onadas, 

sati slazem as seguintes propriedades, as quais podem ser 

~acilmente veriiicadas: 

(1) ~tfi(.À) A-1 = f/Á-À-1), f/Á- À -1) = tPC À) - 1 

(2) 
-1 

bECu,x)A = ECv,x) 

(3) 
_, 

EC u, Ã.x) 4>(ÃJECu,x)4>{"Ã ) = 
(4) 4>C )..) EC v, 0 4>C >..-1 ) -· = ECv,À x) 

(6) ECu,x )E(u,x ) = ECu,x +x ), 
_, 

ECu,x) = EC u, -x) 
' 2 ' 2 

(6) -· eECu,xJe = ECu,a<.:x)J, para Lodo e e OCVJ, tal que 

ecuJ = u e 9Cv) = v. 

Seja x e V tal que q(x) E 

t'aci 1 mente que a apl i cas:;;o v .. v definida 

Pode ser 

por T (y) 
X 

visto 

= y 

' 
_, 

-q(x) b Cx,y)x, para todo y e 
q 

V e um el ementa de OC V) . Alem 

disso 
2 

1d T Cx) deixa lixo todo elemento de T = v' = -x e T 
X X X 

CRXJ.L_ aplicas:;;;:o ' Tal e chamada uma simetr-ia de v. Indicamos por 

SI:: V) o subgrupo de OC V) gerado pelas simetrias de V. 

Observemos que Sê x .e; V "" ~.un el emerd..,c. ·tal que 

qC x) e R* n:;:;:o necessariamente V admite uma decomposi <;:;;:o do li po 

V = CRxJ v . ' . is~o so ocor-r-e quando 

' ' 

2qCx) = b Cx,x) 
q 

E 

Contudo, no caso especit'ico em que V e da forma V = CRx) .L v 
' 

para algum x e V Cou s,e.ja. 2qCx) " e R ) , existe uma noc~o mais 
' 

geral de simetria para V, a saber: a aplicas;~o To. 
K 

y.,y dada por 



= ax " 
a 

T Cy) = y, y E v, 
• onde E R " tal que 

2 
a =1, 

X 

Claramente, -r
0

...;; CXV) e se a= -1, 
u 

T ::: T Ale-m disso, para lodo 
X 

a b ab 2 
a, be1-1CRJ 

2 
= {a e R/ a 2 = 1) 'lemos T T =T com Cab) = 1, ou 

X X X 

seja, iJ CV) 
2 

= {TCI. / a e 1-1 CRJ} e um subgrupo de OCVJ na-Luramenle 
• 2 

' 
isomor~o a 1-1 CR). 

2 

Suponhamos agor-a que V admi le uma decomposi 7;;;:0 do 

tipo V=CRx $ Rx) .L v·. com X .x E v t.ais qCx )C1-4q(x JqCx )) E 
i. 2 12 2 :l 2 .. 

e R e b Cx ,x) = 1. Nesle caso, para l.odo idempotente e E R, a 
q • 2 

aplicacão 
' 

T 

-· + eqCx J x , 
2 2 

• 
•• 

' 2 

• T •• 
' 

Cx) 
2 

2 

" uma isomet..ria dê V· • 

def'inida 

• = X " T 
2 • • • 2 

' • ist,o " T E 

• • • 2 

poc 

Cy) 

CX: V). 

-r 9 
(x)=(1-2o;;;.)X + 

)( )( :l t. 

' 2 

y, para todo y E V', 

T r1di que mos por· t C RJ 
p 

= 

2 = {e oG R/e = e) o grupo dos idempotentes de R com a opera9ao 

' ' e-We' = ê+e ' -2ee ' . E f'acil ver que, para e,e' e I CR), 
p 

T • •' 
T = • • 

&*e' 
seja I CV) <>r • = T ou = / " • • p M X • 2 • 2 

OCVJ, o qual " natur-alment.e isomorlo 

(1.2J ObsêrvacÃo 
' 

= -2qCx )x + x
2

, I CR) ~ 1-1 CR), via 
2 1 p 2 

• T • • • 2 

(8) 

<.t-20} 
• T • 
As isomet.rias 

a 
T 
• 

e 

•• • 2 • 2 

E I CR)} 
p 

e um subgrupo de 

a I CR). 
p 

com X = 

e-to1-2e e I (V) ~ 1-1 CV) via 
p 2 

• T pod8'm nat.uralmente 
•• • z 

definidas no caso de um espa7o quadrático ,.-1ualquer. 

Sêja I ~ R, I ;Jt. R. um idêal de R. e 

' um LG-anel Ccl. CI,1.3)) e o homomorfismo canonico R-toR/I 

induz nat.uralment.e um homomorf"ismo de grupos de CX:V) em OCVCI)), 



' onde CVCIJ. qCI)) denota a reduc:;;;:o 
' 

modulo I de c v. q) Ccf, 

' 
C I I , 3. 3)). Denolamos por- OC V • I) o r1ucl eo des:le homomoi f" i smo; i slo 

"• CX:V,!) = {.p e OCVJ / .p:=i d modi} . 
v 

I r. di c amos por ECV,D o 

-i -i subgrupo de úCV) ger-ado pelas isometrias aECu,x)e e eECv,y)e , 

ol"lde e E ECV) e x,y E V s~o tais que b Cx,V) ç;; I e b Cy,V) ~I; 
o q o 'l o 

' " isto e, x,y e IV . 
o 

Al~m disso, sejam rpt:_V,I) = {rpt:_Ã) / À E R e 

À=:1mod!}, I' CV,D 
2 

= 
K 

e 1-1 CRJ 
2 

a=:1mod!} I CV,IJ 
p 

= 
=(T• /e e I C!) = I CR)fl!). Claramenle, no caso em que !={o}, 

xix2 P P 

CXV,IJ = ECV,IJ = rj;(V,IJ = 1-1 CV,I) = I CV,I) = {id }. FinalmPnle, 
2 p v 

no caso em que I=R, sejam <XV,R) =<XV), ECV,RJ = ECVJ. 4X-V,RJ = 

= ,P:.VJ, I' CV,R) =I' CVJ e I CV,R) =I CV). 
2 2 p p 

De acordo com o que foi visto no § 4 do Cap. II o 

subes:paco v de v = CRu e Rv) --1. V adnli t.e sempre uma base 
' o o . ' canonica {x ' •• 

' 
'X } ' n 

isto e, V pode ser escri lo na f'orma 
o 

V =CRx .. R:x J.L 
o ' 2 

. .L( Rx @Rx ) ..LRx , 
n-2 n-i n 

com 

qCx ) ( n C1-4q(x_:>qCx. J:>qCx_ )J 
L L+.f. L+i 

.. ' e R se n e i mpar , ou v= 
o n 

i...;.2k+.t 
o~kS-in-9)/2 

= CRx e Rx J.L .. .L CRx e Rx ), 
i 2 n-i n 

com n C1-4qCx.JqCx_ JJqCx. Je 
\. L+i L-t-i 

i.=2k+i 
oSk:Sc n-2)/2 

e R* se n ~ par . 

' Nest.e par-agrafo e nos demais assumiremos f'ixas uma 

• 
base canorüca {x •...• x). par-a V e sua corr·e-spol"lde-n.-le base dual 

1 n o 

{yi,- ,yr? via o isomor-fismo db 
q 

= 1 se i = j e O caso conlr~rio. 

.. ' 
V-+V ~ islo e, b Cx. ,y _) 

q c J 
= 6 = 

CJ 



(2.1) Proposic'io- Se IR/fl-l;:: 3, para t.odo fL e SpmCR), ertt.ao o 
' 

centro de OCV) ~ {a id / a E R, a
2

=1} ~ /..1 CR). 
v 2 

Dem.: Seja'{> um elemento do centro de OCV). Para x E V, temos 
o 

rp(x) = au + (3v + y, onde y E V e a, FJ e R. Desde que IR/{1-\ ~ 3, 
o 

para t.odo f" e Spm(R), temos que exist.e >.. e R* tal 

Então tp(x) 
_, 

= 'f>tPC À) C x) = ,pc \.)'{Á x) = X.cm + À. FN + y, 

" que Ã.-1 E R . 

o que implica 

que a = (3 = O e, consequentemente, rp(V) ç V . Observemos ainda 
o o 

que ,Cx) 
' 

+ b Cy ,tpCx )u 
q ' ' 

= ECu, y )tp(x) 
' ' 

= ,Cx) 
' 

+ ,Cu) e, 

consequentemente pC u) 

Analogamente, usando 

' 

= b Cy ,tp(x )u = au, 
q ' ' 

que ECv,y )tp(x) : 
' ' 

com a = b Cy ,rp(x )). 
q ' ' 

rpECv, y )(x), 

' ' 
obtemos 

t.arnbem tpC v) = b Cy ,tp(x ))V : av. 
q ' ' 

De EC v, x)p(u) = rpECv,x)Cu), 

para lodo x e V , deduzimos que tp(x) = ax. Finalmente, usando que 
o 

1= b Cu,v) = b CtpCu) ,f>(_ v)), temos a
2 

= 1, como querÍamos• 
q q 

CG.G) Teorema -Sejam R um LG-anel com IR/~1 2: 3 para t.odo fi.- E 

e SpmCR) e I um ideal de R. $e dim V ~ 2, ent~o CX:V,I) e gerado 
R o 

por ECV,I), <j;CV,I) e I CV,I) = {T.. /.:;. .=: f CI)}. Se dJmV = 1, 

entio <XV,I) e gerado 

E 1J CR), a=imodl). 
2 

p "i>< 2 p 

por ECV,I), t/J(V.I) e 1-1 CV,I) 
2 

R o 

. o = {T / a E 

"• 

Dem.; Seja 'P € CX:V,I). Comes:aremos por moslr-af" que se 1 :5 t :5 n e 

' um numero inteiro t.al que tp(x_) = x., para 1 :5 i :5 t. -1 se t > 1 
' ' 

e tp(x) ~ x, se t.=i, ~ sempre possÍvel modi.t ... icar r> por element.os 
' ' 

de ECV,I) tal que a consequente isometria~ ob~ida satisfaz ~x.) 
' 



= x para ~odo 1 5 i 5 t. 
' 

Seja f>Cu + xl) = em + (3v + z. onde CEimodi, f3 e I 

Mostremos que existe w e; V lal que ECu,wJpCu + x) = 
o ' 

= a'u + {3v +z', 
.. 

onde- 01' E R , + b C w. z))modi e z • =x modi. 
q ' 

Consideremos 2 casos: 

Caso 1 -Seja l impar. Neste caso se l '> 1 lemos V 
i 

=V .LV, 
o 1 1 

andEi!> V Q um suboe-spa9o dê V lal que {x , ... ,x } e uma base 
1 o 1 l-1 

can~nica para V Ccf CII,4.4J). Para o espace quadr~Lico V'=CRu ~ 
1 ' 

i 
GJ RvJ .L V , • lemos que u + X 

t 
e um veLar ui"li modular de v·. pois 

bCu +x,vJ =1. Agora, para 1 5 i ~ l-1, lemos b Cz,x_) = 
q t q ' 

= bqCctu + ~v + z,x'-) = bq(p(u + xt),xi) = b Cu + x ,x_) = O, 
q ' ' 

ou 

seja, z Logo exi st..e w E lal que ECu,wJrp(u + x) = 
l 

ct'u + 

+f:iv+z', = 01 + b Cw,z)- (9qCw) e R* 
q 

e z' = z - ev"-

Ccf'.CII,6.1JJ. Observamos ainda que ct' :=C 1 

' 

+ b Cw,zJ)modi e z' 
q 

1 

= z = x medi. Se t = 1 o resul lado e assegurado direlameflle pela 
l 

Prop. C6.1) do Cap.II. 

Caso 2 - Seja t par. Nesle caso {x , x,, ... , x~} e uma base 
t-1 '' 

' 
canoni c a para um subespago de V. Mostremos que existe w = 

n 

= E 
L=t-1 

À,X,, 
' ' 

la! que a + b Cw,z) 
q 

o 

" - {JqCw) E R e b cw-.x ) 
q l-i 

;::: o. o 

f'alo de b Cw,x ) 
q l-1 

= O, implica que w =>.. 
t-1 

X 
l- 1 

2À qCx )x + 
t-1 t-1 t 

+ E 
i.=t-tt 

À_X.. 
' ' 

Agora, se z 
n 

E 
i.= t -1 

ax 
' ' 

1 = b Cx ,x) 
q l-:1. t 

= b Cx , u + x,) = b Cx ,!p{u + x )) = b (x , em + f3v + z) 
q l-1 q l-1 t q t-1 

= b Cx .z) 
q t-t 

= 2a qCx ) 
t -1 l-1 

+ a • 
l 

ou seja a 
l 

= 1 , - 2a qCx )_ 
t-1 l-1 

' Alem disso, a + b Cw,z) 
q 

+ À.
2 qCx )/3(1 
l-1 t-1 

flqC w) = a + À a C1 
t-1 t 

4q(x )q(x )) 
t -1 l 

-4qCx )qCx )) 
t-:1. t 

+ 

n 

b C E À._x_,z) 
q ' ' L= t + t 

= 

= 



n 

(8q( E À.x.) 

Í.=l+:l 

f( A , . 
l-< 

' 

• A ) . 
n 

Nos:-;·~·- objetivo agoJ';_:,_ 

mostrar-mos que o polinomio f repPeserlta uma unidadE- em R .=:-, desde 

quoe- R ~ um LG-anel, bast-a mostr·ar·mos isto localment.:>-. 

Seja ft· E Spm(P)_ s""' I~ 9 I'· r--t1+ ?;,-, 1_,..-,IJlrlndn \ 

para l-l~i:Sn, temos que f repr P.So'!'flla !lll\21 11t1idade em R ,, 
e f3 ~- fL, temos duas alternativas: i) qC~< ) fi! (t, então tomando 

H 

Ã..=O,par-a t 
' 

+ 1 :::; i :::; n, temos que 

uma unidade em R C pois IR/fLI~ 3); 
f' 

= 1 2a qCx ) "' l-1 t-1 f' e, tomando À. 
' 

fCÃ. ,À. ,O,. 
t-1 t 

i i) <":!(X ) 
t-t 

= o, para 

temos que, Í(À ,À ,o, ... ,0) 
t-i t 

representa uma 

,0) r·epresenta 

E f'- enl;:o, 

l + 1 < i 

unidade em 

.:: 

a = 
l 

n, 

R ,, 
F' i nal mente, se 01. e fL e f3 e f!-• t-omamos w como sendo o ter mo de 

tp(yl) em v De b Crp(y) ,x_) 
q l ' 

=0, para todo 1 "' i ,; l -1. segue-se 
o 

n 

que w = E À.. X.' como desejado. Agora, 1 = b (y ,u + x) = 
' ' q l l 

i.c:t-1 

=b CI'/-">CY J ,em + f3V + z)=b (w,z) ~m R /f1R 
'1 - L q {L fl 

• E R . 
f' n 

Temos en~ão que exis~e w E ).. X E v • lal que 
' ' o 

;_ = l- t 

" ECu, w)p(u + x) 
l 

= ot'u + {Jv + z, onde C.1. E R ' ot' .=:::;:;(1 + 

+ b C w, x ) ) modi , (3 E I e z • ==x modi . 
q l l 

Observemos que se ~ > 1 

bCz'- x,x_) 
q l ' 

= b Ca'u + f3v + z' ,x_! 
q ' 

=b CECu, w)p(u + x) ,x_) 
q l ' 

b Cx ,x_)=b Cu + xt'x:) 
q t l. q ~ 

Tomando 

1p = ECu,-y)ECu,-w)ECu,Cl + b Cw,x) 
l q l 

_, 
Ol')y)ECv,Co.') Cz' 

l 

ECu,w)'f'ECu,y) 
l 

lemos que yl(: X.) = X par· a 1 ;::: i " l e 'I' - id modl , pois 
' ' v . 

+ b Cw, X) - ot' E I e z' X E I. Logo, se 'I' e ger·ada 
q l l 

"" 

1 

l 

= 

X)) 
l 

+ 

p.e-1 as: 



' i some-lr i as dadas, p lambe-m o Por· l..ard.o, usando i ndus.ao 

s.obr,.,.. t.., e suficienl.e moslrar·mos o leor·em~·, f.:.•&ra isomel.r·ias; f' que 

fixam x., para 1 :S i :S n. 
' 

úbse-r·ve-mos que-, = x .• 
' 

1 1 

~ Ru m RvJ S Ru ~ Rv. De f' alo, se p(. u) = ctu + (3"\' + z, onde o., (3 E 

E R e z e V , ent..ão O = b Cu, x. J = b C p(. u) • x. J b Cz,x.), 1::S::i::S::n, 
o q '" q '" q ' 

o que implica z =O. O mesmo ocorre para p(v). 

Seja p(u) = a'u + ~. onde a'=lmodi e~ e I. Para 

lodo À E R, lemos ECu,Ày Jp(.u) = au + f3v - f:3"A.y , onde o. = a'-
i i 

2 
!3'- qCy)' 

i 
ou seja a.=.o. • :::::1 modi . Desde u um vE-"lor 

uni modular , t.emos que <p( u) e unimodular "'· consequenlement..e 

exist..€' R lal quoE>-
M 

R •: 1·. C I I , 6. 1 "J -,. Tomar.~lo 

= 
-t -t 

f'/;(01. )E(u,-X.y)ECv,-01. {3Ày)ECu,X.y), 
i i i 

Lemos qu., um 

produto das isometrias dadas, ~p f'ixa u, x
2
,. . , x se n > 1 e !f''P 

n 

' I i xa soment..e u se n = 1. Alem disso, segue de- qC ctu + fJv fJ'-Y ) = 
i 

= qCu) = O que v-1•p=d d modi . 
v 

Desde que VJI{Á u) =uebCu,vJ 
q 

= 1. obtemos 1ppC v) 

= Y)U + v + yyt. onde Y!• r e I. Agora, ECu,yy )!f!rp 

' 
lixa u, v, 

x , .. , , x se n > 1 e fixa somente u e v se n = 1. 
2 n 

De fato. 

ECu,yy )!p'(ÁX.) ::::: x, 
t l i 

= u e ECu,yy )1fpCv) 
i 

para 2 ::S:: i ::S:: n. EC u, yy ) !.fpC u) 
' 

= EC u, yy ) C nu + v + yy ) = C n 
' i 

+ v :::: v, poio:;: ry + 2 . ) 
y qCy-• 

= qC y.1-.p( v)) = q( v) o 

= ECu,yy )Cu)= 
' 

+ y 2 qCy ))U + 
< 

Supond'' n?.:2 

= b (X , U) = b C X , v} 
q i q 1 

--= O par d ··3:~ i 

"Lemos que ECu,yy 1 J~'{}Cx.t) = ax + a' x . 
i 2 

DebCx,xJ 
q ' 2 

= 1 segue-se 

que a 1 - 2a•q(x ). De qCx) = qCECu,yy )iprp(x )) segue-se que 
2 i i i 

a'qCx) 
2 

e E I CR). 
p 

Por- t.ant.o EC u, yy ) 1pp 
i 

= • T 
•• i 2 

para algum <o!- E 



E I CR). De ECu,ry ):=lf'=p=id modi segue-s€> que e E I Cl). St:- n =l, 
p i v p 

ent.ão EC u, yy j 1p'(){. x ) 
1 1 

= qCECu,]-y )tptp(x )) • • 

= ax 
1 

par-a algum a E R. 

segue-se que a E f..! CR). 
z 

De 

qCx) 
• 

= 

:=idvmodi segue que a:=lmodl, o que conclui a demonslr-ac:i:o do 

leorema • 

§ 3 - Subgrupos de OCV) Normalizados po1· 0( V) 

Denotemos por- nc V) = fOCV) ,OCV)J, o subgrupo 

comutador de CXVJ. Par-a lodo ideal I de R, seja OCV,I) = fOCVJ, 

(J(V,!)l o -=;ubgr-upo c-otJru\..ad•:-w mi:;Lo dr:. (IIV"l ,-nm r··=-·-;:r.,•il_r, ;) 

Clarament.e, para I=R, OCV,R) = OCV) e para !={0), OCV,I)={ id ). 
v 

Denotemos por FCV,!) o subconjunto de 

definido por FCV,!) = {p e OCV) / {rp,OCV)J s; OCV,!)). Clar-ament.e 

OCV,!) S OCV,I) s; FCV,I). 

Seja, agora, N um subgrupo de OCV) ~al que 

OC V, I J ç;; N S FC V, I J . En'l~o [ N, CX VJ ] o::; [ FC V, I J , OC V) J -;::::: rx: V, I J s; 

~ N, de onde segue-se que N ~normaLizado por OCV)~ islo é, para 

-· lodo e e OCVJ e par-a lodo p E N, e tpe e N. 

' 
No pr-incipal resultado deste paragr-af·o Cvejal3.8)) 

moslr-ar'emos que, s:ob c'""rt..ac:: condicopç '~·:·l··r·,co R """ dlm V, 
R 

subgrupo N de- O(V) nor-malizado por OCV) (em particular se- N e 

normal em OCV)) satisfaz rx:V,I) <::;; N s; FCV,I'J para algum ideal I 

de R. Esle resultado roi demonslrado por O. G. James [JJ no caso 

de um anel 1 ocal . 

(3.1) Lema - Sejam a , ~e R e x e V tais que À :::: 1 
o 
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uma uni da de. Ent.ão EC v • ooú EC u • J3xJ -1 -2 = ECu,f3Ã x:JECv,C<Àx:Jq\CÃ )_ 

Dem.: Bast.a verificar as imagens de u, v e y e 

O "l!!i!!orema s!9!guint.e, no caso de um anel local, e 

devido a D. G. James [J]. 

(3.2) Teorema -Seja I S R um ideal. Se, jR/~j~ 4, para t.odo ~e 

E SpmCRJ, enl.;_a ECV, IJ = OCV ,I) = ( ECV), ECV, I) J. 

Dem.: ))e.sde que R 19! um LG-anel com IR/ft-1~4. para l.odo (I> E 

e SpmCR). temos que existem unidades ;>..., s em R, tais que )...(€ 

.,., -""' .... *. - 1) = 1. ou mais: pra-cisamE~onta- exist.a-m À, ... ""' .rc tais qua- & -

_, 
-À =1. 

Seja X v • 
o 

ECu,xJ 
. _, 

= t/>C &JEC u, X.x)t/1(& JEC u, -Àx) 
_, 

com b ex, V) 
q 

s 

= [t/>(&),ECu,Ãx)J, 

_, 
e 

ECv,x) = rpcc JECv,X.xJt/1(cJECv,-)..x) = [t/>(c ) ,ECv,A.x)J, a que 

most..ra que ECV,I) s; [QCV),QCV,I)J = OCV,!). 

De (1.1) e c a. 2) segue-se que todo elemento rp de 

OCV,I), pode ser expresso na ~arma~ • = T ,pt:_c)VJ, 
X X 

' 2 
"" dim V 

R o " 2 

dim V = 1 
R o 

.. 
onde-&ER, &:=1modl, a e 1-l CR), 

2 

a=imodi, e e I CI) e 1Jl e ECV,!). 
p 

De maneira an~loga, um element.o é E OCV), pode se-r 

expresso na ~arma é = 
.. 

ondeÃeR, e' e I CR) e 
p 

e ECV). 

Suponhamos que dim V ~ 2. Observemos que 
R o 



= 

= 

= 

o' 
T X X ;ti 

' 2 

o •• c 1' ::r 'T 
XX :lJtX 

.t. 2 :t 2 

onde V' 
' 

-i -1 Q 

V' rpcc )T 

o' 
T 

X X 
' 2 

X X 

' 2 

= 

)( e*e' -:l e*e')( e*e' e*e")( o -1 
T ;,

2 
T T lJ1 T T VJ 

XX XX XK2XX XX] 
:t2 1.2 12 12 i2 

= 

e ECV,IJ, e ECV,I), 

-· e EC V) e X = ,p(&)X (/1(.& ) e ECV). 
2 ' 

= 

Agora usando que &Eimodi, e e I, most.ra-se 

facilmente que ECV,D e, 

consequenlement.e [e,p] e ECV,IJ, o que mos:t..ra que OCV,IJ ~ 

ç: ECV,IJ. Por um raciocÍnio id;nt..ico e trocando 

- ' 

• T 
X X 

' 2 

•• e T 
X X 

por 
• 2 

Q Q' 

T e T nas expressoes acima, obtemos lambem o mesmo resultado 
X X 

' . 
no caso dim V = 1. Temos então ECV,IJ = OCV,IJ e, em particular 

R o 

ECV) = CJCVJ. 

Claramente ECV,IJ ~ OCV,IJ e, portanto [ECVJ, 

ECV,IJJ s OCV,IJ = ECV,IJ. 

Resta portanto mostrarmos que ECV,D c 

~ tECV),ECV,IJJ_ Novam9nt.fõP, dr;osde que jR./fll G': 4, para lodo f~· e 

A 

E Spm(R), ve-se facilmente que existem À, e tais qu<> 

2 
À(& -1) = 1. Assim, dado x e V , com b Cx, VJ ~ I, temos: 

o q 

2 -2 2 
ECu,x) ::::: tj;Cs )ECu,Àx)tjJC.e )ECu,-Àx) = [tj>C.e ),ECu,J\.x)J e ECv,x) ::::: 

= 
-2 

[t/>Cc ),ECv,Ãx)J. Logo, para mostrarmos que ECV,D 

~ [ECV) ,ECV,I)J, e s:uf'iciemt.e mos:Lrarmos: que t/>(.&
2

) .e; ECV), 

" t..odoeeR. Bast.a considerarmos x e V 
o 

com q(x) " e R • .s e 

para 

-· 2 01. = C1-.s)q(x) E R e {3 = 1 em (3.1) para Lermos tj>C&) e ECV)• 
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(3.3) Lema -Suponhamos que jR/~j~3, para todo ~e SpmCR), e ~E 

e OCV). Então existe v; e a:. V) tal -· que VJ~VJ = ECu,x)ECv,y)qKc)a 

onde x. y e V , 
o 

.. 
c e R e a fixa u e v. 

Dem..a Desde que v e um vet..or uni modular de V e tp E OCV), temos 

que f.l( v) e uni modular. Consequentement.e, existe w e V tal 
o 

que 

ECu,w)p(v) = otU com a E R, z e v 
o 

Ccf".CII,6.1)). 

Sejam EC v, w)p e = Temos 

- qCv) q(pt(y)) ct,B+q(z), implica ent.ao o = = = o que que '{> (v) = v. 
2 

Seja <P Cu) = ÀU + 
2 

rv + z •• com À, r e R e z' e v. 
o 

Observemos que À = b C <f' Cu) ,<f> C v)) = 1 e o = qCu) = qC<f> Cu)) = r+ 
q 2 2 2 

' + qC:z'). Assim 9 = 6:Cv,:z')'{> e uma isometria que f'"ixa u e v. 
2 

-t -t 
Ainda, tp = ECu,-{3 z)t/1({3 )ECv,z')ê. o que mostra que ECv,w).p = • .. 
= ECu,x)ECv,y')l/>(e')e, com x, y' e V, 

o 
&' e R e e e OCV) que 

fixa u " v. Portanto EC v, w)f)ECv, -w) = ECu,x)ECv,y' + 

-· + ec-w))4>(e" )e = ECu,x)ECv,y)cf1Ce)e. o que mostra o lema, pois 

VJ = ECv,w) e ECV) = OCV:> Ccf .. C3.2))• 

(3.4) Lema -Suponhamos que jR/~I > 6 e~ 9, para todo~ e SpmCR) 

e, 'P = ECu,x)ECv,y)tPCc)e e N, onde x, y e V , 
o 

.. 
c e R e e e OCVJ 

fixa u e v. Então, eKist.em ~t' &
2 

E R* Cque independem de .p) t.ais 

que ECu, e x) e EC v, e y) estão em N. 
• 2 

D<>m.l Escolhendo >.. * e R t.al que 1 e t.emos = 

= e OCV). e N e = 

= ECu,x)E(v,Ci 
-2 2 

.>... )y)ECu,-Àx). ' Usando o f"at.o que N e 

•• 



normali2ado por OCV) e que OCV) = ECVJ Ccl.C3.2)). Obtemos 

2 -2 2 ECu,-x)[p,lji(À )lECu,x) = ECv,Ci-À )y)ECu,Ci-À )x) E N. Agora, 

1->..2 E e 1->..-2 = E " R - Consequentemen~e e 

suficiente mostrarmos que se ECu,x)ECv,y) e N, 

e e R* ~ais que ECu,e x) e ECv,e y) estão em N. 
2 • 2 

então existem c, 
' 

-2 -2 = À + À • 
• 2 

Dados À 

' 
.. 

e À e R , 
2 

Podemos escolher À • • 
2 2 .. 

1-CA.fJ eR. 

consideremos a. e (3= 

À 
2 

.. 
E R , 

.. 
de modo que (:3 e R e 

2 
Desde que ECu,x)ECv,y) e N, e rpcÀ,) e OCV). i = 1, 

' 
2 -· 2, lemos rpc>..,)ECu,x:>ECv,y)t/>(..À. ) 
' ' 

a. Tomando 
2 

ECu,À x) 

' 
E EC V) 

2 -2 = ECu,Ã. x:>ECv,>... y) 
' ' 

E N, i = 1, 

= OCV) Ccf. (3. 8)), obtemos 

2 2 -2 2 ECu,À x)ECu,>.. x)ECv,À y)ECu, -À x) 
i 2 2 i 

= -2 2 
ECu,coc)ECv,À y)ECu,-À x) 

2 • 
E 

2 -2 
& N e, como ECu,À x)ECv.À y) E N, . ' lemos que ECu,a.x)ECv,(:3y) e N. 

Repetindo o mesmo argumento obtemos 

E 
2 ·-'EC ó

2 
) N ~ R" e ~ó 2 ) Cu,ct XJ V,p y e e, como ~ e ~~ E O( V) 1 segue-se que 

2 2 -i = CECu,a f3 >UECv,y)) E N. 

Agora, jun~ando o fato que ECu,x.)ECv,y) e N, 

obtemos que ECu,e
1
x) e N, onde e

1 
= 1 

mostra-se que existe e 
2 

.. 
e R tal que 

Final ment.e, provaremos 

exist.em À • À e R" t.ais que (À2 + À2) 

• 2 • 2 

+ À 2)2 ' (À À )
4

& R". Para tanto, bast.a 
2 ' 2 

f'CX ,X) = ex• + X2)CX" x• ex• + 
' 2 ' 2 ' 2 • 

' 

ct2 fJ2 
E R*. Analogamente. 

a afirmàc:;;;:o, 
' 

ou seja, que 

/ (À À )
2 

e R" e 1 - o! + • 2 • 
A 

provarmos ·que o pcl i nomio 

X2)")X X •• represent..a uma 
2 • 

unidade em R. Mas R e um LG-anel com IR/~I > 5 e ~ G, para todo 

' ~ E SpmCR). Logo e suficien~e most.rar que f represent.a um 



-elemento nao nulo e-m R /(\R ~ R/fl-1 para todo fl, E SpmCR) tal que 

" " 
Se IR/f' I = 7, então f(1,1) " o. Se IR/f' I = 8, 

- - • entao R/f' = lF C CIO, com a + a + 1 = o e r(l,a) " o. Se IR/f' I = 
2 

ent.:;o -= 11, í'C1,1) " o. Se IR/f' I > 11, ent.ao f represent.a um 

elemento não nulo em R/f\-, pois o grau de f' e 12. Port.ant.o f" 

represen~a uma unidade em R, como quer!amos• 

(3.5) Observa~ão - Se trocarmos as hip~t.eses fR/"'I >5 e ~ 9, para 

todo fl, e SpmCR), por 2, 3 e 5 e R* em C3.4) temos ECu,x) e ECv,y) 

estão em N. Neste caso a demonst.racãa ~ an~loga a demonst.racão do 
' ' 

Lemma 5.2 da[!]. 

-(3.6) Lema- Se fR/fl-1 ~ 3, para todo f!. E SpmCR), ex, y, E V sao 
o 

t.ai s que qC x) qC y) " e R , então as isomet.rias 4>CqCx)q(y))T T e 
• y 

Dem. : Comparando as i magens _de u, vez e V, 
o 

= 
_, 

</>{ -qCxDEC v, -xJEC u, qCxJ xJEC v, -xJ. 

tP(-qCX:))AT e ECV) = OC:V) Ccf'.C2.2)) . 
• 

vemos que AT = 
• 

Agora de C1.1), (3. 2) e 4>C -qC x)) .Ó.T e OCV) 

segue-se f'acilment..e qLe 1/J(q(x)q(y))T T e OCV)• 
• y 

• 

Antes de vermos o pr~ximo resultadd observemos que 

se CV,q) e um espace quadrático sobra R, 
' 

tal qus- {X 1 ••. , X ). 
< n " 

uma base est..ritamente canonica de V, a qual sempre exist.e se 

f R/f!. I ;::; 4 para t.odo f!. e SpmCR) C c!'. CII. 4. 5)) I e <y I ••. ,y > e a 
< n 
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corresponden~e base dual, ~ E R", en~ao qCy_) 1S i S n. De f'a~o, 

' 
basta observar que: a)senepare V = CRxéRx) ..L ••• ..L 

...J..CRx éRx), 
n-:l " 

en~ão = 
-i a. c -aqc x. ) x. 
L L+:l L 

+ X. ) • , .. i 2 

= -i 
01. Cx. 

' ' 
2qCx.)x. ) onde a. = 1 

L L+.:l L 
4qCx.)qCx. ) para i = 2k + 1, com 

L L+t 

' b) se n e impar "' v = CRx 4fRx) ..L ••• ..L. 
i 2 

.i.C Rx 'IDRx ) .i. ... J.Rx , os yi e y tT.t para i = 8k + 1. com 
n-2 n-:l n -O :5: k S Cn-3)/2, sao dados pelas mesmas f'Órmulas " y" = 

_, 
= b Cx , X ) X • 

q n n n 

Assumiremos, a partir de agora. que IR/~I ~ 4 para 

' todo ~ E SpmCR) e que a base canonica <x , ... ,x } de V, 
i " o 

considerada no inicio do § 2, seja tamb~m estritamente can~nica. 

(3.7) Lema -Suponhamos que jR/fl.l ~ 4, para t..odo f" e SpmCR), e 

' dim V .2: 7. se ECu,z) e N, então OCV,z. V) ç; N. onde z.V e o ideal 
R 

de R gerado por b Cz,x); x e V. 
q 

Dem.1 Desde que OCV,z.VJ = ECz.VJ Ccf'.C2.2)), temos que OCV,z.V) 

e gerado por 
_, 

êECu,z)ê 

' 

-i 
e eECv,z)e , com e e ECV). Mas ECV) = 

= (l(V) Ccf'.C3.2)), e N e normalizado por OCV), 
~ -i 

entao eECu, z)e E 

e N, para todo 9 E ECV) = OCV). Logo ~ suficiente mostrarmos que 

se ECu,z) e N, então ECv,z) e N. 

x, y 6 v • 
o 

n 
Seja z = E a.x. 

. ' ' L=:l 
"· . ' 

com c = q(x)q(y) e R* e b Cx,y) 
q 

(3. E R. 
' 

Considerando 

= 1. t!9'IDOS .&T X T y ( z) 

&T "T (z) = b Cy,z)x - b Cx,z)y. Mas ECu,er T (z) &T T Cz)) = 
yx q q xy xy 

-i = ECu,.cT T (z))ECu,.cT T (z)) = 
M y y M 

-:t -:t -li 
= C<Pf.~)"T T )ECu,z)C~&)T T ) C<fX:.&)T T) ECu,z) CljJ(.s)r r) E N, 

xy >IY yx y)!; 
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pois ljt:.e)T T e ljt:.e)T T est.ão em OCV) Ccf.C3.6)). 
M y y K 

Obtemos então que- ECu,b Cy,:z)x 
q 

b Cx,z)y) e N, 
q 

para t.odo x, y E V com b Cx,yJ = 1, qC:x)q(y) 
.. 

E R e z E V, com 
o q 

ECu,z) e N. 

Tomando X = X, .. y = yi. t.emos ECu,aixl - /3. Y.) e 
' ' ' 

e N, para 1 " i " n. Para X = X. + Àx,, y = Y. • t.ais que 
' J ' 

bCx .• x.J = O, À E R· q(x) e R* C que existem pois dim v " 8 e R • q ' J R o 

e um LG-ane! com /R/(1../2: 4, para todo (L e SpmCR)) obtemos 

ECu,ÀCC<. x. + fl,y,)) e N. 
.. J J .. 

Considerando z = Ã.Ca.x. '"!" f3.y.), 
\. J J .. 

y = cy. + 

X = com b Cx. ,x) 
q ' J 

= bCx,xk) = 
q ' 

b Cx.,xk) 
q J 

J 

= O C que 

eX!st.em pois dim V 
R o 

.. . 
~ 5), c E Rene R e tal que q(y) e R* Cque 

existe pois R~ um LG-ane! com /R/~/ 2: 4, para todo~ e SpmCRJ), 

t.emos ECu,b Cy,z)x 
q 

b Cx,z)y) 
q 

= E N. Disto 

conc!uimos que ECu,c'ai.xk) E N, para todo c' E R e para todo 

i. k 6 <1 •... ,n}, t.ais que b ex .• xk) =o. 
q ' 

-· = r x .• 
' 

Agora, 

com b Cx,, 
q ' 

tomando z = .. 
=OeyeR, tal 

y = yyt 

que qCy) 

+ .. 
e R , 

X = 

temos 

-· ECu,c'r ot.x.) E N. Portanto, ECu,cOI,x,) E N, para t.odo c e R e 
\. \. \. \. 

1 :S i :S n. 

Tomando 1p = r/J(-qCx.J)h.-r 
' x. 

E ()(V) (c;f C3. 6)) 

' 
obtemos -i -t 

YJECu,cOI.x.)YJ · = ECv,cqCx.J ot.x.J e N para t.odo 1:5i:Sn e 
\. \. \. \. \. 

c E R. Tomando c' 

c' E R e 1 S i S n. 

-· = cqCx.J , 
' 

obt.emos EC v, c • 01. x.) 
' ' 

E N para t.odo 

Portanto, tomando c• = 1 • temos EC v, z) 
n 

= ECv, E01.x.JJ 
' ' \.•t 

n 

'"" n CECv,a.x,J) E N 
\.- t ~ ~ 
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(3.8)Teorema- Suponhamos que IR/f!.l ~ 5 e iJ! 9, para todo r- e 

' 
~ SpmCR) e dim V ~ 7 . SQ N ~ OCV) e um subg~upo normalizado por 

R 

CX::V) e I ~ o maior ideal de R tal que CX:V,I) s;;: N. então OCV,l) ,5; 

~ N s; FCV,I). 

Dem.: Seja 'P e N. De (3.3), existe l.f e ClCV) .. t.al -· que IP'PIP 

= ECu,x)ECv,y)rfJ(e)é G N, onde x, y E V , & E R e ê E OCV) ~ixa u 
o 

.. v. De (3. 4). existem & 
2 

.. 
e R tais que ECu,& X) • e ECv,& y) 

2 

estão em N. 

Observemos que s
1
x.V x. v. E y. V 

2 
y.V e, 

rx:V,x.V) s; N e rx:v.y.V) s; N Ccf'.C3.7)). Consequentemente. da 

màximalidade de I. temos x. V s;; I e y. V s; I. o que implica que 

ECu,x), ECv.y) & ECV.I) :=. OCV,I) = CECVJ,ECV,I)J Ccf.C3.2)). Ist-o 

mostra que ECu.xJECv.y) e FCV.l). 

-· Desde que JP'Pl.f E N e ECu.x)E(v,y) E OCV,I) s; N , 

' 
segue-se que <PC c) é E N. Para z E V, arbit.rario, t-emos 

[ECu, -z) ,.pcc)eJ = ECu,s9Cz) z) e N, pois EC V) = OCV) 

Ccf'.C3.2)), de onde segue-se que rx:v.cecz) z) s;;: N Ccf. C3. 7)). 

Novamente. pela maximal idade de I , temos que C eec z) - z). V S I . 

' -· De maneira analoga [ECv,-z),f/>(.&)91 :o:~ ECv,E GC2) z) G N e, 

-· consequentemente Cs e(z) z).V I ' o que implica que 

-1 
ECu.e e(z) z) -· e ECv,& e<:z) z) estão êm ECV,!). Assim, 

.j;(.t)9 E FCV,I) e, -· como ECu,x)ECv,y) E FCV,!), temos lpl(>lp e FCV,l) 

com 'P e OCVJ. 

Port.an'lo, para todo T e EC V), 'lemos -1 
[ V"f'V' ' TJ E 

E ECV,!) ... como 1p E OCV) Ccf'. (3. 2)), e-nt.~o 
-1 -1 

lp [ lptplp • T ] lp 

-J. -J. -.f. -J. = f>(.y; TVJ)f> (VJ Tlp) c; ECV,!), o quG mo!>:lra quG tp G F'(V,I), 
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' como queriamos• 
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