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INTRODUCAO

Nezste trabalhe apresentamos um estudo sobre
formas quadréticas sobre um LG-anel. Um LG-anel e 'um anel
comutative com elemento identidade que satisfaz o© seguinte
prineiplie local-global: "todo polinomio f e RUX,...,X ] gque
representa tuma unidade em Rn: para btodo ideal maximal n de E,
t ambem representa uma unidade em R". Tais aneis surgiram pela
primeira wvez na literatura nos trabalhos de D. Estes e R.
Guralnick [E-G]l e de B. R. McDonald e W. C. Waterhouse [McD-WI1, o
nome LG-anel & devido a Estes e Guralnick. Como exemplos de
Lé-anel citamos os anels semi-lecais, o= aneis Von Neumann
regulares Cou absolutamente planos) ou, mais geralmente, os aneis
que médulo.seu radical de Jacobson sao Von Neumann requl ares.

Os resultadeos sobre formas quadréticas aqul
apresentados sao oxtenghes aos LG-anels de resultados obtldes por
E. Witt [(Wl, A Pfister [Pfl, C. Arf [A), J. Milnor [M)] e C. H.
Sah [S2] no caso de corpos, por A, Micali e O. Villamayor [M-V] =
D. G. James [J) no caso de aneis locais, por M. Knebush, A.
Rosenberg e R, Ware [I(-R—W]“z, M. Knebush [Knji.z,s e R. Baeza
[B] no caso de anels semi-locals e por B. H. Kirkwood (K], B. H.
Kirkwood = B. R. McDonald [K_MCD]LL3 e H. Ishibashi {I] no caso
de anels sobre os quals todo polin;mio Frimitivo quadrético
representa uma unidade (o= assim chamados "full-rings").

Mo Capftula I, apresentamos a nogzo e exemnplos de
LG-anel e estudamos algumas de suazs propriedades.

No Capitulo 11, introduzimos as nogges de espacos



blilinear o quadrético éobr-a- um LG-anel. Os principals resultadosg
aqui apresentados sac os tecremas de estrutura para espacos
bilinecar a quadrético e o tecrema do Cancelamento de Witt para
espacos quadréticos.

Nea Capitulo IT1I. fazemos um estudo dos anels de
Witt bilinear WCRD e quadratice WCRY  de  um LG-anel R.
Especificamente, descréve-moa os geradores e ideals primos de WCORD
e apresentamos alguns resultadoz sobre os elementos de tcrgZo e
os elementos nilpotentes de WCRD e WqCRD. entre o©os guails o
Frincipio Local -Glebal de Ffister, para espacos bilineares, e o
seu anélogo quadrético.

Finalmente, no Cap{tulo IV, nos dedicamos ao
estudo do grupo ortogonal OCV) de um espaco quadrétlco CV,qd
sobre um LG-anel R tal que dimnv > 3 e dimensac hiperbélica de
V 2 1, Apresentamos uma dgscriggo completa dog geradores de OCVD
e exiblimos uma caracterizagzo dos subgrupos de OLV> que sao

normalizados por XV) = [OCVD,0CVD].
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cAPITULO T
LG - ANEIS

No que segue e nos demals cap{tulos R denctara
sempre um anel comutative com elemento identidade 1. Indicamos
por SpmCR) o conjunte dos ideais maximais de R, por IJCR) o
radical «de Jacobson de R e por Q* o grupo das unidades de R.
Assumiremos tambem, neste capitulo e nos demals, que todo
‘R-module e unitario, que teodo R—élgebra & associativa C(nao
necessariamente comutalivad com elemento ldentidade e que todo
homomorfisme de aneis leva elemento identidade em elemento

identidade.
&1 - Definigges e Propriedades

1.1 Definiggo - Um anel R e dito ser um LG-anel se satisfaz o
seguinte principio local ~global: "Todo polinamio f e R[Xl.....xn]

rjer Frepresenta nma unldade em F}V para todo p o€ SpmCRY,  Lambem

representa uma wnidade em R".

(1.2> Lema ~ As seguintes condigoes sSao equlvalentes:
< 43 R & um LG-anel.

Ciid) Todo f e R[Xi,....x l gque =atisfaz r fCXOrR = R
sl n
RER

representa uma unidade em R.



Dem.: C12 4 Ci1d. Se = chih...xnl e tal que 2'3(X)R = R,
X<h

entao, para todo n e SspmCR3, § fCXOR =R e, consequentemente,
xer” n n
{1} (@} [a]
eyl stem ri,....r e R e X7, ..,X « Rﬂ. tais aque, 1 =
s W
= F X )ri. Disto segue-se imediatamente que existe 1 < | = s

L=d

tal que X'y e E: . Logo, f representa uma unidade em Rn’ para
todo p € Spm(R3I. De (i) segue-se que { representa uma unidade em
R.

Ciid> » (i), Se f € RIX ,....X ] e tal que, para tode p € Spm(R),
f representa uma unlidade em Rﬂ' entac, o ideal de R, I =

= § [fCXOR, e tal que T = R para todo p < Spm (R, o qQue
xer' r b

implica que I = R e, por (ii3, f representa uma unidade em R,

,
COMo quer i amos

A noq;o de LG-anel e precervada por homomorfismos,

1.3 Proposi;go - Se Ré um LG-anel e I S R & um ideal, entao

RAT é um LG—anel.

Dem.: Se f &« R/IIX ,...X 1 e tal que ¥  fCXIRAT = R-T, entao
1 " ){Etn_/nn
existem PSS R e X“h..., x® e R, tais que
g — _
Lfcx'"OF = 1, ou sefa r £CX®D 44 r reX™ = 1+ o,
i=a t
para algum a € I.
Desde  que ¥ fCOOR/JI = R/, temos
XE(R/I)h
que T hCXORAT = RAT, onde h¢X ,...,%X ,X D =
-+ i ™ i+l

2]
XE{R/"T)



= X fCX ,...,X> O polinomio otX ,....X 3 = aX _+

n+d 4 " . i n+2 "+ 2
+ hcxi,.._,xn+13 satisfaz g=h e E-n+2gCXDE = R, pois 1 =
Heh

. (i (L -

= g€0,...,0,-4> + ErgX",...,x",1,00. Mas, por hipotese, R
. 1 Lal
=4

e um LG-anel , logo g representa umé unidade em K, portanto h =

il

5 representa uma unidade em R-I, o que implica que r representa

’
uma unidade em R-I, como queriamosg

1.4 Observaggo = Obsgervemos dque se R/ e um LG-anel, nao
necessariamente R & um LG-anel. Basta tomarmos R = Z, £CXD = X° +
+ 2 € RIX] eI = (pd, para algum nimero primo p. Claramente Z-C(p>

é_um LG-anel (pois e corpaol e, f representa unidade em Z(@, para
todo numero primo g, e nae representa em £ , isto e, Z nao e um
LG—anel.

Contudo temos a segulnte proposigzo:

€1.5) Proposicao ~ Sejam R um anel e I € JCRY um ideal de R. Se

R-1 e um LG-anel, entac R tambem o e.

Dem.! Tomando { € R[Xi.....xh] tal que } thX)R = Rk , temos
HCcR

b fCXOR/T = R/1 e, desde gue R-I e um LG-anel, temos que
HE(RATY

representa uma unidade em R-I. Assim., existem X e (R/ID” e A e
e ¢RAY® tals que fCXD = X, ou equivalentemente, existem X € R e

A s R tals que fCXD = A + a, para algum a €« I. De I € JCRD segue

que A + a € R™ o que mostira que R e um LGwanel.

O seguinte lema nos sera util no que se segue,



€1.6) Lema C[E-GlLemma 2.1 - Seja S uma R-algebra contends R

come sub-anel. Se S e finitamente gerada como R-module, entas S e

i magem homomor fica de uma R—subélgebra de M (R> (= élgabra das
™

matrizes nxn a coeficientes em R). Alem disso, toda subélgebra de

S, finitamente gerada como Rfélgebra e tambem finitamente gerada

’
como R—modul o.

Dem. : Desde que S e finitamente gerado como R—médulo. exi stem um
R-module livre e finitamente gerade F e um homomorfisme
sobrejetor de R-modul os, p:F+5. Logo § = EndECSD & a imagem
homomorfica do subanel A de EndnCFD = MHCR). consistinde daqueles
endomorfismos que induzem S-endomorfismos de S. Agora, toda
R—subélgebra finitamente gerada de S e imagem homomor fica de uma
E—subélgebra finitamente gerada de A (sua pré—imagem). Finalmente
observando que cada elemento de MnCED e raiz de seu palinamic
caracteristico vemos que toda R—subélgebra finitamente gerada de
MnCRJ e, em particular de A, e tambem finitamente gerada como

’
R-modulo, o que mostra o lema.

(1.7) Teorema C[E.GlProp..2.28) - Sejam R um LG-anel, S uma

R—élgebra finitamente gerada COmo R-modul o e T €

€ RIX,....X .Y ,...,¥ 1. Sejam a < 2" o L € & um R-submeodulo.
m B 4 ]

Se para cada n € Spm(R> existe ¢ € L tal que fCa,e ) g™

ent3o existe ¢ e L tal que fCa,od < S.

Dem.:t Observemos primeiro que ¢ = d “A, onde d e L e A e R—-n.
P 4 L fr L fe r



Trocando gﬂ por d X' onde AN's=lmodn, podemos assumir que cﬂ € L,
pois cﬂ = dﬂ D W dnJ\’ s AN = dﬂ)\’ /1 em Lﬂ

Trocandoe £ per Zf, se necessério. podemos assumlir
alnda que fCa.cn? € R-n, pols se fCa,cﬂJ = o, com o < S* o o &
@ R-p, entao a_ifCa.Cﬂ) =1 € R-n e, f representa uma unidade,’
se, e somente se, Zf repregsenta uma unidade.

Come S e finitamente gerada como R-module de C1.6)
decorre gque S5 = A/T onde A e uma R—aubélg;bra de MkCR) e
finitamente gerada como R-modulo. Consideremos uma pré—imagem
a’ e A", de ae L' € A" de L.

Para todo n € SpmCR), Sﬂ = CA/IDn =A 1, logo

n n

existem ¢’ € L' e a & RY tal que fCa’',c 'Da = 1 em A I , ou
n v ~ n v T v

seja, f‘Ca’.c;L)oa = 1 + i para algum i « In. o que implica que

f€a’,e'3x — 4 =1, ou ainda, CfCa’,e’d - i Mo = 1.
o r noon

Assim para cada n ¢ SpmCR), existem c;b € L' e 1’ =
- ET .
= la ' €I tais que fla',c*'d + 1i' € A . Portanto, considerando
i v r n
QCK l-*-lx oY n--—;Y 92)=fcx 9.--.X .Y ,--.;Y)+2. a’eAme
1 m 1 n 1 m 1 n

L = L' I « a™t

» do que vimos acima segue gue para todeo n €
< SpmlR) existe Kﬂ 1= L.f',; tal que gCa'.LﬂJ e uma unidade em A

Logo & suficlente mostrarmes o resultado para A. Assumlremos

entads que S = A e que L € A",

Observemecs que fla,Y ,...,Y 2 € SIY ,...,Y 1 <
i T 1 Tr
< <
< MkCRDIYi""’Yn] = MkCR[Yi,...,Yn]J, o que implica que,
htY ,...,Y 2> = detCfCa,Y¥ ,...,¥ D) e EIY ,...,¥ 1. Agora, por
i n i n 4 n

rd *
hipotese wigte o < L tal fla,c D & & , ara tod
pote exis n n que n n o) o o=

e SpmCR), ou seja, h representa uma unidade localmente. Mas R e



um LG-anel, entac h repraesenta uma un.idade em R, iste :a. existe
c €L 8" tal que det(fla,edd € R*. portanto fla,cd) e S*, o ue

mostra o teorema’

€1.8> Corolario C[E-6] Cor.2.3 - Seja R € S uma extensao
integral de aneis. Se R e um LG-anel, entaoc S tambem o e.
Dem .3 Seja f < S[Ki.... ,Xn] que repregenta uma unidade em Sq,'
para tode ¢ € SpmiS). Queremos mostrar gque f representa uma
unidade em S.

Observemos que, dado n E SpmCR), existe 4 e
e SpmCS), tal gque 9 M B = n e T1= R—n., 'I'2 = S-a sac dois
subconjuntos multiplicativamente fechados de S com 'I‘i & Tz'

Obzervemss ainda que dadeo ¢', ldeal primo de =, se
¢ N T2 * @, entao @ N ’1'1 # B, De fato, se ¢ m T1 = @, entao
n' = " MR & um ideal primo de R contido em n, e pelo teorema
"going up", ¢' &€ ¢ que e uma ccntra_dir;zc pols ' M Tz N
Logo,de [Bel Prop.8, § 2, Chap 2, segue gue o©os subconjuntos

multiplicativos T1 e ".['2 tambem satisfazem o seguintea:

(x)"para todo L & T2. existe s € & tal que st = Tl".

Observemos tambem que se I & S[xl..-.,xn] entac
f R[Yt.. .- ,Ym.}{l,. .. .Xn] onde os Yt e € szo os coeficientes de
f. Podemos entao nos restringir ao caso em que S = E[Yi.. .- .Ym] .

que o finitamente gerade como R-modul o. Agora, para todo nh =
e Spm(R), existe ¢ € Spm(S) tal que ¢ N R = n, e f representa uma

unldade em Sq,' isto e, existe cq' < SE» tal que se a =

»
= CY;" .. .}“mb e S, f'Ca.c¢J 'S S@. Do (%) decorre facilmente que



existe ¢ e S tal gque fCa,c D e s e, do teorema (1.7) segue que
i e n v

f representa uma unidade em S, como queriamosg

€1.9) Teorema C[McD-WlTheoremd - Seja R um LG-anel. Se L & um
R-modul o projetivo, finitamente gerado e de posto constante, entao

L e um R-module livre.

Dem.: Desde que L e projetive e finitamente gerado existe n € N
tal que R" 2 L & Q, para algum R-module Q.

Sejam n:R»R", a projegag em L com pnuclec Q e M a
matriz associada a n.Sejam X = CXHD. 1 £41i, J £ n, uma matriz de
indeterminadas e X° a matriz dos cofatores tal que XX° =
= det.CX)In onde Ih denota a matriz identidade nxn., Sejam m o
posto de L, gCKHD o polinamir::n que e o determinante do bloco mxm
superior a esquerda de XMX® o £CX, > = gC¥ ddetCX, 3.

Dade n € SpmCR), ambhos os modulos L ) Qﬂ S20
L ® Q.

r rn n
Escolhendo uma base para R;. compat.{ vel com esta decomposi c;o,
' o]

temos que a projecac sobre L tem matriz m . Se Cc. 3 e a
i O 0 L}

livres sobre o anel local Rﬂ' diml_n = m e R

matriz de mudanca da base canonica para a base escolhlida acima,
L'l #
entac glc L > = (detle L ™ e uma unidade e, consequentemente,

ch,‘j.‘) = R:. Mostrémos entao que f representa uma unidade
localmente e, desde que R e um LG-anel, f representa uma unidade
em R, isto e, existe Ca;jb €. M CR) tal que fca, > =
= gCai_deetCat ,j:) © R*. Entao Cai_j) e inversivel e o bloco mxm

superior a esquerda de M' = Cat‘jJMCat‘j)_" e inversivel.



Fazendo a mudanca de base de R" dada pela matriz

CaHD. temos que a matriz da projeg;c sobre L e M'.
Sejam F = R” x <O> e p: R -F a projegzc com nlcleo
{0 2 RO, Entae F-R" Zgr" RF, tem matriz inversi@el.

Consedquentemente p| :L+F e sobrejetora e, desde que F e um

TCR) =L
R-m&dul o Iivre, a sequ;ncia exata curta 0+Kerp|L+L+F+O ¢l nde.
Partante L & F & K para algum R-module K. Finalmente observemos

que Lﬂ o Fﬂ sac livres de dimensac m. © que implica que Kﬁ = 0

para todo n € SpmCR), ou seja K = 0 e L 2 F que b livreg
5 & = Exemplos

Podemds ver imediatamente, a partir da
d&finiggo. que todo corpo ou mals geralmente todoe anel local e um
LG-anel.

No teorema seguinte mostraremos que todo anel Von
Neumann regular e um LG-anel. Recordemos que um anel Von Neumann
regular R @ um anel caracterizado pelas segulnteg condigges
equi valentes:

‘"Rﬂ b corpe para todo n e SpmCRY ",
-"Todo R-module e plano™.

Observgmcs tambem que, se R e um anel Von Neumann
regul ar, entac as seguintes afibmagges sae verdadeiras:

—"SpmCRD e Hausdorff, compacto e totalmente desconexo
Ccom a topologia de Zariskid".

~"0Os abertos basicos de SpmCRD sac tambem fechados".



-"Todo ideal primo & masxlmal .

—“R e iscmerfo a um sub-—produto direto de corpos®.

(2.1) Teoremal{G-WlPrap. 3> - Todo anel Von Neumann regular e um

LG-anel.

Dem.: Sejam R um anel Von Neumann regular (VN-regular> e f €
e RIX R X1 um poli nomi o que repregenta unidade localmente,
La] .

Assim, dado n € SpmCR) existem a € R e A, <, ﬁt € R-n, 2 =1 = n,
A Y

ol al :
tais que f‘(_i,...._h) = ——— & R.. Tomando X = ==, 1 € i £ n,
B 2 c o i Zi.
1 n
N
podemos escrever CZi...an} fCXi,....an—gCYi,....Yn,Zi,....Zn),
para algum N € N. Desde que B, +--++B, € R-n, temos CBi.,-ﬁnDN e

e R: e, consequentemente podemos afirmar gque dade n € Spm(E),
existem P N B, Xy ©, ﬁi,....ﬁn e R—n tais que
CH) eglol ,...,8 +f8 ,...:8 D = X,
1 n 1 2]
Considerande SpmCR) com a topologia de Zariski,
indigquemos por X a familia de abertos & < EpmCR> tais que existenm

ad,....0 e ReX, c. .....8 €R - U n =zatisfazendo (3.
i n 1 ™
et
Desde gue para cada & € SpmCR), existem a, € R, A,
1

c, ,QL e R—n, 1 £ 1 £ n, satisfazendo (%, temos que n € # € X,
onde & = {np & SpmCR); KCBI..-Bn & ny, que & um aberto basice de
SpmCR). Azsim, X contem uma cobertura do Spm(R) por abertos
bémsiccs. Mas, Spmik> & compacto. Logo, existem .m_fi,.....wit aom X,

t
abertos basicos de SpmCRY, tais que SpmCRy= U o, .

=4

Conglderandoe que o= abertosg basicos de SpmC XD sas



tambem fechados, a diferenca entre dels conjuntos abertos =

fechadoes © um aberto, s & € X & &' = o @ um aberto, antam d' = X
n J 1
e, escrevendo SpnCRY= U < n . ~- U atll.'). temos que
L
=1 . {k:i i k L=4
1 PR 1
1 i LAy
ikefi,...f_t> Lk

SpmCR> admite uma partigzc finita de abertos de X.
Seja (B .~ 1 £ 1 < m>, tal particao. Entac existem
1 L4

m
idempotentes ortogonals, SRR E. tais que T e = 1 e cada
nr

L=1

B = {n < SpmCRd; e & n> Cef [Bol Prop 15, §4, Chap. IID.
18

Para cada i = 1,....,m, existem A veen & R e
Ny ¢, 8B +....8. & R - U n satisfazendo (%. Considerando,
1 8 i mn

ne®
m v e m
ara 1 = = n. a> = e o, . o= eg. ., < = e c ,
p ‘j ) i,:zt L AR '8] 1.=z‘l LB]L ‘?1 1 1
rr ' . h
PN =T a XA e, ugando o fate que o8 »  sac idenpotentes
L
=4 ' ¥
ortogonais, obtemos c'gCa;.....a’, ﬁ;,.-.,ﬁ') = A’
n lal
Notemos que o , ¢ & U pn, para 1 £ i €< m, logo
1 L M££
ec’ = ec & U n e, consequentemente c’&€ U n, pois
b neR el
1 18
R -~ U n & multiplicativamente fechado. Desde que 81 =4 =
hel.

L

£ m> e uma cobertura para SpmlR), temos ¢’ & o para tedo p e

k. -
< EpmlR> o que implica que ¢’ & R . De manelira analoga mostra-ze

o’
J
'3
que 8" e A' e R, 1 =j = n. Assim i € R e, conseqguentemente
J .
J
a‘l “rm PN » .,
r [—F;*I. s ﬁ’J = o> e« R, isto e, ' representa uma unidade em Fe-
™

{2.2) Corolério ~ (i3 Todo anel semi-local é um LG-anel.

10



C1io Todo anel de dimensao Cde Krull) zero & um LG-anel .

Dem.s C(i2. Imediato, pols se R e um anel semi-local com ideais
maxlmals o oo entao R/JCRY & R./n,1 . ..® R/ﬂré Von Meumman
regular. Logo (1) segue-se de (2.12 e (1.5,
Ciid. Segue-se de €1.8) e (2.1) e do fato seguinte:

-"R e um anel de dimensac zero se, e somente se JC(R) e
nilpotente ¢ R7JCRD & Von Neumman regular”. C[G~Wl. Lem. 1.CeclD.

Mostremos entac essa equival;ncia.

Se JCRY) e nllpotente, entaoc JCRY € pn, para todo
ideal primo p de R. Logo R e RAFJCRD tem a mesma dimensac e, desde
que num anel VYon Neumann regular todo ldeal primo e mawximal,
temos que R tem dimensaoc zero.

Reciprocamente, se R tem dimensao zereo, entao todo
ideal primec de R & tambem maximal e consequentemente JURD
colncide com © nilradical de R que e um ideal nllpotente., Para
provarmos gue RAJCRD & Von Neumann regular, podemos supor, Sem

0.

perda de general idade, que J(RD
Moz tremos gue Eﬂ e corpo, para todo n &€ SpmCRD.
Desde que R tem dimgnsgo zero, témos que En’também

tem dimensac zero e, por conseguinte, nRﬂ e nilpotente. Por outro

lado, se é = R{z e nilpotente, ontan existe o e P-n tal oue o =

LA 3

= 0, para algum n > ©, Jdonde segue—so Qe Cerd” = o A" = 0, ou
seja, ai e nilpotente em R. Como assumimos que J(R) = C e R tem
dimensac zero, temos oh = O, o gua mostira que % = 0. Isto mostra

que nRﬂ = 0 e, portanto, Rn’é cor pog
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ODutra classe de exemplos e obtida a partir da

propoesi c;go seguinte,

a.3) Proposig;o - Se R & um LG-anel, entao R [[(X1) tambem o e,

Deom. ? Leolam & = RIIX1) o CY ..., D & 2IY ,.... ¥ 1 com
. 1 N i o]
L fCYdS = S Entac, existem (Y ,...,¥ > eS8, 1 =i =r, e,
Yes r
ai,...,ar e S tais que i_'f‘: fCYu""'YLn)at = 1. Desde que
SIY .....Y 1 = RLY ,....Y ¥[X]1]1, temos fey ,.. .Y 2 =
1 ™ i n 1 2]
00 )
= P CY ,...,¥ X", comf e RIY ,...,Y 1.
C 1 i |53 1, 1 | 3
L=0 ,
Do fato que zf‘CY,‘,...,Yi I)a_l = 1, segue-se gque
i=4 - "

o terme constante da serie a esquerda na igualdade acima e igual

r

a 1, i=sto ér, r f cY® R Sl - = 1, onde Y?, a a sao o
L= =] t i in 1o 1] Lo
termos constantes das sériec_: Y,j =) :3.‘L respectivamente, Mas f €
1 (]
e RIY ,...,Y 1 e a. € R, entac [ f CYIR = R, de onde segue
1 ] 1 YERn o
gque f representa uma unidade em R, ou seja, existe CY':.. LYY e
o F ™
n » . o o
e R e A & R tals que £ CY ,..., Y2 = A . Portanto, existe
=] (s 1 LAl fa]
CY ,...,¥Y> = ¢¥7,.. . ,¥ & 8§ tal que fCY,...,Y> = X +
i ™ i n 1 il <
w . % ’
+ ¥ f‘,CY:,. LYY e s, o que mostra que £ e um LG«anel.
. L N
L= 4

Concluiremos este parégrafo fornecendo um metodo
para a construggo de um LG-anel a partir de um anel comutative

qual quer. Para tanto necessitaremos de al guns resul tados

12



auxiliares.

g .
(2.4) Definicao - Sejam R um anel e f(X> = T xix" e RI[X]1. Dizemos
L=0

que f e um polinamio primitive se o ideal c(f> gerado pelos
coeficientes A de I e igual a R. Dizemos que R 3zatisfaz o
. L

eritério primitivo se, todo polinomio primitivo de RIXI

representa uma unidade em k.

C2.5) Lema C[McD-WlLemmad ~Seja F um anel que satisfaz o ord bard o

n H ~
primitivo, Sejam f‘if;)(?) = LA X', 1 £ 1< m, polinomlos tals que
. 1
170
TA B = R. Entac existe \ € R com E[f CAOR = R.
T L

1] L=t

.
Dem.: Seja r um numero inteiro maior que os graus de todas as f,
: 1

™m

1 £ i £ m. Considerando gCX)=£I‘_(XDXPL. temos que todos o A
. i ij
L=4

230 coeflicientes de g; logo g & um polin;mi,o primitive de ROXI.

Consequentemente g representa uma unidade em R, isto e, existe
m i »
A e Rk, tal qgue, gliAl) = }:f_tChDJ\n € R, o que mostra dque

L=1

f CADR = Ry
i

T o IE

i

(2.68) Lema ([McD-W] Lemmad - Seja R um anel que satisfaz o
eriterio primitivo. Seja £ e R’[}(i.. .- ,Xn] tal que <cCf> = E. Entao

f representa uma unidade em R.

[a ] o
Dem.: Podemos escrever (X ,....X> = F £CXOX % .. X", onde

™ g
[a |
o = Cai,.“.a d}. Todos os coeficientes de aparecem como

™
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ccoet'icientes dos fcx’ o que hostra que oz pol inomios f‘a satigfazem
as hipéteses do lema (2,52, Consequentemente existe Kt e R tal

que § f‘aCJ\i)R = R. Agora, f'C)\i.}{z,...,X) ainda satisfaz a
™
ol

hipétese, loge o resultado segue por indugzo sobre © numero de

variavei s.

(2.7) Proposiggo (I MceD~WIiFrop.D> - Fara um anel 15 sac
equi valentes:
¢ 1> R satisfaz o criteric primitivo.

€113 R e um LG-anel com corpos residuais infinites.

Dem.: Se n € SpmCRD e tal que |R/nl = m (isto e, a cardinalidade
de ER-p e m, entac o polinamir::n primitive X" - X € RIX] e
identicamente nule em R/n e consequentemente nac representa
unidade em R. Logo (1) implica que o corpos residuais de R sao

infinitos. Agora, se f F:[}{i.. .- .Xh] representa uma unidade
local mente, entao cCf) = R, polis ch)ﬂ = Eﬂ para todo nn € SpmCRD.
DeCid e (2.6) segue-se que  representa uma unidade em B, ocu
a2eja, que R e um LG-anel.

Eeciprocame-nte. cse f € RIX] o primitive entac f e
nao trivial modulo 1y para todo e SpmCRE) e, desde gue os corpos
residuais de R sao infinitos, f representa um elemento nas nulo
em R n = Rn’./an, para tedo n € SpmCRY. Consequentemente f

representa uma unldade localmente 2, desde que R e um LG-anel, f

representa uma unidade em R.
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Conslderemos agora um anel comutative R e
observemos que © conjunte T = (f € R{X]; ¢ e primitivol> e
multiplicativamente fechado; isto é. para dquaisquer f, g € RIX]
tals que <(fd = <(gd = R, tem-ge tambem cCfgd = R. Para a
verificac;;c disto e suficiente nos restringlrmnos ao caso em gque R

& um anel local com ideal masdmal .

m . n . n
Se ftX) = T o X e gtXd= ¥ g X' saoc polinomios
=0 izo "
satisfazendo c(fd = eCgd) = R, entac existe algum 0 £ { £ m e
algum O = j £ n tais que aiﬁj & n Sejam r = pin{0 £ i = m;
a ®# > e s = mndl £ § < n; B & n £ facil ver que o
m+n .
coeficlente S e’ do polinomio C(fgd(X> = T[T cixt. nao pertence ao
' L=0

ideal maximal n e, por conseguinte, cr+a e inversivel em R, © que

acarreta cCfgd) = R,

(2.8) Proposig;o - 0 anel de fragges RCXY = T CRIXID> satisfaz o
eriterio primitivo. Alem disso a :uﬂicaggo canonica 1:R-RCXD,

dada por iCA) = A1, e injetiva.

Dem.: Se £CY¥D aLCX:)Yi e RCXILY) e tal que cCfd = RCXD, entao

n
o117

L

podemos supor, sem perda de generalidade, que o (XD & RI[X] para

O = i 2 n, pols © produto dos denomlnadores e uma unidade em

RCXD.
De clf) = RCX), s=segue-se que existem elementos
m .
¢ € T e Bi < RIX}, O = i = n, tais que T GLCXDﬁ?CXD/C‘CXD = 1,
. i i
i=0

™
Multiplicando esta igualdade por n c£CX3, temos que existem ﬁt =
im0
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n
L aiCX)ﬁLCX) T, ou seja, h
L=0

 RIX1l, O £ 1 £ n, tals que h{XD

e uma unidade em RCXD.

n
cCh) = ¢ UcCaiD) C= 1deal
L0

Obgervemos que R

gerade pela uniac dos cCont)). Assim, tomando um numero inteiro s,
major que o maxime dos graus dos o (X3, 0 £ 1 % n, temos que
i .

FEX®

2] . . ™ .
T aiCX)Xm'e tal que cCfCX®) = ¢ U eCa D) = R, isto e,

i=0 L=0
s

£CX® e primitive. Portanto, existem A € R e Y = i:'— € RCXD tal

que CY> e RCX)*. o que mostra que RCX> satisfaz o criterio

primiti\}c.
Finalmente mostremos que 1:R+RCXD e injetiva. Dado
m -
a € R, se ? = 0 em RCX), entaoc existe fCX3 = r BiX" e T tal que
L=O
fCXda = O em R[X]. Disto segue-se gque 'Bi.a = 0, 0 £ i £ m e,
considerando que c(f) = R obtemos a = O.

E -]



CAPITULO IT
Bi1CRY e Quad(R)

Neste cap.{tulo trataremos com espagos quadréticos
e bilineares =sobre um LG-anel R e apresentaremos alguns
resultados baslcos da teoria como os teoremas de decomposiqgo =3
teorema do cancelamento para espagos quadr aticos. Alguns
resul tadoes deste cap.{tulo, sobretudo nos parégrafos 1.2,3 e B
valem para um anel comutative com elemento identidade 1 em geral,
e estao demonstrados no texto de Baeza [B); aqul somente os
enunclaremnos.

Raeza [R] define a= hc-r;geq da espacos qtlaf:lr;;t.icog
e bilineares sobre um anel K na categoria dos R-modul os
projetivos finitamente geradoz e de posto constante com as
operagges olsoma diretad e ®, (produto tensoriald. Como os
principails resultados deste capftulo Cque se encontram nos
parémgraf‘os 4 e B) sao scbre espaces quadréticos e bilineares
sobre um LG-anel e, neste caso, todo R-modulo projetivo
finitamente gerado de posto constante e livre Cef.€I,1.9D), por-
conveni;ncia de redar;gc, trabal haremos desde o iniele com a
categoria dos R-madules livres de dimensac finita sobre R.
Denotaremnoes tal categoria por LCRD., Exceto quando mencionade o
contrario, o 2ignlflcands  <empre GDR. Para cada V « LCE),

denotaremos por v o R-médulo dual HomRCV,R) e LCRD.
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§ 1 - Definic¢oes

C1.1> Def‘inicgo - O par (V,b) consistindo de um modulo V e LCRD e
uma forma bilinear simetrica b:VxVaR e chamade um module bilinear
sobre R. Um modulo bilinear <¢V,b) e dito ser nao singular ou
simplesmente um espaco biltnear, se a furu;go db:V-oV*, dada por
dbeD = bl{x, 2, para tedo x € V , for um isomorfismo de
Femodulos. Uma tsometria entre dols modulos bilineares Cvi,bib e
CVZ.bzb e um R-isomorfismo P V1;V2’ satisfazendo bic X,y) =
= bztgxx.‘),epr)J para todo x,y < Vi. Quando existe uma isometria
entre CVi,bij e CVz,bz) dizemos que oz medules bilineares sao

isometrices e denotamess O .b‘il ~ OV .by) o simplesnente o~ b
A ? i

[ - -

S CF,bY = um modul e bilinear sobre R e {xi.. LWk
. ™

e uma base de ¥V, entac a forma bilinear b e determinada pela

g

matriz Cb 3=Cblx,x233,i< 1i,j< n , pois blx,y>= ¥ b oap,
Ll t o) L=t Ly v )
gl ™

onde Xx =FPoax e y =} PEx.. Reciprocamente, para cada matriz

L%

L=4 j=4 U

simetrica m x n, ¢b 3, sobre R , obtemes uma forma bilinear

LI

simétrica sobre V dada pela mesma formulz descrita acima, e o
modulo bilinear CV,b) e nao singular se, = somente se, detCb, > &

uma unidade =m R.

1.2) Del’inicgo - Uma formo qum'_iréit. Lca zobt» um modulo V e LCR) o
uma funcao q: V+R satisfazendo as seguintes propriedades:
Ci D gtao = A%qCx) , para todo x &€ V e A e R

Ciid b (xy> = qix + y> - q00 - alyd; x.y € V & uma
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forma bllinear simetrica em V.
O par (V,gd e denominade um medulo quadrr:ztico
sobre R e CV,b O denotara © modulo bilinear associado. Se CVib D
e nao singular dizemos que (V,qd e nao siﬁgular ou simplesmente,
& um &5 DGO quadrc'xt iceo. Uma {sometria entre dois modulos
quadréticos CV‘.qi:\ e CVz,q23 e um R-isomorfismo P vigvz.

satisfazendo q1CxD = qz(Zqux)) para todo x de Vi. Quando existe

uma isometria entre CVi.q‘D @ CVz,qu. dizemos que o= modul os

quadréticos sao lsometricos e escrevemos Cvi'qgj 2 Cvz,qzi) , ou
simplesmente q,>9q,- Observamos que se q,> q,. entac bq ~ b .
q
4 2
. - £ 3 -~
(1.3) Observacao - Se 2 € R, existe uma correspondencia um a um

entre os modulos bilineares e os modulos quadr aticos sobre R.
Esta cor regpondgnci a associa ao m::adul o bilinear (V,bB> o m;::dul [
quadréti co CV.qb) onde qux) = —-—;—be.xD; x = V e recliprocamente,

ac modulo quadf&tico (V,q) corresponde © medul o bilinear CV.bq).

Ve—-se imediatamente que q. =q e bq b.

q b

Consideremos agora um modul o quadrético CV,qD

sobre R e {xi.....xh} uma base de V. A matriz Cai-j:), 1 2i,j = n,
onde a = b (x ,%x ) se 1 # ] e a = qls ) e chamada a matriz
ij e i i Li i
dos valores de g com respeito a base {xl....xn} e determina
I n
completamente g, dJdesde que para todo x = Fax € V, qlx =
i L L
=g
= v a ,a_aj . Por esta razao podemos identificar a forma
1Si, e T

quadr;tica q com sua matriz de valores Catjb. For exemplo se V =

= Ru @ Rv com gqtud=o, qivd=F e quu,v)=1. temos g= [a L

1 ] A matriz

ie



dos valores de CV.bq) o [iaz‘ﬁ]' logo CV,q e nao singular se, e

somente se 1-4a8 e R*, Denctaremos este particular espago

quadr.;tico por [o,8l. Se 2=0 em R, todos oz espagos quadréticcs

ia, Bl tem o mesmo espag¢o bilinear associado [f (1)], isto mostra

que em geral dols espagos quadr:;.t,icos nao isometricos podem ter o

mesmo espa¢o bilinear associado.

1.4 Observacao - Se = tem caracteristica =, entao
qux,x_‘) = 2l = 0, para toda forma quadrética q sobre R. Logo,

se LV,qd & um espagd quadrético sobre R, entao dim_V e par.

R

Denctamos a categoria dos espagos bilineares sobre
R peor BilCR) e dos espacgos quadrétlcos por QuadCR), onde os

morfismos destas categorias sac as isometrias.
§ 2 - Operagoes em Bil(R) & Quad(RD

(2.1 Soma Ortogonal - Para CVt.biD e Bil(R), respectivamente

CVi.qLD e QuadCRy, i =1, &2 deflinimos:

i

CV.,b 2 1 CV_,b_ D v @V _, b, Lb_D,
1774 2" 2 1 2 1 2

CVi.qij L CVz.qu CVIGD Vz,qu. qz).

onde (b L bJCx + x,y + y 2 = bix,.y3 + bix,y)> e
= + i =

(q, L t:[z)cx1 + %0 q,Cx 2 qtx,J, para todo X Y & V., 1

1
=1, 2. E imediate que b . b, eBilCR) e q L g, € Quad CR).

2.2 Ac;go de BilCR) sobre Quad(R) -~ Dadoes (V,bh) e BLl(R) e
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<V, qd s Quad(R3, definlmos um  novo eSpaco quadr:;t.i co
CV,b) & (V',q) = (Ve V',b ® g,

onde (b & q2(x & y> = blx,x0qCy>, para todo x € V e y € ¥V'. 0O

espagae bilinear associado é. ezte espaco quadrético e o© produto

tengsorial CV,bd> @ CV’,b D como definido a segquir,
q

(2.3) Produto Tensorial em Bil(R> e QuadCR> - Para CVL’b1> &
= BilCRY, 1 =1, & definimos:

CVi,b1) ® CVz.bZD =V, ® Vz.b1 ® bzl).
onde Cl::1 ® 1:121)(:.}{1 ® X,.Y, @ yzb = bif:xi.y‘)bz(:xz.y_z), para todo
Xt'ytevi"i':i’a'

Para V ,q.2 € Quaddkdy, 14 = 1, 2, existe uma
1 1

isemetria ¢V ,b 2 © ¢V ,g.5 =~ (V ,q 2> ® (V_,b 3, a qgual nos
1 «:[1 4 2 i 1 2 q2

permite definir, a menos de isometrlias o espaco quadrético

CVi,qiD o CVz,qZD = CVi.bqi) ® CVz,qZD_
As oper—aqSes vigtas em C(2.23 e (2.3) denctamos,

-

abreviadamente, por b & g, l:>1 @ bz & g od, respectivamente. E
factl ver que, para estaz oper aqges ' valem Ca menos de
isometrias) a associatividade, a comutatividade e a

distributividade. Por exemplo, para b € BilCR), q,-9, € QuadCR),

vale (b @ qi)Oqz ~q o b ® qz) = b ® quoqzj.
£ 3 - Extensao e Contracao de Espacos

(3.1) Extensao de Escalares - SBeja T:R+5 um howmomorfismoe de

aneis. Dados CV,b) € BilCR) e CV',q) € Quad(R), vemos facilmente
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que V¥V & S e V'® S estao em L(S). Sobre tals S-modulos definlimos,
respectivamente, uma forma bilinear b @ £ ¢ uma forma quadrética
q ® S do seguinte modo:

(b ® SD(x@r,y @ £ = 7{blx,¥)Ors,

Cqg ® S0Cz ® s = TCqu)Dsz. o

banCz ® =2,w®rl) = TquCz.wD)rs.
para todo %, y € V, z, w € V' @1, §8 € 5. Vemos facilmente que
b ® § € Bil(S) e q ® 8§ € Quad(R). Definimocs, com isso, dois
funtores aditives e multipiicativos, T BL1CR) 4Bi 1 s e
T QuadCR) +Quadl Sy onde 7Cb> = b ® S e T (q) = q ® S, para todo
b € BilCR) e g € Quad(CRD,

Em particular, temos:

(3.2 Localizaqxzo = Dado n € SpmCR), consideremnos T: E-»R’ﬂ. o

homomorfisme canenico 1Cad= %. para todo a € R. Para oV, €

i : R V .,b D e vV ,q )
e Bil(R) e (V,q) e Quad(R) temos C ,nbp, = Bil Rﬂ-) e nqn. =]

& Quad(k ), onde b C>—c. Yy = bix, ¥) e = =g£'§"—. para todo x, y €
) nr s rs ns s
e V e r, & € R - n Os espagos bﬂ = qu sao’ chamados as

localiza(;ges de b & g em £, respectivamente.

3.3 Redut;;o modul o fn — Para o € Spm (R} e T:R+R/p a prcjeggo
cananica, temoss que para todo (V,b) € BLICRD = (V,q2 € QuadlCk>,

T¥Cb) = BCp) € BilCR/p) e 1Ca) = qlpd & QuadCR-p), onde

BCAYCKR, Yy = blsx,yd = T€b{x,y3d e qlpdix) = gtx) = 1¢ql)), para
todo %, v & V. Oz espagos bCnd e glnd sao chamados as reduc;Ses

modul o n de b e g, respectivamente. Esta reduqzo pode  ser
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definida modulo um ideal I, qualquer, de E.

Considerande o fate gque um module bilinear sobre
um anel R é nZo slngular se, e somente se sSuas localizaqges em
ldeals méximais de R ou, equivalentemente, =zuas redu¢ges médulo

ideais maximais de R sao nao singulares, deduzimos:

(3.4) Proposiqu - Seja (V,b) um module bllinear sobre R. Sac

equi valentes:
¢ id> CV,b? € Bil(RD
C ii> CVﬁ}bn? € BilC(R), para tedo n & SpmCRD

Ciiid ¢Vl 3, bCpn 22 e BilCRD>, para todo n e SpmlRD
Vale um resultado anélOQO para © caso quadr;tico.

(3.53 Proposiggo - Saja (V.gd um modul o quadréticc sobre R. Sao

edqui valentes:
C id V,qd e QuadCRd
C i4id CVn,qn? e Quad(R), para todo np € SpmCR)

Citid VORI ,qlndld e Quad(R), para todo n € SpmlRI

Yejamos agora uma maneira de fazermos a contragao

de espagos.

(3.6 0O homomorfisme transfer - Seja 1:R-+5 um homomorfismo de

anels tal que S e um R-modulo Ccom respeito a 12, livre de
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dimensas finita n. Dizemos que = e uma extensdao de Frobenius de E
Cde grau nd, se existe uma f‘unq:go R-linear, «:8+R (chamada func;::;o
trago) com a seguinte proprledade: a forma bilinear simetrica,
s: SxS+R, definida por sCx,y) = s(xyd, para todo X,y € S e Nao
singular, isto & (8,85 & BLI1CRY.

Conzslderemos agora S uma extensao de Frobenlus de
R com funqgc tragc.s. Dade V & L(S), consideremos ¥V como um
R-module via o homomorfismo i:R+S, e o denotemos por V. Desde
que S € LC(R) segue-se que VR e LCR)Y. Agora definimos, para cada
(V,b> € Bil{S). (resp. (V,g) € (uad(33, o moduls  bilinear
5, CV,bY> = CV ,sobd, C(resp. o modulo quadratico s (V,qd =

=~CVR,scq)). Temos entao:
(3.7) Proposigac - s (V,b) € B{1CR) Cresp. s,(V.q) & Quad(R)D.
Dem.: Ver (B} Prop. (2.8), Chap.Ig

De (3.7 Sedgue—se que s*:BilCS)+BilCR) e
s*:QuadCSD+QuadCRD. onde s*CV.b) = CVa.sobD e S*CV,qD = Cvn,soq),
sao dols funtores aditivos que dac a CGhtFanO dos espagos CV,bBD
e (V,qD) respectivamente.

§ 4 - Subespagos

C4.1) Definicoes — Seja (V,q) Cresp. CV,b)> um modulo quadratico

Crésp. um modulo bilineard sobre um anel . Para cada subconjunto
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E de V, conzlderemnos o ::utnn(m..lul(:: der V, I-II =o{x eV I;n.qt_x,y.!:::u,
para tedoe ¥y & E}. (resp. E'=(x e V; bCx,yv>=0, para todo vy < E>).
Dizemos que dois subconjuntos E, U de V sao ortogonais se B = ut
Cou equivalente U < b, o subconjunto E de V ¢ dito ser
totalmente tsotrépico se E ¢ E @, nNOo Caso quadrelb.t,ic:o se alem
disso qCE> = 0. Um submaddule E € V & um subsspaco de (V,g) (resp.
de (V,bl)) gse E e um somands diretoe de V.

Se temos V = E & U, com U & EL. escrevemnoes V = E |
1 U e dizemos que V & uma soma ortogonal de E e U. A restriggo da
formna quadrética q (resp. da forma billinear b ao subespagoe E £
sV, sera denoctada por CE, q[ﬂi) Creasp. CF, b|ETlIL E claro e =
Y. = E 1 U, entao ¢V,q) =~ CE, q|ED 1 CU, q|U3 Cresp. (V,b) =
o CE,b]EJ & CU,blubﬁ. Un elemente x € V & dito ser estritamente
isotrépiao se Rx & um subegpacy totalmente isctrépicc de V. Um

elemento ¥y & V e dito =ser estirttamente anisotrépico se Ry e um

subespago de V com qCyd & R Cregp. bly,y) e ™.

C4.2D Proposiggo - Seja V € LR um modul o quadra’ttico Cresp.
bilinear>.
¢ id) Se V e nao singular e E € V e um subespago, entic E- & um
subespago e E=E
C1L> Se E € V & um submodulo tal que (E.q| > Cresp.(E,b|_> &

nac singular, entao E e um subespago de Ve V = E B

Dem.: Ver [Bl, Prop. (3.2), Chap. Ig
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Seja CV,bBD um espago bilinear sobre R
Consideremos o ideal de R gerado pelo conjunto {(bix,x0; x e V>.
Se este ldeal e todo o anel R, dizemos que CV,bD e pr-r:':pr- io, caso

contrario dizemos que CV,b) & L‘mpréprio.

C(4.3) Teorema - Seja (V,b) um espago bilinear sobre um LG - anel
R.
¢ id Se CV,b) e préprio. entac (V,b) e uma soma ortogonal de
subespacos de dimensac 1.
11> Se CV,bd> e impreprio, entac (V,b> & uma soma ortogonal
a 1

de subegpagos de dimensao 2, da forma {1 B]. com o, g =

e R, Lt-08 e R,

Dem. : e dimnv = 1. nada h.‘-‘:\ a demonstrar.

Podemos entao sSupor gque d.tmRV = 2. Conslderemos

uma base {xi,. ..y%X ¥ de V sobre R. Mostraremos, primeiramente,
™
m N
que existem L YT ax e w, = Y B_L}{, » elementoa de V, tais que
L L L

p=1 imd
detChCw ,w 3> « R e que, quando (V,b) & proprioc, também e

M -
Desde que E e um

poss{vel escol her W tal que wat,wiil =
LG-anel, basta mostrarmeos a existencia de tals elementos
local mente.

Dado p < SpmcRd, =seja Vb > a localizacao de
CV,b> em p (ef.(3.20). Consideraremos separadamente os casos
préprio e impréprio. |
Caso 1: C\-’ﬂ.bﬂ) . préprio.

De CVﬂ,bﬂD ser prépria Iegue—se Jque existe x g Vﬂ tal que
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b €x,x) € Rr . De €4.8Ci), (V ,b ) =~ CR x,b D L CV_,b D, onde
o r nton o 1’
\.f1 =(C Rnx) . Por si mplicidade dencotamos tambem por bn as suas

rastriqges aos subespagog Rﬂx = Vi. Sea CVi,bn) o préprio, de

. . »*
maneira analoga, existe x' & V1 tal que bﬂcx’.x') < Rn—' Neste
caso, W = X e w = X' satisfazem o requerido. Agora, ‘se CVi.bn)
L") L4 4 *
nao e proprio, existem y, z < V1 tais gue any,ZD < Rﬁ » pois
CVl.bn) e nao singular. Basta entao bLomarmos w, = X + Yy e woT X +
bCx, 20
+ = o X g
Az, com A BCy, 2

Caso &: (V _,b ) & impréprio.
Seja b”, = bei.ij. Desde que a matriz [ v J] e inversivel sobre
i

- b
B , cada linha ou cada coluna de [ - J] gera R_ e, como _'' &
A . n -
_ ) b,
e {!Rn. para todo 4 = 1,...,n e Rﬂ e local, cada linha de [ : J]

1
L
contem pele menos uma unidade de Rﬂ do tipo 1 com i = J.

i

Assim, podemos reordenar as linhas de Cbijj de maneira a termos

b %

i 12

1 1 inversivel sobre R . Izto mostra que existe uma matriz
b n

21 22

1 1

mudanga de base M (que roordena as linhaz de [ i"i] tal que para
1

w = M[x"] e w = M[xz], temos det.(biw .w D) <« R* .
S A (e TS

Agora, se (V,bD & préprio. entao CVﬁ. bﬂ) e préprio
para tedo n € SpmlR). Pelo Caso 1, exdstenm W, W, em V, tais que

=
jold W, .wi'DdetC bl W wjf):) « R, © que mostra - que CV,b2 ~

~ CRw +Rw_.b) 1 CV_.b) onde V, = CRw + szbl Caf. C4.83C1id5.

Mas wai.wi) = R e CIEwr1 + sz.b‘_‘) e nao singular, entac existem
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u, u € Rw +Rw_ tais que bCu ,u dbCu .u ) € Re blu ,ud = 0 o
1 2 i 2 1 1 2 2 i 2

que mostra que C(V,bd) =~ CR‘wi,b) 1 CVi,bJ, com CVl,b) préprio.
Aplicando inducae sobre dim V temos Cid.
Se CV,b) e improprio, do Caso 1 e 2 segue-se que

CV,b) =~ CVi,b) L CVz,b), com r:l:'..rn“\./1 = 2. Consider_ando que se

s

CV,bd e j_mpr*éprio. entao todo subespags de CV,bD) tambem o

L

temos por 1ndu¢gc sobre dimRV que CV,bl =~ CVi,bD A CVr,b)

com dimRV, =2, 1 21 = r. Isto mostra tamf_aem. em particular, que
1

se CV,b) e impr‘épria. entaoc dimRV & par.

Para provarmes completamente (ii) resta mostrar
que cada subespago de dimensac 2 pode ser escrito na forma [;" 1]'

S
com 1-a8 € R . Para tanto, consideremos wi, wz e V, com detlec De
L

»*
€ R, onde ch = wa_‘,ij. 1 £ 1, j = Z. Desde gue Cctj) e

’

inversivel temos que © ldeal gerado por uma linha de Cc_LJ,J e o

anel todo, em particular e, «©

2 = R, o gque e equl valente a
21 22

-

= R , para todo n € Spm (R). Logo o au o =  uma

Ce y o3 ;
21 22 fr 21 22

unl dade em Rn' o que slgnifica que o polingmio hCX> = .. t oL,

representa uma unldade em R'ﬂ, para todo p e SpmCRI. Entao existe

»
v e E, tal quec21+c22yeE.

L]
Temos entao:

2
O + + +
Loy 41 iz : . €14 8c12y S227 C24 227
+
o 1 21 S22 r 1 €217 22Y “22
ou seja, via uma mudanga de base obtemos uma nova base {w;. w;}

*
de Rwi + sz, com wa;, w;) = ¢ & R. Tomando w;' = w e w' = c W

»
1 2 2

k3 -
temos CRW1 + F.’wz.bli LY [o: 1] com 1-a8 € R, como queriamosg

18
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’
Para o caeaso quadratice temncs o segulnte tesrema de

decomposi ¢zo:

(4. 4> Teorema - Seja (V,q3) um espagco quadrético sobre um LG-anel

R, com dimRV = n.

C i3 Be 2 € R‘*. entao existem Ai.....?\n = R*, tals que
CV,@> > [A1 & ... & IX ) Cisto e, (V,q) tem uma base
or t.egonal {xi...-,xn}, com qC:»-:_L) =.;\i. < R*D.

Ciid Se 22 & R*, ent;o n = 2m & axistem Oli., Bi. e R, 1 < i = m,
tais que 1-da 8 € R e (V,@ =~ [a, 8,1 + ... L [o ,8 ]
itsto e, {(V,gq> tem uma base {xt. Y, 1 £ I = my, com

quiD = s qui) = Bi.' bq(xi,yLD =1 e 1 - mt,si kR,

1 €1 2 m.
Dem.: (1) Se 2 € E*, entao CV,bq) e prr:':npri:::. De fato, ze CV,bq} e
imprépric, existe n € SpmCRD t.gl que CVﬂ,qu.‘)ﬂD e impréprio, o
que implica que qux,xD = van, para todo x € V. Mas qux.xD =
= 2gx> e 2 R'*. logo qglxd < f‘eRn, para todo x &« V. Portanto
bq(x,y) = glx+yd — glxd - glyd = pRn, para todo x,y¥v € V, o que e
uma c:c:mtradic;;o. pol = CVﬂ,qu)n) e nao singular Ccof (3, 43).

De (4.33(id> segue-se que existe x € V tal que

b (330 e R¥, isto &, 2q¢x) e R*. Desde que 2 e R, seque-se gue
qi>xd = a <« R* e, consequentemente q = [011] L [011]J'. Agora (i)
segue—-se por induan sobre n.
(112 Se 2 = R*, entao CV,bq) e impréprio, pols caso contrario
existiria x = ¥ tal que qux.x) = 2qglx) = E*. Cef. 04 3DCL0D

Logo, segue de (4.33 Ciid que CV,b D e soma de subespagos de
q
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b *
dimensac 2 do tipo (? é] com 1-o8 <= R . Considerando que

b Cx, x> = 2qCsx?, para todo x € V, © resultado segue-ceg
q

Deste teorema segue-se facilmente que qualdquer

espago quadrético CV,q0) sobre um LG-anel R tem a forma V =
™

> 1 (R & RyD), ou V = [ L CRy = R’y?] 1 CRg), onde b Cx ,y J=
. L 1 . L q L L
L=41 L=4

n

» .
= 1, €1 -~ 4thi)quiJ}quJ e R . Alem disso, poedemos supor que
qlx, 2 ou gCy D e uma unidade para 1 £ 1 % n; pols caso cont.rério.
t 1
existem x;, yi e (Rx, @ RYL) tais que (Rx @ Ry ) = CRx; ® Ry’D e
L 15 L 1

-

qix’ D = E*, 1 21 = n. Observemos que, para que lsto acontega, e
.
necessario e suficiente, que para cada 1 =41 £ n o polinamio
FCX » X, ¥, YO =CX Y ~X Y OCX Y +X Y +20qix DX X +qCy. OY Y O)
1 2 t 2 i 2 2 1 1 2 2 1 L 1 2 L i 2
Cq(}{iJXfw‘-XiYi-!-qu‘)Yf) represente uma unidade em R, poiszs se
L3

fC)\i,)kz.;vi.;fzJ = E’*, entao xi= )Lixi Yy, e y{ = J\EXL VY,
satisfazem o requerido. Agora, com simples calculos mostra-se U
' representa um elemento nac nule em Rop 2= En{nkﬁ. para todo o=
= SpmCR), consequentemente f representa uma unidade em R, Uma
base desta forma e chamada de base canonica para V. Se

* -~
ququCyiD e R, 1 £ i € n, dizemos gque a base e estritamente

canonica.

€4.5) Proposigcao - Se R e um LG-anel tal que [Ron| 24, para todo
n & SpmCRY, entan todo eSPAGO quadr‘éhico =cobire B admite uma base

estritamente canonica.

Dem. : Usando C4.42 observamos gque basta mostrarmos o resultade
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para (V,q) € Quadl{R) tal que= dimRV = 2. Suponhamoz entae que V =
= CRx ® Rx D com qix) = a « R, W=y = 8 = R e b Cx .30 =1,
ou seja, que g = [a,8]. Ze encontrarmos x e« V tal que
qu)quxi,x) = R*e {xl, x> forme uma base para V, entao a base
{xi. x/qux‘.xJ} & estritamente canonica.

Tomando »x = xi + kxz. temos que {xi, x} & uma base
de V se, e somente se, A € R

Considerands hCX) = XCo + X + EX°JC2a + XD e RIX],
temos que h(X2 representa uma unidade em F.’!L para todo n € SpmCR)

tal que |R/p| > 4, pols R /nR = R/n e o grau de h e € 4. Se

[Rrn| = 4, entac Z = O em R<n e, congsequentemente h representa
uma unidade em R{‘b e, e somente se glXd = XCa + X + B}{z)
representa.

Comey grau de g < 3 conelufmos que h representa uma
unidade em Rn para todo n & SpmCR) com |R/p|l = 4, ou seja h
representa uma unidade em R. Logo existe A € E* tal que

L a3+ Ax D é-uma base de V, com glx + xx Db Cx ,x» + 32 =
£ 71 2 i 2 g 11 2

k] s
= € R como queriamosg

£ 5 ~ Espagos Hiperbélicos

(5.1> Definicao - Seja U & LCR). Dofinimos em U & U a forma
, R * * * *
quadratica q,+ Por unx + X J)=x (%), para todo x e Ue x e U . A

forma bilinear associada e dada por bUCx + x*.y + y*) = x*Cy) +

+ y¥(x para todo x,y € U e x .y e U'. De (4.4> Chap I de [B]

#

»* ~ -
temos que (U & U ,qUD e nao =ingular. O espago dquadratico

34
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(U & U*.qu) e chamado o espaGo hiperbéltco aszoclado a U e LIRD e
& denotado por HCUD.

De maneira <similar podemos construir  espagos
bilineares hiperbélicos- Consideremos (V,b> um modulo bilinear
sobre R. Definimos no module V & V* uma forma bilinear simetrica
bv.por vax + x*,y + y*) = bCx,y> + x*Cy) + y*(xj, para todo x,
y € V e x*. y* e V' De Cd4.4>, Chap I de [Bl, temos que
(Ve V,b> «BilCR). O espago bilinear (V ® V', b ), & chamado
O espasgo metabolico associado a (V,b) e denotado por MCVY . Mas,
no caso especial em que b = 0, escrevemos HIVI no lugar de MCVD.
0O espago HOV) e tambem chamado o espogco billinear hjperbélico
associado a V e LCRD.

Observe que em H(U existem dois subespagos
totalmente isotropicos U e UT tais que U = U- o UF = 0" Em

MCV3, em geral, somente V¥ & totalmente isotrépico.

Se U = RBx, entas HIUD = [0,0]. Similarmente, se
b = <o, o Rk, é- uma forma bllinear, entac MCCad) = [:L‘:}l é].Mais
- I
geralmente, se U = in @ ..® Rx , entaoc HIU> = T 8] onde 1 = =
M
1 O ‘ . ;
= o sisto &, HW = [(0,0] 1 ... 1 [0,0] C(n-vezes).
1 nXD

Denctaremos o plano hiperbélico {0,0] por H. Analogamente, temos

para o module bilinear CV,b) = <0t1> L <c¢z> L ... a4 <Ka> =
[ al
= <ot ,...,a >, MCa ,...,a ) = [ ! PR
1 n i n i &) 1 0

(5.2) Proposigao ([B],Prop.<C4.8),Chap I) - Para U,V & LCRD tenos

HCU & V3 = HCUD 1+ VD> e, para qualgquer médulc bilinear cU,b3,

3z



com U = Ui‘LLQ' temos MCUD

12

MCU > 1 Mcu o
1 2

Dem. : Imediata.

O proximo teorema da wuma caracterizagao dos

esSpagos hiperbélicos e metabolicos.

(5.3) Teorema ({E],Th(4.60,Chap. I> - Seja V um espaco quadrético
ou bilinear sobre R. Entac V e hiperbélico Cresp. metabolico) se,
e somente se, V contem um subespaco totalments isatrépico YU, com

U = U". Alem disso, no caso quadrético, Vo~ HCU,

Dem.: Provaremos ¢ teorema para espagos quadréticos. O caso
bilinear pode ser tratado de maneira anéloga.

Se CV,qd e hiperbélico. segue—~se da definicgo de
espagcos hiperbélicos, que existe U como requerido. Agora, se

CV,qd e um esSpago quadrético com um Subespago U, tal que gq(lUd = 0O

e U= U", entdo por [B] Cor(3.8),Chap I, existe E € V, com qCED
= 0, dq:E+U* um isomerfismo ¢ V 2 U & E. Definimos o: VaHCUWD = U @
& U*.por elu + vI = u + quvD. para todo u e« U e v e E.
Claramente @ e um isomorfisme de RE-modulos. Mais ainda, © e uma
isometria de espagos quadréticcs. pois gqtu) = glvd = 0 e qUCpCu +
+ v2) = unu + quvD) = quv)CuD = bq(u.v) =q{u + v, para todo

uelUe vek oque prova o tecremag

(5.4) Carolario C{B] Cor.C4.7),Chap. 12> - (id Para (V.q> e

e Quad(R), tem-se (V,qd> L (V,~gd = HCVD.
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C 1id Para (U,bd> e BilCR), tem-se CU,bd . (U,-bd =~ MCUD.
Ciii> Para P & L(R), CV,gd € Quad(R), (E.,b> € Bil(R) & (U,b’> um
modulo bilinear qualquer, tem-se:

MCUD @ (V,q) >~ HU & V2

CE,b) @ HCPY ~ HCE & PO

HCPY o CV,qd =~ HCP & VD

K

MCU> ® CE,bD

12

MCU @ ED
Dem. : Imediatag
§ 6 - O Teorema do Cancelamento de Witt

0 nosso objetive, neste parégrafo, e provar o
tecrema do cancelamento de Witt para espagos quadréticos sobre um
LG-anel. Para tanto, intreoduziremos alguns resultados auxiliares.

Seja CV,qd um espago quadrético sobre um anel R.
Para quaisquer x, ¥y € V, tals que gix3 = 0 < qux.y) = 0 Cisto e,
y € CRx.q)L 3, indigquemos por ECx,y) a aplicag;o R-1inear,
ECx, y):VaV, dada por:

ECsx,yICzd = z - bq(z,x)y + quz.y)x - qu}quz.x)x. para todo z &
e V.

L= V tem uma decomposi¢§a V =~ CRu & Evd . Vo, onde
CRu ® RvD e um plano hiperbélica e Vo ® O, para qualguer A < R*,
indiquemss por gAY a aplicaqzc R-linear ¢CAd:VaV, dada por:
FEAICUD = Au, KAICVI = A v @ gCAICx) = %, para todo x e v_.

Com simples caleulos mostra-se que ECx,y) e #0320
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o

sao isometrias de V. A aplicaezo ECx, ) & chamada a LY dns uer G oo

de Stegel.

(6.1> Lema - Sejam R um LG-anel e (V,g) e Quad(R) com uma
der:omposi:;go V ~ (Ru & RV} .1 VD, onde (Ru @& Rv) e um plano
hiporbé-ltco e VO = 0, Seja ¥ = ou + 8y + =, o, @« F &z « Vo. Lim
vetor unimodular de V: igto &, qux,Vﬁ) = R. Assumamos uma das
seguintes condiqges:

C i3 |R/nf 2 3, para todo n € SpmiR>

€11) x e isotropico.
Entac, existe Y e Vo tal que ECu,yd(x) = a’u + Ay + z' com a' €
E'R* ez’ eV

D.

Dem.: Seja {xi,...,xn} uma base de Vo. Temos entao b Cu,xt) =
=]

= b Cv,x 3 =0 para 1 £ 1 € n. Queremos encanhtrar y =
q i

L

i1~ >

AX &V
i L 1 (=]

»
tal que Ca + b Cy,zd - qlydpdr e R, pols ECu,yl(x> = Ca +
q

+ quy,z) - qgly2Bdu + Bv + (z - By). Ou seja, queremos mostrar

2] ™
£CY ..., = + b Cz,x ) - .
que . an a ‘E qu x, Y_L g . E b Cx. x},)YLYJ, =
L=4 b, j=1
= E[Yi.. .. .Yh]. representa uma unidade em R.

Inicialmente, assumamos (i) e observemos que, do
fata de x ser unimodular, temos que x e primitivo, isto e os
coeficientes de x nac sao todos nulos em R-n, para tedo n e
e SpmCR2, © que implica que e um polim?:mio nao nule localmente.
Desde que f tem grau £ 2 e |Rpnf 2 3, para tode n & Spm(R),

seqgue-se gque f representa uma unlidade em !?.r, para tode n e
EA
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e SpmCRY, o que mostra o lema no caso (1D

Assumamos agora €11), ou seja que = e isotropico,
e mostremos que f representa uma unidade localmente.

Seja n € SpmCR>. Se 2 o e entac CO,...,00 =
=T Ao R:. Sa ? = nRﬂ. procuremos determinar vy & Vo tal que
quy.z) - Balyd & nRﬂ. Cbhservemos gque X @ isotrépico, o gue
acarreta a8 + qlz) = 0 e {zRﬂ e, desde que o = nRﬂ. temos qgCzd e

= an,. o que mostra que z = 0 ou 2 a is—otrépico em

CVonL),qC{'eDD. Desde que (VQCfD,qu‘zDJ e Quad(R/d, (cf. . (3.832, se

z @ isctrépico temos que existe y & Vo tal que glyd = 0O e

b Cy,z) =1 em R-n, ou zeja, existe y « V. tal que glyd> = an e
q =]

béCy,zD -1 an’CE/n x> Rn/an?. Assim, existe y & Vo tal que FCyd
= a + b ly,z) - gq(y) e R:- Se z = O, entdo B = 0, pois x
e’pr‘imitivo. Negste caso, considerande que CVOCn.'),quaDj & nao
singular Cef. (3.85)), existe y « Vo tal que qlyd = O, ou seja,
qglyd & an e desde que g & nRﬂ. temos que fCy) € R’:_ Disto

Ssegque-se o lema no caso (iidg

Sejam (V,q0 € QuadlR) e CE,q|EJ um subespago de
CVyqd. Uma isometria, p:E*v.é um monomorfismo de R-modulo tal que

gl 232 = g0, para todo % € E e, CED e um subespago de V.
(6.2) Lema - Seja R um LG—-anel, sejam (V,q) € Quad(R), com uma

decomposiggo como em (6.12, e H € V un plano hiperbélic:o. Entac

existe uma isometria, @:Va+V, que leva (Ru @ kv) em [H.
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Dem.: Seja (i,3j> uma base para MH, com qCid = glj> = 0 e
bq(i,j) =1. O elemento 1 e da forma ou + By + z; a, B s R e 2z &
< Vo. Ugzando o fato de i ser unimodular e isatrézpico de (&.1)

2
podemog supor que a < R .

Observemos que ECv,o 'zdCu) = u - o 'z ~ o 2qCzdv,
e g€id = o8 + qCz> = O, o que implica que B8 = -o 'glzd e,
consequentemente ECv, o 'zdCuw = o Cow - aolqCzdv + 20 = a'i.
Tomando a isometria yw = ECv, adz)¢{03. temos y(ud = i, ou seja,

w leva (Ru & Rvd em CRi & RyCvI) que e um plano hiperbélico de V,

Considerando w = p(Vv) e a decomposicao V ~ (Ri @
@ Rwd L Vi ¢ temos que o elemento j € V pode ser escrito na forma
}= Al 4+ yw + 2 com A, ¥y € R e z' € Vi. Desde que
qui.w) = qui.JD =1 e - isotrépicc. temos que p» = 1 e
A = ~g€z’?. Entac ECi,z'dCwd = w - gz’ + z' = j e

ECi,2"5Cid> = i. Logo p = E(i,2’0y satisfaz o requeridog

A demonstragao do principal teorema  deste
parégr‘afo. que veremos a segulr, fol feita por Knebush no caso de

um anel semi-lecal e posteriormente reproduzida por Baeza em [Bl.

€(6.3) Teorema - Seja R um LG-anel, sejam (V,q} e Quad(kR) e
CE,qIE) um subespago Nao singular de TV,q2. Cada isometrlia o: EsV

pode ser estendida a uma isometria ¢: VaVv.

Dem. : Desde que CE.q]ED e um subespaco nao singular de (V,gd,

temos de (4.3304i13, gque V = E . ET. Consideremos o espago V4

g?



+~E~E 1 -E L E- & MCEY 1 E

A lisometria p:E+V induz uma isometria ¢’ =
= qD.Lid‘_E):ﬂ'iCEJ-rV L -E e, cada extensao g'de e’ a V 1 -E nos da
uma extensao de P a V. De fato, basta cobservarmos que C-Ed = v

em V 1 -E e que 5’1{_5” = p'lf‘m = id(_m donde segue-se gue

;’:'C--EDl 2 C—EDL, ou seja ;’iv e uma extensac de v a V. Assim
podemos supor dque E b hiperbélicc. ou seja, gue E = IH1 d .. L [Hn.

onde IHL = IQuL @ RVt sa0 planos hiperbélicas. A demonstraczo

Segue-se agora, por indur;go sobre n.
Se n = 1 o lema (6.2 garante a existencia da
extensao de . Suponhamos entao que n > 1.

Consideremns a restx‘iggo de o, qajl:EH1 i ..L !}-I'h »V.

FPor hipétese de indu:;zo exlgte uma lsometria, o:VaV, gue estende

P, Entao o 'p:E+V e uma isometria que e a identidade em

L...+. H . Logo a restriqgo de cr_‘t;o a lHn e uma isometria

. L
Como H &= v:.EH1 L...+ H 27 do gque vimos acima
Lal
segue-sa que o e se estende a Lm isometria T de

CIHi 1...L H 12)'1'. loge yw = I T:VaV e uma extensao
—

idl[}ﬂiJ.. .. A

n-4

de 7 a V tal que "HI[H. = Agora, @
1

L...L id[HiJ_.‘..LIH

[atat § n—1

imediate ver que ¢ = op: VaV e uma extensio de p requeridag

(6.4) Carolario (Teorema do Cancelamento de Witt) - Se jam

CV..q. >, 1 € < 3, espagos quadraticos sobre um LG-anel R tais
v L8

¢

que ViJ. V2 2 Vi,i. Va- Entao sz Vg (ou sefja, se q, L q,> q + 9.,

ag



entao q, > qg).

Dem.: Sejam o:V 1 V. -V 1 V uma isometria e 1:V ¥V 1 V a
1 2 % 3 1 1 z

inclusac. Do teorema C6. 3D sedue—-se que ofi:Vi-Vi L Va admite uma

extensas a uma isometria p: VLV sV J.'Va. Portanto a isometria
-1

p = o y: \.’1 4 \:’34'\»’1L 1 Vz satisfaz qolv = tdv , © que mosira gqgue

1 i

el e uma isometria de V. enm V, isto e, V. =~ V., como
v, 8 2 2 3

queriamosy

{6, 5) Observac;;o - O teocrema do cancelamento de Witt nao vale em
geral para espacos bilineares sobre um LG-anel R, poiz =e, por

exemplo, R é um corpd de caracteristica 2, temoz <<1,1,1,1> =

~ <1,1> 41 [? 16] e {1,1> nao é isométricc.\ a [;) 1]. Maz, se 2 € R*

decorre de (1.3) que, o teorema do cancelamento de Witt vale em

BilCR>.
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CAPITULO III
OS ANEIS WCRD e W (R

Neste capitulo faremosz um estude da estrutura do
anel de Witt dos espacos bilineares, W(R), e do anel de Witt dos
espagos quadréticos. WqCRD, sobre um LG-anel . Mais
especlficamente, daremos uma descricgo dos ideals primos e dos
geradores de WCR) e apresentaremos alguns resultados sobre os
elementos nilpotentes & o= elementos de torggo de W(R> e quR).
Em todo este cap{tulo, salvo meano contraria, R significaré
sempre um LG-anel.

As categorias Bil(R) e Quad(R) associamos SGUS.
correspondentes anelis de Grothendi eck, KOCBilCR)) e KOCQuadCRbb
Cef. [Bald, os quais sao chamados, respectivamente, anel de Witt -
- Grothendiechk dos espacos bilineares sobre R e unel
Witt-Grothendieck dos espagos q-uadrézticos sobre R.Tals anéis sao
denotadoes, respectivamente por, QCED ) @qCR).

0 anel QCRD tem um elemento ldentidade que &
representado pelo espago bilinear <15, enquanto gque, se 2 & R*, o
anel ﬁqCEJ nao tem elemente identidade. Se 2 e R podemos
identificar WCRD e i‘vqcm Cef.CII.1.35). Em geral %qcre;w & uma
WCRD ~al gebra.

Se [gl denota a classe de isometria de espago

quadrético q, entas os elementos de de @qCR) saoc as diferengas
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formais [qil [ qzl, de classes [qll e [qzl, onde por defini¢ac

[qil - [Cﬁl = [q;] - [q;J ce, e somente se, existe g e

e QuadCR) tal que q, 1 q; 1L q %'q; L q, L g Respecti vament.e,

temos o mesmo fato em WCRD. Observemos que, nNno caso quadrético,

vale o bLecrema do cancelamento de Wittt e consequentemente,

[qu - Eq23 = [qll - [qzl se, & somente se, q, 4+ 9, =9, L q.
Sejam MCRY = <ibl - [b'] e WR); b e b’ sao
metabolicos> e [MCRY = <[gql - [q'l e ﬁqCRJ; q e g sao

hiperbolicosy. De (II,S.4,01i13), decorre que MCR) e KRY sao
ideals de WCRD e Gchb, resp. Assim, definimos, WCRY = WCRDAMCRD,

o anel de Witi: dos espageos bilineares sobre R e, W (R) =
q

i

‘QqCRD/@CR?. o anel de Wittt dos espagos quadréticos sobre E.
& 1 - Geradores e Ideais Primos de WCR)

Os resultados deste parégrafo e do seguinte foram
originariamente demonstradeos por Knebush [Kn]Q no casoe de um anel
semi—-local.

Para o e=ztudo dozs geradores de WCR) uytilizaremos o

¥ * 2 *x
grupe 6 = R /(R 3" e denotaremos por <a>; a € R a classe de a em

G.
€1.1) Proposicaoc — WCRY @ aditivamente gerade por G.

Dem.: Seja (b)] € WIR). O espag¢o bilinear b 1 i3 e préprio e,

3
consequentemente existem Ao € R talis que b L <{1> =
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~ <ai.....ar> Cef . CIT.4.30D3., Assim bl = [ + <1,-1%]1 =

= [<a1""'0' L1171 = [<a‘>l Lo L <o >1 0 [£-1>] em WCRD
r

r

De acordo com esta proposi gzo. existe um

homomor{fismo de anéis sobrejetor, p: ZIG14WCR), tal que eldlad>d

i

= [<a>], para todo <a> & G. Se K ¢ o nucleo de g, entaoc WCRD

i

= 2IGI K. A préxima proposit;:go caracteriza ovs eslementos de K.

1.2 Proposigga— O ideal K e aditivamente gerado pelos elementos

™ ial
<i> + <-1> e todos os elementos da forma z = z<at> - YLB >,
t=1 i=1
para algum intelro n, tais que <o¢i,. Y - <Bt,- Y > A
Dem. : Claramente os elementos deste tipo estao em K. Agora, seja
r a
z =F<a> - FELR > um elemento K. Trocando =z por -z, se
i=4 " i1
necessario, assumlremos que r =z . Desde que plz) = O temos dque
<t v .., 2] = [<8 ,.._,8>]1 em WCR), ou seja, existem U , U =
S r 1 = i z
e BIICRD tais que <a1.... ,ar,\ L mcuij o <,5‘1, c. .ﬁ‘ﬂ> 1 INCU2). Mas,
dimR[HCU’.) e dimnmCUz'.‘J sac numeros pares, o Jque implica que r - =

’

.
e um numero par 2t.

Sejam E.‘1 = <cxi.....ar> =3 E2 = <Bi...-,Bg 1

1 t<1,-1>. Desde que [E1] = [E!zl em WCRD, temos que EEil - [Ez] =

e CRY o que implica que existe V e BLl CF> tal que [E,] - (E]

[HCVD] em WCRD,istb @, exite V' & BIlCR) tal que E, + V' ~E_ 1
. Mcvdy L V', Mas dimE = dimE e, consequentemente,
dimnﬂ“ICV_‘) = O,istoc @, MCVD = O. Assim, existe V' & BIICEY tal que

<a1,....ar> L V' o~ <B¢""’Bs> i <11 1L V', Somando  <1> em

+2



r - -
amboz o8 lados, se necessario, podemos assumlr que V' e proprio,

ou seja V' x> <A _,...,A>; A e R, 1 £ 1 £ k Cef.CII.4.30D.

fl
-
Q

il
>
=

]
—
+
=~

Tomando o, W ;B = X, s <1 =2r e

1 PR r+k L

= o r < i <€ n temos <o ....,0 > = £ > e =z o=
'Bi. L * * i *“n B!' "Bn

Al T
= LCKL> + <-1D + E<a> - LB >, como queriamosg

i=4d L=1

(1.3) Teorema - WCRD e aditivamente geradoe por {<od; o < R™> com
as segulntes r&laq:gres:
C 1D ¢orA®> = (o>, para todo o, A e R,
¢ iid <a1> +...+<cxh> = <ﬁ‘>+...+<,8n> =e, o somente se,
Co s> M LB B>
iiid <o + <-e0 = O

Civd <od + <B> = <ax + B> + <ofla + B>, se o + g € R

C v <ax<g> = {a>

Dem. : Para mostrarmos que Cid, Ciid, Ciiid e Cvd valem para W(RD
basta observarmos cque WRY 2 2IG]1-K. Para vermos que Civ) vale,
.consideremos © espago bilinear (V,b) = <a,8> com uma base {x,v>
tal que, blx,yd = 0, blx.x) = o e bCy,y) = 2. EnLao bOxty,x+y) =
= + 8 R*. o que implica que existe =z & V tal gque {x+y,z)> S
uma bpasSe tﬁrtogcnal para V, (cf . (II,4.233, isto &, b = <a+g> L
1 <>, onde blz,z2) = p = R*. Agora, comparando os determinantes,
temos oB= o+ 83 pmendl R™2 s iste e, =B a+8 modC Ry 2 pols
Cotd=Ca+@ ‘modCR™>2. Assim, per (i) e Ciid temos: <od + <> =

x {atg> + {ofCat+tfIdg
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Na demongtraqgo da propoai¢go C1.2) mostramos

parte da seguinte propcsigzo:

¢1.4) Proposigac - Sejam E , E, « BilCR). [E]1 = [E,] em WC RS
se, & somente se [E ] = [E ] em WR), e ddim E = dim E_.

1 z | LI § R 2
Dem.: Se [E ] = [E ) em WCRD, entao existe V € BLICR? tal que E,

u

1V ~E 4 V e, consequentemente, dimFE dim E_. Alem disso,
temos E1 1V 1L -V ~ Ez 1 V1L ~-¥Y o que implica que EI1 1L BMCYI Ez L
A HCVD CeonformelIIl.S. 42), o que mostra que [Eil = [EzJ em WCRD,

A rec{proca esta demonstrada em (1.204

Caracterizaremos, agora, os ideais primos de WIRD
usando & fato que WCRD 2 2Z(GlK, onde G = R ARD? & K & bem
determinado em (C1.2); ou seja, usaremos o fato que os ideais
primos de WCRD estao em correspond;ncia 1-1 com oz ideais primos
de ZIG] que contem K.

Para tanto comegaremos por determinar todos os
ldeais primos de Z[G) e, a seguir todos aqueles que contem K.

Seja G um grupo arbitrario de expoente 2, lsto e,
gz = 1 para todo g € G. Se P e um ideal prime de ZI[GI, entao
g=*imedF, para cada g € 6. Loge £[G1F ¢ isomorfo a Z ou a Fp,
onde FP denota o corpo finito com p elementos. Desde que os anéeis

£ FP nac tem automorfismos nao triviais, obtemos:
(1.5) Lema ~ Para cada ideal primo P de ZIG], com P n 2 = {02,
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existe um unlco homomorflsmo de anéis. e £l Gl +ZF, tal que Kerg

= P, Similarmente, para cada ideal primo P de 2[Gl, com P n 2

il

pZ, p um numer o prime, existe um Untco homomorfisme de anels
w:Z(GJ»Fp, tal que Kery = P.

Assim, necessitamos somente desérever oS
homomorfismos p e . Cada homomorfismo de aneis de ZI[G] em Z leva
T em Lt13>. Logo, a r&striqgo plG de » a G, & um caracter
x:G+{*1r. Reciprocamente, cada caracter, y:Ga{*l>, se extende de
maneira Unica a um homomorfismo de aneis e FLG1-2.  Assim,
identificamos ¢ & . Agora, seja p um numer o primo impar. O grupo
{1y & Fp. e o subgrupo de todos oz elementos de F: de ordem 2.
Légo. a restrigzo de um homomerfismo de aneis, w:Z[G]+FP, a G e
tambem um caracter x: GalXi.

Finalmente, consideremo=s p = 2. Cada homomerfismo
de ZI{G] em [F'z. lava tode g € G em 1. Logo, exigte um I:mico
homomerfisme de aneis wo:ziG}»Fz. QU & obtide da compoasican de

algum caracter, x:G+Z, com projquo canonica sobre Fz.

De=stas observagges e do lema (1.5> temos:

(1.6) Proposigao - (i> Para cadé ideal primo F de Z[G], com P N
mn & = {0, existe um Unico caracter v de G, tal que P = Px e o
nucleo de ¢”:2[G]¢Z Cpa e a extensao de X .

Cii2 Para cada ldeal primo P de ZIG), com P N 2 = p&, onde p e
um numero primo impar, existe um Unico caracter y de G tal que
P = P”’p = pZ + Kerpx = pZ + Pn, que & o conjunto de todos os

elementos z de 2[6),tais que p2Cz)EOmOdp.
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¢i1i1> Existe um unico ideal primo F da Z{G] com P M & = 22 e,
<

o

P = c@”)'1CEZJ = 2Z + Pn' para cada caracter y de G.
=)

Claramente os Pn sac oz ideals primos minimais de
ZI3G) ¢ oa ldeals Pn e P sac os maximals.

P =]
. ¥ ¥ 2

Conslderemos ageora, G = R (R 3" e olhemos para os

ideais primos de WCk> = 2Z[G1 K.

Denotemos por ICR) o nucien da funggo dimensaoc

modul o 2, d:W(R)+F2. Da parte (1113 da proposigag 1.6, obtemos:

1.7 Propasi¢;a ~ I(R) & © Unico ideal primo de WCRD que contem
8.\1““m = 2.[<1>1.

No que se segue, todo honomoerfisme de aneis,
o: WCRD+2, sera’ chamade assinatura de R. Denotamos Kereo = Pa e,
do que ja vimos, temos WCR)/PO = £, para toda assinatura o de R.

O proximo resultado segue-se de €1.6),C1).

(1.8) Proposigao - Para cada ldeal primo F de W(R), dque nao
contem pl<i>), para todo primo impar p, existe uma Unica
assinatura o de R tal que P = Po

Para analisarmos os ideais primes de WCR) que
contem pf<1>1, para' algum primo impar p. necessitamos mais

informagges sobre o ideal K que veremos a =segulir.
(1.9 Lema - Para cada caracter » de G, temos p"CKD = 0 ou
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e KO = 2"2, para algum n 2 1.

Dem.: Para cada caracter ¥ de &G, temos (<1> + <-1>) = 0 ou 2z,
n [a]
pois puC<1>_‘) = 1, Seja z = T[T <a> - T[T <A» = 2IG). tal gue
i=1 b L=1 v .
<a1,-...c%) e <Bl.....ﬁ >. Dado um caracter yx de G qualquer,
™
sejam s o nﬁmera de elementos <ai>, 1 =1 € n, com @nc<a,>3 = -1
L
e r o nﬁmero dos <g. >, 1 2 i £ n, tais que px(<ﬁ33 = ~-1. Temos
1
entao pxCZD = 2Cr-g). Mag <ai,...,an> ES <Bi....,ﬁh> o que implica
™ 4] r 3]
que [ <x> = MM<B > e, assim C~110° = P, 0 M <o >y = p C 1< 5=
L=4 v v=4 v v=4 v r=4 -
= ¢-1>7, isto é, r - & e um numero par, consequentemente

pé(z)50m¢d4. Agora a demonstragac segue-se de (1.204

Deste lema segue-se facilmente que, se LIRS SR pZ
para algum nimero prime impar p, entao pNCK) = 0. Obtemog agora

da proposicac €1.63,011) o seguinte:

€1.10) Proposiqgo ~ Seja p um numer o primo impar. Para cada ideal

primo P de WCRD) com pl<i>] € P, exigte uma 1t’.'u'lie':.'.a. asslnatura o de

R, tal que P = Po = p& + Ea’ que e o conjunto de todos os
I'P

elementos z € W(RED, tais que o(z>=Omodp.

Concluimos entao que oS Pg, os Po e ICR) sao
> P
todos os ideais primos de WCRD,
i zemas que o anel R o real Cou Jormalments real ),

se R tem pelo menos uma assinatura, ou seja, o conjunto das

assinaturas de R, AssCR), @ nao vazio. Caso contrario dizemos que
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R @ nao real. Pela nossa descri¢aoc dos ideals primos de WORD,

Lemos:

€1.11) Corolario - Se AssCRd # O, entao:
¢ 1) o= Po’ com ¢ € AzsCR), 230 os ldeais primos minimais de
WCRD
€ 113 os Pa,p’ com o € Ass{R) e p um primo impar e ICRKD sa0
todogs o= ideaig primos maximais de WCRD
Cl1ild ecada Palp,,contém um unlco ideal primo minimal, a saber
P

C 1v) o tdeal ICR) contem todos os ideals primos minimals.
No caso em que Ass(R) = @ temos:

€1.12) Proposicao —~ Saoc equivalentes:
C i) AssCR> = 0
C 11> ICR) & o uUnico ideal primo de WCRD

ciiid> 2"weRrd = Q, para algum numero natural n.

Dem: CL) & Ciid. E imediato pela deszcricao dos ldeals primos de
WCRD.

Ciid = C111). Desde que ICR) & o Uniceo ideal primo de W(RD, temos
que  ITCRD e o nilradical de WCR). Em particular, 20<1>) e
nilpotente, assim existe n = 1, tal que 2"[<1>1 = C2(<15>1>" = ©
e, consequentemente 2 WCRY = C.

€1i1D = €iD. Se AssCR) # ®, entioc existe um ideal primo F de
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WCRD, tal que P m & = 0¥, o que implica que WIRDAP = Z2 que &

livre de torggo. Isto & uma contradiqgo pols 2 WCR) = O. Portanto

AssCRD = @.
§ 2 - WCR)t e NilCWCRI)D

MNeste parégrafo anallzar emnos (1= el ementog
nilpotentes e de torgac de W(R). Denctamos o subgrupo dos
elementos de tcrggo de WCRD por WCR)L. e o dog nilpotentes por
NLi1CWCRDD,

Se Ass(R) =0, decorre de (1.12) que NilCWCREID =
= ICRY, WCRD | = WCRD e, todo elemento de WCR) & anulado por uma
potencia de 2, isto e WCRY tem somente Z-torgao.

Vamos assumir que Ass(RD = 8. Desde que os Pg; o &

e AssCR)Y, sao todos os ildeais primos minimais de WCRD, temos:

2.1) Proposiggo ~ Umn elemento z e WR) e nilpotente ce, o
somente ge, e(z2) = 0 para toda o € Ass(R), isto é, NilCwWCR2D =
= N Kerco.

oCAaa (R)

Os elementos de torgzo de WCR) sao analizados na

préxima proposiczo.
(2.2) Proposicao - WCRD, = NilCWCRDD

Dem.: Seja z € WtE)t. Existe n &N, n 21, tal que nz = 0, Entaoc
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oelnz) = nolzd = 0, o que implica que olzd = 0, para Loda o €

AssCR), ou seja z e NilC(WCR2D, o gue mostra que WCEDt <

< NLICWCRDD.

Reciprocamente, zse z & MNilCWCRDD, entao existe um

subgrupo finite H £ G = R*/CR*DZ. tal que = esta no éubane; A
= ZIH1CK n ZIH]), de WCRD gerado por H. Desde que H e finito e
a_caractevfstica. carCQd, do corpo dos numeros racionais @, e
Zerd, temos que carC@Qd nao divide a ordem de menhum elemento de
H e, entac, peloc teorema de Maschke Cef. [PITh.3.6), o anel de
grupo GQLH] o semi ~zimples Cartinlano com nilradial zerod. '

O produte tensorial @ ® A e uma imagem

homomérfica de @IH] € @ ®, 2(HIY, logo tambem e semi-simples

Z
Cef. [P] Corolario da Prop. 3.1, b3. Temos entac NilC® QZA} = 0.
Mas 1oz e @ @ NilCAdY = NilCc@ QZAJ = 0O, @ 5 A pode ser

ldentificado com o anel de fraqges TA), onde T= 2 ~ <0> e O =
=1 @z =71&T" A, o que & equivalente a existir n e T, n 2 1,
tal que nz = 0. Entac =z e AS WCRD , o que mostra que NilCWCRDD ¢

= WCRDt, CcOmMo quer‘iamos -

(2.3 Observaqzo - (12 Be AssCRI = 0, de (2,13 e (2.2) tenmos
NILCWCRDD = WCRd  n» ICR). Se Ass(R) = @, entao WR) = W(RD,
NilCWCR3ID = ICR} e, consequentemente, Nil(WCRdD = WCR)L m ICKD.

As=zim, podemos conclulr que NIICWCRID = WCRDL m ICRY.

Ciid Se Ass(RY = ©, entao WCRd, = WCRD = oy Kero. Se
OEAss (R)
AssCRD = 8, entao WCR) = NLLCWCRDD = 1  Kero. Portante

ez Ana (R

podenos tambem concluir que WCR)t = N Kereo, isto &, gue
CEASs (R}
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vale o Princ{pio Local - Global de Pfister para espagos

bilineares.

(2.4) Teorema — WCR) tem somente E—torqgo.

Dem.: Se AssCR) = @, entac o teorema segue de (1.123. Assumiremos
entao que Azss(R) = .

Seja z WCRjti De (2.8) temos que 2z & NilCWCRID e
entao existe um subgrupe finite H = & = R*/CR*DZ. tal que = esta
no subanel A de WCR), gerado por H.

Seja p um nUmer & primo impar qualgquer. O anel A~“pA

-

e.uma imagem homomérfica da anel de grupos FPEHI e, desde que H <
€ G os elementos de H tem ordem 2. Como carCFp) = p temos pelo
teorema de Maschke que A-pA & semi -simples.

O elemento z e nllpotente, entao z = 2z + PA e zero
em A/pA, o que implica que existe v « A, tal que z = py. Desta
forma mostramos tambem que AL e divisivel ror cada numer o primo
impar p, isto é. pAt = At' para cada numer o primo impar p. Assim
os elementos de At tem ordenm pc:»t;nr:ia de 2 ou w Mag, A e um
Z—médulc- finitamente gerade e« 2Z é- hoetheriano, entac At & um
Z-modulo finitamente gerado.

Sejam Hopoo-nX, oS geradores de At. Entgokos X
1€ i € k, sao de torgac e todo z' € A e da forma z' = Enx,
onde cada nte'menor do que a ordem de X, » © que mostra que AL e
finita e consequentemente todo elemento de AL tem ordem poténcia

de 2. Em particular 2z < At e, portanto = pozsue a—toquo. como
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gqueriamosy
Como consequencla deste teorema temos:
(2.8) Corolarlo - Os divisores de zero de WCR) tem dimensao [ar .

Dem.: O conjunto dos divisores de zero de WOED e uma unizo de
ideais primos. De (2.4 temos que pldl>] nae e um diviser de
zers, para todeo nGmer o primo impar p. De 1.110 segue que cada
ideal primo gue aparece na unizo & minimal ou ICR) e, desde que

Po € ICR), para todo o e Ass{(R), temos o corolério-
& 3 - W CRY e NiLLCW CRDD
q t q

Consideramos agora o anel, W ({(R), dos espagos
q
quadraticos sobre E.
Para estudarmos os elems-ntos de torcam o o

slementos nilpotentes de W (R, usaremcs .o mesdud o qundrﬁticm Ea'
q

cuja matriz da forma bllinear associada @:

2 o -1 0 ) 0 0 0
o 2 o -1 0 o 0 0

-1 o 2 -1 0 0 o o

E, = o -1 -1 2 -1 0 o o
o o o -1 = -1 0 0

o o o o -1 G ~1 o

0 0 0 0 0 ! 2 -1

L © o o o o o -1 2 j
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© modulo quadrético En e um espago quadrético e

bE 2 BC1> Ccf.[S] pag.83).
8

(3.1) Proposiqgo - Sao equi val entes:
¢ 1> WR) tem somente 8—tor¢za.

Ciid WqCRD tem somente 2-torgao.

Dem.,: (i) = (iid., Seja [gl € quR)t' Consideremos o homomorfismo
de anels, B: W CRDSWCRY, dade por gCLq)> = [b 1.

Desde que (gl « WqCR)l, temos que [bq] e WCRDL e,
consequenterente, exdste um numere inteiro r>0 tal que Bribqj =
= 0, ou seja, Er[q] € Kerg,

Mas, BKergp = 0. De fato, desde que [bE 1 = 8BI[<K1>]
a

e bq@ Ea ~ bE ® g Ccf. (II, 2.322, temos be ® gl = 8lgl, para
a a

todo [gq] & W;CE). Agora, se (gl € Kerg, entao 8lgl = [bq @ Eﬂ) =
= ﬁC[q]D[EaJ = O, Assim, se ;q] < W;CR)t. entac existe um numero
inteire r > 0, tal que Bﬂ'a[q] = 0, ou seja, (gl tem ordem
pot;ncia de .8.

Cii2 =« Ci{>3. Se [bl = WCEDL. entac [b ® EE‘} = WqCRJl e, de CiiD,

existe r > 0 tal que 2"tb ® Eﬂ] = 0, @ que implica gque O
r+9

= g(a2’ib @ Ea]3 = 2'8[bl= 2 [b]l, o que mostra (idg

De (2.4) & C371) temos:

(3.2) Teorema - W (R} tem somente a—torqgo-
O
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Usando o homomorfismo £: WqCF;'")+WCR'.). associamos a
cada o € AssCRY um homomorfismo de aneis, nao nulo, o= B: WqCR)+Z.
Observemos dque, para todo [b]l e WR) e« [gq] e WqCR). vale
A LIbligld = Aib ® qld = oC[b & bq]). = oC[bl>oClqly, logo Kero e
um WCRD -submedulo de W CRD.

Reciprocamente, mostremos que, para tado
homomerfismo nac nulo de aneis, o WqCRJ-«E. tal que Kerec e um
WCR) —submodul o de WqCR), temos o = of, para algum ¢ € Ass(R) e,
mals ainda que a correspond;ncia. ok —D e, e 1-1.

Seja entao o: W CRY-Z, um homomor £ {smo nao nulo de
aneis tal que Kero e um W(R)-submodulo de W CR>. Desde que o e
ngo nulao, ECWqCRD) = nZ, para algum numero inteiro n z 1. Seja
[qo] < quRD. tal que ;([qolh = n. Entaoc, para tode [bl e WCRD,
definimos: oC[bl) = ¢i.mdeClb ® q°]) € Z£. Mostremoz que o: WCRI+Z,
definimes dessa forma e um homomorfismo de aneis tal que ¢ = of.

Claramente o esta bem definido. Alem dissc, ¢ nao
depende da escolha de [qol- De fato, considerando gque o e um
homomor fismo de anels e b ® qle q, = qolb @ qOD Cef.CII, 2.33),
temos que, para tode [gl = WACR), com oC(qld> = O, e para todo
[b] € WCRY, oC[b & qld oCiqld = of(b & q“J)f;([q C’]2).

Se jam {bil e [bz] e WCR)> . e oc[b‘])o([bz]) = O,
entao «I[b 1lb 13 = ollb, & b1 = Cl.f'n);([bi& be g 1> =
= {oCIb, &b eq d1/0Cib &q_13) (eClb_eqld/n} = oClb 1>0Cb 1>.

Agora. se ocib 1> = 0, isto - E»c:tir:.2 ® g 1> = 0,
temos [bz® qo] e Kero, o que implica que [bi][b2 ® qol e Kero,

pois Kere @ um WCRd-modulo. De maneira analoga, se o{[biED = 0,
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entao [b & b ® qD] € Kere. Isto mostra que 0{[b1]£b233 =
= oClb 1>e€(b 13, quands oflb 1doClb ]) = 0. Ou seja, o & um
homomorfismo de aneis.

Finalmente, o = o8, pols para todo [gql e %;CR),
oBCLqld = otlb 1) = 5([bq ® qolbfo_{[qojf) = Sfrqoqoisxacrqol =
= &[qlb&[qonxauqo]) = oClgld.

Seja AzsCRY o conjunts dos  homomorfismos  nao
nulos, de anels, E:WqCR)+2. cujo nuclec e um WCRD-submodulo de

WqCR). Definlmos uma fun¢50 de AssCRD em AssCRY, o~ que é,

obviamente, a inversa da fungzo, ol —> OB, Logo temos uma

corregpondenclia 1-1 entre os elementos de Ass(R) e a=z assinaturas

de R.

3.3 ProposicZo - Sao equl valentes:

¢ id W{RJt = N Kero.
oeass (R)
Ciid quRjt = B N Kere,
OCASE {R)
Dem.:  Cid & Ciid.Claramente W (RD < n  Kero.
' ;EASQ(R}
Reci procamente, Se {ql = N Karor, entao (b 1 =
- 9
OEARS (R}
< N Kero = WCE)t. o que implica que [g]l e W CEDt, pois, da
ocEAsa iR a
demostraqzo de £23.13, 8Kerg = 0.
Ciid =+ Cid. E imediato que WCRDt < N Kere. Seja (bl €
OEALs (R)
S N Kere. Entac [b @ Ea] = N Kero = ‘HqCR)L, pols
OEAS S (R) - —
Ao (R

Kb ® E 12 o{EbDS-C(E?e]) = 0, para todo o € Ass(R). Logo
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ACib @ E 1 = Bkl &« WCRY . ou seja, (b) & WCR) . como quer { amos g

Da proposiqso acilma e e €S8.32,(11), temos o

seguinte teorema:

(3.4> Teorema CAnélogo Quadréticc do Principio Local -Glcbal de

Pfisterd - W (R = n  Kero.
=1 t

reAss (R)

Uns resultado anélogo a 2.2 ou, mals precisamente
a (2.3 i), poede ser provade no caso quadrético. Para pravé*lc,

necessitamos do seguinte resultado auxiliar.

(3.5 Lema -~ Para qualquer espaqo-quadrétiao {1,0] sobre B, temcs

[1,alo0ll,a] =~ 2[1,a].

Dem.: Suponhamos, inicialmente que |[R-nn| = 4, para toedo
n = SpmCR). Neste caso, existe 8 € R, tal que (1 - 283C1 -~ 480
= RS e (1,00] =~ [1,6;. De fato, basta observarmos gque R e um
LG-anel, e que o polinomie £CXD = €1 - 20X + X + oddC1 - 4C¥? +
+ X + o203 representa uma unidade localmente. Consequentemente

2

existe A\ & R talque (XD < R*, tomamos entac 8 = A° + X + o

Obser vamos tambem que:
! (~1> =~ <1, 28 - 1.9 Laum R, poi ¢
1 ZﬁJ L Y y 2f y¥2, para alqgum } < R pols se {x ,
M, xg) e uma base canonica para © espago [f ;.é] 1 <-1>, entao

{x + ., x + x> @& uma base para o subespage nao singular
1 ] 2 ]

<1| 86"1}.
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Agora, comparando oz determinantes em
[? 223] 1 <~1> ~ <1, 28 - 1,p>, temos y=Cl - 480(28 ~1dmodCR™ 2.

Portanto obtemos:

1 s —
[faﬁ] L <1,-1> =<1, &, 28 1.,¢1 4p0028 13>

Para g = [1, Bl, temos:

quq).LEﬂ‘lz[fa;]an_Em [faj‘é]éaQJ.(i, -1> & q =~

= [[f a;] L <1, “1>] ® qa~<t, 1, 26 -1, (28 - 1301 ~ 48> ® q ~

12

=<1, 1, 28 - 41, (288 - 13> © q., pois 48 - 1 e representadoe por
g, &= e um espaco quadrético redondos Cef . (Bl Ex. {1.23,Chap IV,
Cancelando 2H, obtemos goq =~ 2q Cef.CII,6.40D,

Agora suponhamos que E e un LG-anel qualquer e
C§nsideremcs a extensac cubica de Frebenius S:R[K]/CX3+6X2—X+1D,
com a fum;zo trago = definlida por =013 = 1 e sCXd = sCX") = O.

Entac sobre S temos que qoq =~ 2q, pois [S/n| 2 7,
para tedo n € SpmC3 Ccef. [B] Rem. (2,32, Chap. IV). Mas qoq > Zq,
implica que s*quqh o~ Es*CqD. ou Sseja, gqogq 4 4H =~ 2q L 4H, pois
s, la @ < = S*Ci*Cq) ® 1,1 = S*C<1>3 ® g Ccf.[B] Prop.(2.123,
(6]

Chap. 1) e s*c<1>2) ~ (1> L [

1 é] a <1> 1 [H. Assim, gqogq =~ =g

Cef . CIX,6.433, como quer.{amos.

€3.6) Corolario - Beja q = <<a1,...,an,B]], um espago de Pflster

sobre R, isto &, gq = oo .. o >> © [1,8], onde <<o,... 03> =
™

_asi <1, ald. Entac para todo m’,tmer'c:r imteira m 2 1, temos qm LY
L= L8

(Nedim—1)
2 q.

Dem.: Sejam b =<<a1.....cn 22 e q = (1, g1, ou seja, q = b & g
n
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Entac b =~ b ® b e, consequentemente qogq = b ® b & (g oqob.
q o

a
o

Desde que <1, o> ® (1, o =~ 2¢(1, &>, para todo a € RY o q eq =

e th temos por indug ao sobre n U pen] e Eznﬂq‘ Agora, por
inducao sobre m, obtemos q" = goq T =~ qod"P" P A
{rytidim-—-43 ! ‘
~ 2 q, come queriamosg
(3.7 Teorema - NilCW (RDD = WCRD n W (R), onde W (R) =
9 aq o Q t q o

= <fql « ¥ CRY; dimq & par>.

Dem.! Se [g]l & Wq(R)o M WqCR.‘)t. entac podemos escraver

=<a> ® 1, AJ 1 ... L<a> @ [1, AJ, onde & = RS, A e R e

bl L

1 -4\ eR, 1 24 <n, Cef.Chap.II, § 40 e, [q] & de torgao.

Considerando q. = <at> ® [T, A1, 1 =i < n, temos
1 L
N N
q = q, L...x q. Para N > n, obtemos g = Cg, +... L qn) =
i i
= . 1 X . q ‘s, . . oq " onde b . < IN.
L +...+1 =N L ... 4L i 4] L...1
1 n 1 n 1 n P
Generalizando o lema (3.8) segue-se que para 1 = k < n, qkk o~
i, -4 L:l i .
e g, . = 1. Le - " e
=2 (}’k> ® g, onde Y, o, ou go g oo oq_ e um
mual ti ple de Eﬁk_n = 2", ou seja qN L9 EN“nq’ » para algum espago

quadrético q'y © gque 1mplica que q:1N+1 o q’oCEN"nq) e desde que

Lq] e de torqgo. de 2.2 obtemos que [q]hﬂni = O em WqCR.‘). para
algum N > n, o que mostra qgue quRJD M WqCF.Dt < NilCWqCR)).
Reciprocamente, se [gq] € Nil(W CRDD, entac existe
um n{.xmero inteiro m 2 1, tal que [q]m = [qm] = 0, Loga
0 = BClgl™ = [b™M = (b 1", eou seja [bq] = NilCWCRID =
= ICRY n WCRJt Cof'. CE8.3201100. De (2.4} segue-se que existe um

m:tmero inteire r > 0O, tal que {(2b1 = 0 e, como [b 1 e ICRY
q q
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segue-—go Lambemn que [ql e WqCR') . Assim lgq) & WCRD e [2ql e
[s] ot (=]
e Kerg. Mas 8Kerg8 = 0, consequentemente [g] e W CRZ{ O que mostira
9

que NilCW CRDD € W (R W (R), como queriamosg
q 9 o q t

Verémos agora, alguns resultados que ‘relacionam
assinaturas e unidades de um LG-anel R.

Cada assinatura o de R induz um homomorfismo de
gr upos R* T = R*/(R*nglc{il}. onde 1 & a projeqzo canonica. De
Ct.43, segue-se gue o e completamente determinada por este

~ »*
homomorfigms. Identificamos entao ¢ com © homomorfismo on: R +Z2 e,

escrevemos oCad no lugar de ol<a>).

o » ’ .
(3.8) Proposigao - Se o:R »Z2 e uma asslnatura, entao valem as

seguintes propriedades=s:

¢ 1) ofah) = oCodeCA), para todo o, A & R ..
C iid ol-12 = -1
Ciiid Se ai.....ar = R* = oCaiD =1, 1 €4 £ r, entao para
cada o & R’*. da forma o = )\fc-tl ..+ Kfar com KL = R,
1 <4i € r, temos ofoD = 1,
Dem.: Cid> e (1i3 seguem imediatamente do fato de ¢ ser um
homomorfismo de grupos multiplicativos,
Para provarmos (1ii), consideremos o©o espaco
bilinear b = <o ,...,0>. Desde que o € RN e a = Ao 4+ AP,

X, e R, 1 £ 41 = r, temos que o> e um SUbesSpaco nao sinqular de
L

b e, congsequentemente b ~ (o> L et .Ccf.CII,Cd..EDD- Desde que o

50



# I k.3
espage <1> L <a>J' e proprlo, temos que existem ;vi,-..,;v € R,
r

tais que <1> 1 <ot =~ <Fo-.oop> Cof.CI1,C4.3) o, por
r
conseguinte, <1, Oli,...,Ol> > <o, }/1,..‘,}/‘). Aplicando ¢ nas
r
classes desssas espagos obtemos r + 1 = olaod + o{yi) +,..+ chyr)

que, juntamente com o fato que p € E*, 1l =41 = r, _i'mplica que
1
oC;V,LJ =1 e, em particular ofa3 = 1, como queriamos.

(3.9 Teorema - Sejam S0 & R* e, suponhamos que 2 < R*.
r

Entao para cada unidade a de R sio equivalentes:

¢ 13 Para cada ¢ < AssCR), com O'cht:) =1, 1 €4i £ r, tambem
oCad = 1.
cii> A  unidade ol e expressa na forma o =
! i
= Yy 7 ot at, onde oS coeflicientes
, t - - .v 4 r
L =0out 4 r
k
. ., =ao somas de quadrados de elementos de R.
i - - .1
i r

Dem.: (ii2 = (i) segue-se imediatamente de (3.8).
Para provarmes (i = (1i2, consideremos o espago

r

bilinear de Pfister b = <<o:1,...,ar>> = LS’1<1’ a_t> e b' =
= <i, -~ ® b. De Ci) segue—-se que o(b') = 0 para Ltodo o €
e AssCR), ou seja [b']l & Nil{WCR)) &, portanto [h'] = WCFEDl Cef,
(2.17 e (2.233.

Assim, existe m €« N, m = 1, tal que mlb’l = 0,
iste @, mb L ¢~ ® bl = mib] - ml<e®> ® bl = O em WCRY, o que
implica que mibl = ml{ad ® bl em WCR> e, como dimnb = dimn-icx)@b,

temos que mlbl = mi<o> ® bl em WCRY Cef.C1.43). Consequentemente,

existe bi e BilCR) tal que mb L b1 > ko> @ b o b1 e, desde que



2 € Q* temos mb =~ m{o> @ b Ccf.CII,6.533. Agora b representa 1,

entac <o> @ b representa a, o que mostra Ciid gy

(3.10) Corolario - Se 2 € R ent3o as unidades de R que tem valor
1, para toda assinatura de R, sao precisamente as uﬁidades que

sac somas de quadr ados.
Dem. : Basta tomarmos r = 1 e a = 1 em (3.9 4
{3.11> Carolério - Se 2 € R" ent3o sao equi valentes:

C 13> AssCRD> = 0.

€i1) -1 e uma soma de quadr ados.

n
Dem.: Se -1 = [ A%, A, €R, 1 S1 £n e Ass(R) # D, ent3o de
. L
L=141
C(3.8) temos uma contradigae, pols o(-1> = 1 (C3.83C1150 e
oC~123 = 1 CC3.82Cii1103. Para a recfproca, basta tomarmos r = 1,

a1=1 e o = -1 em C3.QD-
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CAFITULO IV
O GRUPO ORTOGONAL

Em todo ecte cap{tulo .P denotara sampre  um
LG-anel. Seja (V.q) € Quad(R). O conjuntoc QOCV) das isometrias de
CV,q2 munido da cperag;o compasiggo tem uma estrutura de grupe, o
qual e chamado o grupo ortogonal de V. O nosso objetivo, neste
capitulo, e o estudo da estrutura de (V) no caso em que CV,qd &
um espaco quadrético de dimensao = 3 e dimensao hiperbélica = 1.
iéto e, CV,q> admite uma decompoaigzc da forma V~Eu & Rv> 1L Vo
onde Ru @ Rv e um planoc kdperbélico =) Vo = CRu @ Rv 21T & um

subespace nao nulo. No que se segulra assumiremos sempre CV,qd

com a decompcsigzo acima descrita.
§ 1 - Definicoes e Notacoes

Iniciaremos este parégrafo recordando gque toda
transvecgzo de Siegel Cjé visto no cap. II, § &) e um elemento de
OCV>). Em particular, as transvecgges de Hlegel «com as quals
trataremos nesté e nos demals parégrafos, sac do tipo ECu,» e
ECv,x>, com x & Vo; indicamos por ECV3 o subgrupe de O(V) geradoeo
por essas particulares transvecgges.

Fara cada A € R denotamos por $HUAOCUW = A,
HAICVYDI = v o HMAIC = x, para todo x « V- £ imediato ver que
PN PN D = @A N D0 A LA e R, isto é; V) =(N) / X e R &

(=



um subgrupo de XV3., Claramente gIVIZ R

Denotamos por A o© elemente de OCV) dado por
ACud = v, Av) = u e ACX) = %, para todo % & V .

=)

Ci1.13 Ubservagzo - Estas= lsometrias, acima mencionadas '
satisfazem as sequintes propriedades, as quais podem =ser
facilmente verificadas:

-1 ~d -1 -1

C1D AGCAIAT = KAT D, KN D = CAD

2y AECu,x0A = ECv,x0

il

€33 MAIECU,>3A™D = ECu, oD

€4 FAIECv, O™ = ECv, A o

8D ECu.xi'JE(u.xz) = ECu,x +x 3, ECu,x) ' = ECu,-x3

() eE!Cu.x}e-‘ = ECu,ax0), para todo @ € OCV), tal que

glu) = u e al(vd) = v,

Seja x = V tal que qglxd e« R'. Pode ser visto
facilmente que a aplicar;;c L ¥4V definlda por Tx(.'y) = vy -
—qu)_iqux,yDH. para tode y € V e um clemento de OCVD. Alem
disso 'r: = idv. TKCxD = X e T deixa fixo todo elemento de
CRxOT. Tal aplicach e chamada uma simetria de V. Indicamos por
SC(V) o subgrupo de OCV) gerado pelas simetrias de V.

Obzervenoss que se x « YV 2 um elementos tal que

» ~ ~
qix> € R nao necessariamente V admite uma decomposicao do tipo

»*

V = (R L Vi; isto s& ocorre quando 2qCxd> = qux.x;) € E
Contudeo, no caso especffico en que V & da forma V = CRXO 4 Vi.
para algum » e V Cou =eja, 2qlsxd e E*}, existe uma nor;Zo mais
geral de simetria para V, a saber: a aplicac;zc:a T: : VAV dada por
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T%) = ax e TaCyJ = vy, ¥ V‘. onde a & R é tal que .az:'l.
k4 H

Claramente, 1° & (XV) o se a = -1, 7°= 7 . Alem disso, para tode
M H 4

a, b e ,uzCR) = ¢a € R a® = 1> temos TaT: =’rab. com Cab)®= 1, ou

seja, QZCV) = {'r': s a & pZCR)} & um subgrups de V) naturamente

isomorfo a ;_zzCRZJ.
Suponhamos agora que V admite uma decompc}sig;c do

tipo V=CRx @ Rx D2 1 V’, com x,x e V tais glx301-4qixDqlx 33 €
i 4 i z 2 i 2

e R* = chx1'x2) = 1. Neste caso, para todo idempotente € = R, a
aplicacao T, . VaV definida por T° Cx) = (1-2edx  +
xixz R‘.Rz
-4 e @ _ .
+ eq(x23 X, 'rxiszxzD = %, e 7H1“2Cy3 = y, para todo vy e V',

& uma lsometria de VvV, isto e % e xvy. Indiquemos por 1 (B) =
F

X X
12
. 2 o~
= {e &€ R'e” = e> o grupo dos idempotentes de R com a operacaoc
L4 L4 »
exe’'= ete’-2ee'. E facll ver que, para e,e¢’' e I (R), ™ ™~ =
p ® oM ¥ oM
iz 12
e*ez . = s
=T » ou seja I (VD = {‘!‘x s e = I CRY)Y e um subgrupo e
] P b4 P
12 iz

VD, o qual e naturalmente isomorfo a IPCR’).

(1.22 Observag;a - 1) S 2 = R* ent;o, V= (Bx> L Vi, com x =

= -2qixJx + x, I (R = 4 (CR), via esl-2e & I CVD X 4 (V) via
2”7 Ty 2 P 2 p 2

L {(1~2a)
T + T ;
H x
12
a (-]
ced As isomelrias T , T e T podem ser naturalmente
X b4 X X
1 2

definidas no caso de um espaco quadrético qual quer.

Seja I € R, I # R, um ideal de R. Entac R/I &
também um LG-anel]l (cf, (I,1.3)) e o homomorfismo cananico RakRA-T

induz naturalmente um homomorfismoe de grupos de OCV) em OCVCIDS,



onde C(VCIJ., gCId> denota a redugzo moduleo I de CV,qo> Cef,
€I1I1,3.35>. Denotamos por XV,I0 o nucleo deste homomorfisme; isto
é. OCV,IdD = {p e OLVI .~ pEidvmodI}. Indlcamos por E(V,ID o
subgrupe de (XV> gerado pelas lsometrias eECu,xde ' e oECv,yde™,
ohde & € ECV) e 2,y € Vo saoc tais que bq(x,VO) I e t;qu,VOD € I:

isto &, %,y € IV . Além disso, sejam HV,ID = <X) ~ X e R e
O

a

LT

A=l modl>, p2CV,I) < a e poR) e as=lmodl) e IPCV,I.‘) =

L4

[}

:{T: S e € I CID I CRONIY., Claramente, no éasc em que I={c?,
X P P

OCV,I> = ECV,I> = ¢LV,I> = ROV 1D = I ¢v,I> = €id_». Finalmente,
P

no casoc em que I=R, sejam CV,R) = OCVD, ECV,R) = ECVD, MV, R =

= LV, poV,RD = ,uzCV) e IPLV,RJ = IPCV).

§ 2~ Geracao de (V,ID

De acordo com o que fol vizsto no § 4 do Cap.IT o

subespaco Vo de V = (Ru & Rvd) L V admite sempre uma base
cangni ca {x1 be sy xn} s 1lsto é, Vo pode ser escrite na forma
V =URx D RBx D1 .. A1ClRx  eRx  DJuRx , com
o 1 2 =2 n—i N
gl 21 n Cl-4q@x dglx 1))(:{(}(‘ 1)] e R sen e impar, ou V =
T R 1 14 L+ o

= (Rx® Rx21...1 C(Rx ® Rx3, com J7 (1-4qix2qglx 3dqlx Je
1 2 n—-1 N . 1 1+4 L+4
¥

oﬁkﬁfrzx}f; -2

’
Neste paragrafo e nos demais assumiremos fixas uma

base canonica {}{1.... 23 > para V e zsua corr-espor;dente base dual
3] =]
2
¥ v....¥ > via o isomorfismo 4, : VaV , isto ép. b {x ,v 23 = & =
i n b a i 1 Ly
q
=z 1l g i = j & 0 caso contréric.



2.1) Proposig;o - S |RAn|l = 2, para todo i € SpmiRD), entao o

centro de XV e {a id / a <R, al=ty =~ pCRD.

Dem.: Seja p um elemento do centro de OCV). Para x e V , temos
Pl = au + Bv + v, onde yv € Vo e o, B € R Desde que |R/nl 2 3,
para todo n € SpmlCR>, temos que existe A < R tal que A-1 < R

Entao plx) = pglAdCxd = fAIplxd = Aou + X 'Bv + y, o que implica

que o = B = 0 e, consequentemente, p{Vo) = VO. Observemos alnda
que qux:l) + quyi.cprli)u = ECu,yijeprl.') = quxi) + plud e,
consequentemente plud = quyi.prl)u = ad, com a = quyi.priJ').
Ahalogamente. usando que ECv.y’L)prl) = szCv,y‘)CxiL obt emos
tambem eLvd = quyi,quxiile = av. De E(v,x0plud = pECv,xDC(ud,
para todo x VD, deduzimos que plxd = ax. Filinalmente, usandeo que

i= quu,vD = qupCu),«p-Cv)). temos a° = 1, como queriamcs-

(2.2) Teorema - Sejam R um LG~anel com |R-p| Z 3 para tode p €
e SpmCR) e I um ideal de R. Se dim V_ 2 2, entac XV,I> e gerado

por ECV,I>, ¢CV,I> e I CV,I) = <7 s e = [ CIDdy., S dimnv =1,
P H " o
1 2

entac (XV,I) e gerado por ECV,I2, &V.I> e H VI = {-r: S a e

e u CR2, aslmodlX.
2

Dem.: Seja ¢ € XV,I3. Comecaremos por mostrar que se 1 €+ £ n e
um numero inteiro tal que qux_LD = X, para 1 21 =t -1 ge t > 1
] qJCxib ® X . se t=1i, e sempre pcss{vel modifilcar ¢ por elementos

de ECV,I) tal que a consequente isometria yw obtida satisfaz yu(x‘,.l)



X, para todo 1 =1 = t.

Seja plu + XL:" = ou + 8y + z, onde o=tmodl, § € I
e zzxtmodl. Mostremos que existe w e VQ tal que ECu,wlelu + xtD =
= a'u + gy +2', onde o' & E'*. ot=C1 + bq(:w,szmodI e z'ExtmodI.
Consideremos 2 casos:
1

Caso 1 - Seja t impar. Neste caso se t » 1 Lemos V= Vi 4L Vi.
o

onde \.f‘1 e um subespaco de V  tal que {x1""'xt 1} ¢ uma base
/ o =

canonica para Vi Cef CI1,4.433. Para o espaco quadrética V'=(Ru @
@& Bv) o V:'. temos que u + xt é um veltor unimodular de V', pels
b Cu + xt.VD = 1. Agora, para 1 = i < t-1, temos b{z,x> =
q 9 L

= b Coau + Bv + Z,%x) = b (plu + x2,%x) = b Cu + x,x2 = 0, ou

q t q t |8 q t 1
seja, z & V‘: . Logo existe w e Vj‘ tal que ECu,wdeplu + XLJ = a'u +
»
+ 8y + 2z, com o = o + b Cw,23- Bqlw) € R ez’"—“z—ﬁwe\fi'
q
Ccf.(I1,6.13). Obgervamos ainda que o'=C1 + b (w,2z)dmodl e =z’ =
q

=z = xtmc:dI_ Se t =1 o resultade & azseguradoe diretamente pela
Prop. (6.1 do Cap.IT.

Caso & - Seja t par. Neste caso {x , }ct,....xh} e uma base

canonica para um subespaco de V. Mostremos gque exliste w =
- [=2

il
= L Ax, tal que & + b(w,2> - W) € R & b (wx_3 = 0. 0
: 9 q -
i=t -4

v o i

fato de b Cw,x 2 = 0O, implica que w =A X - 2l qlx Ix+
q L1 -1 T t-% t-1 -2t
4] ™ —~

+ T A . Agora, se =z = ¥ ax entas 1 = b CxL_ XD =
i=t+1 ' L=t -4 v 9 :

= b {x , u+ x3 =p{x ,plu + x2 = b{x , ou + Bv + z) =
q t-1 L q t-1 . L q t-1

= = 2> +- : - - )
quxt_i,zJ hat_iqul_i) a, ou seja a, 1. BatﬂiqCXt_i)-

A_‘Lé-m disso, a + b (w,2) — Bgiwl = a + ll 1atC1 ~-4.q<.‘:scl 1DquL2&) +
a - -

2
- . 3 -
+ )\t_iqul_136C1 4q(xl_13qut3) + b C | b3 )\,.}c,,z_



T
- pFaql B ktxi,} = Uk se- a2 Nosso  objetive agora =

L=t +4
mostrarmos que o polinomio f representa uma unldade em B o, desde
que R e um LG-anel, basta mostrarmos lsto localmente.
S=ja n e SpmCR). Se o o& 1. entan Lemandn 2 = O
t

para t-1=i=n, temos que { representa uma nnidade en R}. Se o € n
{

e 8 & n, temos duas alternativas: 1D r:;C:{L 12) & 1, entas tomando

L\L=O,para t +1 =i 2 n, temos que fC?\tni,)\L,O,...,OD representa
uma unidade em Rﬂ Cpois|R/p|z 3); 11D qix D e n entao, a =
= 1 - Eat_iqfxt_i) £ n o2, tomando )\_L = &, para ¢t + 1 £ i = n,
Ltemos que, fChL_i,AL,O,....OD representa  wuma unidade em E’ﬂ.

Finmalmente, se a4 € f & B8 € n, tomamos w como sendo o termo de

prLD am V. De b CqDCytD,x,.‘) =0, para tedo 1 £ i £ t -1, segue-se
o q L

™
que w = F Ao, como desejado. Agora, 1 = b Cyt.u + xt) =
. L 1 q
L=t -1
=h Cq_?(_yl),ﬂu + Bv + 73=h (w,zZ) em E?{ ,‘-’nFIp. o tie moastra que flwd e
Q q v -
»
= R’h.
f ™
Temos entao que existe w = b3 }\_Lx, = VG, tal que
L=t -4
»*
ECu,wieplu + xt:) = a'u + v + z, onde &« e R, o'=C1 +
+ b Cw,xl))modl, gele z’;_xtmodl.
q
Obgervemos que se L > 1, para 1 £ 14 = ¢ - 1
bz - x,xD = b Ca’u + Bv + z7,20 - b Cx ,3xD =
q t L q L q t 1
=b (ECu,wlelu + xJ3,xJ - blx,x2=b{u + x,x2 - b{x,x2>= Q.
T t i q L i o L L g t L
Tomando
w = ECU.—yLJECu,—wDECu,Ci + wa,xtD - a’nyLDECV,COl’DdCz’ - xt:?)
9
ECu, wielEdu, yLD
temos que x> = x para 1 =21 £t e yw = idvlnodI. pots 1 +
L L
+ b Cw.)ct) - eI e z2z' - S I. Logw, se y e gerada pelas
q



isometrias dadas, entao @ tambem © . FPortanto, usando irzdur_.jzo
sobre t, e suficlente mostrarmos o teorem: para isometrias ¢ que
fixam X, para 1 €1 € n.

Observemos gue, sSo prill = 4, 1 2 { £ n, enhtao
oCRu ® RV) € Ru @ Rv. De fato, se plud = au + Bv + z, onde o, 8 €
cRez eV, entao 0 = b Cu,x D = b Cpul,x) = b Cz,% >, 1<i<n,

o e 1 a i q L
o gque implica z = 0. O mesmo ocorre para glvD.

Seja plu) = a’'u + v, onde a’'=lmodl e B € 1. Para

tedo N € R, temos ECu.)\y_i)quuD = au + Bv - B?\yi. onde o = o -

- ﬁ)\zqc y’.) , ou seja ozo’=1moedl, Decde qué U e um vetor
uni medular, temos que  edud é.- unimoedul ar =, consequent.ement e
eki ste A € K tal que o € R* Cot  CIT,B.10), Tomanda
w o= ¢v{a"1')ECu,—J\yi')ECv.—a_lﬁkyihECu,)\yij , temos que yw e um
produto das isometriazs dadas, wp fixa u, Moo oaX  Se n > 1 e yo
fixa somente u se n = 1. Alem disso, segue de glou + Bv - 57\)’13 =

glud = 0 que wpe=ld modl.
W

Il

Pesde que yplud = u e quu,vJ = 1, obtemos welv)

nu o+ Vot Yy, opnde 1, » € I. Agora, E:Cu,yyijy.-'qo fixa u, v,

X peeaX 5% D > 1l e fixa somente u e v se n = 1. De fato,

ECU-?’Y13W°CXL3 = X, para 2 < i € n, E!Cu,;vyij),upCub = ECu,;vyi‘)Cu?,-:

u = ECu,ryif)!ppCV:) = E:Cu,}fyibc'qu + vy o+ yyi‘) = {qn + ;vzqiyillju +
+ v = v, pole n + yzw:.;(:yi_') = qlyplvdd = qCvi = 0. Supondn que n22
e usando que b (x ,x3 = b (x ) = bUx,v) = O para 3% i = n
q i L q i q 1
= + r . = < —
Lemos que ECu,yyiiltpgoCxl) ax, a'x, . De quxi,xzi) 1 segue-se
que a = 1 - aa'quzD. De q(xiD = qCE:Cu.;vyil)wqo{x13) seque~se que
a’qC}{zZ}l = e & IPCED. Portanto ECu,yyil)w:p = 77 para algum = =
L a4

1 2

=34



e IPCFED. De E:Cu.yyijswzpzidvmodI segue-se que & « [ (1), Se n =1,
P

entao  ECu, '.vyili wel xii) = ax1 para algum a = R. De ¢gC }{13 =
= q(ECu, y'yij wipl :v:i) } segue-se gque a & ,u?(_' B3, De ECu, ;v‘yij ===
=1 dvmodI zegue que as=lmodl, © que conclul a de-monstraggc do

Ltecorema
(]
§ 3 - Subgrupos de O{Y) Normalizados por (X V)

Denotemps por (XKV2 = [OQCVD,XV3]1, o subgrupo

comutador de XV), Para teodo ideal I de R, seja (XV,ID = [V,
KV, I} o subgrupo comutador misto de O0VY com respesito o [

Claramente, para I=R, (XV,R) = (XV) e para [=¢0}, (XV,Id>=¢ id >

Denotemos por FCV,I? o subconjunto de OCVD
definide por FCV,I) = {p € OCVD ~ [, (V3] = (XV,Id». Claramente
V,I) = 00V, I € FCV,ID.

Seja, agora, N um subgrupo de OCVD tal que
(XV,I> € N € FCV,ID. Entas I[N, (XVD] € [FCV,ID, XVl £ (XV,Id> ¢
& N, de onde segue-se que N e normalizado por {AV2, isto e, para
todo & € (WV> e para todo ¢ € N, 9"@9 < N.

No principal resultado deste parégrafo CvejaC3. 820
mostraremos que, =zob certas condiqgag <o BOoe dLmRV. toezlen
subgrupo N de O(V) normalizade por XV tem particular se N &
normal em OCV22 satisfaz (XV,ID € N € FUV,ID) para algum ideal 1
de R. Este resultado foi demonstrado por D G, James [J] no caso

de um anel local.

C3.1) Lema—Sejama.BeReerOtaisque‘)\zl —aﬁquDé

O



uma unidade. Entao ECv,oOECU,8%) = ECu, BA HOECY, ahx) gt A 2y .

Dem.: Basta verificar as imagens de u, ve y & VO.

O teorema seguinte, no caso de um anel local, e

devido a D. & James [J].

(3.2) Teorema - Seja I € R um ideal. Se, |R-n|Z 4, para todo n e

e SpmCRD, entac ECV,TID CvV,Id = [BCVD,ECV,ID].

Dem.: Desde que FE e um LG-anel com IR |24, para todo n e

eISmeR). temos que existem unidades A, £ em R, tais que Ale -

- 1> =1, ou mals preclisamente existem X, &« € R‘*. tals que &£ -
~ATt =1,

Seja x < Vo ' com bq( X, V2 = I. Entao
ECu,x> = gé»Cs)ECu,lx).ﬁCsd)ECu,—kxD = [Hed ,ECu,rxd], e
ECv, ) = ¢C€_13ECV.?\.}{D¢CE:}ECV,—K)€) = Equs“i).ECv.?\x)]. o gque

mostra que ECV,IJ = {OCVY, 0CV,I0] = (KV,1D.

De (1.12 e (2.2) segue-se que todo elemento ¢ de

OCV,I), pode ser expresso na forma ¢ = 1': « Hedy, se dimRVo = 2
: 172
ou p = 1': edy se dimnvo =1 , onde £ & R*. £=lmodl, a = y2CR),

1
a=lmodl, e € _IPCID e y e ECV,ID.

De maneira anal oga, um elemento ® € OUVD, pode ser

9’

expresso na forma & = 7 @Ay, onde A & E*. e' = IPCRD e ¥ €
¥ X
172

€ ECVD,

Suponhamos ¢gque di mnvo z 2. Observemos que
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@ -1 -1 @ 1 -1 @
e, ol = 10 Nyt Fedpy KN DT v e OT =
X o u H o x X
i 2 14 2 2 1 2
_ To' . -4 Tn’ -1 @ _
b Xy ® Va2 X R % 1 x X
2 172 172
3 » ¥ * ] »
- eMa’' -4 eMa oMo o¥a -1 e
= (7 x T JCT 3C W JCT woooT 3
Mo T4 Mon X X 2 x ¥ X X 2 x x X X i X X
i 2 1 2 i i1 2 1 2

onde v, = ¢Cs)w¢(e-1) < ECV,I0, v, = ¢>C)Qw1¢€:)k_1) e ECV,I), x, =

= KA ™ e ECW e x, = ¢C£;)xi¢Cs—1) e ECVD.

Agora usando que sg=lmedl, e e I, mostra-se

facilmente que €1% 5 1° 201 Tt%%0 e ECV,ID e,
X X 1 ® » X A 2 X =
i 2 1 2 1 2 i 2

consedquentemente [8,p)] e EC(V,I3, o que mostra que ((XV,I> <

*

€ ECV,ID>. Por um raciocinio identico e trocando 'r: . ¢ 1': . Ppor
172 12

a a ~ ’
T e T nas expressoces acima, cbtemos tambem o mesmo resultado
M X

1 1

no caso dimRVO = 1. Temos entac ECV,I> = (XV,I> e, em particular
ECVD = (XVD. |

Claramente ECV,I> < 0OCV,I) e, portanto [ECV),
ECV,I>} = (XV,1I> = ECV,ID.

Resta portanto mostrarmos que ECv,ID <
s [ECVD,ECV,ID2]). Novamente, desde que |R-pn] 2z 4, para todo n e
€ SpmCR), ve-se facilmente que existem A, &£ € R tais que

Aei-1d = 1. Assim, dado x e Vo, com qux,V) = I, temos:

It

ECU, % = ¢gledECU, 0¢le 2ECU, -A0 = [K e ), ECu, 0] e ECv, )
= [¢Ce:_z>,ECv.)\x)J. I' Logo, para mostrarmos que ECV,ID <
c [ECVD,ECV,ID], & suficiente mostrarmos quo ¢C£:23 e ECVD, para
tedo £ € R*. Basta considerarmos x < VO com qui’ = R*, £ € R*.

o = C1.—.=_:2h:1Cx.‘)"1 e Re 2 =1 em (3.10 para termos ¢C¢23 € ECVD.
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(3.3 Lema - Supenhamos que |R/nj23, para todo n € Spml(R), e ¢ €
€ OCV). Entao existe y € (XV> tal que wpy @ = ECuU,x)ECv,yd¢Cele

*
cndex.yevo.ael? e 8 fixa u e v.

Dem. ¢ Desde que v e um vetor unimedular de V e v € GCV). tenos
que (v & unimodular. Consedquentemnente, existe w & Vo tal que
ECu,wdplvd = ou + gv + =z, comaeR,ﬁeR*ezEVo
Cef . CIT,6.100.

Sejam e~ ECv,wlp e P, = quﬁDECu,ﬁ‘—iz)pi. Temos

entas O = qlvd = qCpif:v)) ap+alzd, o que implica que pzcv) = V.

]

Sejaq92Cu) Au + v + 2, com A, y € Re z' € V.

o
Observemos que A = bq(p2Cu).p2Cv33 =1 e 0 = gqgluw = chpz(Zu)J =
+ qlz'). Assim & = E:Cv.z')pz é uma isometria que fTixa u e wv.
Ainda, p = ECu, -8 *zd0 B *>ECv,z'd8, o que mostra gue Ec{;.wpp =
= ECu,xOECV,y'd¢Ce’de, com x, y' € V_, & € R e & € OCV) que
fixa u e v Portanto ECv, wdpECv, —wd = ECu,»xECv,y’ +

+ eC—wZ))chs‘-i)e = B{u,xX0ECv,yDeda, o que mostra o lema, pois

¥ = ECv,wd e ECVD = (XVD Cef..C3.22)

€3.4) Lema - Suponhamos que |[R/n) > B e # 9, para tode n € SpmCRD
e, p = ECuOECV, yIade e N.I onde x, y € V.. & & R ¢ & e 0CW
fixa u o v. Entao, esxistem cr °, e rR™ (que independem de > tals
que ECu,sixiJ e ECv.szy) estao em N.

»”
Dem.: Escolhendo A e R tal que 1 - A2 &€ R, temos ¢C}\23

[HAI,Al & (XV). Entao (g, ¢rD1 e N e (g, &A%)]

| 7R

ECu,xECv, €1 - A ®yIECu,-A%%. Usande o fatoe que N
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normalizade por (XV2 e que (XVD = EC(VD (ef.(3. 23). Obtemos
ECu,—30lp, AP IECU, %0 = EC(v,C1-A"DydECu,c1-2%x & N. Agora,
122 e R e 1-x2 = 2%A%-1> e R* Consequentemente o

suficlente mostrarmos que se ECu,xJECv,y2> & N, entac existem £

e, = R™ tais que ECu,aix) ) E!Cv,.szy) estan em N.

Dados )\1 e )\2 < R*. consideremos a = J\: + kz e B=
= X-z-l- X_z
i 2
Afirmgao = Podemos escolher }\1, )\2 € R*. de modo que 8 < R* e
1 - o&zﬁz < R*.

Desde que ECu,3)ECv,y) € N, e ¢cxf> e (XV), i =1,
2, temos ﬂkf)ECu,xJECv.ybakazzb = ECu.kfoECir.kIzyD e N, i =1,
2. Tomando ECuAB0 e ECV = (CV) C(ef.(3.2)), obtemos
ECu.k:x)ECu.K:x)ECv.A.;zy)ECu.—)\fx) = ECu.axDECv.)t;zy)ECu.-J\fx} e
e N e, como ECu.hfxDECv.J\Izy) & N, temos que ECu,ondECV,8y) « N.

Repetindo o mesmo argument.o obtemos
ECu.dz}OECV.Bzy:J € N e, como B e R'* e ¢CB2) < (X V), segue—se gque
ECu,o  B85>0ECv,yd € N, o que implica gque ECv,-ydBECu,-a g8%x) =
= CECu, o’ B2s0ECv,.yId ™t e N.

Agora,  Juntando o fato que ECu,x0ECv,y2> € N,
obtemos que ECu.sixD € N, onde £ = 1 - azﬁz e R™. Analcgamente,
mostra—-se que existe £, € E* tal que ECv, szy) < N.

Finalmente, provaremos a afirmalc;ﬂa'o. ou seja, que
existem A, A« R tats que AaZ + A% o aand® e RS e 1 - xZ o«
+ )\:)2 - C)\i)\z)‘e R™. Para tanto, basta provarmos que o polinamio

<+

2 4+ ¥3hex* x
2 i 2

£CX XD = (X z
i 2 4

X + X5H%x x y Trepresenta uma
4 2 12
unidade em R. Mas R & um LG-anel com |IE#n| > 5 e ® 9, para todo

n « SpmCRY. Logo e suficiente mostrar que [ representa um
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elemento nas nule em Eﬁ/pRﬂ = R-n, para todo p & SpmtRY tal que
iR > B e = 8.

Se |R/n| = 7, entao £C1,1) # O. Se |R/p| = 8,

entao Rn = [F2C¢30. com & + a +1 =0 e £C1,00 = O. Se IRop] =
= 11, entao £€1,1d = O. Se jR-n] > 11, entao f rep'mesent.a um
elemento nac nule em R/, pols o grau de f e 12. Portanto f

k'
representa uma unidade em R, como queriamos.

(3.8 Obsa-rvac;;o - Se trocarmos as hipétaseg IR n| >B e # 9, para
todo n & SmeE). por 2, 3 e 5 & R* em C3.4) temos ECu, e E(v,yd
estac em N. Neste caso a damonstra:;ﬂa'o e ana'\lcga a demonstragzo do

Lemma 5.2 de (I1.

€3.8) Lema - Se |R/n| 2 8, para tode n € SpnCRY, e %, ¥y, € V sao
o

tais que glxOqglyd € E*. entac as isometrias gl qlyddr *ry e
M

P —qCxID AT estac em XV,

Dem.: Comparando as imagens de u, v e z € Vo. vemos due M'x =
= ¢ ~qC3O0IEC v, =xIECU, g0 T HOEC v, =0, Consequentementa
#-qUsOdAT € ECVD = (VD Cef.(2.2)D,

Agora de (1.13, (3.28) e ¢C—q(x)3A-rx e XV

segue-se facilmente q'tze ¢CquDqu)JTx‘ry e QCV'.)-

Antes de vermos o préximo resul tadse observemos que

se (V,q> e um espaco quadr—ético sobre R, tal que {xi,...,x > e
’ n

uma base estritamente cancnica de V, a qual sempre existe se

[R ] = 4 para todo nn € SpmCR) (Cef.CII, 4.80D, e {yi....,y} e a
. N

=



correspondente base dual, entao qui) « R*. 1€ i € n. De fato,

s

basta observar dque: a) se n e par e V = CR)(1$RK23 L. 1

1CRx @Rx D, entdc y = & (-8gCx, IJx% + x J, y = o'Cx -
n—4i n 1 L i1+d L L+d 1+4 1 L

- 2qC xi_) xi.u) onde a = 1 - 4qC xi.) g€ xi.u:) para 1 = 2k + 1, com

O € k £ Cn-2>-2; b) se n e impar e V = CRyx @Rx)D 1.4

J(Rx @Rx JL0L. .. . URx, o3 Yy e Yy, para 1 = g2k + 1, com
n-2 N4 n L L+

O £ k £ C(n-3>-8, sao dados pelas mesmas formulas e Yy =
= b Cx %0 % .
a n " n
Asgsumiremos, a partir de agora. que |R/nl 2 4 para
tedo npn € EpmCR) e gque a base canonica {xt.....x} de V ,
n o

considerada no infcle do $ 2, seja tambem estritamente canonlca.

C3.7) Lema - Suponhamos que [R/n| 2 4, para todo o = SpmCR), e
dim V 2 7. se ECu,z) e N, entiae (XV,z.V) € N, onde 2.V & o ideal

de R gerado por quz.xJ; x e V.

Dem.t Desde que XV.z. V) = E(z. V) Cef.(2.83), temos que (XV,z. V)
& gerado por oECu,zde ' e eECv,z>e !, com & € ECV). Mas ECVD =
= {(XV) (ef.C3.283), @ N é normalizado por (XV), entao eE!Cu.zje-le
€ N, para todeo & € ECV) = (KV), Logo e suficlente mostrarmos que

se ECu,z) e N, entas ECv,z) € N.
: n n
Seja z = § ax = T Biyi_, a, ,E,’i_ € R. Conslderando
= L=

»
X, y & 'v‘o, com £€ = gqlxOqgly) € R e qux.yD = 1, temos 2T T <zd) -
y

— T T (Z) = bly,2dx - b (x,2)y. Mas ECu,er v €23 -~ e T (23> =
y x q q wy Xy

ECu, st T €2))ECu,er 1 €230 Y =
o y Y - 4

bt -4 -1
8
CME)TxTy)ECu.z)Cqu.s)TxTyJ Cple Ty"!‘x) ECu, =) Cﬁs)ryrx) € N,

Kt~



pols qusZ)?xTY e cpCs)Ty‘r“ ectio em (XV) Cef.C3.6)).

Obtemos entao que ECu.quy.z)x - qux,sz) < N,

*

para todo %, ¥y € Vo com bq(x,y) =1, glx0glCyD) €e R e z & V, com
ECu,z> & N,

Tomando X = x @ ¥ = ¥y, temos ECu,ax =~ YD &

L L [ I
€« Ny, para 1 £ i = n. Para x = x o+ .Xxj, Yy = ¥ tais que
quxL,xj) =0, X € R; glxD € R (que existem pois dimRVO = 5 e R
e um LG-anel com [Rrpe]2 4, para tode n € Spm(R)) obtemos
ECu,ACo x, + 8y 2) € N.
[ | It

Considerande z = )\Caixj + 3jyi). y = ey, + ny, e

X = n X, com chxt’xj) = quxL.xk) quxj.ka 0 < qgue
. ’ E

existem pois dim V =28, ceRene R & tal que gq(y? € R (que
. existe pois R @ um LG-anel com |[R/n| 2 4, para todo p e SpmCR)D,
temos ECu,b Cy,zdx - b C,20y) = BCu,eAn fax> € N. Disto

concluimos gque ECu.c’a,‘xk) € N, para teode ¢’ € R e para todeo

i, k €« {1,...,n), tals que bq(xt. xk) = 0,
Agora, tomando z = t':’m_t » Y = XY, t oY, X =
L
= 3 X, com chxi’ ka = 0 e p € R'*, tal que gCy) € R*, tenos

ECu.c'yuia,x.) € N. Portanto, ECu,cax) € N, ra todo ¢ € R @
Vi i pa

1 € i € n.

Tomando y = '¢c-qcx33mx e XV) Cef C€3.60)
i
- -
obtemos wECu.caixt)w o= ECY»CQCKR 1°‘in.3 € N para todo 1%i%n e
c € R. Tomando c<¢' = chx_t)—i, obtemos . ECv.c’aixi) € N para todo
c’ eRel =1 % n,

Portanto, tomando ¢’ = 1, temos ECwv,z2 =
™ N
= ECv, Jo>x2) = n CECv,ax2) € N como queriamos
imd T L im4 L ]
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S3Teorema - Suponhamos que |[RAal 2 8 e # 9, para todo n e

b

c .

{

€ SpmCR) e dimnV >7 . Se N € OCV) & um subgrupoe nermalizado por
(XV) e I & © malor ideal de R tal que (XV,ID & N, entasc (XV,I) <

< N = FCV,ID.

Dem.: Seja ¢ € N. De (3.3), existe p e {XV) tal que r,urqe:w,,u-'1 =
= ECu,x)ECv,yDpledo € N, onde %, v € Vo, e < R* e 8 € OCVD fixa u
@ v. De (3.4), existem &, ¢ < R tais que ECu,sp0 e ECv.s,y)
estaoc em N.

Ohservemos que s‘x.V =  x.V, szy.v = yv.V e,
XV,x. V0 € N e (XV,y. VO < N Ccf.(3.7)0. Consequentemente, da
maximalidade de I, temos x.V €I e yv.V € I, 0 gue implica que
ECu,x>, ECv,¥) < ECV,ID = XV,Id> = [ECVD,ECV,Id] Ccf.C3.2)D. Isto
mostra que ECu,xX0ECv,y) € FCV,12.

Desde que wpy © € N e ECu,»ECv,y) e XV,I> € N ,
segue—se que @Hede € N, Para z € IV. arbitrério, t.emos
[ECu,-z),¢(gle] = ECu,ega2zd - 2) e N, pois E(VD = (VW
Cef.(3.800, de onde segue-se que (XV,e0(z) — 23 € N Cef.(3.73).
Novamente, pela maximalidade de I, temos que Cegelzd - 23.V £ I.
De maneira analoga [(ECv,~-2),#(&d®] = ECv,£'eéCz> - 23 & N o,
consequentemente celeCzd ~ 2.V S I, o que implica que
ECu,e'eCzd) - 2z) e ECv,& 'ezd) - 23 estac em ECV,IJ. Assim,
glede e FCV,ID e, como.ECu,x)ECv,y) € FCV,I>, temos wpw_ie FCV, 15
com w € XV,

Portanto, para tede 1T € ECVD, temos ['!pepip‘—i,‘l‘l =
e ECV,ID e, como y € (XVD C(ef.C3.20), entao ¢ lwpy i, zlp =
= q:(},u_"r\,v)qct—icl,u_"rw)_1 &« E(V,I), o que mostra que ¢ « FC(V,ID,
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como queriamos.
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