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INTRODUCAO

ESTIMACAO POR MINIMA DISTANCIA

A principio vamos descrever brevemente o que & o problema

de estimag3o paramétrica.

Sejam X‘ N }(2 b v Xn s n observagBes de um certo fendmeno
? aleatdrio e que a distribuigdo conjunta de xl.xz.....x &
H n
| conhecida, exceto por wum pardmetro € € © < lR'd, d2l. ® seré&

chamado de espago paraméirico.

Admitamos gque a fung3o de distribuig3o conjunta F‘e de
xi,xz....,xn pertengca a uma familia ' = £ F'e; g e O 3,
e y: B —0 R4 seja uma fungfo suave @ bijetiva. O problema de
estimagdo paramétrica consiste em estimar (62 por meio de funcBes
TCX‘,....}{“) que sZ%o varidveis alealtdrias s& dependentes das
obser vagdes.

Varios métodos de estimag¥o foram desenvol vidos ao longo
dos anos. Um destes mélodos ficou particularmente conhecide apds
os irabalhos de R. A, Fisher o gual foi denominado por MAxima

| Yerossimilhanga Cver Bickel & DoksumC187723.



0O estimador de méxima verossimilhanca (EMV) consiste no
seguinte Cver Bustos(19813);:

Definigio 1:

Seja nzl fixo; chama-se fungfo de verossimilhanga a
L: ® x R" — R definida por

Lo, ,...,x2 = §f Cx ,...,xD
1 n 8 "1 ™

onde 8 € @ e fe & a denxidade de F‘9 " em relag%o a
uma certa medida y o-finita que domina T.

Para cada x= Cxl.....an' e R", supBe-se que
-y

exista um 8(x) € O tal que

o

Ea .
Ll ,x) 2 LLe,x), 8 € ©

o bl b

Chama-se estimador de maxima verossimilhanca CEMVYD)
de (&> a fungfo

Tn(}{‘. S .an = wCOCXDdD

~

e 9CX) & chamado o EMV de &.

r

Dentre  os procedi mentos der estimagio, estamos

interessades numa classe em particular, gque ¢ conhecida como

estimagdo por minima disténcia entre fungBes de distribuig¢Bes.



£ oportuno aqui definir o gque se pode entender por
distancia entre fungfes de distribuig¢Bes.

Em matemAtica encontramos a definig3o de distancia entre
elementos de um conjunto abstrate que & extremamente satisfatéria

para as situagfes nas Quals vamos incorrer.

Definig3o 2: Seja M um conjunto qualquer n3c vazio. Chama-se

métrica ou distancia entre pontos de M uma funglo

S:MxM ~—» R tal que:

Ca) &CA,BD20, quaisquer que sejam A,B € M;

(b2 6CA,B)=0 & A=B;

Ccd SCA,BI=6(B,A), quaisquer que sejam A,B & M;

(dd 6CA,C0< SCABD + O&(B,C), quaisquer que sejam
A,B,C € M.

_ A estimag8o por Minima DistiAncia foi desenveolvida nos anos
50 por Wolfowitz, ver Wolfowitz(1853). Este método providencia
estimativas consistenltes para parametros desconhecidos, sob a
suposigdo de amostragem independente de uma populagdo fixa. O
método pode ser descrito por:

Sejam ' X‘ s Xz. e e ){n uma amostra aleatdria de uma
digtribuig¢io G,
G Cx0= A E: ICX =0,
n n i

ie 4

a fung3co distribul¢io empirica e chiﬁxD ¢ o indicador do evento
[XLSx].

Mais ainda, seja ' = -(F'e; @ € ® >, onde ® c [Rd. dzi que
dencltarid a familia de distribui¢Bes parametrizadas. Por guestfo de

simpl icidade, nesta segin vamos considerar somente as

distribuigties univariadas, embora o método possa ser estendido

para dimens®es maicres. Como na defini¢do 2 denotaremos por &80.,.0

a medida de distancia entre duas fungdes de distribuigdes.



Agora daremos algumas defini¢fes de distincia entre

fungBes de distribulgBes Cver Parr(18813).

i1.- Distancia ponderada de Smirnov-Kolmogorov

c%CGn.FeJ =  sup | GLC:J - F9CzD| J nCF (232

L Z LM

(0.1.12

guando n(ud=1, obltemos a estatistica de Kolmogorov-Smirnov.

2. - Distancia ponderada de Cramer- von Mises

o
_ _ a
éE(Gn’Fa) ~_£ [Gn(z) FQCz)J nCFe(z))dFQCzD

quando pCuld=l, obtemos a estatistica de von-Mises,

3.~ Distancia de Kulper

& (G ,F. D> = sup (G (zD~F _ (23D - inf (G Cz2-F_C=z3>
2 n @ n & ™ e
—00¢{Z < 2 {0

0.1.2>

€0.1.3>



4.- Distancia Qui-quadrado

- =2z <z <z < ... <=z { z = w
0O 1 2 k-1 k
k z
6‘CG“.F9) =ny [CGnCzj) GnCzj_l)) (FBCzj) FQCzj_iDDJ
=1 -
F8(zj) FQCzj_i)

(0.1.4>

5.~ Distancia baseada na funcao caracteristica empirica

o0
_ itz .
¢ Ctd ﬂ-i © “dG (2); ~w< t < w

W .
So pusermos ¢L{L,8) = _r Q‘dePeCz) ent¥o obtemos distincias tipicas
-

baseadas nas funges caracteristicas, tais como

w
—_ _ P
84,,CC, Fgd __i‘ l$ CLO-gct, o [P weeddt €0.1.5.13
& (G ,F.D = sup |¢ CLI-t,00]| vWCLD €0.1.5.2)
3,A n @& n

t

Neste Lrabalho estamos interessados numa distancia em

particular, a saber



6.~ Distancia de Hellinger

Supconha que I' = {F € €« @ > seja dominada por uma certa

at
medida g, o-finita. EntZo definimos a distincia de Hellinger por:

[+ o} 172
172 172 F 4
86 ,Fd = [_£ Cf, "C2d-g “TC233dul=d ] (0.1.6)

onde fe e gn s&c, respecitivamente, as densidades de F‘e e G
™

relativamente a .

7.- Distancia de Kulback-Leibler

Czorglzrd. ¥ (=20 dulzd (0.1.7>

SCF_,G = f InCf

8 e e

onde fe @ g sao, respectivamente, as densidades de FB e G

relativamente a u

Os estimadores de M{nima DistAncla s3o obtido=s
minimizando-se a distincia entre a distribuig3o empirica e a
familia I'.

Os estimadores gque cumprem tal objetivo s3co fortemenle
consistentes,isto &, se Lemos uma sequéncia {Tn} de estimadores de
& por minima distancia, entdo ‘l‘n s @ g.c.. Entretanto a classe
de estimadores — MD (minima distinciad providencia muitos exemplos
dae nZ%o normalidade assintdtica de algumas distincias. Em
particular, as disténcias do "tipo~sup” tais como 61 e 63 s3o n3o
normais, enguanto que outras, sob condi¢gBes de regularidade, s3o

distribuidas normalmente, C(ver Parr{198102,



Podemos encontrar peleo menos deis fatos que tornam a
estimag8o MD um método atrativo. Um deles & que este métode & de
facil  implementagfo, pois dado um conjunto de dados, um modelo
paramétrico e uma.distancia entre as fungfes de distribuigio resta
apenas construir wma rotina de minimizag8o para contruir o
estimador.

0O segundo fato (o mais importanted) ¢ que os estimadores MD
leva em consideragdo quande 6 &« ', isto 6, quandoe © modelo
paramétrico conjecturado & incorreto (ver Simpson{(1887)). Nestes
casos, os estimadores do tipo MD s3o consistentes para o valor de

8 tal que inf &(G,F_ ) = &6CG,F, 2. Assim, a estimagBc por MD
° 8<® e %
selociona a melhor aprodima¢iio em I' em relagldo a &C.,.D.

Quando uma parcela das observagles se destaca por ter um
comportamente surpreendentemente diferente das restantes dver
Barnett & Lewis(1982), este método tende a produzir estimadores
robustos. Na wverdade, quando &(.,.0 ¢ a disténcia de Hellinger o
estimador resultante ¢ assintdticamente equivalente aoc estimador
de méxdma vercossimilhanca, ¢ mais, & robusto ne sentideo de dar

pouceo peso a cobservagBes que podem ser consideradas como
"outliers'",(Ver SimpsonCi08733.



CAPITULD I

INFERENCIA BASEADA NA DISTANCIA DE HELLINGER

§ 1: Definicoes Basicas
A partir de agora, salvo mengdo em conlrario, nossa

definig8o de disténcia entre fungBes de distribuiglBc seréd dada
pela definig¢8o C0.1.62, ou seja, a disténcia de Hellinger.

Da definigio (0.1.8) claramente vemos qus,

2 - -—
86 ,F) =2 -2 fuz (g2 du (1.1.1)

@ assim podemcs definir uma quantidade que se mostrara

extremamente Gtil no decorrer deste trabalho.

Definig¥oc I.1: Para guaisquer par de funglies de distribuig3o F‘ @

F tal gque F e F_ possuam densidades { e [
2 | F 1 2

respectivamente, em relagdc a alguma medida »

o~-finita. Chamaremos o numero

p = KF,FD = j’m AT av

deo afinidade entre F'1 o F'szer MatusitaCl19S12D,



Lema I.1: Sojam F:l -] F‘z funglBies de distribuig¢Bes quaisquer. Enti3o:

Cid ©  pCF,F > % 1
€iid> 8%F ,FD> = 2¢1 - oF ,F3) < 2
1 2 Y 2

Ciiid &%F,FD> = [ £ -f | dw S B6CF ,F D
1 2 R s 2 1 2
Civd Sejam < F‘h} uma segqudéncia de fungBea de

distribui¢io, entio:
&C F‘n, F‘e
| F CED —-F‘QC EJ | - o, quando n—rom,

J — O quando n — w sSe, @ somente se
uniformemente em E € K.

E imediato gque <5CF‘n.F'6) ~— 0, quando n —®, implica que

pCF'n,F‘a) — 1 e vice-versa
Prova do Loma I.11

Ci2 Por construg8o pCF'i.F‘z) z 0.
O, dai F'1 = F‘ze pertanto pCF'i,F'z)-—-i;

Agora suponha 5(F‘1,F'z)
se tivermos &CF,F) > O entfo <szc1~"1,r-*a> = &C1-pCF,,F 22 > 0, logo
eKF L F D < 1.

CiiJ De (i) temeos QO = pCF'l.F‘z) =1, dai O = 8(1—pCF'1,F‘z)) s a.

Ciiid Primeiro vamos provar que S%F ,F> S f [f - f_| dw.
1 = R 1 2

A~ AF| S |WE] + AF| » CIF, = AT D% < |4, - T_|. |V, + ¥T|
a 4 a

Daf , C'/f_‘-: - 1/;‘_2 2 < |f‘1 - le % portanto,
Jehw, -h, > s [ir, -1 | dv
R 1 2 i

2



Mas,

‘rlR £, - £_| dv=jmfﬁ:-ﬁ:;.lﬁ:+ﬁ:| du

.. 1.2
< [J‘ CVT . - #‘)‘du,j CVE + VT 3’:1»]
[R i 2 IR 4 2

172
8CF ,F> [_|" £ du + _[ £ dv + a2f V___f‘f‘a dv]
K 173 R
172
= SCF ,FD [a + apCF“,F’)]

< &F ,F> 12 + 21¥% - 2. 8CF ,F >.
4 2 E 2

a primeira desigual dade decorrendo da Desigual dade de
Cauchy—-Schwartz.

Civ) Seja E € R, um conjunto mensuréavel qualquer tal que
FCED = [ f dw, i=1,2.
i E °©

|FCE> - F CEd| = IJ'E(fi—fadel < lfm(f‘—fz)dvi < _[m if,-f |dw

por Ciii) temos

J if ~f |dv S 28CF ,F
[R i 2 1 2
Dai ,

|[F CED ~ F CED} & 26(F ,F D
1 2 1 2

Logo, para todo E S R
-— ) <
|F_CED FBCEJI = 85CFn,F9)

Portanto, 6(Fn,F93 — O, quands n—rw, implica [FnCED - FQCEDI — O
uniformemente em E, pois 6CFH,F93 n3c depende de E.
Por ocutro lado, |FnCE3 - FBCE)| — 0, guande n-—ow,

significa que f Ifn - feidv — O, Mas, como j& vimos em (iiid,
E

2
— < -
Cffn ffe) = Ifn fef

10



dai,

. 2
Iﬁ Cffn - er) dp = Ié |f‘n - fefdv, qualquer gque seja E <© R,

Portanto,

FCEY - FLE)| — O, gquando n — o, implica

n &
[ oor - ff“e‘)zdv — O, qualquer que seja E & R
E

Assim, vale também para E = R ¢ temos 5(Fn.F9) -—— 0, guando n-—»m.

De posse destes resullados, podemos estudar relevanies
preblemas da inferéncia paramétrica, Para tornar mais
compresnsivel o que pretendemos expor, vamos dividir estes

problemas em dois grandes casos, a saber,

- Caso Discreto: Quando a distribuig3o F_ & discreta @ finita:

&

- Qaso Geral: Quando Fe ¢ absolutamente continua e quando Fe tem

suporte enumeriavel.

11



§2: Caso Discreto

Vamos supor gque F seja uma fung8o de distribuig3o

discreta com probabilidades pi,pz,....pk para os eventos

E‘,Ez,...,Ek que s3¢ cobservados em um experimento. A distribuicg3o
n n n

empirica baseada em n observagdes, isto 4, _Hi . n’ P e e e g nk]

sera denotada por.Sn. Ent8o por definig¢io,

A U EEI CE VAR

s%F,s > = S:
n

imq
€1.2.1)>
2 Cni~an)z
FPonha » = o enlio pode-se mostrar gue
i=4 pi

2

" ¥ 4
S CF.Sn) = - Cl.2.2)

pois para cada i=l,...,k temos:

"/ n n. - np, ) n -np, Vﬁﬁr
[ n -/:} fﬁc{ﬁ:+{r?§?:_[ﬁ.f:ﬁ]'[ﬁt+yﬁﬁ]

3 E_—:;é§°ﬁ_J°[ 4B, ]

SNEE :;L ]

I
F e Y
e
3 |-
o I
-
= =
i

1=



Portanto,

/ n. z Cn,—np,)z n, -2
[ i _ /P_ ] - i i [1 + i ] ,
n i 2 np

.

e dai decorre o resultado,

Lema I.2: Quando uma variavel aleatdria tem fungio de

distribuig8c discreta F&' ent3io para todeo & > 0, temos

P{a’cs.F3<s[k"l]}z1—_L
n [ n &

Provat Seja P,rPgr---P,, > 0 e Pl =pk=0 para k' % k, entHo

n, 2 ‘1 n, 2 n,

/o) s mn) )

n L i P. n 1 , n
L1 L L=k +4

3 —
& CSn,FQJ = 5

=4

Assim,
- n 2 k1 - p .
ECsCS_,F 0> = i-—-l—-lE[ up,] - Pkt -1
n & . P, n i . n n
.y * LA 8
k -1

1A

agqui [EC.D> denota a esperanca com respeito a Fe. Agora pela

Degigualdade de Markowv
P{?ZCS wF O < EC&*CS »F 3)8} 21 - ~£~, Ye> O
n e n 8 &£

Agaora, guande n ¢ grande xz & distribuida assintdticamente
como uma qui-quadrado com k-1 graus de liberdads. Portanto da

relagic (1.2.2>, chtemos

13



Teorema I.1: Quando uma variivel aleatdria tem fungSo de

distribuigHo F‘9 discreta, com densidades p >0,
L8

¥V i=1,...,k @ n % suficientemente grande, nos
obtemos a seguinte igualdade assintotica
2 2} = 2
IP{& (S_,Fgd < a:} = [F’{ X < 4m:}

V &0 e giﬂ‘ ¢ uma variivel aleatdria com

distribui¢8c qui-quadrado com k-1 graus de liberdade

Prova do Teorema 1.11

Cn, ~np 3% . -2
&’cs,r-*e):‘i L [1+ : ]
n n & np. np,
Dai ,
2
2 x
& CSn,Fa) = s
onde
2 Cni—npt)z
xr = 5 C1.2.32
: np.
v=4 1
Portanto,
2
2 a x z
P{&CS ,F 2 £ &« 2?—(;‘}
n & n
Agora, para n suficientemente grande
2 z
k Cn,-np,> X
§CS F = = Y — > ot
L= pi.
n, -2
Jj& que [1 + n;.‘ ] > 1.4,
Aeeim, P{é’csn,l?sz < c’} x |1=<[;¢:_1 < 4“3}, Ve >0 on
grande,

14



O lema 1.2 @ o Teorema 1.1 dizem que possuimos uma cota

inferior para a probabilidade de gque a distancia entre a fungZo de
digtribuigfce empirica e a funglBa de distribuigBo discreta
parametrizada da gual provém S% ndo exceda um numera positivo
pré-—Tixado ¢ que temos uma distribuiglc conhecida @ tabsladsa para
esta cola inferior. Estes resultados podem ser de muito interesse,
por exemplo num teste de bondade de ajuste. Isto &, estamos
interessados em decidir se uma variavel aleatéria tem fungHo
distribuig¢go FQ <« I' = (Fg discreta @ finita; 8 & 8 ocu entZc se

esta variavel aleatéria tem funglo distribuigBc F tal que o

infdCF,F
Fel’
isto temos o seguinte resultado:

ech>73, para algum nimerce real n > 0O, pré—rfixado. Para

Tecrema I.2: Sejam F‘e a fungHo de distribuigio discreta com

probabilidades P oPyre- P, para os eventos
E;’ E:z, v .E:k que s3o ocbservados em um experimento,
Sn a fung8o de distribuigSo empirica e n um numero

real positivo., Ent3o temos:

P{ inf &S ,F> < n y 21 - -k—_i—; quando F, e I'
n 2 (2]
Feal’ nn
(=4
P{ inf &85 ,F> > pt 21 - KX . quando inf &F,F.O> 2 & > 7
n = =
Feal™ nCe-nd Fal®

15



Provat Quando Fe a I, obtemos claramente

inf &CF, S 25 $CF9.S )
Fel’

portanto de acordo com ¢ Lema 1.2, temos

k-1
]
ny

IP{ inf &CF,S) =7 } > IP‘{éCF‘e,Sn) < n} >1 -
Fal

Quande inf &6CF
Fel”

B.FD 2z & > 1,y oblemos

inf &F,3 0 2 inf{?CF F 2 - 6CF '3 D} > e - &F_,5 2,
n n 8" n

Fal”
portanto
{P{infsu-"s>> n}z{Pacs JF D ss—n}21 _ kA
Fal” n n(a-—n)z

Assim Lemos a seguinte regra de decisfo:

Cver MatusitallQBsi)

~ Quando inf 6(8 +F2 8 7, decida que Fg I
Fel”

- Quando inf 6CSn,FD ? 71 decida que inf 5CF9,PD 2 & 2 n.
Fel™ Fel®

A fung8o risceo desta regra de decisSe ¢ uniformemente

limitada por k_i ou k-1 , dado que a fungBo perda toma o©
nn nC&—nd

valor O quando a decis8co € correta e um valor menor que 1, guando

a decis¥o estiA errada. Portanto temos que o riscoe tende a zero

quando o tamanho da amostira cresce.

16



Desde que $CF,G = 2( 1 - p(F,G) onde F o G s¥o fungBes
de distribui¢8o, podemos definir a regra de decis3c em fungfco da

afinidade p:

2
- Quande sup ,oCF‘,Sn.'J >1 ~ -2, decida que F‘e e I';

Fel 2
k4
- Quando sup KF,5 2 < 1 - —g—, decida inf &CF,F ) 2 & > 7.
Fal® n Fel

Com esta mesma regra de decisBoe podemos estudar o problema

de independéncia.
Sejam X,Y duas varliéveis aleatdrias e PP, P

»

k
c::;1 , qz TRTRL N as probabilidades dos sventos A‘ ’ Az v e s 3 Ak <

B;’Bz""BL respectivamente. Dencte por Fe a distribuig¢do conjunta
de X @ ¥ & por I“ o conjunto de todas as distribuig@es sobre os

eventos CAi,BJ_D tal gue as probabilidades de CAi,Bj) determinadas
k L

por elas, possam ser escritas na forma p,-a; com p p, = L a; = 1,
i= i=

com piZO e quO. Note que para aplicar a regra de decis8o acima,

temos somente que mostrar que sup pCF',Snj pode ser calcul ado.
Fel
1

17




Sejam F a fung3o de distribuigdo do wetor ((X,Y) cuja
densidade pode ser escrita  como ;%.qj @ Sn a fung3oc de
distribui¢Bo empirica cuja densidade tem a forma Pi,j' Ponha
xi.=-"pi,’ yJ:'/:i e ai'j=1/]:Tj—. Ent8co temos

k L .
PRS0 = Z 2 CRRCIR A Zaij'xi s
=1 1=1 =,
1.1
Em notag8o matricial,
>y Yy %4s 41
X = . s y = . ’ A= . .
*x 4 “x1 k1
Assim.
pCF,S“D =< A'%, ¥ > ou £ x, Ay >
onde <.,.> & o produto interno usual.
Desde que
k 172 1 2 1-2
I x i = [ x ] =1 L) Ny Il = [ Yy, ] =1
~ ‘Zi v . . JZI. J
@ verdade que,
CA'X, ¥ =< % Ay 2 21 A’x Il cu ll Ay |
A express8o < A’x, ¥ > = < X, Ay > atinge seu maximo se, e

ur Por

somente se,

o

or Eed

For

Ay?, Isto decorre da Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Portanto encontramos a seguinte relagdo:

max
FGJ}

=

KF,SD i A

n

max
Facil =1

vf.xtzo
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Agora A.A’ ¢é simétrica positiva semi-definida, ent3oc A A
pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal V. Isto &,
Y.AA,Y = A= diag(hl,hz,...,hk),
onde )-.i' s%o o2 auto-valores, todos nEo~negalivos e sua soma & 1,

Mais ainda,

k
z A, = tragofA.A*D =2 a .a, =1,
i . i ) n
Lmg LI |
Seja A ax® © maior valor dos autcovalores K‘.A'....,Ak. sntdo
madc I Arx #E = kqu
il =1 ~
X, 20
i

Consequentemente,

ma< pCF'.Sh) = A

Feal©
1

max

Assim o problema de docisBo torna-se num certo sentido

mais facil, peois basta encontrar © maior auto—-valor da matriz A’ A,

o que & computacionalmente favorével, Jji que existom softweres

bastante eficientes para este Lipo de problema. Na maioria dos

casos (dependendo da esirutura de A’A), estes programas s%o mais

rapidos do que aqueles que maximizam funges,

12



De maneira analoga podemos utilizar os resultados anteriores

para o problema de duas amostras (ver MatusitaCig55i),

Sejam X @ Y duas varibdveis aleatdrias (nl¥o necessariamente

independentes) que tenham fungfiesde distribuigdo discreta F e ©

respectivamente cujas densidades existem & sBo RARED
Qo1 sobre os eventeos Ei""’Ek’ isto é, p = PCX € EJ e
L L
qt = P(Y <= Ei.)’ parea i=;.....k. Mais ainda, sSejam Cnl,....nkD.
k k
Iin =n e Cm‘, ‘e ,mkD.. r mo = m, obgervagBes sobre X & ¥
izt " i=1
respectivamente,

Ent¥o queremos decidir a partir de dois conjuntos de
obser vagBes Cni, . ,nk) e (m‘, . ,mk) seg F = G ou se
SF,.G) 2 &> O, onde &£ ¢ um nimero real pré-fixado. Neste problema
nds também estamos interessados na questBo de F e &G estarem

ou nBo préximas uma da outra.

n n
Denote Sh como a distribuigfio empirica [ -—;—1— re s nk ] e
My "k
Sm como a distribuigic empirica [ o e T] Ent3o nds

Leomog:

20



Teorema I1.3:

CMatusitalleSsdO

Sejam i, € € R Ltal que 0 { 5 < &.
CadQuando &CF,G) = 0O, tem-se:

+

{P{ &S .8 ¢ m } > 1 - k”; [ 1 1 ]
2 S e

(b Quando &(F,GD 2 &, tem-se

_ | e
IP{GCS.S)Zn}Zi— k-1 [1 P ]
nom (f:—n)z Y2 Ym

Mais ainda, se X & ¥ s8c independentes, tem-se

Ccd Quando 8CF,GD

I
o

-

4
m{?cs;,sm> < n} >1 - 4‘*;13 [ i L 4 ] L _48Ck-1>

-+
n N .n.m

Cd) Quando &F,5) 2 s, Ltem—se

2
W{?cs;.smp 5 n} P YN I g [ S

Cc—‘q)' n m Ce—nd*n.m

Neste caso {ad ¢ mais preciso do gque {(c) se, ¢ somenle se,

3m+nd - 2Ym.n >

—£§£5:l1 @ C(b) ¢ mais preciso do que (d) se, @
n -
somente se, 3C(m+nd - 2Ym.n > —lggi—%z-.
: Ce—-1D
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Provat Quando SCF,E) = O, entBo
&2 ,8 ) £ &F.8 2+ &8 ,6
™ " 1a] m
dai, usande & Desigualdade de Markov

P {acsn,sma < n } > P {éCSn,F) + 606,52 < 1 }

>1 - 1 [E c&S P + 866G, S
2 141 m
n
1 2 = 2
> 1 - ——-[ ECscs ™) + /ECsce,s 2™ ]
nz n m

2

v
[y

[ k-1 ] [ 1 + 1 ]
nz ¥n ¥m
e mais ainda, se X @ ¥ s8¢ independentes

6cs.F3<—’l—.6ce,s><_E_}
n m =

{6cs,m<_ﬂ_}.u={écs,s><—’?-_}
m =
1

[P{é(SpS)(‘n}ZTP
noom

o

=P " 3
- [ _ 4Ck-12 ] [1 _ 4Ck~1D ]
2 ' 2
) nin m-}‘} -
=1 - 4Ck-1> [1 + 1 ] - 16Ck~-1D
2 n m 4
N n mn

e gquando &(F,G> Z & entdo

t5CSn,SmD 2 &F,6 - 6CSh.F') - 45CG.SMD
zZ & - 6CSn,F} - éCG,SmJ

e analogamente, nds obtemos (b) & (d2 (ver MatusitaCl9Q9923,

(==



No caso em gque sabeomos que X @ Y 530 independentes @ F & G

2o tLais que x:_

{F>

< xa como obtidos em (1.2.3> tLém
1 k-1 _

distribuigSo xz com k-1 graus de liberdade, podemos fazer usoe do

seguinie resuyltado:

Quando &(F,G) = O,

' 1 2 1 x; 2
[P {6CSn.Sm) <n } =z P { S5 e T B @k <n }

o
2 2 ] 2
13 {6CSn,Sm) <7 } =z P {(ka_=l < nm } r {‘mxk_’ < m.n}
Quando &F,& > &,
1 x; 1 2 z
P {6(3“.Sm) zZn } z P { 3 @ k-1 + B Xt < Ce&—n2 }
P [1 . 1 ]
2Ce-m2 L7 m
L -]

2 2 2 z
IP{ &C .82 27 } 2> {P{unxk-s < n.Ce-mD } IF’{“:”;;;]‘_1 < mCe-m }



§3: Caso Geral

3.1 - Quando FG & absolutamente continua

Aqui westamos interessades, particularmente, no problema de

obser var n variavelis aleatdrias Xl. s .xn independentes <

identicamente distribulidas com densidade pertencente & uma familia

paramétrica 0N = < fQ: g € & >, ® < [Rd, dzl. E procurar um

procedimento que minimize a disténcia de Hellinger entre

distribuigﬁes fg e g

ondeo g & um estimador nEo paramétrico adoquado da donsidade de

x‘,', i=1,...,n. Dencltaremes este estimador par 6 (X ,...,X p 9

numerco real tal que:

min &CF,,6 = &(Fm,G) = | /rgu— Yg
Sct n L] ”
onde Gn & a funcHo de distribuiglo empirica @ | . Il & a norma no

L% o espago das fungles de quadrado integravel,.
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o estidmador 92 guarda

Cbhegerve que

umae

forte relagiic
Fal

heuristica com ¢ estimador de maxima verossimilhanga C(EMY2 en.

quando sn provém de alguma < (.

8

Q

Polis com esta suposigBo @ n

suficientemente grande o EMV estaria prdximo de 60 e o estimador

sob

da densidade ah estaria proxime de f ’

(2]
o

formal quando 8 esta suficientemente préximo de 90,

o ponto de vista

gue:
n n
max log £ (x)J = log £ #(x2D -
O =41 6 i.ZA, 4 v
3 max L. 5 log £ _Cx2 =-—5—-—S:logf *(x D =
8ec® n & e i n =4 e v
- max log £ _Cx0dG (D = log £ _#CxxDdG Cx2 -
f'QCxJ f‘QBCf)
=) max J- log - dGe (X2 = J. log — dG (0
oo g O "~ g O "~
n L] n A
:[‘6(:.') . f‘e*(x) .
@ maleog - g (x dx=Jlog — g Cx> dx
o< ganJ "o~ ~ gnC > "o ~
Mas,
12
feCf) . fB Cf) .
log =< g (2 dx=2’[log 1+ e = 1 g (0 dx
.[ g9,,C>0 "a o~ g’ 200 "o
expandindo em Série de Taylor,
fé”(x) 7500 f;"cx) 2
log|t + | = T ool " -t} - ; ~ R |
g:”cx) g:"’cm g:./a'Cx)

=5

verificamos



Obteomos entio

& ~
Jiog = g (O dx =
g (0 IEV I
27200 ) 2
ff ‘e "o 1 e N
el mreT "M T | mea s T | 9O 9
JIL g™ 7 Go €3 ~ o~
n " n oy
Chserve qus,
f1/2 fifz 2

e R . e .
2 31/2 ~il 9, = ;1/2 e I

b4l

]
(W)
—
l-',

1,2 “q1r,2) 12 12 it Ve
- g g - | f g

e n e IS
442 dr2 ~1s2 _ L AS2 1s/2 sz~
= 2 g .fe 2 g = fe + 2 f@ g_ Q_
“$-2 12 ~
= 4 . o R fe
Portanto,
fecf) R
J log — | g (x> dx =
g(;{) " o~ ~
LA
e Ve 172 ~
= J 4 9_ {x0 - fg (x> - 3 gﬁCxJ - fQCxD dx¢
') L' L) N e
= -8 6%XF,,6)
- &' n
~H
Assim, & razofvol supor que o ostimador 8_ soré

assintoticamente eficiente sob fe.

(e



Podomos pensar Q: como um valor em g de um funcional T. Seja

ja classe de todas as densidades com respeito a medida de

Lebesgue na reta. O funcional T do Lipo MDH (minima disté&ncia de

Hellinger) & aquele que esti definido em X o satisfaz:

Pars toda g = I,

&CF » GO

T

N R A el B I S el €1.3.0)

T{g) t
9 Le®

O teorema a seguir garante a existéncia e a continuidade deo

estimador T do tipo MHD, Isto &, existe um funcional T(g) gque

satisfaz (1.23.12 @ T(g) & consistente para @ € &.

Teocrema I.4:

CBeran C197722
Suponha que © € RY seja compacto e d>1. Admita que

8‘#92 = f‘e #fe num conjunto que tenha medida de
i 2

Lebesgue positiva e para quase todo x, fQCx) )

continua em €., EntXo:

Cid Para toda g € , existe T(gd) « © satisfazendo
€1.3.05;
Ciid Se T(g) & Gnico, o© funcional T € continuo em g

na topologia i ndulzi da pela m&irica de

Hellinger;

{iiid 'I'Cf‘e) = & & Unico para todo 8 € 8,

Provat Veja a belissima demonstrag8c em BeranClQ77).
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Heste mesmo artige de 1877, Beran faz a3 seguintes

afirmagSes:

€Ci> ©O teorema 1.4 & também Gtil para familias paramétricas

L fes 8 € 8 >, onde 8 nic & compacto mas pode ser imerso dentro de

um conjunto compacto.

€ii> Em problemas de bondade de ajuste, wum "plot” residual de

-
f‘i;a(x) - g:/z(x), 9: sondo o estimedor tipo MHD ¢ um bom

[
n

ponto de partida para considerar questies como identificar

ocbservagles di vergentes do grosso dos dadoe para

investigagBies posteriores. Verificar se a familia paramétrica

¢ plausivel para explicar o conjunto de cbservag@Bes.

C(iii2Ainda sobre ¢ problema de bondade de ajuste, a estatistica

ézCFgH.GnD = | f‘:;z - :/z ne parece particularmente adequada,
) e

r

desde que ela estima a distancia de Hellinger aco quadrado

entre a atual densidade g, e a densidade mais préxima na
familia paramétrica < fe; 6 € @ 2,

Civd B importante notar que a estatistica | f:;z - :'Fz ¥ nEo &
(=)

L
muito afetada neo ajuste na presenga de poucocs Youtliers",

Cver SRCGAD 4, BeranC197723). E Jjustamente esta
insensibilidade que torna a estatistica GLil em decidir se o

grosso dos dados pode ser razcavelmente ajustado por uma fe.
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3.8 - Quando F_, ¢ discrets com suporte enumeravel

e

Considere © wessquema geral de estimag8o numa classe de
distribui¢8os paremétricas I' = ( F9= & e @ D). Assuma D £ Rd, d=1 e

que I’ @ dominada por uma certa medida u. Dencte I . i & norma no

L?.
Seja f‘a a densidade de Fe em relagdo a uma medida p o-finita

© g um estimador niEo-paramétirico da densidade baseadc numa

amostra aleatéria xi,....xh.

o
Se g¢xd 20 e zgh(x) = 1, entZo facilmente obtemos,
x=0

. 1r2 | 172 g2 _ _ 1,2 172
&Fg,65 = Il g! £57% 1 2 - e zgn £ C1.3.1>
' Para dados de contagem, a funglc de densidade empirica g, &
dada por
N
gth) = ! x=Q,1,2,... 1.2.2>

onde N = zlcxi = xX) e [()(i = X} &€ o indicador do evento [}{,‘=x] R

vE4

isto &, Nx & a fregiiéncia de x entire xi....,xn.

Portanto, o estimador de & do tipo MDH que minimiza a

distancia de Hellinger, maximiza

ap
_ 12 1,2
en. o _nzog“ ST T S £ €1.3.3)

c8



Se fB & diferenciavel em 8, maximizar €1.32.32 & equivalente a

encontrar um zero da seguinte equagfco de estimagio:

-4 42 12 =
e .ign 0GO.£57%00. 1,00 = 0 1.3. 49
de 1 €x) = =2 In £.00
onge lg 36 g

o L}
a a 1-2 172 1 1,2 1/2-1 (7]
o = o Cx3. 1 Caxd = g C2D, T2 £ 0D
80 "'n,e _ﬁﬁ:z; n e “5:_0 n e g e
_ 1
= fﬁﬁcwrecw 100

L ]

Mas,

1 = - P -
o i /gan).faﬁ}O.ler) =0, quande @ = 6 = max @
x=0 8c@

Logo,

o ) .
—1 - =
et o ."Zo_/gh(xD.fQCx) . 1,02 = 0, quando & = & .

Em cposigio a (1.3.4), Lemos a equaglic do estimaglc de maxima

verossimilhanga:

ganJ.lQbe =0 €1.3.9
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Obtemos (1.3.5) da seguinte forma:

Sejam X‘. PR X“ uma amostra aleatdria de

distribuliglic F x, um dog possiveis valores de cada X, ,

- xi e {0,1,.2,...2.

mn
Defina LCG,xi,... ,xn) = i!lfert). Daf ,
Lce,x‘,...,xni) = [f‘aCODJNo ..... [f‘BCXD]Nx...
_> N
=1 [f6(x)) x
HK=O
Loge,
In Lce.xi, XD o= N 1n f‘er.'J
n « o b
Dai,
a R a ~
W— 1n LCQ.K‘,...}{n) = ZON)‘ W—fecx) = O; quando g = e,
EMV.
a m Nx o
3 1n L.(B.x‘,....xn) =x'° — ler) =x oganD = O
A =
quandeo 8 = @,

8> i i isl,. ..

umna

Y

Observe gue guando 9 provém de uma distribuigBo F_ ent3e as

Q

equagles (1.32.4) e (1.2.8) concordam no limite, guande n — oo

Parém, guanda gn provém de uma F‘e* b F‘e,

a eguagho (1.3.4) leva

isto em considerag3o, muito mais que a equaglo (1.3.2, pois a

- esperanga de 16 g

Pode-se ver 'isto da seguinte forma:

31
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Soja f % a densidade de F_ %, £1.3.42 o (1.3.8B) podem ser

e ]
pensadas como esperangas de uma v.a. ., IGCZD tal que em (1.3.4)
-4
= = L} L] -
PC 2 =x2 .0 1’-; (I T Ziﬁ,dai,
o0
EC 1,02 D Z . VG O TG0, 1,00

e, em €1,3.8, P C Z = x> = g (x2, logo

2.1
EC 1,02 > 29(}01(:{)

Agora suponhsa qus cada X, tenha densidsde f‘e* a :t‘a, para todo
i

i=l,...,n Ent8o, claramente, (1.3.98) leva em consideraglo somente
as informag@ies provenientes de f g* enquanto gque (1.3.4) considera

também as informagBes provenientes de fe.

Mais ainda, s por exemplo FO tem informag3c de Fisher
finita, ent¥o £7 00

que Uuma contagem Cobservagiic) pouce provavel tem peguenc impacto

). |1 (x2) — 0, quando x — w. Isto significa
&g

noa estimador por MDH. Pois neste caso:

ECIQCXDD £ +oo 2> EC|19C§)|) { +mw e EIIQCx)f.fe(x) { +4co

A

> IIQCxJ Ii‘QCxJ —— 0, quande x — © e uy ¢ uma medida dominante em

P =4 Fe: g € & ),

172

Portanto, fe

. IJQCXDI - O, quandc x — o

22



3.2.1 - Propriedades Assintdticas

Estabelecer a distribuigdo assintélica do estimador MDH @&
importante para se flazer comparagBes Ledrices <com outros
estimadoreos © para tornar vdlides as inferénciess sproxmados.

Primeiro ¢ necessfirlo discutir a consisténcia do <stimador
MDH, isto ¢, a continuidade de MDH na forma funcional dada por
Beran(i1Q77), _

Nesta segdo, vames wulilizar wuma notag8oc que sera mais
adequada para o entendimentc dos conceitos que aqui serlo
expostios.

Ponha,

HCE, 6> = 6°CF,,& = Il £7° - g% i
onde ¢ ¢ a densidade de G (ou a parte abscolutamente continua de G
relativa a familia TD.

O funcional T do tLipe MDH & agquele que resolve

H(TCG) ,G3 = min HCL,G), se existe solugBo
tLe®

No teorema 1.4 provou-se a existénecia @ a continuidade de T
ne caso continuo, para @ compacto. Mostrou-se tambdm que o
resultado se aplica quando @ est& imerso em um conjunto compacto 8
e gue H(. .G & cantinue em & Porém tais imers@es podem ser
complicadas em situagBes multi—pafamétricas @ a distadncia de
Hellinger nem sempre se estende continuamente.

Veja por exemplo o caso da Binomial Negativa bi-paramétrica

.descrita por Gollings e MargolinCl9852 como

-1

' -1 x c
+
£00 = FCxte ‘3 [ 152‘"‘ ] ["i‘i‘“&‘ﬁ‘“] , %x=0,1,2,... €1,3.6)
x!'Ce™ "D
onde 8 = (m,c2, 0O < mf€ +wea O 8 ¢ £ +wm.
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Note que = — O, f‘a corresponde a densidade de Poisson com

média m, Cver Simpsconl9B873).

Agore guandos m — o <com ¢ — O, H{(&,80 — 2, para G fixea,

Isto porque:

-m x
ot o = fer—x} — % » x=091,l| ¥ ]
Dai,
w
eyt - g 0t =201 - E'/g(x).fBCx') p
X=0O
o) ~ms2  u.-2
= a[ 1 - ng . - ]
X=T0 Y x!
Mas,
a-m/z mx/z
i- Yglxd » O, gquando m — o
X=0 v x!

Por outro lado, pode-se mostrar que se f‘BCO) — 1, quando
m — o com m.c=k Cconstante), ent8o H(E8,G0 — 28 - 2, g’/zCOD. Isto

porque se feCOZ) - 1 quande m —» @ com m.c=k, entic
f >0

i - fGCO) —_— O = 5 fGCxD —_ O - ferD — O, V¥V x>0,
x=1

Agora, P o =K§°'/g<x3.f9CxD = 'fg(O).feCOD +x§1'fngJ.fer) >

» lim p = ¥glO2 + 1lim f'/g(}().f CxD
N, e (=
m=—p00 m—pD wwd

mc=k mc=k

Mas, Y »0, ferﬁfl. dai Ifeﬂx).gﬁxll S glx? & feﬁ}'.] ~— O,
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Fortanto, aplicande © Tecrema da Convergéncia Dominada e

usandoe o fato que a fung8o ¥ ¢ continua, temos

lim Pg = YgCOd
m—>0 *
mc=k

Logeo,
HCE,B) — 2 - 2 g %0,
Assim HC. ,32) n8o se estende continuamente aos pontos limites

de ® ¢ a compactificagfo de @ via sua aplicag@o conforme na esfera

Cver Apostol(19572,pag.112 ndo satisfaz a afirmagBo (i2> feita por
BeoranCl0772 (veja seg¥o 3.1D3.

' 0O tecrema de Simpson(lug7d estende a existoncia @

continuidade de Beran.

Saja.g o clasee des distribuigBos G para as guais

* *
inf HCL,G> > H(O ,G) para algum compacico € «c @ e 8 € C
te®-C
Se @ & compacto, tome C = @,

A inclui gualquer distribuigfo n3c singular com respeito a I.

Pois se existisse Go € » tal que
G°(E°) = Fo(E) = 0, Fy el comE ¢ R, mensurivel

Entg8o, Hce,Go) =p, Yo ¢ ©, dai,
2 = inf HCL,ED > Hce“,sozn
te®-C
pela definigHEc da classeg.

2 Ccontradigiald
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Teorema I.8: (Simpson(leg700
Suponha i‘a(.'x) continua em @ para cada x. Ent3o para
cada G & §,

Cad TC(GD existe;
Ch) Se TCE & unico, entZo | g:” -~ g

implica que TCGnJ — TCG) quando n — o,
Provas

(ad) TCG) existe
. Caso 1: ® & compacto, ent3o tome & = €, daf por HC.,G

ser continua, temos que:

3 e C=o; min HCL,G = HCL™, @, dai TCG =t
Ll

-

+

. Caso 2: © n¥%o & compacto, mas sabemos gque existe C
compacto @ V ' e € temos dinf HOL,G > HCG‘,G) e como € &

teB-C
compacto existe L* ¢« € tal que min H(L,G) = HCt‘,G) o
- tal -
portanto min HCL,G2 = HCL ,Go, dait TG =41,
 Le®
CbY) So T(E & ftGnico, ent¥eo | g:/z— g"/zl — O implica em

TC6 > — TCOD.

1/2' 1,2

\ _ v _ 1,2 _
! Sejam h (> = f| g ") e hCtd> = 1 | g 7%

.Il."gljz— gvzl — O = sup | hnCtD - hCtd| — 0, pois

2] t |

Vg 1 12 1752 172 i-2

Ii—llft -g s W g "~ g |

n

172
Ih Ctd - hCtd| = |# £ - g

Dai, sup |[hCtD - h(td| — 0 =5 |hTd - hd| — 0 =
4

Ah (L —s hCL> o h*CLd — hCEd>  +  [hCLD - h*CL| — O

- lHCt.GnJ ~ H(t,6)) —» O, YL &0 -
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Como G € ¥ segue que existe € compacto, € ¢ ©® tal que

inf HCL,® > HCe .G, o'¢ €
teb-C

. Dai, |Hce‘.sn3 - Hee"®| — 0, Vo' c C

Mas, sup |hnCt) - hCtd| —» O =
t

- i inf HCL,G D - inf H(L,G) )] — O
te®-C n te®-C
por que:

i) Suponha que inf h (L) 2 inf h(id, dai:
te®@-C " te®-C

V&30, 3L S g0 - C', inf hCt2) 2 hi{t >-&
o o o o o
ts6-C

hCt d 2 inf hdid 2inf h(td 2 h(t 2-6
n o o o

1]

1ee-C ted-C

inf h CtD - inf hCLD S h Ct D-hCt D+6 S sup [h (LD - hCtd |+6
teo-¢ " te@-C n 1 n o

1id Suponha que inf h (L) = inf h{t), dai:
teo-C " Le®-C

Y&8>0, 3tLtCE) 608 -~ &; inf h CLI2 h CL D-&
1 1 1 n n 1 1
te®-C

hit 3 2 inf hCtd & inf th'LD = th'L‘D-—«S‘
te®-C te@-C

inf hCt2 -~ inf h Ct> S b€t D-h CL D46 S sup |h CLD - hCLd [+6
teB-C Le®-C n i n 9 1 L n 1



Portanto,

T | inf h CLD - inf hCLD| € sup |h (LD - hCL) [+maxlS ,8 D
' val-C " LeB-C t n o s

® como 509 6‘ s%o guaisquer, temos:

|1 inf hCLD = inf h €D |S sup |h (LD - hCiD |,
Leo-C teo-c " * D

¢ quando sup |h €42 - h(td| — O, obtemcs
™

t
| inf h CL> - inf htd| — O

te®@-C 7 te@-C
++ Porem,
| inf h €43 — inf hCtD | —+ © = | inf h:CLD - inf h%t2} —» ©
teo-C " ted-C te®-C Le®-C
- Logo,

| inf HCL,G D - inf HCL,G| — O
tee-C T te®-C

Entac temos,

V&0, 3n ;3 Yoo, = I inf HCt,6 0 - inf HCL,G3) < &2 @
ted-C te@-C

An; Voo = | Hce'.sna - Ke*,® | < e

Tomando & = inf HCL,E - HO",® |, 8%aC o maxin ,n3 = n
Led-C o 1

z
temos,

L
¥n o HE',® - /2 < H8T,6D < HE', B + &2

inf HCL,E) -~ g2 < inf HCL.Gn) € inf HCL,GD + g2
ted-C ted-C Leo-C

Conseoguentemente,

inf HCL,G D - HCE",G ) » inf HCL,®) — &2 - HCB™, &) -~ 62 = O
Le®-C n " Lee-C

g temos

inf HCL,GD > Hce'.sns
t@-C n
para todo n > n,.




. Portanto, Gn e ¥ eventualmente, entl3o existe TCGh) e € tal

que:

HCTCG 3,6 = mjn Hee',G o
n n m
¢ C

. Seja T(G) = &, Gnico @ TCGh) = Gn tal que

HCTCG 5,6 2 = min HCt,Gh) & HCTCGD ,80 = min HCL,GD
n n te€ tet

De maneira totalmentie andloga ac feito anteriormente
temos que

| gi/z— g‘/zll —» 0 =» sup |[hCL) -~ h(LD| — O -
roon taC n

| inf h CLD) - inf h{td)| — © = hnceh) — h(8)
teC " teC

Desde que sup IhnCt.D - htd| — O =»

teC
[h €82 - h¢@d| — O,
" n 1 2]

IhC@ > — hCEX| % |hC8 D - h €83| + |[hC8D - hed!
2] ™ ™ ™ n L2 ]
' Portanto, h8) — hi8. Agora, se & —~+ 6, psela

hal
compacidade de €, existiria uma subsequencia {Gm} < (Gn} tal que

em S vl?1 # €@ e como h & continua hCQmD — hCG‘). dafi temos que
hCB‘D = h{8), o que ceontradiz a unicidade de TC(G)=&.

Note que se& TC(G) & unico ent8o a consistiéncia de (T > segue
n

diretamsnte do teorema I1.9.

Corolario: Suponha

Cid I identificével,i.e., 8 =8 4 | f;” - f;"’ N> 0,
1 z ‘ "
. . 12
Ciid) int | f;/z - f‘t i > 0, para algum compacto
t<0-C
C c@ o £ () continua em & & € para cada x.

e

Ent8e quande n — o, ¥ f‘;/z - glfz ]

TCG 3 —» O,
»

— O implica
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Provat

*

int | f‘;/z -2 15 0 implica que & & ponto interior de
t e®-C ‘

C. Dai, existe TCF‘e) = g e TCF‘e) ¢ uUnico, j& que I &
identificével. Da demonstragloc do Tecorema I.B (ver Simpson{i10871D,
pode~se ver que se | g:./z - g’/z Il —» 0O, quande n — o, ontBo G

n

& ¥ eventualmente, dai TCGnD existe @ pertence a € eventualmente.

Agora, quando n — @

i £t - 12 o
T(@ ) In
1/2 1/2 1,2 1/2
pois | f-rmn) g <1 fo g il ,¥voe e
desde que
1,2 1.2 1/2 1s2 12 1,2
i frta , f‘e i = | g f'rton) B + H fe ]
™

' Portanto, quando n — ®

i3 _ 12 o -> £ r

nhr
8 g ) T™a ) (2]
™ n

e como fa ¢ continua em & temox

TCG“) —r 8,
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Ainda no artigo de SimpsonCle87) encontramos que HCL,G0 &
duas vezes dif‘erehciével emt € © ® que © estimador MDH € um zero
de '%E HCt,Gﬁ). onde G“ ¢ a funglBo distribui¢Bo empirica. O que
torna o problema de minimizagd3c de H(L,E) num problema de resoclver
& seguinte equagHo: --%E——- H(L,G0 = 0. Mais ainda, em seu Teorema 2

Simpson mostra que

n"’zcrn - =2, A L0,V quande T L ,oe
™

onde

T‘_|I & um zero de 3t HCL,G> ,
63 | az -1
Ve = 1/4) [ HCG.GJ] ican [ HCB.GJ] (=]
6% se®

— ’ .
. icely = _r 18'19' 1‘9. dy, 4 medida dominante em I
@ gque quando G = FQ ent.¥o o estimador MDH & equivalente ac EMV.
Sob ¢ ponto de vista da robustez gualitativa, o estimador MDH
possuli uma cota inferior para seu ponto de ruptura numa

distribuigio G. Considere o modelo de contaminagio

Ve 01, Hh = (1-£)G + EKn €1.3.7)
onde € Kn }nzs & uma sequéncia de distribuigBes.

Suponha que h". g e k,, se@jam as densidades de Hn. G e Kn.

respectivamente.

Teorema 1.8: Seja p = max pCG,F‘tD e suponha que o maximo ocorra no
ted

interior de 0. Sgja p‘ = lim =sup pCG,F't).
M—® L |>M

-~ w_a
Se & < <p PA) r y entBoe nlo existe nenhuma
1 + Cp~p 2
soquéncia da forma C1.3.7> para a qual

|'1'CH“D - TG | — +w, gquandc n — w.

4]



Prova! Suponha que |TCHn3 - TCG)| — +m, quando n — ®, onde H @&
g
C;—g';.):ll
1+ (p—p‘)z

da forma (1.3.7). Mostraremos gque isto implica em &£ >

Sejam TC(GO=08 & IC H“D =9ﬂ os valores gque maximizam LG, F‘t) &
PC Hn, Fn.) sy respectivamente.

Deve existir uma sequéncia < & 2 , com |8h| — w, para

24

a gqual pC Hh . FG 2 2> pl H“ » Fa) infinitas vezes. Admitamos que
™

somente para um namer o finito de VOZOS tenhamos

__pcun._lrgnn > pCH ,Fgd, isto &
3 NsD_yeessn ) pCHni.Fe 22 pCHn .Fe) para todo i=1,... .,k

™ i

t
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