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INTRODUGAO

A partir da década dos '30 o tratémento do Calculo das Varia-
goes foi revitalizado pela .aplicacao de métodos de dualidade sobre
tudo atraves dos trabalhos de L.C. Young e R. Cacc1oppoll. A par
tir dos anos '50, através dos trabalhos do mesmo L.C. Young e de
E._de_Gibrgi,.H. Federer e W. Fleming, mediante a utilizagao da
Téoria da medida c0m7f0rtes'comppnentes geométricos, o Calculo das
VariégSeé recebeu enorme impulso, bermitindo o estabelecimento'de
' teoremas bastantes gerals de ex1stenc1a e regularldade de. proble
'mas c1a351cos do Calculo cas Varlagoes em dimensOes superiores.
Particularmente importantes, foram os resultados obtidos no chama
do problema de Plateau, que consiste em:

‘Fixado um contofno I' encontrar ﬁma_éuperficie S que tenha T
-.ébmo fronteira e‘"minimiza" a'érea‘ha'clasée das superficiés que

tém o bordo T'. Este € o Problema de Plateau Classico - se se im-

poe que I' e S sejam cartesianas (isto &, T e S sao graficos de fun

¢oes), tem-se o Problema de Plateau nao paramétrico (ou cartesia-

no), enunciado mais exatamente como:

"Seja QcﬂRn aberto, e limitado e v: 30 - R uma fungao ;conti
nua. Encontrar uma funcao continua u: @ -+ R, tal que:

a) u = y sobre 3Q

b) u minimiza a "Adrea" entre todas as fungdes continuas que

assumem o valor y sobre BQ"

Convém destacar ainda que quando n = 2, existe solugdo do pro

blema para toda fungao y € CO(BQ) desde que Q seja convexo - a pro

va deste resultado foi obtida sucessivamente por Bernstein (1910),
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Haar (1927), J. Douglas (1930) e Rodd (1930) demonstrou que o pro

blema tem solucao Gnica para toda fungdo y € c®(39) desde que Q se

ja convexo.

.

Em 1965, Finn mostrou que para todo dominio, nao convexo de
'R? existe um dado continuo Y para o qual o problema nao tem solu

cao (veja exemplo - cap. 4).

Assim para n = 2 o problema cém dados continuos tem solugao
se, éfsomente se, 0 é_éonveko;i

Em aimenséo maior que 2, Gilbary e Stampacchia (1963) mostrg

~ram que.o\problema tém sélugéo para dominio_ﬂ uhiformemente conve
%o (isto &, com curvaturas principaié positivas) com fronteira 9Q
suave, 30 € C3. | |
| Em 1968, Jenkins e Serrin provaram Se o c R aberto e limi
tado e an-e'cé, ent3o o Problema de Plateau tem solugdo para da-
- dqs Yy € CZ(BQ) se,,é'somenté se, a,éurvatura méaia deran € nao ne
gativa em_todo x € 3.

Em 1971, o problema dé Plateau ganhou novo enfoque Quando M.
Miranda introduziu a teoria dos Perimetros . Miranda enfraqueceu
a hipétese da regularidade sobre 3Q, mostrando que o problema tem
solugao Gnica com 3Q lipschitziana e @ localmente convexo.

Esta hipOtese & uma generalizacdo da curvatura média nao ne
gativa, no caso em que a fronteira & apenas Lipschitziana.

Em 1977 R. Bassanezi e U. Maséari resolveram o problema de
Plateau em dominios limitados @ & R" localmente pseudo— convexos,
sem a hipbdtese de que a fronteira 30 seja lipschitziana.

Nosso objetivo neste trabalho foi o de apresentar os resulta
dos principais do Problema de Plateau nao paramétrico até 1971, o

bedecendo uma sequéncia natural sob o ponto de vista das generali

I
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zagOes. Assim & que no capitulo 1 desenvolvemos o problema de Pla
teau com dado Lipschitziano, no capithlo 2 com dado satisfazendo a
condigao Bounded Slop Condition (B.S.EI.), no capitulo 3 em domi-
'_nibs cuja frbnteira possuiﬁcurvatura média ndao negativa e final
me‘,ntle no .capitu_l_o 4 com dado continuo.

o Em todas'estas etapas analisamos o problema de existéncia e
_ﬂnicidade de sqlﬁgao do referii.do problema, Iﬁrocurando tornar as

ideias o mais claro possivel.

KXX=XXX



1 - PROBLEMA DE PLATEAU COM DADO LIPSCHITZIANO

Fixado .um contorno ' (uma curva simples e fechada) encontrar - -
uma superficie S que tenha I' como fronteira e "minimiza"™ a &rea

na classe das superficies que tém bordo T'. Este & 0 Problema de

Plateau Classico.

"Se se impbGe que I e S sejam cartesianos (i. e: T e S sdo gri
ficcs de  fungdes), tem-se o problema de Plateau .nao paramétrico-

(ou cartesiano) que se pode enunciar mais exatamente;como:‘
Problema de PLateau ndo-parameirico

Seja'Q c R" aberto e limitado e v:3Q + R uma fungio ‘conti -
nua. Encontrar uma funcdo continua a: & -+ R tal-Que:
é)-u = Y sobreIBQ,. |
b) u :minimiza a "jrea’entre todas as funcdes continuas

que assumem © valor y sobre 3.

Como &drea de u(x) se entende a &rea de Lebesgue da superficie

S = {(x,y) ejRn+1, x€eR, v=ux}l, gue & definida

por:

a{u)

inf{ lim 'ian/1+IVun|2 ax, u, € Lip(Q),

n-++e
Y
u, > u uniformemente en 0}, onde u = grad u,.

A Area de a(u) & um funcional sdbre c®(2) que pode valer tam

bém + o,



Notacoes: afu), ]grafn(u)| que se 1é area do grafico de u ou
medida do grafico de u. Dagui por diaéte diremos apenas area de u
em vez de area do grafico de u. | )

E #otaremos u, +.u uniformemeﬁte emiﬂ por u_ I u em Q. Ainda,lip(S)
denota é classe-das'fungSes Lipschitzianas definidas em § e C;(Q)
.as fungées de‘élasse C1 e suporte compacto em .

:'ﬁROPﬁSiGAO_1.] . Se;u € L@p{ﬁ}, entao afu) = J I+]Du[2 dx.

Para a demonstracgao desse fato rnecessitamos de alguns resul

tados preliminares.
LEMA 1.2 - Se u € Lip(R), entdo

_ - N  u ' i; N
J/_?f_l??ulzldx . ,_.,up{J(goJf_g] g, 2% dx, g, € ¢l (a);
. 4= A

Y 8 o "
L= 0,7,0.0,n, lglx)| < 1, wx}.

Prova (A): Provemos primeiramente que

1

Y 3 du
J 1+|pul|© dx > J(g0+ Y g, w=Ydx .
. Q i=1

i 3x,
a2

Seja g = (gd,gq,...,gn) uma fungac qualquer com |g{x)| < 1, ¥x

e g, € C;(Q).



Desse modo

& au ah du
+ 2 = —— ... — =
o 121 gl Bxl Y% T 94 ux, * ¥ 9 axn
'_. ' ; _ 311 Ju ;
= (g.'otgrq,...,gn) . (1, __BX,‘ ’."’_SE; _<_

< /@§+. +g2 /+(au 2 . ;+(i§5)2 < J1+]va] 2

1 _ n -

'Integrando sobre {1, temos:

; u -
I(g + ¥ g, By gy < I/1+|Vuf2 dx .
f

o .- 18x
1—1_ _R

(B): Resta provarmos que a desigualdade ndo se verifica, o
‘mesmo gue porvar que:

¥e >0 396,6 : g1’E,...,gn'€ tal que

o 1

J(g + E g. | Jui)dx > J/1+|Vu|2 dx - g
0,E 121 i,e ax d

' : 3

Uma maneira de se considerar os g, seria:
_ou_ - ERe

Bx an

9, = ————= + 9, = A

f1+[vu|2 /1+IVu| : /1+|Vu]2-

|§l:= 1+ jVuLZ

(1+[Vu|2'j?



temos

| 42
-~ - _ - +
5+ 3, ag P | R |yl _ 4*{;27311
' : _ 1+|Vu|2 .
entretanto esta escolha ndo & aceitavel uma vez que os&i ¢ C;(Q).

Com tal escolha dos §i;temos

g, yax = -f/_1+'1v_u_|2 dx | (1)
i ' ' ’ :

i 3x,
1 K

Il r~1g

[
Q4
aQ
‘Devemos agora regularizar as fuﬁgaes §i ; para isso conside
remos -
g, = {x € Q: d(x, ) > e} e fungdes y_ ,
Y. € C () que vale.1sobre 2, e 0 £y, <1 em Q.
As fungdes g V. §1 $é,...,§n¢€ tém suporte compacto.

Entao

(5 . .ou . ou, (L 2,
st(gb + g, 3§§ ..t gh.ﬁi;?dx = Jwe 14| Vu| “dx .
7; 2

Ainda I¢€/1+[vu|2 dx > J /1+[Vu|2 dx | (2)
Q Q

£

e J V1+]Vu]2 dx == I /1+IVu[2 dx .
Q

£+0
2



Mas ainda as funcgoes 61 we ndo sio de classe C'. A etapa fi

nal & substituir as funcoes §i we quefsao L;{Q) (funcoes integra

veis com suporte compacto em ), por fungaes 9; E‘e C;(Q), satis
. . ’ ] ’ r

-fazendo:

2

g,

a
. ) i,

A
I.-‘L

| g

i=1

L L " aw Su _
“Calculo flnal._J(gO' + 9 ,e 5;; +...F In,e 3;; ydx =
_ 5 _ , . _

I Lo ~ 3u o= .Bu .
_ I(go v * 99 Ve 5. Tt 9, Ve 3% ydx +
0 S o ] 1 . : n .

- ~ . Ju ~ au
+ J’[(gb,s gbw€)+(gﬁ’€ g?-ws)§§;'+"'+ (gn,e 9 Ve 55;;} dx
_ 2
agora,
[ -G (g, - T, bR e t(g - § v )2t Jax| ¢
go, o ‘e 1,€ 1 e Bx1 e n,e n ‘e an -

2

LA - . - 1
C) Se € L {0), entdo existe f, € C (R}, tal que
I]q}- fldx + 0
i .
cf. teor. 2.6, p. 5.7 de [3]



< J[lgo,e - 95 Ve l¥ley o - 9, tbel+...+|gn,€—§n bollax (me1) <
Q

< {ut1) & (LH1).

E finalmente guando & -+ 0, temos

' ou , | - .
Jfgo,e + J1,e 9% +“'+'gn,e X Jax =
3y o T , noo

S “ (2) ' '
_ - ~ au ~ au_ 2 .

Portanto

I(gd’é +g 2 g v g 2Yax > J/H+|vu|2 dx - ¢

1,€ 09X n, 9x
0 1 - 0

Logo de (A} e (B) temos
n

J/1+|Vu]2 dx = sup J{go + Z q. Jgi) dx

R R -

C.Q.D.

PROVA DA PROPOSICAO 1.1

in (0 .
n € Lip(Q) com w Foouem Q.

Tomemos g = (go} g1,...,gn) fungao qualguer tal que 95 e C;(Q) Ccom

Seja u

lg(x)] < , ¥x. Entao,



. u @ _ u 39’
au ~ i
[(go + z 95 Bx.)dx' h _I(go - .z u g dx
a i=1 i | 9 ”1—1_
. n ag. .
= lim J(g- - ¥ u 2y dx <
hote J o 121 h ax

< 1lim ian 14|y, |4 ax .

Entao para qualquer ¢ = (go;g1,...,gn) temos

. I . ' n . . i .
J(g + 3 g, 23)dax < lim inf [/%+|Vuh{2 dx
S-z . . . . '

©  y2q 0% o )

Aplicaﬁto Sup g,

. u
supj(go + .21 95 é&%)dx < lim inf J/1+[Vuh]? dx

99 i i h-++o o

e pélo lema 1.2

I 1+|vul? ax < lim ianJ1+|vuh]2 dx .

0 ho-teo Q

C) Teorema de Green:

Ifﬂdx=—}g%dx«-=¢[~£—-{f.g}dx=o
g _ .

g,
Q i i

{a condigdo necessiria para esse teorema & gue F ou g tenhamlsuporte'compacto

em ).



- . Portanto

. L) n
uia seqgquencia U.Ji

;I/1+|Vu|2dx < a(w

q

Seja agora w, =u , u 3 u em Q, entdo

lim infj#1¥|Vuh|2 dx=1.1+|Vu|2 _dk

hrte 5 @

Portanto

J/1+]Vu|2.dx > a(ul

"0

Donde concluimos que

al{u}) = I/1+]Vu|2 di'quando u € Lip(f).
i

PROPOSICRO 1.3 - Seja u € Lip(B), u, € Lip(d) com u

rnelagdo 4 convergéncia unidforme, Listo e, Se w,

a{u)'f Lim inf a(un).

o

PROVA: Devido a compacidade de {, para cada n fixado, existe

)

{n) >

e Lip(ﬁ), tal que o u

E pela definicao de infimo:

C.Q.D.

Q. Entdo o funcional da drea alu) 2 semicontinuoc inferionmente em

T u



lim ian/HWu]in) |21 < afu) + - (1)
K -0 4 n n

Pela convergéncia uniforme, temos: :

dado £ = {% , existe Vo 4 ﬁﬁ, tal que
" {n)

A MR S R (@

E usando a definigio de limite inferior:

1
n

o - S o) 2" 1 o
existe K > v, tal qge J%g;|Vu§n_| dx < é(un) + (3}

Q
Fazendo

Yy T Vg o resulta
Iy, -ul € fvy —ufl +u, - ul < 4 +

+ Hun - u]| n—'._)';; 0

Portanto "Yn - u oo 0/ ou seja v, T u.
Agsim
/f______iﬂf31 1
a{u) < lim infj "+|VYn| < lim inf(afu ) + —)
n-+e N0

Y

portanto a(u) < lim inf alu )
n-<o

C.Q.D.
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Observagao - Podemos ter casos onde a desigualdade se verifi

Cd ..

[

Exemplo 1: : N .

".Seja u a fungdo identicamente nula em [0,1] e seja u, a se

quéncia definida em [0;1] pela expreésaoﬁ

X . , Se L < X < k+ 1/2
n . n - - n
un(x) =
' ki—l—x,sek+1/2<x<—-il
n : n - - n
com_k = 0,100,011,
F
)
e
Y
R
2 N /’ \\
AN Vi N -
o a1 .. 1 1
n 2

Nesse =xemplo observamos que un:; uz=0 em [0,1] com uu(x)‘ > 0,¥x .
Ainda a(un) = /2, ¥n e a(u) = 1

Portanto a{u) = 4 < ¥2 = 1im a(un)
1102

Exemplo 7:

Seja u  a sequéncia definida em [0,1] como na figura abaixo
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_ 1 —
u, === o
1 /1
) Cq
3 =
. ! 2 V3
0 1 1 21 1
n ‘3 2 o
.a(pnl =/2 n —x .
~ca(u) =1
Portanto af(u) = 1 < + « = lim a(u_)
. _ - n
Exemplo 3;

Seja u, a sequéncia definida em [0,1] como figura abaixe e

u=0em[0,1]."

Sl £

ahﬁg = n

I
—

atu)

Portanto afu) =1= <« 2 = lim a(un)
' ’ . n-=e



Exemplo 4;

Seja u a sequéncia definida em [0,41] como figura

uz0enmf0,1].

-12-

A *
Ao/ u
o VAV

L I & 1

ut0zu em 0,1
a(un)'=./?5?T‘E;; +
a(u) = ﬁ

] Portanto'a(u) =1 <+ ® =

Porntanto o funcional alu)

oo

lim af{u )
n-+o n

R

abaixq

£ JII+|Vu]2_Jx nioc & continuo.

e .

DEFINI@ﬁO - Seja QCZJB? aberto e limitado. Seja c2(f) o espa

¢o de Banach das fungoes continuas em § com a norma usual

(J£f = sup
) XEQ

Lip(ﬁ) a classe das fungaes Lipschitzianos sdObre Q.

com [u]1'a seminorma:

[E(x) |}, e

lul =‘sup lulx) - uly)|
Pox,yed |x - y|
X#Y
e COn Lipk(ﬁ) = {y € Lip(ﬁ): [u[ < K}

1

Indicamos
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DEFINIGRO - Dada a fungao y: 3Q + IR dizemos que y € Lip{3Q)

se, @ somente se existe f € Lip(Q) , tai que flaﬂ =y .

L]

OBSERUACIO ~ Quando Q & convexo tal extensao existe.
Indiqamos com

K, = 12f-{|_f¢_|'1= £eLipi®, £y, = v}

A semicontinuidade inferior do funcional area a € o Teorema
de Arzela Ascoli nos permite enunciar o primeiro teorema para o

problema de Plateau ndo paramétrico.

‘TEOREMA 1;4'- (Primeirb teorema'gg existéncia)

Para toda 5dn¢&o Yy € Lipl3Q} ¢ para fodo K > Ky, existe uma

duncao w Q'LipK(Q} que mivimiza o funcional area na classe

c

Ly = {w € LipK(ﬁ): w = y 46bre 30}

PROVA - Seja m = inf{a(u), u € LK} .

(Observe que m sempre existe, pois a(u) & um conjunto de nii
meros positivos e todo conjunto de nimeros positivos admite infi

mo. E pela estrita convexidade do funcional éreaC) pode—sé afir-

C) Funcional da Areca & estritamente convexo, i.e,
¥ou, ve Lip(l), temos
alu + (1-0v]<x atw) + (1-3) a(vi, vie [0,1].

{mostrado mais adiante)
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mar que o minimo & finico).
Portanto L. £ 4 .

Seja u sequéncia minimizante, isto &, lim a(un)==m,¢%F L.

‘Entdo u € Lipg(Q), i.e., |u [, <K,
lu (x) - u ()] _
sup_ pra < K, ou seja,
xyeq N Y| '

X#y

iA

lu (0 = w ()| < K|x-y] . (1)

' Logo u & equicontinua em Q

Basta provar_qué |un(x)| 5 M, ¥n, X € @ , i.e., mostrar que

u_ & uma sequéncia equilimitada.

n .
Suponhamos:"
a) Se x € 2, nesse caso temos
lu () | = Iy(x)| <M, ¥n
b) Se x € Q, consideremos x, € 34
(un(xo) = Y(xo), pois X, a 23}
(1)
|a (x) -~ u (x ) |=|u (x) - y(x )| < K [x-x ]
Portanto |un(x)|-ly(xo)| < Ju (=) - vix )| < K lx-x| .

@ Seja u: @ + IR sequéncia de fungbes, dizemos que u & equicontinua se, e gomenta’

se,

Ve o> 0,43 > 0: |x-y] < 3 %,y @ @ = Iun{x) - un{yJI <¢, Yn € B
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|un(x)[ < |Y(x0)| + K |x—xo|
Seja M = Iy(x0)| + K]x—x0| que independe de n. Logo,
lu ()| < M, ¥n .
Entao de {(a) e (b)'temdé'quel
[ﬁn(x)| < M, ¥ e ¥x € §
Portanto pelc teorema de Arzela - Ascoli™ existe uma - subse
quéﬁcia {un_} que converge uniformemente a uma fungéoz{)EEIK; i.e,

_j‘ ) -"
De fato: a) Mostremos gque u, € LipK(ﬁ). Como dn € LipK(ﬁ),

temos que-un; € LipK(ﬁf, i.e,

3
lu (%) - u ()] 2 K [x-y]
J 3
Além disso
lin |u - (x) - u A9} ] < lim K| (x-y) |
i j++oo

Jrtoo | J

(5) Teorema de Arzel? - Ascoli -
- -~ - P . = n
Sa u, e uma sequéncia de fungoes definidas num compacto Q C Rr" (< IR, aberto a
limitado) equicontinuas e equilimitada, entdo eXiste uma subsequéncia que con-

verge uniformemente a uma fungao continua.
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' _Dohde‘obtemos
|uQ(x)-— uo(y)]_§ K |x-y| ,

e ~u(w ]
SUp _ —— 2. $ K.
x,y€8 o |x - vl |
XAy _

Portanto |u |

) 2 K, logo u, € LlpK;Q)

b) Agora uol

= v, pois:
o .

. ' ; a e . . _ | =
Como u 3 qo.(u0 e LipK(ﬂl), entao_Vx.e 3fy, temos gue U, =Y
‘em 98.

Pela Semicontinuidade inferior do funcional éréa; Ve

a{u_) < lim inf a(un) = m,
n-+-c

a{u) <m .
(u)

Portanto a(uo) = m

C.Q.D.

OBSERVAQUES:

Para o ponto de minimo u, e LK pode-se apresentar 2 casos:

1) Se |uo| = K, entéo.uo seria um ponto de minimo em
LlpK(ﬂ)ﬂ
2) . Se [u0]-<K, entdo u, seria um ponto de minimo em

Lip(ﬁ);
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' _PROVA'DO 20 CASO - Seja v € Lip(R) gqualquer, tal que v =y
sobre Q.
bevemos provar que a(uo)'f a(v);f
Seja a fungao ¢£ definida por: .

b = u, + t{v-u) para t € [0,1]

Temos que §, € Lip({) . Notemos Yy por v, i é, ¢£-= P

Assim

w(x) - I,U(Y) _ 'Llo.(X) 4+ t({vix) - 'Llo(x)). ‘.—
oy X~y

_ u (y) + tl{vly) - uo(y))' )

Ry

u {x) - u (y}
= (1-t) =2 °© 4
XY

& vix) — viy)
. x—y

Tomando agora Itp[1 , Vem;

- : u (x) - u_ {y)
sup _ P (x) = P {y) < (1-t) sup _| 0 __© .
x,yef Xy x,y€ED X~y
X7y ' X7y
+ t sup _|V(X) : v(y)l
X,YER XY
x#y '

Portanto ||, < (1-t) Ju l, + t |v], & um segmento de reta.
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Ou seija

Tvly < toly = T fe + Jagl,

._Po;- hipotese |uol1 < K.
se |v|, > |u l, . entdo existe § > 0,tal que se |t] < & temos

P (t)

v
‘+ .

C el gty v e o ———— A

|v|1 , entdo |y|, <K, ¥V t € [0,1].

L
o
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_AnaliSemos Ll sobre afl.

Y= uo +-t-(v—uo) para t € {0,1]

a(uo) ;fmln%mo_ya classg LipK(Q}f'
L t= ouy * k(v —u )
Iag Olgg |89 ' Olaﬂ
TR t (y-v)-
o ' :
lag olag

IA

'Porﬁanto_g(uo) 5.§(¢) = a(u0+t(v—ﬁo)), Vt,]t[ 6;

Logo.temos uﬁ minimo local em a(u)), i.e., uj é um minimo lo
cal em Lip (ﬁ). | |
| C.Q.D.
Mostraremos também que a(uo) & minimo global.

Fm seguida mostraremos que se u & Lip(ﬁ), entdo

a{u) = J¢1%|Vu[2 dx & um funcional estaitfamente convexo, isto &,
5

Yu, v € Lip(ﬁ), temos :
alhu + (1-0v] < A afw) + (1-Na(v), ¥ire [0,1] ;
ou equivalente guando
dZ

L a(y,) >0, ¥ te [0,1]
Idtz t |
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0BSERVACAO: Se u é superficie de drea minima e u € Lip(§): ,

entao u € CZ(Q)@

Usando este resultado mostraremos a seguinte proposiqéo;

PROPOSIGAO 1.5 - Se u € Lipld), u & supenfieie de irea mind
ma 32, e somenie Ae,

n -
z 3 A g 0

, ax.
»(-:-"‘I .«{. /I+|VU-|Z

PROVA - Seja v e'Lip(ﬁl qualquer com u.# v em R e w=vem”
3. | |

Definamos a fungao
| Vi = u + t(ﬁ—u) para t € [0,1]

Portanto w£ € Lip(R) e

a(p) = J¢q+|v[u+t(v-u)]|2'dx.
£

l

Observe que quando t = 0 temos Yo = U .

a o
E ainda 3% a(wtjltgo =0 .
De fato:
—— n ; 1
alp,) = I./1+ § [—ﬁ—(u+t(v~u))]2 dx
1i=1 1 '

Q

@ prova de tal obsarvagdo & ndo trivial, fugindo do objetivo de nosco taxto.

ef. teor. 5.1, p. 2.14 de [3].



a 4 n 3 2"
d_t' a({;}t) = EE J»/'l + iZ_.] [—E}'}:(u'f't(v-u)ﬂ dx_ =
. - - - 2' I .
a / S [a - | ] "
= | =+ /1 + ) lxz—(utt(v-u)) dx =
£ dt joq LOXg .

— , ‘ 5 _
d 9 | ¢ - - =
=,Ia€ #{1[§§7(u+t(v-u))] .ot [gig(U+t(V Q))] dx

3 ' 3 3 - 3 -
-a—}q(u+t(v-u) ) '5;{:(\)""11) +...F q(u+t(v—u) ) 8—}(;1"(‘1"'11)

r dx =

i=1 axi

/ Lo, 27
1 + ): -—m-(u-l-t(v-u))]

5D 5 '
E T {ut+t{v-u)) *ﬁ;{T(V—U)

=Il 1 1 - dx .
.

n 5 2
1 + Z [§§7(u+t(v~u))]
._1 i .
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Para €t = 0, temos

R
" u . {v-u)
a . = Bxi Bxl
= a(yp,) =
dt “Mte ), n
_ =0 a / n 5 2
L )
- - i=1 i
=_0poisv:u, em ) e v # u em Q.
':Integrando'pof-partés (para'i = 1,2,...,n):e depois somando,
temos: |
n
0 0 - 2 Ju
Lomg g B 0%y
dx = - J(v~u) ) (———=—)dx = 0,
Q /_1+-[vu|2_ | p o /14 vu|?

-pai:a-toda v e Lip(ﬁ), vFuemevs= u sobre 3.

_(:) a) Teorema de Gauss -

Seja ¢ = {¢1,...,'¢£) n-fungdes ¢;: 4 +R, B C " aberto.

Ent3o _ '
| ER T -
-{div¢dx=j£a—dx"[¢.udﬂ_1_
i=mg °%y n
& S T

onde v = vetor normal extexior.
b} com Hn se indica a medlda de Hausdorff n-dimensional definida por!

’ . ] ) o ) )
H(F) »2 % w lim inf { | (Mam?)"; U 7 DF e diam F_ < p)
n : n p+o+ kot h naq B h

&

No caso & H_ _, & o elemento de superficie sobre .

) w, o= medlda de esfera unitiria em Rr" {conf. rodapé ).
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_Portahto
du
n ox. _ . :
=1 e o) ? |

' . n ax
para outro lado suponhamos  §

=1 14| va|

£ claro que I a(wt)[tzd =0

~ De fétof

d%awtw'__, - _
B .1_:_20' 2 /1+]vul?

n . axi -
=—J(v—u)_5, 5 ) dx = 0 .
o

L 09X,
i=1 i 4+|Vu|2|

2
Calculemos agora iif a(wt), sabendo gue

o

a ]
— (utt{v-u) = (v-u)
y Bxi . Bxi

E\\ Thﬂﬁ

: %a”’t) = J
Q

3 2’
+ z [:53{—' (u+t(v—u))]
1=1 1

Entao
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LB
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n
i giﬂ(qut(v- )) == (v-u)

..d._z a(l,pt) = [ 'a"_E']: - - :l dg =
1+ ) [E—(u+t(v-_u) )] S
S -
[(_.__ (v~uJJ2 tooot (—— {v—un] \A+|V(u+t(v-ull - Z --f- (u+t{v-u}) (v-u) dt': aly,) S
1 n . i=1 1 . - i dX
o1+ IV(u+t(v-u)Jl _ | '
: — (wt(v-u))} = (v—-u)]
‘noT g : A 7 Lz o8y = |
I [ 5 ()| /] Viere(v-w) | - 3
Ij‘:{" - Vi+] v (urt (v=u)) | dx - =
. 1+ |Viwtt-u) |2 |
_ n n 2
' [1+1V(u+t(v—u)) |2:| ) (%*(V“yﬁz - [ ¥ 31 (urt(v-u)) Ha-*(wu)]"
_ i=1 i i=1 %y !
3 °3/2 dx
> [1 + |V(urt(v-w) |“ ]
E .dz
teremos —— a(y,) =
dt2 t
' 2 noog 2 n 5 2
{1 + Z [ (utt(v-u) )] }.o§ (EX—(V=UJ) - [Z T (utt (v-1) ) “-—(v—u):I :
124 = 0% i= %%y Xy
| DT 2.3/ >
{1+ 7% [&— (u+t(wu)):| } /
i= i -
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Sabemos que

5

p) 02
{ut+t (v-u)) —(v—u)] <
1 9% _ a_xi =

Il 123

.

n . .
< 1 Gglutt(v-w)))® -

(-gﬂj-{-(v—u))z_‘ :
i 1 . i i

ST

1

Portanto usando o resultado acima, temos:

n [ 3 | 2
. Oy (v—u)] I
a u£1 9% " | .
ag 2l 2 = — dz > 0
: . 3 3/2
Q {1 +§: [ﬁ"(mt(v—U))] }
_ i=1 i :

pois v=u Z 0 em Q.

Logo u & superficie de area minima.

COQ-D.

E como consequencia Aimediata de

d2

—5 a(lbt) > 0, ¥t € [0.-1] mstrams que o funcional area &
dt’ '

estritamente convexo.

Desigualdade de Bchwartz -
- se-x,y € ®, entdo x.y < Ixi.l¥l-
Além disso, se x ¥ y ou x ¥ 0 e x # 0, ent3c a igualdade ocorre se, o

somente se, existe ¢ t!]:R"',E tal que x = ¢y,
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n 5 Ix,
A equagao e —) =0 @&

i=1 4 /'E+]Vu|2

chamada equagdo das superficies minimas ou equacio de Eulex.

'OBSERVAQRO_- Peta convexidade do funcionaf area um minimo Lo
' ;aﬂ.é tambem mZnimo glogal.
ﬁe fato: Seja.uO e Lip(Q) a superficie de area minima; U, é
miniﬁd loCdl.l | |
- .Quéremos mostfar quela(uo) S a(v), para toda v e Lip(ﬁ).
_Seja v e Lip (% qualquef, tal que v =y = u, sobre 3le vFu

Consideremos a fungao

‘wt =-uo.+ t(v—uo)_para‘t-e [0,1]

Vemos que 1}}1 =V
Yo = Yy -
e y =y =1 (mostrado anteriormente), i.e., ¥,_ tem valores
Elag °lan t

iguais a u, em 9.
Para_t proximo de zero, existe § >:0, tal que a(¢t) < a(uo),

para todo t, com {t| < & (j& visto).

aly,): 0,17 — m
£t — af t) = Jf4+|V(uo+t(v~uo)]2jdx
Q

d2

a(wt) & uma funcao convexa, i.e, é% a(wt” =00 e E_E a(y,)> 0, Vt€R.
t= i o
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Assim a(w ) € C ([0 1])eedesenvolvendo por Taylor para t-—i,
: exlste z € (0 1) tal que:

¥

. .§(¢1)“:_a(¢0)+1%? a(wt,txé f% + EEE a(w )y t=?. éL K

‘Portanto
a(w11 - a(wg) > 0

a(v) - alug) >0 == afu) < a(v).

Logo u_ € minimo absoluto

c.Q.D.

Até agora provamos gue existe um minimo global, falta-nos mos

trar sua unicidade.

TEOREMA 1.6 - Sefam u, v G.LipK(ﬁl {ou Lip{Q)}) duas 4ungoes

minimizanies do funcional area nas classes

Hw € Lip (Q): w0 = ul o # v}

{w € LipK(ﬁ): = v,} nespectivamente, . Se

“lag = vlag
u<vend (Loe.t v, < y,), entac w < v em Q.

Teorema de Taylor -

Seja u € N: e f: J — IR fungao com derivadag f!, f",..,,f{“f'” definidaa e cont£

nuas em J = [a.,b], e'_ f(m existe em (a,b).
Se a, B € J, entio existE'y, Y entre a e 8, tal gue:

£(8) = fm}-+-*#ﬂ-(sa}+-f‘“’

(n-1) ‘
£ {a - { a3
* Sy e “f‘fﬂ"ﬁ“’

(BaJ+
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~PROVA" - Seja a(u) = a(v) = m = ninimo.

Suponhamos que o aberto

- A'éf{x e ﬂ;-u(x) % v(x)}l#.O.' |

Sejam w_ ;,max'{u,v}-
.
W_ z'min{u,v}ﬂﬂ
Entéo'

w, e LipK(ﬁ}, W

: LS vemage w_ € LipK(R), W_ = u em 3

Escrevemos Q = A U (Q~A) uniao disjunta e teremos:

aQTVj < aQ(w+) ?raA(u)I+ aQ—A(VJ

(u)

i

PA

aﬂ(u) ag(w_) _aa(v) + a

f-A

Qu ainda

(v}

1A

aA(u) + a {v} =¢-aA(v) < QA(u)

ap(vd +ag_p Q-2

aA(u) + aQ_A(u) < aA(v) + aQ_A(u)=:»aA(u) < a(v)
Portanto_aA(u) = aA(v).
Em 3A temos u(x) = v(x) e se u e v minimizam o funcional

area na classe:



-.28_

L = {w € Lipy(A): w = u = v sobre 3a} ,

come 1 # v em A e pela estrita convexidade do funcional area, te
mos

utv 1
aA(—~2—-) <

-o que'é absurdo, pois ;v gL .
_-Portanto_A = ¢, ou seja,_u-s_v em Q

C.0.D.
" COROLARIO 1.7 - (Unicidade do minimo)

Sefam u, v € LLpK(QJ (ou Lip(Q)) duas funcoes minimizanites do

juncional area nas clashes
T {w € LipK(§}= w‘sg = ulég #v,}
{u € Lip,(Q): wIBQ = UIBQ = y,} respectivamente.

Entao temos:

max |u-v| = max |u-v]

PROVA - a fungao u + max |u-v| minimiza o funcicnal area na

classe:

{w e Lip, (Q): WIBQ =y, + ﬁ;f lu~v]|} e

u + max |u-v| > v em 3Q.
a0
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- Portanto pelo teorema 1.6,

como v-u < max |u-v| em 3R, temos -
- - 30 L

v-u < max|u-v] em @ . I B SIS
_ 30 ’ RN

Analogamente.é fungao v + max|u-v] minimiza o funcioﬁailﬁréa
-‘na classe: |
{w € LipK(Q): WJBQ =7, +.ﬁ§?|u—v]}': e

v + max|u-v| > u ém 3Q.
38 '

Do mesmo modo pelo teorema 1.6 temos -

u-v<maxju-v]em® . . - (2)
30 | ' | | -

Pdrtanto de (1) e {(2) obtemos
[u-v] < max|u-v| em 2 ,

max|u-v| = max|u~-v|.
"
C.0.D.

Do corolario 1.7 se escreve a unicidade da solugao do Proble

ma na classe Lip(R).

COROLARIO 1.8 - (Principio do Maximo) .

Se u minimiza alw) na afasse



-31-

{w e LipKfﬁ}-ou Lip{Q): w £ u em 3Q)
- Entao o omaxlu| = max|u] ..
g - . ag - .-
Em resumb'podeﬁos'dizer.o‘seguinte
Se y € Lip{aq) e K > KY,'exiAte uma'iﬁiea_ﬁung&o uwy Qlihk(ﬁ)

- que mindmiza o funcional aiea.na classe
LK = {w € LipplQ): w = v sobre 39} (teor. 1.4)

: O'Prdbiema de Plateau Cartesiano ou nao paramétrico (ou Pro
‘blema de Dirichlet para equag¢ao das superficies minimas) pode ser .
ainda escrito da sequinte forma:

Dado @ C R" abento e Limitado e uma fungdo g € C°(5Q). 0 Pro
blema & provar a existincia ¢ eventualmenie a unicidade de uma fun

cio 4 € c2(d) nclin) que satisfaz:

(1) § ai.{, L) = 0, Vx € Q.
214 ievga?

{2) fi{x) = glx}, ¥V x € aq.

Tal Problema pode nio ter solu¢ac. mesmo qué 2 e g sejam bem
"regulares".

Vejamos um exemplo:

Sejamsz={_xe]Rn:0< ac< |x|< b<+ =} e
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Ly
i

cte, ¥x, |x|

Il
o

4

g (x)

=
I

cte, ¥x, |x|] =b com A>B(A,B € R)

Para tais O e g, suponhamos que exista f € C_O-(ﬁ_) n CZ(Q)- sa: -

tisfazendo (1) e (2). Para tal tem-se o seguinte:-

OBSERVAGAD 1:.

o= ®

(3) |__grgfgf]. < 2(Ja[+[pDBY " nw + b <+ o
Para provar a degigualdade (3) notemos- antes que:

a) max|f| = max|f|, pois f é suposta de &rea minima, logo
8§ . oaq SR e

vale o principio do maximo (coxrol. 1.8}.

‘max|£| = max|£] = max (]a],[B]) < |a] + B]
& 1Y) '
b-a

b} Para todo & € (O'T) tem-se,

dado Q_ = {x eER” ; a+¢e < |x|] < b-e} que |graf, fl < +» .

[

v

w = medida da esfera unitiria en R® = med{x € R*: [u} . < 1}
. n’ " '
nw, o =H _. {x em: Igi—ﬂ

wnrn = med {x e R": x| < r}
rn-1

n w

: n
N = Hy_y{x X fx| = x}

o R
W= n-ﬁ —— onde T'{a} = I et %7 ae,
3 T(E} _ o
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Definamos a fungao

F(t) = |grafﬂ Dﬂtfy-ﬁfﬂ|-, onde
= .

v & finita e limitada, vy = f em ane |grafg Y] < ooy
. : €

F(t) = Igrafge[f+t(y—f)]| = Igrafﬂafl em 30

Nesse caso, F(t) & convexa, isto &, F"(t)> 0, ¥t (pois a area

& sempre convexa) e F{t) & estacioniria, isto &, F‘(t)]t;__0 = 0.

Donde concluimos gue F assume um minimo local em t =0 ;
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£(0) = ]grafQ £| & o valor de minimo de £ em'ﬂE
: - |

Isto significa

(4)  |grafy £| < |grafyyl <+ = , para toddy, y = £ em 3.
Seja
£ (%) ',.'se {x{ = atg, ]x[ = beg.
Yy =< 0, -se at+e+d<|x] <b-e - s

linear, se a + ¢ < |x| < a+ ¢ + & ou

b~-¢-6¢« |XI <b-¢g

- A v e e e S AL ek B W SR

]
1
1
i
1
!
!
6 a a*is a+e+8 b-g~8 b—¢ b
i Qe---—-—-+——¢-

A fungao Y & um caso particular de vy, isto &,

Ys & finita, pois max|f| < |A| + |B] ,

Y5 £ em QQE, pois v = £ em Bﬂe e.

|grafQ Y5| < + o . De fato: ‘De (4) temos,
€ .
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[grafQ £l < |gran YG" para toda y; e passando lim , vem:
€ € §¥0

<

|graf, £ < 1im_|gran€Y6J_e

E 40 .

I'l"'1|

LA

n-1 ; oan_ n
nw_ a !A|_f_n Wnb B| f wn(b —§ ) §

n=1 nbp'1max{]A|;[B[}+'

1A

n wb max{IA[,|B]} +now

. . 1y . o
o wnbn;m 2{n wnbn ) max{|a|,|B|}+ wnbn <

n

. n -

I A

2(]al+[B]) nwph

Portanto

- " P - n-1 n
5 B ]grafQ £] < 2(f§|+]3|)b nw_o+wb .

E

Dae (5) se obtem (3) fazendo e+l :

|grafy £ < + o

OBSERVACAOD 2 - § depende somente de |x},

Temos por hipotese que £ satisfaz (1), isto &,

9f
3%, |
9 (i __y=0,¥x€E Q.

X,
1.0% ﬁ+|vf!2  .

Il 113

i
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Dizer que f depende somente de |x| & o mesmo que escrever

fl{x) = ¢(p) onde p = x| (a < p < Db).

Assim | o
3 _ . Fi S
By 7 O o
5 : Bxi -_.) s ( .¢'(p)? __)‘
%, i T Bx. -
A ] 25 2 ERAR T ()
EE S |
2 ' ' .2 . | 2
L. X i : X, o _ X,
B A O N R R A G e A
= _______Q_,__ _!. _D - - p
1+ 612 (p) o+ 972 (p) (14 2 (o)) 3
Portanto
f o "12
n 3%, L, TP e
0 = z Ix ( l)= o a1 + j -
o v4+ § (2L 2 1+ 9% (o) A _¢'2(D)
. ax,
1=1 1
n Xiz n 2 Xiz
Lot nl—5 T ' (p) — ¢"(p)
_ 1= D _ i= L
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e L
(1 + 9'%) om - g2 + ’ (;p o 0
(/1 4+ 9193 AT
¢.u ) ‘.¢I %’i
. .+ —_——————lrime =}
‘ er?y3 A +_¢.2'
 'E finalménﬁe obtémos,'

Para resolver o Problema sobre a coroa se tem que encontrar

uma fungao ¢{p) tal que:

A

b(a)
¢ 6(b) =B
XA (n=1)4" (1+¢'%) = 0.

Um simples calculo mostre que devemos ter:

1

(7] o' (p)

k
-1
/1612 (0) P

).

{com k constante, |k]5an_

De fato:

' n—-1 ’
Seja {J?——EQA—J_ =0
*1+¢'2(p)
‘n-1

ST L (n-1)p""%9" _ "' a'eter _ 0

et ETIE (V14912 )3
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n-2 n-

(1462 o™ Mo & (1441 2) (n-1) " % -p Ty % = 0,
O s (1) e P14 Dt = 0,

e dividindo por pnm-2 # 0, temos:

p¢n'+ (n_1)(d+¢12)¢' = b (que & a expressao (6)).

n--1 . TV

_'Portanto_se Qfog— =0, entdo
; : .. /1 +6 ,_.2 ".
n-1 1 ' - (bl \ . k :
g9 . k = = h7 _
ettt Siagr? o o

i
a b
Vejamos agora para gue . valores de k vale a expressac acima.

g ) Lo

Y e -1 f

glevando a¢o quadrado, vem

1+¢,2 pZn—z
E ainda,

1+¢ ' -
512 2
] 2{n—-1}
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2 (-
1 _p {n-1) k2
or2 L2
Portanto ¢'% = k2 se k2 < 2(n;1)
' - 2(n-1) 2 =P S
e -k

cou |kl <@L (a << b).

‘E extraindoe a raiz quadrada temos;

ik

) AL

EIE LY

O cue implica

- b__.. B 45. '-k, .;; -
{9) J |6 ldp = J LI dp .

2 . a /62(n~1)_ 12

Desde que |k|] < a ™', seque

b b

n-=1
(10) J](I),(p)[dp S J a .dp < 4w
a 3 /gé(ﬂf1) _g2n-1)
De fato:
pz(n—q)._ JETC L) N TE S EE I 2 (n=1)-2_ a+...+a2“P1V4)Z
= (pma) (@2 BT 4 g2 ()
i ~— N

2(nﬂ1) tenos
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. Pdrtanto_

Ztn;ﬁ);1_:'

92(3_11- a2® M 5 (p-a)2(n-1)a 20,

entao

1 1
92(9-1)7 a2(n-f|)

| B
(p-a)2(n-1)a P~ D=1

1 <-_1- 1 '

- . _
AR 2@AT TR iy 2T

Assim

J dp < J . dp.
2 /gZ(n~1)_a2(n~1) g Vo-a /&(n—q)QZ(n"1)'1
E finalmente
bana1 1 - o b
J . de = _'J - dp
2772 fonenya2(emH-1 /2 (n-1)a2 =11 3 Yo-a
b b
J ' dp = lip J 1 4 =
5 Vema c+a c Yp—-a
b '
= 1im+ (2vp~—a | ) =.1im+ (vb-a - Ye-a) = 2v/b-a
c+a c c+a .
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- Portanto
R T S
S 2(n=1) -1 - ' - L ..
a P2 _/Q(n—1)a (ﬁ R -/étn-ﬂ)a?(?_1) Yoo
Donde conéluimos
N T - S A~ R
dp < — & 4 o
. .é2§p~1);a2(n—1) | /é(n—1)a2(nf1}"4._

' Seja A = ¢ (a)
B = ¢ (b)
oy S
‘ J ¢'(p)dp = B-A .
a

b b
|B-aA] = PJ ¢ (p)dp| < J |4 () |dp
a a

F usando a expressao (10) temos,

L - ' b
|B-a| < J |9 (o) [dp < J
a

. n-1
VA CE NI bl

a

dp'<+clx>

n—1

Se |B-a} > J : 4
: : /géxn—1)_a2(n—1r

dp entao ¢ nao existe .

5

b-a.
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Porntanto a condigdo necessaria de sofubifidade do Problema 50

bre o aberto @ = {x € R™ o<a< |x| <b<+=} com dado

A, Vx,|x| = a
gix) =
: - |B, ¥x,lx| = b
com A > B, & que
' §
]
. | R L1
an |B-al < j dp < +
. _ a./gZ(n-1)_aZ(n—1)

OBSERVAGRO - A sofucdo deve sex ¢{|x]}, devido a simetria do

problema.
RESUMO:
{
Se existe ¢ tal_que ${a) = A
{ ¢(b) =B

00" + (m=1)9' (1+4'%) = 0

\

entdo IB-a| < dp < + » .

n-1
J a
- ng(n—ﬂ)_a2(n—1f

 Se éméoluéad.ékiété”é'depende de |x|
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(E(x) = ¢(p), onde p = |x|)
a equagdo da sx_lperfiéie minima se escreve

0" + (n~1)¢"_('1+¢'2,) =0

i)

1491 2

No que se segue veremos condigoes mals geradis sobre fronted-

na de Q para que ¢ Problema de Plateau tewnha solucao.

2 -~ PROBLEMA DE PLATEAU COM DADO SATISFAZENDO BOUNDED SLOP CONDITION

seja 0 CR" aberto e limitado, diremos que uma fungao y:30+R
satisfaz B.S.C. (Bounded Slop Condition) sobre 3 com constante k,

se para todo x € 3 existem a, b € R" com |a] <K e |b| <X tal que,
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n
1 a; (y; =2 )+y(x) < y(y) < i£1 b, y;-x;) + vi{x), Vy e,

Il ~13

i

Em outras palavras se para qualguer x € 30, existem dois hi-.
perplanos passando por (x,y(x)) com declividades nao Supéribfes a.

K, que delimitam o grafico de vy.
OBSERVAGUES:

1) Seja g:af +-R'fungao que verifica B.,S.C.,, com cons. -

tante X, entao para todo ‘x € 39, existem a{x) Gan; b (x) eIRn;cnm
g(x)+b(x) . (y-x) < gly) < a(x).(y-x)+g(x), ¥y € 39

max{sup ]a(X)], sup ]b(x)|}'5’K < f o
X080 : XEaR o o

O grafico de g esta compreendido entre dois planos passando

por (x,g9(x)) com coeficientes angulares |a(x)1 < Ke |b(x)| < K.

2) fe Lip{R) <= sup_ |f(y)—f(x{L < +
- xyyed  |y—x]
XFY

3) Seja L(y) uma fungao linear com L{y) > gl(y) para to
do y € 32, com g: 38 +~ 1R satisfazendo B.S.C.
Seja y € Lip(Q) com y(y) = gly), ¥y € aQ.
_ Entio (¥ A 1) (0 =min(r(x), L(x), (yal) € Lip@) e

{y AL) (Y) = g{y), Vy € 29,



-45-~

e ainda

agbthJ < aq(y).

- Como consequéncia temos:

inf  ag(y) = inf  a (V)

YELip _ _ YeLip
Y=g em af - Y=g em 89-

l | Y<h

- 4) SejaIRKY).uma fun@ﬁo linear com 2fy) < g(y) para to
do y e 99, com g: 30 > R satisfazendo B.S.C..
Seja Y € Lip(Q) cémly(y).= g(y);lﬁy € 30. " _
Entfo (yv2) (0) = max{y(x), 2(x)), (yv2) € Lip(d) " e
(V) (¥) = a(y), ¥y € a0 . |

'é-ainda
ag (yv&) < aq {(v)

Como consequéncia temos:

in? aQ(Y) = in? aQ(¢).
YELip PeLip
Y=g em 28 Y=g em 38
o>k

5) De (3) e (4) temos

inf aﬂ(v) = inf aﬂ(yl
YELip PpeLip
Y=g em df Y=g em 9f

A<
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6) Se g satisfaz B.S.C.,entao g & continua em 3.

/

7} Se g verifica B.S.C e g & nao linear, entao
[b(x) - a(x)].{y-x) > 0, ¥y € 3R.e a(x) # b(x). .
Portanto Q & convexo..

De fato: Suponhamos que g verifica B.S.C. com constante X, ie:

para todo x € 3Q, existem a, b €IR" com |a] < K, |b| < K, tal que

_a.(y—x) + g(x) g(Y) < b.(y—x) + g(k)}_Vy e'aﬂl'

1A

~ Entao
a.{y-x) < gly) - g(x} < b.(y-x), ¥y €@
a.(y-x) .< b.(y-x}, ¥y € 30
Como g nao linear:

{(b-a).(y-x}) > 0, ¥v € 830 e a(x) # b(x),

ou ainda

|b-al.|y-x|cos @ > 0 =>cos a > 0 =0 < a < >

Sejam £ = a.{y-x}) + g{x) e L = b.{y-x) + g(x), L # 2. E a
interségao LN g & uma "reta" e a projegao sobre § & uma "reta".

Portanto para todo y € 30 0 segmento [xy| estd inteiramente
contido em Q, i e, Q & convexo.

8) g continua e Q convexo =% g verifica B.S.C.
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2

9) g € ¢ e Q estritamente convexo = g verifica B.S.C.

PROPOSIGRO 2.1 - Seja y: 30 » R uma funcdo que verifica B.S.C.

com constante K, entdo a classe L, ndo & vazda.

PROVA: Queremos mostrar que a classe

L, = (veLip, (), v 0q ~ Y} £ 4 .

Para todo x € 8@ indiguemos com T, @ aplicacdo afim que sa-
'tisfaz

m y) > y{y) , ¥y € 32 e

. ! ' n
x|'1‘-<~ K L (r : R _+_‘;:R).

Desde qgue 7, & linear, temos m, € Lip e com Iﬂxl1 < K venm

. n
Ty € LlpK(.'R )f

Consideremos agora a fungao

V(y) = inf {r (y), x € 30}, y e Q .
X€30

Viy) # g. (V: §+ZR)..

a) Se X, € 3 temos V(xo) = Y(xo). De fato,

Seja P = {m: 7 linear sobre R", |1r|,]

1A

Kenly) > yly), ¥y € 3a},

inf{r(x): 7m € P, x € 9} = V(x),

portanto V & LipK(ﬁ) ; pois para toda 7w € P temos 7w € L:i.pK ®R") .
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: Eixado‘xo_e a0 ,._éxiste w§$I¥? com jxoséb)%ﬂdxb)t]ﬂ%J1_S?<e
v(ﬁéi_ﬁ-w¥6§#o)'='vfx0) %éfV(xo)ls_fob}f-.   .'- ‘jlf' 
ainda.
ﬁ(xb) z'f(koj {da définigéo de P). -:.
_logo.
V(xo) = inf ﬁ(ﬁb)lz Y(x;) f%'v(xo)‘z_%(koj | W.:'{?}

De (1) e (2) temos que Vix)) = Y(xo)'péra X, € an

- b) Sejam yy, vy, € 0 (v, # vy).
Como V{y) & o infimo temos, |

para todo £ > 0, existem i{, X, € 30 tais que

A

wxﬂ(y1) < Viy,) + ¢ “xz(y1) + e [3)

PA

T, vy + e (4]}

nxz(yz) 2 Viy,) +oe 1

Fazendo {3)=~(4), obtemos

wxz(y1) - wxz(yz) te > Viy,) - Viy,) gwxq(yq)-nx1[y2) - ¢

Como y1'# Yor ¥4 = ¥y # 0 e dividindo a expressao acima

por [y1 - §2| > 0, vem
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"x, (yq) - x, (yp) -~ e Viyg) =Viyy) T, (¥q) 7 Ty (¥y) *oe

<
ly, = ¥l AR

Desde gue wx'e LipK(ﬁ}, podemos escrever

. Viy,) - Viy,) ]

- K- —— < < K+ —E
N e £ lyy=v,l [v,=v,!

e como € & arbitrario temos

viy Lv |
ok < Y,1) {Yz)

< K=Y vy |, < K.
= o yyyal - ,_] Vs

Logo de (a) e (b) temos que v(y) e LipK(ﬁ) e V'aﬂ.= Y
‘Donde concluimos que V € L -
pPortanto LK'.;f g . |
o 'C.Q.D.

PROPOSICAD 2.2 - Se y verifdica B.S.C. ..com canstante K e

u € Lip(Q) mindmiza o funcional drea na classe L ., e > 0.

Entdo u € Lip,(Q) {i.e., u e minime em L]

PROVA - O problema estd em encontrar a diferenga |u(x)-u(x')|

- Sabemos que

L = {w € Lip(R): |w|

Kt+e S K+, Wiy =)

1
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{x,v(x))

. e e e . e rre

‘a) Calculemos inicialmente |u(x) -~ u(x')] com x € 3Q

Se x, X' € 30 entac pela condicdo B.S.C.,

T_(x') = a.(x'~x} + v(x) € y{x") < b.{x'=x) + y({x) = ﬂ+(x'),
VK e 'aﬂ al
Observe gue

u € LK+e e u aﬂ::Y y assim

a.(x"-x) u(x') - u(x) < b.(x'-x), ¥x' € 3Q

i

ou ainda

|u(x') = u(x)| < max{|a],|b]} |x'-x] , ¥x' € 30
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C|u(x') - wix)] < K |x'-x| , ¥x' € 30
_Portanto u € LibK(ﬁ) para x € 30

b)" Suponhamos agora x, x" € Q.

Calculemos |u(x') -~ u(x)| , usando a tecuica de Rodd.
Posto = x-x', seja QC = {z er" z =u +'0, ¥ 6 9} é éeja
U .-+ R fungao definida por : -

4

'uctz)'= u(z-t)

]

Tendo em conta gque o aberto @ f1 Qc # 4, para X = x' + ¢ € QC

Em Q N QC , U e u ambas minimizam a Area
(J A+ |vv|? dx = minimo, v = u ou v = u ) respectivamente nas
o ng,

classes:

{w € LipK+€(QfIQ€): w = u sobre (D n@C)}

i

u. sobre 3{R ﬁsz;)}

{w e LipK+€(Q ﬂﬂg): W .

Em virtude do corolario: 1.7 a diferenga u-u, assume seu ma
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ximo em @ N Q_ sobre a fronteira, i e:

4
max |u—uC| = max Ju-u,| .
ana, a@ang,) - °

Entao e#iste } e a(ﬂfﬁﬂa.talqme
| IU(X)—uC(X) .l _<_- luly) - uc(y)l = 'Iul(ylf)l-u‘(y—c).l .
Da outra parte pelo‘menés im dos pqntds_y;.y'— z esté -sbbre'_f-
_Bﬂ.e'portanto | | | | I
luty) - u(:y—g) .|' < Kjg]; logo
Iu(x)' —‘u;;(x) i .5. K '|z| = K|x=-x"|

{u(x) - u(x")] <K 1#~x1]

Portanto u € LipK(ﬁ) para x € Q

E de (a) e (b) temos que u € LipK(ﬁ).

C.Q.D.

Esta proposigﬁo mostra que para h > X (K constante da B.S.C.)
temos fuéh)| < h. 1Isto nos permite enunciar o teorema da existén

clia em Lip(ﬁ).

TEOREMA 2.3 - (a existéncia e unicidade para o Problema da

drea em Lip(Q)). -

Sefam 9 € R" aberto e Limitado, y:3Q » R uma fungdo que verd



~53-

ca B.S.C.. Entdo existe uma unica fungac u € Lip(f) que mindimiza

0 funcional da anea na classe

v

y so0bre 30}

{z-€ Lipiﬁ): z

PROVA -  Segue da suposigdo 2.2 e da unicidade da solugdo na

classe L. (teorema 1.4), que se u & solugdo em Lg & também solu

gao'em LK' , para todo K' >K.

'~ Em outras palavrés-querémos provar que se y verifica B.S.C.

.'_ entdo a solugdo u € Lip?(ﬁ) & a mesma solugao em Lip(Q).

. Fixado qualQﬁer K', K' >K. Seja.u.1 a éolugéo em LK' , entao
(pela prop: 2.2) u, & solugdo em L. Logo u, € LipK(ﬁ).

1 K

" Além disso, u € Lip(2) & solugido em L .
Donde concluimos que u, = u

Se u & solugdo em Ly , ent3o u & solugdo em Lev r para todo
K' > K. =
Portanto u & solugcdo em Lip(d).

C.Q.D.

Queremos agora determinar uma classe bastante ampla de  fun
coes que verificam B.S.C.
DEFINICAO0 - Dizemos que um aberto e limitado Q CiRn(n > 2)

& uniformementie convexo se existe uma constante K >0 e para todo

X € 3 um hiperplano Mo € Pp'passando por %, tal que Q esteja em

um dos dois semi-espacos determinados por T, + € para o qual vale

2

o x-y

P Flymy <K ®
yed X
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b4 ' §i nao e uniformemente conve:-.

_ o -
. & unifdrmemente. X0 em R |

convexo em R

Exemplos:
Ex. 1'--Séjam Q= {(x,y) € RZ: y > [xj} y < ﬁ},
X = (0,0)‘e Ty d'eiXo—x ;
Seja Y = (k;y) con y>|x|. (ie:Ye€nq).

Temos 0 < |x| < y = x2 < y2

5 Q
| X-¥|
Portanto sup <o < 2M < + ®
vep 4(¥/Ty) - x
| X = (0,0)

Logo X satisfaz a condicdo ® .

Observe que o conjunto N do exemplo anterior nac & uniforme-
mente convexo, pols gualquer outro ponto XO da fronteira de @, di

ferente da origem n3o satisfaz a condicao ® . De fato:

se tomarmos Y € @, tal que |X -Y| =K,
Xo~¥[2 _
teremos sup éT%_—l_T + 4+ o gquando d4(Y, w ) >0 .
Yaq Ty o

(o]
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Ex. 2 - Sejam @ = {{x,y) €ZR2 .y o> x2 e y < M}, X = (0,0)

i-'
eTTXOEXOX

Seja ¥ = (x,y) emy>x2 . (i e Y E€EQ)

]X"YIZ _ x2+y2_ : 'y+y2 v <o
a(y, ) Y Y AR
x-y|?

Portanto sup ————
veq A(¥, )

T+ M< + o

. Logo X satisfaz a condig’a’.'o_‘ ® .
CEx. 3 - Sejam @ = {(x,y) € ]RZ, ¥y > X

X = (0,0} e 1, o eixo-x.

X
Seja Y € S onde

S = {(x,y) € Qs-y =iﬂ e x:—ﬁ—}_

2 2
1 + 1
5 —_ gy
| x-Y| _ 24n 26n ) 24n 1 _n, 1.
STCRT T 53 30
' 3n
2
2
Portanto sup |X——Y-|———- = lim (2" + —1—) = 4 e
ves 4, Ty) oo 23

Logo X ndo satisfaz a condicidc ®

.. .- PROPOSIGAD 2.4 - Sefa <= R" aberto e Limitado e uﬁiﬁo&memaﬂ

a

te convexo ¢ seja vy € C R"). Entdo Yfaﬁ verd fica a condicav 8.S8.C.
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PROVA - Seja x € 32 e suponhamos x = 0, v(0) = 0 e o plano

=1 nt =
Wx = {x eR": X, 0}

Entao a condigao de convexidade uniforme pode ser escrito co

mo

0 <K vxed - {0)

Seja o hiperplano de R" dado por:

x, =0
n 8;(0) L
xn+’i - -Z_ 0%,  *i = 0
1=" 1 :

. . . L +
e consideremos agora o feixe de hlperplanoq_emiRn !

.gerado pelo.
ahterior;'

-

n-= : _ .
- 3y ey = 39X - |
Xt .Z TP BX:EGDXH 0 (1)
i=1 1 n-

Seja x € 36 - {0} e consideremos o plano do feixe passando

por (X, y(X)), que sera:

n—1 .. .
3 - Yy % A ¥ =
v(x) = § (0 + O = gp=0) X =0
1,=1 1. n.
o - T 2 7 - 2L
Dai - A = = [Y(x) - (M x, - (0) x ]
_ X 1= 8Xi i 3xi n

e substituindo em (1), temos:



~57 -

I o n
n i

-1
2y
£1 axi(o)xi

e portanto a equagio de'tal hi_perplano sera

1 [ - 3y =
X = = |y(x})- } (0) x,.]x +
n+11 X i=1 Bxi i;jn -

N1

_9Y.
3%, (0) X;

i=1

Temos Que Y € CZ(JRD-) e aplicandc o teorema de 'I'ay.lor‘@ao seq
'.'ménto'de.reta que une 0 a X, existe um ponto £ € [0%], tal que

y(®) = y(0) + = Dy(0) % + - DBy ()yx? ,

11 2!
N ey T L T
Y(x) = .Z QX,(O)xi + 7? . z 9%, 0X (E)Xi xj
i=1 i 1,3=1 J

ﬁ) Taorema de Taylor -
seja f: & CR® ~ R uma func':;o e s_uponhamos que f tenha derivadas parciais .cop-
tinuag de ordem n numa vizinhanca de todo ponto sobre o segmento de reta que une
2 pontos u e v € Q.

Entao exlste um ponto u pobre este segments de reta, tal'que

£(v) = £(w + o5 DE(W (v-u} + o DPE(W (v-w? 4ul,

1 L(n)

.o ¥ '(—rﬁr'.r D(n_ﬂf(u} {v-u)nﬂ + ;1"'.{' D f(l-.l) (V"U}n‘



"\5_.6._\ -

- ] Moy =L ] - -
Y(x) - (W)=, = 5 (E)x, x,
121 axi i 2 i,3=1 axiax. i
Indiquemos agora com
u | n 2
Y . 3
M= ] suplgz-| + ) sup |
i1 g a?{,i g, 5= %, 9%
e temos:
1 = dy = 1 3 il
— (Y (X - ] S0x) ]| = |g=(= 7 (£)%, %) <
Xy = BXi i R, 1,5=1 Bxiax i3
n l?c--llijl
- 2 . L X - 2
i,3=1 n
Portanto
M 1 ~ v oy M
S Koy - Lo 0x) o K
n i=1 i
Ou ainda

Mo, = T BY s - Mo = B gy =
- = Kzx_ + (0)x, < y(x) < —=Kx_ + J =Y (0)x,
2 n-osZ, axi i 2 n =y Bx,i i
Donde temos que y verifica B.S.C.
C.Q.D.

Na demonsztragdo de existeéncia para ¢ problema da area a hipo
tese "y verifica B.S.C." da a majoracdo do gradiente da soLucdo

sobre o bordo, entretanto a ficnica de Rado” [prop: 2.2] pewmite es
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tenda& eéta moio&agao a todo Qe
E po&zanio clanre qua toda vez que se Iem uma ma;onagaocw g&a
Jd&enta s0bre o bonda se pode &epet&a a mesma tean&ca |
| A 4egu4& da&emoa uma majokagao do gnadLanie éobxe 89 em thoi 

_taéeé ma&é ge&a&A e ponianio Lenemos um zeo&ema de QXLbIQHQLa muA

‘genat.

3 - PROBLEMA DE PLATEAU EM DOMTNIU CUJA FRONTEIRA POSSUI CURVATU~'
- RA MEDIA NAO NEGATIVA '

. Uma fphééo w € Lip(?) se diz uma sobresolucdc (respectivamen

'te'éubéo£ug&d) para o funcional da area se:.

a(w) E'a(v), para toda v € Lip(ﬁ),-w v

(respectivame.nte w ¥ v) e com supp{v-w)cc Q@

LEMA 3.1 - Seja u € _f__,ipK(S_z) (ou Lip(R)} uma fungdo minimizan
te de aflw) na classe
= {w € Lip (Q) ou Lip{Q): w|39= v}
*

e sefa w uma sobresoluglo para o funcional da area em LLpK(Q).

fou Lipl(Q)).

* —~ *
Se vy <w sogbxre 82, entac u < w em

@- Dizemos que A & relativamente compacto em relaglo a B, se:

A aberto,

A conmpacto,

Ac¢ B,

Notagdo: A C CB.
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PROVA - Suponhamos {como no teor: 1.6} que o conjunto

A={xeq: ux >wi} #d .

. _ R
e.
.
w_ = min{u,w } ; w_ € LlpK(Q) W
% B :
Sabemos que w, > W , W, ='W sobre 30 e - -
'W_ =y = u sobre 3Q , -

portanto aﬂfw-).g aﬂ(w+)_T

y

'

| %

[ W

I

3

) o

| |

! d

'Y i

bi tY

:l ! i
Y ) :

H i .
4\ ol #
1Y §2 on

il

Escrevamos O AlJ(Q—A))UUiao disjunta e teremos !

*
(w )

1A

. X
ag(w ) aﬂ(w+) = aA(u) + ag_a

Cag(w < ag(w) = a,(w) + ag_,(u)

=24

ou ainda

. |
aplw ) +oa

* * %
a-aW )} g a ) + aQ*A(W_? =>a,(w ) g a,u)

ap (@) + ag_, () < aA(w*) +oag_,(u) *—‘-"?‘-aé(u) < aA(w*)
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, _ | .
a Por#anto_ aA(u).= aA(w |

13

Como w u em aAyentaO'(pelo teor: 1.6)-u =w em A, o que -
& absurdo.
*

eﬁ Q .

e

Logo A &, ou seja, u §3w
| C.Q:D.

Analogamente vale para subsolugdo.

LEMA 3.2 - Sefa u G'LLpK(ﬁ) (ou_Lip(ﬁ}) uma funcio mindimizan

'-itg de afw) na classe

F_s'{w.e Lip, (@) ou LiplQ): w Bﬁls'Y} e
sefa w, uma subsolugdo para o funcional da Ekea.em'LipK[ﬁ).. louw
Lépi@l). . | |

Se wy < ¥y em 32, entdo w; < u em Q

E claro que a existéncdia de uma'sobresolugao ¢ de uma subso-
lucao para o funcional da area s gue vale 'y sobre 3@, dé a majoragao
do gradiente sobre 3Q .

Usando esses: lemas e 0 corolario: 1.7 se demonstra a proposi

¢ac seguinte como no paragrafo 2.

PROPOSICAO 3.3 - Sejam w, (x) e w,{x) respectivamente uma 40

bresoclucae e uma subscfucae para o funcional da axrea, tal que
wthy = y(x]) = wz(x), para todo x € 3Q.

Sefam K = max{|w, |, lw,l,} e u uma fungdo minimizante da area

na ctasse L. (com e >0). Entdo u € LLpK{Q](i.a,'u ¢ mindmo em Ll
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- PROVA - Como w, & sobresolugao em Llp(ﬂ), w, € Llp(R) e

1

(w ) < a(v), para. toda v e L:Lp(ﬂ), W, < v o

Como Wy & subsolugao em Llp(ﬁ), w2 e Lip(ﬁ') e'é(_{-fz) > a(v) ,,

1

'para toda v e Llp(Q), w2 > V.
De fato de ‘
K, I %=y| s ¥x,y € Q.

w, € ]i_.ip(S_El) -“-=>E|K,I |.w-1.(x) = v, (y)|

1A

o)

w, € Lip(S-;_) -——f-}»]_Kz:' |w2(x). - wz(y)| < Kz|};—y!, vx,y €

Portanto w W, |1 < k

| lwyly < Xy

Seja__ - K =Imax{|w,]:|1, ’w2|1}

Assim

1A

_k1 =>w, € -Blpk'l () =>w, € LiPK(SZ)

| A

k2 => v, € Lipkz(ﬂ) = W, € Lip, (Q)

E claro que v, (e w,) & sobresolugao (subsolugao) em Lipy.. (),

pois o0 & em LipK(Q) .
v, _eLlPK+e(Q)' e > 0.

Wy

e LipK+€(Q), e > 0,
Usando lemas (3.1) e (3.2) temos ;

sew1ﬂy=w2em89, entaowzfuf_w em §
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a) Sejam x, x' € 30 e consideremos

w2{x) - wz(x')

[ S

u(x) - ulx") < w (x) - wi (x').

ful{x) = u(x")|

A

max{]wz(x) - Wz(x')lr rw1(xl_".W1FX'>ll§j:
Portanto u e_LipK(ﬁ) para x € 3f.
b) Sejam x, X' € @ e calculando |u(x) - u(x')] usando -
a técnica de Rgdéj(prop:-Z.Z) obtemos: o .
lu(x) - ux") ] < K-]x%x'|, para todo x, x' € Q
" De {a) e (b) concluimos que
u e.LipK(ﬁ)ﬂ.
| C.Q.D.

Assim se u & solugao em LK’ o & ainda em L r para todo K>K

Kl
e portanto

jul, < K' , para todo K' > K.

A deﬁonstragéo do teorema da existéncia para o problema da
area e portanto reconduzida a construgac de uma scobresolugic e uma
subsolugao verificando as hipOteses da propesicao 3.3. .

Vamos agora nos dedicar a esta construgao. |

-- Seja g < R" aberto e limitado, com bordo 3R de classe C3;
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- Indiquemos por:.

R
I

{x e qas d(#,aﬂ),< tl e

' {x e Q:'d(x,aﬂ) = tj com t >0 .

Il

Os seguintés resultados sdo verdadeiros:

(3;1).Exiéte €,%0 tal que para cada x € Qe ; e#iste
_ ? : o
um Gnico y € 30 com d(x,3R) = |x-y|.
(a.2) A fungao -d{x) = d{x,80) = inf{d{x,y), v € 3p} &

de classe C2 em QE e |grad 4(x)| = 1.

o

(a.3) Indiquemos com A{z) a curvatura média em x.:. da
curva de nivel Qde Ty passando por x. Entdo

n-1 Ki(y) n-4

(n-1)A(x) = - Ad(x) = > K, (y) =
n % L EAOLIE LK

= (n-1) Aly) ,

onde v & o ponto corresponde a x em 39, Ki(y) (i =1,2,...,0+1)s30

as curvaturas principais de BQ em y e 8d = div{grad d) =
> 3%

= Z 5
i=1 Bxi .
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DEFINICAD - Seja y: 30 > R uma fungao. Chamamos barreira su

perioh em QE {relativa a y) uma fungao u: ﬁe > R, com o<e<egy, tal

que:
(p) p e e’ N Lip@)
(p2) p = y sobre ?Q;.‘p_ > 1+ m;QxHI Sobfg I r
= 2 - op dp 9| -
(p3)'€(p) = (1 + {vp|“)ap . . Zﬂ sk 3a- T s S0
: S ’ I B i3 i'7)
em QE _ |
- Observe que Ap = [ EWEf
i=1 X;

DEFINIGAD - Seja y: 30 - R uma fungao chamamos barreira infe

RLOA em'ﬁE {refativa a v) uma'fungéo n: ﬁg + R, con 0<e<E tal

que:
‘() n e c’e ) NLip@) ,
(n2) n =y sobre 3Q; n < - 1 - max]|y| sbbre r. .
{n3) %(n) 2 0em@ .
Indicamos por ‘E(;)_o operador de Euler relativo ao funcional
da area.

PROPOSICAO 3.4 - Sejfam 90 de classe ¢’ o vi{x) uma guncac ¢?

s0bre 90. Suponhamos que a curvatura media de I sefa ndo negati-

va. Entdo existem barneinas superniores ¢ infericres.
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PROVA - Construiremos somente uma barreira superior. De modo
analogo se encontra barreira inferiori
- 2 = () v o=
Estendemos y a uma fungac C” sobre { {(y: 30 » R, vy =0 ~ R)
3 ) . o .' ....ﬂ.._. i
- e indicamos essa extensao acima com Y. (notagao: y = y).

Procuremos uma barreira do tipos:

p(x) = y(x) + £(A(x) , onde

£(s) e c2 ([O,EJ).é tal que,

£y
' .f(éﬁ 1+ 2 m§x|y]'= F, em Fs'
3.4] ¢ - . U ‘ .
: £'(s) > 1+ |y[, =F, em [0,e],

v

1

£'(s) < 0 em [0,e].

As condigoes (n1) e (u2) sdo facilmente verificadas

(u1) u € CZ(RE)D Lip(ﬁe), pois v, f e d o sdo
(W2) u = y sobre 3Q, i ¥ 1 + max|y| sobre r, .
af :
De fato: Sabemos que f£{o)} = 0, logo d{x) = d{x,3Q) =0 por-

tanto x € 39.

Assim yu = y em 3§ .,

@ Teorema de Extensidc Tietze -
Seja D.CR" fechado e seja £: D ~» IR fungao limitada e continua, entdo existe
uma fu.n¢30 F: ®® -+ R continna, tal que F(x) = f(x), ¥x € D e tal que

sup {|£(x)], x g ®"} = sup {}£(x)]|, x € D}.
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B u(x) = y(x) + £(d(x)) >y + 1 + 2 max|y]
Q

=y + max|y| + 1 + max|y| > 1 + max|y| .
8 2 Q

Portanto 1 > 1 + max|y| sobre r.
_ . Q :

Verifiquemos agora a condigao (u3).

Devemos mostrar gue

y n o ' 2
— . 2y . U gy d U-
oy = (1+ |vu]Dsu - 3 <
R _ i,5=1 Bx;.axj axiaxj

em [0,¢] .

Se p(x)-= y(x) + £(d(x))}, resulta:

du _ dy. - ' od
" 0X, tf (djax.

9x.,
i i :
52, - 4.2 | 52d
-% = ——% + f"(d)( =) + ' Q)5
ax, "’ 2
X, : i ax.
i 1 i
2 2 2
Bu_ _ Yy et 2y a2l
Bxiaxj Bxf Bx ij laxj
: u 2 u 2
Y 9°d
‘A'Y = E 5 2 ! Ad = Z 2
i=1 Bx i=1 9x,
i i

e calculemos a expressao

n 2
_ 2, TR
E(U) = (1 + |vu] ") A § 9X. 89X, 9x, 3X,

- Notemos por - -

[1] = (1 + |Vu|2)ﬂ
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1 i 3 1773

1 %4
1+ [(3—31)2 R A U s D
ax X X IxX
1 1 1 1 n

' _ '-2 u

3y ad 2. 3d.2 43 9d . 2
251 oY + £ )]} [{ e D N (LR O

an axn P4 121 Bxi 121 ( xi

el

N
' Ty RS VYRR R T o
ooy 2et | ool S e 8 Gy 4 £ 4 £ 0D =

. i=1 N 1

£"(1 + ]lez) + f'[Z’“z 2y 3d AY + AG(1 + |vY]2)] +
i=1 9%y 9%y -

15

3y _ad '3
BXi 5%, Ad] + (£')7 Ad + Ay +

(f')z[ﬂy + 2
' i

i=1

| Ca |
vy |2 ay + 2eren 7 2L 340, )2 gu

j=1 8X; 9%
@ o= 7 n asn plgrn
i, =1 90X, 3Kj axiaxj |

n : 2

3Y , ad ] ad 3y . 3d  ad
Yoo + £y (2L 4 £ 08¢ + FeSR 22
i o0x axi ij axj axiaxj axi ij
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3 "3d ad  5%a B 5y 3y »d ad
+ (£7) T + £" ) +
D oy 8d, 34,2 L o2 D 3d,2,5d,2
[ ] n I n °
-1 2f'f . Z_ 9X, 3x.(3x.) £ £ Z (Bx.) (ax.)' +
i,j=1 771 773 773 i,J)=1 i 3
- 3 3y oY ‘ 32Y
LR A -l vl s ¥
i,3=1 177 1775
Fazendo agora ~ [2], obtemos:
T 2 S 9y 2d.2
to <o it - o ] g ]
N f {21 i %4
+ £ .2( lg Y 3, a0+ foy]d -2 ] 2L 2%y
Loo3x, ax, oY 1y . L 9%, 9%, OX.9%.
i=1 i i _ i,j=1""1 J i3]

' 2 ' n
o2y gy _9.d ] . (f')z[Ay+2( 2y 3dy,g -
3= '

i,§=1 9%y 9%y 3%;9%y 121 8%y 9%y
.Y 2a a4 2%y _ o2y ad 32a J N
i,3=1 IRy axj sxiaxj 1,5=1 axi ij axiaxj
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Por outre lado se % 8~QE

IZI 3d  »d _3%d IEI 3y  ad  3%a

i,

enquanto tais quantidades sdo invariantes com respeito a rotagdo
e translagdo.

'_ReSulta vd #-{0, O;.;.,0,1}

“-e
k1 o
T OvieeeeO
! 0 =2 o...... 0
“ 324 : 2
I T [ —
J . —
0 kn--'l 0
........ T
-1
0.. ............ “0
n ki(y)
Ora Ad(x) = - izj a0 K, @) < = Afy)y <0

Tendo 30 curvatura média nac negativa se tem por {(a.3)} que
Ad < 0 e sendo £" < 0, £' > 1 + ]y|1 > 1

Temos qua

| B 5y sa - 2
Elw) < £+ £ 2 sz(ig1 gﬁl— ﬁ—i) + ad(1 + [vy|9) -



_ZIZ‘ o oad %y _21§ 5 By azd]+
i,3=1 Bl 3xj ax.a] i,3=1 Bx;j_ 3xj axiax.

29X, - X,

: n 51 : 2
+ (£92 [ﬁy+2ﬂd g do oy 2d d 3y } +
_ . Ci=t TR i i=1 i 3 j

;+.(f,)3 pa + y) <

1A

'fl"'+ £ [.]".l'_.(f'_)z [ ] + &(y) <
< £f" ¢+ ¢ (f')z < 0 .. " . 1 2_
S ER A CENDNT L0 se £ > C (£7) onde

C, (Cﬁ > 0) & uma constante que depende da norma em c? das fungoes
| vyed.
Portanto p & barreira superior

C.Q.D.

- Exemplo de aplicagdo da bnoﬁaéié&a:

Seja f£(S) = _%— 2g{(BS+1), com A, B> 0
Entao |
2
' _ B " = - B
£ = A(BS+1) ! £ s) A(BS+1) 2
[
2 2 2
B B
£"(8) + C1[f'(S)] = - s + C1 Ty =
A(BS5+1) A% {B5+1)
2 C :
B (-—1 - 1) .

~ A(BS+1) ‘A



.-72..

Portanto se A > C, temos &(u) < O.

Ty < £ o+ C1f'2

Vejamos que condigoes devemos ter sobre A e B ?afa.qué £ ve-
rifique a condigdo [3.4] da prop: 3.4:
[ £(0) =0
£(e) > 1+ 2max |y] =F, em T
- . o= . 1 £
$ R
- £'(8) > 1 + |yj1 =F, en [Q,e] -

{gf"(S) <0 em [0,€]

" Se A = C. devemos ter:

1 -
£(0) = —— Lg 1 =0
- A
f(s)'=—;—'g(Ba+1) =1€~‘1—(—(]§‘—E-i'—u-'gf'1 ' ' (1)
Al . ) _
. _ B e B
£ = ey < C, (BS¥1) z F, em [0'801 ' (z]
e sendo:
B B
—_— s = 5 F
C1(BS+1) - C1(Bao+1) = 2

basta que B > F, C,(Be +1) (de (2))

(1)
+ 2g(Be _+1) > &gF, C, + C,F, =

1 1

Ly B > 49F, C?
| ©4F
=> g(Be_+1)} > C,F, =»Be _t1 > e



-73-

portanto  |B >

temos ainda, .

2y B > 29 FoC, + 2g(Be_+1) 2 &g F,C,+C,F,

3 .
_='—">.$?,gi'3_RgF2C11+C,IF1=P' |
| - | C’F'_
= Lalg) 2 €15 = ge 2z el
271 ' 271 '
, - : C,F,
portanto - |B 2.F, C1 e
E portanto basta “tomarmos:
- CFa eCﬂF1—1
B = max{F,C e ’ }
- 1 E
o}
ainda
29 (Be+1) > C,F, {(de (1)}
c,F, “1Fa
Be+1 > e = |e > 2 B

PROPOSICAO 3.5 - Uma barreina superion y em Q_ ¢ uma s0breso

Lucdo em 2.

PROVA - Dado X € Lip(ﬁg) e supp xc:«::_fzE
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Consideremos a fungao

g(t) =J /1+|V(_14+t1)12

L]

dx = a_ (u+tir)

1
: €
RE _
pois § + t A€ Lip(ﬁe) fpara t e [0,1).
Nesse caso temos:
S g'(0) = I { Z §¥L .§¥L) (1 +_|vu[2)f1/2 dx =
' : 0 11 R £ .
o TE o
' oy,
S u 3 Bxi-
- - J I L
e | T+] Vi ] .
= - I A(ﬁ)s' Z(u) ax

Q (/1+]vu|2)3.'

Como |1 & barreira superior em Q. temos

& (u)
(Vievuy 3

A
o

Portanto se A 3'0 entao g'(0) > 0.
E além disso g & estritamente convexa, pois a :drea 0

(i.e: g"(t) > 0, ¥t € R).

g'{0) > 0

v .
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ou seja g{0) < g(1}, isto &,

‘a(u) < alpg + ), para todd L+ A€ Lip(ﬁs),

Bo<ut A‘(pois A>0).

Supp (u + A=) ='S__upp Aee 0 (por hipdtese).
' Logo u & sobresolugao em-Qg_{

C.Q.D.

Veremos agora que se u e uma barreira superior em Q_, entdo

existe uma sobresclucdao w em Q, fal que w = y sobre BQ'.

PROPOSIGAD 3.6 - Suponhamog.que L ¢ barreinra 5upe&£on.em Q..
Seja

min {y, max |yllem Q
| Y €
w(x) =

max |y| em Q-9_ .
an.

Entao w e sobresolucac em Q que vale y s0bre 35.

PROVA - Seja v € Lip(ﬁ), w < v e Supp({v-w)C<c Q e considere

mos

¥ = min {v, max |y|}
a8

observando que a(v) < a(v) .
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Fm Q_ temos w £ v e w & sobresolugdo em Qe (pois u e so-
bresolucgao).

Em Q-QE temds,

)
Il

max|y| < min{v, max|y|}= max|y| = ¥~ '
an 3 T oag

g
A

< ¥ =ba) <a (¥) ema-g_

Além disso, u = Y sobre aﬁe(pois 1 & barreira sﬁperior).

rs

Em BQé

w = min{y, max]y|} = min{y, max]y|} = Y = .
' afl : ag - ' '

Portanto w = y sobre 39, (30_ = 3QUT).
Logo W=y éobre ofl.
Donde concluimos que w & uma sobresolucgao em Q que vale Y SO

bre 3f.

C.0.D.

TEOREMA 3.7 - Seja @<= IR" abento e Limitado com 30 de olasse

03 e sefa y € Cz(aﬂ}. Suponhamos que a curvatura media de 3N seja

nao negativa. Entdo exdsite uma unica funcac U € Lip(Q) tende drea

minima na classe

{z € Lip(Q): =z = v sobxre 30}

6) pade Auas sobreéoluqées, entho o minlmo entre as duas & ainda uma sobresolugio.
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OBSERVACAO - O teorema 3.7 para dimensao n = 2 se resume subs
tancialmente no teorema 2.3 ou num teorema analogo que se obtem da
suposigao 2.4; pois para n = 2, curvatura média de BQ n5o: neéati.i
- va & equivalente a convexidadé do dominio. ‘ |

Entretanto para n > 2 este.resultadoIpeimite reéd1vér.'0 pro
blema de Plaéeau nun dominio Q ﬁéolcdnvexﬁ.- .

Nota-se que no teorema 3.7 se tem a hip6tese de - af :éer: de
| classe C3, entretanto no‘teéiema 2.3, 30 é'localmenﬁe Lipschitzia -

na.
4 - PROBLEMA DE PLATEAU COM DADO CONTINUO

Vamos agora estudar o Problema de Pla*eau (ndo paramétrico)
no caso em que a dada fuhgﬁo Y seja continua e demonstrar'que-séb h
as hipoteses feitas sobre § (f uniformemente convexo 0ou 30 € C3

e curvatura média de 30 nao negativa) existe uma fungao continua

sobre ﬁ_que minimiza a area (de Lebesgue) na classe
{z e c’(@): z = v sobre 20}

Para demonstrar este resultado usaremos um procedimento de
aproximagﬁo; Mostraremos que se {yn} €& uma sequéncia de fungdes re
gulares (fungoes de classe ch) que converge uniformemente a vy, en
tdo a solugdo do Problema de Plateau com dado vy converge unifor-
memente a -uma funcao u que & solugao com dado vy.

Para fazer isto & fitil o seguinte lema que @3 uma majoragao



-78~

da area de uma fungado Lipschitziana, solugcdo do Problema de Pla-

teau, em termos da area de uma fungao continua sobre Q.

LEMA 4.1 - Seja Q = R" aberto com 39 de classe C° e sefa

uQE_LLﬁ(ﬁ)'ama.ﬁung&o.dé inea minima na classe:
Az G‘Lipfﬁly- z = y s0bre 3R}
. Enido para toda v Q;CO{ﬁl_temoé:

[4;11" ; B Ia(u} < afv) + JJU-QTd Hn;1

PROVA - Basta p:ovér E4.1]_no'caso V e Lip{Q) .
- Seja nK(x) = max {0,1 - K d{(x)}, K e‘Z++_é consideremos
VK(xJ = v +_(u-v)nK = v(1—nK) + Ng @

' 1 - _ : _
Se d(x,3) > X entao nK(x) = { =$-VK(X) = v(x)

..8e x € 3, entao d(x,30) =0 =¢-nk(x) =1 t%-vK(x) = u(x).

Temos que Vi e Lip(ﬁ) e Ve =1 sobre 3R
' u
\ e
¥ fﬂ“ﬁ\uxﬁﬁhﬁhﬁxm Vg
v
BQ_'(,I } \L) 3
X K



-78~-

portanto

a(u) < a(vK) = j/q+]V[V+(u—v)._nK][2'dx =
3 | ' L

NE

r - — ' :
5-1"1+';va2' dx +"J]V'[u"v>" ngl| dxo =

H

a(v)1+ JIV[(UTV).IFKJ] ax .

af{u) < a(v) +J|V[(u4V). nK]I ax | ®°

E Ji’v [(u-v) . nel| @x =
. ﬂ . "

%J'inKV(u—v) + (=) n, | dx <
Q

< |nK! 1V (u-v) |dx + J|u—v| ]VnK]dx

(
J
Y Q

a) Ent3o para K » + «, temos

-—.. ——— —— . e e e .__. P . - ’ . e e e 2 . 2 - m—— . . L. . . .
{9 se a b e r” temos /1 + |ath|” < /1 +]a|” + |b].
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gim InKW(u—v) |dx =0 .
K400 .
De fato: cono {nK(x) V({u-v) (X))} & sequéncia de,fungaes_iﬁte—
- graveis, | . -
Ing(x) V{u-v) ()| < 1 |9 (u=v) (x) | < M, para tod K.e 2
e para todo x e;ﬁue.
- Rim nK(x) = 0 para cada x e d .
Kot . o
Entdo pelo teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue @

seqgue-se gue:

Lim _JnK|v(u4v)]dx.=-Jo_= 0

b) A integral I |a-v| ]VnK]dx = K J[u—v[dx , pois
' st 91_
K

RKlva(x)| =K em @,
o K
0 em § - 91 .

K

JvnKl =

Al

Tecrema da Convergdncia Dominada de Lebesgue ~

Seja {fn} sequéncla de fungbes somdveis definidas num conjunto E de medida fi-
nité e suponhamos.que existé um nimero M,'tal que']ﬁn(Q)I < M, ¥n, Vx.

Se £ ~> f para cada x € E, entio I £, — Jf .
E E
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Entdo para X + + © temos:

2im _I]u—v| IVnK]dx = £:Lm KJ —v[dx
K_H-OQQ _ Ko Q _

mas, 2im KJ|u—v|dx = I!u——v| am__»
Kot Q S a2 - ' .I

logo
Iy _ St dx = _ a . :
sin vl [nyfax = [e-via u,_
Entio de (a) e (b) temos:
ii?é I]V[(u—v)nK]1dx < Jlu-v|d H 4
Q ' sl
Voltando a expressac & e fazendo X ++ », chegamos a expres
sSao

a(u) < a(v) + J |u-v|d Hn para v € Lip(R)

o

=1

Seja agora v € c® (% . por definicao temos
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a(v) = inf{fim {inf a(v }, v_ € Lip(@), v 3 v em 2}

: ; : n. n n .
_Oﬁ_eéuivalehtemente} -
para todo Eﬂ>.0’ existe uma sequéncia {Vg}C:Lip(ﬁ);:taI'quéf'“’

2im inf a(v. ) < a(v) + ¢ e -.

Vo F Y em § .
Como v, € Lip(Q), vale [4.1],‘isto.é;

a(p) < a(v) +.j'|u~vn|d Hni1.
1Y

e portanto

a(u) < fim inf a(v_) + Rim’I.Iu—v ld H .
T ot - n noe 4o n n-1

af{u) < a(v) + ¢ + %im I Iu—vnld H 4 »
n+de
20
a{u) < a{v) + qu—vfd Hn-1 +e, ¥e>0

aQ

como ¢ & arbitrario, temos

af{u) < alv) + J]u-—v[d H, _, para
an

toda v € Co(ﬁ).
C.Q.D.



Obéeiuag&o: Mostraremos agui o resultado citado na demonstra
¢cdo anterior, ou seja,
2im- 1<I|u4v|dx = I[u~v|d Hn_1'

oo, 7 b

. K

De fato: ' Podemos escrever

R

Kj]u-vjdg = K [ .[I|u~vjd H#;%]de
Q- 0. : -

Seja ¥(e) = I |u~v|d H

n-~1
FE _
dio, existe EK e (0,-%—)r tal que

a0 )
| K[| |u-v|la B Jd e =k| |u—~v]dH_, -
n—1 ) n-1 K

0 T _ I

£ e

X

E agora passando ao limite quando K -+ «, temos

+ 0, portanto €, > 0 =]

1
K K
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consequentemente I‘e — I‘O = 30 .

K
E finalmente
1
Lim KJK [I lu-vid H__, a4 €'=j lu~v|d H
n-1 n=1
K++eo : .
o e ' of

- C.Q.D

- TEGREMA 4.2 - (da existéncia para o problema da area emCo(ﬁ)-).

Sefa Qc R" abernto e Limitado com §ronteina 39 de classe ¢l

e sefa vy funcdac continua so0bre 3. Suponhamos gque a curvatura me-

dia de 3Q sefa ndo negariva.

Entdo existe uma funcdo u € CY(§) que minimiza funcionatl da

area na classe
{z ¢ c%lR): z = v sobre HA)

PROVA - Dado y: 30 + R continua, entao pelo teorema de Tietze

existe ¥: Q¢ + R continua, tal gue y(x) = y(x), para' todo x € 39.

Temos entdo ya extensao de y em § , continua em @, entao pe
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pelo teorema da aproximagao polinomialngxdemos aproximar ¥y . uni-:
formementé por meio de polinGmios Yng’ & claro Yo € CZCRn), para
todo n . |

A séquéncia Yn.restriﬁa é 3l converge unifdrmemente ay =y,
iéto &, |

Yn 2y gm QQ ou maxjynw?|a:; 0 .

' Entio pelo teorema 3.7 existe uma inica un'e Lip(R) que mini

';ﬁiza_o funcional da irea na classe
'{é € Lip(Q): z = Yq sobre 3N}

'E pelo coroldrio 1.7, vem

max]u_-u |.z max|u_-u | =
o 5q D om
= mglﬂ?d‘fn“YmI =

Assim pelo critério de Cauchy para a convergéncia uniformeq@,

como

@ Teorema de Aproximacio Polinomial —
Sejam K ¢ /P, X compacto, e £: X +RY fungio continua.

Ent3d, existe uma fungdo polinomial p: ®RF + )3, tal qua |£(x} -~ p(x)| < &, ¥Vx € K.

@ Critério de Cauchy pa.fa convergé‘n;::ia uniforme -
Seja D cwP e seia {fn} 1;ma sequéneia de fungdes limitadas, fn:_ p — &9,
Entio existg uma fungdo para a qual {fn} converge pniformemnte em D s.e_,
e somente se,

¥ve>0,9 Me) € N: n,na > M(€) = = £l < .
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u_: 2 + R sdao continuas ¥n, portanto u sao limitadas,

n
¥n,
E para todo ¢ > o, existe M € N, tal que'se m, n > M, témos '
“maxju_-u | = fu_-u ] < & .Entdo existe uma fungad,continuad)lzga
G nom n m'g _ ® A =

ra a gqual u, converge uniformemente em-Q,. ou seja,

u 3w, ueco@ L

obviamente u =‘Yisobre 30 (u & a solugdo procurada).-
De fato:
Seja agora z € c®(3), tal que z = vy sbbre 3Q. Entao pelo le--

- ma 4.1 temos

afu ) £ afz) + J |gnfz|d Ho .
' : Q2

mas,'uﬁ = y, sobre 30 e 7z = Y sobre 39.

Agora passando ao limite,

lim inf a(un) < afz) + lim J Iynmyld o,
nree . N e

e usando a semicontinuidade infericr do funcional area, vem

afu) < af(z)

@ Teorema — e _ e

Seja {fn} uma seq\iéncia de fungdes continuas, f.r D ¢ RP -+ ¥, tal que

fn =3 f sobre D. Ent3o f & continua.
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Portanto existe u @ Co(ﬁ) de area minima na classe

{z e Co(ﬁ): z = vy sobre 30}

C.Q.D:

OBSERVAGAO - Por enquanto héo_prbvamds.a unicidade da. solu-~

¢d0. O que podemos observar & que as solugdes que obtemos como 1i °

" mite de pontos de minimo sobre o problema aproximante sdo lnicas.

E claro qué nEo é possivel deduzir'a'unicidadé da SOlugao com
0s mesmos métodos do caso de pontos de minimos na classe das -qu,
goes Llpsch1t21anas.:

. Vamos. agora provar que a condigao " eurvatura média de 98 nao_
negativa" & necessarla para a ex1stenc1a do minimo em C (Q) ou em
Llp(ﬂ) _ | |

0 resultado de regularldade-

"Seja u um ponto de minimo paaa o funcional alu) na classe

{z e c’(Q): 2z = v sobre 30} ou na classe

{z eLip(Rl: z = v s0bre 3Q}.

Entdo u € cl(a) N %),

nos permite afirmar que u minimiza o funcional a(u)} em qualquer
das classes acima & equivalente a dizer que u & solugao do Proble

ma de Dirichlet para a equagao dasg superficies minimas:

€) cf. teor. 3. de [5] .
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au
5 ax.(x)
. ( = ..)= 0, ¥x € Q.
TR Jq+!vu(x)ﬁ2

(1)

We—i3

i

(2] u(x) = y(x), ¥x € 3Q.

isto &, u € c® @ N CZ(Q)-Q u verifica {1} e (2],
__Indicamoé com M p'opefa&of das superficies minimas, isto &,

]
Ix

(.}

13 .

. s s
M) = ] s -
- =1 T /1y, 20

{

e com A(y) = curvatura da fronteira 30 em y.

_ OBSERVACAD - Ja vimos que se M(u) = 0, entdo u & superficie
de érea minima (Pfop: 1.5)% |

Calculemos agora M(u):

2
n g u
I 5?2 n = (V1+|vu|?)
_i=1 i B z gu. i -
- & 0x, 2
4+|Vu|21 i=1 i 1 + [Vu]
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'821.1 au

_ Au _ E Su Bxiaxj ij _

s 3 X, : ) :
J+lgg2 1037 . (;/1+]Vu|2)3

.'-. i . : . . n‘-
= ! [G+]va[®au - ]

L () B3 : 13=1

S du- ju 3 ]
" 9X., a¥., 3X,ax,
1 J 1]

r:Porfahto_temQS : M(U)-;.I';E(u)z 3/2
. | S : (1+|vu] )7

-

Logo se E(u) <-0, entao M(u). < 0 ou vice-versa.

PROPOSICAO 4.3 - Seja 9 < R" aberto e Limitado e seja

_ag_s Pﬁ ur, ., com Pd_-é r+'5échad05 e T, ¢ C1.‘Seja u € CZ(Q) uma
'5an¢&o, tal que

Miu} = 0 em Q

{ u continua sobhe FO

u de classe €1 sobre F1
{ _ :

Sefa w € CZ(R}'n ¢?(q) uma sobresolucac, Lal que %% - nos
pontos internos a r,-

Se u < w sobre T , entdo u < w em §
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PROVA - Dado M(u) = 0 em @, temos que u &

- ] - -+ ]
superficie de area minima

u e CZ(Q)_ ‘
weco(r) . \ sue c®@nci =

wnecty, r, ech
LY

= uec’ N Lip()
a) Sé_u'ﬁ_w en P1,1Cqmo temos u < w.ém FO'(porIﬁpéﬁﬁﬁ),
-podenos escrevep.f

2

u g w em g = FOLJP1, e pdftanto pelo'lema 3.1, u<w

b} Suponhamos agora Que ‘

“Y = max(g—w) > 0

Iy

I
o

0 < u-w < nax (u-wj
T4

wix) + ¥ em T

u(x)

A

u(x) ¢ wix) em Iy => ul{x) < w(x) + ¥em I

i~

Nesse caso

u{x) < wix) + b em af = FOU P1 e portanto pelo lem 3.1,

—

u<w+ ¥ em 3.

: 0
Do fato de F1 ser fechado existe um ponto y € ?1 (Pf%:interior

]
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de TQ), tal que
uly) =wly) +
" Seque ago:a qué

"ca—lu; .

~u{y+hn) - ﬁ(y)
h .

{(v) = lim <
dn _ ‘h+»ot -
. w(y+hn) - w - dw ' '
< lim (_Y nh_ (Y) = 3n (y) = = =,

~ hsot
- IR .
o que & absurdo, pois u € C (P1),
Portanto de (a) e (b) temos que

" ‘u < w sobre Q .

' C.Q.D.

Usando a proposigac 4.3 veremos a seguir que se em.y € 32 se

tem A(y) < 0, existe entdao um contorno r,

en 3Q de y, tal 'que se

u & solugao da equagdo da superficie minima em @ e u = y sobre aQ,

entdo |u| se majora em termos de |y| restrita a 30 - r,

LEMA 4.4 - Sefa @ < R" abento e Limitado com 30 de . classe

) sefa y € 30 em ponte onde A{y) < 0. Entde para cada ¢ > g,

existe um contorno T, de y sobre 30, £al que se u € C°(RQ) tem Gnea

minima em Q e w = vy sobre 30, entdo:

lulx)] < max ]#| + ¢, para Lodo x € Q.
89—?1
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PROVA - Podemos supor v = 0 e o eixo

% derigido sequndo a normal a y em 8Q. x_

Seja a > 0 (bem pequeno). No

L SR

) conjunto Q' = ﬂf\{x:[k|‘>a}

consideremos a fungao

| %]

"V(x) = b - a arc cosh -

Resulta'

b, g8

i1 %%y
2
R L
>t Vx| 2-a? | x| (
X
3 i
v (lxl) =TT ’
8% |
| Rix.
x — _J
C =1JI | Ed}
Ixy x| Jx|?

i ]
/|x]2-_-a2)3

?
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o a2y
AV = div(grad V) = »
i=1 9x,?
_ i
Como
| ’ S T
E(v) = (+[W|2AV - ] 5 5% Sxow
| - i,3=1 i J .1 L
obtemos
|  (n-2) alx|.
V) = -
Ew) x[z-any %
- pe fato:
Sejam - 1] = (1+|vv]?)av
If 3V 3V aév
£, 5 3% 5%, 3%, 3%,

Desenvolvemos temos:

ik
—
+
x
[
] L)
w
N
| O —|
[
<3
It
®
~l o
& | e
N
>
<
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.
1N )
ki3 2 n 3 X
AV =} ﬁ%jé = 1 |- a =L dxl g T 3 -
. i=1 i i=1 /|x]2—a2 |x| (1x]*-a®) 2

2 2
1 *4 1. %2 1. -*n

{lxr TN E x| rxw |
- & + ...t +
Vx| 2-a? x| 2-a? - ] x|?*-a?

P 2 2
®e 4+ 2o o +...t
[ : . x) }

%] ([x|2-a®) %2

(n=1)a alx] _

+
1x[/|x]2-a2  (/]x|*-a®)?

o (n-1a(]x|?-a?) % alx|?

R PRt |x12-—a2'5 ?

Logo
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alx| (n=1) (|x|2-a*)+]x|?

A = g (-

B

(/] x| 2-a2 )2

n’
| | V. 3V 32v
2= ] s S
i, 5= axi axj axjaxi ]
J, . X, X,
Lo _ 1) _ 1 ]
. 2 : .
) 121 a® XX, _ x| |x|3 A xx, '|:

: _ - a- )
i,J=1 |x[*(]x|*-a®) x| 2-a2 [x] (]

- 3/ 2 215 L N > lx!z 5
|x]3(|x}?-a®)2 4,520 * 3 ([x|*-a®) %

~ Subtraindo [Z] de [1], temos:

alx| (n=-2) (|x|%-a?)

1 -2 = - =
. (|x|2~-a?) %2

a|x|{n-2)

(|x|2-a?) %

a|x| (n-2)

(|x]2-a%) %

Portanto E(V) = -

E portanto em Q', §V) < 0 .
Logo V & barreira superior em ', donde temos que V & sobre-

solugao em Q'



...96_

_ ' Por outro lado %% = — ®© nos pontos internos a.F —Szn{x|xk-a}

- Observe que V(x) = b em T, ;,

Enfin sejam T : BQH{X |X’ > a} e b= maxh(] +'a.arc oosh% P

v

.I B . Fo
§ = diam(Q). '
 (atan@ > Jx)
Ent3o
V(x) = b-a arc cosh l—l ='ma§[yl +
+a arc cosh {} - a arc. cosh lﬁL_ >
max|y! + a arc cosh - - a arc cosh — =
= max|y]| > wlx). . ;
r , _ .
[@] ) . [
Portanto V > u em Fo
Da proposicao 4.3 segue agora que

u<vVenm Q' = {x: [x] > a} (1}

Observamos que a fungao

n-1 Ki('rr ()}

. ¥
n—-+t {24 'I—d(x)Ki(Tr(x))

I =
AMx) = — Ad (x)

é uma funcao continua sobre S_Zn (n < eo) e sendo (m(x) =v) A(y) < O

se a & "bem pequeno" temos

A(x) < - xA <0, ¥x'eanlx: [x| <a} =gq"
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<A

Qll_

am

. 8eja agora €' > 0 no conjunto

Q" N {x: d(x) > e'} = Q"' e consideremos a funcdo

wix) = £{d(x)) = A (¥2a' - ¥A{x) - ') + b

com A > 0,

Observemos qﬁe wi{x) > b.
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Resulta:
aw .. ad
= C %
1 B
_....@.i‘ﬁ'.._ .__—_' t_a_z___@___ hOfn ad .ad )
X, 8%, o9x.9x. . X, - 8%, g
1 ,J ' 1] 1 1
Como
. S n - ) 2
tw) = (+]vw] D hw - 3w w
1,5=1 9% 3%y 9X;9%,
temos

. S T oo - -no 2
: 2 = | CF a_d : ,2°4
(1+ [ vw]?) Aw = [j + '21_f E(BXi)Zl.{gz (£'s27 +

1

X,

+ f"(—i)z)] = (1 + £'2).(£' A4 + £7)
1l

B . ., ad  ad 323 :3d  »d
= ? le gy o4 (f!“,_m__,_ﬁ__ 4 gn 92 __ﬁ) -
i,3=1 xl oX . 3xiaxj axi ij

T]‘.‘ . 2 n -
ad 8d acd 2 ad . , 8d ., _ 2 e
= (£ ) + £r2F7 T ((E7 (252 = (£r)2 £,
i,5=1 Bxi ij Bxiaxj i,3 ax, 33,

=1 i 1
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Portanto
l_‘&w) = (1+£'%) (£'Ad + £") - £r2f" -
= £" ¥ (f')Bad'+ £ g (veﬁa pr5posigao,3.4?_
O;a
£'(s) = - f—ji__“<-d,'
£"(s) = — LS e
4(5%'_)_/5? )
s - - (n=1) Alx) > A(n=1) >"o-.‘
Portanto
-%(w) < £ 4 f'ifad < A | 1 - Azk(n~1))
= 4(d-c") Y, | 2
Daqui s segue que
& (w) 5.0 se;__A2 > 2

: lﬁn&1)

Entdao w € uma barreira superior em seu dominio, donde temos
gue w & sobresolugao em seu dominio (Q"').

0 ‘bordo de.Q“' = Q" n {x: A(x) > '} consiste de duas partes.



- : ' . _ . ".LT) )
Por outro lado se x € Q" N {x: x| = a} temos. wix) > b =V(x) > ulx)

Portanto
Tu(x) . < wix) em {" A {x: x| = a}

E ainda.sobre a outra parte da fronteira onde d(x) = ', _ te-"

aw =
dn

E portanto pela proposicao 4.3 segue-se que:
u(x) < wix) em Q" = Q" nix: d(x) > e"}
Fazendo e' ~ 0, obtemos: -
(2) u(x) < b+ A vY2a' em ﬂ{j{k: x| < a} = "

Portanto de (1] e (2) temos:

u{x) < b + A/2a’ em Q

COUNICA M
BIBLIOTECA comgnal
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Repetindo o raciocinio para -u obtemos

lul < b+ a/2a" em @

isto e , .
|u] < ﬁ;x[y} +_a_ar¢ cosh_%} + A?fgj ,
. _
(observ§ §ue.P0 deéeﬁae de a)
IPQrtanto

¥-e > 0,3 a > 0: a arc cosh {% + AY/Za 2'9
Assim para todo e > 0, temos

lu| < max |y] + e; ¥x e o .

T
o

Observe que R{= o - Fo .

C.Q.D.

Em outras palavras o lema que acabamos de provar: diz:

Se 0 € 30 e A(0) < 0, entao para todo £ > 0, existe

a > 0, tal que

maxlu| < max |y| + e ,
Q 3Q-B, (0)

se u & solucao em § .
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TEOREMA 4.5 - Seja 9 € R" abento e Limitado com 3nde classe
03”_Suponhamoa que exiéZa g € 30 com Aly) < 0 Entdo existe y ke o
fguﬂaa de valon abéoﬂuto tao pequeno quanio se que&ha para o qual

o paobﬂema de a&ea m&n&ma com dado Y ndo tem éoﬂugao .

Com as notagoes do lema 4. 4, o problema com dado Y g c° (BQ)

definido por.
0 em3N-T, =T
1 o

2¢cemy

nao pode ter. solugdo. _ . 3
- De fato:

Devemos ter-

IQ =.BQ ~'Ba(0)

lul < max|y| +e , ¥x € Q.

I
0

mas, max|y|

5

1
o

logo |u| < e, ¥x €Q

Além disso temos, max|u| > 2e (7}
Y

E deveriamos ter
max|u| < max|y| + €
a8 %
ou seja

max|u] < e (2}
Q
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De {1} e {(2) temos o absurdo.

Portanto nao existe u .

2

OBSERVACKD: Se Q2 < BR* & aberto e limitado nio convexo, existe

um dado no bordo, regular, com mSdulo tdo pequeno quanto sequeira
béra © gual <3.problema de Plateau (n3ao paramétrico) nac tem solu
gio.

|  As_solug6es dbs“problemas considerados sao de .classe c?(q)

como ja dissemos antericormente.

“ TEOREMA 4.6 - {(Teorema de Unicidade)
Sefam 0 R" aberto e Limitado e w, v funcoes tal Que
w, v ec2ionci(a . |
Se u, v é&o ao£gg5é5 da equag&o'daé_sapehéiciaé MZnimaé em Q
com wu(x) = vix], pana todo x € 39.

Entdo Q{XL = v(x), para todo x € Q

PROVA - As fungdes u e v minimizam o funcional da &area

al{w) = I/1+]?wf2 dx, onde ©
Q Lo . '
minimo & tomadc na classe de todas as fungdes w continuas em Q,

com valores pobre 3Q iguais acs de u e ¥ »

Entao

J/1¥rVu[2 dx ; [¢1+[vﬁ|2'dx
Q R '
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u+v
2

JJ/+]v(u+v)]z < %%'J!H+|Vu|2 dx  +

. ‘ Q

; Agora_consideremOS'a fungao

+ <% J#1+|vv|2 ax
Q - _

onde vale a igualdade se, e somente se

Vu(x) = Vv(x}, pafa todo xeqa (1]

Este resultado vem da convexidade do funcional area.

Alem disso > )

u(x) se x € 30.

Entdo o valor da 1ntegra1 J/’+|v u+v)[2dx nao pode ser

Q
nor gue o mininw, portanto

——
= - J/1+|Vu|2 dx + %} J¢4+]Vv|3 dx

utv, |2 1
J/w]vt-——-—z ) | 2dx >
0 o 0 | Q
Logo de (1), temos:

Vu(x) = yvix), ¥x € Q

Viu-v) () = G, ¥x € Q

me-

Donde concluimos que u-~v & constante sobre as componentes co

nexas de Q.

Entdo para qualquer componente conexa Qj de @ temos BQjci an

e como {(u-v) (x) = 0, ¥x @ 30 (por hipdtese).
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Portanto

{u-v) (x) = 0, Vxleéaﬁj .

Devido a continuidade de u e v em Q, temos

(u—vlﬂk) =0, ¥X € Rj

_Este resultado vale para qualquer componente conexa QJ de Q.
Portanto (u—v)(x) v,O, para todo x € Q.

C.Q.Dl

O problema de Plateau ndo paramétrico ganhou novo enfoque quan
do em 1971 M. Miranda introduziu a teoria dos Perimetfos em sua so

lugao (cf [5]), ‘mais precisamente com o seguinte

' TEOREMA DE MIRANDA - "Seja ac R® abento, Limitado e Local-
‘mente pheudo-convexoe com fronteira Lipschitziana e 6ajaly= N +~ MR
contlinua. Entdo, existe uma inica u € C2(D)0 c¥{n), s0kucdodo pro
bﬁemq de.PEateau".

Tal resultado gontém os demonstrados por Jenkins & Sérrin
{12968) gue consideravam { aberto localmente pseudo—convexosdetﬂqg
se C>, além de generalizar também o caso em que Q & aberto e uni-
formemente convexo (resultado_demonstrado por Miranda em 1965}).

Em 1977 - Bassanezi e Massari, com ¢ mesmo aparato de Miran-

da, demonstraram este teorema sem levar em conta o fato da frontei’

ra de Q ser lipschitziana @

@ cf. Bassanezi - Massari, Teor. 3.1 in "The Dirichlet Problem for the Minimal
Surface Equatlon in Non-Regular Domains" - Ann,. Univ. Ferrara - Sez VIl - So.

Mat, Vol., XXIV {1978).
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