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Resumo 

Este trabalho propõe um método de atualização de q colunas por iteração 
de maneira a satisfazer (quando possível) as q últimas equações secantes; este 
método nem sempre está definido, pois é possível que duas equações secantes 
sejam imcompatíveis; mais ainda, é possível que sua compatibilidade seja tão 
tênue conforme q assume valores maiores que 2, que sua implementação pode ser 
muito mal-condiconada. É proposta uma implementação correta do ponto de 
vista da álgebra linear e da estabilidade numérica, a análise teórica do método 
(convergência local) e a determinação do número ótimo de equações secantes 
que devem ser usadas. Foram realizados vários testes numéricos com problemas 
de pequeno e grande porte presentes na literatura, fazendo uma comparação en
tre os métodos de l\ewton, Broyden, CUM, ICUlvi, o método multi-coluna com 
q ignal a 2 e q igual a 3. O último capítulo é composto pela análise dos resul
tados obtidos por esses métodos na resolução de um problema prático geofísico 
( traçamento de raios em sísmica). 
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Abstract 

In this work it is introduced new quasi-?\ ewton methods for solving large
scale nonlinear systems o f equations. In these methods q ( > 1) columns o f the 
approximation of the inverse Jacobian matrix are updated, in such a way that 
the q last secant equations are satisfied ( when it is possible) at every iteration. 
The new methods obtained are called a q-Columns Inverse Updating Method. 
It is also shown an optimal maximum value for q, that makes the method com
petitive. It is proposed a right implementation from the poínt of víew of linear 
algebra and numerical stability. It is presented a local convergence analysis 
for the case n = 2 and severa! numerical comparative tests wíth other quasí
Newton methods, in particular the ICUM (Inverse Column Updatíng Methods) 
are presented. 
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Introdução 

A resolução de um sistema de equações não lineares é uma tarefa necessária 
durante a resolução de problemas das mais diversas áreas (física, engenharia, 
economia e outras ciências). 

Dada a função não-linear F : IRn -+ mn que possui derivadas contínuas, 
F = (fi, ... , fnf, consideremos o problema de resolver 

F(x) =O. (1) 

Denotaremos a matriz de derivadas parciais de F (a matriz jacobiana ou sim
plesmente o Jacobiano) por J(x). Ka maioria dos problemas reais, o sistema 
não-linear resultante é de grande porte e a matriz jacobiana é estruturalmente 
esparsa (Dennis e Schnabel [6]). Isto significa que boa parte dos elementos de 
J(x) são nulos. 

Existem vários métodos propostos para a resolução de sistemas não lineares. O 
método de Newton é o mais conhecido, e serve de base para obtenção de outros 
métodos eficientes; nesse método iterativo, a seqüência de aproximações xk é 
gerada por: 

(2) 

o método de Newton tem convergência quadrática local (Ortega e Rheinboldt 
[21]). 

Os métodos quase-Newton buscam, através de uma aproximação Bk para J(xk), 
evitar o cálculo da matriz jacobiana em cada iteração. A seqüência de aproxi
mações é gerada por 

(3) 
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onde a matriz Bk+l é obtida a partir de Bk utilizando fórmulas de recorrência ba
seadas em iterações anteriores. Sob certas condições, os métodos quase-Newton 
têm convergência local super linear [5]. 

üma classe de métodos quase-l\iewton das mais bem sucedidas é a dos métodos 
secantes. Nestes, utiliza-se como critério de escolha para a aproximação da 
matriz jacobiana a matriz que satisfaça a equação secante: 

(4) 

O método proposto por Broyden em 196.5 é um dos métodos secantes mais 
conhecidos, denominado primeiro método de Broyden: a fórmula para Bk+l 
consiste numa correção de posto um da matriz Bk: 

B . (yk - Bksk)skT 
k -t- kT k s s 

(5) 

Outro método secante, proposto por Martínez em 1984 [16], é o método de 
atualização de uma coluna por iteração, onde a matriz Bk+l é obtida através da 
atualização de uma coluna de Bk. Escolhendo o índice ik da coluna de Bk que 
será modificada, Bk+l pode ser escrita como 

B . - B -'- (yk - Bksk)ei, T 
k-t-1 - k , T k 

eik s 
(6) 

onde eik é um vetor da base canônica do IRn. 

O ICUM (Inverse Column-üpdating Method), proposto por Martínez e Zambal
di (1992) [18], também é um método de atualização de uma coluna por iteração 
onde a coluna jk (tal que IYJ, I = I!Yklloc) da matriz de aproximação para o inver
so do Jacobiano (Hk) é modificada por iteração de modo a satisfazer a equação 
secante. Neste caso, H k+l é definida por 

( k H k) T 
H _H , s - kY eh 

k-1 - k I T k 
ey, y 

(7) 

Em um estudo numérico recente, Luksan e V!Cek [13] indicaram que o método 
inverso de atualização de uma coluna por iteração seria o método quase-Newton 
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mais eficiente, na prática, para resolver sistemas não-lineares de grande porte. A 
teoria de convergência de ICUM foi desenvolvida em Martínez e Zambaldi(1992) 
e em Lopes e Martínez (1995). 

Em outros trabalhos (Martínez e Ochi (1982)[17]) tem sido questionada a im
portância da "equação secante anterior" no intuito de determinar a eficiência 
relativa de diferentes métodos quase-Newton. 

A eficiência de ICCM e as considerações acima induzem à introdução de um 
método de atualização inverso de q colunas. Nesse método, Hk seria igual 
a Hk+l exceto em q colunas, as quais seriam atualizadas de maneira que as 
últimas q equações secantes fossem satisfeitas. 

A definição desse método suscita diversas questões. Em primeiro lugar, deve
se observar que o método nem sempre está definido, pois é possível que duas 
equações secantes sejam incompatíveis. Mais ainda, é possível que sua com
patibilidade torne-se tão tênue conforme q assume valores maiores que 2, que 
sua implementação pode ser muito mal-condicionada. Por isso, é necessário 
analisar cuidadosamente a álgebra linear estável que deve ser utilizada para a 
implementação desse método, nos casos em que existe. 

As propriedades teóricas do método também precisam ser estudadas. Nos dois 
extremos temos o método ICUM e o método secante sequencial [15], cujas pro
priedades são bem conhecidas. Mas as propriedades dos métodos intermediários 
não são perfeitamente claras. 

Para problemas de grande porte, é claro que o método ICU:VI é muito mais 
eficiente que o método secante sequencial que, de fato, nem pode ser implemen
tado razoavelmente para esse tipo de problema. ?vias o método baseado nas 
equações secantes anteriores deverá ser mais eficiente que ICUM. Portanto, a 
determinação do número ótimo de equações secantes que devem ser satisfeitas 
é um problema prático interessante. 

Neste trabalho propomos o método de atualização de q colunas por iteração, 
de maneira a satisfazer (quando possível) as q últimas equações secantes. Pro
pomos uma implementação correta do ponto de vista da álgebra linear e da 
estabilidade numérica; fazemos a análise teórica do método (convergência local) 
e a determinação do número ótimo de equações secantes que devem ser usadas. 
Nesse sentido, este trabalho está organizado da forma como se segue. 
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No Capítulo 1, descrevemos os vários métodos utilizados nos testes numéricos, 
com ênfase maior em ICUM (método de atualização de uma coluna da ma
triz jacobiana inversa) e ICUMA (método análogo ao anterior, onde a matriz 
de aproximação da matriz jacobiana respeita a equação secante anterior). No 
Capítulo 2, apresentamos o método ITCUM, que corresponde ao método de atu
alização de 2 colunas por iteração, um algoritmo para o método, fazemos uma 
análise de convergência do mesmo e testes numéricos, onde há uma compa
ração dos resultados obtidos por este e os outros métodos citados anteriormente 
quando aplicados a problemas variados. :'\o Capítulo 3, descrevemos o método 
de atualização de q colunas por iteração, com q 2: 3. Uma aplicação a um 
problema prático compõe o Capítulo 4. Por último, o Capítulo 5 contém as 
conclusões e os comentários finais. Antes das referências bibliográficas, inclui
mos um Apêndice no qual apresentamos algumas passagens que auxiliam na 
compreensão da demonstração do teorema de convergência de ITCUM. 
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Capítulo 1 

Revisão Teórica e Algumas 

Conclusões Computacionais 

1.1 Introdução 

Neste capítulo, descrevemos alguns métodos, escolhidos para implementação 
dos testes numéricos da Seção (2.4) e para o problema prático do Capítulo 
4, com exceção dos métodos gerados pela troca de mais de uma coluna da 
aproximação da matriz jacobiana inversa, que estão expostos nos Capítulos 2 e 
3 deste trabalho. São estes os métodos aqui descritos: 

N . '61 • . ewton l l' 

• Broyden [6], 

• Atualização de Uma Coluna por Iteração (CUM)[l6], 

• Atualização de Uma.Coluna da Jacobiana Inversa (ICUM)[18], 

• Atualização de Uma Coluna da Jacobiana Inversa Satisfazendo a Equação 
Secante Anterior (ICUMA)[17]. 
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O problema típico que estamos interessados em resolver, está descrito na intro
dução deste trabalho (equação (1)): 

A resolução dos sistemas lineares gerados pelos algoritmos é feita através da 
fatoração LU com estratégia de pivoteamento parcial. 

1.2 O método de Newton 

Como todo método iterativo, a solução x* é aproximada por uma sequência de 
pontos {xk}, os quais são obtidos na forma como segue. 

Considere a aproximação de Taylor de primeira ordem de F, numa vizinhança 
do ponto xk: 

(1.2) 

O ponto xk+l é solução do modelo local linear para F construído em torno de 
xk (equação (1.2)), ou seja, Lk(xk+l) =O; logo, uma iteração Newton consiste 
em resolver: 

(1.3) 

A implementação de (1.3) pressupõe, a cada iteração, o cálculo de J(xk) e 
F(xk), mais O(n3 /3) operações necessárias para resolver o sistema (via fatoração 
LU). Dessa forma, para a maioria dos problemas de grande porte (n grande), o 
método de Newton envolve um alto custo computacionaL Esta desvantagem é 
compensada pela taxa quadrática de convergência se trabalharmos em uma certa 
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vizinhança de x*(condição (1.4)), que é dada pelo seguinte teorema (Dennis e 
Schanabel [6]): 

Teorema 1.1 Seja F : D c IRn ___. !Rn uma função continuamente diferen
ciável no conjunto aberto D, F(x*) =O, J(x*) não singular; seja xk a seqüência 
gerada pelo método de Newton; suponhamos que existam L, p >O tais que para 
todo x E D, 

IIJ(x)- J(x*)ll :S. Lllx- x*IIP (1.4) 

Então existe E > O tal que se llx0 
- x* li :S. E, a sequência xk está bem definida, 

converge para x* e satisfaz 

llxk+l- x*ll :S. cllxk- x'llp+1 (1.5) 

A convergência quadrática é obtida quando p = 1. 

Na sua forma básica, este é um método iterativo local, onde apenas podemos 
garantir a convergência a uma solução se o ponto inicial é suficientemente bom, 
embora na prática possa haver convergência mesmo que a aproximação inicial 
não seja boa. 

L3 Os Métodos Quase-Newton 

Os métodos quase-Nev.-ton buscam reduzir o número de operações realizadas 
por iteração, tentando ser "tão bons" quanto o método de Newton, no sentido 
de manter ao máximo as propriedades de convergência deste. 

Para resolver o sistema linear (1.3) da maneira mais adequada possível, es
ses métodos estabelecem uma aproximação Bk para a matriz jacobiana J(xk): 
porém, essa redução nos custos acarreta uma redução na taxa de convergência, 
que no melhor dos casos é superlinear. 

Tais métodos são caracterizados pelo processo iterativo: 

Bksk = -F(xk) e xk+l = xk + sk (1.6) 
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Uma família de métodos quase-Newton bem sucedida é a dos métodos secan
tes. Em analogia com o que foi feito para o método de Newton, a função F é 
aproximada em torno de xk+l por 

(1. 7) 

Obrigando a função linear Lk+1 a interpolar F no ponto xk (observe que a igual-
dade Lk+l(xk+l) F(xk+l) é satisfeita para qualquer matriz Bk+1), obtemos 

yk = F(xk) F(xk+l) = Bk+l(xk- xk+l) = Bk+lsk 

Logo, as matrizes de aproximação para a matriz jacobiana são escolhidas de 
modo a satisfazer a "equação secante": 

(1.8) 

A equação secante não determina univocamente a matriz de aproximação (bas
ta interpretar a equação (1.6) como sendo um sistema cujas variáveis são as 
componentes de Bk+l, ou seja, n 2 variáveis, e com somente n equações). São as 
condições adicionais impostas para Bk+l que definem diferentes métodos secan
tes. 

Na maioria dos casos, consegue-se provar resultados de convergência superlinear 
para os métodos secantes. 

1.3.1 Método de Broyden [6] 

Impondo que a matriz de aproximação Bk+l possa ser calculada a partir de Bk 
com a adição de uma matriz de posto unitário, Bk+l = Bk + Lc.Bb temos: 

k k B kBk kBk ABk kBk Bk+ls = y =;,. k+ls - kS = y - kS =;,. u. kS = y - kS . 

Podemos então tomar 

(1.9) 
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com wk E IRn arbitrário não ortogonal a sk 

O primeiro método de Broyden é obtido ao fazermos a escolha wk = sk, ou seja, 

(1.10) 

Tal método é equivalente que a matriz Bk+l deve ser aquela que, dentre as ma
trizes que satisfazem a equação secante, é a mais próxima de Bk, considerando 
a norma 2 (ou na norma de Frobenius). Geometricamente, isto significa que 
Bk+l é a projeção ortogonal de Bk no conjunto das matrizes que satisfazem a 
equação secante. 

Neste tipo de correção de posto um, BJ;J-1 também pode ser obtida a partir 
de BJ; 1 por meio de uma correção de posto um, fazendo uso da fórmula de 
Sherman-Morrison [8]. 

1.3.2 Método de Atualização de uma Coluna por ite

ração (CUM) 

Proposto por Martínez [16], este é um método quase-Newton em que a cada 
iteração, apenas uma coluna de Bk é modificada para obter Bk+lo que deve 
satisfazer a equação secante. 

O cálculo de Bk+l começa com a escolha do índice ik da coluna de Bk que deverá 
ser modificada. Essa escolha deverá ser tal que 

(Lll) 

com a E (0, 1]. 

Dessa forma, é possível escrever Bk+l como 

(1.12) 

onde eik é um vetor da base canônica do JRn. Então: 
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B k _ k rB , dk T) k k dk Yk Bksk 
k+JS - y =? \ k T ei S = Y =? = T k 

k e- s 
'k 

(1.13) 

Portanto, a equação (1.12) pode ser escrita como 

(1.14) 

A matriz Bk+1 é uma matriz da forma Bk + abT e, pela mesma razão do método 
de Broyden, o cálculo de Bi;l1 pode ser feito com o uso da fórmula de Sherman
Morrison. 

Este método possui convergência local linear, obtida para uma versão com 
reinício (a taxa superlinear é obtida, em particular, se Bk = J(xk) sempre 
que k = O mod m). Gomes-Ruggiero, Martínez e Moretti [9] mostraram que o 
CUM é muito eficiente quando comparado com a implementação do primeiro 
método de Broyden com memória limitada na resolução de sistemas não lineares 
de grande porte. 

1.3.3 Método de Atualização de uma Coluna da Jacobi

ana Inversa (ICUM) 

A concepção desse método proposto por Martínez e Zambaldi [18] é inspirada 
pelo método CUM. No Inverse Column-Updating Method (ICUM), apenas uma 
coluna da matriz de aproximação da inversa da matriz jacobiana é atualizada a 
cada iteração, de modo que a equação secante sempre seja satisfeita. 

De forma análoga à seção anterior, o cálculo da aproximação Hk·H da inversa 
da matriz jacobiana J(xk.;.l) se inicia com a escolha do índice Jk da coluna de 
H k que deverá ser modificada. Esse índice deverá satisfazer à desigualdade 

o> 0: (1.15) 

em geraL é utilizado o valor o = 1. 
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Assim, Hk+l pode ser escrita como 

(1.16) 

onde ejk é um vetor da base canônica do JRn. 

Portanto, 

(1.17) 

A nova matriz Hk+l pode ser obtida através da equação 

(1.18) 

ou seja, Hk~l difere de Hk exceto na coluna ]ko que é determinada por 

(1.19) 

Este método tem as mesmas propriedades de convergência de CUM e, se o 
método é reiniciado periodicamente, obtemos convergência R-superlinear. Não 
necessariamente o reínicío precisa ser realizado com a "matriz jacobiana verda
deira"; em nossos testes numéricos, utilizamos a projeção ortogonal da matriz 
jacobiana no espaço das matrizes tridiagonais ou no espaço das matrizes diago
nais. 

Seu desempenho prático é muito satisfatório quando comparado ao CUM, ao 
método de Newton e ao primeiro método de Broyden. 

1.3.4 Método de Atualização de uma Coluna da Jacobi

ana Inversa Anterior (ICUMA) 

É possível compreender este método como sendo o próprio ICUM, com uma 
pequena alteração. 
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A equação secante (4) significa que o modelo linear Lk+l(x) = F(xk+l) + 
Bk+l(x- xk+ 1) interpola F em xk e xk-"cl Por analogia com (4), definimos 
a "equação secante anterior" como sendo 

(1.20) 

No método de atualização de uma coluna da matriz jacobiana inversa anterior, 
uma coluna da matriz de aproximação da inversa da matriz jacobiana Hk+l é 
atualizada a cada iteração, de modo que a equação secante anterior seja satis
feita, ou seja, 

H k-1- k-1 k+1Y - s . 

Como em ICU?vl, a matriz Hk+ 1 pode ser escrita por 

H H , k T 
k+ 1 = k -r r ePk) 

(1.21) 

(1.22) 

onde e~k é um vetor pertencente à base canônica do mn, e Pk representa o índice 
da coluna de Hk que deverá ser alterada. 

De forma semelhante ao descrito na seção anterior, esse índice deverá ser esco
lhido de tal sorte que 

lyk-11 > o:IIYk-1!1' Q >O. 
Pk - ' 001 (1.23) 

De (1.21) e (1.22), obtemos: 

k-1 H k-1 
H yk-1 = 3 k-1 =? (H + rkeT )yk-1 = 3 k-l =? rk = s - kY (1. 24) 

k+1 k Pk eT yk-1 
Pk 

e então 
k-1 H k-1 

S - kY T 
Hk+l = Hk + ( T k-' )ep·. e y • " 

Pk 

(1.25) 

Em nossos testes numéricos, de forma análoga à implementação de ICUM, es
colhemos o índice Pk tal que 

(1.26) 
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1.4 Problemas-Teste Utilizados 

Para todos os métodos descritos e introduzidos neste capítulo, foram utilizados 
os problemas a seguir, extraídos da literatura. 

Os problemas teste estão separados em duas classes, pequeno e grande porte de 
acordo com o número de variáveis que possuem. Eles são utilizados em todos 
os testes efetuados neste trabalho. 

1) Problemas de pequeno porte: [12] e [20] 

Problema 1: Rosenbrock (n=2). Função 1 de Moré, Garbow and Hills
trom [20]. x 0 = (-1.2, l)T 

Problema 2: Freudenstein-Roth (n=2). Função 2 de Moré, Garbow e 
Hillstrom [20]. Xo = (0.5, -2f. 

Problema 3: Powell badly scaled function (n=2). Função 3 de Moré, 
Garbow e Hillstrom [20]. x 0 = (0.5, -2)T 

Problema 4: Powell singular function (n=4). Função 13 de Jvioré, Gar
bow e Hillstrom [20]. x0 = (3, -1, O 1)T 

Problema 5: Extended Rosenbrock (n=50). Função 21 de Moré, Garbow 
e Hillstrom [20]. x0 = ( -1.2, 1, -1.2, 1, .. .f. 
Problema 6: Trigonometric function (n=2). Função 26 de Moré, Garbow 
e Hillstrom [20]. xo = (1/n, ... , 1/n)T 

Problema 7: Discrete boundary value function (n=2). Função 28 de 
Moré, Garbow e Hillstrom [20]. x 0 = (Ç1), onde Ç1 = t1(t1 - 1), h = 
1/(n + 1) e t1 = jh. 

Problema 8: Broyden banded function (n=2). Função 30 de Moré, 
Garbow e Hillstrom [20]. xo = (-1, ... , -lf. 
Problema 9: Linear System (n=50). Função 4 de Lopes e Martínez [12]. 
x 0 = (1, -1,1, -1, ... f. 
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Problema 10: Chandrasekhar H-equation (n=50). Função 8 de Lopes e 
Martínez [12]. x 0 = (0, ... , O)T 

x(t! = 1 + ':. r tx(t)x(y) dy: 
1 2 } 0 t + y · 

discretizando a integral por meio de retângulos, considerando a imagem 
do ponto médio de cada intervalo (regra do ponto médio), obtemos 

n 

J;(x) = -xi + 1 + 
2
c I; 
n. 

J=l 

2) Problemas de grande porte: [18] 

tiXiXj 

ti+ tj 

Ao, A2, A4, B e C: Discretizações da equação de Poisson no quadrado 
[0, 1] x [O, 1], utilizando diferenças finitas (N=32 e 50). Correspondem 
aos problemas A 0 , A2, A4 , B e C de Martínez e Zambaldi [18]. Em todos 
os casos, o ponto inicial é x 0 = ( -1, -1, ... , -1f e o número de variáveis 
é igual a n = (N- 1) 2 

Ai: D.u 
10iu3 

i= o, 2, 4. 
1 + s2 + t2 ' 

1. s =o, tE [0, 1] 

u(s,t) = 
1. t =o, s E [O, 1) 

2-85
• t = 1, sE [0, 1] 

2- é. s = 1, t E [0, 1] 

B: D.u = u3 , u(s,t)=O na fronteira. 

C: D.u =O. u(s,t) =O na fronteira. 

As matrizes jacobianas dos problemas de grande porte são esparsas com es
trutura pentadiagonal; logo, são bem representadas por sua parte tridiagonal. 
Motivados por este fato, em nossos testes numéricos fazemos 

(1.27) 
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onde P-r(J(xk)) é a projeção da matriz J(xk) no espaço das matrizes tridiago
naís. Os algoritmos são reiniciados utilizando m = 30. 

Para os demais problemas, fazemos: 

(1.28) 

onde Pv(J(xk)) é a projeção da matriz J(xk) no espaço das matrizes diagonais. 
Caso algum elemento da diagonal da matriz jacobíana tenha valor nulo, o subs
tituímos por l. Os dois métodos são implementados sem reinício, e assim como 
nos problemas de grande porte, a forma de implementação do ICUM é baseada 
em [18]. 

A convergência é obtida quando 

A execução do teste numérico será interrompida se o número de iterações exceder 
300, ou se 

(1.29) 

'\f este último caso, dizemos que o método diverge (isto é indicado nas tabelas 
com o termo Div). 

Os testes numéricos foram realizados em um computador AMD Athlon- 800MHz 
(financiado pela FAPESP, com os recursos da reserva técnica destinada ao desen
volvimento desta Dissertação), e os algoritmos foram programados no software 
Matlab 6.0. 

1.5 Comparação 

I C UMA 

Numérica entre ICUM e 

Com o intuito de verificar o desempenho do ICUMA, descrito na seção 1.3.4, 

apresentamos no que segue a idéia central da sua implementação numérica e 
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alguns testes numéricos comparando-o com o ICUM na resolução de sistemas 
não lineares. 

Substituindo k pelo valor de k - 1 em (1.25), e utilizando essa igualdade de 
forma sucessiva, obtemos 

(1.30) 

que é equivalente a 

(1.31) 

onde wz = s1
- 1 - Hzy1- 1 . 

A igualdade (1.31) é a base da implementação de ICUMA; observe que a cada 
iteração é necessário armazenar um vetor e um índice, limitando assim o número 
de iterações do tipo ICUMA que podem ser realizadas de forma consecutiva. 
Considerando que há memória suficiente para armazenar m vetores, o algoritmo 
será reiniciado a cada m iterações. 

Na Tabela 1.3, os resultados em cada experimento são representados pelo 
par (KON; TIME), onde KON é o número de iterações e TIME é o tempo de 
CPU em segundos. Nas Tabelas 1.1 e 1.2, é apresentado apenas o número de 
. - 1 1teraçoes . 

1 A justificativa para essa escolha consiste no fato de que o tempo necessário para a con

vergência de problemas de pequeno porte é bem reduzido. 
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I Prob I JCUA1 
I I 

1 01 I 13 
I 02 

1 
19 

I I 03 83 

I 04 Dív 

I 05 08 

1 06 09 

1 o7 05 
I 

08 05 

09 04 

I 

I 
ICUMA I 

Dív 

1

, 

Di v 
I 

101 

Dív 

42 

08 

05 

06 

05 

Tabela 1.1: Problemas de pequeno porte. 

c ICUM I ICUMA 

0.1 04 04 
0.5 06 06 
0.9 09 09 
0.99 12 13 
0.999 13 24 

1- w-4 15 23 
1- w-s 16 23 
1- w-6 17 24 
1- w-7 17 24 
1- w-s 17 24 

1 17 24 
I 

Tabela 1.2: Problema 10- n = 50. 
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Prob J N n ICUM I I C UMA 

Ao 32 961 (86; 7.79) (109; 10.49) 

50 2401 ( 155; 53.17) (174; 60.37) I 
A2 32 961 (70; 6.48) (88; 8.57) 

50 2401 (104; 35.87) (125; 45.31) 

A4 32 961 (77; 7.08) (82; 7.97) 

50 2401 (103; 35.37) (124; 46.36) 

B 32 961 (62; 5.54) (90; 8.07) 

50 2401 
' 

(92; 29.55) (149: 48,33) 

c 32 961 (61; 5.00) (73; 6.15) 

50 2401 (100; 30.04) i (211; 67.37) 
' 

Tabela 1.3: Problemas de grande porte. 

Como pode ser observado, ICUM apresenta um melhor desempenho em todos 
os problemas selecionados, embora o método ICU"viA comporte-se de forma 
razoáveL Para os problemas de grande porte, ainda foram realizados testes 
para outros valores de N (N = 45 e N = 55), onde foi constatado o mesmo 
comportamento. 
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Capítulo 2 

Método de Atualização de Duas 
Colunas da Jacobiana Inversa 

2.1 Descrição do Método 

Consideremos o problema de resolver o sistema linear dado por (1), onde a 
função F : mn -+ mn tem derivadas contínuas e seja m um inteiro positivo. 
Suponhamos que x0 E IRn seja a uma aproximação inicial para a solução de (1) 
e que Ho E mnxn. 

O método de atualização de duas colunas da matriz jacobíana inversa (ITCUM) 
para este problema consiste na iteração: dado xk E JRn, Hk E mnxn, F(xk) #O, 

xk+l = xk- HkF(xk), (2.1) 

onde Hk é atualizada de tal forma que Hk+l difira da matriz anterior em duas 
colunas, e satisfaça as duas últimas equações secantes L 

H k-1 
k+lY 

k-1 
s ' 

(2.2) 
(2.3) 

1Se a última equação secante (2.2) e a equação secante anterior (2.3) são satisfeitas, o 
modelo linear cuja solução é xk+l interpela a função F no pontos xk+l, xk e xk-l. 
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Portanto, a matriz Hk.;-1 pode ser uma correção de posto 2 da matriz Hko isto 
é: 

(2.4) 

onde eil e ei, pertencem à base canônica do mn' e uf, e u~, são, respectivamen
te, os vetores de ordem n responsáveis pelas correções a serem realizadas nas 
colunas2 i 1 e i2 de Hk, e devem ser tais que as equações dadas em (2.2) e (2.3) 
sejam satisfeitas. 

Observe que as equações (2.2) e (2.3) podem ser incompatíveis e, portanto, o 
método pode não estar definido. Com o propósito de fazer uma análise do 
método e determinar condições para uma boa definição de ITCUM, considere
mos as equações dadas em (2.2) e (2.3) com Hk.;- 1 definida em (2.4): 

(2.5) 

de forma equivalente, 

(2.6) 

As equações (2.6) formam um sistema linear de 2n equações com 2n incógnitas, 
onde as variáveis e os escalares são os componentes dos vetores u~ 1 eu~, e dos 
vetores yk e yk-1, respectivamente. 

Para facilitar a notação, definimos 

eTyk 
11 e 

(2.7) 
e 

Logo, usando (2.7), o sistema (2.6) pode ser visto na forma matricial como 

2Para facilitar a notação ao longo deste capítulo~ escreveremos sempre iÍ e i~ como, res

pectivamente, i1 ei2-
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onde A E IR2
nx

2
n. I é a matriz identidade de ordem n. uk E IR2n e vk E IR2n. . . 

Portanto, a existência dos vetores uT
1 

e uT, satisfazendo (2.2) e (2.3) vai estar 

determinada pela não singularidade da matriz A. É fácil ver que o determinante 
de A é dado por: 

r . ( cl .3k )l n - n 
det(A) = ldet "/ ,Sk J = det(A) . (2.9) 

Isto mostra um fato interessante: para analisar a não singularidade da matriz 
A de ordem 2n, basta analisar a não singularidade da matriz A de ordem 2. 

Supondo Gk = det(A) =I O, a matriz A será não singular. Assim, para encontrar 
uma expressão geral para o vetor uk em (2.8), deve-se resolver um sistema linear. 
Isto pode ser feito via fatoração LU, por exemplo, que é a estratégia que usamos 
a segu1r. 

LU - ( ~ o_ ) ( ~k~ 
:r_I I O 
ak 

Caso 2- Se [aki < lík\: 

( 
I 

LU - ak 
-I 
"lk 
' 

( o 

I 
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Utilizando a fatoração LU obtida acima, resolvemos o sistema (2.8): 

LUuk = Pvk, 

obtendo, em ambos os casos, 

( ~~)' u,, 
(2.10) 

Substituindo (2.10) em (2.4), obtemos: 

(2.11) 

Como visto anteriormente, a matriz Hk+1 difere da matriz Hk em apenas duas 
colunas (i1 e i2); a partir da igualdade (2.11), é possível escrever essas colunas 
da seguinte forma: 

(2.12) 

Substituindo os vetores vt e v~ definidos em (2.8) nas igualdades acima, obte
mos: 

(2.13) 
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A partir de (2.13), cada componente j das colunas a serem modificadas será 
atualizada da forma como segue: 

(2.14) 

para j = 1, ... , n. 

É interessante observar que as igualdades (2.14) podem ser reescritas com o 
índice p de todos os somatórios diferentes de i 1 e i 2 . 

Como visto anteriormente, a escolha dos índices i 1 e i 2 das colunas a serem 
modificadas está sujeita à hipótese de 

(2.15) 

Note que, caso yk seja múltiplo de yk-l, CJk assume valor nulo, impossibilitando 
escolher as colunas que deverão ser alteradas. 

A escolha de i 1 e i 2 adotada, em geral, em nossos testes numéricos é tal que 

Ocorre uma alteração de índice quando CJk assume valor (em módulo) menor 
que uma tolerância (tol" ). Neste caso, alteramos o índice i 2, de modo que ele 
passe a ser o índice que fornece o maior valor (em módulo) para CJk, com i 1 

fixado inicialmente, isto é, 
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2.2 Convergência 

Nesta seção omitiremos detalhes de algumas provas. A maioria delas já é conhe
cida de trabalhos anteriores. No entanto, com o intuito de fazer um trabalho de 
mais fácil leitura, elas serão apresentadas num apêndice, no final do trabalho. 

Denotaremos por 11· 11 como a norma euclidiana de vetores e sua norma subor
dinada de matrizes. Quando outra norma for utilizada, esta será indicada. 

Suponhamos F : fl C IR.n -+ IR.n, F E C 1(fl), fl um conjunto convexo, 
x* E fl, F(x*) O e 

IIJ(x)- J(x*)!l :S L[[x- x*IIP, L, p >O 

para todo x E fl; a equação (2.16) implica que para todo u, v E fl 

IIF(v)- F(u)- J(x*)(v- u)ll :S L[[v- ui[D"(u,v)P, 

onde D"(u, v)= max{llu- x*[J, llv- x*JI} (ver apêndice- Pl). 

(2.16) 

(2.17) 

Suponhamos que J(x*) seja não singular e sejaM= [[J(x*)-1 [[. Por (2.17), 
deduzimos que (ver apêndice- P2), para todo u, v E O, 

llv- u- J(x*)-1[F(v)- F(u)JII :S ML[[v- u[ID"(u,v)P (2.18) 

Lema 2.1 Existe e:1 >O tal que F( v) =I F(u) sempre que v =I u, llv-x*ll :S 
e:1, llu- x*ll :S E1-

Prova: Ver Lema 3.1 de Martínez e Zambaldi [18] (apêndice- P7). I 

O resultado de convergência local é estabelecido no Teorema 2.1 a seguir. 

Teorema 2.1 Sejam {xk} e {Hk} seqüências geradas pelo método ITCUM. 
Suponhamos que F(xk) =f O e [D"kl > tola > O para todo k = O, 1, 2, ... e seja 
r E (0, 1). Então existem E= s(r), 7) = 77(r) tais que, se llx1

- x*ll :SE e 
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IIHk- J(x*)- 1
\l :S TI, sempre que (k- 1) = O (mod m), as seqüências {xk} e 

{ Hk} estão bem definidas, { xk} converge para x* e 

llxk+1 x*ll :S ri!xk- x*ll (2.19) 

para todo k = 1, 2, .... 

Prova: 

Sejam c1 = 2n21\!J2 L e c2 = n512 Dados c, TI > O, definimos bi(c, TI), i 
O, 1, · · · , m - 1 por 

bo(c, TI)= TI 

b;(e:, TI)= Ri (c2bi-l(E:, TI)+ c1cP), i= 1, · · ·, m -1, 
(2.20) 

2IIYk-llloc\lyk-2 lloc . 
onde Rt = sup Rt, k-1 e Rt, k-1 = io-k-1 l , (k- 1)- z (mod m). 

Podemos ver que 1 :S Ri < oo, i = 1, · · · , m- 1, (ver apêndice- P3 e P4) e 
então para quaisquer c, 77 >O, 

para i = O, L · · · , m - L 

Por (2.21), podemos escolher E:= cr >O e TI= Tlr >O tais qué c::_: e:1 e 

r 
b(e:. n) + LcP < -

, ' 'I 1\!h, 

para i= O, 1, · · · , m- 1, onde 1\!h = max{lll(x*)ll, 2M}. 

(2.21) 

(2.22) 

Suponhamos que llx1 - x*ll ::_: ê e IIHk- J(x*)-1
11 ::_: 7) sempre que (k- 1) 

O (mod m). Provaremos por indução em k que se (k- 1) = q (mod m) então Hk 
é não singular, 

IIHk- J(x*)-1 \l < 

IIHkll < 

llxk+l- x*ll < 

bq(c, 77) 

2M e 

r llxk- x*ll 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

30 parâmetro s1 é o mesmo utilizado no Lema 3.1 de Martínez e Zambaldi [18], cujo 
enunciado e demonstração encontram-se no apêndice - P8. 
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para q = O, 1, · · · . m- 1. 

Para k = 1, por hipótese, 

I\H1- J(x*)-1\l ::; 1) = bo(E, ry), 

portanto (ver apêndice- P5), por (2.22) e (2.26), 

IIH1II < IIJ(x*)-111 + IIH1- J(x*)-111 

< IIJ(x*)-1\l + 1) 

< IIJ(x*)-
1

11 + IIJ(~'lll ::; 21\J(x*)-
1

11 =2M. 

Logo, 

De (2.17), (2.27) e por (2.25) com k = 1 (ver apêndice- P6) 

"x2 x*l' I' - i 
I ' 

llx1- x*- H1F(x1
)[) 

- llx1- x*- Hd(x*)(x1- x*)ll 

+ I\H1 [F(x1) F(x*)- J(x*)(x1- x*)JII 

< [\[I- H1J(x*)](x1 - x*)ll + 2MLIIx1- x*IIPT1 

(2.26) 

(2.27) 

< (I[J(x*)-1 H11111J(x*)ll + 2ML\)x1
- x*I\P) llx1 - x*ll, 

Usando a definição de M 1, as hipóteses llx1 - x*ll ::; E, I\H1- J(x*)-1\l ::; 1) e 
(2.22) na expressão acima, temos 

llx2
- x*ll < M1 (1\J(x*)-1 - H1ll + Ll\x1

- x*I)P) llx1
- x*[l 

::; M1 (ry + LEP) llx1- x*!\ 

= M1 (bo(E, ry) + LsP) llx1 - x*\1::; r l!x1 - x*Jj. 

Logo, /\x2 
- x* li ::; r llx1 - x* \\, e, portanto, o teorema é válido para o caso 

k = 1. 

Consideremos agora k > 1, (k- 1) = q (mod m). Se q = O, a prova de (2.25), 
(2.23) e (2.24) é análoga à prova para k 1. 

26 



Suponhamos q > O. Provaremos primeiro que Hk está bem definida e que (2.23) 
se verifica. 

Pela hipótese de indução Hk-l é não singular. Sejam i 1 e i 2 os índices das trocas 
de colunas tais que uk-1 oJ O. 

Cada componente j, j = L 2, · · · , n da coluna i 1 está dada por: 

(2.28) 

e, assim, Hk está bem definida. Definamos J(x*) = H* = (h;J). Adicionando e 
subtraindo os termos 

* k-l ' * k-2 0k-1 ( ) 8k-1 ( ) 
uk-1 L hJpYp e uk-1 L hJpYp 

p#t1 p:rftl 

respectivamente, em (2.28),temos que (ver apêndice - P7), para todo j = 
1, 2, · · ·, n, 

Usando (2.18) e as desigualdades \y;-11 :<:; \\yk-1\\oo e \y;-21 :<:: 11Yk-2lloo, obtemos 

I 
0k-1 I 1 8k-1 I 

l
hk -h* 'I < - llsk-1- J(x*)-1yk-11! + [-· - llsk-2- J(x*)-1yk-211 

J i1 J h - o-k-1 , crk-1 1 
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Nas duas últimas desigualdades usamos os seguintes limitantes (ver apêndice
P8, desigualdade (A.16)) 

1\sk-111 :C: 21\1 IIYk-111 e 1\sk-2 11 :C: 21\1 [[yk-2 1[. 

Mas 

Jsk-11· < li'Yk-11! < rn Jlyk-111 : 
I· - 11- V 1L,j oc, 

então, usando essas desigualdades e a definição de R em (2.29), temos: 

l!yk-211 
'ihk -h*. I < ,, . = IIYk-1 :,I.=Vri 2M2 L Ep ~ 

ji, J''' - lcrk-11 

11 f::
1

~ 1
00 11Yk-2 lloovn 2M2 L Ep + Rqn IIHk-1- J(x*)-1 11 

(2.30) 

A prova de que !h;i,- hji,l::; Rq,fii2M2LEP+Rqni1Hk_1 - J(x*)-1 11 é com
pletamente análoga. 

Pela hipótese de indução e, como Rq 2: 1 e Rq ,j7i 2A12 L EP > O, temos, para 
todo s f i1 e s f i2, 

[h]s-h}sl - \h]:;-1 -h}sl 

< 1\Hk-1- J(x*)-111 
< Rq ,fii2NI2 LEP + Rq n I\Hk-1- J(x*)-111- (2.31) 

Logo, de (2.30) e (2.31), temos que, para todo p = 1, 2, · · · , n, 

lh]P-hjp[ :C: Rq,fii2M2 LEP+Rqn[IHk-1-J(x*)-1ll; 

assim, 
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Portanto, de (2.32), (2.20) e da hipótese de indução 

1/Hk- J(x*)-111 < Vn IIHk- J(x*)-1 11= 

< Rq ( n2 2M2 L sP + n512 [[Hk-l - J(x*)-1[1) 

< Rq (n22M2LsP + n512bq-1(s, 17)) 

- Rq (c2 bq-l(ê, 17) + c1 sP) 

- bq(E, 1)). (2.33) 

Logo, IIHk- J(x*)-111 ::; bq(ê, 17). Assim, por (2.22), 

'IH ( *)-1" r 1 I k - J X lí ::; Ml ::; 2M ; 

portanto, pelo Lema de Banach [7], Hk é não singular e usando a hipótese 
CJk of O, nós podemos concluir que para todo k, as seqüências {xk} e {Hk} estão 
bem definidos, e ainda 

IIHkll < IIJ(x*)-111 + 1/Hk- J(x*)-111 

< IIJ(x*l-1 11 + ~ 
1 1 

< IIJ(x*)-111 + IIJ(~*lll 
< 2 IIJ(x*)-1 11 = 2 lvi. 

Logo, j[Hkll ::; 2 M, e finalmente, por (2.17), (2.22) e (2.34), 

llxk+l- x*ll = llxk- x*- HkF(xk)ll 

llxk- x*- Hk [F(xk)- F(x*)- J(x*)(xk- x*)] 

- HkJ(x*)(xk- x*)ll 

< li [I- HkJ(x*)] (xk- x*) li+ 2M L llxk- x'llp+l 

(2.34) 

< [IIJ(x*)IIIIJ(x*)-1-Hkii+2MLIIxk-x'I/P] llxk x*ll 

< M1 (bq(E, 17) + LsP) llxk- x*ll 

< r Jlxk- x*ll· (2.35) 

Logo, \lxk+l- x*ll ::=; r llxk- x*ll, o que completa a demonstração. I 
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2.3 Implementação Computacional do ITCUM 
e Testes Num é ricos 

Nesta seção, descrevemos uma implementação computacional de ITCUM dire
cionada para problemas de grande porte. Com este propósito, foram utilizados 
alguns dos problemas testes de Martínez e Zambaldi [18], Lopes e Martínez [12] 
e Moré, Garbow e Hillstrom [20], os mesmos da Seção 1.4. 

Desenvolvendo a equação (2.11) de forma retroativa, obtemos: 

onde 

que é equivalente a 

k-1 k-1 

Hk = H1 +L u;'1 (e;'JT +L u;',(ef,f, (2.37) 
p~1 p~1 

onde 

3Pvf- f)Pv~ 
e 

iJP 

A implementação de ITCUM é baseada na equação (2.37) e, conforme pode ser 
observado, o cálculo de Hk implica no armazenamento de dois vetores (uf

1 
euf,) 

e dois índices adicionais (i1 eí2 ) a cada iteração k. Por esta razão, o número de 
iterações consecutivas do método é limitado pela disponibilidade de memória 
da máquina. 

Considerando que há espaço suficiente para armazenar m pares de vetores, é 
então possível efetuar uma iteração "Newton" 4 e m iterações ITCUM conse
cutivas. 

4Nos reinícios 1 não utilizamos a "verdadeira" matriz jacobiana. 
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Portanto, se p = 1 mod (m + 1), e E {2, ... , m + 1}, temos 

(2.38) 

Então, o parâmetro m determina o número de iterações do tipo ITCUM que 
poderão ser realizadas entre um reinício e outro. Neste caso, usamos m=30 
quando trabalhamos com os problemas de grande porte (para os problemas de 
pequeno porte não é necessário realizar reinícios). 

A matriz de reinício é determinada da mesma forma que na Seção 1.4. A 
implementação de ICUM é baseada na forma descrita em [18] para todos os 
problemas. 

Em ITCUM, por hipótese, temos que F(xk) # O e Hk é não singular; portanto 
sk # O e, como conseqüência, xk # xk+l. Assim, pelo Lema 2.1 apresentado na 
seção anterior, perto de uma solução isolada não é possível que yk =O. Talvez 
isto ocorra quando xk situa-se "longe" de uma solução x*, fazendo com que 
CJk assuma, de forma definitiva, valor nulo; ao longo da implementação, esta 
situação será evitada através da verificação da desigualdade 

(2.39) 

onde tal é um número positivo e pequeno. Caso (2.39) seja satisfeita, fazemos 
Hk+l = Hk (nos experimentos desta seção, tomamos tol = 10-6 ). 

A escolha dos índices i 1 e í2 das colunas a serem alteradas em cada iteração k 
foi feita conforme descrito na Seção (2.1). Inicialmente, foi estabelecido um 
parâmetro para a troca de sigma (tola.); assim, o índice i2 terá sua forma de 
escolha alterada quando 

(2.40) 

se verifica com a escolha original de i 2 . Para os nossos problemas, optamos por 

tola= 10-6 

Uma outra forma de determinar o parâmetro para a troca do índice i2 é estabe
lecer uma tolerância para o seno do ângulo formado entre os vetores (c:i, (Jkf 
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e ('l, Sk)T, que correspondem ás linhas da matriz A. Quando esse seno assu
mir valor (em módulo) suficientemente próximo de O, esses vetores podem ser 
considerados linearmente dependentes. Logo, alteramos a escolha do índice i 2 

quando a seguinte desigualdade se verifica com a escolha original de i 2 , onde e 
é o ângulo formado por esses dois vetores acima mencionados: 

\sin(e)l::; tole; (2.41) 

para nossos problemas, optamos por 

é interessante observar que esse critério para a alteração do índice pode ser 
reescrito como 

(2.42) 

]\;as tabelas seguintes, apresentamos os resultados obtidos com as duas formas 
de tolerância para a singularidade da matriz A. Nessas tabelas utilizaremos 
ITCUM, para denotar a implementação de ITCUM com a tolerância para CJ, 

e ITCU l'vfe para denotar a implementação com a tolerância para sin( e). 

A forma de implementação para os problemas de grande porte acima citados é 
a mesma descrita em [18] (parâmetros de tolerância, pontos iniciais, etc.) para 
os demais métodos quase-Newton. 

O critério de parada é dado por: 

(2.43) 

A execução do teste numérico é interrompida quando o número de iterações 
excede 300 (neste caso, dizemos que o algoritmo não converge; nas tabelas isto 
é representado pelo termo ~C), ou quando 

(2.44) 

neste último caso, dizemos que o método diverge (representamos este caso pelo 
termo Div). 
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Em todos os problemas, o desempenho do ITCUM é avaliado através de uma 
comparação com os resultados obtidos com o método de Newton e com al
guns métodos quase-Nevvton (o primeiro método de Broyden, Column-Updating 
Method e Inverse Column-Updating Method), descritos no capítulo anterior. 

Nas Tabelas 2.3 e 2.6 os resultados em cada experimento são representados 
pelo par (KON; TIME), onde KON é o número de iterações e TE'viE é o tempo 
de CPU em segundos. Nas Tabelas 2.1, 2.2, 2.4 e 2.5, é apresentado apenas 
o número de iterações, por se tratar de problemas de pequeno porte (n :S 50). 

I Prob I Newton I Broyden I CUM I ICUM) ITCUM, ITCUMe 

1 01 
I 

02 12 13 08 05 05 

02 41 NC NC 19 NC NC 

03 11 33 40 83 22 22 

04 04 60 67 Di v 56 56 

1 o5 02 12 13 08 05 05 

I 06 
09 08 08 09 08 08 

07 02 05 05 05 04 04 

I o8 04 06 05 05 06 06 

1 09 01 04 05 04 04 05 

Tabela 2.1: Problemas de pequeno porte. 

33 



I c \ Newton Broyden CUM I JCUM I ITCU1Vfa JTCUMe 

0.1 03 

I 
03 04 04 03 03 

0.5 03 06 06 06 05 05 
0.9 05 

I 
10 10 09 07 07 

0.99 06 12 33 12 

I 
11 11 

0.999 07 I 14 39 13 13 13 

1 _ 10-~ 1 08 17 32 15 I 13 13 

I 
• 

1- 10-" · 09 24 38 16 15 15 
I 1- 1o-6 10 I 27 I 43 17 16 16 

I I : = :::: I 
10 

I 
31 I 39 17 16 16 I I 

10 28 I 33 

I 
17 

I 
16 16 I 1 . 10 I 33 I 33 17 16 16 I , I I I 

Tabela 2.2: Problema 10. 

'Pr 1\l Newton Broyden CUM I ICUM JTCUMa ITCUMe 
I 

Ao 32 (03: 01.04) (150; 13.29) (117; 10.16) (86; 07.79) (80; 08.29) (84; 08.90) 

50 (03; 04.05) (172; 59.98) (238; 78.27) (155; 53.17) (142; 52.46) (147; 53.45) 

A2 32 (06; 01.92) (100; 09.39) (162; 14.39) (70; 06.48) (73; 07.64) (73; 07.64) 

50 (05; 07.36) (141; 50.36) • (138; 47.24) (104; 35.87) (110; 41.25) (110; 41.25) 

A4 32 (10; 03.13) (75; 07.30) (83; 07.42) (77; 07.08) (76; 08.13) (76; 08.13) 

50 (10; 14.39) (188; 67.12) (114; 38.28) (103; 35.37) (94; 37.57) (94; 37.57) 

B 32 (02; 00.71) (68; 05.99) (95; 07.96) (62; 05.54) (54; 05.36) (55; 05.22) 

50 (02; 03.08) (155; 59.65) (176; 55.42) (92; 29.55) (105; 38. 77) (167; 57.01) 

c 32 (01; 00.39) (62; 04.72) (82; 05.82) (61; 05.00) (71; 06.77) (82; 07.19) 

50 (01; 01.59) (132; 43.17) i (141; 41.36) (115; 34.38) (112; 38. 78) (139; 45.10) 

Tabela 2.3: Problemas de grande porte. 

Como é natural em problemas não lineares, é praticamente impossível encontrar 
um melhor método para resolver todos os problemas. Este fato se reflete no 
comportamento dos métodos nas tabelas acima. Em vários casos o desempenho 
de ITCUM é superior ao de ICUM, o que era esperado pois a correção da matriz 
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Hk a cada iteração usando ITCUM possui posto maior do que quando usando 
ICUM. 

Para determinar as novas colunas, enquanto para ICUM há apenas a manipu
lação de uma equação, o ITCUM precisa resolver um sistema linear, onde existe 
a possibilidade do determinante da matriz do sistema ser nulo. 

Quando a dimensão dos problemas aumenta, o desempenho de ITCUM torna
se, em média, inferior ao de ICUM (Tabela 2.3); este fato decorre da escolha 
dos índices, que torna-se mais complicada devido ao tamanho dos vetores. 

Além dos métodos acima citados, os teste numéricos foram também realizados 
com variações de ITCUM, geradas por diferentes formas de escolha para os 
índices i 1 e i2 de troca de coluna e por critérios variados para a alteração des
ses mesmos índices (quando necessário) ao longo da implementação; dentre as 
versões utilizadas, o critério de escolha descrito acima mostrou ser o de melhor 
desempenho em nossos problemas. 

As próximas tabelas ilustram o comportamento de algumas destas versões, 
comparando-as com os resultados obtidos pelo ITCUM escolhido. 

As versões aqui apresentadas são as seguintes: 

ITCUM2: Define os índices i 1 e i 2 tais que 

IY7,1 = IIYklloo e IY72-
1 l = 11Yk-1 lloo 

Se <7k = O, faz uma nova escolha para o segundo índice, de tal sorte que i2 
será o índice da maior coordenada (em módulo) de yk-1 que gera <7k #O. 

ITCUM3: Define os índices i 1 e i 2 como sendo os argumentos de 

max lykyk-1 _ ykyk-1! 
J, p J p p J 

ITCUM4: Define os índices i 1 e i 2 tais que 

IY7,1 = IIYklloo i2 = arg(max IY;-1
yk- y;yk-

11) 
p 

ITCUM5: Define os índices i 1 e i 2 tais que 

Se <7k = O, é realizada uma iteração ICUM. 
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I ! 
ITCUMe i ITCUM2l ITCUM3 ITCUMJ, I ITCUM5 Prob ITCUMa 

01 I 05 05 05 05 05 I 30 
I 

02 NC NC Di v NC Di v I Di v i I 
03 22 22 22 

I 22 22 44 

I 04 56 59 21 57 57 Di v 
i I 05 05 I 05 05 05 05 28 

06 08 
! 

08 I 08 08 08 08 I 

07 i 04 04 04 04 04 04 

08 06 

I 

06 06 06 06 
I 

06 

09 04 05 i 04 04 04 04 I 
Tabela 2.4: Problemas de pequeno porte - Versões de ITCUM. 

ITCU Me 1 ITCUM2 
' I 

c ITCUMo ITCUM3 ITCUMJ, ITCUM5 

0.1 03 03 03 03 03 03 

0.5 05 05 05 05 05 I 05 

0.9 07 07 09 07 07 07 

0.99 11 11 I 12 12 16 25 

0.999 13 13 19 19 16 Di v 

1- 10-4 
! I 13 13 22 27 16 I 25 

I i 
11- 10-5 15 15 23 22 18 31 

I 1- 10-6 16 16 23 21 
I 20 42 I 

11- 10-7 16 16 23 21 20 41 I 
1- 10-8 16 16 23 i 21 20 41 ' 

I I I ' 
I ') 20 41 1 16 16 21 

Tabela 2.5: Problema 1 O - Versões de ITCUM. 
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Pr 1\f ITCU.Mc ITCUMe ITCUM2 ITCUM3 ITCUM4 ITCUM5 
I 

Ao 32 (80; 08.29) (84; 08.90) Di v : (100; 11.10) (79; 08.18) (87; o8.41J 1 

50 (142; 52.46) (147; 53.45) (215; 81.45) (144; 57.12) (106; 40.64) (159; 58.55) 

A2 32 (73; 07.64) (86; 08.89) (95; 10.55) (71; 08.40) I (69; 07.46) (77; 07.90) 

50 (110; 41.25) 1 (119; 43.39) Di v (130; 53.50) (99; 37.79) (94; 36.53) 

A4 32 (76; 08.13) (86; 09.01) Di v (76; 08.63) (78; 08.13) (77; 07.69) 

50 I (94; 37.57) . (114; 42.62) Di v (108; 44.22) (91; 34.06) (175; 62.72) 

B 32 (54; 05.36) I (55; 05.22) (87; 08.96) (59; 06.30) (62; 06.83) (62; 06.39) 

50 (105; 38.77) I (167; 57.01) (172; 60.86) (89; 34.27) (94; 34.76) (150; 56.08) 

(71; o6.77J (82; o7.19J : (79; 07.63) 1 (61; o6.20J 
: 

c 32 (54; 05.06) (7 41 07.03) I 
50 (112; 38.78) I (139; 45.10) I (213; 71.51) I (110; 40.04) I (87; 29.22) 1 (154; 54.82) 

Tabela 2.6: Problemas de grande porte - Versões de ITCUM. 

Como pode ser observado nas Tabelas 2.4, 2.5 e 2.6, a versão de ITCUM 
escolhida é a que apresenta, em média, o melhor desempenho. 
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Capítulo 3 

Método de Atualização de q > 3 
Colunas da Jacobiana Inversa 

3.1 Descrição do Método 

O método de atualização de q colunas da matriz de aproximação da matriz 
jacobiana inversa, método multi-coluna inverso, para o problema (1.1) consiste 
na iteração 

(3.1) 

onde a matriz Hk é atualizada de tal forma que Hk+l difira da matriz anterior 
em q colunas, e satisfaça as q últimas equações secantes: 

Hk+lYk - Sk 

Hk+lYk-l - Sk-l 
(3.2) 

Hk+lYk-q+l - Sk-q+l· 

A matriz Hk+l pode ser obtida através de uma correção de posto q de Hk, isto 
é: 

(3.3) 
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onde os vetores ei 1 , · · · , eiq pertencem à base canônica do !Rn. Assim, os vetores 
ut, r= 1, · · · , q, devem ser tais que as últimas q equações secantes, (3.3), sejam 
satisfeitas; esses vetores são responsáveis pelas correções a serem realizadas nas 
colunas i1, Í2, · · · , Íq de Hk· 

Com o propósito de fazer uma análise do método multi-coluna inverso que nos 
permita encontrar expressões gerais para definir os vetores ut, r = L · · · , q, 
consideremos as equações (3.2) com Hk+l definida por (3.3): 

q 

(Hk +Lute[ )yk 
r=l 

q 

(H + ~ uk 8 T )yk-l 
k ~ .. ,.. t,.. 

r=l 

r=l 

equivalentemente, 

(i:>te[) yk 

(~ ute[) yk-l 

k-l 
s ' 

(3.4) 

(3.5) 

Cada uma das equações de (3.5) representa uma combinação linear dos veto
res Ui1 , ui2 , · · · , uiq com escalares sendo algumas q componentes dos vetores 
yk, yk-l, . . . , yk-q+l, respectivamente: 

uk(eTyk\ 
'Ll Zl J + + uk(eTyk) 

tq tq 
sk- Hkyk, 

uk ( 8T yk-1\ 
t} Zl } + + uk (eT yk-l) 

tq Zq 
8k-l _ Hkyk-l, 

(3.6) 

é ( eT yk-q+l) 
Z} t} + + uk ( 8T yk-q+l) 

tq tq 8k-q+l _ Hkyk-q+l. 

39 



Para simplificar a notação, definimos para todo s, r= 1, · · · , q 

a k = 6 T yk-s+l 
S r 1,.. • (3.7) 

Usando (3.7), o sistema linear (3.6) pode ser escrito na forma matricial como 

aLI a~q I k 
ui1 sk- Hkyk 

-- - --- --------

(3.8) 
--- --------

a~ 1 I a~qi uk 
tq 8k-q+l _ Hk yk-q+l 

'---v----' 
A uk t,•k 

Portanto, a existência e unicidade dos vetores u:
1

, uf,, · · · , u~ satisfazendo (3.3) 
está determinada pela não singularidade da matriz A E IRqnxqn_ Isto implica 
que devemos fazer uma análise das características da matriz por blocos A, o que 
nos conduzirá a caracterizar, quando possível, os vetores uf,, com r= 1, · · · , q, 
que é o objetivo do capítulo. 

3.2 A não singularidade da matriz A E !Rqnxqn 

Seja A E IRqnxqn a matriz de coeficientes do sistema (3.8). O objetivo desta 
seção é caracterizar o determinante desta matriz, o qual chamaremos de O"\ e 
supondo que dito determinante é não nulo, encontrar a forma geral da matriz 
inversa de A. 

No caso do determinante faremos uso de um resultado para matrizes por blocos 
dado em [4], o qual incluímos no que segue para maior clareza na leitura do 
texto: 

Considere as matrizes E E mnxn, H E mmxm, F E mmxneG E IRnxm. Se E é 
não singular, então é válida a igualdade: 

det [ ~ ; ] = det(E) det(H- GE- 1 F). 

40 

(3.9) 



Suponha que as matrizes 

( a~ 1 I ) e 

são não singulares. Provaremos por indução em q que a seguinte igualdade se 

satisfaz: 
n 

a~ 1 I a~q I 
k al! 

k 
alq 

--- ---

(a-kr = det - det (3.10) 

~~:[ -a~ I k 
aql 

k 
aqq 

A )[ 

i) Verifiquemos que a igualdade (3.10), com a~ 1 #O, se satisfaz para q = 2. De 
(3.9) e usando as propriedades dos determinantes temos: 

(3.11) 
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ii) Suponhamos que a igualdade (3.10) é verdadeira para q =r- 1, isto é, 

a~li I i a~r-li ail a~r-l n 
--- ----

det - det 
---
a~_ 11 I I I 

a~-lr-1 I 
k k 

' I ar-11 ar-lr-1 

Provemos que (3.10) se verifica para q =r. Seja 

onde 

C= 

. . . 1 ak I) E IRnx(r-l)n 
I 1 r 

E JR(r-1)nxn D = 

Utilizando (3.12) e (3.13), obtemos: 

det(A) = 
( 

a~ 1 I 
det -C- : -~-) 
det(aLI) det(D- C (a~)t 1 B) 

- (a~ 1 )n det(D- (a~J- 1 CB). 

(.3.12) 

(3.13) 

E JR(r-l)nx (r-1)n. 

(3.14) 

A matriz por blocos D- (a~ 1)-1 CB é de ordem (r -l)n, com o primeiro bloco 
não singular. Logo, podemos aplicar a hipótese de indução; para isto, definimos 
as matrizes 
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Assim, de (3.14), temos 

det(A) 

[aL det(D- C (a~ 1)-
1 .BJr 

[det(a~ 1 ) det(D-õ (atl-1 .B)r 

D 

Portanto, (3.10) está provado. I 

Logo, de (3.10) concluímos que para garantir a não singularidade da matriz por 
blocos A de ordem qn, basta garantir a não singularidade da matriz Ã de ordem 
q. Suponhamos que a matriz A E IRqnxqn é não singular. Nosso interesse agora é 
encontrar a forma geral para a matriz inversa de A.. Apresentaremos em detalhe 
os casos q = 2 e q = 3, para os quais usamos o processo de eliminação gaussiana. 
Este processo permite vislumbrar a expressão geral de A. -l A notação lp denota 
a linha p de blocos da manipulação de matriz ampliada [A.\ J] em questão. A 
cada passo da eliminação, operamos toda uma linha de blocos, ao invés de 
apenas uma linha da matriz. Assim, para q = 2, temos: 

( 
~~ ~ I ~~~ il - ~- I - ~-); 
a~ 1 I I a~ 2 I li O I I 

Suponhamos que a~ 1 # O (caso contrário, fazemos uma permutação e teremos 
que a~ 1 #O, já que CJk # 0). 
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Ao final do primeiro passo da eliminação gaussiana, o novo 12 será 

li 
li 
li 
li 

I 

ao final do segundo passo da eliminação gaussiana, o novo h será 

k k k k 

a~ 1 I o li all a2, 2 I alla12I 
k k (Jk (Jk 

h-+ 
all a12 

12 +h --- --- I! ---- ----
(Jk 

(Jk k 

o -k-I li - a21I I k all all 

ao final do terceiro passo da eliminação gaussiana, os novos h e 12 serão 

I o 
k k 

li a22I - a12I 
(Jk (Jk 

li --- ---
k k 

li - a21I alll 
(Jk (Jk 

o I 

Finalmente, a inversa da matriz A é dada por 

k k 
a22I - a12I 

( a~ 2 I I -a~ 2 I 

)-
(Jk (Jk 1 A-1= --- --- = (Jk --- ---

k k -a~ 1 I a~ 1 I - a21I aul 
(Jk (Jk 

Os coeficientes dos blocos de A - 1 correspondem, respectivamente, às compo
nentes da inversa da matriz de ordem 2, 

Assim, para determinar a matriz A-1 E R2nx 2n, basta calcular a matriz inversa 
de A E R2x2 
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Para o caso em que q = 3, também utilizando a eliminação gaussiana, obtemos 
a inversa da matriz A: 

( k k k k )I · azza33- a23a32 I (a~3a~2- at2a~3)I I ( k k k k )I .a12a23- a13a22 

1 ---- ------ ----

A-1 = k (a~ 3 aL- a~ 1 a~ 3 )I I ( k k k k )I , ( k k k k )I (3.15) 
(J 

a11a33-a13a31 i a13a2l - all a23 
-------- ------ ------

( k k k k )I , 
a31 a2 2 - a2 1 a3 2 ! ( k k k k )I I a13a21- alla32 ( k k k k )I 

alla22- a12a21 

de forma equivalente, 

c~ 1 I cLI c~ 1 I 

A -1 = _..!:._ 
ak cT2l k I c22 c~ 2 I E JR3nx3n 

c~ 3 I c~ 3 I c~ 3 I 

onde para r, s = 1, 2, 3, Crs denota o cofator rs da matriz A. 

De forma análoga para A E IR5nxqn, a matriz inversa de A é dada por: 

(3.16) 

onde para r, s l, 2, · · · , q, Crs representa o cofator rs de A E IRªxª. 

Novamente, os coeficientes dos blocos de A- 1 correspondem aos cofatores da 
matriz A divididos por ak. Esta análise nos permite concluir que, para calcular 
a inversa de A de ordem qn, deve-se calcular a inversa de A, que é uma matriz 
de ordem q; as componentes desta matriz serão os correspondentes múltiplos da 
identidade. 

Antes de finalizar esta seção, vale a pena ressaltar que nosso interesse no cálculo 
da matriz inversa de A E IRqnxqn é puramente teórico. No entanto, a relação 
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existente entre A e A será explorada sob o ponto de vista prático, e nos permitirá 
concluir sobre as vantagens e desvantagens do método multi-coluna inverso à 
medida que q aumenta. 

É interessante observar que para problemas de grande porte (n grande), o 
número de operações e custo do algoritmo está fortemente ligado ao valor de q, 
isto é, ao número de colunas a serem trocadas. 

3.3 Resolvendo o sistema Auk 

Nesta seção, supondo que uk = det(A) # O, resolveremos o sistema linear 
(3.16). Isto nos conduzirá a encontrar uma expressão geral para o vetor uk, isto 
é, encontrar a forma geral dos vetores ut, r= 1, · · · , q. 

Para encontrar uma expressão geral para o vetor ut de (3.8), deve-se resolver 
um sistema linear, o que pode ser feito teoricamente usando a inversa de A. 

Suponhamos que uk = det(A) =!=O. Logo, 

De (3.16), temos: 

= 

(3.17) 

de forma equivalente 

k 1 
u =-

2,.- (Jk 

q 

L: c;r v;, 
p=l 

r= 1, 2, · · · , q, (3.18) 
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isto é, para cada r, p = L 2, · · · q, os vetores u~" são combinações lineares dos 
vetores v; onde os escalares da dita combinação são, respectivamente, as com
ponentes da coluna p da matriz adjunta de A vezes det(-4)-1 

Substituindo o resultado obtido em (3.18) na igualdade (3.3), obtemos a fórmula 
para atualização da matriz Hko dada por 

(3.19) 

3.4 Testes Numéricos 

Nesta seção, descrevemos os primeiros resultados obtidos com a implementação 
do método multi-coluna inverso, para q = 3. Com o intuito de fazer uma compa
ração com os resultados obtidos na seção 2.3, utilizaremos os problemas teste 
Ao a C dessa seção. 

Tomando q = 3, a equação (3.19) pode ser reescrita como: 

(3.20) 

onde, substituindo os cofatores obtidos em (3.15), e o determinante obtido em 
(3.10), 

k k k k k 
C11 = a22a33- azsa32 

k k k k k 
C21 = al3a32- a12a33 

k k k k k 
C31 = a12a23- a13a22 

k k k k k 
C12 = a23a31- a21a33 

k k k k k 
cl3 = azla32- a22a31 

k - k k k k 
C22- a11a33- a13a31 

k - k k k k 
C2 3 - al 2a3 1 - all a3 2 

k k k k k 
Cs2 = a13a21- aua23 k - k k k k 

c3 3 - au a22 - al 2a21 

V k = 5 k-l _ H yk-1 
2 k-1 V

k _ 
5

k-2 _ H yk-2 
3 - k-2 . 
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Desenvolvendo a equação (3.20) de forma retroativa, obtemos: 

(3.21) 

e por (3.18), é equivalente a 

(3.22) 

A implementação computacional é baseada na equação (3.22) e conforme po
de ser observado, o cálculo de Hk implica no armazenamento de três vetores 
(ur

1
, ur, eu~ 3 ) e três índices adicionais (i1 , i2 ei3 ) a cada iteração. Por esta 

razão, assim como em ITCUM, o número de iterações consecutivas do método 
é limitado pela disponibilidade de memória da máquina. 

Novamente, considerando que é possível armazenar 3m vetores, o parâmetro m 
determina o número de iterações consecutivas do método multi-coluna inverso 
com q = 3 que poderão ser realizadas entre um reinício e outro. 

Em nossos testes, realizamos dois tipos de escolha dos índices z1o z2 e z3 das 
colunas a serem alteradas: 

• Primeira escolha: 

lyk-1' = l'yk-111 
Z2 I I :OC· 

caso O"k assuma valor nulo com essa escolha, ou caso a matriz A torne-se 
mal-condicionada, alteramos o índice i3 , de modo que 
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" Segunda escolha 

li kq 
IY lloo lyk-11 = I'.Yk-111 

Z2 ! ! 1 00 lyk-21 = llyk-211 (3 ?4) ,, ,, ,oo ··-

caso Jk assuma valor nulo com essa escolha, ou caso a matriz Ã torne-se 
mal-condicionada, alteramos os índices i 2 e i 3 , de modo que eles passam 
a ser os respectivos argumentos de: 

max la~ 1 (y;-ly;-2 - y:-ly;-2) +a~ 1 (y:y;-2- y;y:-2) +a~ 1 (y;y;-1 - y~y;-1) I 
p, s 

Foram impostos dois tipos de tolerância para que ocorra a troca de escolha 
dos índices i2 e/ ou i 3 . O primeiro estabelece urna tolerância para det (A) = Jk, 

denotada por tol"; assim, alteramos a escolha dos índices caso Jk tenha valor 
próximo de zero: 

O segundo tipo de tolerância ( tolr) implementado refere-se ao número de con
dição da matriz A. Definimos rcond(A) como sendo 

1 
rcond(A) = cond(A) 

Logo, caso rcond( A) esteja próximo de zero, concluímos que a matriz é rnal
condíconada; assim, alteramos a escolha dos índices caso a seguinte desigualdade 
seja verificada: 

rcond(A) :S tolr; 

em todos os nossos problemas, optamos por1 

tolr = 10-16 

Todos os demais parâmetros, assim corno critérios de convergência e divergência, 
são os mesmos descritos na seção 2.3 

1 Lembrando que A E JR3 x3 , o fato de possuir um número de condição maior que 1016 nos 
permite declará-la mal-condicionada. 
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::\as tabelas seguintes, apresentamos os resultados obtidos com as duas formas de 
tolerância descritas acima. Nessas tabelas, denotaremos por ICUI\1[3 o método 
multi-coluna inverso com q = 3; analogamente ao que foi feito na implementação 
de ITCUM, usaremos a notação ICU1\!I3a para representar a implementação de 
ICUJ\43 com a tolerância para o-, e ICUM3r para denotar a implementação 
com a tolerância para rcond(A). 

Em todos os problemas, o desempenho de JCUM3 é avaliado através de uma 
comparação com os resultados obtidos com ICUM e ITCUM, numa tentativa 
de observar o comportamento do método multi-coluna conforme q aumenta. 

A tabela seguinte apresenta o comportamento de I CU M3 quando utilizamos a 
primeira escolha para os índices, descrita em (3.23). 

I p,.. Nl ICUM ITCUMa ITCUMe ICUlvi3a ICUM3r I I 

I Ao 0'60 =o i 
0'37 =o 32 (86; 07.79) (80; 08.29) (84; 08.90) I 

i 

50 (155; 53.17) (142; 52.46) (147; 53.45) 0'42 =o 0'30 = o 

A2 32 (70; 06.48) (73; 07.68) (86; 08.89) 0'21 =o 0'23 =o 
50 (104; 35.87) (110; 41.25) (119; 43.39) 0'49 = o 0'32 o 

A4 32 (77; 07.08) I (76; 08.13) (86; 09.01) 0'5 =o 0'5 =o I 

50 (103; 35.37) (94; 37.57) (114; 42.62) 0'4 =o 0'4 =o 
B 32 (62; 05.54) (54; 05.36) (55; 05.22) (53; 06.20) 0'39 =o 

50 (92; 29.55) (105: 38.77) (167: 57.01) 0'37 =o 0'45 = 0 I 

c 32 (61; 05.00) (71; 06.77) (82; 07.19) I 0'59 = o 0'36 = o 
50 (115; 34.38) (112; 38.78) (139; 45.10) 0'45 =o 0'43 =o 

Tabela 3.1: Método multi-coluna, q = 1, 2, 3 - Escolha 1. 

A tabela seguinte apresenta o comportamento de I CU M3 quando utilizamos a 
segunda escolha para os índices, descrita em (3.24). 
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I Pr [ N I ICUM I ITCUM~ ITCUI\ife [ ICUM3~ I ICUM3, I 
32 1 (86; 07.79) 

I 
(80; 08.29) ' ' Ao ' (84; 08.90) i (68; 31.64) (64; 14.72) 

50 (115; 53.17) (142: 52.46) (147; 53.45) (161; 370.91) (220; 260.95) 

A2 32 (70; 06.48) 

I 
(73; 07.64) (86; 08.89) (87; 37.73) (97; 30.48) 

50 (104; 35.87) (110; 41.25) (119; 43.39) (120: 272.92) a-57 o 
A4 32 (77; 07.08) 

I 
(76; 08.13) (86; 09.01) ("''· 30.48) (61; 21.58) OI' 

50 (103; 35.37) (94; 37.57) (114; 42.62) (94; 224.54) (104; 152.97) ' 
B 32 (62; 05.54) I (54; 05.36) (55; 05.22) (55: 24.83) ,.39 = o 

50 (92: 29.55) ' (105; 38. 77) (167; 57.01) (101; 210.04) a-64 =o 

I c 
32 

I 
(61; 05.00) (71; 06.77) (82; 07.19) (62: 29.27) (64; 12.25) 

50 (115; 34.38) (112; 38. 78) (139; 45.10) (82; 158.29) (94; 99.98) 

Tabela 3.2: Niétodo multi-coluna, q = 1, 2, 3 - Escolha 2. 

Corno pode ser observado, a primeira escolha não é muito eficaz, no sentido de 
que a troca de escolha de índices que se realiza quando a tolerância para o-k ou 
rcond(A) é satisfeita, não é suficiente para evitar que o determinante da matriz 
deixe de ser próximo de zero. Tal escolha obteve convergência em apenas um 
teste; neste, o tempo necessário para atingir o critério de convergência é menor 
que o obtido com a segunda escolha. 

A segunda escolha foi implementada numa tentativa de evitar a singularidade 
da matriz A de forma mais eficiente. Porém, em todas as iterações em que é 
necessário alterar a escolha dos índices i 2 e i 3 , é preciso realizar urna busca em 
todos os possíveis índices "candidatos" a i 2 e i 3 ; isso faz com que esta escolha 
demore um tempo maior por iteração. 

Um fato que pode ser observado nas Tabelas 3.1 e 3.2 é que, na maioria dos 
problemas, I CU l'v13 consegue convergir com um menor número de iterações 
quando comparado à ITCUM e a ICUM; porém, ele necessita de um tempo 
maior para realizar cada iteração. Assim, embora convirja em poucas iterações, 
o tempo necessário para essa convergência é maior. 
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Capítulo 4 

Traçamento de raios em sísmica 

Existem muitos problemas práticos em diversas áreas (Economia, Física, En
genharia, entre outros) que são modelados de maneira muito conveniente por 
sistemas não lineares [22]. Uma boa opção para a resolução desses problemas é 
utilizar os métodos quase-Newton. 

Motivados por este fato, e numa tentativa de realizar uma comparação dos resul
tados obtidos pelo método de Ne'h'ton e pelos métodos quase-Newton presentes 
nesta dissertação (Broyden, CUM, ICUM, ITCUM e ICUM3), neste capítulo 
descrevemos e resolvemos um problema que ocorre frequentemente na área da 
Geofísica. O problema é encontrar a trajetória de um raio refletido/transmitido 
em um meio heterogêneo, gerado por uma fonte S e captado por um receptor G. 

4.1 Descrição do problema 

Inicialmente, vamos assumir que a subsuperfície da Terra pode ser representada 
em duas dimensões, e que a sua estrutura pode ser dividida (modelada) por 
regiões, as quais possuem velocidade de propagação da onda constante. 

As interfaces entre as regiões consecutivas são definidas em função da coorde
nada horizontal x; elas se localizam onde ocorre um contraste de velocidade, e 
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são representadas por 

z = fi(x), i= L · · · , m, 

onde m corresponde ao número de interfaces, z denota a coordenada vertical 
("apontando para baixo") e as funções fi são contínuas e, possivelmente, suaves. 
A região localizada entre duas interfaces sucessivas é assumida como homogênea 
(isto é, a velocidade de propagação é constante) e as interfaces não se intercep
tam. 

Em pontos distintos da superfície da Terra, posicionam-se uma fonte de ondas 
sonoras e um receptor (geofone); a fonte emite uma onda sonora que atravessará 
um número determinado de regiões subterrâneas, e ao retornar à superfície, será 
captada pelo geofone. A frente de onda de uma onda elementar pode ser descrita 
pela superfície t = T(x, z), onde T(x, z) é conhecida como a função de tempo 
de trânsito. Ela satisfaz a chamada equação iconal, uma equação diferencial 
parcial de primeira ordem de fundamental importância, que leva diretamente 
para a concepção da Teoria de Raios [1]. Os raios são trajetórias ortogonais ao 
movimento das frentes de onda e podem ser obtidos como pontos estacionários 
do funcional de Fermat, o qual representa o tempo de trânsito entre dois pontos 
dados. 

Denotaremos por (ai), i= 1, · · · , m- 1, o número de vezes que o raio cruza 
a região situada entre as interfaces fi e f;.;.1 , fazendo um movimento de "zig
zag" (para baixo e para cima). O vetor ( a 1, · · · , am-l) é chamado de assinatura 
do raio. A assinatura não é suficiente para determinar de forma única a tra
jetória do raio: assumiremos que a trajetória do raio é tal que haja 2ai - 1 
movimentos em cada região i antes de passar para a região i + 1 e, somente após 
essas reflexões, retornar diretamente ao geofone (veja Figura 4.1). 
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s G s G 

(a) (b) 

Figura 4.1: (a) - Raio com assinatum (2, 1); (b) · Raio com assinatura (2, 2) 

Quando a Terra é modelada por uma seqüência de camadas ou blocos ho
mogêneos, a Teoria dos Raios requer apenas que duas condições simples sejam 
satisfeitas. A primeira é que os raios devem ter uma trajetória em linha reta em 
cada camada. A ovtra é que eles devem obedecer a lei de Snell nas interfaces. 

A primeira das duas condições é uma conseqüência necessária da lei de Snell 
que pode ser expressada da seguinte forma 

sena1 

VI 

senay 

Vy 

senO: R 

VR 
(4.1) 

onde vr c VR são as velocidades no lado incidente (v1 = VR) c vr é a velocidade 
no lado transmitido (veja Figura 4.2). 

raio 
incidente 

vetor 
normal mo 

refletido 

.., •, 

----'-o'~··,c.''<c,--~c.,-/~/c-'"-' --- vetor 

\
1 

S,.~'- tangente / 

rLy'-- "'\ 

\interface 

/ 
', 

rn. 
transmitido 

Figura 4.2: Lei de Snell 
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Como pode ser observado na Figura 4.2, os ângulos 0:[ e eJ, O:y e er. O:R e eR 

são complementares, o que nos permite reescrever a lei de Snell ( 4.1) da seguinte 
forma 

cos e1 coser 
--= 

VI Vy 
(4.2) 

Logo, dados os pontos inicial S (fonte) e final G (geofone) na superfície da 
Terra, a velocidade da j-ésima região (vi), j = 1, · · · , m e a assinatura (ai), 
j = 1, · · · , m- 1, nosso problema é encontrar os pontos Xk = (xb fi,(xk)), 
para k = 1, 2, · · · , n, que satisfazem a lei de Snell em cada refletor ik. A 
dimensão n é obtida por 

m-1 

n = 2 2:a1 + 1. 
j=l 

Para simplificar, utilizamos X 0 =Se Xn+l = G. O raio entre cada dois pontos 
consecutivos pode ser descrito pelo segmento de reta entre Xk_1 e Xk· 

Definindo Tk = (1, fL(xk)) como o vetor tangente à k-ésima interface no ponto 
Xk e lembrando da fórmula para o cosseno entre vetores, podemos reescrever a 
lei de Snell ( 4.2) como 

_!_ Tk T (Xk Xk-1) _ 1 

vik IITk IIIIXk - xk-111 Vik+l 

TkT (Xk+1- Xk) 

lhiiiiXk+l- Xkll' 
(4.3) 

onde 11·11 denota a norma euclidiana. Assim, utilizando a equação ( 4.3) para k = 
L · · · , n, obtemos um sistema linear de n equações e n incógnitas. Definindo 
as funções <Pk : IRn -> IR, k = 1, · · · , n por 

(xk- Xk-d + J;k(xk) (fik(xk)- fik_ 1 (Xk-1)) 
<Pk(x) = vik+1 [ 2] 112 

(xk- Xk-1)2 + (k (xk)- k- 1 (xk-1)) 

-v (xk+l- Xk) + J;,(xk) (k+l(xk~1)- k(xk)) 

'k [ (xk+l - xk)2 + (k (xk+l) - k (xk) )2
]

112 
' 

(4.4) 

resolver o problema de traçamento de raios é equivalente a resolver o sistema 
de equações não lineares 

<I>(x) = O, (4.5) 

onde <I>: JRn-> IRn, <I>(x) (qi1(x), <P2(x), · · · , <Pn(x)f. 
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4.2 Testes numéricos 

O primeiro teste foi realizado no problema de traçamento de raios com a PaJ'ti
cular estrutura retratada na Figura 4,3, cujas interfaces são dadas por 

z = h(x) = 2 -exp(-10x2
) e z = h(x) = 3.5 -exp(-1Dx2

), 

onde x representa a distância (em km), e as velocidades das regiões são 

A fonte e o geofone estão posicionados na superfície de forma simétrica, a L5 km 
da origenL 

s G 

"·' 

-2 -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1.5 
x (km) 

Figura 4.3: Traçamento de raios - estrutura 1. 

O raio possui a assinatura a= (4); porta,nto, para determinarmos a trajetória 
do raio precisamos resolver o sistema il> ( x) = O, il> : JR9 -+ JR9 , definido pela 
equação ( 4.5). 

Utilizamos o ponto inicial 

x 0 = (-1.35; -0,8; -0.4; -0,1; O; 0.1; 0.4; 0,8; L35)T; 

este problema é muito sensível ao ponto iniciaL É necessário que este ponto 
esteja suficientemente próximo da solução para que os métodos convirjam. 
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A implementação dos métodos quase-Newton foi realizada conforme descrito 
nos capítulos anteriores. O método multi-coluna inverso com q = 3 foi imple
mentado com o segundo tipo de escolha para os índices, pois esta mostrou-se 
mais eficiente no sentido de evitar que Jk assuma valor nulo. 

O critério de convergência é dado por 

A execução do algoritmo é interrompida quando o número de iterações excede 
300 ou quando II<I>(x) !I co 2: 1020 : quando este último caso ocorre, dizemos que 
o método diverge. 

Na Tabela 4.1 apresentamos o número de iterações obtidas pelo método de 
Newton e por cada método quase-Newton (não mencionamos o tempo devido à 
dimensão do problema ser muito pequena). 

O vetor solução x* encontrado em todos os métodos é exatamente o mesmo: 

x* = ( -1.1669; -0.8523; -0.5464; -0.0375; O; 0.0378; 0.5500; 0.8906; 1.2305)T 

Método Iterações I 

Newton 06 

Broyden 11 

CUM 13 
ICUM 12 

i JTCUMa I 12 

I ITCUMe 1 12 

J JCUM3a I 09 

\ ICUM3e . 09 

Tabela 4.1: Traçamento de raios em sísmica- n = 9. 

Na Figura 4.4, os segmentos de reta em vermelho representam a trajetória do 
raio - partindo do ponto S e chegando ao ponto G - determinados pela solução 
x*. 
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Figura 4.4: Traça·mento de raios em sísm·icai n = 9. 

O segundo teste foi realizado com a estrutura representada na Figura 4.5. As 
interfaces são dadas por 

z = J,(x) =0.75 +0.125x, 

z = h(x) = 2-0.5 exp(-2x2
) e 

z=fs(x)=3-x2 /8, 

e as velocidades das regiões são 

v1 = 1.5 km/ s, v2 = 2km/s e v3 = 2.5kmjs. 

A fonte e o geofone estão dispostos da mesma forma que na estrutura do exemplo 
anterior. 

'• s G 
~ --

_,; ,, 
g 
N ' ,, 

,; 

~ 

~ .o; ~ ' 
,. 

' (km) 

Figura 4.5: Traçamento de raios ~ estru.tura 2. 
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Para esta estrutura, foram utilizadas três tipos de assinatura 

a 1 = (1, 1), a2 =(2,1) e a3 =(1,2), 

cujos respectivos pontos iniciais são dados por 

x 0 = (-1: -0.5; O; 0.5; 1), 
x 0 = ( -1.3; -0.2; O; 1.2; 2; 1.8: 1.8) e 
x 0 = (-1.125; -0.75; -0.375; O; 0.375; 0.75; 1.125) 

O vetores soluções x* encontrados são, respectivamente, 

x* = ( -1.2001; -0.3409; 0.8963; 1.2049: 1.5057); 
x* = 1.1115; -0.0125; 0.7244; 1.5003; 2.0053; 1.9341: 1.8181); 
x* = ( -1.4612; -1.2713; -1.1490; -0.0215; 1.2788; 1.4157; 1.5930) . 

Na Tabela 4.2 apresentamos o número de iterações obtidas pelo método de 
Newton e por cada método quase-Nevrton para cada assinatura utilizada. 

Método a 1 = (L 1) 1 a2 = (2, 1) a3 = (1, 2) 
i I Newton 05 04 04 

I Broyden 07 06 I 04 

CUM 07 06 I 04 

ICUM 07 I 06 05 

ITCUMa 06 I 04 04 

I ITCUMe 06 04 

I 

04 
' 

ICUM3a 05 04 04 

ICUI\13e 05 04 04 

Tabela 4.2: Traçamento de raios - trajetórias elementares 

Nas figuras a seguir estão representadas as trajetórias do raio para cada assina
tura, obtidas através da solução x*. 
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Figura 4.6: Traçamento de raios a 1 = (1, 1). 

s G 

'' 

,,c_c_,c---_é,,c---c---~ó,c---,,---7,,c---c---7,,c---.-~ 
Distância (km) 

Figura 4.7: Traçamento de raios a2 = (2, 1). 

G 

,,c_~ __ c_,é,c--cé--c~"'c---,,---7,,c---7---7,,c---7-~ 
Distância (km) 

Figura 4.8: Tmçamento de raios (1, 2). 
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4.2.1 Problema de grande porte 

Para a resolução de um sistema de grande porte, tomamos o problema de 
traçamento de raios com a as seguintes interfaces 

z = J,(x) = 2.5 e z = j0(x) = 4 - . ' 
isto é, linhas retas para facilitar a obtenção de um bom ponto inicial para a 
execução dos métodos numéricos (Figura 4.9). As velocidades nas regiões são 

v1 =2.8kmjs e v2 =1.2kmjs; 

a fonte e o geofone estão posicionados na superfície da Terra de forma simétrica, 
a 2 km da origem. 

s G 

••1-----------------1 

4«l 150 100 -50 o 50 100 100 200 

X (km) 

Figura 4.9: Traçamento de raíos - estrutura 3. 

Os métodos utilizados necessitam de um bom ponto inicial para obterem con
vergência. Em [10], há a descrição de técnicas para encontrar um ponto inicial 
(é utilizado o método da continuação ou homotópico); para configurações geo
métricas diferentes, podemos empregar outras técnicas para gerar x 0 

Devido à forma particular das interfaces utilizadas (linhas retas), as componen
tes do ponto inicial são aquelas que dividem o intervalo [xs, xa] em n+ 1 partes 
iguais, ou seja, 

o (xa xs) xk = x 8 + k , 
n+1 

k = 1, 1, · · · , n. 
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O raio possui a assinatura a = (500); portanto, queremos encontrar um vetor 
x' = (x:t, x2, · · · , x1001 )T tal que <I>(x*) =O, onde <I>: JR1001 _, JRlom 

O critério de convergência e o de divergência são os mesmos adotados na seção 
anterior. 

J'\a Tabela 4.3 apresentamos o número de iterações obtidas pelo método de 
Newton e por cada método quase-Newton, assim como o tempo necessário para 
obter a solução. 

I Método ' I - I y, I teraçoes 1 empo 

Newton 04 I 103.54 

Broyden 05 2.08 

CUM 05 1.98 

ICUM 05 1.95 

ITCUA1u 04 I 2.05 

ITCUMe 04 I 2.03 ' 
ICUM3a 04 2.31 

ICU1vi3e 04 2.28 

Tabela 4.3: Traçamento de raios em sísmica - n = 1001. 

Como pode ser observado, o método de Newton foi aquele que apresentou o 
menor número de iterações, porém o tempo (medido em segundos) foi o maior 
de todos os métodos implementados. Os métodos quase-Newton (com exceção 
do método multi-coluna com q = 3) conseguiram obter convergência de forma 
rápida (ver [23]); dentre eles, o ITCUM foi o que apresentou o menor número de 
iterações e o ICUM o menor tempo. O método multi-coluna com q = 3 demorou 
a convergir devido à dificuldade de escolha dos índices que gerem a matriz A 
inversíveL 

Na figura a seguir, os segmentos de reta que representam a trajetória do raio 
estão traçados em vermelho. Por realizar um movimento de "zig-zag" repetidas 
vezes entre as interfaces, em um intervalo pequeno do eixo x, é necessário uma 
ampliação para que o raio possa ser visto. J'\a Figura 4.11 apresentamos a 

62 



ampliação da região selecionada com um retângulo da Figura 4.10, que permite 
uma melhor visualização da trajetória do raio. 

Figura 4.10: Traçamento de raios em sísmica; = 1001 

Figura 4.11: Traçamento de raios em sísmica; = 1001 - Ampliação. 
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Capítulo 5 

Conclusão 

O ICLJ:\1[ [18] foi considerado recentemente o mais eficiente método quase
N ewton para resolver sistemas não lineares de grande porte [13]; essa eficiência 
pode ser verificada na utilização desse método para resolução de problemas 
práticos de diversas áreas, como feito em [22] e [23]. 

Sob o ponto de vista do número de equações secantes satisfeitas por iteração, 
em posições extremas temos ICUM e o método secante sequencial [15] (que, 
de fato, nem pode ser implementado razoavelmente para problemas de grande 
porte) cujas propriedades são bem conhecidas. Mas as propriedades dos métodos 
intermediários não estavam perfeitamente claras. 

Neste trabalho, fizemos o desenvolvimento do método baseado nas q equações se
cantes anteriores, assim como a determinação do número ótimo dessas equações 
que devem ser satisfeitas (método multi-coluna inverso). 

Inicialmente, desenvolvemos esse método alterando apenas duas colunas por 
iteração (q = 2); neste caso, provamos que ITCUM obtém convergência local 
linear. Em nossos testes numéricos, o desempenho médio de ITCUM (em termos 
de iterações efetuadas) é superior ao de ICUM. 

Porém, enquanto em ICUM há apenas a manipulação de uma equação, o IT
CUM necessita de resolução teórica de um sistema linear para poder determinar 
as colunas a serem alteradas, onde existe a possibilidade do determinante da 
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matriz ser nulo. A busca por índices que tornem essa matriz inversível e o fato 
de atualizar duas colunas (e não apenas uma como em ICUM), faz com que 
ITCUM gaste um maior tempo de CPU por iteração que ICU::Vl, resultando em 
um tempo final de CPU para ITCUM maior do que o de ICUM. 

Quando a dimensão dos problemas aumenta, o desempenho de ITCUM torna-se, 
em média, inferior ao de IGC'M (a escolha dos índices torna-se mais complicada 
devido ao tamanho dos vetores). 

O método multi-coluna com q = 3 (ICUM3) não obteve um bom desempenho em 
termos de convergência quando aplicado em nossos testes numéricos, obtendo 
o pior desempenho em relação ao tempo de execução dentre os métodos quase
Newton utilizados para comparação. Isto se deve ao fato de que, neste caso, 
evitar a singularidade da matriz A requer uma busca mais complexa dos índices 
das colunas a serem alteradas e também um número maior de operações por 
iteração, o que o torna computacionalmente bem mais caro. 

Essas observações nos permitem concluir que o método multi-coluna com q 2: 3 
possui desempenho inferior aos demais métodos quase-1\ewton presentes nes
te trabalho; assim, concluímos que o número ótimo de colunas no método de 
atualização multi-coluna inverso para sistemas não lineares é no máximo 2. 

Tais conclusões foram confirmadas nos resultados obtidos com a implementação 
de todos os métodos no problema prático em Geofísica, de traçamento de raios 
em sísmica, que foi estudado no capítulo 4. 

Nossos testes numéricos também revelaram que ICUM. juntamente com IT
CUM, foram os métodos que obtiveram melhor performance para os problemas
teste de pequeno porte; esse resultado vai além das conclusões obtidas por 
Luksan e V!Cek para problemas de grande porte. 
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Apêndice A 

Algumas Passagens do Teorema 
2.1 

Pl- Desenvolvimento entre as equações (2.16) e (2.17): 

Sejam u, v E íl; então é válida a identidade: 

F(v)- F(u) = [ [J (u + t(v- u))] (v- u)dt, 

e portanto 

F( v)- F(u)- J(x*)(v- u) = [ [J (u + t(v- u))- J(x*)] (v- u)dt. 

Assim, por (2.16), 

li F( v)- F(u)- J(x*)(v- u)ll - li[ [J (u + t(v- u))- J(x*)] (v- u)dtl 

< llv- ull [ liJ (u + t(t'- u))- J(x*)ll dt 

< llv- ull [L llx- x*ilP dt, (A.l) 

66 



onde x = u + t(z:- u). 

Como 
IX - X I max U - X • i V - X I = r7 U. V . ' *' < {I *I , *'} ( l 
I , - - ' , \ , , 

é possível concluir de (A.1) que: 

li F( v)- F(u)- J(x*)(v- u)ll < ilv- ull L [ lix- x*IIP dt 

< Lr7(u, v)P liv- u]i (A.2) 

P2- Desenvolvimento entre as equações (2.17) e (2.18): 

Utilizando propriedade da norma e a desigualdade (2.17), temos: 

li F( v)- F(u)- J(x*)(v- u)ll - \IJ(x*)- 1 [F(v)- F(u) J(x*)(v- u)J\1 
< /\J(x*)-1 /\IIF(v)- F(u)- J(x*)(v- u)ll 
< M L ilv- u]] r7(u, v)P (A.3) 

P3- Propriedades das bolas bi(E, ry), i O, 1, · · · , m, dadas em (2.21): 

S 
. R· _ ') ]]yk-l][cc ]]yk-2 11=. -

eJa , k-1 - - , k 1, , entao ' ir7 - I 

I(Jk-11 icl-1sk-1- i3k-1,-l-11 

< ]]yk- 1 llco ]]yk-2 lloo + 11Yk-1 ]]oo ]]yk-2 l]oo 
2]]yk-1 lloo 11Yk-2 lloo: 

portanto, R, 2: Ri, k-1 2: L 

Então, para todo i= 1, · · · , m- L temos a seguinte desigualdade: 

Ri c2 bi-l(E, ry) + Rc1c:P 

- R, (c2bi-l(E, T)) + c1EP) 

> c2bi-1 (c, ry) + c1E:P 
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Como c1 >O e c2 > 1, de (A.5) temos: 

P4- Verificação da limitação Ri < oc, para todo i= 1, · · · , m- 1: 

Seja k E IN; então, como r E (0, 1), 

llxklioc < llxk x*lloo + llx*lloo 
< r llxk-l- x*lloo + llx*lloo 

< r2 llxk-2 
- x* I Ice + llx* lloc 

< rk llx1 
- x*llco + l!x*lloo 

< llx1
- x*lloo + llx*lloo 

< . 'I *'! E -r LX I oo 

Portanto, lixklloc :S E+ llx*lloo, para todo k E J!v'. Assim, para todo k, xk E 

B [0, E+ llx* lloo] · 

Como B [O, ê + llx*lloo] Ç Iff' é um conjunto compacto em IRn e F: IRn __, IRn 
é uma função contínua, então F (B [0, E+ llx*lloo]) Ç IRn é compacto, e em 
particular, limitado. Logo, 

IIF(xk) !I co :S W < oc, para todo k E IN, Wconstante. 

Então 

l'lyk''l < IIF(xk)ll + ';IF(xk- 1 1.1 < W ..L W = 2W < oc I 00 - I i•X ! I 00 - I • 
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Como fo-k-ll 2: tola> O, temos que 

Logo, 

< ') ffyk-lffooiiYk-2lloo 
- tol" 

8W2 

< -- < oc. 
tol" 

R; = supRi. k-1 < oo, 

para todo i = L · · · , m - 1. 

P5 - Desenvolvimento utilizado para a obtenção da desigualdade (2.27): 

Temos de (2.22) e da definição de M1 que 

r r 1 
b-"-L-P< < < · 0 

' c M1 - IIJ(x*)li IIJ(x*)ll' 

então, como L t:P > O, 

(A.6) 

(A.7) 

P6- Desenvolvimento utilizado para a obtenção da desigualdade (2.25), para 
k = 1: 

Temos que 

llx2
- x1 fl - llx1- x*- H1F(x1)(x1- x*)ll + 

IIH1 [F(x1
)- F(x*)- J(x*)(x1

- x*)] li 

< fi (I- H1J(x*))(x1
- x*)ll + 

IIH1IIIIF(x1)- F(x*)- J(x*)(x1 x*)fl. (A.8) 
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Usando (2.17) com v x1 eu= x*, temos que 

IIF(x1
)- F(x*)- J(x*)(x 1

- x*)ll < L llx1
- x*[!O"(x', x*)P 

< L [[x1 - x*llp+I (A.9) 

pois 
O"(x1

, x*) = max{[[x1
- x*l[, llx*- x*ll} = llx1- x*ll· 

Substituindo (A.9) em (A.8) e como H1 :S 2Jvf: 

llx2
- X

1ll :S li (I- HIJ(x*))(x1
- x*)ll + 

!IHJ\IIIF(x1)- F(x*)- J(x*)(x1 
- x*) li 

< li (I- H1J(x*))(x1- x*)ll + 21\1 L llx1 x*llp+l (A. lO) 

P7- Desenvolvimento entre as equações (2.28) e (2.29): 

De (2.28), temos: 

.f3k-! (sk-2 _ ""h* yk-2 , ""h* yk-2 _ ""hk-!yk-2) 
ak-1 J ~ JP P 1 L.,; JP P L._., JP P 

p:rf:il p~i1 p-:;;i;íl 

'lók-1 13k-! 
( 

k-1 ~h* k-1) ( k-2 - O"k-1 8 ] -L.- jpYp - O"k-! 8 ] 

u ""(h* hk-1) k-1 ' ~(h* hk-1) k-2 >k-1 [ ] IJk-1 [ ] 
+ O"k-! L.- iP- Jp Yp - O"k-! L.- iP- Jp Yp 

prt1 p:;i:t1 
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Portanto, 

'hk -h* I i jil ji1 
l sk-1 I . 113k-l I < '.-- ·/ 8k-l_:Lh* yk-ll+ _. _ i 8k-2_:Lh* yk-21 

- ' O"k-l J J p p I ()"k-1 I J J p p ' 
I I < i 

P8- Lema: Existe c1 >O tal que F( v) I F(u) quando v# u, l/v- x*/1 ::; E1 e 
/lu- x* li :S cJ 

Por (2.18) nós temos que, para todo u, v E D, 

l/v- u//-l/J(x*)-1 [F( v)- F(u)J li :S M L /lv- uii O"(u, v)P. 

Então, 

//F( v)- F(u)// :S//v- u/[ c~- LO"(u, v)P). 

Seja E1 > O tal que 

1 
El:<2ML 

Por (A.13), se /lu- x*ll ::; é1 e //v- x* !I ::; é1, temos que 

1 
LO"(u. v)P < LEP < -. 

Então 
1 

M 

. - 2M 

1 1 1 
LO"(u, v)P > M- 2M= 2M. 

Portanto, por (A.12) e (A.14), 

i/F( v)- F(u)// 2 2 ~1/v- u// 

De (A.l6) o resultado dasejado é obtido diretamente. 
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