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Resumo

Nesta tese, estudamos um principio de médias em equacgoes diferenciais estocésticas
sobre variedades folheadas com folhas compactas. Comecaremos introduzindo o principio
de médias sobre equacoes diferenciais ordinarias reais.

A titulo de comparagao vamos rever conceitos basicos de variedade simplética com a
finalidade de comparar/estender os resultados obtidos por Xue-Mei Li sobre um principio
de médias para um sistema Hamiltoniano estocastico completamente integravel.

Nosso principal resultado ¢ generalizar estas idéias para o caso de uma variedade
M = (—a,a)"” x N, onde N é uma variedade compacta sem bordo. Em particular mos-
traremos nossos resultados para o caso que a folheacao é gerada por uma submersao de

M sobre R™. Finalmente apresentamos alguns exemplos.



Abstract

In this thesis, we study the averaging principle for stochastic differential equations on
foliated manifolds with compact leaves. We begin by introducing the averaging principle
over real ordinary differential equations.

For comparison we will review basic concepts of symplectic manifold in order to
compare/extend the results obtained by Xue-Mei Li about a averaging principle for a
completely integrable stochastic Hamiltonian system.

Our main result is to generalize these ideas to the case of a manifold M = (—a,a)" x
N, where N is a compact manifold without boundary. In particular our results show for
the case that foliation is generated by an submersion of M over R". Finally we present

some examples.
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Introducao

Métodos de perturbacao para equacoes diferenciais comegaram a ter importancia
quando os cientistas do século XVIII tentaram relacionar a teoria da gravitacao de New-
ton com as observacoes do movimento de planetas e satélites. As primeiras tentativas
ocorreram na primeira metade deste século e envolve o calculo numérico dos incrementos

das variaveis de posicao e velocidade durante sucessivos intervalos pequenos de tempo.

Novas idéias surgiram na segunda metade deste século com os trabalhos de Clairaut,
Lagrange e Laplace. A teoria de perturbacao desenvolvida por eles tem sido utilizada como
uma colecao de técnicas formais. Esta teoria pode ser encontrada em muitos trabalhos
de mecanica celeste e dinamica. Ver por exemplo J. A. Sanders F. Verlust e J. Murdock

[15] para uma referéncia mais detalhada.

A teoria de perturbacao consiste em um conjunto de métodos para encontrar solugoes
aproximadas de problemas perturbados as quais sao proximas as solugoes de problemas
nao perturbados cuja resolugao é mais acessivel. Estes métodos podem ser utilizados sobre

pequenos intervalos de tempo.

O principio de médias aparece como uma alternativa para poder estimar solugoes
aproximadas a problemas perturbados introduzindo o conceito de dois movimentos, rapido
e lento. Estes dois movimentos aparecem quando fazemos uma mudanca no tempo de
ordem O(e™!), obtendo um intervalo de tempo longo. A natureza autéonoma da equacio
de médias implica um comportamento bastante uniforme das médias locais das variaveis

originais.
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Estimar o erro é o objetivo principal desta teoria. Exemplos ao respeito podem ser
encontrados em V. I. Arnold [1], M. L. Freidlin and A. D. Wentzell [6] e J.A. Sanders, F.
Verhulst e J. Murdock [15],

No livro de Arnold [1] encontramos um principio de médias para um sistema Ha-
miltoniano integravel. Tal sistema pode ser considerado como uma familia de equagoes
diferenciais ordindrias dependendo de um pequeno parametro € > 0. Xue-Mei Li [16], ge-
neraliza estas idéias para um sistema estocastico Hamiltoniano completamente integravel
que pode ser considerado como uma familia de equacoes diferenciais ordinarias com os

campos vetoriais dependentes do tempo aleatorio.

A titulo de estabelecer notagao e terminologia, vamos rapidamente rever nocgoes
bésicas de calculo estocastico sobre variedades, geometria simplética e do principio de
médias sobre equagoes diferenciais ordinarias. Na primeira secao deste capitulo encon-
tramos o teorema fundamental do cédlculo estocastico : A Formula de Ito. Esta fer-
ramenta nos permite levar todo o cédlculo estocéastico conhecido em R™ para variedades
diferenciaveis. Na segunda secao encontramos algumas desigualdades de Gronwall, muito
utilizadas nas equacoes diferenciais ordinarias, e a desigualdade de Chebychev, que apa-
rece na teoria de probabilidades. Na terceira secao daremos uma breve introducao a
mecanica Hamiltoniana que é o ponto de partida da geometria simplética. Na quarta
se¢ao introduzimos o principio de médias para equagoes diferenciais ordinarias e estuda-
mos a equacao de Van Der Pool. Aqui observamos a vantagem de se dividir a solugao de
tal sistema em dois movimentos, rapido e lento.

Recomendamos a leitura de J.A. Sanders, F. Verhulst e J. Murdock [15] para observar
os distintos principios de médias segundo a equagao diferencial estudada, assim como
conhecer o desenvolvimento histérico desta teoria.

No segundo capitulo, apresentamos os resultados de V.I. Arnold [1] e Xue-Mei Li
[16]. Na primeira parte estudamos os sistemas integraveis sobre variedades simpléticas.
Dadas certas condigoes nos campos vetoriais sobre a variedade simplética M, o teorema

de Liouville garante a existéncia de uma folheacao sobre tal variedade cujas folhas sao
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toros de dimensao n, ainda mais, garante existéncia de um sistema de coordenadas chama-
das acdo-angulo. A equacao diferencial ordindria sobre a variedade simplética M nestas
coordenadas possui uma expresao bem mais simples, oferecendo dois movimentos, um mo-
vimento rapido, que age sobre as folhas, e um outro movimento lento que provem de um
sistema de evolugao. V. I. Arnold apresenta nestas coordenadas um principio de médias,

obtendo as médias sobre cada folha.

Com base neste resultado, Xue-Mei Li considerou um sistema estocastico comple-
tamente integravel sobre a variedade simplética M. Fazendo uso das coordenadas de
acao-angulo consegue obter a divisao da solucao em dois movimentos, rapido e lento,
ambos definidos por equacoes diferenciais estocasticas representadas nestas coordenadas.
Desde que os campos vetoriais associados a este sistema estocastico completamente in-
tegravel sao geradas por fun¢oes Hamiltonianas, obtém-se um principio de médias cujas
médias sdo consideradas sobre os toros. O sistema de médias obtida em [16] gera uma
equagao diferencial ordindria, que oferece uma estimativa da solucao da nossa equagao

estocastica inicial.

Estudando estes trabalhos, observamos que, se consideramos uma variedade M com
uma folheagao cujas folhas sao difeomorfas a uma variedade compacta sem bordo N pode-
mos obter uma versao (local) do principio de médias de equagoes diferenciais estocasticas
sobre M. Por exemplo, se consideramos a variedade M = (—a,a)” x N, onde N é uma
variedade diferenciavel compacta sem bordo, e sejam V, X1, --- , X, campos vetoriais tan-
gentes as folhas {s} x N, com s € (—a,a)"”. Dado um ponto yo € M, e um aberto
U = (=b,b)" x Uy contendo 7y, com 0 < b < a e Uy aberto em N, defina a equagao

diferencial estocéstica

dr, = Y Xi(xe) 0 dB} + V(z)dt.

i=1

To = Yo-

Se K é um campo vetorial em M, podemos definir a pertubacao da equacao es-
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tocastica acima, por

dyi = Y Xi(yf) 0 dB; + V(yf)dt + ek (y5)dt.
=1

€

Yo = Yo-

Considerando coordenadas (u,v) sobre o aberto U, podemos representar a equagao es-

tocastica perturbada neste sistema de coordenadas. Assim, obtemos

Ty ur Ty or

du; = sz e, vf) o dBY + b (g, vf)dt + €l (u, v,
dv:’j — EK,U(ut,Ut)dt,

comi=12--nej=12"--- m, onde u = (u}, - ,ul), v, = (v}, -+, 0", ul =
(g’ g™, vf = (o).

Considere 7(u,v) = u a projegdo na primeira varidavel. Seja T o primeiro tempo
no qual a solucdo y¢, comegando em yo, sai do aberto U e defina 7¢(t) = w(y§) =
(1 (2), w3 (L), - -+, m(t)).

Com esta terminologia, no Lema 3.1.1 vemos que, se 7¢ denota o primeiro tempo
tal que a solugao y; comecando em g, sai do aberto U e dada uma funcao diferenciavel

f: M — R temos para todo p > 1

1

& (su 1£000) -~ fep) | < ceo)

s<tATE

onde H(t) = exp(Cy(t* + t)) e Cy, C sdo constantes que dependem da fungao f e dos

campos vetoriais K,V, X1, -+, X,. O Lema 3.1.1 apresenta uma primeira estimativa de
proximidade exponencial entre as solugoes das equacoes diferenciais acima descritas.

Ainda mais sejam g : M — R funcao diferenciavel, U o aberto como acima, e

0 :(=b,b)" x Uy — (=b,b)" x Uy a carta local, com Uy aberto em R™ tal que para cada

€ (=b,b)" fixo, ¢(s,-) : Uy — Uy é um difeomorfismo. Entao podemos definir a fungao

g:(=b,b)"xUy— R ,por g=goep.
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Definamos @9 : (—b,b)” C R”™ — R por

Q(u) = /N 3w, 0)dp,

onde p é uma medida invariante sobre N para o sistema nao perturbado. Denote por
7:U — R", w(u,v) = u a projecdo na primeira variavel, assim obtemos no Lema 3.1.2 a

seguinte estimativa

(sHt)AT® (sH+t)AT*
[ st = [ @+ (0.1),

NT'e NTe

onde T denota o primeiro tempo que y; /e comegando em yg sai de U, 7€ = T¢/¢ e tal que,
para qualquer p > 1
1
(]E sup |0(g, €, s)]p) < OVtel(—Ine€)2h(t, €)
s<t

onde C' é uma constante, e a fungao h(t, €) é continua e converge para zero quando € — 0,
para todo ¢ € (0, 1).

Por outro lado, denote por M («(t)) a folha {«(t)} x N e considere a seguinte equagao

diferencial ordinéaria

dozi
0= [ dn() (), u)de ).
dt Mo
a(0) = m(yo)-
onde a(t) = ap = (ay(t), - ,an(t)) e m = (my, M2, -+ ,m,). Observe que estas equagoes

diferenciais sao deterministicas.
O resultado principal do nosso trabalho, enunciado no Teorema 3.1.7, é o seguinte :
Seja Ty o primeiro tempo que «(t) sai de (—b,b)". Entado, para todo 0 < ¢t < Tj,

p > 1, existe uma constante C' tal que

N

[E (Sup 7€ (s AT) — als A TE)||p)r < Cel(—Ine)d.

s<t
Na demonstracao desta afirmacao vemos que a constante C' depende de t e €, ainda

mais, que é continua e converge para zero quando ¢ — 0, para ¢ € (0,1). Segundo
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este resultado, a solu¢do a(t) se compara com a projegao vertical da solugao da equagao
diferencial estocéastica perturbada, assim a ultima desigualdade reatrata o principio de

média no nosso caso.

Como consequéncia deste resultado, se temos F' : M — R"™ uma submersao, tais
que as subvariedades F~1(a) sao compactas sem bordo e difeomorfas a uma variedade N.
Com isto, fixado yg, podemos supor que os campos vetoriais V, X, -+, X, sao tangentes
as folhas F~'(a), a € R™, e seja K um campo vetorial sobre M. Com isto, podemos
considerar um aberto U da forma (—b,b)" x N e obter um principio de médias para este

caso.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma listagem e introduziremos as notagoes para os resultados
que usaremos de célculo estocédstico e geometria simplética, assim como introduziremos o

principio de médias sobre uma equacao diferencial ordinaria em R.

1.1 Equacoes estocasticas sobre variedades

Nesta secao apresentamos os requisitos béasicos para poder introduzir o estudo das
equacoes diferenciais estocasticas sobre R™ e a sua posterior generalizacao para o caso
de variedades diferenciais M. As demonstracoes dos resultados enunciados, assim como
as definicoes podem ser encontradas em muitos livros classicos, entre eles citamos K. D.
Elworthy [3], E. Hsu [9] , H. Kunita [11] e B. Oksendal [14].

Seja (€2, F,P) um espaco de probabilidade munido de uma filtragao F, = {F;,t > 0}
tal que F = limyo Fi. Neste caso diremos que (2, Fi,[P) é um espago de probabilidade

filtrado. Assumiremos que

1) Os F; sao completos com respeito a P, isto é todo subconjunto de um conjunto de

medida nula esta contido em F;.

2) F. é continua a direita, isto é F; = Ny Fs, para todo t € Rxg.
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1.1.1 EDE sobre R"

Sejam 0 = (01,09, ,0p) : R* — M(n,m) e b: R" — R™ fun¢des definidas sobre
R", onde M (n,m) é o espaco de matrizes n x m, e considere W; = (W}, ---  W/™) um
movimento Browniano sobre R™. Sejam zy € Fy uma variavel aleatoria e 7 um F,-tempo

de parada. A equagao integral

t t
Ty = Ty + / o(xy)dW; + / b(ay)dt, 0<t<T, (1.1.1)
0 0

é chamada de equacdo diferencial estocdstica, onde a integral estocdstica é no sentido de

[t6. Denotamos a equagao (1.1.1) pela expressao mais familiar
dry = o(x)dW; + b(ax)dt. (1.1.2)

No caso que o* = (0,b) é localmente Lipschitz, entdao a equacao integral (1.1.2)
define um semimartingale © = {z;,0 < t < 7} sobre R", até o tempo de parada 7. Neste
caso dizemos que z; é solugao da equagao diferencial estocastica (1.1.2).

Observe que é possivel que a solugao da equagao diferencial estocdstica (1.1.2) pode
explodir num tempo finito, é por tal motivo que apressentamos a continuacao teoremas
de existéncia e unicidade da solucao da equacao diferencial estocéastica até seu tempo de

explosao.

No caso que nao temos tempo de explosao, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1.1 (Existéncia e unicidade). Suponha que o € globalmente Lipschitz e x
¢ quadrado integrdvel. Entdo a equagdo diferencial estocdstica (1.1.2) possui uma unica

solug¢io x = {x;,0 < t}.

Demonstragao: Ver por exemplo E. Hsu [9], K. D. Elworthy [3], N. Ikeda e S. Watanabe
[10] e B. Oksendal [14]. O

A condigao que a matriz o seja globalmente Lipschitz implica que o crescimento de

0 seja no maximo linear. No caso que o seja localmente Lipchitz, a solucao pode explodir
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num tempo finito. Para pode enuncir o teorema de existéncia e unicidade da equacao
diferencial estocdstica (1.1.2) no caso que o quando seja localmente Lipschitz deinimos
o tempo de explosao de uma trajetéria num espago métrico localmente compacto M.

Denotemos por M = M U {OM} a compactificagdo de M por um ponto.

Um caminho x sobre M com tempo de explosio e = e(x) > 0 é uma aplicagdo
continua z : [0,00) — M tal que r; € M para 0 <t < eex; € OM para todo t > e se

e < 0.

Agora apresentamos o teorema sobre a existéncia e unicidade da solucao da equagao

diferencial estocastica (1.1.2) no caso que o seja localmente Lipschitz.

Teorema 1.1.2. Suponha que o seja localmente Lipchitz e xo uma varidvel aleatoria sobre
R™. Entao existe uma unica solu¢io x = {x;,0 < t} da equagao diferencial estocdstica

(1.1.2) até o seu tempo de explosao e(x).

A titulo de comparacao, dada uma funcao diferenciavel f, pelo teorema fundamental

do célculo temos que

ou o que é equivalente:
fla) = fa) = [ fioe
Note que, isto é falso no calculo de Ito , pois se isto fosse verdade, teriamos que

fWy) — f(Wh) = /Ot I (Wy)dWs (1.1.3)

0 que equivale a

df(Wt) - f/(Wt)th
Mas, tomemos por exemplo f(x) = 22, e sabendo que
t
FOW) = W2 =2 / W.dW, +t
0

que é equivalente a

df (W) = d(W2) = 2W,dW, + dt,
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diferente de (1.1.3). A apari¢ao do temo extra dt como também do coeficiente 2, é devido

a uma regra analoga ao teorema fundamental do calculo chamada de férmula de Ito.

Teorema 1.1.3 (Férmula de 1t6). Seja X = {xy,t > 0}, solugdo da equagdo diferencial

estocastica

dxy = o(xy)dWy + b(xy)dt,
e seja f € C*(R™). Entdo o processo f(x;) confere a equagdo
df (z) = f'(ze)dwy + 507 f" () dt
= ouf' (@) dW, + (b f" (z0) + 507 1" (20))dt.
Demonstragao : Ver E. Hsu [9]. O

Agora, consideremos a formulagao de Stratonovich de equagoes diferenciais estocasticas
geradas por campos de vetores. Suponha que V;, i =0,1,2,--- , m sdo campos vetorais so-
bre R™. Cada V; pode ser vista como fungdes V; : R" — R™. Sejam V = (Vi, Vs, -+ | V},),
W = (WL W2 .- [ W™) e zp como acima. Assim consideremos a equagdo diferencial

estocastica no sentido de Stratonovich

t t
T = To+ / V(zs) o dW, + / Vo(zs)ds. (1.1.4)
0 0

Também podemos escrever a equagao (1.1.4) em forma de somatorias

mo o t
Ty = Ty + Z/ Vi(xs) o dW! + / Vo(zs)ds. (1.1.5)
i=1 70 0

Denotamos a expressao dada pela equacao (1.1.5) por

dx; = Z Vi(x,) o dW! 4 Vi(z,)ds, (1.1.6)

=1

a qual é chamada de equagao diferencial estocdstica (no sentido de Stratonovich).

A grande vantagem desta formulacao é a simplicidade da férmula de Ito :

Teorema 1.1.4 (Férmula de 1t6). Seja © = {x,t > 0} solugao da equagao diferencial

estocdstica (1.1.6), e seja f € C*(R™). Entdo

f(a) = f(xo) + Z/O Vif(zs) o dW! 4 Vo f (s)ds.
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para 0 <t < T.

Demonstracao : Ver E. Hsu [9], K. D. Elworthy [3], B. Oksendal [14]. O
A férmula de Ito6 nos permite estender facilmente, sem consideragoes sobre a geo-
metria, as equacoes diferenciais estocasticas de R™ para variedades diferenciaveis. Neste

caso usaremos a formulacao de Stratonovich usando campos vetoriais.

1.1.2 EDE sobre variedades

Para isto, precisamos generalizar a definicao de semimartingale sobre variedades.

Definigao 1.1.5. Seja M uma variedade diferencidvel e (2, F,P) um espago de probabi-
lidade com uma filtracao. Seja T um tempo de parada. Um processo continuo x definido
sobre [0, 7) com valores sobre M é chamado de M -semimartingale se f(x) € um semimar-

tingale real com t € [0,7) para todo f € C®(M).

Segundo a formula de [td0 podemos observar que quando M = R", esta defini¢ao
equivale a definicao de semimartingale sobre R".
Consideremos agora Vi, Vs, -+ |V, campos vetoriais sobre M, e seja xq € Fy uma

variavel aleatoria com valores sobre M. A expressao
m
{ dry = Y Vi(w) o dW] + Vo(ay)dt (1.1.7)
i=1
¢ chamada de uma equacao diferencial estocastica sobre M com valor inicial z.
Definicao 1.1.6. Um M -semimartingale x definido até o tempo de parada T € dito solugao

da equagao diferencial estocdastica (1.1.7) até o tempo de parada T, com valor inicial x,

se para todo f € C*(M),

f(z¢) = f(20) +/ Z‘/;f(xt) o dW; +/ Vof(z)dt, 0<t<T. (1.1.8)
0 =1

0
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Com a finalidade de garantir a existéncia e unicidade da solucao da equagao diferen-
cial estocastica (1.1.8) sobre M, usamos o Teorema de Whitney para obter um mergulho
da variedade M sobre R", assim podemos considerar M como sendo uma subvariedade
fechada de R™, com isto, os campos vetoriais V; podem ser visto como fungoes diferenciais
definidas sobre M com valores em R"™. Assim, podemos estender os campos vetoriais V;

de M para campos vetorais V; em R" usando o teorema da vizinhanga tubular.

Considere agora a equagao diferencial estocastica
T = To + Z/ Vi(zs) o dW} + / Vo(zs)ds, (1.1.9)
i=1 70 0

que possui uma unica solu¢ao sobre R™ até seu tempo de explosao e(z), entdo podemos
esperar que se x = {x;,0 < t} comega em M e os campos vetorais V; sdo tangentes em

M, entao x; permanece em M até o seu tempo de explosao.

Com tudo isto, temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 1.1.7. Seja x = {z;,0 < t} a solu¢ao da equagao estendida (1.1.9) até seu
tempo de explosao e(x) com xy € M. Entdo, x; € M para todo t € [0,e(x)). Com isto

x ={z,0 <t} € solugdo da equagdo diferencial estocdstica (1.1.7).

E possivel mostrar que a solucao independe do mergulho de M e da extensao dos
campos vetoriais V; de M, finalmente enunciamos o teorema de existéncia e unicidade

para a nossa equacao diferencial estocastica.

Teorema 1.1.8. Eziste uma unica solugao da equagao diferencial estocdstica (1.1.7) até

seu tempo de explosao.

Demonstracao : Ver E. Hsu [9]. O

1.2 Desigualdades

Enunciamos algumas desigualdades classicas na teoria de equacoes diferenciais or-

dinarias e na teoria de probabilidades.
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Lema 1.2.1 (Gronwall-Versao 1). Seja z(t) uma funcdo real, continua e nao negativa

sobre o intervalo [c,d] tal que

z(t) < alt) + b(t)/ K(t,s)x(s)ds

onde a(t),b(t), k(t,s) sao fungdes nao negativas e continuas para ¢ < s <t < d. Entao

x(t) < A(t) exp(B /Ktsds

onde : A(t) = sup a(s) , B(t) = sup b(s) e K(t,s) = sup k(q,s).

c<s<t c<s<t s<a<t

Demonstragao: Ver S. Dragomir [7]. O

Lema 1.2.2 (Gronwall-Versao 2). Sejam a : I — R e f: I — R fungdes continuas
definidas num intervalo I = [a,b) com a < b. Suponha que 5(t) > 0, t € I, e que

u: I — R € uma funcao continua que satisfaz

-l—/o B(s)u(s)ds (1.2.1)

ut) < alt)+ [ a(s)ats)esn | pr)iryas.

para t € I, entao

Demonstracao: Ver J. Dieudonné [5]. O

Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Chebychev). Se a func¢io ¢ : R — R é crescente
sobre (0,00), ¢(x) <0, o(—z) = ¢(x), entdo

B(p(X))

P(X| > < =25

Demonstracao: Ver por exemplo B. Oksendal [14].

1.3 Introducao a Geometria Simplética

Nesta secao apresentaremos uma breve introducao a geometria simplética. Para

uma referéncia mais abrangente desta teoria recomendamos por exemplo os livros V. L.
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Arnold [1], H. Hofer and E. Zehnder [8] e D. McDuff and D. Salamon [13]. Esses conceitos
sao apresentados para se entender a estrutura dos resultados obtidos por Xue-Mei Li [16],

0s quais serao generalizados.

1.3.1 Mecanica Hamiltoniana

Consideremos um sistema cujas configuragoes sao descritas por pontos x em R" os
quais se movimentam ao longo de trajetérias x(t). Se supormos que estes caminhos mini-
mizam alguma agao entao dara lugar a um sistema de n-equagoes diferenciais de segunda
ordem chamadas as Fquacoes de Euler-Lagrange do problema variacional. Mostramos que
estas equacoes podem ser transformadas em um sistema de 2n-equacoes Hamiltonianas

de primeira ordem.

Ao estudar a estrutura destes sistemas observamos que os conceitos de geometria

simplética lentamente emergem.

Seja L = L(t, z,v) uma funcao de classe C? nas variaveis (t, z1, Ta, ..., Tp, U1, U2, ..., Up)
onde identificamos v € R™ = T,R"™ como um vetor tangente no ponto x € R", o qual re-

presenta a velocidade .

Considere o problema de minimizar a a¢ao integral

I(z) = /tl L(t, o, &)dt, (1.3.1)

to

sobre o conjunto dos caminhos x € C([to, t1] ; R™) que satisfazem as condigoes de fronteira
z(to) = w0 , x(t1) = 1.
A funcao L é chamada de Lagrangiano do problema variacional.

Definicao 1.3.1. Um caminho x : [to,t1] — R™ € chamado minimo se I(z) < I(x + &)
para toda variagao & € C'([to,t1],R™) com &(ty) = &(t1) = 0; assim observamos que &

mantém os extremos fizos.



1 Preliminares 15

Lema 1.3.2. Um caminho minimal x : [ty t;] — R™ € uma solugao da equagao de Euler-

Lagrange
doL OL
—— = 1.3.2
dt ov Oz ( )
onde g—ﬁ = (g—le, gTLQ, e ,gTLn). Analogamente para g—é.
Demonstracao: Ver D. McDuff e D. Salamon [13]. O
Considere a condicao de Legendre
0?L
det 0. 1.3.3
gy # (1.33)
Assim, com esta condigao, o sistema (1.3.2) define um sistema regular de equagoes dife-
renciais ordindrias de segunda ordem nas variaveis xy, To, -+ , Tp.
Defina
oL
yk:a—vk(x,v) , k=1,2,---,n, (1.3.4)
entao
d oL 0L

= At ov, ~ Oy
desde que z seja uma solucao de (1.3.2). Esta mudanca de varidveis é chamada trans-

formagao de Legendre, ver McDuff e Salamon [13].

Da condicao (1.3.3) junto com o teorema da funcdo implicita obtemos que v pode
ser localmente expressada como uma funcao das variaveis t,x e y a qual denotamos por

v = Gi(t, z,y). Por outro lado se definimos uma fungao chamado de Hamiltoniano:
H=> yuv—L, (1.3.5)
j=1

e considere H como funcao de t, x e y, entao

o __oL on
@J]k N 8x,€ ’ 8yk

Assim, as equacgoes de Fuler-Lagrange sao transformadas nas equacoes diferenciais Ha-

= G

maltonianas

OH OH
[ = — , = ——. 1.3.
o oy’ y or (1.3.6)
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Portanto, obtemos o seguinte resultado

Lema 1.3.3. Sejam z : [to,t1] — R™ um caminho diferencidvel e y : [to,t1] — R"™ as
novas varidveis dadas por (1.8.4). Entao x € uma solugao de (1.3.2) se e somente se as

fungoes x ey satisfazem o sistema Hamiltoniano (1.5.6).

Observacao 1.3.1. O processo anterior pode ser revertido sob a condigao

0*H

det
¢ (ayiayk

) # 0

para o sistema Hamiltoniano (1.3.6).

1.3.2 Acao Simplética

Assuma que o Lagrangiano L satisfaz a condi¢ao de Legendre (1.3.3) e seja H (t, z, y)
o Hamiltoniano definido segundo (1.3.5). Considere x : [to,t1] — R™ um caminho dife-
renciavel, seja y : [to,t1] — R™ dada pela equacdo (1.3.4) com v = & e denotamos
z(t) = (z(t),y(t)). Entdo a integral I(x) definida em (1.3.1) se transforma numa agao
integral ¢y (z) definida por

b(2) = / (o) — H(t,x,y))dt (13.7)

onde (, ) é o produto interno usual no R”. Esta é a integral da forma de a¢dao

wy = Zyjdxj — Hdt

=1

ao longo do caminho z(?).

Lema 1.3.4. Uma curva z : [ty, t1] — R?*™ é um ponto critico de ¢p (com respeito ds
variagoes com os extremos fivos) se e somente se satisfaz as equag¢oes Hamiltonianas

(1.3.6).

Demonstracao: Ver o Lema 1.8 do livro de D. McDuff e D. Salamon [13]. O
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1.3.3 Campos vetoriais Hamiltonianos e Variedades Simpléticas

Definicao 1.3.5. Uma estrutura simplética sobre uma variedade diferencidvel M de di-

mensao par € uma 2-forma w sobre M tal que
1.) dw =0, isto é a forma w € fechada.

2.) w € nao degenerada, isto € se u € T,M e ¥v € T,M tem-se w,(u,v) = 0, entdo

u = 0.
O par (M,w) € chamado de variedade simplética.

Exemplo: Considere M = R*" e wy(u,v) = (Ju,v) com u,v € R* e (, ) é o

produto interno euclidiano, onde

0 I
-1 0

J:

sendo I a matriz indentidade de ordem n x n. Assim, o par (R?",wy) é uma variedade
simplética. 0
O seguinte teorema afirma que localmente a estrutura simplética gerada pela 2-forma

diferenciavel w é equivalente a 2-forma wy.

Teorema 1.3.6 (Darboux). Seja w uma 2-forma nao degenerada sobre uma variedade
M, dimM = 2n. Entao dw = 0 se e s se em cada ponto p € M existe uma carta local

(U, p) tal que *w = wy.

Demonstracao: Ver Teorema 3.15 de D. McDuff e D. Salamon [13] ou o Teorema 1 da
segdo 1.3 de H. Hofer e E. Zehnder [8]. O
Neste caso T, M é um espaco vetorial simplético com relacao a forma bilinear w, no

ponto z € M.
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Um exemplo de variedade simplética ¢ (R?*", wy), aqui wy é uma forma constante e

assim dwgy = 0.

Toda variedade diferencidavel M de dimensao finita é paracompacta portanto pos-
sui uma métrica Riemanniana, mas nem toda variedade de dimensao par admite uma

estrutura simplética.

Definicao 1.3.7. Uma aplicacao diferencidvel f : M; — M, entre duas variedades

simpléticas (My,wy) e (Ms,ws) € dita simplética se f*wy = wy.

Quando M; = My = M a estrutura simplética define um isomorfismo entre os

campos vetoriais X e as 1-formas diferenciaveis sobre M dada por
X = w(X,).

Em particular, se H : M +— R ¢é diferenciavel entao dH é uma 1-forma sobre M e assim

junto com w determina um campo vetorial Xy dada pela identidade
w(Xpy(x), ) =dH(x), Y € M,

assim chamamos ao campo vetorial Xy como campo vetorial Hamiltoniano.

Dado o campo vetorial Hamiltoniano X g, podemos definir o seu fluro Hamiltoniano

¢ pela equagao
d

Su@) = Xul(pu(a)).

1.4 O principio de médias em EDO

Nesta secao apresentamos os preliminares para o principio de médias em equagoes
diferenciais ordinarias. O principio de médias é um método de aproximacao a uma equacao

diferencial ordinaria com uma pequena perturbacao. Os enunciados e as demonstragoes
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dos resultados aqui apresentados podem ser encontradas em M. I. Freidlin and A. D.

Wentzell [6].

Consideremos a seguinte equacao diferencial ordinaria em R"™ :

ZSZ Zo,

onde &, t > 0, é uma funcao assumindo valores em R, € é um pequeno parametro e
b:U — R"”
b(x,y) = (bl(xv y)v e 7bn(xay))a

com U aberto em R™ x R™. Suponhamos que as funcoes b*(z, y) nao crescem rapidamente
tais que permite que a solugao da equagao (1.4.1) converge para Z{ = xy quando € — 0,

uniformemente sobre intervalos de tempo finito.

Em muitas aplicacoes é de muito interesse estudar o desenvolvimento de Z; sobre

intervalos de tempo de ordem e~ !.

No estudo de sistemas sobre intervalos da forma
[0, Te™Y], é conveniente fazer uma mudanca de coordenadas tal que o intervalo de tempo

nao dependa do €. Se fazemos X = Z¢

te entao a equagao para X, assume a forma

)(tE = b(Xt67 5t/€)7

XS = Xp-

(1.4.2)

O estudo deste sistema sobre um intervalo de tempo finito é equivalente ao estudo do

sistema (1.4.1) sobre intervalos de ordem e~1.

Seja b(x,y) uma funcdo continua e limitada em z e y, e tal que
|b<ﬂ71,y) - b(l‘g,y” < K |ZL’1 - $2| .

Assumindo que o limite

T—o00

lim %/OT b(x,&)ds = b(x) (1.4.3)
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existe para z € R, entdo a funcdo b(z) é limitada e também satisfaz a condicdo de Lips-

chitz com a mesma constante K.

O deslocamento da trajetoria X; sobre um tempo pequeno A pode ser escrito como
segue

A
X4 — o :/ b(XE,€,/0)ds
OA A
= [ blands + [ OG0~ bloo s
0 0
Ale
=A <i/o b(xo,ﬁs)ds> + pe(A).

O coeficiente de A na tltima igualdade converge para b(z) quando €/A — 0, isto por
(1.4.3). O segundo termo satisfaz a desigualdade |p.(A)| < KAZ Consequentemente, o
deslocamento da trajetoria X; sobre intervalos de tempo pequeno difere do deslocamento

da trajetéria z; da equacao diferencial

(1.4.4)

To = o,

por uma quantidade infinitamente pequena comparada a A (com A — 0), se ¢/A — 0.
Se assumimos que o limite em (1.4.3) é uniforme em z, entdo nés obtemos uma prova do
fato que a trajetéria X converge pra solugao da equagao (1.4.4), uniformemente sobre

todo intervalo de tempo finito quando ¢ — 0.

A afirmacao que a trajetéria X; é proxima a Z; é o que chamamos de Principio

de Médias.

Podemos formular um principio andlogo numa situagao mais geral, por exemplo,

consideremos o sistema
¥ € ___ € € € __
Xt _b1<Xt>€t)7 ‘)(O_x0

‘ (1.4.5)
& = (X5, &), & = vo
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onde z € R™ £ € R™ b; e by sdo fungoes diferencidveis e limitadas sobre R"*™ com valores

em R” e R™ respectivamente. A velocidade de movimento da varidvel ¢ possui ordem e !

quando € — 0, daqui, os £ sao chamadas de variaveis rapidas, o espaco R™ é dito o espaco

de movimento rapido e os x sao chamadas de variaveis lentas.

Considere o movimento répido & (x) fixado sobre uma variavel lenta z € R™:
é:t = bQ(‘r? gt(x))a

50(55) = Yo,

e suponhamos que o limite

.
lim T/o bi(z,&5(x))ds = by (). (1.4.6)

T—00

existe. Por simplicidade, suponha que este limite seja independente do ponto inicial yg
da trajetéria & (z). O principio de médias para o sistema (1.4.5) é a afirmagao que sob
certas hipdteses, o deslocamento no espaco do movimento lento pode ser aproximado pela

trajetoria do sistema de médias:

Da equagao (1.4.2), o papel do movimento rdpido é desempenhado por & = &/..

Neste caso a velocidade do movimento rapido nao depende das varidveis lentas.
Exemplo 1.4.1 (Equagao de Van der Pol). Consideremos
i+e(r®—1Di+z=0 (1.4.7)
que é a perturbacao da equacao do oscilador harmoénico
T+x=0. (1.4.8)

Considere a transformacao canonica da forma

x(t) = A(t)cos(v) , ¥ =1t+¢()
i(t) = Acosi — A(t)sin(y)e.
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A partir desta transformacao, obtemos a equagao equivalente & (1.4.7)

A= esin(y)(1 — A% cos?(¥))(Asin(v))
¢ = egcos()(1 — A cos?(¥))(Asin(v)).

Definamos o operador de médias

Assim, obtemos

(sin®(¢)) = 1/2
(sin(y) cos(¥)) = 0
(sin(¥) cos’(¥)) = 0

(sin*(¢)) cos®(¥)) = 1/8

obtendo a equacao de médias

(1.4.9)

No caso que A(O) = 2 que é o ponto fixo da equacao acima entao A(t) = 2 para todo t.
Daqui A = A para t = O(e™!), assim temos uma aproximacao asintética do ciclo limite

do problema original, isto é
x(t) ~ 2cos(t), t=O0(e").

Ainda mais, observando o sinal da derivada A para A > 2 e A < 2 o ciclo limite é estavel.
Portanto, tecnicamente encontramos uma aproximacao asintética do ciclo limite. O uso
de médias deste jeito pode ser formalizado para mostrar a existéncia de ciclos limites para

um e suficientemente pequeno. 0



Capitulo 2

Introducao a Teoria de Perturbacao

sobre variedades simpléticas

Apresentamos neste capitulo um principio de médias sobre variedades simpléticas.
Comecaremos enunciando o teorema de Liouville que garante a existéncia de uma fo-
lheacao sobre a variedade simplética. Esta folheacao nos revela a existéncia de um novo sis-
tema de coordenadas (simpléticas) chamadas coordenadas agao-angulo. Se consideramos
uma equacao diferencial ordindria completamente integravel sobre a variedade simplética,
a sua representagao neste novo sistema de coordenadas (agao-angulo) fica mais simples,
permitindo dividi-la em dois movimentos, um movimento rapido (fast motion) sobre as
folhas e um movimento lento (slow motion). Esta divisdo em dois movimentos nos permite
introduzir um principio de médias sobre variedades simpléticas. Recomendamos para este

capitulo a leitura de V. Arnold [1].

Na tultima parte deste capitulo apresentaremos a versao estocéstica do principio de
médias em variedades simpléticas realizada por Xue-Mei Li [16] que generalizamos no
capitulo seguinte.

A finalidade deste capitulo, portanto é servir de base e comparagao para 0s nossos

resultados.

23
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2.1 Sistemas Integraveis

2.1.1 Teorema de Liouville

Seja (M, w) uma variedade simplética. O espago de todas as fungoes diferenciaveis

sobre M possui uma estrutura de dlgebra de Lie dada pelo colchete de Poisson
{F1, Fo} = w(Xp, Xp,) = dFY(XF,)

com Fy, Fy € C™(M).

Definicao 2.1.1. Uma funcao F' : M — R € dita a integral primeira de um sistema

com fun¢ao Hamiltoniana H se {H, F'} = 0. Duas fun¢oes Fy e Fy estao em involugao se

{Fl,FQ} - O

Teorema 2.1.2 (Liouville). Seja M*" uma variedade simplética e Fy, Fy,--- | F, sdo
fungoes em involugdo, i.e. {F;, F;} =0, 1,7 =1,2,--- ,n.
Seja
M, ={z: Fj(x)=a;, i=1,2,--- ,n},
onde a = (ay,a9, -+ ,a,) € R™, o conjunto de nivel das fun¢oes F;. Suponha que as

fungoes F; sao independentes sobre M,, (i.e : as 1-formas diferencidveis dF; sdo linear-

mente independentes em cada ponto de M,). Entdio :

1. M, € uma variedade diferencidvel, invariante sobre o fluro de fase com func¢do Ha-

maltoniana H = F.

2. Se M, € uma varidade compacta e conexa, entdio ela € difeomorfa ao Toro n-

dimensional

T" ={(p1, 02, ,,) mod 27}
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3. O fluzo gerado pela fun¢ao Hamiltoniana H determina um movimento condicio-

nalmente periédico sobre M,, i.e, em coordenadas angulares ¢ = (1, P2, ,Pn)
temos
% (@
— =w, w=uw(a).
dt ’
Demonstragao: Ver pag. 272 de V. I. Arnold [1]. O

2.1.2 Coordenadas acao-angulo

Sejam Fi,--- , F, fungdes em involugdo. Lembre que M, = {z € M : F(z) =
a}, com F = (Fy, Fy,--- , F,), é um toro n-dimensional, invariante em rela¢do ao fluxo
solucao. Escolhendo coordenadas angulares ; sobre M tal que os fluxos com funcao

Hamiltoniana H = F} toma uma forma simples

i = () (2.1.1)
o(t) = ¢(0) + wt.

Sobre um aberto U de M, as coordenadas (F,¢) definem um difeomorfismo de U com
T"x D", sendo D" o disco n-dimensional. Nestas coordenadas, o fluxo solu¢ao com fungao

Hamiltoniana H = F) pode ser escrito como sendo

aF_, do_

E_Ou dt_w<F)7

que ¢é facilmente integravel,

E(t) = F(0), ¢(t) = ¢(0) +w(F(0))t.

Em geral, o par (F, ¢) podem nao gerar coordenadas simpléticas, é por isto que nos
perguntamos o seguinte : “Existem fungoes de F, isto é, [ = I(F) com [ = (I1,15,--- ,1I,)
tal que o par (I, ¢) gere coordenadas simpléticas?”.

Se isto for possivel, a estrutura simplética original w é expressada pela férmula usual
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As variaveis I sao chamadas de variaveis de acao e as variaveis ¢ sao chamadas de

variaveis angulo.

Considerando a existéncia destas coordenadas I, entao podemos expressar a equagao

diferencial (2.1.1) na forma
dl do
o, 0.
i @ (D)

2.1.3 Coordenadas de acao-angulo no caso R?

Consideremos a fungao Hamiltoniana H(p,q) nas coordenadas (p,q), assim neste

caso a variavel de acao pode ser calculada pela férmula

I(a) = gA(a)

onde A(a) é a drea fechada pela curva M,,.

Exemplo 2.1.3. Consideremos o oscilador harménico H = 1(c1)%p* + 3(c2)?¢*. Assim a

2ma
cren”

curva dada por M,, a € R é a elipse com area A(a) =

AP 50
20
e

1
‘g
Y
o8]

Figura 2.1: Oscilador Harmonico
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2.1.4 Coordenadas de acao-angulo em R?*"

Consideremos agora o espaco R*™ = {(p,q)}, a funcao Hamiltoniana H(p,q) e n
integrais primeiras em involucao Fy = H, Fy,--- | F,,. Sejam 7y, 72, - , 7V, a base para os

ciclos 1-dimensionais sobre o toro M, ~ S' x S! x --- x S'. Podemos definir

1
Ii(a) = —jI{ pdg, 1=1,2--- n.
2 !
Neste caso I1(F), I5(F),--- , I,(F) sdo chamadas de varidveis a¢ao.

Se assumimos que det (%) |a # 0, entao numa vizinhanga tubular do toro M, o par

(I,¢) gera uma carta local, ainda mais, a transformagao (p,q) — (I, ¢) é candnica, isto é

D dp; ndg; =Y dI; Adgp;.

2.2 Principio de Médias

Os resultados apresentados nesta segdo podem ser encontrados em V. I. Arnold [1].

Sejam (I, ¢) as coordenadas agao-angulo num sistema (nao perturbado) com fungéao
Hamiltoniana Hy([).
I= 0,
¢ = w(l), onde w(l) = O,

Consideremos o sistema perturbado

I= ¢g(1,9),

. (2.2.1)
= w)+ef(l,9), 0<e<<l.

O principio de médias para o sistema (2.2.1) consiste em aproximar trajetérias de ordem

¢! ao sistema de médias:

J=eg(J) (2.2.2)
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2w 2w
onde g(J) = ﬁ/{) o ./o g(J, ¢)dopy - - - do,, é definida na regiao n-dimensional G C

R" = {J = <J17 J27 U 7=]n)}

Vejamos em que sentido o sistema (2.2.2) é uma boa aproximagao do sistema (2.2.1).

Exemplo 2.2.1. Consideremos o caso n = 1. Neste caso temos o sistema perturbado

I= eg(9),

S = w#0
e o sistema de médias

J = eg(J)

Entao, para 0 < t < 1/, temos que, a solugao de (2.2.4), é
J(t) = 1(0) + €gt.
Logo, escrevendo g = g + g em fungao de I e £ temos que

I(t) —1(0) = /Ot €g(&o + wt)dt
= [ dg e

- | i+ / " s

= gt + Sh(wt)
€
onde h(§) = / §(&)d¢ é periddico e portanto limitada, assim
0

[1(t) = J@)] = [I(t) = I(w) — egt|

h(wt)| < ce

£
w

Assim, a variacao de I com respeito ao tempo consiste de duas partes

a.) Uma oscilagao de ordem e dependente de g.

(2.2.3)

(2.2.4)
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il

» €l

Figura 2.2: Evolucao e Oscilacao
b.) Uma evolugao sistematica com velocidade €g.

O principio de médias é baseada na afirmacgao que em geral, o movimento do sistema

(2.2.3) pode ser divido numa evolugao (slow motion) e pequenas oscilagoes (fast motion).

Apresentamos o teorema justificando este principio no caso particular que temos

uma Unica frequéncia de oscilagao.
Considere o sistema de n + 1 equagcoes diferenciais

j = 6g<[7 ¢)>

‘ (2.2.5)
6= w()+ef(I,¢), ¢ mod2re S, ITeGCR"

onde f(I,¢ +2m) = f(I,9) e g({,¢ + 27) = g(I,¢). Considere o sistema médio de n

equacoes:

J=eg(J), onde g(J)= %/0 Wg(J,qS)dqﬁ. (2.2.6)

O teorema seguinte mostra que o principio de médias descreve corretamente a evolucao
sobre um longo intervalo de tempo [0, 1/¢]. Denotamos por (I(t), ¢(t)) a solucao de (2.2.5)
com condigao inicial (1(0),¢(0)), e por J(t) a solu¢ao do sistema (2.2.6) com condigao

inicial J(0) = 1(0).

Teorema 2.2.2. Suponha que
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1.) As fungoes w, f e g sao definidas por I numa regigo G limitada, e nesta regido estas

mesmas sao limitadas junto com suas derivadas de até sequnda ordem,
lw, £, gllczaxsry < Cr-
2.) Na regiao G temos w(I) > ¢ > 0.
3.) Para 0 <t < 1/e, um entorno de raio d do ponto J(t) pertence a G,
J(t)e G—d
Entao, para e muito pequeno
[I(t) — J(t)] < Cge, 0<t<1/e,

com Cy > 0 constante.

G-d
I(t)
J(t)

Figura 2.3: Principio de Médias

Demonstracao: Ver pag. 294 de V. I. Arnold [1]. O

O teorema acima garante a boa aproximacao do nosso sistema de médias, dada pela

equagao (2.2.6), com o sistema de equagoes perturbadas dadas pelas equagoes (2.2.5).
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2.3 Um principio de médias para um sistema Hamil-

toniano estocastico

Nesta secao apresentamos sem demonstracao os resultados obtidos por Xue-Mei Li
[16].

Consideramos M?" uma variedade simplética. Seja {H;}"_; uma familia de Hamil-
tonianos sobre M que formam um sistema completamente integravel, isto é, os Hamilto-
nianos H; estao em involugao dois a dois e seus correspondentes campos vetoriais Xy, sao
linearmente independentes, e seja V' um campo Hamiltoniano comutando com os campos
{X4g,} no sentido que w(Xg,,V) = 0.

Considere o sistema estocastico Hamiltoniano completamente integravel

n
dr, =Y Xy, (x,) 0 dB} + V(x,)dt (2.3.1)
i=1

A solucao do sistema (2.3.1) preserva as energias H;, para cada i =1,2,--- ,n.

Fixado um ponto yo € M, consideremos uma perturbagao do sistema (2.3.1) via um
campo vetorial e com € > 0:

n
dyi = Y Xu,(y;) 0 dBj + V(yj)dt + eK (yf)dt
i=1 (2.3.2)
Yi = Yo-
assim, a solugao do sistema (2.3.2) pode nao conservar as energias.

Assumiremos nesta parte que a seguinte condigao é valida:

CONDICAO (o) : Assumamos que w(V, Xy,) = 0. Seja yo € M um ponto regular
de H = (Hy,Hs, -+, Hy,) e Uy uma vizinhanga de y, que é o dominio das coordenadas de
acao-angulo

o' :Uy— DxT", D aberto em R

Sob estas hipdtesses, observaremos inicialmente que as solugoes dos sistemas dadas
pelas equagoes (2.3.1) e (2.3.2) est@o proximas fracamente no sentido de comparagao via

fungoes f € C*°(M).
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Se consideramos f : M — R, entdo denotamos por f = f o ¢ a representacao de f

em T" x D.

Lema 2.3.1. Seja 7. o primeiro tempo de saida da solugao y; no aberto Uy. Entao para
cada f € C®(M) temos
1/p
E( sup [f(ys) = flz)")| < Ce(t +¢2).

s<tATE

com C' constante dependendo dos campos vetoriais e dos limites superiores das funcoes

\df|, |0*H, /01,01, , |dV| | K| sobre T™ x D.

O seguinte lema nos da uma alternativa sobre como um principio de médias pode
ser encontrado segundo nossos sistemas estudados. Observe que para isso é necessario
integrar em M,, é por isso que precisamos que as variedades invariantes possuam volume

finito.

Lema 2.3.2. Seja g € C®(M) e considere o' : Uy — D x T™ as coordenadas de

acao-angulo. Defina Q9 : D C R® — R como sendo

Q%(a) = / _9(a, 2)dp(z), (2.3.3)

a média de g sobre o toro T™.

Considere H(s) = Hi(ys,.), H(s) = (Hi, -, Hy(s)). Entao

(s+t)ATe (s+t)nTE
[ stair= [ @i+ g,

NT'€ SATE
onde,

1/8
[E sup [8(g, e, s>|ﬁ] < c(t)el?

s<t

onde T¢ = er*.

Se consideramos algumas fungoes especiais ¢; = w(Xp,, K), ¢ = 1,2,--+ ,n, entdo
poderemos enunciar finalmente o principio de médias para o sistema Hamiltoniano es-

tocdstico completamente integravel da equagao (2.3.2).
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Teorema 2.3.3. Considere a equagdo diferencial estocdstica (2.3.2) satisfazendo a condigdo
(). Seja T, o primeiro tempo de saida da solug¢ao Yises comec¢ando de vy, sai de Uy. Seja

Hi(t) = Hi(y;).) e considere o sistema de equagoes deterministicas

SHW = [ WX K, i () (2.3.4)
Mg

com condicdo inicial H(0) = H(yo). Seja Ty o primeiro tempo de saida que H(t) sai de

Uy. Entao, para todo t < Ty, f > 1, existe uma constante C' > 0 tal que

E (sg) |H (s ANT) — H(s A TE)Hﬁ> v < O3,
Ainda mais, sejar >0 tal que U = {z : [|[H(x) — H(yo)|| < r} C Uy e defina

Ts = iftlfﬂg(t) — H(yo)| = r —d}.
Entao, para todo 5> 1, 0 > 0 existe uma constante C que depende de Ty tal que

P(T* < Tj) < C(T5)6 P/

Apresentados estes resultados, formularemos a sua generalizagao no seguinte capitulo.



Capitulo 3

Um principio de Médias para um

sistema estocastico sobre folheacoes

Neste capitulo apresentamos uma versao do principio de médias sobre folheagoes
geradas por imagem inversa de uma fungao diferenciavel, geralizando assim os resultados
obtidos por Xue-Mei Li [16] no caso de variedades simpléticas.

O principio de médias vai ser obtido sobre uma vizinhanca tubular de uma folha

compacta.

3.1 Caso M =(—a,a)" X N

Consideremos inicialmente M = (—a,a)” x N, onde N é uma variedade compacta
sem bordo de dimensao m, a > 0, assim dim M = n+m. Sejam V, X1, Xs,--- , X, campos
vetoriais tangentes as folhas {s} x N, s € (—a,a)".

Considere a equacao diferencial estocastica

dx, = X;(z) 0o dB} + V (xy)dt.
: Zl Ve t (3.1.1)

To = Yo

onde os By, By,---, B, sao movimentos Brownianos unidimensionais independentes e

34
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Yo = (S0, 10) um ponto sobre M.

Observe que, segundo a escolha dos campos vetoriais, a solucao da equacao diferen-
cial estocéstica (3.1.1) pertence a folha {so} x N. Seja K um campo vetorial em M, com
isto defina a perturbacao do sistema (3.1.1) como sendo

dyi = Y Xi(y;) o dB; + V(y5)dt + K (yf)dt.
i=1 (3.1.2)
Yo = Yo
para € > 0.

Considere U aberto em M, contendo yy, da forma (—b,b)" x Uy com Uy aberto
em N e 0 < b < a. Denote por ¢ : (=b,b)" x Uy — (=b,b)" x Uy a carta local, com
Uy aberto em R™. Denote por (u,v) as coordenadas de (—b,b)" x U. Segundo estas

hipéteses obtemos nossa versao do Lema 2.3.1.

Lema 3.1.1. Seja 7¢ o primeiro tempo tal que a solugao y;, comecando de yy, sai do

aberto U. Entao, dada uma funcao diferencidvel f: M — R temos

=

(s 1760 - £(e?) | < carro,

s<tATE
onde H(t) = exp(Co(t* + 1)) e Cy,C sdio constantes que dependem da funcdio f e dos
campos vetoriais K,V, X, -+, X,.

Demonstragao:
Denotemos as solugbes das equagoes diferenciais estocésticas (3.1.1) e (3.1.2) como sendo
x = @(ug, vy) e ys = @(ug, vf) respectivamente, e seja f = foop,entdo

|f(ys) — flxe)| = | f(ug,vf) — flug,ve)

< Cluy —w| + Clof — vy

Denote por uy = (u}, -+ ,ul), vy = (v}, - o), ul = (ud', - ud™), vf = (vt u0™)

e K = (K,,K,) com K, = (K},--- \K") e K, = (K!,--- | K™). Dado que os campos
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vetoriais sao tangentes as folhas, salvo o campo K, obtemos uma equacao diferencial

estocdstica sobre (—b,b)" x N da forma

duf’t = Zbl ut, ve) o dB + b (us, v)dt + e K (us, ve)dr,

dv?j = GKi(Ut,’Ut)dt,
comi=12--- nej=12--- m. Observe que da equacao (3.1.4) temos

wpm—%|s6$m/ﬁK s, )| ds
S<tATE S<tNATE
< et sup |K,|.
(=bb)"xUn

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

Agora, da equagao (3.1.3), calcularemos a seguinte estimativa. Para s < 7¢ temos :

r

it =i =3 [ Ot ef) = il ) 0 dBE+
0

k=1

[ o0~ it ¢ [ Kb,y
0

Observando que o termo de correcao de Stratonovich fica na forma seguinte :

0500~ b)) 0 dBE = [ Ot e5) = bifa )
0 0

%

1 ° 7 € ab’]bﬂ % %
5 | Ot o) G0 = o) G )

Entao, passando para modulo obtemos :

ug’ —ul] < Z/ (bi(us, ve) — bl (uy, v,))dBY| +
b (ug vy) I (ur’vr) — by (uy, vy) 9 (wr, vy ))dr

+

/(b’(uwvr)—bl(umw ))dr| +
0

/[<Z r?r

Desde que as fungoes bi sao limitadas com derivadas também limitadas, entdo, existem

constantes K, Ky tais que

Z/ (b (us, ve) — bi (uy, v,))dB| +

Kl/ |vﬁ—vr|dr+K2/ \us. — u,|dr+¢e sup |K,|.s
0 0 (—bb)x N

EZ u‘<
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Assim , de (3.1.5) :

r

)BY RUITRGE TSR

k=1

+ Kies® sup |K,|

ug' — | <
(=b,b)x N

+K2/ lug. — u,| dr + esKs
0

com K3 = sup |K,|. Lembrando a desigualdade : |a+ 0" < Cte(|al’ + |b]"), para
(~b.b)x N

p > 1, se p = 2 obtemos neste caso :

Z/ (bt (us, v%) — i (uy, v,))dBF

+K§{/ jus —u| dr}? + €5° K3 (3.1.6)
0

2
> 2
+ K,%e?s*

‘ui’ i< c

Onde K, = K, SUP(_ppynxn | Ko|. Lembrando que :

/ |f|dr<{/ P dr}Est,

temos entao
2
< C + K 126284

Z/ (b (ul, ve) — b (uy, v,))dB"

S
2 e 2 2 272
+K25/ lug. — u,|”dr + €*s°K3.
0

Aplicando sup e logo aplicando a esperanca E, obtemos
S<ENATE

E sup |u§’i—ui‘2§ CE sup Z/ (0 (u, vS) — b (up, v,))dBE| + Ky 2t

s<tATE

s<tATE
+K2E sup |u — [ dr + K2
s<EATE
2
< CE sup Z/ (0 (u, v5) — b (up, 0,))dBE| + Ky 2
s<tATE

+K22t/ E( sup |ul — u,| )dr+62t2K§.
0

s<rATe
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Por outro lado, pela isometria de Ito , E((fg H.dB,)?) = E(fot H?ds) , obtemos que

r 2

B sup | Y0 [ Oh(us.vf) — bilur,v))dB!
s<tATE® ik—1 0
T s ' 2
SCz(Z sup E / (b (s, v5) = b (up, 0,))dBY )
Z.’kzlsgt/\‘ré 0

< O (Z sup ]E/OS (b (us, ve) — bfc(uT,vr))er>

k=1 s<tATE

Daqui, existem constantes aq, ag € a;tais que :

cz(fj sup E /Os<b2<ur,vr> b;;<ur,w>>2dr>

< €
ik=1 s<tNT

S S
< sup E (al/ \vﬁ—vr\2dr+0z2/ \uﬁ—ur]2dr)
s<tATE 0 0
S S
< sw B( [T vlar) +an s £ ([ - ufar)
s<tATE 0 s<tATE 0

s t
<aj sup E (/ (eQSZKl)dr) + CYQ/ E sup |uS — u,|*dr
0 0

s<tATE s<rATE

t
< a162t3—|—a2/ E sup |u$ —u,|” dr.
0

B s<rATE

Seja m(t) = E < sup |uf — u,|* ), assim substituindo todas as estimativas na desi-
s<tATE
gualdade (3.1.6), obtemos o seguinte, em fungao do m(t) :

¢ t
m(t) < @ et® + ao / m(r)dr + K, et* + KQt/ m(r)dr + K3et?
0 0

m(t) < (et + Kt + K2642) + (ag + Kot) / m(r)dr

Usando a desigualdade de Gronwall (1.2.1) obtemos :

(€t + K et + Kz2e*t?) exp((ag + Kat)t)
Cet2(t? +t + 1) exp(Cs(t + t))

m(t)

IN

A
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Portanto

E < sup |u; — ur|2) < CER 2+t + 1) exp(Cs(t? + 1)). (3.1.7)

S<tATE

Lembrando que, se X é uma variavel aleatéria, usando a desigualdade de Holder
py L 2\ 1
E(IX[")r <E(|X]%)z

ou

P
2
)

E(X|") < E(X]")

aplicando a desigualdade anterior em (3.1.7) temos

g
B (oo =) < [2 (s o —ul)]
s<tATE S<IATE
< [Celt (P +t+ 1) exp(Cs(t2 + 1))
< CetP(t? +t+1)% exp(Csp(t2 + 1))

P
2

para certas constantes C' e C5. Agora, finalmente, da desigualdade :

1f (i) = )l < Clo(yp) — ()" + Cluly;) — ulz)”

podemos aplicar sup , e logo a esperanca [E, obtendo :
s<tATE

E(sup !f(yé)—f(xs)\”) < CE sup |5 = vo,P +CE sup |uf - u,]

s<tATE€ s<tATE s<tATE
< CLePt? + CeltP (12 +t +1)5 exp(Cap(t? + 1))
< Cetr (1+ (2 +t+ 1) exp(Cap(t? +1))) .

Isto é :

E ( sup | f(yS) — f(xs)|p> < CePtp (1 + (£ +t+ 1) exp(Cyp(t? +t))) :

s<tATe

finalmente
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3=
Jun

[E (52136 |F(y5) — f(xs)|p)} < Cet (1 (2t 1)E exp(Cap(? + t))) 1

& (s 1706 - 10| " < Cetexpl(CalE + )

S<tATE
Para certas constantes C, Cy,. ]
Observacao 3.1.1. Os coeficientes que aparecem na equacao diferencial estocastica
(3.1.3) dependem das variaveis u e v, 0 que nao acontece quando o sistema era gerado por
campos vetoriais Hamiltonianos completamente integraveis. Segundo o artigo de Xue-Mei
Li [16], tais coeficientes s6 dependem da variavel agao. Ainda mais, é por tal motivo que
nossa estimativa neste caso é de ordem exponencial diferente da estimativa de Xue-Mei
Li que era polinomial. Isto mostra que, quando garantimos a existéncia das coordenadas
acao-angulo podemos melhorar a nossa aproximacao. E claro que, para a existéncia de tal
sistema de coordenadas, precisamos de mais ferramentas sobre a geometria da variedade,
assim como hipoteses adicionais nos campos vetoriais que geram nosso sistema inicial

(nao-perturbado). O

Consideramos agora uma funcao g : M — R diferenciavel. Seja U o aberto como
acima, e ¢ : (=b,b)" x Uy — (=b,b)" x Uy a carta local, com U, aberto em R™ tal que
para cada s € (—b,b)" fixo, ¢(s,-) : Uy — Uy é um difeomorfismo. Entao podemos definir

a funcao g : (=b,b)" x Uy — R , por g = go .

Definamos @9 : (—b,b)" C R® — R por

Q(u) = /N 3, v)dg,

onde i é uma medida invariante sobre /N para o sistema nao perturbado. O objetivo agora
¢ comparar as fungoes g e Q9 no aberto U. Para isso, denote por 7 : U — R", w(u,v) = u
a projecao na primeira varidvel. Obtemos neste contexto a versao generalizada do Lema

2.3.2.
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Lema 3.1.2. Sejam g e Q9 como acima. Denote por T¢ o primeiro tempo que yf/e
comegando em yo sai de U e 7 =1T*/e. Seja w(t) = 7(y;,.). Entao
(s+t)AT*e (s+t)AT*
[ st = [ @+ 0.e1),
EAVAS sN\T'€
Tal que, para qualquer p > 1

(]E sup |0(g, €, s)]p) ’ < OVtel(—Ine)2h(t, €)

s<t

onde h(t,€) = €= 9/t+€e9/t(— In€)2 exp C(In e+ (— In €)2t+(— In €)9¢2) € 4(— In 6)%_%+

e'=/t(—In e)%_% ¢ continua e converge para zero quando € — 0, com q € (0,1).

Demonstracgao:

A ideia da demonstragao é aproximar g(y¢) por g(y,) sobre intervalos suficientemente
pequenos.

Fixados s e t, vamos considerar uma particao, para isso seja 7¢ o primeiro tempo
que < sai de U. Para ¢ € (0,1) defina a fungdo f(e) = (—Ine)~¥2. Assumamos que

0 < € < exp(—1) assim observe que 0 < f(e) < 1.

Definamos o incremento

t+s S
At = 7 /\TE_FE)/\TE
Observe que o seguinte limite é valido:
9
11—%% =0, Vo>0. (3.1.8)

g—1

Seja N = N(¢) = [(—In e)’%l] + 1 que é de ordem (—1Ine)~*z, onde [z] é a parte
inteira de z. Observe que todos estes termos dependem das trajetérias em w
Considere t,, = 2 A7¢ + nAt, para 1 <n < N — 1, tal que

S s+t
—/\T62t0<t1<"'<tN_1<—/\T€.
€ €
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Dado g : M — R temos entao

(s+)AT* sHaTe N=1 etng N
/ g(yz)dr = 6/ g(yp)dr =€ / g9(y;)dr + 6/ 9(yy)dr
sATe g/\TG n=0 7 tn tn

Por outro lado, temos na somatoria, que

N-1 tnt1 N-1 tnt1
ey / gS)dr =Y / [90) — 9(Ry—s, (45, . On ()] dr
n=0 v In n=0 7in

N-1 tn41
129 Dl TR )
n=0 vtn

Daqui, obtemos a igualdade:

(s+t)AT* =1t
[ atate=e > [ fo0) - (R, (07, 00, )] dr

AT o/t
(A1)
N-1 oty STH/\TS
" / 9(Bos (4., O, (w)))dr + € / o)dr,  (3.1.9)
n=0 Y 1in N IN .,

) (A3)

&9

(

onde ©; ¢ o operador shift sobre o espago de probabilidade canonico (i.e : Ow)(-) =
w(-+1t) —w(t)), e {Ri(z,w),t > 0} é o fluxo solucdo do sistema nao perturbado, com
ponto inicial z.

Agora, segundo a igualdade

(s+t)AT* (s+t)AT*
[ air= [ @+ g,
sAT€ sNT€

faremos uma estimativa de (g, €, ). Para isso, observe que

(s+t)AT® (s+t)AT®
peol = |[ 7 gar— [ @ ar

NT'e NTe

(s+t)ATe N—-1
= / g(y%)dr — eAt Z / g(7r€(etn), v)d,u
s n=0 /M

AT 7€ (etn)

N-1 (s+t)AT*
+6Atnz%/M g(ws(etn),v)du—/s o QY (m(r))dr

€ (etn) NT'€
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onde My, = {s} x N, e u é a medida invariante sobre N gerada pela equagao (2.3.1), que

sempre existe por compacidade.

Daqui da igualdade (3.1.9) obtemos

N-1
Sg.c = [(AD+(42)+ (43) ~edt Y [ glaet,). v
n=0  Mxe(ctn)
(s+E)AT®
eAtZ / ct). )yt — / Q(n*(r)dr
Me(etn) SAT'€
< J(AD)+ |(42) —eAtZ/ et,), v)d| + |(43)] +
—— ﬂ€(5tn> ——

M L
(1)

(s+t)AT®
et,), v)dp — / Q4 (n(r))dr

NT'e

eAtZ/

M, e(etn)

(3.1.10)

>

)

Para concluir a demonstracdo do Lema (3.1.2) usaremos os seguintes resultados

sobre cada uma das expressoes I, II, 11T e IV que aparecem na Equacao (3.1.10):

Lema 3.1.3. A expressao (1) definida na desigualdade (3.1.10) converge para zero quando

e — 0.

Demonstracao: Fazemos as contas em norma p. Se é % =

RS

% N-1 n+1 P
Eawp((any] < B <Z [ a0 - (R \dr) ]
s<t

s<t

— tnt1 q
< e |Esup ( / dr) X
s<t tn

n=0

1\ P 1
tni1 P P
(/ l9(ye) — 9(Rr—s, (y5, , O, (w \pdr) > ] :
tn
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usando a desigualdade de Holder e lembrando que At < f( y temos

< € [IE sup

s<t

(&

1 N tn+1 p
s ¢ [Esﬁlj ((NAW ( (/ |9(y5) = 9(Ro—s, (45, . ©1, ()] dr)>
5= n=0 tn

1 t 1 [ N tn+1
< eNa 7 |Esu Y — g(R,_ o)
~ € (f(ﬁ)) _ sglt) %\/tn ’g<yr) 9( tn(ytn tn

1, t 1 [ tny1 p
= Ne ‘ Es .) — R'r @ d
< eNi( f(e)) nZ:O up /t |9(v5) = 9(Rr 1, (45, O, ()] T]

1,0t o1 R tnt1 p
S eNw ’ Esu su W) — 9(Ru- © dr
= (f(E)) _2 SSIt)/tn tnSUSIt)nH |g(yu> g( tn(yt" t" ‘ ]

t o[

< N% % E At €\ Ru_ € ,@ p
< it Somapat s ) - s .0

1 t 1
< NG [ ® s (90— o(Ruci, o, €0 | )
< e (f(e)) Z ur f 0<u<pAt\g(yu) 9(Ru—1, (45, O, ( )))!] )

1

(")) -
(/t:"“ 1955 — 9(Ro—s (4., O, (w |”d7~)p>

Por outro lado, pelo Lema 3.1.1, temos que

IE( sup |g(ys)
0<u<At

onde H(t) = exp(Co(t* +t)) que é uma funcao crescente.

—Q(Ra_tn(yfn,G)tn(w)))}p> < C’ep(fi

)

p

1
|pd7" ]

P

P

3=

Portanto,
% 1,0t g_Nl
Eswp((a0r]” < NI Y
< N [V
(et
= Mg g

)]

3=

1
p
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Como N ¢ de ordem (—Ine)~ T, entdo obtemos que

Eswp ()| < CA-mo T (55 PHG )
, (e T 1 t
= (—Ine)?' (—me)%qH(f(e))
2fe(—Ine)|2[e(—Ine)d]z e L
< Ctle(—Ine)]2[e(—Ine)] [H(f(e))]-
Agora, procuremos uma estimativa para eH ( fte)) :
t t 12
GH(E) = eexp(C'o(m+f(€)2))
t t2
< exp(C(lne+ [0] + TE)Q))

< exp(C(lne+ (—Ine)2t 4+ (—Ine)9t?)).

Se ¢ € (0,1), o polinomio dentro da exponencial tende para —oo, se € — 0. Assim a
expressao e (ﬁe)) — 0 quando € vai para zero. Com tudo isto e segundo o limite (3.1.8)

obtemos que

3=

her (-
(=) (eH (75

[e(—In€)!]2 (exp CIne + (—Ine)3t + (—In€)%?)),

SIS
[V

{Esup((Al))p} < Ot*le(—Ine) (eH(

s<t

N|=

< Of’le(—Ine)]
que converge para zero, quando € — 0. ([l

Lema 3.1.4. A estimativa (II) dada na desigualdade (3.1.10) converge para zero quando

e — 0.

Demonstracao: Segundo (II):

1
My
Esup [(A2) — eAt / d =
SSIt) Z ﬂ.e etn) ) ILL ]
N—-1 tnil p %
E sup EZ/ 9(Rr—t, (Y5, O, (w dr—eAtZ/ n),V)dp ] .
s<t n=0 7 1tn ﬂﬁ(fin)




3.1 Caso M = (—a,a)" x N 46

Mas, fazendo uma mudanca de variavel obtemos

N-1

Z/ Ifrto (s Oun 0 T—EZ / (0 €0, ().

n=0

Com isto, obtemos que

1
tn41 e
Esu R,_ e ))dr — eAt ,v)d
up e Z / 1 (U O, (@) — € Z / (et )u]
N-1 ,As N-1 Py
Bsuple Y [ gR(, O @) —cat Y [ glaet). o) ]
sSt| p=0 70 n=0 * Mre(ctn)
At 1w
<N sup [Esuple [ g(R (0,00, (0) dr—eAtZ / eta), v)dp
0<n<N s<t 0 Té(etn)

D=

p
S<t M € (ftn) ]

- 4

1 At
Esup |1 / 9(R, (5., O, (w czr—z / et,), v)dp

t
= MF o2y

Lei dos grandes Numeros

Usando o mesmo argumento da lei dos grandes niimeros e a propriedade de Markov
dos ﬂuxos, como en Xue-Mei Li, pag 814-815, temos que ; f o f(x,)dr converge para
f M z)dz quanto t — oo, com taxa \/% e a convergéncia é uniforme sobre intervalos

compactos de tempo em LP para todo p > 1, assim com isto obtemos do anterior que

< N(eH)0—+
f(e) 75 )
< CONe—1t—
(—Ine)™ 2 t
(—lne)"2
< Cte(—Ine): (_116)_2
Clne)di-9
< C’te< Ine)ztt—2

Vit
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Portanto
P15
Esup |(A2) — eAt Z / etn),v)dpu < C'\/%e(— In 6)%(1—%),
s<t WE(Etn)
que converge para zero quando € — 0. 0

Lema 3.1.5. A estimativa (III) definida na desigualdade (3.1.10) converge para zero

quando € vai para zero.

Demonstracao: Temos que

(I11) = |(A3)]

s+t Age
/ o) dr
tN

Ce((££L) A 7< — ty)

= €

< CeAt
< Oy
< Cte(—Ine)z,
o que demonstra o lema. O

Lema 3.1.6. A estimativa (1V) dada na desigualdade (3.1.10) converge para zero quando

€ Val para zero.

Demonstragao: Substituindo o valor de 9 na equagao (IV) obtemos que

eAtZ/

(s+t)NTe
t). Vi~ [ Qe (r)ar

wf(etn) NT'e
(s+t)AT*
eAtZ/ “(et,), v)dp — / / Jo)dp|  (3.1.11)
We(Etn) EVAS 5(7‘)
Denotemos por s, = €t, e assim As, = eAt, e consideramos sg < s1 < --- < Sp,.

Assim As,, é de ordem O(e?71), com isto obtemos da igualdade (3.1.11) que
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(s+t)AT*
= |As / v)dp — / ,v)dpudr
Z M. s<sn) EVAS Mﬂe(r)
N— 1 Sn+1 /\Te
< Ylas [ g s o / | ot .o
n=0 Mze(sp) AT e (r)
N—-1
< 2 AsVol(Mye(s,y) su
S nZ:O ( pie( )) Up|g|
< CAsN
< (CeAtN
< Cet(—Ine)2.

Portanto concluimos que

N-1 (s+t)AT*
ALY / g(m(ety), v)dp — / QI (€ (r))dr

NT'e

< C’et(—lne)%,

o que conclui a demonstracao do lema. 0

Agora, voltando ao lema principal, segue-se dos Lemas 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 e 3.1.6

finalmente que

[Esup,<;[0(g, €, t)|p}% < gt2[e(— Ine))z[e(—Ine)?)z (exp C(Ine + (—In€)2t + (— Ine)?t?)) +

S

CASO (1)
CVite(—n )z~ D 4 Cte(—In€)? + Cet(—Ine)? .
T oA (1n) o Caso (I11) ’ CASO (IV) ’
Portanto
[Esg)w(g,e,t)\] < CVtel(—ne)2h(t,e),
onde

ht,e) = Vi + /(= Ine)z exp Clne + (—Ine)st + (— Ine)%2)+
el=7(—Ine)z= % + 9Vt (—ne)23,

que é continua para t > 0 e converge para zero quando € — 0, com ¢ € (0,1). [

Observacao 3.1.2. Podemos mudar a estimativa do Lema 3.1.2 se consideramos uma

outra fungao f com as seguintes condigoes
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1.) 0< f(e) < 1.
5

2.) A fungao f satisfaz : lim S 0, para o > 0.
e—0 f (e)
N6s consideramos f(e) = (Ine)~%? por questdo de calculo. Observe que, segundo a

escolha da funcao f, também é modificado o tamanho do €, isto é, no nosso caso, para

que f(€) < 1, entao consideramos € € (0, exp (—1)). O

A continuagao apresentamos o teorema principal do nosso trabalho.

Teorema 3.1.7. Seja T o primeiro tempo no qual a solugcao y5, comecando em yy, sai

do aberto U. Considere

me(t) = m(ys) = (m(1), m(t), -+, m ().

1. Seja a(t) = ap = (ai(t), - ,an(t)) a solugio do sequinte sistema de equagoes

diferenciais deterministicas

do;
S0 = [ ()@, 0 (0) (3.1.12)
dt Mage)
com condi¢do inicial a(0) = m(yo), sendo ™ = (m, 7o, -+ ,m,). Seja Ty o primeiro

tempo que «(t) sai de (—b,b)". Entdo, para todo 0 < t < Ty, p > 1, existe uma
fungao C = C(t,€) tal que

1

[E (sup |7€(s AT) — a(s A Tﬁ)Hp)] T <Ot el (—Ine)d,

s<t

onde, C(t,€) € continua e converge para zero quando € — 0, para q € (0,1).
2. Sejar >0 tal que U ={x:||n(z) —m(yo)|| <7} C (=b,b)" e defina
T5 = inf{{|a(t) — m(yo)|| =7 — 0}

Entao, para qualquer p > 1, 6 > 0, existe uma fungao continua C dependendo do
Ts e do € tal que
P(T¢ < Ts) < C(Tj,€)P6 PePd(—Ine)7 .

Para qualquer q € (0,1).
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n
n -a,a)xN
(-a,aj /\/i‘, J {-a’ajn
€ ﬂL a(t)
| yt T
= -
R
i
Figura 3.1: Principio de Médias

Demonstragao:

Lembrando que a equagao para y; ¢ da forma

dy; = Xo(y)dt + Y Xi(y;) o dBj + K (yf)dt,

=1

fazendo uma mudanca no tempo, para o novo tempo t/e e usando a férmula de It6 para
os i, set <TyNTe:

€

mi(t) = mi(yl) = miyo) + /0 drmy(K)(ys )ds.

s
€

Para i fixo, defina g; = dm;(K), neste caso s6 precisamos estimar

| mE() - aa(t)] =

[ atras—ao).

Usando a notacao do lema anterior, a Equacao (3.1.12) pode ser escrita da seguinte
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forma :
G = Q7(a))
a;(0) = m(yo)-
para cada ¢ = 1,2,--- ,n. Assim, aplicando o lema anterior para as funcoes g; temos,

para t < T, que
tAT®
(M (EAT) =t AT)| < / Q% (7(s)) — Q%(au(s))| ds + 6(gi, €, 1)
0

< Clg.¢) / I7<(s) — a(s)]| ds + 6(gi, €. 1).

Pelo Lema de Gronwall 1.2.2, obtemos o seguinte:

t t
AT —an(t AT < 8gnet) + / 505, € 5)Clg, ) expl / Clg, ©)dr)ds
0 0

IN

t
8(gi,€,t) + C(g, ) exp(tC(y, w))/ 6(giv €, 8)ds
0
d(gi, €,t) + C1(t) sup |0(gi, €, )| t

s<t

sup [0(gi, €, 1)| (1 +tC1(2))

s<t

(1+1C1(0) sup [3(gi. €.
s<t

IAN - IA

IN

Portanto

1

& (sup (s A 79 o ATf)H”)]’l’ < (4G [Bswp e 0]

s<t s<t

IN

C(1+tCy(t))Vtel(—In€)2h(t,€)
< C(t,e)el(—1Ine)?

Onde C(t,€) = C(1 +tCy(t))Vth(t,€) é uma funcio continua.
A segunda parte segue-se finalmente observando que, por definicao Ts é o primeiro

tempo que

> lealTs) = milyo)l* = — 6.
i=1
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Entao, usando a desigualdade de Chebychev, obtemos as seguintes estimativas

P(T <T5) < P( sup |a(s)—7(s)]|>9)

s<TsNT*€
< §PE (sup |m (s NT) — a(s A T5)||p)
s<t
< o7 (Cltoe(-met)’

< §PC(t, €)Pe(—1Ine)?

Concluindo assim a demonstracao do teorema. 0

3.2 Caso particular de folheacao gerada por uma sub-

mersao

Consideremos uma fungao diferenciavel F': M — R" tal que F' gera uma folheagao
sobre M, cujas as folhas F~!(a) sao difeomorfas a uma variedade compacta sem bordo N
de dimensao n e sejam V, Xy, X5, -+, X, campos vetoriais tangentes as folhas F~!(a),
com a € R". Fixado um ponto yy € M, defina a equacao diferencial estocastica (3.1.2) :

i=1
To = Yo-
Seja K um campo vetorial sobre M, assim defina a perturbacao da equacao diferencial
estocéstica (3.1.1) :
dy; = Y Xi(ys) o dBi + V(yf)dt + €K (y;)d.
i=1
Yo = Yo
Denotemos por M, = F~1(a) e por u, a medida invariante sobre a folha M,. Observe
que a solucao da equacao diferencial estocastica (3.1.1) pertence a folha M p(y,,)). Assim,
podemos considerar uma vizinhanca U da forma (—b, b)" x Uy, contendo yo como na segao

anterior. Com estas hipdteses obtemos o seguinte teorema :
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Teorema 3.2.1. Seja T o primeiro tempo que a solugao y5 comegcando em yg sai do U.

Defina

1)

2.)

Fi(t) = Fi(vise)-

Seja aft) = ¢ = (aq(t), -+ ,an(t)) a solu¢io do seguinte sistema de equagoes

diferenciais deterministicas

dOéi
dt

(1) = / AF () (0(t), 0)dpt, (v) (3.2.1)
Mo ey

com condi¢ao inicial a(0) = F(yo). Seja Ty o primeiro tempo que «o(t) sai de

(=b,b)". Entao para todo t < Ty e p > 1, existe uma fung¢ao C = C(t,€) tal que

& (sup 17(5 A ) a5 1 TE)H”)V < Clt O~ o),

s<t

onde, C(t,€) é continua para t > 0 e converge para zero quando € — 0, para todo

q€(0,1).
Sejar >0 tal que U ={x : |F(z) — F(yo)|| < r} C (=b,b)" e defina
Ts = f{fla(t) — F(y)| = r — 6}

Entao, para qualquer p > 1, 6 > 0, existe uma funcdo continua dependendo do Ty e

do € tal que

P(T¢ < Ty) < C(Tj,€)P0 PeP!(—1Ine)= .

Para qualquer q € (0,1).

Demonstragao: Podemos usar coordenadas (—b,b)" x F~1(:) na variedade M e do

Teorema 3.1.7, segue o resultado. 0
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3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.1. Consideremos o espaco R* — {0}, o plano menos a origem. Considere o
campo vetorial V' (z,y) = (—y, x), assim definamos a equacao diferencial estocéstica
0 -1
dz(t) = x odB; (3.3.1)
1 0
Observe que o campo vetorial V' é tangente as circunferéncias de raio r sobre R?. Ainda

mais, fixado o raio r, definamos a imersao isométrica (candnica)
ol 2
j:S(r) - R*—{0}

assim, nesta imersao, o campo vetorial V' é igual & X (z)(e) = V (j(z),€), com e € R%

Assim, o sistema (3.3.1) restrito para S*(r) é chamado de rotacao Browniana.

Consideremos agora um outro campo vetorial K(x,y) = (x,y). Defina a perturbagao

do sistema (3.3.1),

dz(t) = —y(t) o dBy + ex(t)dt

(3.3.2)
dyc(t) = z°(t) o dB; + ey (t)dt

Definamos a fungao F : R* — {0} — R* — {0}, F(z,y) = /22 + y2. Observe que a funcio
F gera uma folhacao sobre R? — {0}, cujas folhas sao circunferéncias de raio r, isto ¢ ,

F~Yr} =S r), com r > 0.
Parametrizando R? — {0} via coordenadas polares, neste caso temos a carta local
definida por ¢(r,0) = (rcos@,rsinf), para r > 0, e § € (0,27). Considere um ponto

inicial (z9,y0) e seja (rg,0p) = <P_1(1‘07y0)~

Aplicando a férmula de Itd no sistema (3.3.2), para a fun¢do F' acima definida, e
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observando que dF'(V') = 0, temos

t/e
F(a<(t)e),y"(t/e)) = F(a"(0),4°(0)) + ¢ / AF (K) ((t), 5 (1)) dt

= F(z90),4°(0)) +

r?(s/€)ds

S——

sendo r%(s/e€) o processo radial da solugao (z<(t/€), y(t/¢)).

Calculemos agora o sistema de médias. Observe que dF(x,y) = (\/ ;E+ 1y, g+ =),
24y 24y

assim dF(K)(z,y) = r, onde r denota o raio da circunferéncia, com centro na origem,

que contém o ponto (z,y). Neste caso, segundo o Teorema (3.2.1) obtemos o sistema

do
GO= [ AP, s 0 555,
a(0) = rg

Simplificando o sistema (3.3.3) e usando o fato que o integrando é constante em 6 e usando

a medida normalizada de Lebesgue temos

do
E(t) = / a(t)dps (@) (0)
S1(a(t))

= a)u(S(a(t)))

= a(t)
Finalmente obtemos
1
——da(t) =dt
o) a(t)
Integrando
Ina(t) — Ina(0) = t.
Daqui

a(t) = a(0) expt.

Segundo o nosso teorema principal, temos que

F(af(t/e),y(t/€)) = roexpt.
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Isto significa que, a medida que o tempo avanga, a solucao do sistema perturbado

(3.3.2) explode exponencialmente. O

Exemplo 3.3.2. Consideremos o espaco M = R""! — {0}. Defina a equacgao diferencial

estocastica
dxy = X () o dBs. (3.3.4)

onde para cada x € R"™ X(z) : R"™ — T,5"(||z|), isto é, X ¢ um a projegao de
R"™! no espago tangente no ponto z das esferas S™(||z||), e B, t > 0, é um movimento
Browniano sobre R"™!. A equacao diferencial estocdstica (3.3.4) é chamada de sistema

Browniano gradiente.

Dado o ponto z = (x1, 22, ,Zny1) € M, podemos considerar os campos vetoriais

Xi(a) = X(2)(e)

com e, ey, ,e,41 a base canonica de R™™!. Observe que segundo a definigao de X (z),
temos que
X'(z) = X(2)(e;) = e; — xiQ -z
edl
para cada ¢ = 1,2,--- ;n + 1. Assim a equacao diferencial estocastica (3.3.4) pode ser
representada como
n+1
dr, = Xi(x;) o dB;. (3.3.5)
i=1
Defina a fun¢ao F(z) = ||z, observe que tal fungao F' gera uma folhagao de esferas

de dimensao n no espago R"™* —{0}. Observe que, fixado xg, a solucao do sistema (3.3.5)
pertence a esfera de raio ||z||.

Agora, consideremos o campo vetorial K (x) = z, com isto definimos a perturbacao
do sistema (3.3.5) :

n+1
dy; = Xi(yf) o dB] + eK (yf)dt. (3.3.6)

=1
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Anélogamente ao exemplo anterior, segundo o Teorema (3.2.1), temos que a solugao do

sistema de médias é da forma
da

— ()= a()Vol(5"(a(t))
Com isto temos que a(t) = a(0) exp . O

Exemplo 3.3.3. Seja M = (—1,1)x S, e cartalocal ¢ : (—1,1)x(0,27) — M. Considere

a equacao diferencial nas coordenadas (u,v) € (—1,1) x (0, 27):

dut =0
(3.3.7)
dvy = wo(u,v)dt.
Considere a perturbagao do sistema (3.3.7) :
du; = edt
(3.3.8)
dvf = wo(ug, v§)dt.

sendo yo = (ug, vp), € wo(u,v) = uv. A solucdo da equagao diferencial (3.3.7) é da forma
U = Ug
Vg = Vg exp ugt.
[gualmente, a solugao da equagao diferencial (3.3.8) é
u;y = uo+ €t
vy = Vg exp upl exp %
Observe que
up — uy| = et
e também

. et?
vy — vy = vy exp(uopt) eXp<7) -1,

lembrando que exp(t) — 1 > t para todo t € R, entdo, da tltima igualdade obtemos

. et?
vy — vy > v exp(upt) - )
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Considere a fungao diferenciavel f: M — R, f(u,v) = v , temos
2
(g, v5) = Flun )] = voexpluot) (4)
mostrando assim que a estimativa exponencial obtida no Lema 3.1.1 é correta. U
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