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Resumo

Exibir os estados de Gibbs e os estados de equilibrios para certos sistemas de spins
sobre reticulados é um problema de grande interesse para mecanica estatistica. Com este
intuito, apresentamos para o caso unidimensional dois formalismos existentes para tais
sistemas: o formalismo DLR (enfoque mecanico-estatistico) e o formalismo SRB (enfo-
que dinamicista). Apesar das particularidades préprias aos contextos nos quais cada um
dos formalismos se aplica, investigam-se aqui as relagoes existentes entre estes através
da energia livre de Gibbs e da pressao topoldgica. Discute-se também o comportamento
assintético dos estados de Gibbs/equilibrio quando levados ao congelamento do sistema.
Tal fenomeno nos conduz ao estudo dos estados maximizantes via teoria de otimizacao
ergddica. Ao fim, comparam-se algumas ideias da dlgebra maz/min-plus e o conceito
de subacao, as quais serao fundamentais para analise do comportamento assintético da
pressao topoldgica.

Palavras-chave: Algebra Mazx/Min-Plus, Shift, Especificacao, Estados Congelados, Es-
tados de Equilibrios, Estados de Gibbs, Modelo Clock, Operador de Ruelle, Otimizagao
Ergddica, Sistemas de Spins, Subacoes.
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Abstract

To exhibit Gibbs states and equilibrium states for certain kind of lattice spin systems
18 a problem with great interest for statistical mechanics. To that end, we introduce two
existing formalisms for one-dimensional systems: DLR formalism (statistical-mechanical
approach) and SRB formalism (dynamical-systems approach). In spite of their distinct
applications, we analyse the relation between them through the notions of Gibbs free energy
and topological pressure. We discuss also the asymptotic behaviour of Gibbs/equilibrium
states when the system is frozen. This phenomenon leads us to the study of mazximiz-
ing states in the context of ergodic optimization. Finally, we compare some ideas of
mazx/min-plus algebra and the notion of sub-action, which will be essential to investigate
the asymptotic behaviour of the topological pressure.

Keywords: Clock Model, Equilibrium States, Ergodic Optimization, Frozen States, Gibbs

States, Maz/Min-Plus Algebra, Ruelle Operator, Shift, Specification, Spins Systems, Sub-
actions.
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Introducao

A compreensao do comportamento de sistemas que possuem grande quantidade de
particulas constitui uma questao recorrente a uma série de problemas na atualidade. Por
exemplo, analisar a agitacao de moléculas de um gés ou o fenomeno de magnetizagao de
materiais para uma dada temperatura sao problemas nos quais tal questao se impoe. Em
geral, assume-se que todas as particulas interagem mutuamente e que cada qual possui
certas caracteristicas intrinsecas (posigdo, momento magnético etc). Isto significa que tais
sistemas possuem uma grande quantidade de graus de liberdade que estao correlacionados,
o que dificulta uma caracterizacao através de tratamentos classicos, via teorias mecanicas
ou electromagnéticas.

Problemas relacionados a tal questao intrigam a humanidade desde o século 17, com
a obtencao da lei de Boyle-Mariotte e o posterior desenvolvimento da teoria cinética de
gases por Bernoulli, Joule, Kronig, Clausius, Maxwell, entre outros. Por sua vez, estas
culminaram ao final do século 19 nas equagoes de Boltzman e nos ensembles de Gibbs,
possibilitando o surgimento da mecanica estatistica classica.

Na década de 1920, Ising introduziu um modelo focando o fenomeno de magnetizagao
de um metal. Em tal proposta teodrica, as particulas sao pontos distribuidos como o
reticulado Z, as quais podem assumir dois valores de momento magnético (spins) —1 ou
+1, havendo interacao somente entre as vizinhas mais proximas no reticulado. Entende-se
assim o fenomeno de magnetizagdo como a permanéncia de certo alinhamento entre os
spins associados a cada particula do material.

A distincao dada a este modelo deve-se a suposicao de que o sistema possui infinitas
particulas que estao distribuidas estaticamente como um reticulado. Trata-se de uma
simplificacao, a qual nao necessariamente exprime a realidade fisica do sistema. Esta nao
impede, porém, uma analise apurada do fenomeno a ser tratado. Assim, sucedem destas
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ideias diversos modelos da mecanica estatistica do equilibrio, denominados de sistemas
de spins, com generalizagoes sobre: a quantidade de spins, a estrutura e/ou geometria do
reticulado, a interacao entre particulas etc.

Convem também enfatizar que, além das evidentes aplicagoes tanto a fisica quanto
a quimica, areas de procedéncia da mecanica estatistica, as ferramentas matematicas
presentes em tal descricao obtiveram muito éxito dentro da teoria de sistemas dinamicos
desenvolvida desde o final da década de 1960. Por este motivo, constitui um tépico de
grande discussao e estudo também para a matematica.

Sistemas de Spins de Volume Finito

Com o intuito de apresentar as ideias essenciais da mecanica estatistica do equilibrio,
iniciamos tal estudo a partir de sistemas cuja quantidade de particulas é finita, denomi-
nados de volume finito. Estes possuem uma descricao completa. Considere o ntimero
de particulas N € N e indexe cada particula a um elemento do conjunto {1,2,..., N}.
Sejam S um conjunto finito valores, que associa a cada particula uma certa caracteristica
intrinseca (massa, momento, spins etc), e L = SY o conjunto de todas as configuracoes
possiveis para o sistema.

Observagao 0.0.1. Perceba que uma configuracao w € L é, neste caso, o mesmo que
um vetor N-dimensional & cujas entradas estao em S.

A energia do sistema é descrita por uma funcao H : £ — R denominada de hamil-
toniano. Sabemos que qualquer fungao em X possui uma decomposi¢ao em termos de
funcoes especificas, cuja principal caracteristica é depender somente dos valores em certas
entradas de cada configuragao/vetor. Desta forma, obtemos que

H(w) = Z Px(w),

Xc{1,.2,...N}

para uma familia de funcoes ® = {Px} (12~} também denominada de interacao,
dada por

Oy: XL —R  talque  Px(w):= Z H(w') — % Z Z H(w').
W' x=wl|x YCX, o|y=wly
[V|=|x]-1

Em particular, ®x nao depende das entradas cujos indices pertencem a X€. Desta ma-
neira, tais fungoes representariam, de forma intuitiva, a contribuigao a energia obtida da
interacao das particulas indexadas em X, justificando a denominacao dada a familia ®.

Um estado é uma medida de probabilidade sobre X. O conjunto de todos os estados
para o sistema é denotado por P(X).
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Observacao 0.0.2. No contexto que estamos tratando, qualquer medida é discreta.
Assim, um estado p pode ser representado por um vetor |X|-dimensional i = (u),es com
entradas em [0, 1], satisfazendo ) s p(w) = 1.

Atribuindo um estado p ao espaco X, podemos definir

(Energia Média) (H), = > p(w)H(w),

weX

a qual é claramente limitada, ja que min,er H(w) < (H), < max,ey H(w) para todo
p e P).

A energia média vem a ser uma das fungoes termodinamicas, classe de fungoes que
dependem de um hamiltoniano e/ou estado, na qual também estao inclusas as fungoes

(Entropia) H(u) == — > _ p(w)log u(w),
wex
(Pressao) P(H) :=log Zy n = log Z e W),

weY

Estas trés formam as pecas fundamentais para uma abordagem termodinamica do sistema
a ser analisado.

Devido a concavidade da funcgao logaritmica, tais fungoes estao vinculadas pela se-
guinte desigualdade

H(p)— (M), = Y plw) [log

= P(H).
Por sua vez, esta dé razao ao seguinte principio variacional

P(H) = max {H(p) — (M)}

pois o estado que verifica a igualdade é dado explicitamente pela féormula,
1
g (A) = —— Z e com  Zyy = Z e W)
ZH’N wEA weY

e recebe as denominacoes de estado de Boltzmann-Gibbs ou ensemble canonico.
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Desta forma, a analise do fenémeno de equilibrio para os sistemas de spins de volume
finito concentra-se em investigar estados com propriedades especificas sobre o espaco de
configuragoes. Tal afirmacao justifica a importancia dada aos estados e a necessidade de
uma caracterizagao mensuravel para os sistemas tratados.

Um problema relevante a ser explorado é o fendmeno de congelamento do sistema.
Considere a familia {114} s~ formada pelos estados de Boltzmann-Gibbs dos hamiltonianos
GH para > 0 dados por

_ 1 —BH(w)
HB(A)—Z%N(B);e Hlw),

O parametro [ é igual ao inverso do produto da temperatura 1" multiplicado pela constante
de Boltzmann &k, isto é, f = ,_%T Assim, hé interesse em analisar o comportamento
assintotico de tal familia quando o parametro 8 — oo, ou melhor, quando a temperatura
T — 0.

Note que o conjunto dos estados P(Z) pode ser identificado com o subconjunto fechado
da esfera unitaria de RI*l com a norma da soma e, por compacidade, qualquer ponto de
acumulacao ¢ para a familia {p15} 350 também é um estado, o qual serd denominado de
estado de congelado. Ademais, sejam w e w’ € L tais que H(w) > H(w’). Obtemos do
seguinte limite

lim Hs(w) = lim PHW)-HWI =

B—o0 us (w,) B—00
que o suporte de um estado congelado ( se concentra sobre o conjunto das configuracoes
que minimizam o hamiltoniano. Resulta dai e do fato que energia média é limitada
inferiormente que os estados congelados possuem uma caracteristica fundamental, que é
a de minimizar o valor da energia média do hamiltoniano, ja que

(H)e = minH(w) < min (H), = (H)c = min (H),.

weL T peEP(L) pREP(Z)

Observagao 0.0.3. Atente que tal desenvolvimento poderia ser escrito em termos do
hamiltoniano —H e, desta forma, terfamos a maximizacao de configuracoes e estados.

Para mais detalhes sobre os sistemas de volume finito, veja [47, 46, 32].

Sistemas de Spins de Volume Infinito

Motivado pelos trabalhos desenvolvidos por Gibbs, um mecanismo muito importante
em mecanica estatistica do equilibrio vem a ser o limite termodinamico. Resumidamente,
energia livre de Gibbs para sistemas com grande quantidade de particulas pode ser suposto
como sendo valor assintético da densidade da pressao, isto €, o limite de % log Z3; n quando
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a quantidade N de particulas tende a infinito. A partir da transformada de Legendre de
tal limite, é possivel apresentar os andlogos da entropia e da energia média, relacionando-
os com as nogoes termodinamicas classicas. Este é um argumento recorrente na literatura
fisica de tal topico e, apesar de nao ser o foco deste trabalho, motiva muitos dos conceitos
utilizados pelos formalismo existentes. Para uma referéncia classica, veja [47].

Investindo na proposta tedrica de Ising e fixando a atencao nos argumentos utilizados
pela caracterizacao anterior, o primeiro formalismo (denominado de DLR) para o trata-
mento dos sistemas de spins de volume infinito em equilibrio assume que cada parcela
finita de particulas possui comportamento descrito como anteriormente, por intermédio
de estados de Boltzmam-Gibbs para um hamiltoniano que esta associado a esta parcela
e a uma condi¢ao exterior. Assim, focamo-nos em encontrar os estados de Gibbs cuja
restricao as parcelas finitas coincidam com os respectivos estados de Boltzmann-Gibbs.

O segundo formalismo (denominado de SRB), por sua vez, visa generalizar as funcoes
termodinamicas — energia média, entropia e pressao — de forma que continuem satisfa-
zendo o principio variacional. De modo andlogo, os estados de equilibrio sao apresentados
como os estados que atingem o valor supremo da entropia menos a energia média, o qual
coincidira com a pressao pelo principio variacional.

O fenomeno de congelamento do sistema podera ser tratado também no contexto de
volume infinito, permitindo apresentar os estados congelados como um subconjunto dos
estados que maximizam a energia média.

Resumo Esquematico da Dissertacao

Dissertaremos especificamente sobre os sistemas de spins unidimensionais, que nada
mais sao que modelos classicos e discretos da mecanica estatistica do equilibrio em volume
infinito. Vém a ser cldssicos, no sentido de que nao necessitam da andlise quantica para
descrevé-los (na realidade, sao modelos simplificados pelo processo de quantizagao), e
discretos, pois as particulas sao supostas dispostas como N ou Z.

Sob um ponto de vista matematico, temos por meta apresentar os estados de Gibbs e
de equilibrio, bem como os estados maximizantes e congelados, que podem ser associados
a tal sistema. Com esta intencao, a dissertacao é organizada em trés capitulos.

(1) O primeiro capitulo disserta sobre os sistemas de spins unidimensionais, enfocando
em seus aspectos fundamentais: o espaco de configuragao, os observaveis, os estados
e o hamiltoniano (obtido de uma interacao ou potencial).

(2) O segundo capitulo introduz dois formalismos existentes para tais sistemas: o for-
malismo DLR (enfoque mecanico-estatistico) e o formalismo SRB (enfoque dina-
micista). Tais formalismos possibilitam caracterizar, respectivamente, os estados
de Gibbs e os estados de equilibrio para o sistema. Com o intuito de aproxima-
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los, apresentamos um dicionério entre os formalismos. Ao término, estabelecemos
relagoes entre estes (consequentemente, entre os estados de Gibbs e os estados de
equilibrio) através da andlise das respectivas funges termodinamicas.

(3) No terceiro capitulo, apresenta-se o problema de congelamento do sistema, introdu-
zindo os estados congelados e os maximizantes. Desenvolve-se a teoria de otimizagao
ergddica e exploram-se as conexoes dessa com a algebra max/min-plus, com o intuito
de caracterizar o comportamento assintotico da pressao para certos potenciais.

Além disso, a fim de preencher lacunas referentes a certos pré-requisitos, expoe-se
no apéndice um compéndio de definicoes e teoremas, devidamente referenciados, sobre as
areas basicas que fundamentam tal estudo: teoria da medida, topologia, andlise funcional,
sistemas dinamicos e teoria de matrizes nao negativas.

No decorrer da dissertacao, restringir-nos-emos a andlise de sistemas unidimensionais,
ja que os modelos analisados possuem esta caracteristica e algumas ferramentas utiliza-
das nao possuem extensao multidimensional. Além disso, as demonstragoes de alguns
resultados serao omitidas visando maior fluidez na apresentacao dos contetidos. Tal fato
manisfesta-se com maior frequéncia no segundo e no terceiro capitulos, para os resultados
recorrentes na literatura classica ou provindos de artigos mais recentes. Apesar disso, os
resultados estarao sempre acompanhados pelas devidas referéncias.



CAPITULO 1

Sistemas de Spins Unidimensionais

Este capitulo tem por objetivo introduzir os sistemas de spins para uma quantidade
infinita de particulas (volume infinito). Supde-se que tais particulas estao distribuidas
como pontos de um reticulado e interagem mutuamente. Tal formalizagdo acarretara
naturais generalizagoes, principalmente sobre a extensao do conceito de hamiltoniano,
e uma série de novos conceitos, intimamente relacionados a nocao de invariancia das
configuragoes para a dinamica de translacoes sobre o reticulado.

1.1 Conjunto de Spins

Definicao 1.1.1. Seja (S, +,7) um grupo topolégico compacto munido de uma métrica
ds compativel com a topologia 7. Denote por B a respectiva o-algebra dos borelianos. Os
elementos de S sao chamados de spins ou simbolos, consequentemente S = (S, +, ds, B)
recebe a denominagao de conjunto de spins ou alfabeto.

Alguns conceitos apresentados na secao seguinte necessitarao explicitamente de uma
métrica sobre o conjunto de spins. Critérios que garantem a existéncia de uma métrica
associada a um grupo topoldgico sdo dados pelo Teorema de Birkhoff-Kakutani (veja o
teorema A.0.13 na se¢ao de Topologia do apéndice A).

Uma particularidade fundamental dos grupos topoldgicos compactos, que em parte
justifica a escolha desta estrutura, vem a ser a existéncia uma tnica medida de probabi-
lidade de Haar, ou seja, uma probabilidade vs sobre os borelianos de § com as seguintes
propriedades:
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(i) vs é uma probabilidade de Radon (neste caso, equivalente a regular);
(77) vs é invariante, isto é, vg(A + x) = vs(A) paratodo x € Se A € B.
Tal probabilidade recebe a designagao de medida de referéncia.

Exemplo 1.1.1. Os conjuntos de spins que aparecerao no decorrer do texto estao listados
abaixo.
(1) Inteiros Mddulo n: Dado Z,, = %Z ={0,1,...,n— 1} C R munido da métrica 0—1
(topologia discreta) e o-dlgebra de Borel B gerada pela coletanea {{p} : p=1,...,n},
a probabilidade de Haar é dada pela medida de contagem normalizada v, isto é,
v({i}) = L,Vi € Zy;
(2) Raizes n-ésimas da Unidade: Trata-se de

o 2 2
U, = {eznp ip= 1,...,n} o~ {(cosip,senip) p= 1,...,n} cR? (1.1)
n n

com a métrica 0 — 1. Logo, ¢ um conjunto discreto e possui probabilidade de Haar
analoga a do exemplo anterior.

(3) Esfera d-dimensional: Considere o conjunto S = {z € R¥*!: ||z|| = 1} munido
com a métrica induzida de R%*! e cuja probabilidade de Haar é exatamente a medida
de hipersuperficie. O

Perceba que os exemplos de conjuntos de spins citados podem ser classificados como
um conjunto finito de pontos isolados ou um conjunto nao enumeravel sem pontos isola-
dos. Na realidade, tal caracterizagao é vélida para o contexto em que estamos lidando,
mais precisamente para o caso de grupos topoldgicos compactos munidos de métrica.
Discutiremos tal fato com detalhes na secao 2.4 do segundo capitulo.

Observacao 1.1.1. Uma caracteristica da probabilidade de Haar reside no fato desta
ser “uniforme”; ou seja, todo ponto possui a mesma “massa”. Assim nao existiria qualquer
predilecao natural entre os spins a serem considerados. Escolher medidas com tal carac-
teristica reflete somente a necessidade de manter o modelo em contato com uma certa
realidade fisica dos problemas a serem propostos. Por outro lado, do ponto de vista estri-
tamente matematico, e também para determinadas aplicacoes, nao ha nenhum empecilho
quanto a utilizacao de outras medidas como medida de referéncia.

1.2 Espaco de Configuracoes

Considere o reticulado! %, que neste trabalho designard N ou Z. Cada ponto i € .&
seré chamado de sitio ou particula. A coletanea de subconjuntos finitos (diferentes do ()

1. Este termo diverge de seu sentido usual, devido ao fato de N nao ser um reticulado, ji que é
semigrupo aditivo em R. E importante que conjunto a ser considerado tenha propriedades adequadas a
seguinte situacao: as particulas sao fixas no espaco e estao relacionadas através de uma estrutura aditiva.
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sobre o reticulado £ é denotada por P := Pr(Z) e os intervalos sdo os conjuntos
m,n) ={keZ :m<k<n}={m,...,n—1}
para qualquer m,n € £ com m < n. Uma sequéncia muito importante em Hp é

A {0,1,2,...,n—1}, caso £ =N;
"l {-n+1,...,-2,-1,0,1,2,....,n — 1}, caso £ =7Z.

A cardinalidade de qualquer conjunto A € P sera denotada por |A|.

Definicao 1.2.1. O espago de configuracoes ou espaco de fase associado a um conjunto
de spins & é o conjunto

ZS ::S‘Z:{(wi)ieg:wi ES,ViEX}.

Seus elementos w sao chamados de configuragoes e, devido a estrutura unidimensional,
serao representados pelas sequéncias de spins

w—{ (wo,wr,ws,...), caso £ =N;
(., w9, w 1, wp,wi,ws,...), caso £ =T7.

Além disso, Ls desfruta de propriedades topolégicas e mensuraveis quando munido, res-
pectivamente, da topologia produto 7% e da o-algebra produto BZ.

Notacgao 1.2.1. Quando necessario, far-se-a explicita a escolha pelo reticulado N através
do sfmbolo “+” sobrescrito sobre a notagio padrao. Por exemplo, L& = SN e A =
{0,1,2,...,n — 1} serdo empregados para distinguir o caso .Z = N.

Dado um subconjunto qualquer A C .#, identificaremos w|y € S* simplesmente por
wp. Além disso, dadas duas configuracoes w,w’ € Lg, sua concatenacao é descrita por

, w;, sei €N
WAW g = .
A wl, seie AL

7

Os abertos que geram a topologia produto em questdao (e, consequentemente, a o-
algebra produto) sdo denominados de cilindros e dados por

{w € Xs:w; € A;, para todo i € A}

para algum A € P e {A;}icn abertos de S. Do ponto de vista mensuravel, a coletanea
de tais conjuntos, denotada por Cil(Zs), é um anel.
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Observacao 1.2.1. Destacamos a subcoletanea de cilindros do tipo
(W], . = {w' €Xs: max ds(w;,w;) < 5} (1.2)
7 ic

paraw € g, A € P e ¢ > 0. Esta satisfaz as seguintes propriedades:

(i) dada uma configuracio w € Ls, temos que w € [w], . para qualquer A € Pr e
€ > 0, de modo que a uniao dos cilindros desta subcoletanea cobre Xg;

(77) se w € W]z -N[W]5 z pondo € = min{ds(w, ®), £ —ds(w,w), ds(w, ), £ —ds(w, )},
obtemos que

w € [Wxuae C W NWl5e

as quais caracterizam-na como base para topologia produto, devido ao lema A.0.12. Desta
maneira, todo aberto de Ls pode ser apresentado como uniao de cilindros do tipo (1.2).

O fato de S ser espaco métrico compacto implica que S é também um espaco de Haus-
dorff separavel que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. Através da topologia
produto, Xs herda a separabilidade, a propriedade de Hausdorff e o segundo axioma de
enumerabilidade. Além disso, devido ao Teorema de Tychonoff, s é um espaco compacto.
Consequentemente, como corolario do Teorema de Metrizagao da Urysohn, obtemos que
Y s é metrizavel e uma métrica compativel com a topologia produto pode ser definida por

1 ds(w;,w!)
d "= — '€ Ls.
a0, f) Z 2l diam(S) e s
1€’
Ademais, a separabilidade de S faz com que a o-dlgebra produto (enumeravel) B, que
¢é gerada pelos cilindros, coincida com a o-algebra dos borelianos de Xg.

Observagao 1.2.2. O reticulado .Z pode ser substituido por um conjunto qualquer,
como, por exemplo, N¢ ou Z¢, para d > 2, ou ainda um conjunto finito (este tltimo
caso serd tratado no exemplo 1.5.13). A discussao anterior sobre a compacidade de Zg
depende somente do Teorema de Tychonoff, o qual independe da cardinalidade do con-
junto .. Em contrapartida, caso o substituto de .Z seja nao enumeravel, nem sempre
é possivel satisfazer o segundo axioma de enumerabilidade (veja o contraexemplo 103 da
referéncia [54]) e a separabilidade nao é suficiente para garantir que as o-algebras citadas
anteriormente coincidam (consulte a se¢ao 7.6 da referéncia [8]).

Incorporam-se propriedades dinamicas ao espaco de configuracao, fazendo uso das
caracteristicas algébricas intrinsecas a .Z. O intuito sera apresentar a nogao de invariancia
e, nas préximas segoes, a No¢ao macroscopica para os observaveis e estados.
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Definicdo 1.2.2. Seja a agao do (semi)grupo £ sobre o espago de configuragoes Lgs
definida por

0: 2 xXs—Xs talque (n,w)+— (0"(Ww)); = Wjtn.

Denominamos o := o' : Lg — Zs de operador de shift e o sistema dinamico associado
(Xs,0) de shift completo.

O destaque dado ao shift o deve-se ao fato de este gerar o (semi)grupo de operadores
{o": Zs — Zs},cy, 0 qual define a acdo de . sobre o espaco de configuracées, pois
o(n, ) =0c"(-). Além disso, tal operador é continuo, ja que

1€EA+1

o (W) = {w' € I : max ds(w;1,w)) < 5} — @l

para uma configuracao @ € o~ *(w), e para qualquer € > 0 e todo A € Zp.

Exemplo 1.2.1. Shift completo unilateral sobre alfabeto finito: Seja £ = N. Dado um
alfabeto finito S = Z,,, temos o espaco de configuragoes

5 ={0,1,...,n—1}"

formando assim o shift completo unilateral (L} o).
Devido a topologia discreta, a métrica é dada por dZZ+ (w,w') = 2~ max{neNiwi=w; ¥ ieAr)
e, para ¢ suficientemente pequeno, os cilindros bésicos pnossuem a seguinte forma
W]y ={w €Zs:w;=w; VieA}=]w],

76 :
Por sua vez, estes sdo conjuntos fechados, o que torna o espaco totalmente desconexo.

Exemplo 1.2.2. Shift completo bilateral sobre um conjunto de spins finito: Considere o
conjunto de spins finito S = U,,. Para . = Z, temos o espago de configuragoes

2mp 27 z
1y, = {(cos—,sin—) ip = 1,...,n}
n n

e o shift completo bilateral (Zy,, o). Pelo mesmo argumento do exemplo 1.2.1, [w], é um
cilindro basico e tal espaco é totalmente desconexo. &

Observacao 1.2.3. Nos exemplos anteriores, poderiamos considerar S = Z,, ou § = U,
indistintamente. A predilecao por cada um destes nos respectivos exemplos deve-se aos
modelos apresentados na secao 1.5 deste capitulo.
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Exemplo 1.2.3. Shift completo sobre a esfera unitdaria: Considere a esfera d-dimensi-
onal como conjunto de spins S = S?. Temos o espaco de configuracdes Lg = (Sd)g e
o shift completo (Xgs,0). Como mostrado anteriormente, trata-se de um espa¢o métrico
compacto e um espag¢o mensuravel munido da o- algebra de Borel, diferindo dos exemplos
anteriores quanto ao fato de que seus cilindros [w], . sdo dados pela equagao (1.2) e
consequentemente {w’ € Ls:w, =w; Vi € A} ndo sdo abertos da topologia. &

Um conjunto A C Lg é dito o-invariante ou invariante se 0 '(A) = A. Um exemplo
tipico de conjunto com essa propriedade sao as Orbitas associadas a um ponto w € Lg

O, (w) :={o* () : ke ZL}.

Alguns problemas possuem modelagens sobre as quais o espaco de configuragoes apre-
sentado anteriormente pode oferecer mais de um representante para a mesma configuragao
fisica ou mesmo a existéncia de configuracoes que nao sao fisicamente possiveis. Nestes
casos, reduz-se o espago de configura¢do a um subconjunto fechado invariante X' C Zs.
Tal escolha especifica garante que o novo espaco de configuragoes seja condizente com a
dinamica de shift apresentada anteriormente e ao par (I, oy, ) é dada a denominagio
de espaco de shift. Uma classe de particular importancia para os modelos estudados é
apresentada a seguir.

Defini¢do 1.2.3. Considere uma coletanea finita P C | J;—, S* tida como um conjunto
de palavras permitidas. Denominamos de subshift de tipo de finito (referentes a exclusoes
do tipo caroco duro em termos da mecanica estatistica) o espago de shift (L%, 0| ZE) onde

IP={wels:Vne L 3kec?, como™(w)|s €P}.

Notagao 1.2.2. A condicao de invariancia e fechamento para um espaco de shift per-
mitird que X5 goze das mesmas propriedades topoldgicas, mensuraveis e dinamicas que
o shift completo. Assim, por um abuso de notacao, trataremos indistintamente o shift
completo, um espago de shift e um subshift de tipo de finito por (Xg, o).

1.3 Observaveis

O termo observavel deriva da nocao fisica de relatar uma certa informacao para cada
uma das possiveis configuragoes do sistema em termos quantitativos. Em termos fisi-
cos, estd intimamente relacionado com uma resposta obtida devido a realizacao de um
experimento sobre o sistema.

Definicao 1.3.1. Uma fungao f : Ls — R é dita um observéavel de Xs se é limitada e
mensuravel com respeito a o-algebra de Borel BZ.
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Exemplo 1.3.1. Qualquer funcao continua em Xg é limitada, devido a compacidade, e
mensuravel, pois trata-se da o-algebra de Borel, logo é um observavel. %

O conjunto dos observaveis de Ls é indicado por B(Zs) e o conjunto dos observéveis
continuos é denotado por C(Xs). Ambos sao espagos de Banach, para as operacoes de
soma ponto a ponto e multiplicagao por escalar real, munidos pela norma uniforme || f||o =

SUPyers /(W)

Exemplo 1.3.2. Observdvel de campo externo: Para os espacos de shift apresentados
nos exemplos 1.2.2 e 1.2.3, seja (-,-) : R x R — R o produto interno usual, onde d = 2
paraS =U, ed =n+1 para S = S*. Um campo externo h € R? agindo sobre um dado
sitio © € .Z é dado por

(o by (@) = (i, B (1.3)

E facil ver que se trata de um observavel continuo. %

Exemplo 1.3.3. Observdvel de interacao entre vizinhos mais proximos: Nos mesmos
contextos do exemplo anterior, a seguinte fungao

Vi W) = (Wi, wit1) (1.4)
¢ um observavel continuo para qualquer sitio 1 € .Z. &

Para os observaveis apresentados no exemplo anterior, alterar spins de uma configura-
¢ao sobre sitios em {4, + 1}[] nao modifica o valor da funcao. Tal particularidade motiva
a definicao a seguir.

Definicao 1.3.2. Um observavel f é dito local se depende apenas das entradas w; com
i € A para algum A € Zp. Equivalentemente, f € B(Ls) satisfaz

f(w) = f(W') sempre que w|y = W'|5, para algum A € Pp,

ou seja, sup,, —, |f(w) — f(w')] = 0.

Outra forma de caracterizar esta propriedade é a partir da mensurabilidade sobre
sub-o-algebras locais.

Definicdo 1.3.3. Dado A C £, definimos B como a sub-o-algebra de BZ gerada pelos
cilindros [w] ae Para A" C Aee>0. Quando A € P, BA ¢ dita ser uma sub-o-algebra
local.

Proposicao 1.3.1. Um observdvel f € local em A € P se, e somente se, f é B"-
mensurdvel.
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Demonstragao. (=). Para A aberto em R, suponha, sem perda de generalidade, que
f7H(A) = [w]y . para algum A" € P tal que A'N AY £ (. A hipétese local implica que
f([wlpmae) C A e portanto terfamos a seguinte contradicdo: [w]y,qy . C f71(A) = [w]y .

(«). Suponha que existam configuragoes w e w’ € Lg satisfazendo w|y = w'[y com
f(w) # f(w). Dado € < |f(w) — f(&)], considere o intervalo I = (f(w) — &, f(w) + €),
o qual é mensurdvel em R. Da hipétese B*-mensurdvel para o observavel f obtemos,
sem perda de generalidade, que f~1(I) = [w] A Dara algum A" C A. Em particular,
w' € W]y, e consequentemente | f(w') — f(w)| < &, 0 que é uma contradicao. O

Indicam-se o subespago dos observaveis locais (continuos) em A € Zr e o subespago
de todos os observaveis locais (continuos), respectivamente, por

Br(Zs) = {f € B(Zs) : f é B mensurdvel} e  Bio(Zs):= |J Ba(Zs);
ANeP R

Ci(Zs) = {f € C(Zs) : f é B -mensurdvel } e Cloc(Xs) == U Cr(Zs).
AePp

Em oposi¢ao a no¢ao anterior, apresentamos o seguinte observavel.

Exemplo 1.3.4. Observdvel ndao local: Para o shift completo unilateral (ver exemplo
1.2.1), considere uma configuracdo w’ € Zs e defina o observavel continuo ds (-, w’).
Verifica-se que, para todo A € Py e para algum i € AL,

1
0=dsg(W,W') < dsg(w,w') = ot
para qualquer configuragao w € Ls que difere de w’ apenas no sitio 7. Isto contradiz a pro-
priedade local, pois sempre é possivel achar duas configuragoes que coincidem localmente

e cujos valores dados pelo observavel diferem. &
No caso continuo, tal oposicao pode ser ignorada devido a seguinte proposigao.

Proposi¢ao 1.3.2. Os observdveis locais continuos sao densos entre os observdveis con-
tinuos, isto €, Cioe(Ls) = C(Xs). Em particular, f € C(Ls) se, e somente se,

lim  sup |f(w)— f(W)] =0. (1.5)
WA, =0 A
Demonstragao. Fixe uma configuracao w € Ls. Considere os observéveis locais { fa,, 5 }nen
dados pelo “truncamento” do observavel de f em A, isto é, fa, o(w) = f(wa,@, c) para
todo w € Zg. Tais observaveis sao locais e continuos, ja que sao restricoes de f aos
subconjuntos {w’ € Ls : W'|, ¢ = @[, ¢} para cada n € N. Devido a continuidade de f,
temos que

lim || f(w) = fan.o@)le =0,

n—o0
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donde obtemos a densidade de Cj,.(Xs) sobre C'(Ls).

Note que a relagao acima vale para qualquer w € Ls. Desta forma, a equagao (1.5)
segue direto da seguinte relagao

sup [|f(w) = faneo(@)lle = sup  [f(w) = f(&)].

WELs wlap=w'lA,
[l

Observacao 1.3.1. No caso em que o conjunto de spins nao é compacto, define-se o
espago das fungdes quase-locais por Cy(Zs) := Clee(Zs), que é equivalente ao conjunto
de fungoes que satisfazem a equacao (1.5). Atentamos ao fato de que, em geral, quase-
localidade nao é equivalente a continuidade e que a equivaléncia obtida na proposicao

1.3.2 estd intrinsecamente relacionada a compacidade do espago.
A definigao a seguir introduz outra classe muito importante de observaveis.

Definicao 1.3.4. Um observavel f é dito global ou macroscépico se alteragoes nas en-
tradas w; com i € A, para todo A € &, nao alteram o resultado da observagao. Equiva-
lentemente, f € B(Xs) cumpre

f(w) = f(w') sempre que w|,c = W'\, para todo A € Pp.
Analogamente a proposicao 1.3.1, temos o seguinte resultado.

Proposi¢cao 1.3.3. Um observdvel f € global se, e somente se, f é mensurdvel para a
o-dlgebra
B~ .= () BY,
NePp

a qual € denominada de o-dlgebra caudal.

O espago dos observaveis globais (continuos), denotado B (Zs) (Coo(Zs)), repre-
senta a coletanea de inspegoes sobre sistema para as quais configuragoes distintas por um
conjunto finito de sitios sao indistinguiveis. Isto significa intuitivamente que, para um
determinado experimento, alteragoes em uma parcela finita de particulas do reticulado
nao sao perceptiveis.

A dinamica de shift atua de maneira semelhante, definindo observaveis que nao dis-
tinguem uma configuragao w € s de qualquer elemento de sua érbita O, (w).

Definicao 1.3.5. Um observavel é dito o-invariante ou invariante por translacao se
foo=f. O espago dos observéaveis o-invariantes é indicado por B, (XZgs).
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Relembramos que um conjunto A é invariante se satisfaz 0=!(A) = A. Desta forma,
tais fungoes caracterizam-se por serem mesuraveis para a coletanea de todos os borelianos
invariantes

B ={AeB? o'(A)=A},

p ’ < . . ,
a qual é uma sub-o-algebra de BZ. Investigaremos como se relacionam as sub-o-dlgebras
B> e B? na proposigao 1.4.2 da préxima secao.

Exemplo 1.3.5. Média macroscopica ou média de Birkhoff: Dado um observavel de Xg,
a média de Birkhoff associada é definida por

Fw) = tim —— 3 fooi(w)

w00 [, £

quando tal limite existe. Veremos condicoes para existéncia destes limites e para a o-
invariancia de tal observavel na proxima secao. &

1.4 Estados

As pecas fundamentais para teoria a ser desenvolvida sao os estados associados a
Y5, 0s quais carregam toda a informacao necessaria para caracterizacao do fenomeno de
equilibrio. Nesta secao, discutiremos apenas a natureza desta estrutura e propriedades
relevantes, adiando para o proximo capitulo a caracterizagao dos estados de equilibrio e
de Gibbs no contexto dos sistemas de spins unidimensionais.

Definicao 1.4.1. Um estado em Xs é uma medida de probabilidade p para espaco
mensuravel (ZS, BZ ) Denotaremos por P (Ls) o conjunto dos estados para Ls.

Por meio da integragao, um estado p age linearmente sobre um observavel f:

()= [ fdu

Is

Note que todo observavel f é integravel, ja que por definigao f é limitado. Consequente-
mente, f € LP para todo p > 1.

Notagao 1.4.1. Quando nao houver especificacao com respeito ao conjunto sobre o qual
se estd integrando, ficara subentendido que a integral é realizada sobre todo espaco de

configuragoes, ou seja, [ fdu := st fdu.
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Exemplo 1.4.1. Estado de Bernoulli: Dada uma medida de probabilidade us sobre
(S, B), define-se (ver resultado A.0.10 do apéndice A) o estado ps,, denominado de Ber-
noulli, colocando

k
prs (Byy x ... x Ey) = us (By), Vk>0,
j=1

onde F;, € Bparatodo1 <j<ke{iy,...,ir} € Pr. O

Exemplo 1.4.2. Estado de Markov ou cadeia de Markov: Considere o shift completo
sobre um conjunto de spins finito (veja o exemplo 1.2.2). Dada uma matriz P =
(P(x, y))wE s bositiva e estocéstica, ou seja, que satisfaz, respectivamente,

P(z,y) >0, Vo,yeS e Y Plx,y)=1=)Y P(z,y),

zeS$S yeS

para quaisquer configuracao w € Lg e inteiros positivos m < n, o estado de Markov
associado a tal matriz é definido sobre os cilindros [w],, ) por

MP([W][m,n)) = (ﬁ)wmp(wmawm+l)P(wm+lawm+2) co P(wn—g,wn1),

onde 773 é autovetor positivo a direita associado ao autovalor unitario da matriz P (isto

é, TpP = i), normalizado por Y e S(’I“—>p)m = 1, cuja existéncia é garantida pelo Teorema
de Perron-Frobenius (veja A.0.16). O

Observacao 1.4.1. O conceito de cadeia de Markov pode ser introduzido também para
o contexto compacto, sendo essencial para teoria de processos estocasticos. Aqui nos
restringimos ao caso particular de conjunto de spins finito devido aos resultados que
obteremos na secao 2.1 do proximo capitulo.

O fato de os estados serem probabilidades borelianas sobre um espago compacto
permite-nos caracteriza-los facilmente por sua acao sobre as fungoes continuas.

Teorema 1.4.1. Sejam iy e po estados em Lg. Se

= [ $ = [ fua = (7)o para todo | € C(Zs),
entao [y = ls.

Além disso, a compacidade do espago Xs torna toda medida finita para o-algebra de
Borel B em uma medida de Radon (ver A.0.8). Devido ao Teorema de Representacio de
Riesz (ver A.0.9), o conjunto das medidas de Radon para (Zg, B‘f), denotado por M(ZLs),
¢ isometricamente isomorfo ao conjunto dos funcionais lineares limitados sobre C' (Xs).
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Desta forma, temos uma identificagao dual entre o espago de medidas M(Zg) e 0 espago
de observaveis C (Zs), que possibilita munir o conjunto de estados P(Xs) da topologia

),

fraca®, cujos abertos bésicos sao

iy = € P(zs): (D), = (£,

sendo a convergéencia descrita por

Hp — se <f>un—><f>ﬂavf60<28)

Assinalamos o seguinte resultado, que é uma consequéncia do Teorema de Banach-Alaoglu-
Bourbaki (ver A.0.15) e cuja prova pode ser encontrada nas referéncias [9, 24, 56].

Proposicao 1.4.1. P(Xs) herda a compacidade de S.

Observacao 1.4.2. Em contextos mais abstratos, como sistemas de spins quanticos,
um estado é um funcional linear sobre uma C*-algebra de observaveis, o qual é continuo,
positivo e tem norma 1. Para mais detalhes, consulte [47, 28].

De um ponto de vista probabilista, £s munido de um estado p é um espaco de proba-
bilidade. Por sua vez, os conjuntos mensuraveis estao relacionados com os eventos deste
espaco. Os conjuntos de B> caracterizam os eventos que podem ser analisados macros-
copicamente, assim é importante destacar os estados com comportamento deterministico
sobre tais eventos.

Definicao 1.4.2. Um estado p é dito macroscépico se é trivial para o-algebra caudal
B, isto é, se para qualquer conjunto A € B, vale

w(A)=1 ou p(A)=0. (1.6)

Observacao 1.4.3. Outra forma equivalente de caracterizar o fenomeno acima é através
da propriedade de cluster para o estado p, ou melhor,

lim sup |p(ANB)—pu(A)u(B)|=0 V AcB?. (1.7)
n—

BeBAY

O significado da formula acima é que os eventos possuem correlacao de curto alcance, isto
é, eventos “espacialmente distantes” sao assintoticamente independentes.

Aproveitando-se da possivel influéncia que a dinamica do shift pode ter sobre os esta-
dos, consideramos também sobre estes a nocao de invariancia.
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Definicdo 1.4.3. Um estado p é dito o-invariante se pu(oc~'(A)) = u(A) para todo
A € BZ, ou equivalentemente se

/f oodu = /fdu, para todo f € C(Ls).

Além disso, um estado o-invariante é dito ergddico se é trivial sobre a o-algebra dos
conjuntos invariantes B,, isto é, se para qualquer conjunto A € B, vale

p(A)=1 ou p(A)=0.

Denotam-se, respectivamente, por P>(Zs), Py(Zs) e Er9(Ls) o conjunto dos estados
macroscopicos, dos estados o-invariantes e dos estados ergédicos. Nao é uma tarefa facil
obter relagoes entre os conjuntos P*(Zs) e Er9(Ls), apesar da semelhanca entre suas
defini¢oes. Neste intuito, considerar o conjunto dos estados macroscopicos o-invariantes,
denotado por PP (Xs) := P> (Xs) N P,y(Ls), ¢ mais adequado.

Proposi¢ao 1.4.2. Para qualquer i € Py(Zs), a inclusio B C B> ¢é vdlida p-q.t.p.,
i1sto €, para cada A € B? existe B € B> tal que

uw(AAB)=0.
Assim, P3°(Ls) C Er9(Ls), ja que todo estado macroscopico o-invariante € ergodico.

Demonstracao. Seja A um conjunto invariante. Segue do corolario A.0.5, no apéndice A,
que existe uma sequéncia de cilindros {C), }nen € Cil(Zs) tal que p(AAC,) < 27" para
todo n € N. Devido as invariancias do estado p e do conjunto A, obtemos que

p(AAGTHC)) =p (07 (A) Ao (Cr)) = pn(ALC,) <277 (1.8)

para todo ¢ € N.

Como C,, é um cilindro, temos que existe i(n) € N tal que C,, € BY. Além disso,
como Ay N (Aigny + 2i(n)) = 0, temos 0% (C,,) € Brim+2M) BYw . Devido a estes
fatos, o conjunto B := Nyen Upsk 02 (C,) € B e, devido a desigualdade (1.8), este
satisfaz 1

(AN B) = pi (Nken Upsi (AL 0 ™(C,))) < lim Y — =0

T k—oo on
n>k
]

O conjunto dos estados macroscépicos P> (Xs) nao possui propriedades estruturais
muito marcantes além das citadas anteriormente. Por outro lado, dedicamos a continuacao
desta secao a uma coletanea de resultados para os estados o-invariantes e ergodicos. Tais
fatos em conjunto com a proposicao 1.4.2 explicam uma predilecao por se trabalhar no
contexto invariante e ergddico, como veremos na segao 2.3.
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Proposicao 1.4.3.
() (Krylov-Bogoliubov) Dada uma sequéncia de estados {my}, .y C P(Zs), qualquer
ponto de acumulagdo para a sequéncia {pi, tnen definida por

1 : p
fin(A) = A > mn(o7'(A)), para todo A € B,

¢ um estado o-invariante. A compacidade de Ls garante entio que P,(Ls) € ndo
Va210.

(17) O conjunto dos estados o-invariantes Py (Xs) € um compacto convexo de M(Zg).

Um dos resultados classicos mais importantes, o qual garante a existéncia dos obser-
vaveis macroscopicos do exemplo 1.3.5, é enunciado a seguir. Sua demonstracao pode ser
obtida nas referéncias [57, 44].

Teorema 1.4.2 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Sejam f um observdvel e y um estado
o-invariante. Entao

f(w) Z foo'( existe p-q.t.p. w e

oo ’A | €Ay,
/Afd,u = /Afd,u para todo A € B,, (1.9)

sendo f uma versdo da E(f|B,). Quando u é um estado ergédico, entdo

AE/fd,u.

Estendendo o teorema anterior, registra-se o seguinte resultado:

Teorema 1.4.3 (Teorema Ergddico Subaditivo de Kingman). Seja uma familia de ob-
servaveis { [}, ey que satisfaz a propriedade subaditiva, isto €,

fraom < fo+ frmoad™  para todo n,m € N.

Considere i um estado o-invariante. Entao

flw) = li_>m %fn(w) existe p-q.t.p. w
/fd,u— hm /fndp 1nf—/fnd,u. (1.10)

Além disso, se p é um estado ergodico, entdo

f=inf / Indpe
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Observacao 1.4.4. Apresentamos apenas dois dentre varios teoremas de convergéncia,
denominados de teoremas ergddicos, os quais supoem hipotese de invariancia ou ergodici-
dade.

O Teorema Ergddico de Birkhoff foi originalmente apresentado no artigo [7], para
equagoes diferencidveis em variedades. Indicamos [32, 36] para extensoes de tal teorema
em contextos mais abrangente do que o apresentado nesta dissertacao, por exemplo, para
o caso de acoes de Z? e de grupos mais gerais.

Ja o Teorema Ergddico Subaditivo, primeiramente demonstrado por Kingman em [33],
possui diferentes argumentos e demonstracoes. Por exemplo, para um ponto de vista
estocastico, veja [35]. Para uma perspectiva dinamicista, na qual nos baseamos, consulte
[1, 53, 41]. Neste dltimo contexto, atentamos para uma importante hipétese do Teorema
Subaditivo de Kingman, que nao foi enunciada: f; := max{0, f;} deve ser integravel.
Como ja foi afirmado, todo observavel pertence a L” para p > 1, o que implica que tal
hipétese é trivialmente satisfeita no nosso caso.

Sobre os estados ergddicos, destacamos a préxima proposicao.

Proposicao 1.4.4. Sao equivalentes:
(1) p € um estado ergddico;
(1i) p satisfaz a propriedade

lim L Z (o™ (A) U B) = u(A)u(B), V A B e B; (1.11)

(1ii) p é um ponto extremal de P, (Ls).
Ademais, se py e po sao estados ergodicos, entao ou py = fo ou sao mutualmente singu-
lares.

Atentamos para a semelhanga entre o item (i7) acima e a propriedade de cluster para
estados macroscépicos, dada pela condigdo (1.7) da observagao 1.4.3. Neste caso, con-
tudo, sao os eventos 0~ ¢(A) que se tornam, em média, assintoticamente independentes de
qualquer evento B.

Outro fato importante, relativo ao item (4i7) e a tltima asser¢ao da proposigao anterior,
estd associado a uma representagao geométrica para o conjunto convexo P, (Ls) a partir
de seus pontos extremais, ou seja, com o emprego dos estados ergddicos. O teorema que se
segue é um caso particular do classico Teorema de Representacao de Choquet (ver A.0.11
no apéndice A) sobre o convexo compacto P, (Ls).
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Teorema 1.4.4 (Teorema de Decomposicao Ergédica). Para cada estado o-invariante
w, existe uma tunica medida de Borel n sobre o espa¢o P, (Ls) tal que

ut = [ san= | " ( / fdm) diy(m).

Toda a discussao anterior decorre do intuito de se guardar certa imparcialidade quanto
a imposicao de um estado ao sistema, ja que os problemas a serem considerados resumem-
se a buscar estados com propriedades especificas sobre os subconjuntos apresentados. Por
maior empenho que se tenha, a no¢cao de um estado subjacente ao sistema é mais natural
do que se imagina e estara presente principalmente no segundo capitulo deste trabalho.

Defini¢cao 1.4.4. O estado basico é dado pelo estado de Bernoulli v := vy, (rever
exemplo 1.4.1) para a probabilidade de Haar sobre os borelianos de S, isto é, para a
medida de referéncia vs.

Observagao 1.4.5. Mais geralmente, existem outros estados (além do estado bésico)
para os quais resultados subsequentes continuarao validos. Sao exemplos os proprios
estados de Gibbs e de equilibrio que serao definidos no préximo capitulo.

1.5 Interacao e Potencial

A nocao de energia de um sistema para uma dada configuracao é um conceito norma-
tivo em fisica, essencial para construcao e andlise dos modelos matematicos associados.
No caso de volume finito, vimos, na Introdugao, que a energia é representada pelo hamil-
toniano do sistema. Para a mecanica estatistica de volume infinito, ficara claro que nao é
factivel discutir tal nocao simplesmente como uma funcao sobre o espaco de configuragoes.
Na verdade, torna-se fundamental considerar hamiltonianos associados as parcelas finitas
do reticulado .Z, examinando assim o conceito de energia no nivel de particulas e suas
interacoes entre si.

Notagao 1.5.1. Convencionamos, nesta secao, que X, Y e A indicam subconjuntos finitos

de .Z, isto é, X, Y, A € Pp.

Definicao 1.5.1. Seja Ls um espago de configuragoes.
(i) Uma interagao ¢ dada por uma familia de fungoes ® = {®x : s — R} xep, tal
que cada Px é um observavel local em X.
(77) Um potencial é dado por uma familia de observaveis ¥ = {W¥,, : £s — R}, c .
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Em particular, uma intera¢ao ou um potencial é dito continuo (Lipschitz ou Hélder con-
tinuo) se cada um dos observéaveis da respectiva familia é continuo (Lipschitz ou Holder
continuo).

Notacao 1.5.2. Por uma questao de concisao e para evitar equivocos, as interagoes
sempre serao denotadas por ® e os potenciais, por V.

A diferenca conceitual na definicao anterior consiste no fato de que uma interagao
investiga, para cada coletanea finita de sitios A, o comportamento de interacao entre
estes sitios isoladamente, ou seja, a energia de cada subsistema de spins de volume finito
independente do exterior Ab de uma dada configuracao. Por outro lado, um potencial
informa como um dado sitio ¢ € £ interage com todos os outros sitios do sistema de
spins, isto é, qual a contribuicao a energia deste sitio para uma configuracao do sistema.

Observacao 1.5.1. Classicamente, um potencial é definido somente por um observavel
Y 1 Zs — R que representa a contribuigdo da origem (0 € £) para energia do sistema.
Veremos no exemplo 1.5.11 que esta nocao concorda com o caso o-invariante da definicao
1.5.1, para a qual é possivel recuperar um potencial ¥ = {U, },,- & somente conhecendo o
observavel W,.

Lembre-se que as interacoes ja foram apresentadas na introducao para o caso de volume
finito. Neste contexto, obtém-se que todo hamiltoniano pode ser escrito em termos de
uma interacao. Motivado por tal decomposicao, partimos de uma interacao e procedemos
de modo a recuperar, para cada parcela finita de particulas, um hamiltoniano associado.
Para isto, sera necessario impor uma condicao de regularidade.

Definicao 1.5.2. E dita absolutamente somdvel uma interagao ® que satisfaz

supz [ Px ||, < oo

€L N5

Denota-se o conjunto de todas as interagoes absolutamente soméaveis por #(Ls).

Nao é dificil perceber que Z(Ls) é um espago vetorial, cuja soma de interagoes é dada
pela soma de cada observavel em seus respectivos indices, e a multiplicacao por escalar,
pela multiplicacao de cada observavel.

Exemplo 1.5.1. Hamiltonianos de uma interagcao: Seja ® uma interacao absolutamente
somdvel. A familia de hamiltonianos {HA"}c», proveniente desta ¢ dada por

HM(w) = > Ox(w),

XNAAD
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para cada A € Pr. Temos a seguinte decomposicao HA" = Hi% + HIM onde

HI = Z(I)X e M= Z Py (w),

XCA XNAAD
XNAC£p

para cada A € Pp. Dizemos que H? é parte livre e HI3 é parte de fronteira do
hamiltoniano Hi". o

Observacao 1.5.2. Nao ha duavida de que os somatdrios envolvidos no exemplo anterior
estao bem definidos, ja que

Z Oy <ZsupZ||CI>X||OO<oo

XNA#D o ieA "

Por este motivo, aqui nos restringiremos a interagoes pertencentes a #(Ls), ou seja,
sempre que nos reportamos deste ponto em diante a palavra interacao, fica subentendido
que se trata de uma interacao absolutamente somével.

Ainda sobre o hamiltoniano de uma interagao, temos a seguinte propriedade.

Exemplo 1.5.2. Comportamento do hamiltoniano de uma interacdo: Fixe uma coletanea
de sitios A € . Sejam quaisquer configuragoes w,w’ € Xg que coincidem em AL
isto é, w|ae = w'[xc. Considere uma interagdo ®. A propriedade local de ®x obriga
Oy (w) — Px(w') =0 sempre que X NA = (). Assim, temos que, para todo A D A,

HH(W) = HM(w) = Y Ox(w) — Px(w) = HA" (W) — HA (). (1.12)

XNAAD
&

Intuitivamente, HA"(- w,c) representa a energia associada a um subsistema finito,
constituido pelas particulas ¢« € A, onde w,c é a disposicao das particulas ¢ € Al para

algum w € Ls. Assim, conhecendo-se a familia {HA"} c»,., veremos que serd possivel

§ab)
descrever, de maneira andloga a da Introducdo (veja os exemplos 1.5.13, no final deste
capitulo, e 2.1.1, no inicio do Capitulo 2), o estado de Boltzman-Gibbs associado a cada
parcela finita e a cada condigao externa. Por sua vez, conhecer tais estados sera suficiente
para a descrigao do primeiro formalismo gibbsiano a ser analisado na secao 2.1.

Para os potenciais, toda a discussao anterior perde significado, devido as diferengas ja
apresentadas entres os dois conceitos. Apesar disso, a nocao de energia de um subsistema

finito partindo de um dado potencial permanece.
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Ezemplo 1.5.3. Hamiltonianos de um potencial: A familia de hamiltonianos {H{"}xc »,.
associada a um potencial ¥ é dada por

HEM (@) = 3 W),

icA
para cada A € Pp. &

Deste modo, os modelos de mecanica estatistica para volume infinito se apoiam sobre a
nocao de energia para as parcelas finitas de .Z, isto é, hamiltonianos associados a A € 5.

Definicao 1.5.3. Seja Ls um espaco de configuragoes. Um hamiltoniano sobre Xs é uma
familia de observaveis H = {Ha }ac»,. Além disso, o hamiltoniano #H ¢ dito continuo se
cada um dos H, é um observavel continuo.

As familias de fungoes nos exemplos 1.5.1 e 1.5.3 sao formadas por observaveis, sendo
a continuidade uma propriedade herdada da intera¢ao ou do potencial (no caso das inte-
ragoes, o argumento na observagao 1.5.2 também garante convergéncia uniforme).

Notacao 1.5.3. Ainda sobre os respectivos exemplos, denotam-se:
(i) o hamiltoniano de interagao por H™ = {Hi"}c»,., o qual possui decomposigao
em hamiltoniano livre HI" = {H1%}\c», e em hamiltoniano de fronteira H}" =
{Héﬁt}AEz@F;

(1) o hamiltoniano de potencial por HF! = {HT} \c ...

Estamos aptos a introduzir alguns modelos classicos da literatura da mecanica esta-
tistica, comecando por modelos sobre o conjunto de spins finito do exemplo 1.2.2.

Ezxzemplo 1.5.4. Modelo Ising com campo externo: Considere o espaco de shift Ly, =
{(—1,0),(1,0)}*. Para h € R, os observéveis sio dados pelas equacdes (1.4) (vizinhos
mais préximos) e (1.3) (campo externo). A interacao {®}rc, associada a tal modelo é
definida por

(—J, se w; =wir1 e A={i,i+ 1}
J, sew; #wiyeA={ii+1}
Py (w) = —h, se w; = (1,0) e A = {i}
h, se w; = (—1,0) e A = {i}
. 0, caso contrario
(T (-, iy W), se A={z,i+1}
= — (Wi, (7, 0)) 5 (W), se A = {i}
0, caso contrario

\

para uma constante J € R, a qual qualifica esta interacao da seguinte maneira:
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(1) @ é dita ferromagnética se J > 0;
(i7) @ é dita antiferromagnética se J < 0.
O modelo da Ising poderd também ser descrito pelo potencial {¥,, },co

. q){n—l,n} + (I){n,n+1}
B 2

\Iln(w) + (I){n}- (1.13)

%

Observacao 1.5.3. O modelo de Ising é classicamente apresentado para o conjunto de
spins {—1, 1}, o qual foi aqui identificado com o conjunto Us,.

Exemplo 1.5.5. Modelo clock ou modelo Potts com campo externo: Para o shift completo
Ty,, sejam A € R? e uma funcdo J : U, x U, — R. Para quaisquer z,y € U, C R,
denote por arg(z,y) o menor angulo entre eles. A interacao ¢ deste modelo também leva
em consideragao os observaveis (1.4) e (1.3), sendo definida por

([ —J(w;, wiy1) cos (arg(wi,wir1)), se A= {i,i+1}

D) (w) = —||ﬁ|| oS (arg (wi, E)) , se A = {i}
0, caso contrario

—J(Wlgi+1y) (- ‘>{i,z’+1} (w), seA={ii+1}

= — -,E w), se A = {1
SHN® {i}

0, caso contrario

\
(

\
Note que a igualdade é obtida devido a identificagao (1.1) entre U,, e um subconjunto de
S! € R2. O potencial que descreve tal modelo também ¢é dada pela equagao (1.13).

Em geral a fungao J é constante. Assim temos

—J (5 Vi @), se A= {ii+1}
Pa(w) =1 -~ < B @) se A= {i} . (1.14)
0, caso contrario

Perceba que o caso particular n = 2 é exatamente o modelo de Ising (veja o exemplo
1.5.4). &

Para os proximos modelos, utiliza-se o espaco de shift Lga.

Exemplo 1.5.6. Modelo XY com campo externo: Fixando d = 2, sejam heR2e J€R.
Considere entao a interacao

—J <Cvi,03i+1> , Se A= {Z,Z + 1}
Dyw)=4{ - <w ﬁ> , se A = {i}

0, caso contrario
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Perceba que a intera¢do acima possui mesma escritura que a equagao (1.14) e o potencial
sera dado pela equagao (1.13). &

Exemplo 1.5.7. Modelo cldssico de Heisenberg ou modelo XYZ com campo externo: Para
d =3, tome h € R* e J € R. O potencial é novamente dado pela equagao (1.13), sendo a
interagao descrita pela equagao (1.14)

z{wﬂ}( w), seA=1{ii+1}
D) (w) = < ,h> se A = {i}

0, caso contrario

O

Para mais informacoes sobre estes e outros modelos classicos da mecanica estatistica,
veja as referéncias [50, 9]. Afastando-se um pouco da fonte prioritariamente fisica, apre-
sentamos um modelo dinamicista.

Notagao 1.5.4. Lembre-se que as configuragoes de L& podem ser escritas como w =
(wo, w1, - . .). Denotaremos por k> a configuragao (k,k,k,...) € L, onde k € S.

Ezemplo 1.5.8. Considere o shift unilateral £} _, apresentado no exemplo 1.2.1. Fixe
constantes positivas {ay o<g<n € tome r € {2,3,...,n — 1}.
A partir do observavel dzg( -, w), definimos o potencial ¥ colocando

( —ap d;; (w,0%), se w; =0
—Q dzg (w 100), se w; = 1
Ui(w)=<¢ —ap dyy (w,(r=1)®), sew;=7r—1
— Oy, Sse w; =T
. —Qp—1, sew;, =n—1
Em particular, caso r =n — 1 temos ¥;(w) = ZZ;(I) X[kW]{i}(w)Oék dzj,; (w, k). &

Com excecao deste ultimo exemplo, reconhece-se dependéncia das interagoes anteriores
com relagao ao diametro do subconjunto em Pp, ja que ®x = 0 para todo X # {i,i + 1}
e X # {i} para algum i € .Z. Este fendmeno motiva uma classificacdo particularmente
comum na literatura, a qual indica o quao distantes, no reticulado, duas particulas podem
interagir entre si.
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Definicao 1.5.4. Denomina-se de curto alcance
(1) a interagao ® para a qual

3L € N tal que &x = 0 sempre que diam(X) > L;
(#7) o potencial ¥ para o qual

JdLeNtal que sup |¥,(w)— T, ()| =0 para todo n € &,

wlap=w'|a;

isto é, W,, é local em Ay, para todo n € Z.
Denotamos por Alc(®) (respectivamente Ale(¥)) o menor valor de L que torna @ (res-
pectivamente V) de curto alcance. Uma intera¢ao ou um potencial é dito de longo alcance
se nao for de curto alcance. Em tal caso, convenciona-se Alc(®) = oo (respectivamente
Alc(V) = 00).

E facil ver que o potencial do exemplo 1.5.8 é o de longo alcance, pois é definido pelo
observavel do exemplo 1.3.4, que nao satisfaz a propriedade local.
Retornando aos hamiltonianos, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.5.9. Hamiltonianos associados aos modelos anteriores: Tomamos como base
o modelo clock (exemplo 1.5.5), cujos respectivos hamiltonianos sao

HY" (W) = —J Z (- '>{m’+1} (w) — Z <'7ﬁ>{i} (w);

{ii+1INA#D {i}NAA£D

HE W) = =5 3 (D (s ) @) = T (4B) (@)

€A IS

Em particular, os hamiltonianos estao associados a menos de um fator de fronteira,

q){—n—l,—n} + q>{n,n+1} <>

My = S0 :

No final do segundo capitulo, semelhantemente ao exemplo acima, os hamiltonianos
de uma interacao e de um potencial estarao relacionados por nocoes de equivaléncias
apresentadas pelos formalismos a serem estudados. Desta forma, serd possivel apresentar
varias descri¢oes para um mesmo problema.

A nocao dinamica estd presente em nosso contexto da seguinte forma.

Definicao 1.5.5. Seja (Xs,0) um espago de shift.
(i) Um hamiltoniano H é o-invariante se Hx,; = Ha oo’ para todo A € Prei € Z;
(i) Uma interagao ® é o-invariante se ®x; = Px o o’ para todo X € P e i € .&;
(ii7) Um potencial ¥ é g-invariante se ¥,,; = ¥,, o o' para todo n,i € .Z.
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Note que todos os exemplos anteriores sao o-invariantes. Além disso, potenciais ou
interacoes o-invariantes evidentemente induzem hamiltonianos o-invariantes.

Para as interagoes, %,(Zs) denotara o subespaco de Z(Zs) das interacoes absoluta-
mente somaveis, continuas e o-invariantes, munido da norma

9]l 2,5s) = sup Y 1€x ]l = D [Pxlle - (1.15)
€L X5 X30
Examinaremos de forma mais detalhada a nocao de invariancia sobre os potenciais.
Exemplo 1.5.10. Hamiltonianos de potencial o-invariante: Um potencial o-invariante

¥ é formado por copias transladadas do observavel da origem Wy, isto é, ¥ = {¥00" },.en.
O hamiltoniano associado coincide com

Hi =) Wooo' =i 5, (Vo)
icAn
(na literatura dinamicista, S, (f) é conhecido como a soma de Birkhoff associada a uma
fungao f).
Para qualquer estado o-invariante p € P, (Xs), aplicando o Teorema Ergédico de
Birkhoff (ver teorema 1.4.2) para o observavel U,, tem-se

~ 1
Up(w) := lim —5,(¥)(w) existe p-q.t.p. w e

/ \/170 dp = / Vodp para todo A € B,.
A A

Consequentemente, é possivel obter o comportamento assintético médio da energia do
sistema para uma dada configuragao, ja que

i 1
11m
n—o0 |An|

’Hf:t(w) = (I\lo(w) U-q.t.p. w e <\/f]0>u — <\I[0>u'
Ainda, se p é um estado ergddico, entao \TJO = (\110>u. Além disso, discussao similar é
valida para .Z = Z. o

Motivado pelo exemplo anterior, a acao dos estados sobre os hamiltonianos sera intro-
duzida da seguinte maneira.

Definicao 1.5.6. Dado um estado u, a energia média ou densidade de energia associada
a um hamiltoniano é

1
(H), == lim /"HAnd,u, (1.16)

n—o0 ‘An|

quando este limite existe.



30 Capitulo 1. Sistemas de Spins Unidimensionais

Observacao 1.5.4. No caso invariante, a acao de um estado o-invariante sobre um
hamiltoniano de potencial o-invariante reduz-se a acao deste mesmo estado sobre o ob-
servavel da origem (veja exemplo 1.5.10). Tal fato justifica que a notacao utilizada seja
a mesma. Além disso, possibilita uma identificacao entre os potenciais o-invariantes e
os observaveis da origem, dada por ¥ +— W, a qual permitirda um tratamento a partir
somente de observaveis do formalismo gibbsiano a ser discutido na secao 2.3.

Nao é uma tarefa facil garantir que a energia média para hamiltonianos nao necessa-
riamente o-invariantes seja finita. Condigdes para a existéncia do limite (1.16), em geral,
sao descritas a partir da atuagao da dinamica sobre os hamiltonianos e sobre os estados,
como no caso invariante. Com este intuito, introduzimos a seguinte no¢ao quando . = N.

Defini¢cao 1.5.7. Um hamiltoniano H é dito subaditivo, se satisfaz
Hpr, < Hyr +Hyy 00" paratodon,meN,
Quando vale a igualdade, o hamiltoniano é dito aditivo.

Uma condigao necessaria para subaditividade, devido a um simples argumento de
inducao, é dada pela seguinte desigualdade

Hyp SHpe +Hppoo"' = Hy <Y Hyoo  VneN
i€A)
Ezxzemplo 1.5.11. Hamiltonianos aditivos: Considere . = N. Um hamiltoniano associ-
ado a um potencial o-invariante ¥ sempre satisfaz a propriedade aditiva, pois

HEE () = 3 Woo'@)+ | 3 Baoo' | 0om(e)

n—+m
iEAT icAt
_ Pot Pot n
= M, 7 (w)+H,7 oo"(w) paratodon,méeN.

Reciprocamente, dado um hamiltoniano H que satisfaz tal propriedade, é possivel obter
a seguinte redugao

Hyp =Hpr +Hpr00"' = Hyy=> Hyoo'  VneN
ieAf
Logo, todo hamiltoniano aditivo H provém de um potencial o-invariante dado por ¥ :=

Hypo 0"} 2 ® devido ao exemplo 1.5.10, obtemos
ne

(H), = /HATdu - <7{A1+>#. (1.17)



1.5. Interacao e Potencial 31

Procedendo de forma analoga ao exemplo 1.5.10, ao se utilizar o Teorema Ergddico
Subaditivo 1.4.3, obtém-se o seguinte resultado.

Proposicao 1.5.1. Seja H um hamiltoniano subaditivo. Entdo, para qualquer estado
o-invariante u em L&, tem-se

H(w) = 7}1_{1010 |A+|’HA+(w) existe p-q.t.p. w e

(H)u _nh_{go IA] /HA+dN 11%{] A7) /HA+d,LL /'Hdu

Se 1 € um estado ergédico, entio H = (H) -

Nao é dificil notar que, para todo estado o-invariante u, a energia média (-) , ¢ uma
funcao linear sobre os hamiltonianos subaditivos e no caso aditivo ou de potenciais o-
invariantes é sempre finita.

A nocao central deste capitulo é dada pela proxima definicao.

Definicao 1.5.8. Dados um conjunto de spins S, um hamiltoniano H e um estado
bésico v em Lg (ou em L), denominamos (Xs,H,v) (ou (£, H,v)) de sistema de spins
unidimensionais.

Notagao 1.5.5. Quando for necessario destacar a dinamica de shift e as nocgoes de
invariancia, alternamos a notagao para (£s,0,H,v) (ou (£%,0,H,v)).

Exemplo 1.5.12. Sistema de spins para o modelo clock: Tal modelo possui espaco de
configuragoes Xy, (ver exemplo 1.2.2), hamiltoniano dado pela interagao (ou pelo poten-
cial) do exemplo 1.5.5, e estado bésico obtido a partir da medida de contagem normalizada.

&

J& foi observado anteriormente que, sem perda de generalidade, o reticulado .Z poderia
ser substituido por um conjunto finito. Concluimos o presente capitulo explicitando a
relacao entre os sistemas de spins de volume finito e volume infinito, e como varios dos
conceitos apresentados até entao nao sao perceptiveis quando o volume é finito.

Exemplo 1.5.13. Sistemas de spins de volume finito: Para £ conjunto finito, com
|.Z| = N, e conjunto de spins S, obtém-se o espago de configuracoes Ls = SV, que
obviamente é compacto. O estado bésico é dado pela medida produto da medida de
referéncia, ou seja, v = Hf\;l vs. Em particular, toda informagao sobre a energia do
sistema estd resumida no observavel H 4 (para reduzir notagao denota-se H := H.).

Devido a liberdade dada ao conjunto .Z, j4 que nao necessariamente possui uma
estrutura de (semi)grupo, nao estamos aptos a apresentar uma dinamica de shift. Desta
forma, denotaremos os sistemas de spins de volume finito por (Zs, H,v).
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A o-4lgebra caudal B, coincide com a o-dlgebra trivial {0, Zs}. Todos os observéiveis
sao locais e os unicos observaveis globais sao as funcoes constantes. Além disso, todo
estado sobre o sistema é macroscépico, isto é, P> (Ls) = P(LZs).

Em sintese, a nogdo macroscépica/global, quando o volume é finito, corresponde aos
casos triviais de conjuntos mensuraveis, de observaveis e de estados. Isto justifica o fato
de tal nocao nao obter qualquer destaque na descricao apresentada na Introducao.

Uma forma de estender as fungoes termodinamicas para um conjunto de spins com-
pacto é fazendo uso do estado bésico v:

(Energia Média) (M), = /’Hdu;

[ (%1og %) dv = [log %dp, se <K v
00, caso contrario;

(Entropia) H,(u) := {

(Pressao) P,(H) :=logZy = log/e_Hdl/.

Atentamos que a diferenca crucial com relacao a descricao apresentada na introducao
é o fato de agora o conjunto de spins nao ser necessariamente finito. Se fosse finito,
pelo exemplo 1.1.1, a medida de referéncia seria a medida de contagem normalizada.
Consequentemente, o estado bésico também seria uma medida de contagem normalizada
sobre o espago de Conﬁguracf)es Y5, pois

vs(w;) , ara todo w € Xg.
Hs |8|N P S

Portanto, a pressao e a entropia anteriores distinguem-se daquelas que foram apresentadas
na introdugao apenas por um fator de —|S|log N.

Procedendo de forma andloga, pela desigualdade de Jensen (ver A.0.7 no apéndice A),
temos

oy dp _a, dv
_ _ A < M _
H(p) — (H), /log (e du> dp < 1og/e dudu P,(H).

Sendo assim, enunciamos o principio variacional
P,(H) = sup {H(n)— (H)u}
HEP(Z)
cujo supremo ¢ atingido pelo estado de Boltzmann-Gibbs, caracterizado explicitamente
por

1
w(A) = 7o e "@dy(w), com
HN JA

(Fungao de Particao) Zun = / e @) dy(w). &
Is



CAPITULO 2

Formalismos

Introduzidos no primeiro capitulo, os modelos de Ising, clock, XY e Heisenberg perten-
cem a vasta classe de modelos de mecanica estatistica denominados de sistemas de spins
unidimensionais. Estendendo a anélise feita para volume finito, o fenomeno de equilibrio
sobre um sistema spins com volume infinito também sera descrito via estados sobre o es-
paco de configuracao, denominados de estados de Gibbs e de estados de equilibrio. Estes
sao caracterizados através de duas formulagoes: o formalismo DLR e o formalismo SRB. O
objetivo principal deste capitulo sera introduzir ambas as formulagoes e ao término apre-
sentar um dicionario entre elas e possiveis equivaléncias. Relembramos que o tratamento
dos respectivos formalismos sera limitado a sistemas de spins compactos unidimensionais
(isto é, sobre os reticulados N ou Z), embora se trate de construgdes que se estendem
muito além deste contexto, como pode ser visto, por exemplo, em [32, 24, 56, 28, 9] para
generalizagoes em mecanica estatistica e, por exemplo, em [48, 49, 30, 37] para situagoes
mais gerais em dinamica.

2.1 Formalismo DLR

Também denominado de abordagem mecanico-estatistica, tal formalismo, desenvolvido
por Dobrushin [15, 16, 17], Lanford-Ruelle [34], adequa-se ao contexto de hamiltonianos
provindos de interacoes. Sua proposta é descrever os estados de Gibbs para sistemas de
spins de volume infinito por meio da analise dos subsistemas associados as coletaneas
finitas de sitios. Para cada um destes subsistemas, aplica-se a caracterizacao classica para
o volume finito, apresentada na Introducao e no exemplo 1.5.13, donde se obtém o estado

33
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de Boltzmann-Gibbs associado. Desta forma, os estados de Gibbs para volume infinito

serao aqueles estados cujo comportamento quando condicionado a uma coletanea finita

de sitios coincide com o estado de Boltzmann-Gibbs correspondente a este subsistema.
Considere o sistema de spins unidimensional (Zg, H™, v).

Ezxzemplo 2.1.1. Subsistemas de spins para volume finito: Dados A € HPr e uma con-
figuragao w € XLg, o sistema de spins associado ao volume A e a condi¢ao exterior wye
possui espaco de configuragoes

ZA,W = {CU/ c ZS : w;\C — WAD} ~ S|A|’
hamiltoniano dado por HI”t|ZA w = HE™ (- wye) e estado bésico vy = [], vs. Como descrito

no exemplo 1.5.13, o estado de Boltzmann-Gibbs associado a (ZA “ HE N saw, I/A> cumpre,
S

para todo A € B,

Int 1 nt(,,/
i W) = o [ xalehwne) g (wh) com
ZHInt (W)
A
(Fungao de Particao) Lyt (w) = / e_Hf\m(”/A“’AG)dVA(wZX). (2.1)
):A w
Int
(Note que ,uj\tg pode ser naturalmente estendida sobre a o-algebra B<.) &

Notagao 2.1.1. Os estados de Boltzmann-Gibbs uj\{/z‘: " serdo denotados também por
ph™ (- w) ou ph™ (w, - ). O destaque dado & configuragio w € s que determina a condigao
exterior, colocando-a como variavel, exprime uma representacao de tais estados em termos
de ntcleos de probabilidades (ver definigao A.0.11 no apéndice A). Em particular, daremos
predilecao a esta ultima notagao.

Investigando a familia { pht (- de tais nucleos para cada subsistema spins

' )}Aeﬂﬂp
de volume finito, destacam-se trés propriedades
(i) fixado um conjunto A € BZ, temos /ﬂ"t( JA) é B -mensurével;
(i1) 1t (@, B) = x5(w) sempre que B € B\

(17i) para X C Y, tem-se
Pt (w, A) = /uﬁ?t( " A)dpy(w')  para quaisquer w € Lse A€ BZ.

(Para mais detalhes sobre o item (ii7) acima, veja o exemplo 2.1.3 a seguir.)

Perceba que a dependéncia da condicao exterior nos conduziu a uma alteracao do
paradigma, que antes era baseado nos estados e a partir deste ponto sera ditado pelos
nicleos de probabilidades. Este ponto de vista facilita a representacao de argumentos
de convergéncia que serao utilizados e se mostrara fundamental para apresentar o estado
de Gibbs, cujo comportamento quando “restrito” a uma coletanea finita de particulas é
idéntico ao do estado de Boltzman-Gibbs associado ao subsistema destas particulas.
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2.1.1 Especificagoes

A discussao anterior serve de base para a definicao a seguir.

Definicao 2.1.1. Uma especificacao I' é uma familia de nicleos de probabilidade para
0 espagco (Zg, Bg),

I':={N}rer, onde Y Zs x BY — [0,1],

satisfazendo as condigoes:
(i) para cada A € BZ, o observavel y5(-, A) é BAc—mensurével;
(#1) para cada w € Ls, 0 estado YA (w, )| zae = du;
(17i) para A C A', tem-se

Yaya(w, A) = /’YA(WI,A)’YA'(wadw’)

= I (wa A)

Pormenorizando, as condigoes (i) e (i7) afirmam que o ntcleo de probabilidade, visto
tanto como um observavel quanto como um estado, sé depende dos sitios i € AL isto 6,
a variavel que se reporta ao espaco de configuragoes comporta-se como uma condi¢ao de
fronteira. A condigao (i77) nada mais é que uma propriedade de compatibilidade entre
tais nucleos.

Apesar de estar implicito na condicao de compatibilidade, é possivel definir o compor-
tamento de uma especificacao diante de observaveis, de estados e até mesmo de outras

especificagoes.

Definicao 2.1.2. Sejam as especificagoes I' := {ya} cp, € " := {7} }c»,, um obser-
vavel f e um estado p.
(1) A especificagao I' age sobre o observével f da seguinte forma

(W) = / £, du. (2.2)

(17) A especificagao I' atua sobre o estado p através de

pn(4) = / (W, A)dp(w). (2.3)

(77i) O produto de duas especificages I' e " é dado pela especificagao

= {0 ey Onde ()3 00 4) = [ AW AP dw). (2)
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Um mecanismo simples que exemplifica a nocao de especificacao é dado abaixo.

Exzemplo 2.1.2. pg-especificacao: Sejam ps medida de probabilidade sobre o conjunto
de spins S e suas respectivas medidas produto py = [[, ps para cada A € Zp. Considere
os ntcleos de probabilidade

o, A) = [ xalhone) dus (@)
— (W € Acwle =ule))

A familia formada por tais nicleos I's := {pa( -, * )} e, satisfaz as condigoes (i), (i7) e
(77i) da defini¢ao anterior e é denominada de us-especificagao. &

Do exemplo 2.1.1, obtém-se a seguinte classe de especificagoes.

Exzemplo 2.1.3. Especificacio gibbsiana: Dado o hamiltoniano H™ associado & intera-

Int

¢ao P, naturalmente associa-se uma especificagao I'¢ = 'yt = {,uA onde pimt

}AG'@F’
é o estado de Boltzman-Gibbs dado pela equagao (2.1). Atentamos que a condi¢do de

compatibilidade é equivalente a
M () + HI ) = ) + 1 ),

para todo w,w’ € Lg tal que w| e = w'| ¢ e para todo A C A’. Esta, por sua vez, segue
trivialmente da equagao (1.12). o

Perceba que uma pgs-especificagao (exemplo 2.1.2) nada mais é que uma especificagao
gibbsiana para o hamiltoniano identicamente nulo. Temos ainda que os modelos basea-
dos em interagoes (exemplos 1.5.4, 1.5.5, 1.5.6 e 1.5.7) possuem especificagdo gibbsiana
associada.

Em particular, o modelo clock satisfaz a seguinte propriedade adicional.

Definicao 2.1.3. Considere § = U,, e o shift completo Xy,. Uma especificacao I' =
{7A}re 2, sobre este espago é dita markoviana se existe uma fungao positiva g : S x S x
S — (0,00) tal que, para todo i € Z,

iy (W, W) = g(wi-1, Wi, wis). (2.5)

Exemplo 2.1.4. Especificacao para o modelo clock: Seja o sistema de spins associado ao
modelo clock, introduzido no exemplo 1.5.12. A funcao positiva que torna a especificacao
gibbsiana para tal modelo em markoviana é dada por

e(@y)+{y,2)+(y,h)

Zre s @)+ (r,z)+(rh)

g(x,y,z) = (2.6)
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Para verificar a equagao (2.5), primeiramente note que —Hf;ﬁt(wf{’i}w{i}c) = (w1, W) +
(Wl wis1) + (W!', h). Utilizando-se da equacdo (2.1) que define da especificacio gibbsiana,
temos assim
S Xy (Wiiywigye) et Tt Ol m dy g (wry )

[l e+ ) ) s (W)

6(%‘—1,w§>+<w§,w¢+1)+(wéﬁ>

Y (W, W) =

3 HESe(‘/-’z‘—l7W£/>+<W§/7wi+1>+<w,{/,h>
wi

/
= g(wi—1,wj wig1)-

Observagao 2.1.1.

(7) O argumento anterior pode ser adaptado a qualquer interagdo ® entre vizinhos
mais préximos, ou seja, quando Alc(P) = 2;

(7i) A nogao markoviana apresentada refere-se somente ao caso particular do shift
completo sobre um conjunto se spins finito (exemplo 1.2.2). A importancia deste
deve-se a um resultado de unicidade para o estado de Gibbs, que sera tratado na
subsecao 2.1.2. Apesar disso, tal nocao pode ser discutida de maneira mais geral
como estd apresentada na parte II da referéncia [24].

Apesar dos exemplos apresentados até entao serem do tipo gibbsiano, nao existe uma
relacao univoca entre hamiltonianos e especificacoes. Tal fato é confirmado devido aos
seguintes argumentos.

Exemplo 2.1.5. Hamiltonianos com mesma especificacao gibbsiana: Sejam as interagoes
. . . / . . .

® e @ e seus respectivos hamiltonianos H™ e H™' os quais se distinguem a menos de

uma constante,

(i) ou Px — Px' = cx, para todo X € Pp;
(i1) ou HL™ — HIM' = ¢y, para todo A € Pp.
Qualquer uma destas condigoes implica

’
e_fH/I\nt(wj\wAC) _H/I\nt (w;\w/\ﬂ)

e
Z/Hint ((A)) Z'Hf\nt’ (w)
e consequentemente as respectivas especificagoes gibbsianas coincidem. &

Em termos gerais, temos a seguinte definicao.

Defini¢cdo 2.1.4. Os hamiltonianos H'™ e H™' sdo ditos DLR-equivalentes ou equiva-
lentes por Dobrushin se HA™ — Hi'" 6 B’ -mensuravel, para todo A € Pp.



38 Capitulo 2. Formalismos

A préxima proposicao decorre da definicao de uma especificagao gibbsiana.

Proposicao 2.1.1. Dois hamiltonianos para interacoes continuas ® e ® sio DLR-
equivalentes se, e somente se, possuem as mesmas especificagoes gibbsianas.

~ . . ~ . . . !/
Demonstracdo. Sejam as interacoes ® e @', seus respectivos hamiltonianos H™ e HI™ e

. . ~ . . /
suas respectivas especificagoes gibbsianas ['g = { uf\”t} regp, € Lo = { phnt } .
F ANePp

(=). Para cada A € P e quaisquer w e w’ € Lg, observe que

_qInt Int’ _q/Int _qInt’! Int! _q/Int /
e MW = e(HA Ha )(w)e HM W) § Zyint (W) = G(HA A )(MAWAC)ZHW'(W),
A A
. RPN .
ja que HiM — HIn ¢ BA-mensurdvel. Consequentemente, obtemos
—HI"t(w/ w ) _Hlnt’(w/ w )
e A AYWAC e A AYAC (2 7)
p— ; .
ZfH/I\nt (W) Z'H/I\nt’ (W)
donde segue que as respectivas especificacoes gibbsianas coincidem.
. . ~ . . . , /
(«<). A igualdade entre as especificagoes gibbsianas, isto é, pi™(-,w) = pi™ (-, w)

para todo w € Ls e A € P, implica que o aberto

) e—H{\”t(wj\wAg) e—’;‘-tf\"tl(wj\wl\g)
D=<kwels:

”]
ZH{Xnt ((JJ) ZH5\7Lt,<w)

tem medida nula segundo o estado basico v. Em particular, como é um conjunto B*-
mensuravel, temos que v(D) = (D) = 0. Isso contradiz, porém, o fato de a medida de
referéncia vs, e consequentemente v, (a qual coincide com a medida produto de [], vs)
ser positiva para qualquer aberto nao vazio (ja que v é uma medida de Haar). Logo, D é o
conjunto vazio, a igualdade (2.7) é satisfeita e portanto H —H ' ¢ BA -mensurdvel. O

Observacao 2.1.2. Ainda sobre a relacao entre especificacoes e hamiltonianos, é possivel
obter interagoes, nao necessariamente satisfazendo a hipdtese de aditividade absoluta, a
partir de especificagoes. Para isto, torna-se fundamental acrescentar a hipétese de quase-
localidade sobre a especificagdo (consulte [56, 55, 24]). Para nao adentrar nos detalhes
mais técnicos desta questao, ja que este é um dos pontos de partida para o estudo da
teoria dos grupos de renormalizagao, aqui nos restringiremos somente as especificagoes
gibbsianas.

2.1.2 Estados de Gibbs

Como ja destacado, o formalismo DLR propoe definir o estado de Gibbs delegando que
“restrigoes” a subsistemas finitos possuem comportamento caracterizado pelos estados de
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Boltzman-Gibbs associados aos subsistemas destas particulas. Adaptando tal afirmacao
em termos de especificagoes, dada I' = {ya},, ., gostarfamos de obter um estado so-
bre Ls para o qual suas “restricbes” a parcelas finitas A € Zr sao dadas pelos estados

(@, )} wers -
N

SFe ol
Matematicamente, o que queremos dizer por “restri¢oes” de um estado a subsistemas

pode ser representado pela nocao de probabilidade condicional de fungoes indicadoras so-
bre sub-o-algebras, isto é, no nosso caso por E,(x4|B*) (veja definicio A.0.10 no apéndice
A). Desta forma, estamos aptos a apresentar a generalizagao dos estados de Boltzman-
Gibbs para os sistemas de spins de volume infinito.

Definicao 2.1.5. Dizemos que p é um estado de Gibbs, ou um estado consistente para
uma dada especificagdo I' = {5 }ac 2, se todo boreliano A satisfaz

E,(xalB*)(-) = (-, A)  p-q.t.p. (2.8)

para todo A € Pr. O conjunto dos estados de Gibbs associados a uma especificagao é
denotado por ¢4(T").

Notagao 2.1.2. No caso gibbsiano, o conjunto dos estados de Gibbs sera denotado por

G (®) ou G(HI).
A equagcao (2.8) possui a seguinte caracterizagao equivalente.

Proposicao 2.1.2. Seja T’ = {yr}rew, uma especificacio. O estado p € consistente para
[ se, e somente se, satisfaz a equagao (conhecida como equagao DLR)

fiyA = f1, (2.9)
para todo A € Pr.

Demonstracao. Este resultado é uma consequéncia direta das definicoes de consisténcia e
de esperanca condicional, ja que

pya(A) = / YW, A)du(w') e / E,(xalBY) (w)dpu(w') = n(A).
O

Formas explicitas da equacao DLR para os exemplos anteriores sao apresentadas a
seguir.
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Exemplo 2.1.6. Equacao DLR e o estado de Gibbs para uma ps-especifica¢ao: Seja
I'ue = {al+, -)}rew, uma ps-especificagdo (ver exemplo 2.1.2). A equacao DLR (2.9)
associada é dada por

piA) =), YAEPe = )= [ [ alehel) din(h)dn(e),

Ainda mais, para os cilindros [w], _, a relagdo acima garante que p([wl, ) = pa([w]y )-
Tal propriedade para os cilindros sugere que o estado de Bernoulli p15, para a medida
de probabilidade us (veja exemplo 1.4.1) seja um candidato a estado de Gibbs para a ps-
especificacao. Isto de fato ocorre. Além disso, qualquer outro estado de Gibbs para esta
especificacao devera coincidir com pyg sobre os cilindros, de modo que, pela unicidade do
estado de Bernoulli, temos ¢ (I',,;) = {ps5} &

Exemplo 2.1.7. Equacao DLR para uma especificacao gibbsiana: Dada uma especifica-
cao gibbsiana I'ym: associada a um hamiltoniano de interagao H!™ (ver exemplo 2.1.3),
temos que a equacdo DLR (2.9) é dada da seguinte maneira

pp"(A) = p(4), VAe Pp =

1 it
#(A) :/ m/ ya(@hwye) e M @A iy (W) dp(w)  com
A

Zyyjpe(w) = /Z e PR AN) du () ). (2.10)
S

Observagao 2.1.3. Historicamente, as equacoes DLR sao dadas por

dpls) | [
dyA (WA) _/WCM(CU) VA-q.t.p. Ww.

Atentamos que se trata de uma condigao suficiente porém nao necessaria para que seja
vélido (2.9).

Existéncia do Estado de Gibbs

Motivado pelo exemplo 2.1.6, pretendemos apresentar condicoes suficientes para a
existéncia de estados de Gibbs. Atente que, até o presente momento, s6 necessitamos de
caracteristicas mensuraveis para definir a nocao de especificagao. Nao foi ainda discutida
a possibilidade de associar-lhe propriedades topoldgicas. Sendo assim, introduzimos a
seguinte definicao e logo apds o teorema de existéncia.
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Definicao 2.1.6. Uma especificacao I' é dita Feller se a acao da especificacao I' sobre
um observavel continuo f retorna observaveis continuos, isto é, se para cada A € Py,
Yaf € continuo, sempre que f for um observavel continuo.

E facil ver que a propriedade Feller para uma especificacao gibbsiana é uma proprie-
dade herdada da continuidade de uma interagao.

Teorema 2.1.1. Seja I’ = {ya}rew, uma especificacao Feller e considere a sequéncia de
estados {fin fnen, onde p, = v, (W, -) para alguma configura¢io w € Xg. Temos entdo
que qualquer ponto de acumula¢ao p para { i, }nen € um estado de Gibbs. Em particular,
devido a compacidade de S, seque que 4(T') # ().

Demonstragao. Seja p um ponto de acumulacdo para a sequéncia de estados { i, fnen
dada como na hipétese. Queremos obter que (f),, = (f), para todo f € C(Zs) e para
qualquer A € Zp, de onde segue pelo teorema 1.4.1 que puyy = p para qualquer A € Pp.
Como A foi tomando de forma arbitraria, temos a equagao DLR.

Em particular, a condigao de compatibilidade da especificacao I' nos dé a identidade

s = / Fdma, = (Fa, (2.11)

para todo f € C(Zs) e para qualquer A C A,,. E claro que o lado direito desta equagao
converge na topologia fraca™ para (f),, jd que 1 é um ponto de acumulacao para { /i, fnen.
Por outro lado, temos que

<f>unm = /fd%%n = /VAdeAn = (%\f)un-

A hipotese Feller sobre a especificacao garante que v5f é um observavel continuo. As-
sim, pelo mesmo argumento de convergéncia utilizado anteriormente, o lado esquerdo da
equagdo (2.11) converge para (yaf), = (f)uy., donde obtemos o resultado.

A proposigao 1.4.1 garante que compacidade de S implica a compacidade de P(Zs).
Como P(Xs) é um espago métrico compacto, entdo também serd sequencialmente com-
pacto, e assim a sequéncia de estados {p, := va, (@, - ) }nen para qualquer @ € Lg, possui
estado p como ponto de acumulacao. O

Conhecidas as condicoes de existéncia de um estado de Gibbs, outro questionamento
muito importante concerne a sua unicidade. Exibiremos, ao final deste capitulo, certas
condicoes sob as quais é possivel garantir tal fato. A literatura classica deste tépico possui
vérios exemplos para os quais tal fendmeno nao ocorre. Para mais detalhes, veja [24, 56].

Retomamos a nogao de equivaléncia e obtemos o seguinte resultado como corolario da
proposicao 2.1.1.
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Coroldrio 2.1.2. Se os hamiltonianos de interacio H™ e HI™' sGo DLR-equivalentes
e ao menos um deles é continuo (o que implica, G(H™) UG (H™) £ 0), entio

G(H™) =g (H™).

A discussao sobre a estrutura do espaco dos estados de Gibbs ¢ (I") resume-se a seguinte
proposicao cuja demonstracao encontra-se em [56, 24].

Proposicao 2.1.3. Dada uma especificagao T', o conjunto 4(I") dos estados de Gibbs é
um convexo fechado. Além disso, as sequintes afirmagoes sao validas:
(1) um estado pu € 4(I') € unicamente determinado sobre os conjuntos da o-dlgebra
caudal By ;
(17) w1 e pe sao estados de Gibbs absolutamente continuos se, e somente se, existe
algum observavel global f > 0 tal que py = fus;
(i73) os estados de Gibbs extremais sGo macroscopicos;
(iv) dois estados de Gibbs extremais distintos py e pos sdo mutualmente singulares
sobre a o-dlgebra caudal Bw, ou seja, existe A € By, tal que pi(A) =1 e pa(A) = 0.

Os estados de Gibbs extremais podem ser descritos pela propriedade cluster, devido
ao item (i7i) da proposi¢@o anterior e a observagao 1.4.3. Estes destacam-se na mecanica
estatistica do equilibrio, pois caracterizam as fases associadas ao sistema de spins. Em
particular quando |¢(®)| > 1 para alguma interagao ®, isto é, ndo hé unicidade, o sistema
de spins é dito possuir fenomeno de transicao de fase.

Perceba que a dinamica do operador de shift sequer foi mencionada no formalismo
DLR. Sendo assim, considere o sistema de spins unidimensional (Zs, o, HI™, v).

Defini¢do 2.1.7. Uma especificacdo I' = {7 }rez, ¢é dita o-invariante caso

ti(0' (W), o' (A)) = ya(w, A)
paratodo A € Pp,ic L weELse AcB?.

E fcil obter que tal propriedade é herdada de hamiltonianos o-invariantes.

A insercao da propriedade o-invariante sobre as especificagoes possibilita obter um
resultado de existéncia mais especifico. Retornando a demonstracao do teorema 2.1.1,
o qual garante a existéncia de um estado de Gibbs, considere a seguinte sequéncia de
estados {fin bnen:

Hn = L Z Van+i(@, *)
[An] i€An
para alguma configuracao w € Lg. Empregando argumentacao semelhante a da demons-
tracao, é possivel obter existéncia de estado de Gibbs para o caso de uma especificagao
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o-invariante a partir desta sequéncia { i, }nen. Além disso, devido ao item (7) da proposi-
¢ao 1.4.3, temos que qualquer ponto de acumulacao da sequéncia anterior é o-invariante,
donde resulta o seguinte corolario.

Corolario 2.1.3. Seja I' uma especificacao Feller o-invariante. Entao
G(T)NPy(Ls) # 0. (2.12)

Denotaremos por 4, (I") o conjunto dos estados de Gibbs o-invariantes, ¢ (I') NP, (Zs).
O corolario anterior apresenta condicoes para que tal conjunto seja nao vazio. Note que
¢,(I'), por ser intersecgao de convexos fechados, também é o conjunto convexo fechado.
Dedicaremos a proxima secao ao estudo de uma caracterizacao particularmente interes-
sante para tal conjunto. Veremos que, assim como o caso de volume finito, os estados de
Gibbs o-invariantes podem ser definidos como os estados que verificam um dado principio
variacional.

Notagao 2.1.3. No caso gibbsiano, o conjunto dos estados de Gibbs g-invariantes sera
denotado por ¥, (H™) ou 4, ().

Atente que invariancia de uma especificacdo nao proibe a existéncia de estados de
Gibbs que nao sao o-invariantes. Quando isto ocorre, diz-se introduzido o fenéomeno de
quebra de simetria sobre o sistema de spins. Além disso, tal fato é responsavel por uma
grande quantidade de exemplos com fenomeno de transigao de fase; veja [24].

2.1.3 Abordagem Variacional

Utilizando-se das propriedades dinamicas do sistema de spins, temos o intuito de
generalizar as func¢oes termodinamicas e, a partir destas, caracterizar estados de Gibbs o-
invariantes associados a um sistema de spins de volume infinito. Inicialmente introduzida
pelos trabalhos de Galllavotti e Miracle-Sole [20], de Ruelle [45] e de Dobrushin [15], para
interacoes o-invariantes, tal abordagem pode ser obtida através de dois argumentos. O
primeiro, descrito pela referéncia [24], apresenta o principio variacional para tais fungoes
termodinamicas com respeito a uma especificagao. O outro argumento define os estados
de Gibbs o-invariantes pela nocao de funcional tangente a pressao sobre o conjunto de
interagdes o-invariantes, sendo descrita pela referéncia [28]. Na tentativa de apresentar
uma sintese da abordagem variacional, destacando ambos os argumentos, restringimos
nosso contexto as especificagoes gibbsianas o-invariantes, isto é, interacoes continuas o-
invariantes, assim como ¢ feito na referéncia [56].

Iniciaremos tal discussao apresentando as generalizacoes das trés fungoes termodina-
micas: energia média, entropia e pressao. O ponto crucial desta extensao é perceber que
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a nocao dinamica permite apresentar versoes de tais fungoes por unidade de volume, isto
é, garante que o limite das densidades destas funcoes sobre cada parcela finita A € P
esta bem definido.

Sendo assim, dada ® uma interacao continua o-invariante, considere o sistema de spins
unidimensional (g, o, H™ v).

Defini¢do 2.1.8 (Energia média ou densidade de energia). Definimos a energia média
associada a um hamiltoniano o-invariante pondo

(M) = lim —— [ H{Mdp.

n—o0 |A |

Lembre-se de que esta defini¢ao ja foi introduzida no capitulo anterior (veja definigao
1.5.6), sempre que o respectivo limite existisse. Para garantir que a energia média esteja
bem definida no caso de interacoes o-invariantes, necessitaremos da seguinte fungao

Vew) =" @TEET’), (2.13)

X>0

a qual, devido & propriedade absolutamente soméavel (definicao 1.5.2), estd4 bem definida,

>

XBO

ja que

sup E X — || P x| < sup g |Px|loo < 0. (2.14)

| X]| s %
31

Assim, U é um observéwel e, além disso, é continuo por ser limite uniforme de observaveis

continuos. O corolario abaixo, cuja demonstracao segue do resultado mais geral dado pela

proposi¢ao 2.2.1 da préxima segao, junto com a integrabilidade da ¥§ garante que a pri-

meira funcao termodinamica também esta bem definida para as interagoes o-invariantes.

Corolario 2.1.4. Dados ® uma interacdo continua o-invariante e um estado p o-
invariante, temos <7—L1”t>u = <\I'g>>u.

Prosseguimos com as demais fungoes termodinamicas e suas respectivas propriedades.

Definicdo 2.1.9 (Entropia relativa). Sejam u e p’ estados o-invariantes. Definimos,
quando o limite existir, a entropia relativa de p com respeito a u’ por

1
h = lim —H,, !
(ulp’) = lim ) (lpt'),
_ Aplay Apln, _ H‘lAn /.
onde H,(p|p') : J (d’”/\n log d“'|An> dp'|a, = — [ log dp! d’u‘A"’ S H K
—00, caso contrario.

Em particular, quando ' é dado pelo estado bésico v sobre o espaco de configuracoes,
denominaremos h,(p) := h(u|v) somente de entropia.
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Observagao 2.1.4. A funcdo H,(u|y') tem sua origem na teoria da informagao, onde
é conhecida pela denominacao de divergéncia de Kullback-Leibler. Nao é dificil perceber

que esta é uma extensdo da entropia para volume finito H,(u) apresentada no exemplo
1.5.13.

Nao é uma tarefa facil argumentar a favor da existéncia do limite que define a entro-
pia relativa. Um contraexemplo pode ser encontrado na referéncia [56]. No entanto, a
funcao entropia h, estd bem definida como pode ser visto pela seguinte proposicao, cuja
demonstragao encontra-se nas referéncias [32, 24, 56].

Proposicao 2.1.4. Sejam p um estado o-invariante e v o estado basico. Entao o limite
que define a entropia h, existe, sendo vdlido

lim LHn(,u\z/) = inf

1
n—o0 |An| n—o0 |An‘

H(pu|v).

Além disso, entropia h, satisfaz as sequintes propriedades:
(i) loginfues >0 V([w]{o},g) < h,(pn) <0;

(73) h, € um funcdo afim, ou seja, dados estados pg, piy - - -, fin € Py(Xs) e constantes
€9, C1---,Cn >0 tais que Z?:o c; =1, temos
hy, (Z Cz‘Mz‘) = Z cihy, (Mz) ;
i=0 i=0

(1ii) h, € uma fungao semicontinua superiormente para a topologia fraca™®, isto €, para
1 € Py(Zs) e e > 0, existe vizinhanga U de p tal que, para todo estado p' € U,
temos h,(p') < h,(p) + €.

Por fim, introduzimos a ultima funcao termodinamica fundamental para a abordagem
variacional, a qual generaliza o conceito de pressao.

Defini¢do 2.1.10 (Energia livre de Gibbs). Seja H um hamiltoniano continuo o-invariante.
Definimos, quando o limite existir, a energia livre de Gibbs colocando

1 1
py(H) = lim —log P, ,,(H) = lim —log/e_H""dy.

n—oo |A,,|
Observacao 2.1.5. P,,(H) é o analogo da funcao de partigdo Zy para volume finito.

Perceba que, nesta definicao, nao fizemos mengao explicita quanto a natureza do ha-
miltoniano, se obtido de um potencial continuo o-invariante ou de uma interagao continua
o-invariante. Uma justificativa para tal abrangencia sera dada, na préxima secao, pela
proposicao 2.2.1 e pela discussao que desta segue.

No caso em que o hamiltoniano H!™ advém de ® uma interacao continua o-invariante,
a existéncia do limite que define a energia livre de Gibbs p,(H™) é assegurada a seguir
pelo teorema 2.1.6. Por enquanto, apresentamos a seguinte propriedade:
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. . ~ P . /
Lema 2.1.5. Para quaisquer interacoes continuas ® e ®', sejam HI™ e HI™' os respec-
tivos hamiltonianos. Entao

log P,.,(H'™) —log P, ,(H'™")

/
< pie? -]

Demonstragio. Para cada n € N, escolha configuracoes @™ e w™ satisfazendo

_qInt(—(n) _qInt _agInt’(, (n) . _qInt’!
e (E) Z hax e M @) e e () — pin e MR @),
wEXg wELg

O resultado é imediato de

_qqInt
pym(fH]nt/) fe HAn/dV < 6H5\7:1z/(£(n)>_7{/1\2t(w(n))
PV,n(%Int ) f 6_7{5\73 dv =
< (M) =HE (@) A e < IR A oo

e do papel permutavel dos hamiltonianos em tal desigualdade. O

Principio Variacional

Definidas as funcoes termodinamicas para os sistemas de spins unidimensionais, gos-
tariamos de obter um principio variacional para tais funcoes que caracterizasse os estados
de Gibbs o-invariantes. Com esta inteng¢ao, investigamos no préximo teorema as relacoes
entre a entropia relativa e o conjunto dos estados de Gibbs o-invariantes.

Teorema 2.1.6. Seja (s,0, H!™,v) um sistema de spins unidimensional para uma in-
teracao ® continua o-invariante. As sequintes afirmacoes sao vdlidas:
(i) para qualquer estado de Gibbs o-invariante u € 9,(H™), a entropia relativa
h(-,p) existe para todo estado o-invariante n € Py(Ls). Além disso, a sequinte
relagao € satisfeita

h(nlu) = hy (1) = p,(H™) = (H™)

(ii) se p € G,(H™) é um estado de Gibbs o-invariante e n € Py(Ls) € um estado
o-invariante tais que h(n|p) = 0, entdo n € G, (HI™).

Enfatizamos que este é um dos resultados fundamentais da teoria. Referenciamos [24,
56] para a demonstracao deste teorema. A ideia principal da prova é a andlise assintitica
dos termos da seguinte relacao

Ha Bl o, ) = Hol) = Yog P (") — [ Hiay
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a qual ¢ vélida para todo w € Xg e para todo n € N. Numa primeira etapa, garante-
se a convergéncia quando n — oo para todos os termos divididos por |A,| com excegao
de log P, (H™), sendo entdo a existéncia do respectivo limite (trata-se da energia livre
de Gibbs para H!™) garantida nesta passagem. Como uﬁt(w, -) caracteriza qualquer
estado de Gibbs c-invariante quando condicionado & sub-o-dlgebra B*», o argumento
segue utilizando-se de resultados técnicos sobre a convergéncia dos termos na relacao
anterior.

Como consequéncia direta do teorema 2.1.6, obtemos uma caracterizagao variacional

para os estados de Gibbs o-invariantes.

Coroldrio 2.1.7 (Principio variacional). Seja (Is, o, H™, v) um sistema de spins uni-
dimensional para uma interagcao ® continua o-invariante. Entao é vdlido o sequinte prin-
cipio

Py (H™) = sup {hy(u) - <H]"t>u Dl E PU(ZS)} . (2.15)

Além disso, o conjunto de estados que atinge tal supremo é exatamente 4G,(H™), o con-
junto dos estados de Gibbs o-invariantes.

Funcional Tangente

Perceba que o coroldrio anterior também caracteriza de forma variacional a energia
livre de Gibbs, sendo esta dada pelo valor que maximiza o funcional h,(-) — <7-[I"t> ()
sobre P,(Xs). Isto nos motiva a uma investigacdo mais detalhada do comportamento
de p, e de sua relacao com os estados de Gibbs o-invariantes para uma dada interacao
®. Em particular, destacaremos algumas propriedades da energia livre de Gibbs quando
vista como uma fungao em %, (Ls).

Notagdo 2.1.4. A partir deste momento, serd mais conveniente denotar p,(H!™) e
P, (H!™), respectivamente, por p,(®) e P, (®P).

O resultado abaixo segue do lema 2.1.5.

Proposi¢ao 2.1.5. Sejam & e @' interagies continuas o-invariantes. A fung¢do p, :
PBs(Ls) — R € conveza, isto é, p,(tP+(1—1)D") < tp, (P)+(1—1)p, (D), para todo 0 <
t <1, e satisfaz

[po (@) = pu (D) < (|0 = @5, (=),

!/ ~ . . . .
onde HE e HP' sdo os respectivos hamiltonianos associados.

Sendo assim, usufruindo das propriedades do espaco %,(Zs) e da convexidade da ener-
gia livre de Gibbs, introduzimos as seguintes nocoes geométricas.
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Defini¢cdo 2.1.11. Seja L : B,(Ls) — R uma funcao linear.
(i) L é p,-limitada se existe uma constante C' € R tal que L(®') < p,(®’) + C para
todo ' € %,(Ls)
(73) L é dita ser um funcional tangente a energia livre de Gibbs p, em ® se, para toda
interagao o-invariante ', temos

Po(® + ®') — p, (®) > L(P). (2.16)
O conjunto de todos os funcionais tangentes a p, em ¢ é denotado por t4(Xs).

Exemplo 2.1.8. Funcional associado a um estado p: Para qualquer estado o-invariante
i € Py(Ls) com entropia h,(u) finita, considere a funcao linear dada por

L,(®) ::/—Z (Pf;gf)du = (=77)s

X320

para qualquer interacao ® € %A,(Xs). Segue do principio variacional que a desigualdade

po(®) = hy(u) = (=H™)

é valida para qualquer interacao ® € %,(Ls) e seu respectivo hamiltoniano associado
HI™. Veremos no coroldrio 2.2.1 da préxima secao que <—H1”t>u = (=U),. Este fato
e a desigualdade acima nos permitem concluir que o funcional L, ¢é p,-limitado com
constante C' = —h,,(u). &

As nogoes de funcional p,-limitado e tangente a energia livre de Gibbs permitem
apresentar uma caracterizagao geométrica para os conjuntos P,(Xs) e ¢4,(P) da seguinte
maneira;

Teorema 2.1.8.
(i) Se L € p,-limitado, entdo existe um unico estado o-invariante p tal que L = L,,;
(17) O estado o-invariante p € de Gibbs para uma interagio o-invariante ® se, e
somente se, o funcional L, € tangente a energia livre de Gibbs em ®.

Tal descricao geométrica dos estados de Gibbs o-invariantes nao é o foco de estudo
desta dissertacao e foi apresentada apenas a um titulo de complementaridade. Para uma
descrigdo mais detalhada deste tépico, veja as referéncias [28, 24].

2.2 Transicao entre os Formalismos

Apesar de a abordagem variacional do formalismo DLR ser edificada sobre hamiltonia-
nos obtidos de interagoes, algumas passagens, como, por exemplo, a existéncia da energia
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média de uma interacao e o exemplo 2.1.8, dao razao a uma associagao entre interacoes e
potenciais. O pivo desta relagio é dado pelo observével Ug (veja equagao (2.13)), o qual
pode ser interpretado como o observavel da origem que define um potencial o-invariante
U? = {U200"},ce. Desenvolvendo tal construgao, obtemos os seguintes potenciais.

Ezemplo 2.2.1. Potencial obtido de uma interagdo: O potencial ¥ := {¥® : ¥5 —s
R},c¢ associado a uma interagao ® é dado por

P
U(w) = Z %, para todo n € .Z.
Asn

Pelo mesmo argumento fornecido pela equagao (2.14), temos que cada ¥,, estd bem de-
finido, tratando-se de um observavel. Além disso, verifica-se que a continuidade e o-
invariancia sao propriedades herdadas da interacao ®. Perceba que tal potencial aparece
em todos os exemplos de interagoes presentes no primeiro capitulo. &

Obtemos a seguinte proposicao para o caso invariante.

Proposicao 2.2.1. Dada uma interacio o-invariante ®, seja seu potencial ¥®. Consi-
dere HI™ e HP! os respectivos hamiltonianos associados. Entdo

1A = HA | = oA (2.17)

Demonstracao. Reescrevendo o hamiltoniano H associado ao potencial ¥® em termos
dos elementos de &r, encontramos

TG 7 ZZ‘_X: 3 ’X‘;|A|®X

neA neA Xon XNA#D
X NA
DI P TE
XCA XNAAD
XNAC£p

Perceba que o primeiro somatorio da segunda linha da equacao anterior é a parte livre
HI" do hamiltoniano de interacao. Devido & decomposicao do hamiltoniano de interacao
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H'™ em suas partes livre H!™ e de fronteira H™, temos

HHInt HfotHOO S ||Hlnt H/]\DOtH +||HlntH
XNA
< ¥ ERtlesler 3 fesl.
XNAHAD XNAF#D
XNAC£0 XNAL#£0
1
<> m|l®x|lm+z > llexl
neA  X>on neN  X3n
XNAC£0 XnAb£p
(1+1X])
= |
XNAC£p

Utilizando entao a invariancia, estabelecemos

e =miile = 30 2 2levmll=20 X 2lovi

neA Y30 neA Y20
(Y +n)NAC£0 (Y+n)NAL£(
= > 2|(A' =Y)Aoyl
Y =0

onde A — 7 = {k—je ¥ ke Aleje Z}, para Z C %. Dividindo por |A|, vemos

que
m\]
Int ot
i ¢k EIPIL [yl
Y30
Seja um espago mensurdvel formado pelo conjunto enumerdvel ¥ = {Y € Pp :

0 € Y} munido da o-dlgebra de partes &(T). Como ¢ é uma interagdo o-invariante e
absolutamente somavel, definimos a medida py : Z(Y) — R por

pe(d) = Y20yl VT € 2(T).
YeJ
Em particular, esta medida é finita ja que puy(Y) = 2[|®||zzs). Considere a sequéncia

de fungoes {f, }nen definidas por f,(Y) = M%‘_j\% para cada Y € T. Note que cada

funcao f, é integravel, pois

Y)nA,
/fndNT—an MT 22 n |A | |||¢)Y|| < Q.

Y30 Y30

Para cada Y € T, verificamos que

(A —Y)nA, | oA C— N A AN — {5))]
A <2 A =2 A '

fnY) =

JjeyYy Jjey
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Observe que a cota superior na desigualdade acima tende a zero quando n — oo e,
portanto, f, — 0 pontualmente.

AC—y)nA ~ . . .
% < 1, obtemos que a funcao constante e igual a 1 domina a sequéncia

Como
{fn}nen, isto é, |f,| < 1 para todo n € N. Um vez que py é uma medida finita, fungoes
constantes sao funcoes integraveis.

Assim, devido ao Teorema da Convergéncia Dominada (consulte o teorema A.0.6 no

apéndice A), temos que

Int Pot Tl ) N A ‘
Jim gk - < ,}:ngogo BT e,
n—oo
donde concluimos que ||HE" — Hf;’tHOO = o(|An)). O

Tal relagao assintotica entre os hamiltonianos possui as seguintes implicagoes sobre a
energia média e a energia livre de Gibbs.

Corolario 2.2.1. Sob as mesmas hipdteses anteriores, temos
<H1nt>u — <HP0t>M — <\Ijg>>u e py(H]nt) — py(%Pot).

Demonstracao. Atente que

<HPot>

1
W A / 2_ (V5 00 dp = (V5),

€A,

devido as o-invariancias do potencial ¥® e do estado v. Além disso, considere a seguinte
desigualdade valida para a energia média

n—oo

‘<H1nt>u _ <HPot> < lim ——

(ant HPot) d,u‘ < hm |H1nt Hfot”

|A||

Com relagao a energia livre de Gibbs, procedemos como na prova do lema 2.1.5 e

obtemos P, ()
7||HPOt7HIntHoo v,n ||HPot Hlnt”oo
e An An S W < e An ,
donde segue que
|py(7_llnt) —py(/HPOt)} < h_)rn ’A | }10g Pyn<H1nt> IOg PyJ),(HPOt)‘
Int Pot
< tim

Assim, as igualdades tanto entre energias médias quanto entre energias livres de Gibbs
sao consequencia direta da proposicao 2.2.1. O



52 Capitulo 2. Formalismos

Um fato que se destaca no coroldrio anterior é a possibilidade de descrever as funcoes
termodinamicas que dependem explicitamente da interagao o-invariante & — a energia
média e a energia livre de Gibbs — através do potencial o-invariante ¥® associado. Mo-
tivado por tal relacao propoe-se, portanto, uma reescritura da abordagem variacional,
empregando os potenciais o-invariantes associados.

Notagao 2.2.1. Sabe-se que um potencial o-invariante é unicamente determinado pelo
observavel da origem W,. Desta forma, ¥ denotara indistintamente a coletanea de obser-
véaveis {Uy 0 0™ },en que forma um potencial o-invariante ou o observével da origem ¥
que define a familia anterior. Por sua vez, o conjunto de todos os potenciais continuos o-
invariantes serd representado por C'(Zs). Quando for conveniente, denotaremos p, (HF)
e P, (H'), respectivamente, por p,(¥) e P, (¥).

A energia livre de Gibbs vista como uma funcao sobre o conjunto dos potenciais
continuos o-invariantes C'(Ls) apresenta as seguintes propriedades.

Proposicao 2.2.2. Sejam VU um potencial continuo o-invariante e HF°' seu hamiltoniano
associado. Entao, existe o limite que define a energia livre de Gibbs

_qyPot
/ e Man dy.

Temos que p, : C(Ls) — R € uma fung¢ao convexa e Lipschitz continua, isto é, dados ¥

n—o0 |A ‘

e U’ potenciais continuos o-invariantes, vale

PtV + (1 =)W < tp, (V) + (1 —t)p,(V), VO<t<1
e |p,(¥) = p, (V)] <[V — V||

Além disso, esta funcdo satisfaz
(1) pu(0) =0;
i) U<V = p, (V)
i11) inf(—=¥) < p,(¥) < su
w) py (W) < pu([¥]);

( < pu(¥);
( su

(

Ev) py(\I} + C) - pu(\Ij) -G
(

p(=¥);
vi) (¥ +¥'oo— V) =p, (V)
vii) ¢ > 1 = p,(c¥) <p, (V) ec <1 = p,(c¥) > cp, (V).

Tal mudanca de ponto de vista para a abordagem variacional possibilita reenunciar o
principio variacional em termos do potencial ¥® associado a uma interacdo ®.
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Coroldrio 2.2.2 (Principio Variacional). Sejam ® intera¢ao continua o-invariante e
(Ls, 0, HI™ v) sistema de spins unidimensional. Entao,

p (") = sup {h, (1) = (¥%), - n € Po(Zs)} (2.18)

Além disso, 9,(P) € caracterizado como o conjunto de estados que alinge o supremo
anterior.

Ademais, os itens (v) e (vi) da proposi¢ao 2.2.2 motivam outra nogao de equivaléncia.

Defini¢cao 2.2.1. Duas interagoes continuas o-invariantes ® e @’ sdo ditas equivalentes
por Ruelle se

U 0¥ c{foo—f: feC(Zs)}+c
para alguma constante ¢ € R, sendo o fecho tomado com respeito a topologia uniforme.

Observacao 2.2.1. Um investigacao mais detalhada do Teorema Ergddico de Birkhoff

caracteriza o conjunto {foo — f : f € C(Xs)} como o nicleo para o operador média
temporal. Em particular, qualquer observavel g contido neste conjunto satisfaz

S goo

€A,

i 1
1m —-
n—o0 |An|

= 0.

o0

Como consequéncia direta dos itens (v) e (vi) da proposigao 2.2.2 e do corolario 2.2.2,
temos o resultado seguir.

Proposicao 2.2.3. Se as interacoes continuas o-invariantes ® e ®' sao equivalentes por
Ruelle, entdao 9,(P) = 94,(P').

2.3 Formalismo SRB

Os trabalhos de Sinai [51, 52] e de Ruelle-Bowen [11] transportaram os argumentos
da abordagem variacional do formalismo DLR de uma teoria focada em sistemas de spins
e respectivas interacoes, para a andlise dos sistemas de Anosov e difeomorfismo do tipo
Axioma A. Denominado de formalismo de Sinai-Ruelle-Bowen (SRB), esta vertente da
teoria ergddica diferencial transformou-se numa poderosa ferramenta para a teoria de sis-
temas dinamicos. Um excelente tratamento de tal formalismo, com as devidas aplicagoes
ao contexto dinamicista, é apresentado pela referéncia [10].

O alicerce desta construcao é perceber que tanto a energia média como a energia livre
de Gibbs podem ser introduzidas em termos de um observavel continuo, como foi feito na
secdo anterior através do potencial da origem W§, porém ignorando sua possivel associa¢ao
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com uma interacao o-invariante ®. Por sua vez, a rigidez do espaco de configuracoes
Ys = 87, dada pelo produto cartesiano enumeravel do conjunto de spins, é dispensével,
ja que nao seria necessario definir observaveis locais ®x associados a uma interagao.

Tal ponto de vista possibilitou um desenvolvimento teérico em grande parte dissociado
da mecanica estatistica, introduzindo desta forma uma nova vertente, sob uma feicao
dinamicista, para as ideias variacionais anteriormente apresentadas.

Portanto, formalismo SRB é atualmente descrito sobre sistemas dinamicos topoldgicos
(X,0), isto é, X é um espago métrico compacto e o : L — ¥ é um mapa continuo, com-
partilhando assim importantes propriedades topoldgicas e mensuraveis do espaco de confi-
guragoes Ls. Além disso, consideramos uma funcao f : ¥ — R continua que geralmente
recebe a denominacao de potencial. Um caso particular sao os proprios sistemas de spins
(Zs,0,HP°, 1), cujo hamiltoniano provém de um potencial continuo o-invariante definido
a partir do observével da origem f, ouseja, ¥ = { foo" ey e HL® = 3, .x foo' = S,(f).

Notagao 2.3.1. Devido a esta consideracao inicial, denotaremos nesta se¢ao o sistema de
spins unidimensional (Zs, o, HP°!, v) somente (Ls, o, HI!). A justificativa para auséncia
de uma mencao explicita ao estado basico v sera dada a seguir e na secao 2.4. Além disso,
como ja foi feito na se¢ao anterior, ¥ denotara indistintamente a coletanea de observaveis
{Ug 0 0"},eny ou 0 observavel da origem Wy, e assim conjunto de todos os potenciais
continuos o-invariantes serd representado por C'(Xg).

Considere entao ¥ um potencial continuo o-invariante e o sistema de spins unidimen-
sional (Zs,0, ). Procedendo de modo semelhante ao da subsecio 2.1.3, a primeira
funcao termodinamica a ser apresentada € a energia média, a qual ja foi introduzida no
capitulo anterior, pela definicao 1.5.6, e no caso de potencial o-invariante possui a redugao
dada pelo exemplo 1.5.11.

Defini¢cdo 2.3.1 (Energia média ou densidade de energia). A energia média de um
hamiltoniano H associado a um potencial o-invariante ¥ = {¥, 0 0" },cn ¢ dada por

(HP) = lim

H n—00 |An|

[ Sutwopdn = (v,

Outra alteracao marcante no formalismo SRB estd associada a definicao das funcoes
termodinamicas que generalizam a entropia e a pressao para o contexto dinamicista. Antes
de defini-las, necessitaremos dos seguintes detalhes técnicos.

Definicao 2.3.2.
(i) Uma particao em Lg é uma coletanea de conjuntos o C BZ tal que UpcqA = Zg
e AN B = () para todos A, B € o« com A # B.
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(i) Seja p um estado de Ls. Uma p-particio em Zs é uma coletanea o« C BZ cujos
conjuntos possuem medida positiva para o estado i e satisfazem

(Zs — (Uaead)) =0 e w(ANB)=0,VA,Bexe A+ B.
(44i) Uma cobertura aberta em Lg é uma coletanea B C 7% tal que (UacpA) = Zs.

Notagao 2.3.2. A menos de mengao explicita, & sempre denotard uma particao ou uma
p-particao, para algum estado p € P(Xg), assim como 3, uma cobertura aberta. Além
disso, ficara subentendido que toda cobertura é aberta.

A pré-imagem de uma p-partigio « (ou de uma cobertura ) para o é dada pela
coletanea o~ !() := {o71(A) : A € «} (analogamente, o~ (B) := {c7Y(B) : B€ B}), a
qual também é uma p-partigdo (respectivamente, uma cobertura). Dada a coletanea de
p-particoes o; (ou de coberturas f3;) indexadas em i € I, o refinamento destas é dado
por V06 = {Mier A © A; € o} (analogamente, \/,.,Bi := {MierB; : B; € Bi}), o qual
também é uma p-partigdo (respectivamente, uma cobertura). Assim o refinamento das
Ay-pré-imagens ¢ dado por o :=\/,., 07 (x) (analogamente, B =\/,., o7 (B)).

Definicao 2.3.3.
(i) Uma p-particdo o é dita ser geradora para o se B? coincide com a o-algebra

gerada por \/,_ 0 " ().
(77) Uma cobertura {3 é dita ser geradora para o se, para toda coletanea {B;};c¢ de
elementos de B, o conjunto (), 0 *(B;) contém no méximo um ponto.

Temos a seguinte propriedade decorrente da condicao geradora de uma cobertura.

Proposi¢cao 2.3.1. Seja p uma cobertura geradora para o. FEntao, para todo € > 0,
existe inteiro N > 0, tal que

diam (BAN) = sup {diam(B) : Be BAN} <e.

Exemplo 2.3.1. v-particao e cobertura aberta para o caso de conjunto de spins finito:
Seja S um conjunto de spins finito. Considere a parti¢ao/cobertura de S dada pelos
conjuntos unitarios {i};cs, cujas pré-imagens pela projegao da origem my : Lg — S
induz para Xg a seguinte (v-)partigao/cobertura

Br={l/"o : jE€S}. (2.19)

(Recorde a notagao 1.5.4) Analisando o refinamento das A,-pré-imagens, vemos que
B = {[w]An  w € Ls com wlyc = j%[,c para algum j € S}.

Nao é diffcil perceber que (;c & 0 ([w;®]{0}) = {w}, consequentemente lim,, o, diam (B3")
= 0, bem como que B~ ¢é a o-dlgebra gerada por \/,_ ,0 (B r). Logo, B é geradora tanto
como cobertura quanto como p-particao. &



56 Capitulo 2. Formalismos

Prosseguimos com as demais fungoes termodinamicas e suas respectivas propriedades.

Defini¢do 2.3.4 (Entropia de Kolmogorov-Sinai). Seja p um estado o-invariante. Defi-
nimos a entropia de p pondo

h(p) :=sup {h(p, &) : « é uma p-particao finita para s},

1
com h(p, o) := nh_)n(glo mH (,u, ocA”) ,
onde H(p,0) := = 5o (B)log pu(B) para qualquer p-particdo 0 em Zs.

Observacao 2.3.1. A entropia de Kolmogorov-Sinai tem grande importancia por ser um
invariante por conjugacao entre sistemas dinamicos mensuraveis. Mais detalhes podem
ser obtidos, por exemplo, em [57, 44].

Proposigao 2.3.2. A entropia de Kolmogorov-Sinai h € uma func¢do afim, ou seja, dados
estados g, 1 - - ., i € Py(Ls) € constantes co, ¢y ..., ¢, > 0 tais que Y. ¢; = 1, temos

h (Z cl-,uz) = Zcih (1)

Além disso, quando existe uma p-particao geradora & para Ls,
(1) h € uma fungao semicontinua superiormente para a topologia fraca™;

(i) h(p) = h(p, o).

Perceba que existe certa semelhanca entre tais resultados e a proposicao 2.1.4, por
exemplo; ambas h, e h sao afins. Apesar disso, nao é valida em geral a condigao de
semicontinuidade superior para h, devido ao seguinte contraexemplo.

Exemplo 2.3.2. Contraexemplo para semicontinuidade superior de h: Considere o espago
de shift s para o conjunto de spins S = {0} U {1/n : n € N}. Seja o yz_, para algum
inteiro 7 > 0, o estado de Bernoulli obtido do estado sobre &

Note que a sequéncia {u?_s }j>0 converge fracamente para o estado delta de Dirac no ponto
0> dado por
1, se 0 € A;
doee (A) = C
0, caso contrario.

Pode-se mostrar que, para todo 7 > 0, a dinamica (Zg, o, ,u?_s) ¢é conjugada ao sistema
dinamico (Zf01,0,v), onde v é o estado de Bernoulli para a medida de referéncia em
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{0,1}. Isto significa que existem subconjuntos mensurdveis X C s e Y C Zyg1y, tais
que p5 (X) = 1 = v(Y), e uma bijecdo mensurdvel 7 : X — Y (com inversa também
mensuravel) satisfazendo o o m = 7 o o, de modo que, para todo conjunto mensuravel A,
-1 —
vale v (m71(A)) = pz (A). | /
Uma consequéncia da existéncia desta conjugagao é que h(pg ) = h(v). E bem sabido

também que h(r) = log2 e h(dp~) = 0. Assim obtemos

lim h(pf,) =2> 0= h(do=),

j—oo
o que impossibilita que a entropia seja semicontinuidade superiormente. Para mais deta-
lhes sobre a argumentacao apresentada, indicamos a referéncia [57]. &

Por outro lado, assinalamos que, quando o conjunto de spins S é finito, a existéncia de
uma p-partigdo geradora dada pela equacao (2.19) garante que a entropia de Kolmogorov-
Sinai é semicontinua superiormente sobre os estados o-invariantes de Zs.

Definicdo 2.3.5 (Pressio topoldgica). Sejam ¥ um potencial o-invariante e HF° seu
hamiltoniano associado. Para qualquer sequéncia de coberturas abertas {B},cy, com
diam(Bx) — 0 quando k — oo, definimos a pressao topolégica por

p(H") = lim p(H™ Br), com p(H",By) :=limsup

log Pn(HPOt7 Bk)a

onde P,(HP, B) := inf {Z sup e (@) . @ subcobertura finita de BA"} para qualquer
Beo weB
cobertura aberta 3 em Xg.

E possivel assegurar que a defini¢cao anterior é independente da sequéncia de coberturas
{Br}jen @ ser escolhida.

Observacao 2.3.2. A pressao topoldgica pode ser apresentada por outras definigoes, as
quais sao muito 1teis para demonstrar o principio variacional. Uma em particular, a qual
utilizaremos ainda neste capftulo, na secao 2.4, é dada pela substituicao de P,(HF!, B)
por

w€eB
Beod

Qn(H B) := inf {Z inf e*hn @) . @ subcobertura finita de BA"} ,
onde (3 é cobertura aberta em Xg. Para outras definigoes e respectivas equivaléncias, o

leitor pode consultar, por exemplo, as referéncias [32, 57].

Notacao 2.3.3. Quando for conveniente, denotaremos p(HF), p(H! B), P, (HT! B)
e Q,(HT B), respectivamente, por p(¥), p(¥, B), P.(¥,B) e Q,.(V, B).
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Exemplo 2.3.3. Entropia topologica: Dado o potencial nulo ¥ = 0, temos que
P,(0,B) = inf {|6] : 6 subcobertura finita de p*"} =: N (")

torna-se uma funcao de contagem da menor subcobertura do refinamento das A,-pré-
imagens de f3. E muito bem sabido em sistemas dinamicos que a andlise assintética do
crescimento da cardinalidade minimal de subcobertura do refinamento das A,,-pré-imagens
fornece o valor

hrop(o) :=p(0) = sup{ lim L

n—oo |\, |

log N (BA") : B cobertura aberta para ZS} ,

que vem a ser a entropia topoldgica associada ao sistema dinamico (Xg, o).

Existem muitos resultados dedicados ao calculo explicito de tal valor para diversos
tipos de contextos dinamicos. Em particular, destacamos a entropia topoldgica associada
aos seguintes casos:

(i) para qualquer sistema dinamico (X, T') cujas 6rbitas {T"(x)},en sdo todas periédi-
cas, verifica-se hy,,(T) = 0;

(i1) para qualquer shift completo (Zs, o) com conjunto de spins S finito, temos hry,(0) =
log |S].

Mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [57, 44]. &

Observacao 2.3.3. Para a teoria de sistemas dinamicos, a entropia topoldgica mede
de forma quantitativa a complexidade das orbitas do sistema. Tal conceito tem grande
destaque por ser um invariante por conjugagoes entre sistemas dinamicos topologicos.

De forma andloga a proposicao 2.2.2, temos que a pressao topoldgica satisfaz as pro-
priedades abaixo listadas.

Proposicdo 2.3.3. Sejam U e V' potenciais continuos o-invariantes e ¢ € R uma cons-
tante. Se p(C(Ls)) < 00, entao € uma fungao conveza e Lipschitz continua, isto é,

p(t¥ + (1 — )W) < tp(¥) + (1 — t)p(¥'), para todo 0 <t <1
e |p(V) = p(¥)] <[V — ¥l

Além disso, a pressdao topoldgica p satisfaz

(i) P(0) = hiroy(0);

< )
91) hpop(o) +inf U <
) [p(¥)| < p(|¥]

< hpep(0) + sup ¥;

o~ o~~~
o~ .
~—
.
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(vi) p(¥+ Voo — V) = p(¥),
(vit) ¢ > 1 = p(c¥) < ep(¥) ec <1 = p(c¥) > cp(V).
Em particular, quando B € uma cobertura geradora, temos que p(¥) = p(¥, B).

A argumentagao que garante que cada uma das fungoes termodinamicas introduzi-
das estd bem definida e as demonstracoes das proposicoes aqui enunciadas podem ser
encontradas nas referéncias [32, 57, 44].

Intuitivamente, uma (u-)particdo/cobertura pode ser vista como uma “discretizagao”
do espaco em parcelas finitas para a qual poderiamos calcular a entropia e a pressao de
forma andloga a realizada para os sistemas de volume finito. O refinamento das pré-
imagens significaria um refinamento desta “discretizacao” baseado no comportamento do
operador de shift. Desta forma, da entropia de Kolmogorov-Sinai e da pressao topold-
gica obteriamos o comportamento limite das densidades da entropia e da pressao quando
sujeitas ao refinamento de uma “discretizacao” sobre o espaco.

2.3.1 Principio Variacional

Com a mesma intencao da abordagem variacional, gostarfamos de obter, para o con-
texto dinamicista, um principio envolvendo as funcgoes termodinamicas anteriormente
apresentadas e, desta forma, caracterizar certos estados c-invariantes sobre o sistema
de spins de volume infinito.

Teorema 2.3.1 (Principio Variacional). Sejam U um potencial continuo o-invariante
e (Zs,0,H) um sistema de spins unidimensional. Entdo, sendo HY hamiltoniano
associado ao potencial V¥, temos que

p(H") = p(W) = sup {A(u) + (H"), : j € Po(Zs) } (2.20)

Devido a caracterizagdo geométrica do espago P,(Zs) como um compacto convexo
cujos pontos extremais sao os estados ergddicos, apresentada ao final da se¢ao 1.4 do
primeiro capitulo, sob as mesmas hipdteses do teorema anterior, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.3.2. Vale a igualdade

p(H'") = sup {h(u) + <'HP°t>H Tl E 54:9():5)} :
Adotando um ponto de vista dual, temos o préximo resultado.

Teorema 2.3.3. Sejam VU um potencial continuo o-invariante e (Zs,o, HE) um sistema
de spins unidimensional. A entropia h é um funcao semicontinua superiormente se, e
somente se,

h) = sup {p(W) = (¥), : W € C(Zs) }
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As demonstracoes de tais resultados sao apresentadas, por exemplo, nas referéncias
[32, 57, 44].

Observacao 2.3.4. Extensoes do principio variacional sao obtidas em diversos contextos.
Por exemplo, as referéncias [38, 32] provam tal resultado para acoes em Z? e [39] estende
tal principio para grupos mais gerais. Sob outro ponto de vista, o artigo [13] estende o
principio variacional para um potencial {U,, } .,y que satisfaz uma propriedade subaditiva,
relacionada com a definicao 1.5.7. Este ultimo segue os argumentos apresentados por
[38, 57|, tomando os devidos cuidados técnicos com relagao a convergéncia das fungoes
termodinamicas.

2.3.2 Estados de Equilibrio

Definicao 2.3.6. Os estados de equilibrio para um potencial continuo o-invariante W
sao os estados o-invariantes que atingem o supremo da equagao (2.20), isto é,

Pot\ __ Pot
p(H"™) = hi) + (HF™) .
onde HF°! é o hamiltoniano associado ao potencial W.

Os estados de equilibrio sao os andlogos dos estados de Gibbs o-invariantes para o
contexto do formalismo SRB. Na préxima se¢ao, discutiremos sobre as possiveis relagoes
entre estes.

Sobre conjunto dos estados de equilibrio, denotado por &(H), podemos garantir os
seguintes fatos.

Proposicao 2.3.4.

1) &(H) € um conjunto convezro e, quando hr,,(o) < oo, seus pontos extremais sao
] P
exatamente os estados ergodicos de &(H) N Er9(Ls);

(i7) Se hrop(o) < o0 € a entropia h é um fungdo semicontinua superiormente, entdo
& (H) é nao vazio e compacto.

Ademais, a nogao de equivaléncia por Ruelle fica mais clara neste contexto.

Defini¢cao 2.3.7. Dois potenciais continuos o-invariantes ¥ e W’ sdo ditos equivalentes
por Ruelle se

V-0 e{foo—f:felC(Xs)}+c
para alguma constante ¢ € R, sendo o fecho tomado com respeito a topologia uniforme.
O proéximo resultado decorre de imediato dos itens (v) e (vi) da proposi¢ao 2.3.3

Proposicao 2.3.5. Se os potenciais continuos o-invariantes ¥ e W' sao equivalentes por
Ruelle, entio &(V) = &(V').
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Funcional Tangente

No encalco da descricao geométrica apresentada ao final da secao 2.1.3, destacamos os
seguintes fatos com respeito a estados de equilibrio.

Definicao 2.3.8. Suponha que hr,(0) < oo. O estado p é dito ser um funcional
tangente a pressao topoldgica p em um potencial continuo o-invariante ¥ se, para todo
potencial continuo o-invariante ¥’ € C'(Zs), temos

p(¥ +¥') — p(¥) = (¥),..
O conjunto de todos os funcionais tangentes a p em ¥ é denotado por ty(Zs).
Analogamente ao teorema 2.1.8, registra-se na literatura o seguinte resultado:

Teorema 2.3.4. Suponha que hr,,(0) < 0o e que a entropia h é uma fungao semiconti-
nua superiormente. Entao ty(Xs) = & (V).

Tal descricao geométrica dos estados de equilibrio nao é o foco de estudo desta disser-
tagao e foi apresentada apenas a titulo de complementaridade. Para a demonstracao do
resultado anterior, veja [57].

2.4 Relacoes entre os Formalismos

Apresentadas as teorias que norteiam a andalise dos sistemas de spins, focamo-nos
em particular nas semelhangas entre a abordagem variacional do formalismo DLR e o
formalismo SRB. Apesar da origem em comum, cada uma destas areas desenvolveu-se
de forma diferenciada, adaptando seus argumentos aos contextos mecanico-estatistico e
dinamicista, respectivamente, nos quais estavam inseridos.

Ambas as areas baseiam-se na busca de caracterizacao de certos estados, definidos
a partir de um principio variacional que depende de uma interagao o-invariante ou de
um potencial o-invariante. Na secao 2.2, conseguimos que a abordagem variacional do
formalismo DLR transitasse das interacoes o-invariantes para os potenciais o-invariantes.
Portanto, podemos argumentar sobre uma possivel conexao entre estes formalismos, pre-
ferencialmente em termos de potenciais o-invariantes.

Por outro lado, o principio variacional é sempre definido a partir de fungoes termo-
dinamicas que generalizam os conceitos energia média, entropia e pressao apresentados
para sistemas de spins em volume finito. A primeira vista, apenas a energia média ¢é
compartilhada entre as duas areas, enquanto as generalizagoes da entropia e da pressao
sao propostas de formas distintas.
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Perceba que, no formalismo SRB, utilizamo-nos da estrutura topolégica e mensuravel
do espago de configuragoes para definir a entropia de Kolmogorov-Sinai (por u-partigoes)
e a pressao topoldgica (por coberturas abertas). Isto possibilitou deixar de lado o papel
do estado béasico, o qual é fundamental para definir a entropia relativa e a energia livre
de Gibbs na abordagem variacional do formalismo DLR. Desta forma, necessitaremos
encontrar relagoes que aproximem os conceitos de p-particoes e de coberturas abertas da
funcao desempenhada pelo conceito de estado basico.

Ao seguir esta estratégia, destacamos que a argumentacao desenvolvida nesta secao
é original. Primeiramente, explicitamos tal conexao para um contexto mais especifico, o
qual inclui os exemplos 1.2.1 e 1.2.2.

Proposicdo 2.4.1. Sejam ¥ um potencial continuo o-invariante e (Ls, o, H) um sis-
tema de spins unidimensional. Suponha que o conjunto de spins S € finito. Entdo, temos
as sequintes igualdades

p(¥) +log|S|™ = p,(=¥) e h(u)+1og|S|™! = hy(p).

Caso o potencial seja obtido de uma interacdo continua o-invariante ® pela igualdade
U = —U® obtemos que os conceitos de estado de Gibbs o-invariante e de estado de
equilibrio sao equivalentes, ou seja, &(—V?) =4, (D).

Demonstracao. Verificadas as relacoes enunciadas na proposicao, é facil conectar os prin-
cipios variacionais do corolédrio 2.2.2 e do teorema 2.3.1, ja que

pu(\IICI)) = hu(lu’) - <\IJ(I)>IL
= p(=T%) +1og [S]™" = h(n) + log|S|7" — (T7),
= p(=TU%) = h(p) + (%),

donde segue a igualdade &(—¥?®) = &, (V?) = &, (P).

Para obter que p(¥) + log |S|™! = p,(¥), tome Br a cobertura/parti¢io de Ls dada
pelo exemplo 2.3.1. Como é uma cobertura geradora, pela proposicao 2.3.3, temos que
w € Lg,
sendo assim uma cobertura/particio de Ls. Note que, por ser uma parti¢do, a Unica

p(¥) = p(V,Br). Sabemos também que B4 é formada pelos cilindros [w]s

n?

subcobertura de [3[}" ¢ a propria cobertura. Logo, obtemos as seguintes redugoes

Qn(¥,Br) = g inf MA@ o P(T,Br) = g sup A (),
we w
BEﬁﬁ,\rn BEB?{" €B

Defina as fungoes simples

fn(w> = Z uljrelg erzt(w)XB(w) e gn(w) — Z Sup erzt(w)XB(w)
Bepin Bepin "
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E facil ver que, para o estado bésico v, as integrais de tais fungoes estao associadas com
Q. e P, a menos do fator multiplicativo v([w]y,) = |S|7*»I, j& que

ot ot 1
[ v = 3 it HEOuB) = | 3 int = Qu(w. Br)lS |
BEB

sesie S
F
[} [} 1
[Joniv= 37 sup M n(m) = | 30 sup | e = P Bl S|
Bephn wEB Bephn weB [An]
3 F

Por outro lado, temos que f, < et < gn, 0 que implica

%@ﬁmm“w:/nws/wﬁws/%wzﬁwﬁwaAW

O limite das médias dos logaritmos de tais fungoes nos fornece a relagao

1
lim —— (log Qn(qja BF) + ’An’ log ‘S‘il) <

n—r0 [ Ay

/ HA d <

(log P,(V,Br) + |Ayn|log ]S]il) )

n—o00 ’A

Hl
—00

IAnI

Pelas defini¢oes da energia livre de Gibbs e da pressao topoldgica (ver também observagao
2.3.2), obtemos

p(P) +1log S|~ = p(¥, Br) +log S|~ = p,(~T).

Para obter a igualdade h(u)+log |S|™! = h, (i), primeiramente perceba que a derivada
de Radon-Nikodym presente na definicao da entropia pode ser escrita da seguinte forma:

il v (@la) e o }
duA"(> o([ln.) IS u([wla,)  Vw € Zs,

onde [w]s, é o menor conjunto da sub-o-dlgebra BA" que contém w € Ls. Desta forma,
obtemos

i) = = [1og P auls, ==Y (logutleln,) ~los gy ) (i)

[w }An VweXg

= — > plwla) log p([wla,) +log S|,

[w]An YweLs
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O conjunto {[w], : Vw € Zs}, o qual indexa o somatdrio acima, é idéntico a partigdo
An

& Logo, a igualdade anterior resume-se a H,(u|lv) = H(u, B5*) + |An]log|S|™" e o
limite das médias por |A,| é igual a

1
hy(p) = lim ——H,(p|v) = lim

n—o0 ’An|

(H(p, B3") + M| 1og [S]71) = h(u, Br)+log S|,

Por sua vez, Br é uma particdo geradora e, pela proposicao 2.3.2, obtemos que h(u) =
h(w, Br), donde segue o resultado. O

Considerando que ambas as teorias surgiram como generalizagoes do contexto no qual
o conjunto de spins é finito, o resultado acima nao é inusitado. Uma particularidade
deste caso, a qual é fundamental para demonstracao da proposicao, é a existéncia de uma
cobertura que também é uma particao. Isto é reflexo da simplicidade da topologia e da
o-algebra associadas ao conjunto de spins.

Desta forma, introduziremos nesta secao um conjunto de ferramentas que possibilitam
aproximar, para conjuntos de spins mais gerais, a abordagem variacional do formalismo
DLR a do formalismo SRB. Motivados pelo teorema anterior, iniciamos esta investigacao
com intuito de estabelecer relagao geral entre a energia livre de Gibbs p, e a pressao
topoldgica p para um potencial o-invariante.

Primeiramente discutiremos certos detalhes técnicos sobre coberturas e partigoes.

Notagao 2.4.1. Exclusivamente nesta secao, utilizaremos as seguintes notagoes:
(1) A cada cobertura/partigio « de S, associamos uma cobertura/particao em Xg
dada por
(] :={my " (4) : A€a},
onde o mapa my : s — S é a projecao da origem. Sempre que utilizarmos tal
notacao, ficara subentendida a existéncia de « em S.
(17) Dada a coletanea indexada & = {Cj }rea de conjuntos mensuraveis de S, denota-

= m'Co=]cx I s

keA keA k-eAC

remos

onde o mapa 7 : s — S é a projecao canodnica do sitio k.

Quando a coletanea {C} }ren € formada por abertos de S, temos que [€], é um cilindro
basico da topologia. Note também que esta notagao permite descrever de forma concisa
os elementos do refinamento das A,-pré-imagens de qualquer cobertura/particao |oc]*n,
j4 que, dada uma coletanea indexada & = { Ay }rea, de &, um elemento de |«]*" formado
por tais conjuntos escreve-se da seguinte forma

() o7 (m ' (A) = [ m '(A) = [E],, -

€A, 1€AR
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Exemplo 2.4.1. Cilindros de diametro menor que £: Dado € > 0, gostariamos de obter
um cilindro cujo diametro é menor que €. Temos que existe N. € N tal que n > N,
implica ;. x0 57 < €. Definimos

€= AS +\
< NEIQZ diam(S).
ZiEANE W

Para qualquer coletanea & = { By }rea, formada por conjuntos abertos com diam(By) < d,
temos que o cilindro [£], = cumpre

) 1 1
diam <[£]A") < Z 2||dzam Z 2” - Z 2‘|dzam )+ Z ﬁ—{_z o — &

i€An i€A i€AN, i€ANA_ i€A

0. :=

para todo n > N.. &

Notagao 2.4.2. Sempre que utilizarmos N, ou d,., ficard subentendido que estas cons-
tantes foram obtidas como anteriormente. Em particular, perceba que §. < ediam(S).

Observe que, para o caso em que o conjunto de spins S é finito (veja o exemplo 2.3.1),
os cilindros [£], ~acima sdo os elementos da cobertura B%NE. Prosseguindo de forma
similar, construiremos, a partir destes cilindros, coberturas que serao muito tteis para a
obtencao de resultados posteriores.

Exemplo 2.4.2. Cobertura de cilindros cujo diametro é menor que €: Dados € > 0 e
uma cobertura 3 em S cujos elementos possuem didmetros menores que d., temos que
| B]4%: é uma cobertura para Zs tal que dz’am([B]ANs) <e.

O refinamento das A,-pré-imagens desta cobertura, isto é, (| B]*¥: )", possui conjun-
tos da seguinte forma

No (&) = N N @@= N wke

€A, €A, k‘EAN6 €A, kEANs
_ —1 il _F
= ﬂ T ﬂ By | = [Elay +4n
JEAN AR i€An, kEAN,
ith=j

A _ i . T _ / I
para as coletaneas &; = {Bk}keANE CpB,comie€ A, e§= {Bj}jeAn+AN6’ onde B; =
MieAn, kean, Bj. Perceba que néo necessariamente & C B, j4 que p é uma cobertura e

itk=j
seus elementos nio sao necessariamente disjuntos. Isto implica que em geral (| B]4e)An £
| B]A~e*An Ainda assim é possivel relacionar estas duas coberturas, como veremos na

proxima proposicao.
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Lembre-se que o estado basico v é um estado de Bernoulli. Logo, v ([z] ANSJFAH) =
HjGAN Nz (B;) e, como B} C B} para certos i e k tais que i + k = j, pode-se obter
uma cota superior para a medida destes conjuntos dada por

V(B) < (maX VS(B')) el (2.21)

B'ep
para todo B € | ]Ane+An, o

Proposicdo 2.4.2. Dada uma cobertura B em S, temos que |B] VetAn C (|B]ANe)An,
Consequentemente, |B]*N-*An ¢ uma subcobertura de (| B]Ae)An.

Demonstragao. J& sabemos que o || é um cobertura em Zs e que o refinamento das A,,-
pré-imagens de qualquer cobertura é uma cobertura, logo basta provar que |B]A~-+A» C
(LBTA~)A. Seja [E]lay. +a, € [B] YT paraa Coleténga &= {B] }jeAn+ANE’ com B; € B
para todo j € A, + An.. Defina as coletaneas §; = {Blzc}keANs C 3, com i € A, tomando

y / . . . . , y .
By, = Bj; para quaisquer i +k = j. Em particular, temos que B; = ﬁieAn,:eANE B; e assim
i+k=j

Bl = ()07 ([, ) € (BT

i€AR
Logo, B4 C ([B]4) B

Observacao 2.4.1. Devido ao exemplo 2.4.1, a discussao anterior também é vélida para
qualquer cobertura do tipo |B]*" para m > N., onde  é uma cobertura em S cujos
elementos possuem diametros menores que J..

Em contraponto ao caso finito, uma cobertura por cilindros em geral nao caracteriza
uma particao para Lg, devido a possibilidade de intersecgoes entre os elementos de uma
cobertura em S. Desta forma, faz-se necessario descrever as particoes de forma andloga
as coberturas. Assim, procuraremos obter particoes em Xs a partir de partigoes em S,
sendo estas obtidas de coberturas em S

Exemplo 2.4.3. Particao de cilindros cujo diametro é menor que €: Dados € > 0 e uma
particao o« em S cujos elementos possuem didmetros menores que J., temos a particao
|]Ave para £s cumprindo diam(|«]?¥:) < e.

Analogamente ao que foi feito no exemplo anterior, o refinamento das A,,-pré-imagens
(|x]Ae)An possui os conjuntos

No (&)= N =" N 4| =B

i€An JEAN.+AR i€An, kEAN,
itk=j
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para as coletaneas & = {A}}rer,, C &, com i € Ay, e &= {A;} onde A =

i jEAn+ANE !
NieAn, keay. Aj,- Devido ao fato de « ser particao de S, atente que
ith=j

ﬂ ; { Al se AL = AY, para quaisquer ¢/, k' com i’ + k' = j =i + k;
P =

ntrario.
i€, KEAN, 0, caso contrario
itk=j
Isto implica que & C o e assim obtemos (| o]AVe)An = | o] A¥=FAn - Além disso, ndo é dificil
ver que tal igualdade s6 é valida se o« for uma partigao.
A medida de tais conjuntos com relacao ao estado basico v pode ser estimada por

IAN: +An| [ANe +An|
: / < < !/
(glg; vs(A )) <v(4) < <5{12§ vs(A )) , (2.22)
para todo A € |oc]ANetAn, ¢

Os seguintes lemas serao fundamentais para os resultados a seguir, que buscam es-
tabelecer relagoes entre os formalismos, e também para o caso de conjuntos infinitos de
SpIns.

Lema 2.4.1 (Majoracao). Seja U um potencial continuo o-invariante para um sistema
de spins unidimensional (s, o, HP!,v). Dados € > 0, considere B uma cobertura finita
aberta para S tal que diam(p) < 6.. Entao obtemos a sequinte desigualdade

HE P A el
ndy < ot Ne :
/e Mdy < P, (HP,[B]:) (Iggéc VS(B))

Demonstracao. Pela discussao anterior, obtemos a partir da cobertura 3 em S a cobertura
|B]4¥ em Zs. Lembre-se que

P,(HT!, | B ) = inf {Z sup e"An' @)+ § subcobertura finita de (LB}ANe)A"} :

Beo wEB

Seja © = {By, ..., B,,} uma subcobertura finita para (|3]*:)*». Defina a particio &
formada pelos conjuntos nao vazios da seguinte construcgao:

A = By, A; = B; — ( U Ak> , para todo 1 < i < m. (2.23)

1<k<i

Tal particao satisfaz as condi¢oes abaixo:
(1) para cada A € «, existe aberto B4 € 0 que satisfaz A C Ba;
(77) além disso, Ba # Bas sempre que A # A'.
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Para verificar (i) e (i7), basta ver que para A; # () é suficiente tomar B, = B;.
Assim, para a particdo &, associamos a fung¢ao simples

Pot (.,
gn(w) = Zsup ePan @y a(w),
Acg el

Pot
para a qual temos claramente que e’*an

para cada n € N, temos

< gn. Logo, para qualquer estado pu € P(Zs) e

/ MNdp < / gudpp = Y sup eI p(4)
A

ERWGA
< sup efthn @) (max A )
< (Zomes) (s
Pot(w) Pot

< SUpyep, e @ onde By é um aberto da subcobertura 6 tal
que A C By, pela condicao (i7) acima obtemos

Z sup " @) < Z sup eMAn (@) < Z sup MK ),

AGRWGA BA:AEKMEBA Beo weB

Como sup,, 4 €'an

Além disso, devido ao fato de que pu(A) < u(B4) para qualquer estado p € P(LZs), sendo
0 uma subcobertura de (| 3]%% )" temos que

max p(A) < IE?%(#(BA) <maxpu(B) < max u(B).

Aewx Beo © Be(|p1MNe)An
Consequentemente,
/ Mildp < | Y sup ) max  pu(B)|.
Beo <P Be([]*Ne)An

A desigualdade acima vale para qualquer subcobertura finita 0 de (| 3]*¥)A". O resultado

segue deste fato e de que, quando p é o estado basico v, conseguimos majorar (equagao
(2.21)) a medida dos elementos de (| B]4ne)An, O

Lema 2.4.2 (Minoracao). Seja W um potencial continuo o-invariante para um sistema de
spins unidimensional (Zs,o, HF, v). Dado € > 0, considere que existem uma cobertura
finita aberta B para S com diam(B) < d. e uma particao finita x em S satisfazendo as
condigoes:

(1) para cada B € B, existe Ap € & que satisfaz Ap C B;

(17) além disso, Ap # Ap sempre que B # B'.
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Entao, obtemos a sequinte desigualdade:

Acx

[ANe Al Pot
Qn (HPOt, UﬂANs) (min VS(A)) < /eHAZ dp.

Demonstracao. Lembre-se que

weB
Beo

Qn (R, | B]MY) = inf {Z inf A2 9 subcobertura finita de (|B] ANE)A”} :

Na proposicao 2.4.2, mostramos que |[B]*¥-*A» & uma subcobertura para (|p]%4¥: )%,
portanto é suficiente majorar o somatoério acima para 0 = | B]ANeFAn,
Primeiramente, verificamos que as hipdteses (i) e (i7) sobre & e 3 sdo herdadas por
L] Avethe e [ B ANt
(i) Para cada B € |B]AvetAn existe Ap € | o)™ tal que Ap C B: dado B =
[E]An. +4,, onde & = {Bi}reay. +4, C B, basta tomar conjunto Ap := [E]ay 44, C
[x]Ax=FAn onde & = {Ap, freay, C & com Ap,’s cocrentes com as condigdes (i) e
(77) da hip6tese.
(13)" Ademais, Ap # Ap sempre que B # B’: segue devido ao fato de a construcao
anterior levar em consideragao a condigao (i) da hipétese.
Argumentando de forma semelhante a do lema anterior, definimos para a particao
| o] AvetAn g funcao simples

L : prlt(w)

falw) = Y inf ey a(w),
Ag|x]ANeTAn

H/F\’ot

a qual claramente satisfaz e > fn. Logo, para qualquer estado pu € P(Zs) e para cada

n € N, temos

/eﬂfﬁtdu > /fndu = Z ingeﬂmt(“’)u(/l)
Aclartn
> inf e?An () i :
> Z oilelzfax e min  p(A)

A€ | o] Ne TAn
Ac o] MNe AR l«]

Como infyea, M) > inf,cp eﬂmt(‘”), onde Ap é um elemento da particao | oc]Ave+4n
tal que Agp C B € |B] T2 pela condicio (i)’ acima obtemos
Z inf efthn (@) > Z inf eMAn (@ > Z inf eMhn @)

weEA wEAR weEB
Ag| o] NeThAn Ap:Be|p] NeTAn Be|p1Anethn
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Aplicando esta desigualdade e a estimativa dada pela equagao (2.22), quando p é o estado
bésico v, temos

Pot ‘ANE +An I Pot
Z inf eMan @) (min I/3<A)) < / eMan dp,

weB A€ex
Be|p]AneThn

donde segue o resultado. O

Para que as hipdteses (i) e (ii) do lema anterior ndo sejam vazias, construiremos para
qualquer conjunto de spins uma particdo «_ e uma cobertura f3(e, ), com diam(p(x)) < 9.,
satisfazendo-as. Para isto, considere o seguinte conceito.

Definicao 2.4.1. Uma cobertura 3 é dita minimal se nao possui nenhuma subcobertura
proépria, isto €, se 8 é uma subcobertura de 3 entao 0 = 3. Equivalentemente, para cada
aberto da cobertura, sempre é possivel garantir a existéncia de ao menos um ponto que
nao seja coberto por mais nenhum outro aberto desta cobertura.

Enfatizamos que a compacidade de & nos permite sempre tomar uma subcobertura
finita. Ademais, por eliminacao de uma quantidade finita de conjuntos em tal subcober-
tura, é possivel obter uma subcobertura minimal e finita. Além disso, a minimalidade
de uma cobertura B é herdada pela cobertura |B]*¥, mas nao necessariamente é her-
dada pelo refinamento (|3]%¥: ). Tais fatos simplificardo bastante os argumentos e as
construcoes a serem desenvolvidos.

Ezemplo 2.4.4. Particio «. em S: Dado € > 0, seja {B(z,%) : = € S} a coleta-
nea de todas de bolas abertas de raio %5 em §. Tome uma subcobertura finita mini-
mal {Bj,..., By} desta coletanea. A minimalidade nos garante a existéncia dos pontos
{x1,..., 2} satisfazendo x; € B; — (UjxB;), para todo 1 < i < k. Em particular,
qualquer ponto y no conjunto de spins S estd contido em algum B; e portanto

d(y,{z1,...,2x}) < diam(B;) = —. (2.24)

Além disso, por se tratar de um conjunto finito de pontos, temos que {B(z;, "min)

1 <1 < k}, para rp;, := min;4; M > (0, é uma coletanea de conjuntos dois a dois
disjuntos.
Considere a coletanea de conjuntos {A], ..., A}} com

A ={x eS8 : ds(x,z;) = min{ds(z,z;) : 1 <j<k}} V1<i<k,

0s quais sao claramente mensuraveis. Para transformar esta coletanea em uma partigao,
basta fazer com que os pontos que pertencam a interseccao entre conjuntos escolham o
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conjunto de menor indice. Com este intuito, definimos a particio &, = {Ay,..., A}
aplicando o mesmo processo descrito em (2.23) a {A], ..., A}.}.
Nao ¢ dificil obter desta construgao que

z; € B(x, Tmin) C A; C A para todo 1 <i <k,

bem como, gragas a (2.24), que diam(«x,.) < 35 < J.. O

Observacgdo 2.4.2. Perceba que, caso o conjunto de spins seja finito, |« | acima coincide
com PBr em (2.19) para e suficientemente pequeno. Além disso, o processo descrito em
(2.23) no lema de majoragao, quando aplicado a cobertura/parti¢ao 3 produz a prépria
B r. Isto indica a coeréncia entre os lemas acima e a proposicao 2.4.1.

Exemplo 2.4.5. Cobertura B(x.) em S: Dada a partigdo «. construida no exemplo
anterior, considere a coletanea

(Us(-5):acal

E facil ver que os conjuntos da forma (J__, B ( ) para A € «_, sd@o abertos, contém

T€EA
A e, como «_ é uma particao, definem, por sua vez, uma cobertura.

Defina assim (e.) como uma subcobertura minimal da cobertura anterior. Note que
diam(x.) < 55 implica que diam(B(x.)) < d.. Em particular, dado B € f, existe pelo

menos um conJunto A € « para o qual

0,
B = B =.
o (-5)
€A
Assim, para cada B € {3, escolha um representante em o que satisfaz a igualdade acima

e denote-o por Ag. Tal escolha nos permite verificar as condigoes do lema 2.4.2.
(i) Para cada B € 3, evidentemente

de
Apc | B(x,z) = B.
T€EAR

(71) Dados B # B’, temos que Ag # Ap/. Isto porque, caso contrario, devido a forma
como foram escolhidos os respectivos elementos da particao, teriamos

ngB(m —) $g/3(x —) B,

o que é uma contradicao. O
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Na construgao de o, = {A;,..., Ay}, asseguramos a propriedade B(x;, 7min) C Aj,
para todo 1 <1 < k. Este fato, por sua vez, garante que

ANz +An |ANe+An
(mln vs(A; )) > (mm vs(B(i, Tmzn))) > 0.

Acx Aex

para todo 1 < i < k, ja que a medida de Haar é positiva para qualquer aberto. Conside-

rando que a préoxima etapa nesta andlise consiste em tomar o logaritmo nas desigualdades

dadas pelos lemas de majoragao e minoragao, a informacgao precedente mostra-se essencial.
Obtemos, portanto, um dos principais resultados desta secgao.

Teorema 2.4.3. Seja VW um potencial continuo o-invariante para um sistema de spins
unidimensional (Ls, o, HP°! V). Entdo, dado € > 0, valem as sequintes desigualdades

log (min yg(A)) < po(=H) —p (P, [Ba) ™) < log ( max Vg(B)) , (2.25)
A€, Bep(a,)

onde a particio . e a cobertura B(x.) para o conjunto S sao apresentadas, respectiva-

mente, nos exemplos 2.4.4 e 2.4.5.

Demonstracao. Sejam a particdo o« e a cobertura 3(e«.) para o conjunto S como no
enunciado do teorema. Devido as discussoes anteriores, sabemos que diam(f(«.)) < 9.
e que PB(a.) e o satisfazem as condigoes (i) e (ii) do lema 2.4.2. Logo, os lemas de
majoragao 2.4.1 e minoragao 2.4.2 sao validos e assim obtemos

AN, +An |
Qu (M7, [B(e)]) (m ) [ <

A€x,

IAN: +An|
< P, (HP | B(or )] max vg(B )
< Py (R [B(a)1) (o vs(B)
Lembre que a pressao topoldgica com relagao a uma cobertura p (HP ot . ) pode ser obtida
a partir da funcao @, ou da funcao P, (Ver observagao 2.3.2).
Desta forma, tomando limsup,,_, o A | log na relagao acima, obtemos

lim sup A, + A log (min V(A)> <

n—00 |An| A€,

< pu(=H") —p (K7, [B(a)]™) <

A A
< lim sup A, + Ao log ( max I/g(B)) :

n—00 |An| Bep(«,)
. An_+A . An.+A
O resultado segue observando que limsup,,_, ., % = lim,, 0o W\LI"' - 1. [
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Observacao 2.4.3. Atente que, devido a observacao 2.4.1, os resultados anteriores con-
tinuam vélidos se Ay, for substituido por A,, para qualquer m > N..

O préximo passo na tentativa de estabelecer relacao entre a energia livre de Gibbs e a
pressao topoldgica seria tomar o limite de p (HPOt, Bk), quando k — oo, onde {Py}ren €
uma sequéncia de coberturas em X s tal que diam(f;) — 0, quando k — oco. Para que este
procedimento possa vir a fazer sentido tendo em vista a desigualdade (2.25), introduzimos
uma sequencia de coberturas convenientes.

Exemplo 2.4.6. Sequéncia de coberturas {By}ren em Ls: Considere a familia de parti-
coes {g%}keN sobre &, onde cada partigao a1 é dada pelo exemplo 2.4.4. Associada a tal
familia, temos a sequéncia de coberturas {B(gc% ) }ren, construidas no exemplo 2.4.5. Um

fato conhecido é que dz'am(ﬁ(gc%)) < (5% para todo k € N.

A

Defina, portanto, a sequéncia {fj}reny em X tal que By := Lﬁ(g%ﬂ N%, para todo

k € N. Da discussao do paragrafo anterior e da construcao dos cilindros de diametro
menor que ¢ (no exemplo 2.4.1) temos que

| =

diam(B(x1)) < 01 = diam(Bx) <

X1
k
para todo k € N. Logo diam(p;) — 0, quando k — oo. 5.

Apesar de apresentarmos uma sequéncia de coberturas condizentes com o teorema
2.4.3, os extremos em (2.25) nos obrigam a conhecer o comportamento assintético da
massa dos conjuntos em «. e em B(a.) segundo a medida de referéncia vs. Com este
intuito, primeiramente retornamos a discussao inicial desta dissertacao, apresentando a
seguinte classificacao para os conjuntos de spins.

Proposi¢ao 2.4.3. Seja S grupo topolégico compacto metrizdvel. Entao,

(1) ou & € um conjunto finito de pontos isolado (munido da topologia discreta), com
medida de Haar dada pela medida uniforme;

(17) ou S € um conjunto nao enumerdvel sem pontos isolados e, portanto, todo ponto
possut massa nula para a medida de Haar.

Demonstragao. Independentemente da cardinalidade de &, observamos que a propriedade
Hausdorff garante que os conjuntos {z}, com z € S, sdo mensuraveis. Devido a transiti-
vidade da acao do grupo sobre si mesmo e a invariancia da medida de Haar com relagao
a esta acao, temos que, para quaisquer x e y € S,

p({x}) = u((yz="){z}) = n({y})
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ou seja, todos os pontos tém mesma massa. Além disso, ja foi comentado que medida de
Haar é positiva sobre os abertos, isto é, para todo aberto A C S temos p(A) > 0.

Caso o conjunto S seja finito, é imediato da propriedade de metrizagao que a topo-
logia associada é a topologia discreta, portanto todos os pontos sao isolados. Por sua
vez, {{z} : x € S} é uma coletanea de abertos de mesma medida que particiona S, con-
sequentemente u({zx}) = %, para todo x € S, donde segue que a medida de Haar é a
medida uniforme.

Suponha que & é um conjunto infinito. Primeiramente, atentamos que & nao pode
ser um conjunto enumeravel, caso contrario, S = {x; : i € N} poderia ser escrito como
uma uniao disjunta de conjuntos mensuraveis, isto é, S = U;en{x;}, donde obteriamos a
seguinte contradi¢ao

1=pu(S)=un (U{%}) = ZM ({xi}) = ZM ({e}),

1€EN €N €N

onde e é o elemento neutro do grupo. O argumento anterior também pode ser utilizado
para garantir que todo subconjunto enumeravel de S tem medida nula. Por sua vez, todo
ponto x € § tem massa nula, o que implica que {z} nao é aberto, portanto nenhum ponto
¢ isolado. O

Devido a tal classificagao e como ja determinamos, na proposicao 2.4.1, a relagao entre
energia livre de Gibbs e pressao topoldgica para o caso em que o conjunto de spins € finito,
resta-nos averiguar o caso em que o conjunto de spins é nao enumeravel. Neste caso, as
informagoes dadas pela proposicao anterior sao suficientes para demonstrar o principal
resultado desta sec¢ao.

Teorema 2.4.4. Seja VW um potencial continuo o-invariante para um sistema de spins
unidimensional (Ls, 0, HP°! V) cujo conjunto de spins S € ndo enumerdvel. Entdo

P (HPOt) = 0.

Demonstracao. Por contradigao, suponha que p (HPOt) € R. Logo, p,(—HI)—p ('HPOt) €
R. Considere a sequéncia de coberturas {f}reny em Zs dada pelo exemplo 2.4.6. Como

A
Br = L[S(Q(%)—I "} deriva da particao a e da cobertura B(g%), aplicando o teorema 2.4.3,
obtemos

log (jrel%xn Vs(A>> < po(=H") = p (H", By) < log ( max Z/S(B))

1 BEB(E%)

para todo k € N.
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Fixaremos apenas na segunda desigualdade acima. Tomando limite quando k& — oo,
obtemos

pu(—H"") — p (HP) < liminflog ( max Vs(B)) :

k—o0 BGB(Q%)

Note que dz’am(ﬁ(gc%)) < (5% < di%(s) implica que cada B € B(Q(%) esta contido na bola

B <a:, M) para qualquer x € B. Devido a invariancia da medida de Haar, temos

5 (0 5) o o2,

onde e é o elemento neutro de S. Por sua vez, a desigualdade acima é valida para todo
B e B(QL%) e, portanto,

(Bgs?;(i)Vs(BO <vws (B (e, dl%@)) :

diam

k($)> 1 {e}, quando k — oo. A hipdtese de S ser nao
enumeravel garante que vs({e}) = 0, devido ao item (i7) da proposigdo 2.4.3. Assim,

Vs (B <e, %(8)>> — 0 quando k — oo e consequentemente

di
lilggiorolf log (B%%?%)VS(B)) < ’}LHOIO log (B?é?fi) Vs (B <e, %@))) = —00

— py(_/}_[Pot) —p (HPOt) = —00,

para todo k € N.
E imediato que B <e,

o que é uma contradicio com a suposicao inicial de que p,(—H) —p (’HP Ot) eR. O

Tal resultado mostra limitagoes de nossa estratégia em obter relagao entre a abordagem
variacional do formalismo DLR e o formalismo SRB via igualdade entre funcoes termodi-
namicas. O fato de a entropia ser uma funcao semicontinua superiormente, enquanto que
a entropia de Kolmogorov-Sinai necessita da hipétese de existéncia de uma p-particao
geradora para apresentar tal propriedade (proposi¢ao 2.3.2, item (i)), j4 era uma pri-
meira indicagao de que tal estratégia nao fosse sempre exitosa, porém nao concretizava
um argumento formal.

Em sintese, é possivel mostrar a equivaléncia entre a abordagem variacional do for-
malismo DLR e o formalismo SRB sempre que o conjunto de spins S é finito. Portanto,
os estados de Gibbs o-invariantes e os estados de equilibrios sao nogoes idénticas neste
contexto. Por outro lado, demonstramos que as fungoes termodinamicas podem ter com-
portamentos distintos quando se considera um conjunto de spins mais geral.
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Apesar disso, segue imediatamente do teorema anterior um corolério 1til para a teoria
de sistemas dinamicos.

Coroldrio 2.4.5. E infinita a entropia topoldgica hrey(0) associada a wm shift completo
(Xs,0,v) sobre qualquer alfabeto (grupo topoldgico metrizdvel) S nao enumerdvel.

Demonstracao. Lembre-se do exemplo 2.3.3. Basta entao considerar o potencial nulo no
teorema anterior. O

Nossa verdadeira intencao com este capitulo é a de aproximar os tratamentos mecanico-
estatistico e dinamicista a partir de sua origem comum: o caso de conjunto de spins S é
finito. A decisao por apresentar distintamente estas func¢oes termodinamicas justifica-se
(de fato, sao distintas para conjuntos de spins mais gerais), sobretudo pela necessidade
de se manter fiel a literatura classica das respectivas areas. Desta forma, possibilitamos
ao leitor o entendimento do formalismo SRB, independentemente da sua associagao com
mecanica estatistica. Além disso, quando apresentamos um potencial como uma familia
de observaveis ¥ = {¥,},c» em vez de um tnico observavel ¥, como é candnico do
formalismo SRB, queriamos oferecer ao leitor um significado fisico para tal nocao, como
a energia de contribuicao de cada sitio.

Portanto, se nos mantivermos no caso onde o conjunto de spins S é finito, o que sera
feito de agora em diante, poderemos usufruir de todas as técnicas e ferramentas introduzi-
das pelos contextos mecanico-estatistica e dinamicista, como também dos distintos pontos
de vista desenvolvidos em cada um destes. Como forma de destacar qual abordagem, me-
canico estatistico ou dinamicista, serd utilizada, manteremos as respectivas denominagoes
de estado de Gibbs o-invariantes e de estado de equilibrios.

2.5 Unicidade

Para finalizar este capitulo, examinamos para o contexto no qual o conjunto de spins
S ¢ finito certas condigbes que garantem a unicidade dos estados de Gibbs/equilibrio as-
sociados a um sistema de spins unidimensional. Seguindo o molde deste capitulo, faremos
tal caracterizacao em duas etapas.

1. A primeira retoma os conceitos iniciais do formalismo DLR, apresentando uma for-
mulagao estocdstica (markovina) para o fenémeno de unicidade.

2. Sob a perspectiva dinamicista, o segundo tratamento introduz o operador de Ruelle-
Perron-Frobenius e obtém a unicidade a partir da exigéncia de uma certa regulari-
dade sobre os potenciais.

Ambas as apresentacoes estdao intimamente associadas ao resultado classico da teoria
de matrizes nao negativas denominado de Teorema de Perron-Frobenius (veja teorema



2.5. Unicidade 77

A.0.16 do apéndice A), que garante a existéncia e unicidade de autovalor maximal para
tais matrizes, sob certas hipdteses.

Especificacao Markoviana

De forma concisa, o formalismo DLR busca obter estados a partir de uma familia de
nicleos de probabilidade, que caracterizam uma especificagao. Isto remete a teoria de
processos estocasticos e a existéncia de estado de Markov associado a uma probabilidade
de transicao, como foi introduzido no exemplo 1.4.2. Na realidade, tais conceitos nao soé
estao associados como se trata do mesmo fenémeno.

Considere o shift completo com conjunto de spins S§ = U,. Recordamos que uma
especificagdo I' = {ya }rc2, ¢ markoviana se existe func¢éo positiva g : S x S x § — R
tal que v (w, (W) = g(wi—1, W}, wi1) para todo i € Z.

Neste contexto, os seguintes resultados sao fundamentais.

Teorema 2.5.1.
(1) Dados uma especificagao markoviana I' e um spin s € S, tem-se uma matriz
definida por

positiva estocdstica P = (P(x,Y)), ,es

9(s,5,y)
Q eV = (U(r)),.s € autovetor com entradas positivas associado a X. Além disso, o
estado de Markov associado pup € o estado de Gibbs paral', ou melhor, 9(I') = {up}.

onde () = (Q(az,y))&yes = (M>$yes, A € 0 maior autovalor positivo da matriz

(it) Dados uma matriz positiva estocdstica P = (P(x,y)), s € Seu respectivo es-

x,ye
tado de Markov associado pp, tem-se uma especificagao markoviana I' = {ys}re oy
definida por

(W, [W]a) = pp([waw e]ata,)

para quaisquer A € Pr e w,w' € L.
Coroldario 2.5.2. Uma especificagao I' é markoviana se, e somente se, é uma especi-

ficacdo gibbsiana para alguma interacao ® de vizinhos mais proximos, isto €, tal que
Ale(P) = 2.

Observagado 2.5.1. A interagao ® = {®, }rc», garantida pelo coroldrio anterior é dada
explicitamente por

Dy (w) = —log P(w;,wit1), se A={i,i+1},
: a 0, caso contrario.
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Para as demonstracoes destes e de outros resultados que relacionam as cadeias de
Markov a teoria de especificagoes, consulte o terceiro capitulo da referéncia [24].

Exemplo 2.5.1. Estado de Markov/Gibbs associado ao modelo clock: Aplicando o teo-
rema 2.5.1 a especificagao gibbsina/markoviana do modelo clock apresentada no exemplo
2.1.4, temos que 4(I") = {pp} para o estado de Markov pp associado a matriz P. Fixando
1 € U,, tal matriz é dada por

Ple.y) — Qz,y)vly) _ 9(1,z,y) 1(y)
’ AU(z) 9(1,1,y) M(x)
B e(l,x)-l—(:cy)—l—(:vfz) Uy)
eI HLE) A(x)

(
onde X é o autovalor positivo da matriz Q = (Q(z,y)), ,cs € U = (U(x)),.s ¢ autovetor

associado a . &
Potenciais Regulares

Resultados em [18, 27] mostram, assim como outros trabalhos, que a hipdtese de
continuidade sobre os potenciais o-invariantes nao é suficiente para garantir a unicidade
do estado de equilibrio. Apresentamos de forma concisa um exemplo para este fato.

Exemplo 2.5.2. Potencial continuo com mais de um estado de equilibrio: Sejam & =
Zy = {0,1} e L} o shift unilateral. Dada uma sequéncia {ax}reny de nimeros reais
negativos com limy_,o ar = 0, defina o potencial continuo o-invariante

W(w) ar, sewE[l,...,l,O]Az,
w) =
0, se w = 1.

No artigo [27], mostra-se que, se a sequéncia {ay}ren satisfaz as condigoes

Z eXi0ai — 1 e Z(k + 1)€Zf:0 Y < 00,
k=0 k=0

entao a pressao topoldgica do potencial ¥ é nula e existem ao menos dois estados de
equilibrio, sendo um destes o estado ;. &

Desta forma, teremos que considerar uma classe mais restrita de potenciais o-invariantes.

Definicao 2.5.1. Um potencial o-invariante ¥ é dito regular se cumpre

Zsup{|\lf(w) — V(W) + wpr =wys} < oo
n=1
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Em particular, qualquer potencial o-invariante ¥ que for Lipschitz ou Holder continuo
também é regular, ja que sup{|¥(w) -V (w')| : wy+ = w;w} < Cg(2"1)* para constantes
ay € (0,1] e Cy > 0.

Considere entao os seguintes conceitos.

Notagao 2.5.1. Sejam a;(w) e b;(w) coletaneas de fungoes em Lg indexadas sobre um
conjunto I. A notagao a;(w) = b;(w) significa que existe uma constante C' > 0 tal que
Cla;(w) < b(w) < Cai(w) paratodoi € [ e w € Lg.

Definicao 2.5.2. Dizemos que um estado p € P(LS) satisfaz a propriedade Gibbs para
um potencial o-invariante se
fHPot_np(fHPot)
I ([w]A:Lr) =e At ,
onde HF' = {HE'} \c »,. é 0 hamiltoniano associado a .

Observacao 2.5.2. Na literatura dinamicista, os estados que satisfazem a propriedade
Gibbs sao denominados simplesmente de estados de Gibbs. Para evitar confusao com
os estados de Gibbs definidos para o formalismo DLR, preferimos apresentar esta nogao
como uma propriedade.

Com as devidas definigoes a disposi¢ao, podemos enunciar o seguinte resultado cuja
demonstracao pode ser encontrada em [11]:

Teorema 2.5.3 (Unicidade do estado de equilibrio). Seja W um potencial reqular o-
invariante para um sistema de spins unidimensional (L5, 0, HY! v) sobre conjunto de
spins S finito. Entdo, existe um tnico estado o-invariante py € P,(Ls) que satisfaz a
propriedade Gibbs. Além disso, py € o unico estado de equilibrio para o potencial W,
sendo portanto ergodico.

Observacao 2.5.3. Repare que estamos tratando do contexto de shift completo uni-
lateral £f sobre um conjunto de spins S finito, porém lembramos que tal teorema ¢
demonstrado na referéncia [11] para um contexto mais geral, dado pelos subshifts de tipo
finito em LJ.

Operador de Ruelle-Perron-Frobenius

Historicamente este operador foi introduzido para o contexto mecanico-estatistico de
gas de reticulado, onde era representado através de uma matriz irredutivel indexada em
S x 8, para S finito, denominada de matriz de transferéncia associada a um potencial ¥
de vizinhos mais préximos.

A estratégia desta proposta resume-se a encontrar pontos fixos de um certo operador e
de seu dual (os quais serao introduzidos a seguir) e, a partir destes pontos fixos, construir
o estado de equilibrio desejado.
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Definicao 2.5.3. O operador de transferéncia ou operador de Ruelle-Perron-Frobenius
(RPF) ou operador de Ruelle associado a um potencial o-invariante ¥ é definido da
seguinte maneira:

Ly:C(ZF) —C(Zf) édadopor (Ly(f)(w):= D " @fw).

w'eo—1(w)

Por sua vez, o operador dual de Ruelle £3, : M (££) — M (Z£f) é definido por

(L3 () (1) = [ Ll = [ Z W )dp(w).

w'eor— 1 (w

Neste contexto, a generaliza¢ao do Teorema de Perron-Frobenius (teorema A.0.16) é
enunciada da seguinte forma:

Teorema 2.5.4 (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius). Sejam W um potencial regular
o-invariante para um sistema de spins unidimensional (L5, 0, HE V) sobre conjunto de
spins S finito e Ly seu respectivo operador de Ruelle. Entao, as sequintes afirmagoes
validas:
(1) existe um autovalor positivo mazimal para Ly dado por Ay = P .
(17) o autovalor \y € simples tanto para Ly quanto para LY, isto €, existem uma
tnica autofuncgao positiva gy € C (Z}) e um tunico autoestado (autovetor para L3 )

vy € P(EY) tais que (gu)vy, = 1,
Ly(ge) =Aegw e Ly(Ve) = Apvy;

(i) para todo observdvel f € C (L), temos

n—oo
o0
(1v) o estado o-invariante ggVy € 0 Unico a atingir o supremo do principio variacio-
nal; logo o estado de equilibrio associado a W € g = gyVy.

Relevantes referéncias sobre o operador de Ruelle, nos quais se encontra a demons-
tracao do resultado anterior, sao [42, 3]. Ambas estudam o operador de Ruelle e suas
intimeras aplicacoes para a teoria de sistemas dinamicos, destacando assim a importancia
deste topico.



CAPITULO 3

Congelamento do Sistema

Apoés estudar os estados de Gibbs e de equilibrio para um dado sistema de spins
unidimensional, analisamos neste capitulo o processo de congelamento. Um argumento
heuristico conhecido indica que a energia associada as configuracoes, exceto as que ma-
ximizam o hamiltoniano, anula-se quando a temperatura tende a zero. Apesar de o zero
absoluto ser fisicamente inatingivel, nossa principal intencao com relacao a tal andlise
¢ obter resultados sobre o conjunto de configuragoes que maximizam o hamiltoniano,
caracterizando-o como suporte de certos estados associados a maximizagao da energia.

Estudaremos tal fenomeno do ponto de vista dinamico, tratando-o como um topico
subsequente ao formalismo SRB. Por este motivo, esta secao lida com potenciais continuos
o-invariantes, satisfazendo o principio variacional, para a pressao topoldgica e a entropia
de Kolmogorov-Sinai, dado pelo teorema 2.3.1.

Com o intuito de que o contexto mecanico-estatistico ainda sirva como base para apli-
cacao dos resultados deste capitulo, aqui nos restringiremos ao caso em que o conjunto de
spins S ¢ finito. Como mostramos no capitulo anterior, devido a equivaléncia das fungoes
termodinamicas e consequentemente dos estados de Gibbs o-invariantes e dos estados de
equilibrio, a abordagem variacional do formalismo DLR coincide com o formalismo SRB
neste caso.

Lembre-se de que os estados congelados foram apresentados na introducao desta dis-
sertacao para os sistemas de volume finito como pontos de acumulacao, quando S — oo,
para a familia de estados de Boltzmann-Gibbs {15} 4-0 associada a familia de hamiltoni-
anos {H}s>0. Considerando sistemas de volume infinito, investigaremos o congelamento
dos sistemas de spins unidimensionais de forma andloga. Para isso, faz-se necessério

81



82 Capitulo 3. Congelamento do Sistema

introduzir a seguinte notagao:

Notagao 3.0.2. O parametro § denotara o inverso da temperatura 7" multiplicado pela

constante de Boltzmann &, isto é, § = ,_%T Este atua sobre os potenciais e respectivos

hamiltonianos por meio de multiplicacao

BY = {BW}ee e BHT = {BHN"} p

Portanto, fica implicito que congelar o sistema significa analisar seu comportamento
quando a temperatura T — 0, ou, equivalentemente, quando § — oo.

Este parametro também sera agregado a outros conceitos; por exemplo, a pressao
topoldgica, ao estado de equilibrio, ao operador de Ruelle etc.

Considere a familia de potenciais o-invariantes {5V} 30, obtida a partir do potencial
o-invariante ¥. Caso ¥ seja um potencial Holder o-invariante, temos que os resultados de
unicidade para o estado de equilibrio, apresentados no final do capitulo anterior, garantem
a associacao, para cada $ > 0, de um estado de equilibrio pg := pgy para o sistema de
spins unidimensional (&, o, BHT!, v) sobre conjunto de spins S finito.

Desta forma, introduzimos o principal conceito deste capitulo.

Definicao 3.0.4. Seja ¥ um potencial Holder o-invariante para um sistema de spins
unidimensional (£f, 0, H"", v) sobre conjunto de spins S finito. Ao fazer 8 — oo, de-
nominamos estado congelado a qualquer ponto de acumulacao ¢ para a familia {pg}s-0
(segundo a topologia fraca*), onde us é o estado de equilibrio associado ao potencial SW.

Das propriedades do espago P, (L), é facil obter que ¢ € P,(Z%). Além disso, observe
que nao afirmamos nada sobre unicidade do estado congelado.
Caracterizacao Maximizante

Uma propriedade notavel dos estados congelados para sistemas de spins de volume
finito estd no fato de que estes minimizam a energia média do hamiltoniano associado.
Sinalizamos que tal caracteristica nao é particular do volume finito.

Teorema 3.0.5. Se V ¢ um potencial Holder o-invariante, entao qualquer estado conge-
lado ¢ maximiza a energia média, isto €,

(U)e = (H"")¢ = max_ (U),.

MEPJ(%)

Demonstragio. Sejam > 0 e n € P(LL). Devido ao principio variacional, temos que

A(E)y < h(n) +(BY)y < p(BY) = hlpg) + (BY) s < hrop(0) + F(¥) -
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Além disso, é imediato ver que

B, < f max (V) < hro(o) + 7 max (T),.

HEP(ZE) HEPS(ZE)

Sendo assim, tomando 7 satisfazendo (¥), = max (Z;r)(q/) 4, obtemos

HEPs

1
Py, — max (VU < —hp, .
( >uﬁ uepa(§§)< >u =3 Tp(a)

Como um estado congelado ¢ é um ponto de acumulagao para a familia {ps}s~0, obtemos
o resultado fazendo  — oo. n

Concluimos, desta maneira, que o problema de encontrar os estados congelados para
um sistema de spins unidimensional é reduzido a um problema de selecao sobre o conjunto
dos estados maximizantes para o potencial ¥. Este conjunto, por sua vez, sera o objeto
de estudo da proxima secao.

Observacao 3.0.4. Lembre-se da secao 2.2 do capitulo anterior, especificamente do prin-
cipio variacional enunciado no corolario 2.2.2, no qual a transicao da noc¢ao de interacao
para a de potencial ¢é realizada por intermédio do potencial —¥® associado & interacao
®. Esta convencao de sinal negativo tem por consequéncia agora o foco em maximiza-
¢ao relacionada aos estados congelados, em contraponto a caracterizagao por minimizacao
apresentada para o caso de volume finito na introducao deste trabalho.

Observacao 3.0.5. Outra maneira de discutir o fenomeno de congelamento do sis-
tema resume-se em observar o comportamento limite, quando f — oo, dos ntcleos de
probabilidade das respectivas especificagoes. Dadas as especificagoes gibbsianas I'ze =

{ ,ué"li} e, DATA B > 0, define-se a especificacao de temperatura zero

Ly := {MO,A}Ae@F com fioa(w, A) == Bh_{go Néﬁ(w?AL VA e Pp.

Trata-se de uma caracterizacao mecanico-estatistica, onde os estados de Gibbs as-
sociados a tal especificagao de temperatura zero, denominados, neste caso, de estados
fundamentais, sao os analogos aos estados congelados tratados anteriormente. Para uma
discussao detalhada sobre tal construgao, consulte a referéncia [56].

3.1 Otimizacao Ergddica

Prosseguimos o estudo dos estados congelados, investigando as ferramentas da teoria
de otimizacao ergddica, especialmente aquelas obtidas da abstragao de ideias e conceitos
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propostos pela teoria KAM-fraca e pela teoria de Aubry-Mather para contextos dinamicos
completamente distintos ao qual estamos lidando.

A otimizagao ergddica vem sendo desenvolvida em uma coletanea de artigos publicados
durante as duas tltimas décadas. Entre estes podemos referenciar, por exemplo, [14, 29,
21, 22]. A maioria dos resultados a serem apresentados neste capitulo encontram-se nos
artigos [23, 5].

Iniciamos tal estudo com o seguinte conceito:

Definicao 3.1.1.
(7) O valor ergédico maximizante para um dado observavel continuo f é definido por

(f)maz = maX{<f>u : 1€ Py(Zs)}.

(ii) Sejam ¥ potencial continuo o-invariante e H7°* o hamiltoniano de potencial as-
sociado. Um estado u € P,(Ls) é dito U-maximizante se

<\II>H = <HPOt>/L = <‘I]>ma:p-
O conjunto dos estados U-maximizantes é denotado por Py (Zs, V).

Proposicao 3.1.1. O valor ergodico maximizante associado a um potencial continuo
o-invariante W possui os sequintes formulacoes equivalentes
. 1 Pot
(U)maz = limsup —— sup H, % (w)

n—00 |An| wELS

) 1
= sup limsup
w€Ls n—oo |An|

I 1
= sup lim
wEReg(W) VX |An|

A ()

Hi (W),

onde Reg(V) denota o conjunto de pontos w € Lg tal que o limite lim, ﬁ%fst existe.

Proposi¢ao 3.1.2. O conjunto dos estados V-mazimizantes Ppa.(Ls, ¥) € um compacto

CONvVETOo.

Observacao 3.1.1. A demostracao de tais resultados é apresentada, por exemplo, em
[29], que aborda o tépico de maximizagdo de medidas para sistemas dinamico arbitra-
rios. A necessidade da hipétese de compacidade sobre o espaco é investigada, entre outro
artigos, em [31].

Investigamos os estados maximizantes associados ao potencial do exemplo 1.5.8.
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Exzemplo 3.1.1. Dadas constantes positivas {ay }o<k<n, fixe r € {2,...,n—1}. Considere
o sistema de spins (£, 0, H"" 1), sendo o potencial continuo o-invariante ¥ dado por

( — o dy g (w, 0%), se wy =0

—ay dzg (w, 1%°), se wy =1

V() =19 —a,_; dy+ (w,(r=1)%), sew,=r—1
—ay, sewy=r

—Qyy_1, sewg=n-—1

\
Claramente temos que ¥ é um observavel nao positivo. Além disso, ¥ satisfaz a proprie-
dade Lipchitz para cada uma das restrigoes ¥|j,, 0 < i < n, e portanto é um observavel
Lipchitz.

Como ¥ < 0, obtemos que (¥), < 0 para qualquer estado pu € P,(X¥). Nao é dificil
perceber que qualquer estado d;, com ¢ < r, é U-maximizante, j4 que neste caso

(W)5 = W(i™) = o dy (,i%) = 0.

Ademais, qualquer combinacao convexa de tais estados também serd maximizante.
Perceba que nao necessariamente caracterizamos o conjunto me(Z;, ), apenas apre-
sentamos alguns estados pertencentes a este. &

Como forma de exemplificar os conceitos que serao introduzidos, retornaremos a este
exemplo diversas vezes e prosseguiremos sua analise. Serao apresentados a seguir alguns
resultados adicionais, restritos ao modelo 1.5.8, tornando este o exemplo base deste capi-
tulo.

Observacao 3.1.2. O potencial acima baseia-se no potencial

—dyy (w,0%), se wp =0
U(w) = —3dyy (w, 1), sewp =1 (3.1)
—a, caso contrario

para o shift unilateral com trés valores de spins Z'Z: apresentado pela referéncia [5]. Neste
artigo, faz-se um estudo completo do estado congelado associado a W, caracterizando-o e
explicitando sua dependéncia com relacao ao parametro .

3.1.1 Subacoes e Conjunto de Aubry

Prosseguimos apresentando uma caracterizacao do conjunto P,q.(Zs, ¥) baseada no
suporte de seus estados. Com este intuito, considere o seguinte subconjunto do conjunto
nao errante (veja definigdo A.0.19 no apéndice A).
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Defini¢cdo 3.1.2. O conjunto de Aubry (ou conjunto ndo errante W-maximizante) é
formado pelos pontos w € L para os quais: dado ¢ > 0, existem n > 1 e w’' € L tais

que dys (0,) < ¢, dys (0"(),w) < & e ‘%fgt(w') — AP | < &

Nao é dificil obter que Q(¥) = Q¥ + foo — f —¢), com f € C(Xs) e c € R,
Portanto, tal conjunto é invariante para potenciais ¥ e W' cuja diferenca pertence ao
conjunto {foo — f : f € C(Ls)} + ¢, para alguma constante ¢ € R. Relembrando a
definicao 2.3.7, trata-se de um caso particular da equivaléncia por Ruelle. Além disso,
Q(¥) é nao vazio, compacto e o-invariante (ver [14] para uma prova destes fatos).

A importancia deste conjunto para a teoria de maximizagao de estados justifica-se
pelo resultado fundamental do teorema a seguir, cuja estratégia para demonstracao sera
descrita nas proximas paginas.

Teorema 3.1.1. Dado um potencial Hélder o-invariante ¥, temos que

Prae(Zs, V) = {1 € Po(Zs) : supp(p) C QV)},

ou seja, um estado € V-maximizante se, e so se, seu suporte estd contido no conjunto de
Aubry.

De agora em diante exploraremos certas particularidades do conjunto de Aubry, as
quais tornarao possivel a analise posterior do comportamento assintético da pressao para
o exemplo base. Sendo assim, considere as seguintes nogoes.

Definicao 3.1.3. Um observével continuo u : £ — R ¢ dito ser uma subagao para o
potencial Holder o-invariante W se

(V+u—uoo)(w) < (V) Vwe L.

Equivalentemente, se u(w) > max,(w)—w {¥(w') + u(w') = ()4} para todo w € I,
Denota-se por S(Xf, ¥) C C(Zf) o conjunto das subagoes associadas ao potencial U.
O local de contato de uma subacao u para um potencial ¥ é definido por

My (u) = (V+u—uo o)_l (Y az) -

O conceito de subacao é substancial para as ideias e as construgoes que se seguem.
Uma discussao mais detalhada sobre a existéncia de tais observaveis sera apresentada na
préxima subsecao.

Inicialmente observamos que a noc¢ao de local de contato associado a uma subacao é
suficiente para se obter um resultado semelhante ao teorema 3.1.1.
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Proposicao 3.1.3. Dado ¥ um potencial Holder o-invariante, suponha que existe uma
subacao u para V. Entao,

,Pmaz(ZS, \Ij) - {,u S PU(ZS) : Supp(:u) - M‘I’<u>} .

Demonstracao. Seja p1 € Prax(Zs, V). Pelas definigoes de subagao e de estado W-maxi-
mizante, temos que o observavel ¥ := (¥ 4+ u —uo o — (V),,,,) satisfaz

<0 e /@duzo.

Portanto, V=0 p-q.t.p., donde obtemos
supp(p) C UH0) = (U + 1 — w0 0) " (V) mae) = My (u).

Reciprocamente, considere p um estado o-invariante tal que supp(pn) C My (u) =
(U 4+u—uo0)" ((U)a). Resulta que

(\P)H:/\Ifdu:/ (\If—i—u—uoo)d,u:/ (V4+u—uoo)du= (V)
bipa supp(p)

O

Corolario 3.1.2. Supondo que exista uma suba¢ao u para o potencial Holder o-invariante
U, seque que

Prnaz(Zs, W) = 11 € Py(Zs) : supp(p) € [ Mu(u)

ueS(ZE,v)

Na realidade, a semelhanca do teorema 3.1.1 com a proposi¢ao anterior nao é uma
mera coincidéncia. Antes de explicitarmos a relagao existente, considere o seguinte fato.

Proposicao 3.1.4. Supondo que exista uma subagao u para o potencial Hélder o-inva-
riante W, temos que

Q) (] M(w).

ueS(zE,v)

Demonstracao. Basta demonstrar que qualquer subacao u satisfaz Q(W) C My (u). Seja
w € Q(V). Para cada k € N, a continuidade de u garante que existe ¢, € (0, 1) tal que

dy+ (w,w') <& implica |u(w) — u(wW)] < T
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Pela definicdo do conjunto de Aubry, existem ny > 1 e w® € I tais que

dyy (w,w®) < &, dys (o™ (™), w) < e

€ |Snk(\p)(w(k)) - |Ar+zk <\I]>ma:p‘ = Z vo O'Z(w(k)) — ‘A:{k <\Ij>max < €g.

ieAT,
Para o observével U := (U +u—uoo— (V)a), obtemos entao

0> Snk(‘/l;)<w(k)) = Z (V4+u—uoo— (V)0 ai(w(k))

iEAT,
= > (T (V)paa) 0’ (W) + Y (u—uoo)oo! (W)
= Sn, (V= (¥)naz) (W®) + u(w®) + [—u(w) + u(w)] — u o o™ (w®)
> —€p — % > —%.

Devido a continuidade de \/I}, temos

(Utu—uoo— (U)e) (W) = T(w) = lim T(wh) = 0.

k—00

Portanto, w € My (u). O

Motivado pela demonstracao anterior, refina-se a nocao de subacao.

Definicao 3.1.4. Uma subacao u para o potencial Holder o-invariante W é dita ser
separante se Q(V) = My (u).

A existéncia de subagao separante para o potencial ¥ é demonstrada no artigo [22]
sob hipotese de regularidade Holder do potencial o-invariante e esta enunciada a seguir.

Teorema 3.1.3. Existe uma subacao separante para o potencial Hélder o-invariante W.

Note que o teorema 3.1.1 pode ser obtido diretamente da proposicao 3.1.4 e do teorema
anterior. Antes de prosseguirmos com outras nogoes da teoria de otimizacao ergddica,
retomamos o exemplo base deste capitulo.

Exemplo 3.1.2. Nao ¢ dificil ver que o observavel nulo é uma subagao para ¥, ja que
(P+0—-000) =0 < 0= (¥),4, Além disso, Mg(0) = T71(0) = {i* : 0 <i < r}.
Pela proposicao 3.1.3, concluimos que

Prnaz (L5, W) = {p € Po(ZE)  supp(p) C {i™ : 0<i<r}}.
Perceba que o conjunto de estados W-maximizantes, como estd caracterizado acima, ¢é
formado por qualquer combinacao convexa dos estados §;«, com 0 <7 < r.

Em particular, Q(W¥) = {i*® : 0 <i < r} e o observdvel nulo é uma subagao separante
para V. %
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3.1.2 Subacoes Calibradas e Barreira de Peierls

Discutiremos nesta subsecao a questao de existéncia de subagoes para um potencial
Holder o-invariante W. Com tal objetivo, introduzimos uma no¢ao mais restritiva que a
de subacao, a qual serd de fundamental importancia para os préximos resultados.

Defini¢ao 3.1.5. Um observdvel continuo v : f — R é dito ser uma subagdo calibrada
para o potencial Holder o-invariante W se
u(w) = {n/z;x {¥ (W) +u(w) = (V) mas Vwe LY.
Em particular, devido & segunda forma de se apresentar as subagoes (ver definigao

3.1.3), temos que toda subagao calibrada é uma subagao. Por outro lado, a relacao entre
este dois conceitos é particularmente estreita.

Proposicao 3.1.5. Qualquer subacdao u para o potencial Holder o-invariante ¥ comporta-
se como uma subag¢ao calibrada sobre o conjunto de Aubry, isto €,
u(w) = max {0 (W) + u(w) = (V)0 } Vw e Q).
Para a prova desta proposigao, consulte [21].
Motivado pela definigao de subacao calibrada, introduzimos o seguinte operador.

Defini¢ao 3.1.6. O operador de Lax-Oleinik Ty : C(Zf) — C(Zf) associado a um
potencial continuo o-invariante ¥ é definido por
To(Pw) = max {¥W)+f(W)}  Ywe Ik
Através da analise do problema de ponto fixo para o operador induzido de Lax-Oleinik
sobre C'(££)/R, é possivel garantir a existéncia de subagoes calibradas, solucionando-se,

portanto, a questao de existéncia de subagoes para potencial Holder o-invariante W. Tal
discussao é resumida no enunciado abaixo.

Teorema 3.1.4. Seja ¥ um potencial Hélder o-invariante. Entao existe observdvel con-
tinuo u tal que

To(u) = u+ (V) mae-

Consequentemente, u € uma subacgao calibrada para V.

Para extrair mais informacoes sobre a propriedade de calibragao para as subacoes,
necessitaremos da seguinte nocao:
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Defini¢ao 3.1.7. Denomina-se por barreira de Peierls hy : £f x £f — RU {—o00} a
funcao

hy(w,w') = lim lim_)sup S (w,w'),
n—oo

onde S (w,w’) := sup {Hfﬁt@) — AT e dyt(w, @) < edgy(0"(@), W) < 6}.
Frisamos as principais caracteristicas da barreira de Peierls.

Proposi¢ao 3.1.6.
(1) A fungdo hy : £f x & — RU{—o00} € semicontinua superiormente.
(i1) Sew € Q¥), entao hy(w, -) € um observdvel Hélder e finito.
(4ii) Para quaisquer configuragdes w,w',w” € LY, vale

by (w,w') + hy (W', w") < By (w,w").
(iv) Para qualquer w € I com o™(w) € Q(P), € satisfeita a relagdo
hy(w, 0" (W) = H 2 (@) = AT (T mas-
(v) we QW) se, e sd se, hy(w,w) =0.
Com relacao as subagoes e subagoes calibradas, obtemos os seguintes resultados.

Proposi¢ao 3.1.7.
(1) Para qualquer subag¢ao u temos hy(w,w’) < u(w') — u(w).
(i1) Sew € QW), entao hy(w, -) € uma subagao calibrada.
(131) Toda subagdo calibrada pode ser representada da sequinte forma
= ma "+ hy (W Vwe X!,
u(w) wlrélﬂ()fp){u(w )+ he (W' w)}, weXE
Observacao 3.1.3. As demostracgoes do teorema 3.1.4 e das proposi¢oes anteriores po-
dem ser encontradas, por exemplo, no artigo [23] e nas referéncias 14 indicadas.

Para o exemplo base, os conceitos apresentados nesta subsecao sao explicitados a
seguir.

Ezemplo 3.1.3. Como Q(¥) = {i® : 0 < i < r}, as subagoes calibradas possuem, neste
caso, as seguintes representacoes:

u(w) = max{¥(iw) + u(iw)} = max {u(j™) + he(j*,w)} Vo e L.
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Ademais, especificamente para este caso, a barreira de Peierls satisfaz propriedades
adicionais listadas abaixo.

Proposicao 3.1.8.
(i) Para quaisquer w e w' € L&, hy(w,w’) < 0.
(i7) Para quaisquer 0 < j <r ew ¢ Q(V), hy(j*,w) <0.
(i13) Para quaisquer 0 < j <reieS—{j}, hp(j®,i®) > —q;.

Demonstragao. (1). E consequencia direta do fato de o potencial ser nao positivo.

(7). Pelo item (i) da proposigao 3.1.7 e pelo item anterior, sabemos que hg (5>, -) é
uma subagao calibrada nao positiva, para todo 0 < j < r. Logo, pela defini¢ao de subagao
calibrada, temos, para qualquer w ¢ Q(¥) e todo 0 < j < r,

ho(7%,w) = max[W(iw) + k(5% w)] < max¥(iw)
1€ 1€
= max{—aidzg(iw,i"o) : O§i<r}u{—aj cr<j<n}<O.

(7i) Novamente, como hy(j°, -) é uma subagao calibrada para 0 < j < r, temos que

seieS—{j}

Pu(5,i%) = max {W(ki™) + ho (i)}
> V(i) + hg(5, 5i™)
> W(ji%) + V(i) + hy (7, j5i)
> ST () + (5, )
=1

= D —a;ds (7%, 5%) + R (5%, 5)
=1
N o m
= D5 Thu(*N)
=1
para todo n inteiro positivo. Pelo item (i7) da proposicao 3.1.6, hy(j5°°, -) é Holder.
Portanto, tomando o limite quando n — oo na equacgao anterior, temos, para 0 < j <re
ieS—{j}
.00 00 — Q; . .00 M 00
e (j,0%) > ;—ngT}ggohw(J ")
= —a; + h‘p(joo’joo)
= _Oé],

Yoo 4,00

ja que "™ — j*° em L e hy(j™, ) = 0 pelo item (v) da proposigao 3.1.6. O



92 Capitulo 3. Congelamento do Sistema

Temos ainda, neste caso, uma ttil propriedade da barreira de Peierls.
Proposi¢cao 3.1.9. Para todo 0 < j <r, vale hy(j>, -) = —a; dzj;( %)

Demonstragao. Primeiramente, afirmamos que —q; dzg( -, j%) é uma subagao calibrada,
para todo 0 < j < r. Perceba que, se wy = wy, entao dzg(w,w’) = %dzg(a(w),a(w’)).
Observe entao que

max [\Il(zw) + (_Oéj dy+ (iw,j“))] =
= max {—ai dzg(iw,i"o) —aq;j dzg(iw,joo) 0<i< r}
U {—ai —ajdyy (iw, j7) 1 1 < i < n}
_ max{—% s (,0%) = aydys (iw,7%) 1 0< i <rei# j}
U {—% dzg(w,j‘x’) — dzg(jw,joo)} U{—a; —¢a; : 7 <i<n}
= max{—%dzg(w,ioo) —ao; 1 0<i< rez’#j}
U {—ozj dzg(w,joo)} U{—a; —a; : 7 <i<n}.
As parcelas desta decomposicao podem ser facilmente comparadas:
—; —a; < —% dgt (w,1) —a; < =y < —a;dyg(w, §%)
para qualquer i € S. Portanto, max;c s {\I/(zw) + (—aj dzg (iw,j‘x’))} = —q; dzg (w, ™)
para todo 0 < j < r, como queriamos.

Sendo assim, para cada 0 < j < r, considere a reescritura da subacao calibrada
—a; ds+ (-, ) em termos da barreira de Peierls
S

—ay dyg (W, j%) = max {—aj dyt (1%, 5%) + hw(im,W)}

=max{—a; +hy(i®w) : 0<i<rei#j}U{he(j™,w)}. (3.2)

Ha& trés casos para analisar:
(3) se w =, temos Ay (j, ) = 0 = —a; dgy (7%, 5);
(17) sew = k™ para k € S —{j}, devido aos itens (7) e (iii) da proposigao 3.1.8, temos
que

hy(3°°,k%) > —a; > max {—a; + hy(i®, k) : 0<i<rei##j};
(17i) se w # k™ para k € S, temos que
—jdyy(w,j%) = —a; > max{—a; + hy(i™,w) : 0<i<rei#j},

ja que o item (7i) da proposi¢ao 3.1.8 garante hy (i, w) < 0.
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As condigoes apresentadas nestes casos sao suficientes para obter o resultado desejado a
partir da identidade (3.2). O

Tais resultados mostrar-se-ao muito uteis para a ultima secao deste capitulo.

Comportamento Assintético das Autofuncgoes do Operador de Ruelle

Finalizamos esta breve introducao a teoria de otimizacao ergédica com um resultado
que estreita ainda mais a relagao entre a nogao de subacao e a de estados congelados.

Seja a familia {pg}s~o formada pelos estados de equilibrio pug = pgy associados aos
potenciais SV, a partir da qual os estados congelados sao obtidos com ponto de acumulacao
quando 8 — oo. Lembre-se do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, o qual caracteriza
os estados de equilibrio como pgy = gsuVaw, onde ggy € C (Z;) ¢ a unica autofuncao
estritamente positiva para o operador de Ruelle, e vgy € P(ZE) é o tinico autoestado
para o operador dual de Ruelle, associados ao autovalor eP(BR™) o normalizados por
(950)vsy = 1. Considere a familia de observaveis {1y} g0 definida por

! 1
Ugy = — log ggu.
5
A informacao que fornece os pontos de acumulacao de tal familia descreve o comporta-
mento assintético em escala exponencial da familia de autofuncoes {gsw }g~0. Tal infor-

macao esta resumida no teorema abaixo, podendo uma demonstragao ser encontrada em
[14].

Teorema 3.1.5. Seja U um potencial Holder o-invariante. Entao a familia de funcoes
{ugy } =0 € uniformemente limitada e possui norma Hoélder uniforme. Além disso, seus
pontos de acumulacdao quando [ — oo sao subacoes calibradas para V.

3.2 Comportamento Assintético da Pressao

Sabendo agora que o comportamento assintético das autofungoes do operador de Ruelle
pode ser caracterizado por intermédio de subacoes calibradas, concluimos este trabalho
descrevendo o comportamento assintético da pressao topoldgica para potenciais que sa-
tisfazem certas hipdteses sobre seu conjunto de Aubry. Para isto, além de todo o aparato
apresentado pela teoria de otimizacao ergddica, utilizaremos ferramentas fornecidas pela
algebra maz/min-plus.
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3.2.1 Algebra Maxz/Min-Plus

Nas defini¢oes apresentadas neste capitulo, destacaram-se os conceitos relacionados
a maximizacao e a minimizagao. Propomos entao uma alteracao de paradigma no qual
maximizacao e minimizacao podem ser tratados de forma operacional. A estrutura algé-
brica que se presta a tal proposta vem a ser a algebra maz/min-plus. Fagamos, portanto,
um estudo conciso de tal estrutura e de suas ferramentas. Para detalhes mais especificos,
consulte [26, 2, 25].

Definicao 3.2.1. Uma operacao binaria x em um conjunto K é dita idempotente se
r*xxr=x paratodo x€K.

O trio ordenado (K, @k, ®x), o qual denotaremos simplesmente por K, formado pelo
conjunto K munido de duas operagoes binarias @&k e ®g, ¢ denominado de semicorpo
idempotente comutativo se

(1) @k é associativa, comutativa, idempotente e possui elemento neutro O, isto é,

TPk (y Pk 2) = (z Pk y) Pk 2, TORY =Y Dk T,
rPégr==2o e (IIEBKOK:OKEBKLT:J;7

para quaisquer x,y e z € K;
(17) ®xk é associativa, comutativa, invertivel e possui elemento unitério 1k, ou seja,

T Rk (y Rk 2) = (v Qr y) Rk 2, TRRY =Yy QK T,

(L’®KZL'_1:1K € (L‘®K1K:1K®K[E:CL’,

para quaisquer x,y e z € K;
(191) ®x ¢ distributiva com respeito a @k e Ok é neutralizador para ®g, isto é,

T ®k (Y Ok 2) = (r ®k y) Pk (T Ok 2) e x®kOk = 0x ®z = O,
para quaisquer z,y e z € K.

Nossa intencao é explicitar quais sao as relagoes validas e as operacoes permitidas.
Aqui nos restringiremos unicamente aos préoximos dois casos.

Ezemplo 3.2.1. Semicorpo max-plus: Considere o semicorpo (R U {—oo}, max, +) com
Or = —o0 e 1g = 0. Apresentamos algumas operacoes sobre esta estrutura

2 g 2 = max{2,2} = 2, 2®r3 =5, T ®r Og = =+ (—00) = —0o0,

3 ®pr (4 Dr 5) = (3 XRr 4) Dr (3 Rr 5) = max{?, 8} =8,

DOr ®RrR

IR = Dp ... Prx =2 e TR = T RQp ... Qp T = NX.
—— ——

n n

&
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Exemplo 3.2.2. Semicorpo min-plus: Em analogia ao exemplo anterior, s6 que desta vez
utilizando a operagao de min, definimos o semicorpo (RU{+oco}, min, +), com Og = 400 e
1g = 0. Este semicorpo constitui a estrutura algébrica em destaque na teoria de geometria
tropical. &

Necessitaremos entao das seguintes operagoes.

Defini¢cao 3.2.2. Sejam os conjuntos
K™= {A = {ai; }i<icni<jom © iy €K, VI <i<n, 1 <5<}

para n,m € N. Considere as operagoes

O©:Kx K™ — K™™  dadapor (c,A)— (c® A);; = c®k aij;
&K x K™ — K™ dadapor (A, B)— (A® B)i; = a;j ®x by,

®: K" x K™ — K™ dadapor (A, B)+— (A® B)i; = @D (aix Ok brj)-
1<k<I

A partir desta definicao, certos subconjuntos destacam-se, fornecendo estruturas algé-

bricas que desejamos investigar.

Definicdo 3.2.3. Para K™ = {v = (v;)1<, : v; € K, V1 <4 < n}, a operacao binaria
@ e a operacao por escalar ® satisfazem

(1) @ é associativa, idempotente e possui elemento neutro 0 = (O, . .., Ok);

(1) © satisfaz

bO(cOv)=(b®kc)Ov e cO0=0KxOv=0,

para quaisquer b,c € K e v € K™},

(7i1) © é distributiva com respeito a @.
Em particular, estas s@o as propriedades que caracterizam K" := (K", ®,®) como um
semimodulo idempotente.

Além disso, (K™ ©, @, ®) verifica

(i) @ é associativa, idempotente e possui elemento neutro 0 = (Ok)1<i j<n;

(17) ® é associativa e possui elemento unitdrio 1 = (1k)1<i j<n;

(14i) © satisfaz

bO(c®A)=0bRkc)OA e cO0=0xk®A=0,

para quaisquer b,c € Ke A € K"™";
(iv) ® e ® sao distributivas com respeito a &, bem como

cO(A®B)=(c®A)®B e AR0=0A=0,

para quaisquer ¢ € Ke A, B € K"*".
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Sendo assim (K™ ®,®,®) é a algebra das transformagoes lineares em K".
Retornando ao exemplos anteriores, obtemos a principal estrutura desta subsecao.
Exemplo 3.2.3. Algebm max-plus: Considere o semicorpo
(RU{—o00}, Br := max, Qg := +), com Ogp =—occe lgp =0.

Temos que
(1) o semimddulo maz-plus é dado por (R"U{0}, ®gn, Bgn), com 0 := (—o0, ..., —00)
seu elemento neutro, sendo suas operacoes descritas por

(cOrnv); =c+v; e (v Pgrn u); = max{v;, u;};

(17) a algebra matricial maz-plus é dada por (R™*"U {0}, ®,®, ®), sendo suas opera-
¢oes descritas por

(C ® A)z',j =c+ ai,j7 (A b B)i,j = max{am, bz‘,j},
(A® B);; = maxi<p<p{@ir + i},

e seus elementos basicos determinados por

—00 —00 ... —O0O 00 ... 0
-0 —00 ... —O0 00 ... 0
0:= ) ) ) 1:= .
-0 —00 ... —00 00 ... 0

Note que estas estruturas algébricas nos permitem transcrever sistemas da forma

max{(al,l + 33'1), (GLQ + 1'2), cey (al,n + Z’n)} = )\ + 1,
max{(az1 + 1), (@22 + x2), ..., (G2m + Tn)} = A+ xo;

max{(an1 + 1), (@na +22), ..., (Qpn +Tn)} = A+ zp;

como sistemas lineares do tipo

(a1, ®r 1) Br (12 r T2)Br ... Pr(a1, QrT,) = Qg T1;
(21 ®r 1) Br (a22 Or T2)Br ... Gr(a2, OrTn) = Qg To;
(An,1 Or 1) PR (A2 Or T2)Pr ... Or(Gnpn Or Tn) = A QR Tp;

0s quais, sob a notacao matricial, reduzem-se simplesmente a um problema de autovalor
e autovetor segundo esta algebra, dado por

A@U:AQRn v, com (A)id':ai’j ev:(xl,...,xn).
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Observacao 3.2.1. Apesar da distincao feita entre as operacoes do semicorpo idempo-
tente, (®k, ®x ), e as operagoes do semimédulo ou da dlgebra idempotente, (B, ®), o indice
K sera abolido como foma de simplificar a notacao. Sendo assim, ficara subentendido pelo
contexto sobre qual estrutura a operagao estara agindo.

Problema da Maxima Média de Ponderagao sobre Ciclos

Varios problemas podem ser abordados empregando-se a estrutura idempotente apre-
sentada, mais especificamente, transformando-os em problemas lineares para a algebra
mazx/min-plus. Este é o caso, por exemplo, de problemas de gestdao de uma producao
industrial ou de problemas de fila. Escolhemos, em particular, uma aplicacao a teoria de
grafos, cuja linguagem mostra-se mais adequada ao tratamento posterior do comporta-
mento assintotico da pressao.

Defini¢do 3.2.4. Um grafo ponderado é dado pelo trio ordenado (V, &, A), onde V :=
{1,...,n} é denominado de conjunto de vértices, € C V x V é dito conjunto de arestas e
A = (ai)1<ij<n ¢ uma matriz para algebra maz-plus tal que

Qj, 7é -0 < (Z,]) eé.

Denominaremos A por matriz de adjacéncia ponderada, sendo cada valor a;; o peso
correspondente a aresta (i, 7).

Estamos interessados em obter, a partir de manipulagoes algébricas sobre a matriz de
adjacéncia ponderada A, propriedades para o grafo (V, &, A) associado. Com este intuito,
introduzimos as seguinte nogoes.

Definicao 3.2.5. Um caminho p é um sequéncia de vértices iy,...,7 € V para algum
k € N tal que (i;,7;41) € € para todo 1 < j < k. Dizemos que p é um ciclo se i; = iy.

Associado a um caminho p, temos os seguintes conceitos:
k—1 .
j=1 Fijijy1

(1) comprimento: |p|y, =
(77) tamanho: |p|; = k.

Nao ¢ dificil perceber que as entradas da k-ésima poténcia da matriz A com relacao
a operacao ® nos fornecem o maior comprimento dentre caminhos de tamanho k£ que
conectam um vértice ¢ a um vértice j em tal grafo. De fato,

n

(A®n)i,j = @ (a’i,ﬁ ®... a/kal’j)

T1yeeeyPp—1=1

= max {aiﬂ“l +.F a“'f'k-—lvj}
1<ri,..,re_1<n

= max{|p|, : p caminho entre i e j com |p|; = k}.
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Um problema importante envolve encontrar a maior média de ponderacao entre os
ciclos de um dado grafo, ou melhor, caracterizar explicitamente o valor introduzido abaixo.

Definicao 3.2.6. A maxima média de ponderacao sobre os ciclos do grafo ponderado
(V,E,A) é
max{% . p ciclo de (V,S,A)} :
Pl
Considere os conceitos apresentados a seguir.

Definicao 3.2.7.
(¢) Um grafo ponderado (V, €&, A) é dito conexo se, para todo par (i, j) € £, existe um
caminho p que conecta o vértice ¢ ao vértice j.
(i7) Uma matriz A = (a;;)1<ij<n € dita irredutivel para a élgebra maz-plus se, para
todo par (i,j), com 1 <i,j < n, existe um inteiro ¢(i, j) tal que (A!9)),; # —oc.

Em particular, tratam-se de nogoes equivalentes. Explorando a nocao de irredutibili-
dade para a dlgebra max-plus é possivel apresentar uma solucao completa para o problema
de autovalor nesta algebra, além de fornecer uma interpretagao deste como um problema
de otimizacao da média de ponderagao sobre ciclos de um grafo.

Proposigao 3.2.1. Qualquer matriz irredutivel para a dlgebra max-plus possui um unico
autovalor finito. Ademais, dado um grafo ponderado (V,E, A), com matriz de adjacéncia
ponderada A irredutivel, temos que a mdzima média de ponderagdo sobre os ciclos coincide
com o unico autovalor \ associado a matriz A, isto ¢,

A= max{ﬁ . p ciclo de (V,E,A)}.

O resultado anterior, cuja prova pode ser encontrada em [26, 2], exemplifica como
as ferramentas da algebra maz-plus estao intrinsecamente relacionadas com a teoria de
grafos. Além disso, perceba certa semelhanca entre a proposi¢ao 3.2.1 e o Teorema de
Perron-Frobenius da teoria de matrizes nao negativas (veja o teorema A.0.16 do apéndice
A).

Finalizamos esta subsecao com a seguinte caracterizacao explicita.

Teorema 3.2.1 (Algoritmo de Karp). Sejam M wma matriz nxn irredutivel para dlgebra
max-plus e \ seu respectivo autovalor. Entao,

M®niA_M®kiA
A = max min ( Jig = )i

1<i<n 0<k<n—1 n—k

V1<j<k,

onde as operagies de divisio e subtrag¢ao sao as usuais do corpo (R, 4+, ).

A demostracao de tal algoritmo, assim como uma discussao sobre os aspectos compu-
tacionais envolvidos, pode ser também encontrada nas referéncias [26, 2].
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3.2.2 Caracterizacao Assintética da Pressao

Todo aparato tedrico tendo sido introduzido, dedicamo-nos a caracterizacao do se-
guinte limite

lim %mg P(BY) — BV ] (3.3)

B—00
o qual nos informa sobre o comportamento assintético em escala exponencial de p(S¥) —
B{Y) e quando  — o0.

Em particular, dado ¥ um potencial Holder o-invariante com (¥),,,, = 0, temos que
tal limite claramente caracteriza o comportamento assintotico da pressao topolégica. Além
disso, sempre é possivel associar a ¥ um potencial Holder o-invariante V=0 (V) mas tal
que (‘/I\/)max = 0 e, pelo item (v) da proposigao 2.3.3, temos que p(ﬂcff) = p(BY) =BV mau,
para todo g > 0. Portanto,

lim < logp(3%) = lim < 1og [p(BY) — A(¥)as]

~

Ademais, note que Q(¥) = Q(¥).

Primeiramente, garantimos a seguinte convergencia.

Lema 3.2.2. Sejam ¥ um potencial Holder o-invariante associado ao sistema de spins
(ZL, 0,17 e a{up}p=o familia formada pelos estados de equilibrio pg = ppy associados
aos potenciais fV. Entado,

lin [p(B) = B(¥)per] = lim h(ue) = max i) = hrop(logw).

B—>OO Mepmaz (Zgz\l})

Demonstracao. Note que a ultima igualdade segue de uma aplicacao direta do principio
variacional da entropia topolégica para o sistema dinamico (Q(\If), U‘Q(\p)),

hrop(o = max h(u)= max  h(u) = max h
ro(Tlaen) = e, hln) WPy (51) (W) WP (55.1) ()
supp(p)C Q(P)

Para as outras relagoes, considere 8 > 0, p estado W-maximizante e g estado de
equilibrio associado a SV¥. Temos entao

h() + B{Y)mae < p(BY) < h(pp) + B(Y) maz-

Segue disto que

limsup h(ug) < max  h(p) < liminf [p(BY) — 5(V)maz]

B—ro0 MGPmax(Z§7‘I’) B—oo
< lim sup [p(ﬁ\ll) - 6<\P>mam] < lim Hlfh(uﬂ)a
B—00 B—00

donde a primeira desigualdade é consequéncia da semicontinuidade superior da entropia
de Kolmogorov-Sinai. O resultado é dai imediatamente obtido. O
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Notagao 3.2.1. Os conjuntos dos pontos fixos, dos pontos periédicos de ordem n e dos
pontos periddicos para a dinamica o estao, respectivamente, apresentados abaixo

Fix(o) == {we Xl :ow)=w}={>:ieS};
Per"(o) = {we€ZX}l: o"(w)=w}=Fix(e");
Per(o) := U Per" (o).
neN

Além disso, o perfodo de um ponto w € Per(o) é dado por per(w) := min{n € N : ¢"(w) =
w} e, para um subconjunto finito B C Per(o), definimos o periodo deste subconjunto por
per(B) := mmc{per(w) : w € B}.
O principal resultado deste capitulo é apresentado a seguir.
Teorema 3.2.3 (Comportamento Assintético da Pressao). Seja U um potencial Hélder
o-invariante para o sistema de spins (L%, 0, HP°!) tal que o conjunto de Aubry associado
Q= Q) € finito (o que implica Q C Per(o)). Dados r = per(Q)) e uma enumeragao para
os elementos de Q = {wM, ... WM} defina a coletinea { B; := o (w¥) — {w(i)}}1<i<|ﬂ‘
e considere Ay matriz |Q] X |Q| cujas entradas sao o
(An)is = @D | (M2 @) = 1 (Ve ) @ ha(wD,2)] .
weB;
Entao, o comportamento assintotico da pressao topologica para o potencial W é dado por

ey Ey
lim - log [p(AT) — A(W)nee] = max min v )i = (A

B—o0 3 1<i<|Q) 0<k<|Q Q| — k

L oviI<ji<al.

Demonstracao. Sabemos que o conjunto de Aubry € invariante, o que implica que qualquer
elemento w € Q possui érbita O, (w) C Q. Deste fato e da finitude de 2, segue que O, (w)
também é um subconjunto finito, donde concluimos que todas as configuracoes em €2 sao
periodicas.

Com isto, Q@ = {w® ... w®} é um subconjunto finito de Per(c). Da forma como foi
definido r = per(€2), temos que 0" (w®) = w, para todo 1 < i < |Q|. Logo, sem perda
de generalidade, temos €2 C Per" (o).

Tome 1 < i < [Q]. Devido ao teorema 3.1.1, o estado o-invariante

t/'\
i
[S—y

-0 i
r ok (w@®)

é U-maximizante, ja que supp(v®?) = O,(w?) C Q. Assim, obtemos, para todo 1 < i <
1€,

. 1 .
(Ve = Wit = LB 0) (3.4)
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Considere o operador de Ruelle (relembre a definigao 2.5.3) associado ao potencial SV,
para 8 > 0. Pelo teorema 2.5.4 (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius), tal operador possui
um autovalor simples, positivo e maximal dado por e?®¥) | cuja autofuncio associada 9sw
é positiva. Assim, temos que Lgy(gy) = e?P¥ gy implica Ly (gpw) = ePPV gy, Este
ultimo fato, por sua vez, motiva-nos a investigar a forma explicita da r-ésima iterada do
operador de Ruelle. Obtemos entao

erp(ﬁll/)gm,(w) — Lg\p(gﬁq,)(w) = Z Eﬁ\l/ (9p0)(w )

w'€o—1(w)

= Z Z P ﬁr 2(95\1/)( ")

w' € (w) w’ec—1(w')

= DD P LR (g ) (W)

w'€o™H(w) w’ec—1(w')

= Y Sl g W)

w’€o—2(w)

= Z 6/3[\11(w///)Jr\I/(U(w///))Jr\I/(U %)) ]ﬁ;q}i’)( ﬁqz)(wm)

w'eo—3(w)

weo™"(w)
ﬁ’HPOt(U) n
= > v Tgu®)
wer™"(w)

Devido ao fato que Q C Per’(c), temos que w® € o~ (w®) para qualquer 1 < i < |Q].
Desta forma, a equacao anterior resulta na seguinte identidade para as configuragoes do
conjunto de Aubry w®, 1 <i <9,

. ’HPOt(w(Z 'HPot
P gy (W) = A gy (W) + Z N V@) =
weDB;
57_LPot (2) /B/HPot
= <€”’(B‘I’)—e W )> gpu() =) a0 (@).
weB;

Aplicando %log na equacao anterior, obtém-se

1 Pot (i) . 1 Pot
5log Kerpwm _ M )) gw(wu))} = ;log (Z SHF@ ’gw(w)) . (3.5)

weB;

para todo 1 <7 < Q.
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Analisaremos separadamente cada um dos lados da igualdade. Primeiramente, utili-
zando a equagao (3.4), verificamos que

1 r BHPot(w(i)) ; 1 ; ) i
E log |:(e p(ﬁ\ll) — € Aj ) gﬁ\I/<w( ))1 — E log [(e p(IB\P) —e ﬁ(‘lj>maz) gﬁ\I} (w( ))i|
e % log e?"ﬁ(‘l’>maz (eTp(,B\I/)—T’B(\lI>maI o 1)

1 .
+E log gsw (w™)

= Ligg (erens@imal _ )

1 .
+T<\P>max + = 1Og gﬁ\lf (W(Z))

;
_ %kguxﬁw>—¢%wwmA

1 | e P(BY)=B{¥)mas] _ 1
*Eog( Pl - ﬁ<LMx)

+T<\P>mam + = B log g,B\I!( (Z)>

HPot —
Para o lado direito, considere M; := maxgep, {eﬁ af ) 95w (w)} > (. Temos entao

1 PUPS @) 1 M; pHPS @)
Blog(Ze A ggg,(w)> = Blog (MZe Af gﬁq,(w)>

EEBZ ? 7€Bi
1 HE (@
/B’HPOt .
log (Z M e 95@(@)
webB

= man{HP"t( ) + %bggm(w)}

m(ZM”“fgw@>

weB,

Devido ao teorema 3.1.5, sabemos que qualquer ponto de acumulacao quando 8 — oo da
familia {ugy = %log 9w }p>0 ¢ uma subagao calibrada. Assim, podemos considerar uma
subsequéncia {ug,y} s tal que

. .1
He llggouw B lg?oaloggﬁlq,.
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Para nao carregar ainda mais as notagoes, ficara subentendido daqui em diante que os
limites quando 8 — 0o sao tomados com respeito a subsequéncia {f;};en quando | — oo.

Investigaremos agora a convergéncia dos outros termos presentes nas equacoes anteri-
ores. Na primeira equagao, temos o seguinte termo

1 e PBY)—A(W)maz] _ |
5 ( P(BY) = B(T) s ) ' (3.6)

Pelo lema 3.2.2, temos que p(BY) — B{V) 4, tende a hry,(o|q) quando f — oo, a qual é
nula, ja que, por hipétese, o conjunto de Aubry 2 é composto por érbitas periddicas com

relagao ao operador de shift (veja exemplo 2.3.3). Assim, como a funcao <=1

¢é limitada

em qualquer vizinhanga de 0, segue que o termo (3.6) vai a 0 para 5 — oo.
Segue da definicao de M; que, na segunda equacao,

HPot )
12 S M g @) < 1B =

log max |B;|,

1 _ 6rHPot(w) . 1
< = —L AT < =
= 0< glog (Z M e ggq,(w)> < log max.

weEB;
e portanto tal termo também vai a 0 quando [ — oc.
O tnico limite que ainda nao foi analisado é

% log [p(BU) — B{Y) s

Devido aos argumentos anteriores, os quais explicitam os limites dos outros termos, po-

A= lim
B—00

demos garantir a existéncia de tal limite, ja que

G100 ~ W] = [ HEH(@) 4 5 loggn (@)} (W

weB; 6
1 Pot 7]
+ - log <Z M )gmw))
5 webB;
1 eT[p(,B‘I’)—,B(‘I’)maz] _ 1 1 .
——log( ) — —log ggu(w),
3 p(BY) s e

donde concluimos que
1 .
A= lim < 10g [p(B9) — B{¥)mae] = max {H (@) + u(@) } — 7(W)ae — ().
B—o0 /8 webB; i
Portanto, toda esta andlise nos possibilita escrever uma versao assintdtica (tomando
o limite de 8 — o0) para a equagao (3.5), a saber:

M) = max ({2 @)+ @)} (s

— max { (Hfgt(w) — r<\11>max> + u(@)}

weEB;
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para todo 1 < i < |Q]. Ademais, podemos tirar proveito do fato de que o observavel u é
uma subagao calibrada. Devido ao item (izi) da proposigao 3.1.7, é do nosso conhecimento
que u(w) = max,ec{u(w') + hy(w',w)} e, desta forma, obtemos

A+ u(w®) = max { (Hfgt(w) — r(\I/>max> + max {u(w") + h\y(w(j),w)}} , (37

webB; 1<5<19|

para todo 1 <7 < (9.

A primeira vista, esta ultima passagem pode nao parecer ter simplificado tal equacao.
Ela possibilitou, porém, apresentar um sistema de equagoes para as operacoes de soma
e maximo indexado pelos elementos do conjunto de Aubry. Isto nos motiva a reescrever
cada equacao anterior na linguagem da algebra max-plus

rouw?) = @ (Hpot( ) — (W mw)@ D (W) ® hy(w.@)}

wEB; <319
= @ @ [( Pot T(\I/>mw) ® h\y(w(j)’w) ®u(w(j))}
weB; 1<5<|9|
= D D [(’HP“ (v >mm) ® h\p(w(j),w)] ® u(w?)
1<j<|Q| TEB;
- @ [@ (HPOt( ) T<\Ij>max> ® hq/(w() ) ®u( (]))
1<5<|Q| LweB;
cuja representacao matricial é dada por
onde
U= ( ( (1)) . ,u(w(lﬂl))) e (A‘ll)i,j = @ [(HPot( ) 7’<\I]>max> ® hq,(w(j)’w)] .

weB;

Portanto, conseguimos reduzir nosso problema de caracterizar o limite assintético da
pressao a um problema de encontrar autovalor segundo a algebra maz-plus para a matriz
Ayg. Vimos na secao anterior que tal problema de autovalor para algebra maz-plus tem
solugao completa caso a matriz em questao seja irredutivel. Em particular, trata-se do
nosso caso, ja que as entradas de Ay sao

(Ay)ij = @ [(HPOt( ) — T<‘1f>max) ® hy(Ww? @) # —oc0

(Note que HP o ¢ definido a partir do potencial ¥ que é limitado e que as funcoes

hg(w"), ), para 1 < j < |Q|, sdao Holder e finitas devido ao item (ii) da proposicdo
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3.1.6.) Consequentemente Ay é irredutivel para dlgebra maz-plus (Outra forma de ver
que Ay é irredutivel é perceber que o grafo associado é completo.)

Deste modo, o resultado segue da aplicacao do teorema 3.2.1 (algoritmo de Karp) para
a matriz Ayg. O

Encerramos este trabalho analisando as implicacoes de tal teorema sobre nosso exemplo
base.

Ezxzemplo 3.2.4. Como foi visto nos exemplos 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3, o conjunto de Aubry é
dado por
Q(T) = {wY :=i® . 0<i<r—1} CFix(o).

Logo, per(2) = 1 e B; = o~ Y (w™V) — {0V} = {ki® = (k,i,i,i,...) € L& : 0 <k <
n—1ek=#i}, para0<i<r—1. Além disso, lembre que HL%(w) = ¥(w), (¥)nez = 0

A+
e, pela proposicao 3.1.9, obtemos '
h\l’(joo7w) = —Qy d}:jg'(wvjoo)ﬂ
para0<j<r—lewe LS.
Analisando as entradas da matriz Ay, temos:
(1) para0 <i#j<r—1,
(Av)ivijn = P (WFE™) = () par) @ by (5, ki)
ki>®eB;
= B (ondes(ki® k) — o dys (ki ,gw))
0<k<r—1
ki
o @D (~on—adgy (k™))
r<k<n—1
Qp
- B (F-w)etme B (a-ay)
0<k<r—1 r<k<n-—1
ki,
(1) para 0 <i <r—1,
(Av)irin = @ [(CHE™) = (¥)mar) © hu (i, ki™)]
ki eB;
- D (\If(ki"o) — oy dygs (ki ioo))
0<k<n—1
ki
= —a;+ max W(ki™).
0<k<n—1

o
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Aplicando o teorema 3.2.3, o comportamento assintético da pressao é caracterizado
pela seguinte identidade

1 A®TY o (A®Y).
lim — logp(f¥) = max min (Ag")ir101 — (Ay )Z+17J+17 Vo<j<r-—1,
B—oo (3 0<i<r—10<i<r r—1
sendo a matriz Ay dada por
—ap+ max Y(k0™) - —Qy_q
k0> € By
-y —aj + max PY(k1%°) ... —Qyp_q
kl1>°eB;
-y —aq cee —Qp_1+ max U(k(r—1))

k(T—l)OOEBT,1

Portanto, basta conhecer os coeficientes oy, com 0 < k < n — 1, os quais definem o
potencial W, para caracterizar o comportamento assintético da pressao. &

Observacao 3.2.2. Esta caracterizacao do comportamento assintotico da pressao para
o caso do exemplo base é, na realidade, uma generalizacao do resultado enunciado abaixo,
apresentado no artigo [5], o qual caracteriza tal comportamento para o potencial apresen-
tado na observagao 3.1.2.

Proposi¢ao 3.2.2. O comportamento assintotico da pressao topologica para o potencial
(3.1) € dado por

1 -2 se a > 1;
lim — lo V) = ’ ’
B—oo 3 gp(AY) { —(1+a), se0<a<l.
Como se trata de um contexto mais simples (o alfabeto possui apenas trés simbolos
e foram fixados os parametros ag = 1 e a3 = 3), a andlise do termo maximizante da
equagao (3.7) no teorema 3.2.3 pode ser feita por comparagao direta termo a termo. Note
que neste caso

Ao — —1+ max{—%, —a} -3
v -1 -3+ max{—3,—a} )’

sendo seu autovalor associado A = max{—2, —(1 + «a)}.

O objetivo em [5] é caracterizar de forma explicita o estado congelado para o potencial
(3.1) e o seu comportamento com relagdo a variagao do parametro «, sendo a proposi¢ao
3.2.2 uma das pegas fundamentais para alcancé-lo.
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APENDICE A

Resultados Suplementares

Este apéndice tem por objetivo apresentar uma coletanea de defini¢oes, teoremas,
corolarios etc, os quais sao de fundamental importancia para os capitulos anteriores. O
intuito é preencher lacunas referentes a pré-requisitos especificos utilizados no decorrer
desta dissertacao. O fato de nao estarem inseridos dentro do texto principal justifica-se
pela intencao de tentar nao atrapalhar o foco no fluxo dos contetidos apresentados.

Dividimos tal apéndice nos seguintes topicos: teoria da medida, topologia, andlise
funcional, sistemas dinamicos e teoria de matrizes nao negativas. Isso facilitara a busca
por detalhes especificos de cada resultado na literatura de cada tépico. Além disso, os
resultados estao devidamente referenciados para agilizar consulta do leitor que esteja
procurando pelas respectivas demonstracoes.

Teoria da Medida

Definicao A.0.8. A familia R de subconjuntos de X é dita ser um anel se possui o
conjunto vazio, as unioes e intersecoes finitas e todos os respectivos complementares.

Teorema A.0.4 (Teorema de Extensdo de Carathéodory, [8], 1.11.9). Sejam R um anel
e uma fungao pg : R — [0, 00| finitamente aditiva, entao eriste uma extensao o-aditiva
W sobre a o-dlgebra gerada a partir do anel.

Durante a demonstracao do resultado acima é possivel obter o seguinte corolario.
Coroldario A.0.5. Para qualquer A pertencente a o-dlgebra gerada pelo anel R, existe

uma sequéncia de conjuntos {Cp nen do anel R tal que p (AN C,) < 27" para todon € N.

111
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Teorema A.0.6 (Teorema da Convergéncia Dominada, [19], 2.24). Seja (X, .A) um es-
pago mensurdvel munido da medida . Considere {f,}nen uma sequéncia de fungoes
p-integraveis satisfazendo
(1) fo— f p-gtp;
(17) existe uma fungdo g ndo negativa e p-integravel que domina a sequéncia { fy, }nen,
isto €, |fu| < g p-q.t.p. para todo n € N.
Entao f é uma funcao integrdvel e

lim fnd,u:/fdu.
n—oo

Definicao A.0.9. Seja C' um conjunto convexo em um espaco vetorial V. Uma funcao
F : C — R é dita concava se tf (u) + (1 —t)F (v) < F (tu+ (1 — t)v).

Teorema A.0.7 (Desigualdade de Jensen, [8], 2.12.19). Sejam u uma medida de proba-
bilidade no espago mensurdvel (X, A) e f: X — R uma func¢ao integrdvel, cuja imagem
estd contida no dominio de uma fun¢ao concava F . Se | o f € integrdvel, entdo

/Fofdp,gF(/fdM).

Definicao A.0.10. Sejam ;1 uma medida para o espago mensuravel (X,.4), B uma sub-
o-algebra de A e f: X — R uma funcao integravel. A esperanca condicional de f com
respeito a o-algebra B e a medida p é dada por uma funcao E(f|B) que é B-mensuravel,

éﬁwzéﬁmmw,

Proposi¢cao A.0.3 ([57], §0.4 e [8], 10.1.5).
(i) Se f € integrdvel, entao existe E(f|B).
(17) E(-|B) € linear.
(1ii) Se f >0, entao E(f|B) > 0.
(iv) Para toda fungio f integravel, |E(f|B)| = E(|f||B).
(v) Se f éintegravel e g é B-mensurdvel e limitada, entao E(fg|B) = gE(f|B).
(vi) Se By C By, entao E(E(f|B1)|B2) = E(f|B2).

p-integravel e satisfaz

para todo conjunto B € B.

Defini¢cao A.0.11. Sejam (X, A) e (X', A") espagos mensurdveis. Denomina-se de niicleo
de probabilidade ou probabilidade de transi¢ao de (X,.A) para (X', A") & aplicacao ~ :
X x A" — [0, 1] satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) para cada x € X, vy(z, -) é uma probabilidade para (X', A);

(i7) para cada A€ A, y(-,A) é uma fungao A-mensuravel.
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Definicao A.0.12.

(1) Uma medida de Borel p em um espago topolédgico X é dita ser de Radon se é finita
sobre os compactos e, para qualquer boreliano B e todo £ > 0, existe um conjunto
compacto K. C B tal que u(B — K.) < e.

(7i) Uma medida de Borel g em um espago topoldgico X é dita ser regular se, para
qualquer boreliano B e todo ¢ > 0, existem um conjunto aberto U. D B e um
conjunto fechado F. C B tal que u(U. — F.) < e.

Teorema A.0.8 ([19], 7.8). Seja X um espago topoldgico localmente compacto e Haus-
dorff. Entao toda medida de Borel em X que € finita sobre os compactos é de Radon e
reqular.

Teorema A.0.9 (Teorema de Representacao de Riesz, [8], 7.10.4). Seja X um espago
topoldgico compacto. FEntao, para todo funcional linear L continuo e positivo no espaco
de Banach C(X), existe uma unica medida de Radon py, tal que

L(f) = / fdus, V1 eC().

Teorema A.0.10 ([19], 7.28). Sejam A um conjunto arbitrdrio e, para cada o € A, fig
uma probabilidade de Radon para os espacos de Hausdorff compactos X,. Entao eziste

uma unica probabilidade de Radon p em X =] ., Xa tal que

acA
H (qu X... X E&k) = Hay (Eal) - Hay, (Eak) )
para todo k > 0 e qualquer aberto E,, de X;, com 1 <1 <k.

Teorema A.0.11 (Teorema de Representacao de Choquet, [43]). Seja X um subconjunto
compacto, convero e metrizdvel de um espago localmente convexo E. Dado um ponto
x € X, emiste entao uma medida de probabilidade p, em X que representa x e é suportada
pelos pontos extremos de X .

Topologia

Definicao A.0.13. A coletanea % de subconjuntos de X é dita ser uma base para uma
topologia em X, se
(1) X = Usezd;
(17) * € By N By, com By, By € A, existe um elemento B’ € £ tal que x € B’ C
B1 N By.

Lema A.0.12 ([40], 13.3). Sejam B e B’ bases para as topologias T e T, respectivamente,
em X. Sao equivalentes:



114 Apéndice A. Resultados Suplementares

(1) TCT;
(17) para cada x € X e B € B, com x € B, existe um elemento B' € A’ tal que
r € B CB.

Definicao A.0.14. Um espaco topoldgico é dito possuir a propriedade Hausdoff se pontos
distintos possuem vizinhancas disjuntas.

Definicao A.0.15. Um espaco topoldgico é dito satisfazer
(7) o primeiro axioma de enumerabilidade se todo ponto possui base de vizinhanga
enumeravel;
(77) o segundo axioma de enumerabilidade caso sua topologia possua uma base de
abertos enumeravel.

Teorema A.0.13 (Teorema de Birkhoff-Kakutani, [6], 6.3). Seja G = (G, *,T) um grupo
topologico. Entao G é metrizdvel se, e somente se, G satisfaz a propriedade Hausdorff e
o primeiro axioma de enumerabilidade.

Definicao A.0.16. Um espaco topoldgico é dito ser compacto se, para toda cobertura
aberta, existe uma subcobertura finita.

Teorema A.0.14 (Teorema de Tychonoff, [40], 37.3). O produto arbitrdrio de espagos
topologicos compactos € um espaco topologico compacto.

Analise Funcional

Definicao A.0.17. A topologia fraca™ para espaco dual E*, associado a um espaco de
Banach F, é a menor topologia que torna as fungoes da coletanea {ev, }.cp definidas por

eve(f) = flz),  VfeF,
em funcgoes continuas.

Proposicao A.0.4 ([12], 3.12). Sejam f € E*, {zy,..., 74} C E e > 0. Considere os
conjuntos

Vi(wy,... ope) = {feE* S f(m) — f(x)] < e, VI §i§k}.

Entao Vi(w1, ..., xp;€) € uma vizinhanga de f em E*. Além disso, a coletinea de conjun-
tos da forma acima, para quaisquer f € E*, {xy,...,x,} C E ee >0, gera a topologia
fraca™.

Teorema A.0.15 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, [12], 3.16). Seja E um espaco
de Banach com espaco dual E*. Entdo a bola unitaria fechada em E*, dada por

Bp={feE :|/f]

¢ compacta para a topologia fraca™.

g <1},
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Sistemas Dinamicos

Defini¢cao A.0.18. Um sistema dinamico (X,T) = (X,d, T) é dito topoldgico se (X, d)
é um espaco métrico compacto e T : X — X é uma aplicagao continua.

Defini¢cdo A.0.19. Dado um sistema dinamico topolégico (X, T'), denomina-se de con-
junto nao errante o conjunto formado pelos pontos x € X para os quais: dado € > 0,
existem n > 1 e y € X tais que d(z,y) < ¢ e d(T"(y),z) < €. Este conjunto é denotado
por Q.

Teoria de Matrizes Nao Negativas

Definicao A.0.20.
(i) Uma matriz A = (a;;)1<i j<n € dita nao negativa se a;; > 0 para todo 1 <i,j < n.
Denotamos tal propriedade escrevendo simplesmente A > 0.
#4) Uma matriz nao negativa A = (a; i)1<i j<n ¢ dita irredutivel se, para todo par
g J)1<i,5< p p

(i,7), com 1 < 4,5 < n, existe um inteiro ¢(i, j) tal que (A**9); ; > 0.

Teorema A.0.16 (Teorema de Perron-Frobenius, [4], 1.44 e [3], 1.1). Seja A > 0 uma
matriz n X n wrredutivel. Entao
(1) existem uma constante X > 0 e um vetor v, cujas entradas sao positivas, tais que
Av = dv;
(7i) o autovalor X\ é geometricamente e algebricamente simples;
(731) o autovalor A é maximal em mddulo dentre todos os autovalores de A, isto é€,
para qualquer outro autovalor N € C temos que |N| < A;
(1v) os dnicos autovetores de A com entradas nao negativas sao os multiplos de v por
escalares positivos.
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Teorema
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de Banach-Alaoglu-Bourbaki, 18, 114

de Birkhoff-Kakutani, 7, 114
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de extensao de Carathéodory, 111

de Krylov-Bogoliubov, 20
de Perron-Frobenius, 17, 115
de representacao

de Choquet, 21, 113
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