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NOTACOES

NOTACAO EXPLICACAD

log n - logzn, todos os algo-
ritmos sao tomados so

bre base 2.

(n] - O menor nimersc inte-

rior maior ou igual

a' n
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CAPTTULO I
INTRODUCAQ

Esta tese nasceu de uma tentativa de desenvolver algoritmos
em paralelo na dlgebra linear. Nesta tentativa constatamos & nos-
sa surpresa © papel importante que ¢ produtc de Kronecker de duas
matrizes B e A pode desempenhar em algoritmos paralelos. Ele estd
presente em guase toda tese guer no conceito da matriz-determinan
te do Capitulo IITI, quer na equagao matricial LA - BL = R do Ca-
pitulo V ou nas equagdes HA + A*H = N do Capitulo VI.

Muitos algoritmos nossos sdo baseados em simetrizadoras e a
implementacdo em paralelo utiliza a matriz-determinante do produ-
to de Kronecker, |

Como a necssa atengao €& voltada para og aspectcs computacio --
nais, quase sempre trabalhamos com uma matriz A = (aij) de Hessen
herg inferior em forma normalizada:

aij = se j > i+l e ai,i+1 = 1.
Isto & equivalente a dizer que A & uma matriz nao-derrogatdria ou seja
o polindmio caracteristico de A @ igual ao polindmio minimo de A.
O Tltimc fato j& garante dua a menos de similaridade uma matriz
arbitraria pode ser escrita como soma direta de matrizes de Hes—
senberg inferiores em forma normalizada. Esta redugac consta tam-

bem no Capitulo IV. Computacionalmente & interessante trabalhar



com matrizes de Hessenbery, pois uma matriz arbitraria pode ser
transformada em uma mat.i:. de Hessenberg por similaridade, usando
o métode eficiente e wure:ricamente estivel de Householder [417.
Muitos algoritmos rudem ser executados mais rapidamente se
certos passos sao executados ac mesmo tempo. A idéia de usar para
lelismo para melhorar o tempo de execugdo de programas & muito a-
trativa; em certos casos, n procussadores serad® n vezes mais rép&
dos do gue um Qnico processador. Ao mesmo tempo, certos algorit —
mos nao se prestam a este tipo de execugao, e parecem inerentemen
te seguenciais: a disporihilidade de um numero arbitrario de pro-
cessadores ndo resulta en: melhor tewpo de execucdo. A investigacgao
deste fendmeno & interessante, tarizo do ponto de vista tebrico ,
quanto na pratica. A questaoc: quil & a melhora que pode ser conse
guida, em geral, ao se passsl de um modelo sequencial para um mo-
delo paralelo de computzacace e uma das grandes perguntas em aber-—
to da Teoria da Computacao. Do ponto de vista pratico, varios
computadores paralelos foram construidos nos Gltimos anos., Alguns
destes sao "super-computadores", projetados para resolver rapida-
mente problemas extremamente complaxos (O ILLIAC IV [Z5] e o}
STARAN [ 251 sao alguns exemplos ¢ns primeiras maquinas deste tipo).
Outras maquinas foram projetadas para tentar explorar o balxo cus
to de mini e microcomputadc: = (0 computador experimental C*, em
funcionalmento, e um exerpio [ 33]). O baixo custoc de novas tecno-
logias (VLSI) permitira, om breve, a construgaoc de computadores
altamente paralelos, com w: nuamero muito grande de processadores

(10.000 ou mais) a um pr.go atrativo.



Existem ainda varios obsticulos a construgac e uso destas
maquinas: os problemas de sincronizagdo, interconexic e resistén~
cia a falhas em processadores sao algumas das questdes importan-
tes ainda por resolver. H3, no entantd, um outro problema basico:
a inexisténcia de algoritmos paralelos para muitos problemas. Os
algoritmos sequenciais existentes, nio se prestam, em geral, a
execugao paralela. Nossa instrugdo e nossas técnicas de prova,que

o~ = -« ~ .
sac a base para a sintese de algoritmos, sao muitas vezes sequen-—

ciais. Assim, o problema de desenvolver algoritmos paralelos, &

(o

importante e nao-trivial, e uma melhor compreensac do problema
necessaria.

No Capitulo IT, estudamos os algoritmos em para
lelo existentes. Para nds, o mais importante desses algoritmos &
um algoritmo de Csanky para resoclugao do sistema: Ax = b. Csanky
[8 ] mostrou que o sistema Ax = b pode ser resolvido em paralelo
usando somente O(logsz passos, ornide n & a ordem do sistema. Q
mesmo numero de passos e suficlente: para inverter uma matriz A de
ordem n ou computar o determinante de A.

O Capitulo IIT parte do principio que multiplicagdo de matri
z2es em paralelo @ uma coisa simples, fazendo com gue matrizes se-
jam vistas como nUmeros., Assim trabalhamos sobre um anel comutati
vo E de matrizes mxm sobre um corpo . Se A € uma matriz n xn
sobre E, entao indicamos por matriz-determinante de A (M~-det A) o
determinante de A sobre E. Gostariamos de ter conseguido a compu-
tagac da M-det A & maneira de Csanky. Ha dificuldades técnicas

-

nesta diregao e conseguimos fazé~lo apenas gquando a matriz A e



uma matriz em forma de bhlc.os de um produto de Kronecker. Se B e B
sao duas matrizes mxm . nxn respectivamente, entio a matriz

nmx nm  indicada por B O I - T.8A & chamada do produto de Kro-

necker de B e A. Note gque se A = (aij} e B = (bij) entao o produ-

to de Kronecker de B e A pode ser representada em blocos por

_— ‘t-‘
bllI Fiy “121 . e blnI
bZlI bzzI"A bnnI
K =
v T R Hh I-A
nl nn

{onde T @ a matyriz identidade mxm}.

Assim XK & uma matriz nxn sobre o anel E = k[A] e a matriz
determinante de X pode ser computada usando o método de Csanky.Es
ta computacao & importante para a implementagao em paralelo de va
rios algoritmes desenvolvidos nes Capitulos Iv, V e VI,

No Capitulo IV tratamos de simetrizadoras de uma matriz de
Hegsenberg. Uma matriz X & Jlita simetrizadora de uma matriz A se,

X & simétrica e
Nh o= AX (1.1}
Simetrizadoras tem wum -upel significante na resolugao do

problema de autovalsres. Pcrv :xemplo, com o conhecimento de sime-

trizadoras, o problema de :u:tovalores para uma matriz njo simétrica



A,(isto & Ax = \x) pode ser transformada no sequinte problema

de autovalores para matrizes simétricas:

Xhx = AXx
ou scja

Cx = }(Xx {(1.2)

onde ambas as matrizes C e X sdo simétricas. Em particular, =se a
simetrizadora X & positiva definida, pode se mostrar [101] gue
(1.2} reduz-se ac problema padrio para matrizes simetricas da for
ma

Bz = Az

onde E & uma matriz simétrica. Assim, neste caso, o problema de
computay 0s autovalores de uma matriz ndo simétrica A reduz-se
4o problema de computar os autovalores de uma matriz simétrica.

Taussky e Zassenhaus [38) mostraram em 1959 que., sSe uma  ma-—

triz A & ndo-derrogatfria, cada solucio X de (1.1) & sim

trica, =]

ot

gque existen simetrizadoras de uma matriz nao-derrogatéria A. Toda-
via, ndo haviana literatura um algoritme numérico para computar
simetrizadoras. Em 1972, Datta [10 ] propds um algoritmo para com-
putar uma classe de simetrizadoras nio singulares. Observou-sa que
o algoritmo & rapido, e estavel numericamente [10].

Um dos resultados mais importantes do Capitulo IV & o Teore-
ma 4.2, ja& provado por Taussky e Zassenhaus {38] dandc uma decon-
posicao candnica de uma simetrizadora X na forma T _P(A), onde T

tem uma forma especial e P(A) & uma matriz polincmio em A, A
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unicidade desta decompos ! ;a0 parece nova e ela & usada no Capitu-
lo V (Teorema 5.3) parn achar um algoritmo nove para a computacio

do polindmio caracteristico de uma matriz de Hessenberg.

Uma das boas aplicagoes de simetrizadoras se encontra no Ca-
pitulo V (Teorema 5.2), onde damos um algoritmo para gque duas ma-—
trizes A e B nao tenham nenhum autovalor em comum. Este problema
surge para matrizes sobre R ou C em varias situagoes praticas.Por

exemplo, sabe-se [26] que a equagao matricial

XA - BX + C {1.3)
admite uma solugdo 4nica se, e somente se;, A e B nao tém  nenhum
autovalor em comum, A equagdo matricial surge em varias aplica -

coes de Fisica e Mecanica.
A simetrizadora S €& constrnida seguindo o Algoritmo de Datta
do Capitulo IV, enguanto a i1 ima linha 5. de § & cowrputada usan-

do a equacgac matricial
LA - BL = R;

a matriz R tem suas primeiras (n-.) linhas nulas, encuanto a solu
cao L € uma matriz triangular interior com diagonal unitaria. A
teoria atras desta construgao .. baseia mais uma vez no produto

de Kronecker. Um aspecto sigiilicativo do nosso algoritmo & o se-

guinte: Hes compulanos or  ffuomios caracfonisidices de A ¢ B.

Ainda no Capitulo ¥V, damos um algoritmo muito  interessante

eorens . a comvutacac o polindmio caracteristico de
(T ma 5.3) para putac ‘o pol 1 te



uma matriz de Hessenberg B em forma normalizada. Ela se baseia na
computagao da solugado I da equagdo matricial LA - BL = R, onde

A € escolhida como a matriz nilpotente:

— _—
0 1 0 0
0 0 1 0
A =
0 0 1
0 0 0
L~ —

Mals uma vez no Capitulo VI destacamos o papel de simetriza-
doras na localizagao de ralzes de polindmios - um problema impor-
tante no estudo da estabilidade do sistema de equagoes diferenci-

ais x{t) = Ax{t).

Nestes problemas € importante saber o unimers de autovalores
de A com partes reals positivas, negativas e nulas. Este problena
& conhecido como o problema de in@rcia da matriz A. A rasposta &
dada em termos de autovalores de uma matriz hermitiana H associa~
da a A, ja gue os autovalores de H podem ser computados pelo métg
do de LDLt ou pelo metodo de Jacobi. Entre todos os algoritmos na
busca de uma matriz hermitiana 0 adequada, o mais citado & o meto
do de Fujiwara {Teorema 6.6). Ha um método recente de Carlson-
—~Datta para a computacao da inércia de uma matriz de Hessenberg A
em forma normalizada. Mostramos que o métddo de Carlson-Dattsa e

baseado na forma hermitiana de Fujiwara (Teorema 6.6). Mostramos



tambem que a simet: izadora S do Capitulo V & baseada na forma qua
dratica de Bezoutl (Teorema 6.4).

FEa ainda o nroblema do circulo unitdrio, onde queremos saber

o numero de autovalores de t.n matriz. b dentro do circulo uni-
tario. Aqui também existe i método de Fujiwara (Teorema 6.7)Idag
do a resposta em termos :i0 nimero de autovalores vositivos de uma
matriz hermitianag T;, desde que a matriz A seja uma matriz com-
panheira. Damos dois novos algoritmes para o caso onde A & uma
matriz de Hessenborg em forma nornalizada (Algoritmos 6.5.1 a
6.5.2). Estes alvoritmos usam o nosso algoritmo do Capltulo V pa-
ra computacdo <o polindmic carncteristico de A. Sera muito inte-
ressante desenvelver um algmiitmo baseado diretamente na forma

hermitiana de Fujiwara d< _nida por F2.

Achamos importante .alientar gue as demonstrag¢oes dadas nes-
te apitulo, inclusive dos teoremas de Fujiwara sao baseadas na
equacgaoc matricial T.A - BL = R. Assim as provas sao diferentes e
mais atrativas do gue as provas conhecidas. Para todos os algoritmos
abordados temos uma versao - em paralelo.

Os problemas propostos neste tese herdam paralelisme sufici-
ente e os algoritmecs que propomos possuem tempo de exeCcugao em pa
ralelo de O(logzn),tsenda n as ordens das matrizes envolvidas) com
um ym numero de processadores polinomial em n.Os algoritmos sequen -
ciais correspond: ntes ussi ewm contraste um tempo polinomial com

um Gnico processalor.



CAPITULO II

UM ESTUDO DOS ALGORITMOS EM PARALELO EXISTENTES

2.1. INTRODUCAOD.

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos biasicos de com-
putacao em Paralelo e fazemos um breve estudo dos algoritmos para
telos existentes de Algebra Linear. Nosso estudo & baseado no ar-~
tigo recente de Heller [21] e numa bibliografia preparada por Po-
ole e Vogt [211.,

Notamos aqui que ainda nac existe nenhum algoritmo em parale
1o na literatura para resolver o problema de Localizagéo de rai-
zes de um polinomio ou separagdo de autovalores de uwa matriz. Nes
ta Tese tratamos destes problemas num Capitulo posterior.

Fazemos as seguintes hipdtese basicas:

i. Temos acesso a um nimerc de processadores idénticos. (em

bora em multos casos daremos limitagGes ao numero de processadores) .

ii. Qualquer processador pode dar acesso & memdria de qual-

quer outro processador {(desde que isto nao resulte em conflitos).
1iil. Qualquer processador pode executar gualguer uma das cua-

tro operagoes aritméticas em qualquer tempo, mas processadores di

ferentes podem fazer operagles diferentes ao mesmo tempo.

iv. Nao @& gasto nenhum tempo para comunicagao de dados en-

tre processadores e memdrias.
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v. Instrugoes sic sempre disponlveis para execugao guando

necessario.

vi. Cada oper:gao gasta o mesmo tonpo, a que nos referimos

cComo um passo unitorio.

Uma motivag.. o basica para o desenvolvimento de algoritmos em
paralelo & se conseguir uma maior velocidade de computagao. En-
tao, a eficiéncia de um algos itmo paralelo depende de quac rapido
o algoritmo @ em comparagao zom o algoritmo ordinario (sequencial)
correspondente.

Nos definimos a vel widade de um algoritmo sequencial como o
nimero de operagoes & itméticas necessarias ao processc, enquanto
a velocidade de um ~lgoritmo paralelo sera o numero de passos uni

-

tarios. Um resultac. hasico para os dois €:

TEOREMA 2.1. Se¢ pzfo mencs o operagies 440 necessardlas pard compu
fan um numero Q ¢ ilao queliower algorlitmo usando P processador para
compuiar Q precisa de pefc mencs m(P,qrl) passos, onde m(P,N) e

apreximadamente

mie, ) = % + log(P/2) para P < N

|

(P, N) { log NI para I > N,

A demonstragdo do resultadn acima pode ser encontreda em{211.

se T, & o tempo de execu. do de um algoritmo (seguencial) e

Tp o tempo de execugao do we uwo algoritmo usando P processadores,



entao
Sp = Tl/Tp
e uma medida da melhora do tempo de execugao usando-se paralelicmo
o
Ep = SP/P
2 chamada a medida da eficiéncia.
2.2, ALGUNE RESULTADOS BASICOS,

a4 n . ; 4
2.2.1. Dado {x}, x pode ser computado em tempo [ log ni usando —
se apenas dols processadores.

. . . a 4 8
DEMONSTRACAO: Um processador computa succssivamente x“, x P AP

2

X s...,  enquanto outro processador acumula o produte das potén-—
clas epropriadas de x a medida que elas cio geradas. Cada termo
no produto acumilado corresponde a um 1 na representagac  binidria

cdee n.

. el -~ ' It .
OBSERVACAO: A computagac de x  precisa de log n passos meame  que
um nimero infinito de processadores sela usado. A mesma delimita

¢ao pode ser conseguida apenas com 2 processadores.,

N
2.2.2. Sejam a, numeros dados. A soma % ay node sgcr  computada
; i=1

emt [ (log N)i passos usando-se [%] processadores,



DEMONSTRACAO: Escreven . .

N n-=" N
. . . N
! a = £ 4, + ) = ' H—I_‘:“].
. 1 . i . i 2
i=1 =y 1=n
N
Aplicando essa decomposigac ranctidamente, a soma 7 a, & compu-
i=1
. i B - -
tada em [ log N | passos e |:; processadores sa0 necessarios.

2.2.3. Algoritme do tipe "Tan-in" : Computagac de recursao:
Ay T 808,08, onde 'o' & uma operagao aritmética
! :

. .
(+ ou ) pode ser computado em [log N| passos se !51 processado ~

res sac usados na computs

DEMONSTRACAO: Daremos um: demonstracac no caso especial N = 8. O
caso geral & analogo. A deasonstragac & melhor entendida seguindo-

se a seguinte arvore:

\g 2
i o \o a1 !
_ 7\ A /N
al C12 a3 8.4 5 a6 a,? a8



2.2.4. Computagao de Tteracgoes
~

Dada a relacaoc recursiva vy = fly,_) onde f(y) & uwma fun-

a0 racicnal o y_ = ¥, v pode ser computado em 0(log n) passos.
0 n '

DEMONSTRACAO: Consideremos primeiro o caso quando f£(y) & linear ,

isto &, f{y) = ay + b, neste caso

y, = af...afax + b} - b...} + b

n
=ax+hb T a

n
= g x + b

- a0 Py o b
= a (x + o7

E claro que Vo poda ser computade ewm [ log nj]+ 2 passos wusando n

processadores.

D

Se f @ em fungdo linear de Yioqrreea¥ a computacao

Li-m?

mais complicada, mas ainda 0(log n) passos sao necessirios 37,

2.2.5. Computagao de uma fungio racional:

Seja  L(y) uma fungao racional e d = grauw de f£(y). Entdoc da-
da a relagao recursiva

v, = f(yi~1j ¢ a condigao inicial Y, = X pelo menos

tn log d} passos sao necessarics para computar vy _.



14

DEMONSTRACAO: O rest -ado seque do resultado anterior observando

sc o fato de que o grau de Yn & a ou a'+1 [ 37.

2.2.6. 0 Produto escalar de dois YVetores:

O produto escalar de .ols vetores com n componentes pode ser

computado em {(log n) +  sassos.

DEMONSTRACAO: Comput.mos n multiplicagdes no primeiro passo, de-

peis adicionamos s n produtos em (log n) passos.

2.2.7. 0 Produto de duas Matrize: :

O produto de duas matrizos A - By A de ordemm>*n e B de or-

dem nxp pode ser computade am (log n) + 1 passos.

DEMONSTRACAO: A matriz dc¢ roduto & de ordem wmxp e cada Compo-
nente dessa matriz & un produto escilar de dois vetores com n com

ponentes. O resultado entao segue dn resultado anterior.

OBSERVACAO: O resultado ..cima foi g meralizado por Kuck e Maruy
ama [28|da seguinte mincira:s

Se tA’ tM e tI pascos sac nec ssarios para fazer adigoes,
multiplicagdes e inversoes de matri: :s de ordem N, entac cualoguer

2xpressac matricial envolvendo n mat “izes de ordem N (sem inver-

sao) pode ser computada em [2 log nj [tA + tM1 passos. Se  lnver—

5085 Sac necessarias entao,

flog ni (2, + £, + t) -, + & [ S$805 SAao necessarios.
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2.3. COMPUTACAC DE UM POLINOMIO EM PARALELO:

(a implementagao do algoritmo de Horner).

O algoritmo de Horner para computar o valor de um polindmio
p{x}) num ponto dado foi um dos primeiros metodos implementados om
paralelo.

Estrin [ 3] deu um algoritmo para computar p(x) em a apro

ximadamente 2l1log ni passos.

p{x) = g "+ ri(x)
onde
[ /2 =13 5
a{x) = ) 1 sy X
i=0 i+ [n/2+1)
@
n/21
r{x) = by a, ¥
i=0 -

obviamente este processo precisa de 2 [log n] passos.

Dorn | 3 1 descreveu um algoritmo gue decompde o polinomio
em k sub-polindmios e computa cada polindémic usando o método pa-
drao de Horner:

Seja m= [(n-i}/k] e
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m K3
qi(X) = 33 uj+ij , 1= 0,...,k~1
~ k-1 1
entac plx) = I gi(x)x . Com k processadores este algoriltmo PO
i=¢

de ser implementado em 2n/k + 21log k passos.

Munro e Paterson { 3] mastraram que p({x) pode ser computado

cm menos gue log n+ 0 {(log n)l/z) passos.
0 algoritmo pode ser descrito da seguinte maneira: Seja

Suponha que

0 polindomioc »ode ser escrito na forma:

2, 2Pt

p-r
. qz(x)x

pix) = q, (x) + q, (®)x "
r p-r
+ ...+ gL (x):«:(2 1).2
onde qi(x) sdo polindr os de grau menor que 2877,
p(x), computamos {qi}, no passoc seguin-

Entao para comput..rc
usanos

te multiplicamos por poténcias apropriadas de x e depois

mais r passos para adicionar 27 termos.
Podemos mostrar por indugao que o algoritmo precisa de (prr+l)



passos no maximo.

PROVA: Para =0 e p=1 e o polindmio de grau 1 pode ser compu-~
tado em 2 passos.
Suponha que o resultado & verdadeiro para todos os graus me-

nores que n; entdao {qi} pode ser computado em tempo

(p-r) + (r-1) + 1 = p
desde que
- < - = D .
Pt = Dr r r-1
As poténecias de x também sao obtidas neste tempo. Entao, o

algoritmo precisa de pt+r+l passos. Como

(r{r-1))/2 < p
podemos afirmar que

172 0y,

0 cempo total < log n+(2log n .
2.4. COMPUTAGAC DA INVERSA DE UMA MATRIZ E SOLUCAQ DE SISTEMA

DE BEQUACOES:

Por algum tempo se acreditava que o processo de eliminacao
de Gauss-Jordan seria o melhor método para resolugao {em paralelo)
a0 sistema Ax = b e inversio da matriz A.

Intuitivamente, & claro gue qualguer algoritmo recursivo co-

mo ¢ processo de eliminacao precisa de pelo menos n passos.
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Recentemente foi mostrado por Csanky [ 8] que o numero de

passos necessarios vara inverter uma matriz de ordem n, o nlumero
de passos para conputar © sieterminante de uma matriz de ordem n
e o0 nimero de pass0s pare resolver n equagoes lineares com n o in-—
cognitas, sao tod:s da mesma ordem de magnitude.

- o~ .. 2 -
EFm cada ca-i, sac necessarios, 0(log n) passos, dado um nume-

ro finito de piocerscdores. Nenhum resultado melhor do gue esse

fol encontrado Cda,

Abaixo s explicamos um matodo de Csanky para resolucao do
sistema
Ax = b
Seja
f{z) = 2"+ C zn_l e o Z-+ao .
L n—-1 n
~ o . . i
O polinomio oaracteristico de A e seja S, = tr (A7)
. T - o
i. Compute © vetor (cl, cz,..,,cn} resolvendo o sistema
triangular
S - — »—l — -
- 0 c -5
1 0 0 1 1
2 -
51 j .
i . .
S, Sy ~
5 e: -3
"1 e " n L 11




ii. Compute A * usando a férmula
AT = —(A + ¢.A + .. A+ o I}/

iii. Compute A_Ib.

, - : ]
Para determinar o ntmero de passos, notamos que AT, 1< k< n

3
pode ser computado em log n[{log n+l)] passos com [&ﬂéﬂhl} proces
n
sadores. Como tr{A) = I a,., podemos computar ., l<i<n em
i=1 il 1. _
; ] . 2
10g n passos usando n processadores.
O sistema triangular node zer resolvido em [ {(1og n+l)] .
T e ! ‘ N s 2 . -1 .
[ {log n+2)} /21 passos usando {Eﬁ- + 0{n”) processadores ¢ A pode

2 3
ser computado em {log n+2) passos usando n procesgcadores. Final

—_—1

mente, a computagao de x = A b precisa de | (log n+l1)] passos e
2 . T : : b}
n processadores. Entao, concluimos gue, o processo precisa e

2 4
apenas 0 (log™n) passos usando 0(n ) procescsadores. Recentenente

Preparata e Sarwate [3]] mostraram que o nimero de processadores
acima pode sger reduzido [mantende © mesmo tempo de 0log({n) nassos},
se a multiplicacac de duas matrizes de ordem pode ser feito em

ra algum a real que satisfaz 2 < a < 3. 0 nimero de processzado --

na+(l/2) / (log n)2»

res neste caso 2 2
Empora, o método do Csanky citado acima & realmente interes-—
sante teoricamente, cle depende da computagéo exata em todos OS

passos. Os erros de arredondamento cometidos na couputacgao do tra

¢o de A causam problemas de instabilidade em muitos casos (411 .



Entac, o método & iho! avel numericamente.
Para se obter ..stabilidade, temos de usar os métodos padrocs

de eliminagao: Guuss-Jordan, LU ou decomposigao QR.

2.5. SOLUCAC DE SISTEMA :IANGULAR

Nessa secgac coi-ideramos o problema de computar a solugio do
sistema Ax = b, em wiralelo; onde A & uma matriz triangular. E
co s C . . _ . ‘ . 2
facil ver que a sr igao sequencial do sistema acima precisa de n

operagdes aritmétlicas. A solucio em paralelo do sistema fol consi
derada primeirc por Heller | 3] dque mostrou gue pode ser computa-
2 _ 4
da em O0(logn) passos v 0(n ) processadores.
Este resultadec foi melhorado depols. Agora sabemos que a
- 2 3
solucao x pode ser computada em 0{log'n) passos usando-se 0{n~)

processadores, N realidade & possivel mostrar [21] que com algu-

. 2
mas restricoes, » pode sexr conrmutado em 0{log n) passos com O
numero de processadores abz’ .o de n>.
Discutiremos agora ! sis alguns algoritmos.
1) Algoritmo {(Borodin ¢ Munro [ = |):
Seja
A
1
A =
Y A
! 3
onde Al e AB sao wuirizes triargulares inferiores e J%Zde ordem

n/2, entao
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o
Aq O
Al =
-1 -1 -1
L_AB AZAl A3
FABE I - Compute simultaneamente
le e A"l e resolva A = A
.l & 3 - . L 3\/ ? -
Ay C -1
FASE IT - Multipligue vy por Al

Entdc  t(n), o tempo necessario para inverter uma matrix tri

angular A de ordem n de acordo com o algoritme acima, & dado por:

t(n) < T(%) + [Ziog nl = O(logzn).

Cbserve gue o determinante de uma matriz triangular pode ser com—
putado em paralelo em log n passos.
2} Outro @ o método criado independentemente por Hellex [21].

suponha que A tem a diagonal unitaria e seja A = I ~ L, onde

L & wma matriz triangular inferior

-1

X =A"b=(I~-L) ".b, Ja que L =0
= (T+L+n% 4+ ...+ P g
= (I+L2*'_L)(I+L2p‘2) . (IT+T)b

onde  p o= [log nj.



x & computadc "azendo-se o cquadrado de L repetidamente @
acumulando-se os rrodutos de acordo com a formula acima.
) - P 2 _
0 algoritmo pode ser efetuado em p +p passos usando nNo maximo

~

£
n {nt+l) processadores.

Z.6. SOLUCAO DE SISTEMA T.{DIAGONAL:

Q problema de reso.J/er o sSistema Ax = v onde A & uma matyiz
tridiagonal surge em +[:ias aplicagdes praticas e por isso, dare-

mos aqui um tratamen:.: separado deste problema.

Na literatura oxistem varias maneiras de se resolver este
problema em paralelo., O problema foi estudade primeiramente por
Stone [21] que mostrou gt o problema pode ser resolvido usando

somente 0 (log n) passos.
Seja A = LDU; onde & matriz triangular infericr, D é ma-

triv diagonal e U & nmatriz triangular superior. Os elencntos de

d, = bl
— _—
d. = b.-a.c, ,/d, 2<7an [y c.
] ] e St R e 1 1
H = 2 = F
7 a./dj“l 2 8 onde a., b2 <,
u, = c./d 1<j<n asy ?3 ?3
dn-1 “n-1 “n-1
él b
n It




o

Lt

Stone sugere a seguinte manecira de computar os eiementos da diago
nal L {em paralelo).

Detina n_o=

D. = h, r - a

Ura vez a matriz D é computada; as matrizes L ¢ U sio complc
tamente determinadas por D e, o sistema Ax = v, pode entao ser

resolvido; resolvendo-se os dois sistemac bidiagonais:

A computagac de D usando o mdtodo acima exige O(log n) passce. Os
sistemas bidiagonais podem sey resclvidos usando-so relacoes re-
cursivas de primeiro grau, e entic a solugcao de cada sistema pie-

. . - \ s -1 - -
cisa de O(log n) passos. Finalmente D ~w pPote ser computadco 2

Ipenas um passo, usando-se 1 processadores. Intdo o nunaro total

de passcs ne

o

ste processo @ de 0{log n}),
O processo de Stone falha quando o plvotamento & necessizio
na fatorizacao de A. isso pode ser evitado usando-se o Ffatorize —-

cao QR de A, em vez da fatorizagao LDU. Num artigo recente. Sameh

2 Kuck [21] mostraram gque a Tatorizag a0 QR de uma matriz tridiago

]

nal pode ser obtida ew 0(leg n) passos com n processadores. Hntio
iesta case tambhon, podomos resolver am sishama tridiagonal ©I

Uflog n}) passos usando n processadoves,



Alternadamente, Tra.ul [39] sugeriu dois métodos terativos:
O métods LR em parn.2lo e © método de Gauss em paralalo, DNes

crovemos abaiwe o métodn de Gauss:
O Me&todo de Gauss o Paralelo:

Suponha que os eleme: 0os da diagonal principal de A saoc nao
nulos. De fato, podemos . . sumir sem perda de gencralizacao que
©les sao unitarios.

ja A = o A
Seja A ﬁL + iR

onde AL e ura matriz cujos clementos nac nulos sac somente 05
gue ficam na primeira subdiagonzi inferior ¢ oz elemeninsg nao nulos de A
ficam ha primeira subdiagonal uperiox.

E{O) -to) X

Seijam f e I dados

JHntaon

L T
(M ' =
ii) (I - B E‘j))f(l) = v AIf(l 1) .1 =2 ... M
T (?\"\ —
i11) 2 2 &M g A R
dados eéo) ;0 = 2.
.)(J—] — _ Il
e, = Cl ;o lo= 0,1 L0 M
(i} <. i =.1. [
iv) e, " = —d— ,
- i-1) 7 =1 ... n-1



dados S 0 =2 L. n

I .
1-a ‘(M? 352 ... n
B T
{0}
dados x: 7= L,... m-]
5 ;
:{('L’ = L, 1 =201, ik
il m
vy LU e e (i) L= 1, ...
T 3 ! J+1 .
1= 1, .. n-1

e

T
\.Jl
QJ
o
U\

E claro gque o algoritmo acima am algoritmo paralelo, pois

P 1 - ,
ag ccrponentoes de B podem ser computadas em paralelo g artin

divs componentes ds BT

E interessante observar gue o algoritmo paralelo acima nos
permite resolver um sistema tridiaconal num tempo independente de

n, o nunero de equagdes o incdgqnitas. O tempo depcnde somente  da

(n

dolkinancia diagonal de matriz A, os erros iniciais o acuidade fi-

nai exigida. Mas ainda, a norwma do erro & reduzida a cada PESSO



CRPITULO I¥IX
A MATRIZ DETERMINANTE ¥ O PRODUTO DE KRONECKER

3.1, INTRODUCAO

Como apontamos na Introdugao, nossa meta & descobrir novos
algoritmos para implementacio em paralelo. Diferentemente de  im-
plemcntacao sequencial, a multiplicacio de duas matrizes envolve
[ i . - . 4 1 .
apenas {log n+l) passos usando-se n proccssadores, Isto sugere
que emn paralelo, matrizes podem ser vistas como simpies nimeros ¢
cue 4 multiplicagao de matrizes exigecmmse‘onmﬁmo namero de pag-
sog que a multiplicagac de nlwercs comuns. Dado este ponto de vig-
ta, o0 antigo corpo de nhmeros cede lugar para um  anal adequado

de matrizes. Assim podemos considerar uma matriz n xn cujas entra

das sao0 matrizes mxm' Do ponto de vista pratico isto conduz =l
e - . 2z 2
uma simplificagaoc enorme: uma matriz a“ % n’ A’ por exemplo rods

Ser vista como uma matriz n v on A, cada entrada de A sendo um blo-

oo nxn, desde gque os blocos individuais comialtem entre mi.

Portanto vamos trabalhar sobre vm anel comutative E de matri

zes mxm sobre um corpo F fechado algebricamente. J3 existe na 1i

"l

teratura [1%] o conceito do determinante de matrizeg gchrs B, Ra-
pare que uma matriz nxan A sobre Ii pode ser vista também como uma
naticlz nmxnm A’ sobre I'. Temos o determinante de A sobre B O
qual €@ uma matriz mxm em B; portanto chamamo—lo de matadiz defen-

rinante de A, Por outro lado tem-se o determinante de A' sobro F,



¢ gual @ um escalar.” Proposicio 10 proporciona a importante ligacio,
entre os dols concei''os.

Do ponto de vista de aplicagac o que & importante & a matriz
nm ¥ nm A'. £ imprescindivel que ¢s blocos mxm de A' produzindo a
matriz n xn A comutem en..e si. E importante tamb®m due a equagdo
caracteristica de A s¢ ratoriz linearmente sobre E. lNo final des
te capitulo damos un uxemplo, onde csta fatoragido nao & possivel.

A maior aplicacan desta téonica envolve o produto de Kronoder
Come epontamos na Incroducac o produto de Kronecker de duas matri
zes B o A de ordem n = m respectlvamente se enguadra zm NOSSGE CF5

tudos idealmente, un  vez que os blocos comutam entre si, podendo

u

assim trabalkar avw.ias com a matriz nxn K de blocos. Neste capitu
lo calculamcs a witriz determinante de K em paralelo usando aImna

Lecnica direta quz segue imedistamente dos resultados de Csanky.

3.2. A MATRIZ DETERNUANTE E SUAS PROPRIEDADES

Sejam F um ancl comutativo e T um anel cemutativo de wma-
trizes mxXm sobre ¥. O cas’ interessante € gquando T = Kk | &l

sendo k um corpo € A uma mat iz moxau.

Seja A uma matriz  n sobre ©. Entao A = (Alﬂ}; onde

i

cada A.j & uma matriz mN: sobre . Cowd oS Ai. cornutam podemss
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A

falar no determinante de A. Observe que o determinants de A & um
elomento de I - portanto uma matlriz wm X schre . Por isso refo-
defeaminante de 2 o

rimo-nos deterninante do A como a mafil

0y
o

™

DREOTCVINGE Mo A

Assin

M-det A=A . = & {San @i, Cou
1 Ge | l;Lj' noA SESEENTY \J_'f'.'(]_,‘- . ()

o

onde & soma ¢ tomada. sobre todas as pormutagoes de eloerentos de

gue a matriz oy n A schre 1 node

ser vista como uma matiiz nmx onn A e referino-nos & oosta  nota-
ca0 sem confusio.

Aquil apresentamos algumas propeicedades da matriz determinan~
te. As dewnonstracgoes podem scr enconktradas om [ 197 .

PROPOSICAD 1:

o
M.det A = M.dgt

:;l

PROPOSTOAC 2: Se B & uma matriz obtida de A pela rmiitipiicagao

de uma linha (coluna) de A por uma matriz C € B eatzo

M.det B = C(M. det A).
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PROPOSIGAC 3: Se a mat::z B sobre I & obtida de A pela troeca de

guaisvuer duas linhas  oJu colunas) de A, entac

M.det B =-M det A.

PROPOSTCAO 4: €2 A tem duas lini'as {ou colunas) iguais, entao

M. det A

1l

PROPOSICAD 51 [ e uma rotriz {(sohre B} ohtlda de A adicionan-
PROPOSICAD 5 Se B T { @) El btid ? 1Y 1 or

do—se um multiplo de uma linha (coluna) com outra, enkao

M aet B

Ii
=
r
=

PROPOSICAO 6: Se A fem w s linha (ou coluna) nula entao

M. det A = 0.

PROPOSICAO 7: Se A e B sdc . iaisquer duas matrizes sobre E, entao

M.det(A.BY = (M.det &) {M.d=t B) = M.det (3A).

A proposicao mostra a 17 :¢ac entre det A' e det{M.det A}

Sen = 2, esta relagao @ mii . forte ¢ € bem conhecida:



(W]
£

PROPOSICAC &: Sedja

m
]

- .
Dk
a:
.
onde X, Y, P, { sao blocos de particido de E e sAo comutativas.

Cntao

det A' = det(M det A) ,

onde A & a matriz 2m x 2m associada a A.

DEMONSTRACRO: A prova se cncontra em {18, Vol. T)

&

PROPOSICAD 9: Sedja A = (aij} una matriz nxn sobre anel comuta-

tivo B, Indicamos por ¢, . o cofator de a,, em A, icto & g, ., =
i7 ij ij
vy i3 . . -
= (=1} L det Aij onde Aj% a matriz (n-1) x {(n-1) obtida Ge A sup-

prindo a i-eésima linha e a j-&sima coluna de A.

Soetia
Co= (c,.)}
1]
Ertaoc
i
dat A = TR
j=1 13 173
i i N
= ACT = A = (det AT
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DEMONSTRAGCAQ: ver God::wnt [19] pp. 321-323.

0 seguinte re-. cado mostra a relacao entre o determinante da

matriz nmxnm A . a matriz determinante de A.

PROPOSICAO 10: Sejam A uma me iz n x*n no anel comutativo E e

A' a2 matriz nmxnm def v La por A sobre um corpo F. Entao a ma-
triz nmxnm AT e nac agular se, e somente se  a natriz mwm o x o
M det A em E & nac—- agular,

DEMONSTRACAQ: icrevamos

A= {A,.)
17
onde A,. € E. Seja = {¢..) onde c,.. e o cofator de A, . ewm N,
17 i3 i3 13
Entac pela Propogigar
Ll .
A = (M- det A} In R
sendo In a matri- identidad:r nxn em %.
Podemos cons Ldevar cads uma destas matrizes como matkilizes

nmxnm socbre ' & ainda coontinuamas a toay

A'(CY = (M-t A T3
n

Tomando~se detern  nwanters lem-se

det A' dc CH) ¢ = (det (M det A"



fssim det AT # 0 se, o somente se del (M dei Al # 0 ou s=2ja A°

nao-singular se, o scmente sc M- det A & pEo singular.

i: 82 n = 2 entao

! i |
! . f §
AL, A LA -] I
i) 12 | 22 ‘2]
o= j [ L = ]|
i M 1 ! — 7
B P o TN M
i ) | i
] |
| A 0|
i l i 2 ) _
AB :r j = A I, onde A= M-det A,
P
. N

Tomando-se determinantes, ohserve gque

det AY = dep{b )¢ (2m = 2m matrives)

{det A')7 = (det A) ;

Comparando-se ¢ terme tipico dos dois lados, tem-se:

rosada det AT = det{M - dot A)

.- -, . . + o -
coma Ja tinhamos observado na Proposicdo &,

My
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3.3, O PRODUTO DE KROWY. “ER

Vamos usar a Prov.sicac 10 para proyar de novo um Teorsama clfssico
sobre wn critério pei dms qabrizes mxm e nxrlB;rﬁo“bm1nohwn au-—
to-valor em comum. ois adisnte no Capitulo V voltaremos 2 esto
problema e daremos a1 outro critério computacionalmente nais
toressante (Teorewn.. 5,2).

Se A e B sac¢ duas matrizos me<m e n ¥ respectivamcnle, on-

Law a matriz nmx nm indicad.. por

& chamada de produt:: .z Kronecker de B e A. Note gue se A = {(a,

[

}

e B = (b,.) entac « produto de Kronecker de B e A pode ser vepra-

1]
seritado em blocos por

pc et 1

a ]
bll Y 912 I . . . . . . Dln I
. ¢ !
- |
K = " . | -




- 8
A 0 - - -0 |
[ . ¥ !
0 T |
- .. S
L. N
~
; - T
| bll I-2 blZ 1 i _
T i, . T-&
22 -

o

vonde T 6 a matriz identidade  m o m) .

Hote que K esta na forme de bio
SAC WmAtrizes ns 0 gque comutam entic
ancl comutativo KA. Wote tambon

T
b (\-‘f'lf 7

posigian 10 o produto de Kronecker
cduandar se, ¢ somente se a patriz
Ora, uo KL,R,,,~ ’hm B0 O

corpu conplexo © ou nun corno ko fecha

v { w{id o v sdo os vaiore:
N

- ¢ onao-sincala S0, O Somes b

[ N W Nl Hote q (s il 1 rll 5 toeoa .o :._ln

do bose, o sowente se oo {p.t o= 0. Acg

one

vitlnta imporita

i [fe

20 LinOm H

nte resnltade claosion

CO5S &

que o
O carac

{uma mat

21,

ado alg

que

i
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TEOREMA 2.0 Douas mathdze  compfexay n ¥ ol emxmld ackhia aoioval ol

viemam s, e soment o se o predute de Kuonecken vonac-siugufan.

. 085 METODOS DE CANKY PARA O PRODUTO DPE KROWEDKER.

Seja & uma matyiz nxn oobre E. Entao M det(A—wLIP) 5OTA
L

chacinda de polindémio carvacto lstico cm A de A, Observe ( RO

Lrabalhiamas sobre uwn anel o, o polinomic cahracfeaisiice de M indi

cada por £(3) & da forma

onds og €, sao matrizes de E. & propriedade importantce do polind-
i DI OL : i

mio caracterigtico de M 2 provorcionada pelo deorema  de  Cayviey-

Hamilton:

Be £_(x) & o pclindmic aracteristico da matriz nxnhd, an-

fac £ (A) =0, Este fato @ bHem conbhecido.

i
e
a}

sta 2 a equagao que, como no e

pitulo If conduzird ao caleu
lo da invorsa do produto de fronecker X, se a inversa existe,

A maior dificuldade t..rica & a nac~validgade Ao Teorcma Funda—

mental de Algebra no anel I, Portanto nao se pode fatorizar o po-
lindGuio £{3) sobrc

Meogmo assim, pode-se awlicar os metodos de Csanky no caso in

poviante do vroduto de Kronechar. Nossa obgservacao consisha Garn

aprovelitar a forma om blocos do produto de Kronecker.

Ho fim deste Capitule d-remos um excmplo de um anal B de wa-

trives mostrando a falita da fatoragéo de £{A) sobre b.



Sarjam 2 ouma makriz noxon

Entao a matriz  nmox o

K =23

O produca de Kronecker de & e A

Olhamos ¥ como uma matriz n

Selve que as entradas K comutam

Lo ] AomL Ly J

.

Como

sobhre

indic

oo A

ada pox

inn

em forma
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Usando o método de Csanky diretamente podemos computar todos os
Bi (i =0,1,2,...,n-1) em 0(1092n) passos com 0(n4) processadores
[ 8}. Para determinar o niamero de passos, notamos que Ak, 1<k<n
pode ser computado em log k[log m+1] passos com [k %T] processado
res. Entao para computar M det k precisamos U(logzn) passos com

O(nq) processadores.

Passamos a computar agora o polindmio caracteristico de K so

bre E. Como apontamos ele &

E _ .F
¢K(A) = ¢B(A+A)
. (_110 n n-1
= (1)1 (+a) 7 + B, 1L, (A+a) ...+ B Im
_ (_1\N n n-1
= (~1) (L A+ D ;4 t ...+ D} (3.2)
onde os Di sao matrizes mxm em E.
. . n. i
Ora, Di = coeficiente de (-1) X
_ (n)An—i‘FB (n—l)An—l-i‘P +8 (j)Aj-i
i n-1" i LS B
+ + g, (hat! (3.3)
.. 14 .

onde 0 < i < n-1.

A computagao dos coeficientes Di pode ser feita em paralelo
por um método andlogo em O(logsz passos com maximo nimero de pro

cessadores O(nS). Feito isto, se A e B ndo tem nenhum autovalor
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em comum, entdc a inversa de K em E existe e pode ser  computado
2 m.n 2 3 =~
em 0(log”mn) passos com 0 (] 5 }.m".n") processadcres no maximo .
Por ver isto, basta observar que
-1 - -1 n-1 n-2 \
. = = + . - ioe
K " (emE) (DO) (Im K Dn—lK o, + Dl'

Podemos resumir estes resultados da seguinte maneira.

TEOREMA 3.3. 04 coeficdientes do pofindmio caractendatico do produ
to de Kronecker K de B e A sobre E = F{A] podem sern computados em
0(10g2n) passos com o(n?) processadones tambem s¢ A e B ndo £ém
nenhum aufovalor em comum,entdo a Linversa de K em E pode sen fed~
ta em O(lngmn) passos com 0([952] m2n3) processadones.

OBSERVACOES: Recentemente, Preparata e Sarwate [31] mostraram que

os limites de Csanky acima podem ser atingidos, usando somente

a-*%
Zn processadores, se a multiplicacao de duas matrizes (so-
(log n}'2
bre um corpo F} pode ser feita em paralelo em tempo 0(log n) usan
o
do Tog o processadores para algum real satisfazendo 2 < a < 3.

Assim podemos reduzir o numero de processadores citados aci-

ma se usarmos ¢ resultado de Preparata e Sarwate.

3.5. UM EXEMPLO:

Se tivermos a fatoragao de polindmios sobre E em fatores 1li-

neares, poderlamos ter trabalhado com qualquer matriz sobre E em
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vez do produto de Kronecker. Por exemplo

n

(M) = (-1)

=

i=1

onde os Ai sao valores caracteristicos de B

seguinte exemplo & interessante.

{x - (AiIm'-A)}

sobre F. Portanto, o

EXEMPLOQ:
0 N
Seja A = onde
12 0
¢(A) = M det(AI-A) = M det [k
_12
_ 2
= 121 N
Facil ver que
¢{A) = a% - n
N ¢
0 N

g oo 1]
1 o]
¥lo 1
e N, I2 em E,
_N—
A
N 0
- = 0
0 N



Entao ¢()\) & o polindmio caracteristico de A, mas ¢ {A) nao

tem fatorizagac sobre E, pois nao existe nenhuma B € k[N] tal

que 82 - N = 0.



CAPITULO IV
SIMETRIZADORES

4.1. INTRODUCAQ

A partir deste capitulo passamos a estudar matrizes simetri-
zadoras de matrizes de Hessenberg em forma normalizada (4.2).
varios de nossos algoritmos paralelos bem como sequénciais se ba-
seiam no estudo e calculo de simetrizadoras relevantes. A imple-
mentagao em paralelo destes algoritmos se torna vidvel gracas a
computagao da matriz determinante abordada no Capitulo anterior.Co
mo destacamos ﬁa Introdugac desta tese, o interesse de nossos al-
goritmos se deve ao fato que eles sao implementados em O(log2n)
passos, sendo n a ordem das matrizes em estudo.

Neste capitulo apresentamos primeiro um método de Datta [10]
para achar uma familia de simetrizadoras de uma matriz de Hessen-
berg em forma normalizada e em seguida a sua implementagao em pa-
ralelo.

Seja X uma simetrizadora de uma matriz de Hessenberg A em
forma normalizada. Os Teoremas 4.1 e 4.2 sao interessantes tam-
bém do ponto de vista técnico da adlgebra linear. A cada simetriza
dora X, associamos uma matriz polindmio P(A) (em A) e fornecemos
uma decomposicao de X na forma X = T P(A) onde T & uma sime-
trizadora candnica de A gozando de uma propriedade simples. A uni
cidade desta decomposigao @ o contetdo do Teorema 4.2.

Damos também um método recursivo para computar a matriz polindmio
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P(A). Finalmente, damos um metodo para construir uma simetrizado-
ra positiva definida de uma matriz companheira (quando existe) e
apresentamos a sua implementagéo em paralelo. Encerramos o Capi-
tulo com uma pergunta cuja resposta seria certamente interessante

do ponto de vista tedrico.

4,2. MATRIZES DE HESSENBERG E O PROBLEMA DE AUTOVALORES

Uma matriz A (aij) & dita matriz de Hessenberg  inferior

(superior) se aij = 0 sempre que 1 > j+2 (j > i+2).

Uma matriz arbitraria pode ser transformada em uma matriz de
Hessenberg por similaridade e essa transformacao pode ser feita
usando os métodos eficientes e numericamente estaveis de Householder
[36] ou de Givens [36]. Assim, ao tratar o problema de autovalo-
res ou problemas afins, pode-se assumir, sem perda de generalida-
de, que a matriz dada & uma matriz de Hessenberg . De fato, pode-se
assumir ainda mais que a matriz de Hessenberg em questao nao tem ne
nhum elemento nulo na codiagonal. Isto pode ser visto da seguinte
maneira: Seja A = (aij) uma matriz de Hessenberg inferior. Sabe-
mos que se todos os elementos na diaqgonal superior sao zero, en=
tio A @ uma matriz triangular inferior e os autovalores de A sao
os elementos da diagonal. Assim podemos nos restringir ao caso,
onde A & uma matriz de Hessenberg com um ou mais elementos nao-
nulos na sua diagonal superior. Senao, A  pode ser particio-

nada na forma
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Al 0
A:
A3 By
onde Al e A2 sao matrizes de Hessenberg inferiores e a matriz

A & ou uma matriz 1 x 1 ou tem todos os elementos nio-nulos
na sua diagonal superiocr; se algum elemento na diagonal superior
de A2 & ainda nulo, podemos ainda particionar A2 da maneira indi-
cada acima; o processo pode ser continuado e depois de alguns pas

sos finitos, chegaremos a uma particao:

B11

Ao . 0
A = . ‘\

L ) A \

*

onde as matrizes All’ A22""’Akk Sao ou matrizes .1 x1 ou
matrizes de Bessenberg inferiores, tendo todo elemento da diagonal
superior nao-nulo.

Cra,

det (A I - A

det (AI -~ A} = det(kI-—All}det(lI-A )

22J e kk

donde concluimos o seguinte: sabendo resolver o problema de auto-
valores de matrizes de Hessenberg tendoc todo elemento nao-nulo na

sua codiagonal nao nulo, sabemos também resolver o problema de autovalores
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de matrizes de Hessenberg quaisquer. Feita esta observagao, con-—

vém fazer a seguinte definigdo:

DEFINICAO 1. Uma matriz n x n (com n > 2) inferior (superior)com
com todo elemento na diagonal superior (inferior) nao-nulo e
chamada de matriz de Hessenberg nao-reduzida.

Observe que, uma matriz de Hessenberg nao-reduzida pode ser
ainda mais reduzida a uma matriz de Hessenberg com codiagonal uni
taria (tendo todo o elemento da codiagonal igual a 1) via uma
transformagao diagonal de similaridade. Assim, se A = (a,.) e

iJ
uma matriz de Hessenberg inferior nao-reduzida e

1 1 1

F) Foewy T Ty
f3BaF-1,n 22373340 %l ,n %h~1,n

D =diagf{ 1)

entio DAD T

& uma matriz de Hessenberg inferior, tendo todoo ele
mento na diagonal superior unitario. Uma observagao analoga vale
sobre matrizes de Hessenberg superiores nao-reduzidas. Isto nos

conduz a sequinte definigao:

DEFINICAO 2: Uma matriz n x n (com n > 2) de Hessenkerg inferior
com codiagonal (superior) unitaria sera chamada de matriz de Hes-
senbeng normatfizada.

Nosso interesse em simetrizadoras se deve as suas aplicacgoes
aos problemas relacionados com autovalores. Em tais situagoes,por
tanto, podemos sempre trabalhar, face s observagoes feitas acimg

com matrizes de Hessenberg normalizadas, quer infericres, quer



46

superiores.

4.3.0 ALGORITMO DE DATTA PARA CONSTRUIR SIMETRIZADORAS DE MATRI-

ZES DE HESSENBERG.

Seja
arqy 1 0O . . . 0
a2l a22 l . . . 0
A -
. 1
anl - - - - L] - ann

uma matriz de Hessenberg normalizada.

Sabemos que [ 38] cada solugao X da equac¢ao matricial XA=A?X

€ simétrica e que a equagdo admite solugdes se, A &. uma matriz

nao-derrogatdria.

Sejam xl,xz,...,xn as linhas sucessivas de uma simetrizado

ra de A, Entao segue o Algoritmo de Datta:

PASSQ 1. Escolher xn arbitrariamente

PASSO 2. Computar xn_l,xn_z,...,xz e 3 recursivamente por:

LTE A T 050 BT T8 0%, (4.1)

onde i1 = n-1, n-2,..., 2,17
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DEMONSTRACAQ. A equag¢ao matricial & equivalente ao seguinte sis-
tema de equagoes, ao notar gue At é uma matriz de Hessenberg su

perior:

xlA = a;1¥% + a,1%, + ... b a X
ng = Xt 8y,X, F oL+ Ay X (4.2)
XA =x + a
n n-1 nn n
Vamos olhar para estis eaguagoes como equagoes lineares com

coeficientes no anel comutativo K[A]. Assim, se indicamos por I

a matriz identidade n x n, teriamos o seguinte sgistema:

~
xl(a11I~A)-sz(a2lI)+...+ xn(anlI) = 0. ... (1)
X I 4 xy(ay,l =AMt x (a ,1) =0 ... (2) (4.2
. 2)
0+ x,I +oatx fa oI) =0 ... (3) >

xn—lI + X (annI—A) = 0...({n)

Seja B a matriz de coeficientes:
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(allI-A) a211 - anlI
I (azzI*A). . an21
B = (4-3}
0 I . s an3I
3 I (annI-A)_

Observe que o sistema de equagoes (2), (3),...,(n) de (4.2')
pode ser visto com um sistema em Xl’xz""’xn—l transpondo - se
0s termes de X, ao lado direito. A matriz (n-1) x (n-1) dos

coeficientes deste novo sistema &:

— -
I a221-A ... an—l,ZI
0 I an_1’3I

D = (4.2)"
0 0 I an~l,4I
0 0 I |

cuja M-determinante, & I. Assim, XyeXgreea,X 8a0 unicamen-—

te determinados por x,+ Ainda precisamos mostrar gue a: solucio

assim obtida satisfaz a equacao (1) de (4.2)°

Em -notagao matricial, © novo sistema & equivalente a:



engquanto  (4,2)' & eguivalente a

Alll—A ale 'an—l,lI —xnanlI
—XnanZI
B' = D E
Hxn{annIJA)

Ora, se multiplicamos a primeira, segunda,...,n-ésima linhas

L} _ .
de B'rpelos cofatores de anll, anzI,...,(annI A) em B,

respecti-
vamente e somamos, obtemos o sistema equivalente:
. - A
0 0 X ¢ (B)
- a ’
X nZI
D
[
-x_(a__I-A})
L_ n' nn
{o novo sistema & equivalente, pois o cofator de a I g I o

que & inversivel nc anel k[Al).
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Ora ¢(X) & o polindmio caracteristico de AC e portanto tam
bém de A. Logo -x, ¢(A) = 0, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, mos
trando que a equagao (1) do sistema (4.2)' & consistente com as
demais equagaes. Assim, mostramos que xn pode ser escolhido ar-

bitrariamente e una vez que X & dado as demais linhas, x b

n-1¢ "n-2’

ceer X sao determinadas de (4.2) e satisfazem (4.1).

DEFINICAO 3: Como uma simetrizadora X de uma matriz de Hessenberg
inferior normalizada A & unicamente determinada pela sua Gltima
linha X1 referimo-nos a X como a simetrizadorna de A associada

v X_ .
ac veton n

4.4. IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO DE DATTA EM PARALELO:

E claro que as formulas apresentadas em (4.1) nd3o s3o adegua
das para computar eficientemente simetrizadoras em paralelo.

Vames agora reformula-las.
PASSO I . Escolher xn arbitrariamente.
PASSO II . De (4.2)' temos

= -x (A I - A)
n ‘'nn

an—ln-lI"A a I

b
il

+xn M-det
I a I-A

'_"-5&'

= il
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a22I—A a321 a421 e anzI -7
I (a33I-A) a43I e an3I
_ r_yyh-1 . _ )
xl-—( 1) X Mdet 0 I (a22I A). .. an4I
i T (annI—A)_
= Xn Mrdet(Bl)

Ora, T(n) & o nimero de passos para calcular a matriz-deter
minante B1 cujos elementos sao n X n matrizes sobre o© corpo
k, pertencendo ao anel comutativo E = k{A] sendo k um corpo fe
chado algebricamente de caracteristica 0 ou p > n. Assim, . pode-
mos apelar ao Teorema 3.1 com "n" = n-1 e "m" = n. Concluimos
entdao gque, T(n) = "0{1ogzmn)" = O(logzn) usando no maximo n7

processadores. Portando a computagao de uma simetrizadora pode ser

feita em O{logzn) passos.

OBSERVACAD 1:

Se X, = {.,0,0,0...0), com o« # 0, entao a simetrizado
ra resultante & nao singular, pois neste caso a simetrizadora X

tem a forma:



|

|

|

52
i * * oL . %k s
o e 0
: t
X = - t
- l
o~ - 1
-

e t

O e — = = e e e OJ

4.5. MATRIZES POLINOMIOS P{A) EM UMA MATRIZ DE HESSENBERG

NORMALIZADA.

No que segue neste capitulo, supcmos que k seja um corpo fe-
chado algebricamente, A uma matriz n x n (com n > 2} de Hessen-
berg e que a caracteristica p de k & maior que n ou p=0, Mui-

tas vezes esta condigdo sobre a caracteristica p nio & necessario.

PROPOSICAC 4.1. Sejam A uma matrniz n x n de Hessenberg Ainfenion
hormatizada ¢ € = (1,0,0,...,0) em k. Entdo os vetones ¢, €A ,
eAz,..., eAn_l 400 Linearmente independentes em k. Se X, e um
veton qualquen de k" entdoc existe um polinemic P(X) € k[X] zal
que X ¢ a primeina Linha da matniz polindmic P(A) . Mais ainda,
0 polinémio P(X) ¢ unicamente determinado por esta preopriedade |
52 0 grau de P(X) 50&'manon que ou Lgual a n-1. Se A 2 uma matrniz
nxn de Hessenberg supenion nonmalizada, um nesultado analogo va-

Le com € = (0,0,...,1) e com a (Ltima Linha em vez da phime {ra

Linha,

PROVA: Provamos o resultado para A uma matriz de Hessenberg in-

ferior.
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Cbhserve que

(A)ij = 1 se j o= i+l
= 0 se j o> i+l
(A)z. =1 se j o= i+2
i3
=0 se j > i+2
(A)E. = 1 se j = itk
] onde i > 1; i,k < n
se i > itk
Seja
€ = (1,0;...,0),
entao
€A = («,1,0,...,0}
2
eA” = (%x,%,1,0,...,0)
EAn—l = (*p*;*!.-o;*;l)

E evidente que todos os vetores e, €A, eAz,..., EAn“l SA0

linearmente independentes em k". Eles s3o primeiras linhas de I,

A, a%,...,aA"L,
Ora, se x_=a & + a.chA +...+ a eAn_l, entao simplesmente
n o i n—1
n—-1 _
tomamos P(X) = a_  + a;x + ... +a ;X e € P(a) X

Come € -P(A) & a primeira linha de P(A), o resultado segue.
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Para a segunda parte, observe que o polindmio P{X) pode
escolhido tal que o grau

& um outro polindmioc com grau

ra linha, entao X,

de e,eA,...,eAn_

= h.
i

TEQREMA 4.1. [13}]

noamalizada ¢ X

para tode i =

= gQ{a) = boe+ b

. n
determinarem uma base de k

3P < n-1. Se Q(X) = b_+b

1

0,1,2,...,n=-1. Assim P(X)

um vetor nac nufo,

Defina recurnsdvamente o0s vetores

onde Bi = A - a,.T.

Entac exdste um

thiz cujas Linhas sao

DEMONSTRAGAO. Indigue pox

polinomio

PyrDyreeiB, -

d. e a.
1 1

¢ < n-1, tendo %

EA +

P(X) € kiX] tal que

54

ser

X+ vuat e

1 gn-l

como a primei

n=-1

+ b EA . 0 fato
n-1

- x

mostra gque a; =

= Q(X).

Sefa A uma matriz n x n de Hessenberg Angerion

, 1=1,2,...,n-1... {(4,6)

P(A) 2 a ma-

as i~Seimag linhas de A e

I respectivamente. Pela Proposicao 4.1 existe um polindmio P(X)e€

€ K[x}|~

Py =

tal que a primeira linha de

P{p) &
Ora,
= elP(A)Bl
= B, P(A) = e, P(A).
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Assim p, & a sequnda linha de P(A). Supomos agora que

P; (i > 2) & a i-ésima linha de P(A4).

Entao
i-1
. = B, - & a,.p.
Pitl = P37 3=1 1575
= [eiBi - (ail,aiz,...,aii_l,O...O]]P(A} .

uma vez que P{A) e B, comutam

= [(ai~aiiei)—(ai—aiiei—ei+l)]P(A) '

notando-se que a; & a i-Seima linha da matriz de Hessenberg A.

= ;1 Pak.

Assim i< € a (i+l)-ésima linha de P(A), i=1,2,...,n-1,

+1

Observamos que uma vez conhecida a primeira linha da matriz
polindmio P(A), as demais linhas sd3o determinadas por @ relagoes
recursivas (4.6). Isto nos conduz imediatamente ao seguinte re—

sultado.

COROLARIO 4.1. Uma matriz polindmio em uma matriz de Hessenberg An-
ferion nommalizada e undcamente deteraminada pela sua primeira Li-
nha. Matfs especificamente se A ¢ uma matniz de Hessenbeng Angerdlon
normalizada e g(x) e hix) sac dodis polinomies tadls que as ma-

thizes polinomios g(A) e h(A) fem a mesma phiimeirna Zinha ndo-nuba,
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entac Lfemos necessariamente

g{A) = hi(a).

OBSERVACAC 2: O resultado do Coroldrio 4.1 nio & valido se A &

uma matriz de Hessenberg qualquer. Para ver isso, tome

il
"
-4
N
“
+
1.

g(x)

hi{x)

Il
"
+
Lo
4
+
v

30 90
Entao g(p) = h{a) =
69 59

g(A) e h(d) tém a mesma primeira linha, mas g(A) # h(a).

OBSERVACAO 3: Note que na observagao 2 a matriz A & uma matriz
de Hessenberg superior normalizada. Neste caso, tanto o Teorema

4.1 como o Colorario 4.1 sofrem modificacbes relevantes. Por

exemplo:

COROLARIQ 4.1'. Uma matriz polinimic em uma matriz de Hessenbeng
supenion noamalizada ¢ unicamente determinada pelfa sua Dltima £4-

iha.
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OBSERVAGAO 4.Note que no Coroldrio 4.1 pode bem acontecer  que
g({x} # h(x), embora g¢g(A} = h(A). No entanto, isto ndoc & possivel,
se exigimos que o grau 3g < n-1. Isto &, se g{x) e h(x) sao

polindmios de grau menor que ou igual a n-1 tais que g (A)
e h{A) tem as mesmas primeiras linhas, sendo que A & uma matriz
de Hessenberg inferior normalizada, entao gi(x) = h{x) e logo
g(A) = h(A). Isto segue da unicidade que consta no enunciado da

Pruposigao 4.1.

DEFINICAO 3: Seja A uma matriz de Hessenberg inferior normaliza
da. Dado um vetor X 4 dizemos que uma matriz polinomioc P{A)}) em A

& assocdada ao veton X, sea primeira linha de P(A) & vetor X -

4.6. UMA DECOMPOSICAC CANONICA DE SIMETRIZADORAS DE A:

TEOREMA 4.2. Sejam To um simetrizadora de A associada ac ve-—
tor (1,0,...,0) e X. Entaoc existe uma matriz polindmio P{A)

tal que
X = T0 P{A).

Mais ainda esta decomposigao de X € unica no segunde sentido. Se

X = Toig(A) sendo Q(A) uma matriz polindmio, entao P(A) = Q(A).

DEMONSTRAGAO: Primeirc queremos provar que T &€ um simetrizador de

A. Entao TA, TAz,...,TAl,... (i=1,2,...) sao todos simetrizado-

raes de A.
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Po.is

(Ta) « A = (A%m)a

seja TA" uma simetrizadora de A, queremos mostrar cque TA
& também uma simetrizadora de A.

i+l t

At oA = A" pat A = At palt?

Notamos que 1) se x,v s3c duas simetrizadoras de A, entao

(x+y) & também simetrizador de A , Pois,

t

(x+y))A = xA + yA = A%X + aty = ab(x+y),

2) Para cada a € k, aT & uma simetrizadora de A. Destas ob-
servagoes segue que para toda matriz polindmio P(A), TP(A) & tam
bém uma simetrizadora de A.

Sejam To uma simetrizadora de A associada conm um vetor
(1,0,...,0) e indique por X, a ultima linha de X.

Seja P{A) uma matriz polindmic de A com primeira linha

Note que pela observacgdo 1,

B O 1~
* « . 10
t .
T = 1 ” 0
o i /’ -
- .
] l i
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Ve~se que a Ultima linha de TOP(A) & também x, . Assim X e

T P(A) 540 duas simetrizadoras de A com mesma ultima linha. Logo,

X = TOP(A) (4.7)

Para mostrar que esta decomposicao de X, P(A} & Qnica: Supo-
nha que X = TOQ(A) onde Q{A) & uma matriz polindémio. Segue ime
diatamente que a primeira linha de Q(A) & xn. Apelando ac Coro-

laric (4.1), tem-se
Q(A) = P(A).

OBSERVACAO 5. Note gue na decomposicao de X na forma X = T_P(A) ,

a primeira linha de P{A) & a Gltima linha de X.

OBSERVAGAO 6. Originalmente tentamos conseguido a decomposicgao de

X na forma

X = TQ(A)

onde T & forma especial

£, L T
£y, £, 1 0
the11 1 :
|1 0 . c e e .. 0
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e Q(A) uma matriz polinomial em A. Uma pergunta natural @ se

X = TQ(Aa) = T P (a)

sendo a decomposigao candnica do Teorema 4.2, sera que T = T, e

Q(A) = P(A)?

Primeiro observamos que a primeira linha de Q(A) e P{A) sao

iguais. Logo pelo Corolario 4.1

Q{a) = P(A)

Nao & verdade gque T = T, sempre. Por exemplo se X = 0 pode se

tomar qualquer T da forma indicada e T # TO . Como exem-

plo de um X # 0 damos o seguinte caso interessgante:

Tome
0 1 0 1 -1 1
A = 0 0 1 T = -1 1 0
0
1 -1 1 1 0 0
[ &, -t, 1
T = -1 1 onde tl @ arbitrario e
1 0 0

Pelo Tecrema 4.2 temos
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— _ —_ _
1 -1 1 1 0 1 1 0 1
X=TOP(A] = -1 1 0 1 0 1 = Q 0 0
1 0 0 1 0 1'J 1 0 1
e uma simetrizadora de A.
Ora,
B a 1
tl —tl 1 1 0 1
TP{A) = -1 1 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1
1 0 1
= 0 0 0
1 0 1 |
L. d
Evidentemente
TP (A} = TOP(A)

observe que P(A) & uma matriz singular. Em visto disto o sequin-
te resultado & interessante pela unicidade de T para algumas ma-

trizes P(A) mesmoc singulares.

TEOREMA 4.3. Sejam

X = TQ(A) = TOP(A)

decomposigoes de uma simeinizadora X de A nas formas indicadas acima.
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Entde Q(AY=DP(A) e se as primediras r Linhas de P(A) sdo Fineawmente fn-

pendentes (r < n-1) entdo as Gltimas Linhas (r+1) Linhas de T e

T, sa0 Lguadis.

H DEMONSTRACAC: Seja p; & i-ésima linha de P

Sejam Pyr---.P, linearmente independentes. De TP(A)=T0P(A)

tem—se:
: F11 Bipoevs tyna ! Py
:-35 - p
: trl tr2 0 trr—l¥' 2
| - :
; -~ - p
| th-11 1 r
1 pr+l
4 M
- ) .
[_ r—
o o o [ ]
S A PR S - Py
.
. - - Py
. Me o - :
= NS S | -
@] - pr
t 1~
n-1 Preg
1 1 :
| B,
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Consideremos a i-&sima linha do produto dos dois lados.

Observe gue

t,. = 1 se 1i+3 = n+l
1)

t.. = 0 se i+j > n+tl ,
ij

Comparando-se os dois lades teriamos

Bj9Pp ¥ By e P S sPLy T P

= © + £©

llpl l2p2 + .. + P

n+1l-i

Observe que & cancelado e portanto se

Prsi-1

i=<rx entao PpePy +es Proij-i

sao linearmente independentes. Logo se i > n-r entao as i-ési-

mas linhas de T e T, so iguais. Portanto
(n-{r+l) ésima, (n-r) ésima,..., n=ésima linhas
sao iguais para T e TO .

Isto €, as nltimas (r+1l) linha de T e T, sao iguais.

OBSERVACAO 7. Vé-se noc Teorema 4.3, T = T, se P(A) & inversivel.
Mas P{a) pode ser singular.

Por exemplo



1

1

i

i

A = T
1] 0 0
Neste caso TA = TOA =» T

Note por exemplo gue, se X
neste caso como se vé, logo T e

linha iqgual.

0, entao r

=0 e

r+1

T0 somente podem ter a

PERGUNTA 1. E possivel afirmar que dada a matriz polindmio

TP(A) = TOP(A) implica em T = TO
0 posto de P{(A} > n-17

EXEMPLO 1. Seja C

para tedo T

n _ xn—l _ _ X - o, s
b4 c - c, 1 ¢
F- 0 1 o . .. 0
C = 0 0 1 . . 0
e < Cy = . <,
| .

Seja X a simetrizadora de

(nac nulc), entio temos

C associada

n-1,..

se,

a matriz companheira do polindmio

com

- 3,2,

64

P(a),

e somente se

{4.8)

o vetor Xn



essas equagoes podem ser escritas com

Xn-l

X
n-2

Analogamente

Portanto,

i

x C
n

(xnC - cnxn)C - C

X C2
n

- ¢ X
nn

- X -0
nn n

X
n-1"n

—lxn

.. - C

xC -c
n

X

65
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Il 7T 0.

xl —c2 —03 e e e e e *cnl Xn
10
1 xz —03 x C
. . — . 2
R o= . . X, C
. . 0 .
¥n-1 “Chl % ch2
n
X 1 1 xnc“‘l
I 4L |

Pelo Teorema (4.2) e pelas relagoes recursivas 1la encontradas, se-

gue gue

= Q{C)

para algum polindmio Q{x) € K[ x]

Entao, temos
X = T.0(C)

onde To & simetrizadora de C com a Ultima linha (1,0,0,0).
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0 seguinte resultado & Gtil do ponto de vista tebrico, pols ele
analisa o relacicnamento de simetrizadoras de A com a da matriz

companheira C de A.

PROPOSICAO 4.2. Sejam C a matriz companheira de uma matriz A de
Hessenberg inferior normalizada e Y' e Y simetrizadoras de C de A
associada ao mesmo vetor Y Entao existe uma matriz triangular

inferior com diagonal {(1,1,...,1} tal que

Y = LtY'L

DEMONSTRAGAO. Para A, uma matriz de Hessenberg inferior normaliza
da, existe uma matriz triangular L com diagonal (1,1,...,1) tal

que

A = L YL

onde C & a matriz companheira da forma (4.8} do polindmio carac

teristico de A. Como Y & uma simetrizadora de A, temos

v ten = Lttt 1y

onde BY & a transposta de B.

ou
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Isso mostra que (Lt)-l‘YL_l & uma matriz simetrizadora de C.
Como (Lt}"lYL_l e Y' tem mesmas lltimas linhas decorre que
Yy' = {Lt)_lYth ou seja
_ .t
Y= LUY'L (4.10)
EXEMPLO 2. Seja
a1 1 0
A= 31 Ay 1
a3 932 fa3
Seja X ultima linha de simetrizadora de A & (1,0,0) , entio
(@317233) (3177355 117%33 !
*a31733;
X = ay7 T dq, 1 0
1 0 0
Seja X, uma simetrizadora de A com ltima 1linha (0,1,0).
Pelo Teorema 4.2.,
X, = X_+ P(A) (4.11)



=

onde P({A

tima linh

entao {0,1,0) = b, (1,0,0) +b

) =

a de

(bOI + biA + b2

X

(a

1’11

Comparando os dois lados

entao bl

+ ary bl + (aj_ + a2l)b2 =0
1= by +Dby{a, +ay,)
0 = b,

=1 ’ by =~ ap

De {(4.11) temos

1 0

. [—allI + A]
_2a11"a33)(a11"322) 117 %33 l__
*a21 7 %32
211~ 233 1 v
1 0 0

2
1,0} + b2(a11+a

Az) 2 primeira linha de

21

21

31

P{4)

413

-

=

+a

69

. 1al-

22

@y 211

32

33

-a

1)

11
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1|

ajplayy-azql+ay, 431 0
= a1 (a,,-a55) 1
0 1 0
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(4.12)

Obtemos o mesmo resultado, usando as rela¢Oes recursivas em (4.1).

X3 = (0 0)
X2 = X3A ol 833}{3
= lay;  ajyrazy b
X) T HR mayXmag, X
=lay (@) ~az3)*ay,  a,, 0

onde

e, P(A) =p, =y

4.7. SIMETRIZADORA POSITIVA DEFINIDA E SUA IMPLEMENTACAO EM

BFARALELOQO:

n

(4.13)

Nessa secgac mostramos que a inversa da matriz de Henkel das

somas de Newton & uma simetrizadora de uma matriz companheira A.

Essa matriz & positiva definida se, e somente se os autovalo

res de A sao reais e distintosg.

Damos tambéem uma teécnica

conve-

niente para construir em paralelo a matriz de Hankel das somas de
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Newton.

Seja

U s B n-1 _ _
f{x) = x a x vee TALX a; .
Definimos
i _ k _
Sy = tr(A7), k =0,1,2,...
A matriz
r’ ]
S, Sy o+ e o e S _1
Sq So e e e srl
H = .
L_ S—1 Sp vt ¢ B9 o
' A

& chamada da matriz de Hankel das somas de Newton.

TEOREMA 4.4, [9 1 A inversa da matriz de Hankel das somas de New-—
ton & uma simetrizadora da matriz companheira definida acima, is-

to @
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ou,

DEMONSTRAGAO. E bem conhecido [18] que as somas de Newton satisfa

zem as seguintes relagodes:

8, ansi_l-ran_lsi_z + ...+ azsl4-also (i=1,2,...,n)

5, = a_s, +a S, + ... + a.s. +a. s, i>n
i n i-1 n-1"i-2 : 2 i-n+l "175i-n ( )

usando essas relagoes, & facil verificar que
s

AH

__S.........-S2n_lmJ

€ simétrica. Como H também & uma matriz simétrica, H"l & uma

simetrizadora de A,

TEOREMA 4.5. A matriz de Hankel das somas de Newton & positiva de

finida se todos os autovalores de A sio reais e distintos.

DEMONSTRAGCAO: Sejam A.,A A, ©s autovalores de A.

IR TR Entao

podemos escrever
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S, Sy v - - S,
Sq Sy .8,
H = )
Sh-l t ottt S2n-2
- _
_ - - —
-1
1 A ) n
1 1 1 kl . kl
n-1
Xl A2 e e . An 1 k2 A2
= 2 2
>\l >\rl
n=1 .n-1 n-1 . e . n-1
kl AZ Rn 1 An An
= i I _
=V . VT onde V & a matriz de Vandermonde. Como

Al,l2,...,kn sao reais e distintos, V & nao singular, e entaoc H
& positiva definida. Como a inversa de uma matriz positiva defini

da & positiva definida, temos dos teoremas acima:

TEQOREMA 4.6. A inversa da matriz de Henkel das somas de Newton &

uma simetrizadora positiva definida de uma matriz companheira.

4.7.1. CONSTRUCAO DA MATRIZ DE HENKEL EM PARALELOC.

Apresentamos agora um métode eficiente para computar a matriz
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de Hankel das somas de Newton em paralelo. Recentemente, Datta
[ 2] mostrou que a matriz de Hankel, das somas de Newton é igual
da matriz de Hankel dos parametros de Markov associada a f (x) e
£*(x), onde f(x) & o polindmio caracteristico de A e f'(x) &
a primeira derivada de f(x).

Como existe uma simples relagao recursiva para gerar os coe-
ficientes de uma matriz de Hankel dos parametros de Markov, pode-
mos utilizar esse fato conveniente para construirmos a matriz de

Hankel das somas de Newton em paralelo; como segue:

Sejam
S : S n-1 _ _
fi{x) = x a x .. a,x al
-1 n-2
' = — — -~ —
£'{x) = nx (n l)anx - a, -
Entac
5 =n
o}
Sy + sof—an) = —(n—l)an
ou, s§; = a_
52 7 1 T 8q5, T mnmday )
entao
52 = ansl + 2an_l
= a2 + 2a



assim

onde k

1,2,..

det

S

. ,I'l.

75
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Para k = n+l1, nt2,..., 2n-2,

n®k-1 F ¥no1Sgp *toeee +oags,

que pode ser escrito na forma

Fq n-1 N
an ~2an+l +{=1} nal e . .. . 0
n-2 n-1 ’
1 ag a1 - o+ - . F(=1) a,+(-1) a. .o
Sk = .
0 1 a
n

Cada matriz Sk acima & uma matriz de Hessenberg e a compu-

tagao do determinante de uma matriz de Hessenberg deste tipo pre-
, 2
cisa de 0(log'n) passos usando n4 processadores {(durante estes

bassos, os menores principais lideres s3o computados também [207.

Como 81'82""'Sn—l sao computados como menores principais

ideres de s e também s s eee,S 830 ¢ utad -
1 n € n+l’“n+2' T2n-3 omputados co

mo menores principais lideres de Son—n rCOncluimos que a matriz
de Hankel pode ser computado em 0(log2n) passos usando n4 pro-

cessadores.

PERGUNTA 2. Sejam A uma matriz companheira e H a simetrizadora

que & inversa da matriz de Hankel. Entac, pelo Teorema 4,2
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Qual o polindmio

-1

= TP (&)

Pi(x}) se
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CAPITULO V
A EQUAGAC MATRICIAL LA - BL =R

5.1. INTRODUCAOD

Una simetrizadora X de uma matriz n xn pode ser vista como
uma solugao da equagao matricial XA - AtX = 0. Como apontamos no
capitulo anterior, existe uma infinidade de solugoes X todas em

fungdo da sua ltima linha. Neste capitulo consideramos uma gene-

ralizacac da equagao acima, a saber

XA - BX = R

onde B @ uma matriz nxn de Hessenberg inferior normalizada, A
uma matriz nXn qualquer e R uma matriz tendo as suas primeiras
(n-1) linhas nulas. Admitimos uma liberdade na escolha da {ltima
linha r. de R. Em particular r. pode ser escolhido de maneira
que r =e(~1)¢$(A),onde ¢ = {1,0,0,...,0) e ¢ (X) @ o polindmio ca
racteristico de B. Assim existe uma simetrizadora X=T0(—l)n¢(A)de
A tendo £ como sua ultima linha e a nao-singularidade desta
simetrizadora fornece um critério para que as duas matrizes A e B
tenham um autovalor em comum.

Nosso método possibilita um algoritmo para a computagdo  do
vetor r, e junto com o algoritmo da construgac da simetrizadora,
temos um método construtivo para o problema de autovalor em comumn.

Como apontamos na Introducdo desta tese, este fltimo proble-

na & de grande interesse em varias situagoes praticas. Os dois
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métodos conhecidos atéd agora empregam o resultado de polindmios
caracteristicos das matrizes envolvidas e o produtc de Kronecker
de A e B respectivamente. Como observamos no Capitulo III, o de-
terminante do produto de Kronecker de A e B & a M"determinante.de
uma matriz convenliente no anel comutativo k | A ] de matrizes. Es-
te relacionamento & de fato ¢ que estad atras da demonstragaoc  do
Teorema onde fornecemos o referido critério. Dado o nosso ponto
de vista o trabalho sobre o anel comutativo k[ A ] se torna mais
interessante computacionalmente tanto em paralelc como sequenéia;
mente.

Enquanto o metodo envolvendo o produto de Kronecker exige o
calculo de um determinante de ordem n2, nosso método divide o

problema em trés passos computacionalmente interessante:
1) o calcule do vetor L
2) construgao da simetrizadora X;

3) testar a nao singularidade da matriz simétrica X.

O dltimo ponto & facilmente verificado, pois X, sendo simétrica,
admite uma decomposigao X = LDL” onde L &€ uma matriz triangular
inferior com diagonal unitadria e D uma matriz diagonal. Observe
tambem gue existem meétodos eficientes para conseguirmos esta de-
composicao [15a] .

Assim © nosso algoritmo & interessante sequencialmente, embo
ra o8 dois métodos tenha a mesma complexidade em paralelo.

Observe gue no método envolvendo o resultante, € necessario

calcular os polindmios caracteristicos das matrizes envolvidas. No
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estudc de nossa equacio XA -BX =R, uma escolha adequada de A
proporciona um algoritmo novo para o cadleculo explicito do polind-
mio caracteristico de uma matriz B de Hessenberg inferior em for-
ma normalizada. Este algoritmo sequencial parace muito interessan
te, uma vez que ele conseque abaixar o nimero de passos necessarics

3

de n3 para % (n” = n) (ver [41])). (Esperamos ainda melhorar

G

esta Oltima limitagio. O Teorema 5.3  trata deste algoritmo  bem
simples.
Finalmente cabe apontar que usamos a forma da equacgao

La - BL = R, pois muitas vezes o caso interessante & de L  ser

triangular inferjor.
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5.2. A EQUACAO MATRICIAL IA -BL = R

TEOREMA 5.1. Sefam B uma mataiz n x n de Hessenberg Anfenion non

malizada, A uma matriz n x n qualquer, Sefam ¢ (x) o polintmio ca-

cacterdlstico de B ¢ Ly um veton anbitndnic qualquer. Entdo exis-

Tem matrizes n x n L ¢ R tais que

1) 2, e a primeira Linha de I;
(2)  as primeiras (n~1) ZLinhas de R sdoc nulas;

(3) a n-esima Linha r de R ¢ dada pox bﬂjnﬂfilw(A)

e

(4) LA -BL=R. Mais ainda, L ¢ unicamente determinada por El.

DEMONSTRAGCAO: De

A -BL =R
tem—se
LA = BL +R (5.1)
ou
- _ - _
2 by, 1. 0 ... 0 2, [ r
e, Byy By L1 .e. 0 L, .
A = + (5.2)
L Bay Py eeee b e, r_
L N T A B
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Comparando-se os dois l~dos da eguagac (5.2) tém-se:

82

~
El(bllI-A) + 322[= 0 i i e (1)
21 ble + Ez(bzzl—A) L, I=0 ... (2)
> (5.3)
bnwl,lilernﬂlzzz + o +£n_l(bn_ln_lI—A) + ﬂnIz 0
bnlﬂl ﬁ'bnzﬁz + ...4—bnﬁrflﬁn_l+£n(bnnI—A)=-—rn...(n).J
Seia
bll I-A T 0 0
b21 T b221-—A I . .
D = T~ (5.4)
: P P R U
- LY [ ] - - - - - I_pk
L_ bnlI (bnn {J
Multiplicando-se a primeira, a seqgunda,..., a n—ésima egua-

coes de (5.3) pelos cofatores de (blllh~A), ble,,.,,bnlI em D e

somando—-se tém-se:
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_ ;_\0
El¢(A) = (-1} ro

onde ¢(x) & o polindmio caracteristico de B .

Do sistema (5.3) se vé que as linhas 32,...,£n de L sao uni-~
camente determinadas pelo Kl @ que r satisfaz (3) e (4) & valido.
que L & unicamente determinada por £, & imediato.

COROLARIO 1. Com as mesmas hipdteses do teorema,se tomamos A = Bt, en-
tao L & uma simetrizadora de Bt, sendo escolhida a primeira linha

El de L arbitrariamente.

DEMONSTRACAO: Se A = B%, entdo ¢(a) = 0 logo R =0 o

LA - BL = 0 ou

LBt - BL

It
<

ou

LBt = BL

definindo L como uma simetrizadora de Bt.

COROLARIO 2. Com as mesmas hipdteses sobre B e A, a equagao matri
cial

XA - BX =0 ...

admite uma solugaoc nac nula se, e somente se ¢ (Aa) & singular.

DEMONSTRAGAO: Como ¢(A) & singular existe um vetor nio nulo tal

que El¢(A) = 0. Se construirmos L partindo de ﬂl ha maneira
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citada na demonstragao do Teorema 5.1, entdo

LA - BL = 0 , pcis r, = 0. Logo

X =L @& uma solugcao de

Reciprocamente se existe uma solugac X = L # 0 da eguag¢ao citada,
entac a Demonstragac do Teorema 5.1 mostra que Ly = 93, pois neste
caso as relacoes recursivas de (5.3) definindo L demonstraram due
L. = 0, & um absurdo.

v—-_.-n —
Logo El #0 e _El¢(A)—(]J r 0

Portanto ¢(A) & singular.

Um problema importante na algebra linear trata de matrizes
que comutam: Se A e B sao duas matrizes gue comutam, & possivel
descrever alguma relacao entre A e B? Por exemplo, se T & uma ma-
triz normal em C" com wum produto interno, entac T* comuta com T
e T* & uma matriz polinémio em T. Em geral, se AB = BA nao decor-
re que A e B tem uma relacao polinomial.

Por exemplo: Tome
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e
0 0 0
B = 0 1 0
0 0 0

Entao AB = BA = 0, Mas A # f(B) e B 7 g(A) qualquer que sejam os

polindmios A e B.

Em visto destas observacoes o sequinte resultado & interes-

sante,

COROLARIO 3: Se B & uma matriz de Hessenberg normalizada e L uma
matriz que comute com B, entdo L & uma matriz polinomial em B,

Mais ainda, pode-se calcular o polindmio envolvido facilmente.

DEMONSTRAGAO: Nao hd perda de generalidade ao tomar B como matriz

de Hessenberg inferior. Se L comuta com B, entio

B - BL

i

0

sendo um caso particular da equagdc (5.1) com A = B e R = 0.

As relagoes recursivas de (5.3) definindo as linhas de L to-

mam a sequinte forma:

32 = ﬂl(B - bllI)
£3 = £,(B = bypT) - b, 2,
e
i-1
fq=4B- b I - jil byt (5.5)
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Dt

As relagoes (5.5) junto com o Teorema 4.1 mostram que L
uma matriz polinfmio em B com primeira linha El.

Para computar o polindmio basta observar que
n-1

= + 3 ..
se El a_e alaB + . + a B

entao PX) =a_ + a X+ ... + a X
o 1
COROLARIOQ 4: Com as mesmas hipOteses do Teorema 5.1 sobre A e B

a equagao matricial
XA - BX =0

admite apenas a solugao trivial se, e somente se ¢ (A} 2 nac sin-

gular ou equivalentemente se, e somente se A e B nao tém  autovalores

comuin.

DEMONSTRAGAO: O resultado & imediato do Corolario 3.
O interesse deste Corolario realmente estad na segunda afirma

gao o que resulta do Teorema 5.2 gue segue mais adiante.

OBSERVACAC 1:E interessante observar que se A ¢ B sao ambas matri-
zes de Hessenberg inferiores normalizada e KL = {1,0,0...0}, en-
tdo a matriz L do Teorema 5.1 & uma matriz triangular inferior com

a diagonal (1,1,... 1).
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5.3. UM CRITERIO PARA O PROBLEMA DE AUTOVALOR COMUM

Partindo de duas matrizes nxn A e B de Hessenberg inferio
res normalizadas, construimeos uma simetrizadora 8 de A cuja néq
singularidade fornece um critério para que A e B nao tenham ne-
nhum autovalor em comum. Como destacamos na introducao deste capi
tulo, o algoritmo proposto agui tem suas vantagens tanto na sua
forma sequencial como na sua implementagdo em paralelo. A escolha
da Gltima linha de S & crucial na determinacdo de S corforme diz
o0 Algoritmo de Datta. Esta escolha como a computagao explicita deg

ta 0ltima linha s, de 8 & dirigida peloc Teorema 5.1.

TEOREMA 5.2. Sejam A ¢ B duas matiizes de Hessenberng Anferniones
normalizadas. Seja I a anica solugde da Equacac Matnicial (5.1) oom
Kl = {1,0,0,...,0) ¢ 1A - BL = R, fLendo R as suas phimedlaas (n—-I)
Linhas nulas. Sejam r oa altima £inha de R ¢ S a simethizadona de
A associada no vefon ro. Entac S ¢ nac-singular se, e somente se

A ¢ B nao tem nenhum auto valor em comum.

DEMONSTRAGAO: Seja P(A) a matriz polindmio associada 8 simetriza-
n
Ir

dora S. Pelo Teorema 5.1 (-1) Ii:£l¢(A) = a primeira linha de ¢(A),

onde ¢(x) @ o pelindmio caracteristico de B. Pelo Teorema 4.2 e

Corolario 4.1, concluimos agora que,

P(A) = ¢{(n). Pelo Teorema 4.2

r

- — . n
S =T P(A) =T (~1)%(a)
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e S & nao singular se, e somente se, ¢{A) & ndo singular.
Por outro laso, se kl,kz,...,kn sao os autovalores de A e
HirHgreearl — OS de B, os autovalores de ¢(A) sao ¢(Al),...,¢(AnL

¢ {A) e nao-singular se, e somente Se nenhum ¢(ki) € nulo. Como

d{p)y = (uﬂul)(u_p2) - (u~un) .
temos

Entao #{A) & nao-singular se, € somente se, Aj # M, para todo i

e 7j.

5.4, UM EXEMPLO

0 1 0 1 1 0
A = 0 0 1 e B = 1 1 1
L2i -1 2i | -~ 1 1 lJ

duas matrizes de ordem 3. Os autovalores de A sdo i, -i, 21 e os

3+/5 3+/5
2 d 2 '

Verificamos agora que A e B nac tem autovalor em comum usan

de B sao O,

do nosso algoritmo

£ = (1,0,0)

£, = 2.8 - b .4

2 1 11™1

(-1,1,0)



3 2 jo1 2373
= (0,0,1)
entao
LA - BL
~ 7 1 .
1 0 0 0 1 0 11 o] |1 0
= |/=~1 1 0 0 0 1l- 1 1 1 -1 1
0o 0 1 24 -1 2ip 1101 1] Jo o
I~
% * *
= * * *
121 =2 2i-1
Seja 5 =-( 21 -2 2i-1)
= (-2i 42 1-21)
Sy, = (=21 2 1-2i) A - 2i(-2i 2 1-21)

(21 -i-41i 2)

I}

(21 21 -21)

wm
it




21 21 -21i
5 = 27, -1-43 2
~21 2 1-21

e det 8§ # 0.

Entac A e B nao tem nenhum autovalor em comum.

5.5. O ALGORITMO PROPOSTO PARA O PROBLEMA DE AUTOVALOR COMUM

PASSO 1. Seja £ = (1,0,0 ...)

PASS0 2. Compute

k+l Tk

k

1,2,...n-1 .
PASS0O 3, Comnpute

(LA - BL) para achar ultima linha . de R.

PASSO 4. Construa uma matriz S com linhas S{rSq.--
que
-
n n
e
= : - s
S; T Sy Bi41i+1%1+1 2hi+l °n

onde i = n-1, n-2. e 3,2,1.

5
n

90

tal
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Vamos implementar nossa técnica de implementacdo de algorit-

mos em paralelos do Capitulo III.

Portante
21 = (1,0 0 0)
£y = Ly(by T-2)
- -
(bllI—A) I
oy 2
£3 = (=1) El M det
. b, I (bzzl—A)J
analogamente
—~ -
(bllI a) I _ 0 .
e = (-1 Yo Mdet | . T~
n 1 € ) -
, T~
b I -
n-1il (bn—ln—lI a)
Podemcs computar todas as linhas de L em 0(1og2{n—1) passos
7
com [0(%;)] processadores [Cap. IIT].
Uma vez L & construida, compute a ultima linha de R, via

LA - BL = R em [0(log n)+2] passos com (2n2) processadores [Cap.IT].

Também j& sabemos do Capitulo IV que a construgao das linhas
)
de S pode ser feita em O(logzn) passos com [0(%?)] processadores.

Concluimos que a construcao da matriz S5 em paralelo pode ser feita



92

7

em O(log%n) passos usando somente [0(%;)] processadores.,

5.6. DOIS METODOS PARA COMPUTAR O POLINOMIC CARACTERISTICO DE

UMA MATRIZ DE HESSENBERG NORMALIZADA.

Neste paragrafo descrevemos dois novos algoritmes sequen-
ciais para a computagao explicita do polindmio caracteristico de
uma matriz de Hessenberg inferior normalizada. Ambos os algorit —
mos dependem do fato de que a matriz é de Hessenberg normalizada.
As observa¢Oes feitas no Capitulo IV mostram gue isto nao acarre-
ta a perda da generalidade. A justificativa para o primeiro algo
ritmo se baseia na solugao da Equagao Matricial (5.1) dada no Teo

rema 5.1.

T ~ TEOREMA 5.3. Seja B uma matniz de Hessenberg Anfendon e norma

Lizada e A a matrhiz nilpoiente dada pohr

= —
0 1 0 . 0
0 0 1 0
A =
. 1
0 O . . 0
L. -

¢ sefja L a undica solucdo da Equagdo Matricial LA - BL = R do Teo

fema 5.1 com £, = (1,0,...,0).

1
Sefa ¢(x) = (—l)nxn—+bn_lxn_l ...+ b, (5.6) ¢ polinomio cakracte-

nistico de B. Se r. 2 a uliima finha de R entdo

n_ =
(=1 = (b, byseaeib 5.
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DEMONSTRACAO: DO Tecrema 5.1 sabemos que

(-0 = Lye(a) ... (5.7)

onde £1 € a primeira linha de L, e ¢ {x} o polindmio caracteris

tico de B.

p(x) = (=1)7 ™ + p(x)

onde o grau de p(x) < n-1.

Observe que An = 0; logo

_ ERY _ _ _ n-1
¢{A) = p(A). Ora (-~1) rh— Elp(A) = Elp(A) = bog+blgA—+...+anlgA

1

]'1— - -
Como {¢,eA,ehA,...,cA } & de fato a base candéni-

n
ca de k', temos que

n —
(-1)%r = (b b, .. b )

como queriamos.

II - ALGORITMO (SEQUENCIAL) PROPOSTO.

PASSO 1. Seja El = (1,0 ... 0)
PASS0 2. Compute
k
£ =2 A - ¥ b, ..
k+1 k 3=1 k173
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PASSO 3. Compute (LA - BL) para achar a Ultima linha do R.

Seja r, = (c ., ¢

v C
O l!’ fn)

entao o polindmio caracteristico de B &

IIT - NUMERO DE PASSOS NA IMPLEMENTACAO SEQUENCIAL

Mostramos agora que ¢ nosso algoritmo acarreta uma ligeira

melhora no nimero de passos. O melhor resultado até agora diz gque
o

oA . 1 3
o0 polinomio caracteristico pode ser computado em & D passos, sen

do n a ordem da matriz envolvida.
Mostramos que se A & uma matriz de Hessenberg inferior norma

lizada, entac o algoritmo proposto possibilita o mesmo resultado

3

- . 1
em um numero de passos menor ou igual a =(n"-n).

6
Note gue na computagao da (k+l)-ésima linha de L, para efei

to do cadlculo de nlmero de passos, £, A ndo entra, pois as entra-

das de A sao 0 ou 1. Observe que L = Eij & uma matriz triangu —

lar inferior com diagonal (1,1,1,...,1); portanto a multiplicacgao
por Kii nao entra no nosso calculo. Assimos nimerosde passos ne-

cessarios para a computagdo de Kl'ﬁz’KB'Ed'ES““'Xn sa0 respectiva
mente 0,0,1, 1+2, 1+2+3,..., & 1+2+...+ (n-2). Assim o nimero de

- . D (n-1) (n-2)
passos para a computagao de L e z 5

n=23

.Na basge das cb-

servacoes feitas acima, a computagao da Gltima linha de LA - BL

nin-1)

pode ser feita em (n-1)+(n-2) + ... + 1 = 5

Portanto, 0
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numero de passos para a computacao do polindmic caracteristico &

n
(3 (n—l;(n—2)) " [Eiﬂgll}
n=3

_ (n;Z n(n+l)) . D{n-1)
n=1 Z 2
n-2 n-2
-3 (5 ah 2% on+ ninsL)
1 1
el Loy i1y ooy o L (n=2) (n=1) . n(n-1)
= 5 -6“(1'1 2} (I] l) (Zn 3) - > > + 7

- f%(n¥l){(n—l}(2n—3)+3(n-2)+6n}

- f% (n=1) (2n2 + 2n)

(n>-n)

r
OV b

IV - 0 nosso proximo algoritmo (sequencial) segue o mesmo espiri-
to do algoritmo anterior. Ele & uma ligeira modificacao de um al-

goritmo de Datta [12]. Na forma discreta aqui apresentads ele apa

rece mais interessante que na forma existente na literatura. Da-

mos-aqui um exemplo de algoritmo Anegieiente,
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ALGORITMO II.S¢jam B uma matriz de Hessenberg noamalizada e ¢ (x)=

= (17" + bn_lxndl Tt bix b oseu polindmio caractenisii

ca.

PASS0 1. Computar recursivamente

Ly, = e = (1,0,...,0)
El = ¢B = (bll, 1 ,..., 0) = £OB
£2 = KlB = £ B2 = €B2
ES = £2B = £ B3 = €B3
En—l = aBnﬂl = En—ZB
PASSO 2. Computar
s = ¢ = (cgrcyr - 11
- bn—lB
PASSC 3. Computar - bn—l = Cloq
= Pa2 T %2 T PnetPniy,nm
- b = C +b

+b
n-3 n-3 nwzbn“2,n—2 nﬂlbn—l,n—Z

—b - -+ E bb k=1’1—‘l, Il"'?,.«-; O
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Entao bo'bl""’bn—l sao os coeficientes desejados do poli

nomic caracteristico de B,

DEMONSTRACAO: Temos que justificar o algoritmo. Ora ¢(B) = 0.Con

n 2 n-1
= = -b - h - -
duza s EB Oe lgB bZEB .. bn_leB

= (co, cl,...,cn_l).Notando—se que

cad = {Ell,ﬁlz,...,l = Ekﬁi' 0,0,...0) seguem as equagoes do

Passo 3 por comparacao.

Vamos agora mostrar que o algoritmo requer um nimero bem ele

vado de passos na sua implementacac sequencial. Como no algoritmo

que segue o Teorema 5.3, o calculo de El’ﬂz""'ﬁn—l e s exi-
gem %(nB—n} passos. O passo 3 requer iﬂ:%lﬂ passos. Assim obte-
mos ao total o seguinte nimero de passos:
1 3 ni{n-1}
A
_ (n~l)(n2+4n) _ n3+3nzjﬂg N n3 + 2n2
6 6 — 6
n3+
se n >4 e > ~—55~ se n > 2. Portanto, este {iltimo algoritmo

& ineficiente e o nosso primeiro algoritmo, deduzido do Teoremg

5.3 & pregendlvel,

V. Finalmente & evidente como implementar o primeiro algoritmo

em paralelo. O nlmero de passos neste caso & O(logzn)



VI . UM EXEMPLO

Retomamos o exemplo do Pardgrafo 5.4.

Sejam
_— - .
0 1 0 1 1
A = Q 0 1 e B = 1 1
0 0 0 1 1
- i
El = (1,0,0)
= (0,1,0) - (11010)
= (-1, 1, O
= (0, -1, L} - [{%, O, 0} + (-1, L, 0}]

= (O; "'2;

1)
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Entao
LA - BL =
- r - - -
1 g 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0
= (-1 1 o0 o 0 1 -1 1 1 -1 1 0
0 -2 1) Lo o o |1 1 1 [ 0o -2 1]
0 1 0 0 1 0] [0 0 0]
= 0 -1 - 40 -1 1t =190 0 0
00 -2 0 -1 1] |o 1 -3]
¢(x) = polinOmio caracteristico de B.
= x3 + 3x2 - lx .
Do T . - 3 2
Logo o polinomio caracteristico de B & x~ + 3x° - x.

3+/5 3-/8

Repare que os autovalores de B sac 0, 5 T

59
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CAPITULO VI

SIMETRIZADORAS NO ESTUDO DE LOCALIZACAO DE RATZES
DE UM POLINOMIO E SEPARACAO DE AUTOVALORES

DE UMA MATRIZ

6.1. INTRODUGAC: O sistema de equacoes diferenciais

x{t) = Ax{t) (1)

Surge em varias aplicagdes praticas. O sistema & dito  estavel,
se, cada solugao x{(t) ~— 0 com t — w, Como uma solucdo arbitri-
ria do sistema pode ser escrita na forma:

x(t) = ety (o)

e facil ver que o sistema sera estavel se, e somente se, as par-
tes reais de todos os autovalores de A sac negativas. Por outro
lade, em matematica aplicada o sistema (1) & frequentementeeﬁng
ximado pelo sistema de equacdes diferencas da forma

= Ax (I1)

k+1

e este gistema e estavel se, ¢ somente se, todos os autovalores

de A estao dentro do circuleo unitario,
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De fato, esses pr-blemas de estabilidade saoc casos especials
de dois problemas antigos de mateméatica: o problema do circulo
unitdrio e o problema da inércia de uma matriz. A inércia de uma
matriz A dencotado pvor In(A) & uma tripla (m(A),v(A},S8{A)} onde
m(A), v(A) e §({A) sao respectivamente os nimeros de auntovalores
de A com partes reais positivas, negativas e nulas. Entao o pro-
blema de estabilidade do sistema (I) € um caso especial do pro
blema de indrcia. Nos termos de inércia, podemos dizer que o sis

tema (I} & estavel se, & somente se

In(a) = (0, n, 0)
A matriz A com In(A) = (0,n,0) & dita mafaiz estavel.
Analogamente, o prcblema da estabilidade do sistema (I1)

€ um caso especial do problema de c¢irculo unitario. No caso parti
cular em gue a matriz A & uma matriz companheira de um polindmio
f(x), os problemas de inéricia e circulo unitirio sac conhecidas
como os problemas de localizacao de raizes de f(x) e foram trata-
dos separadamente na literatura de matematica e teoria de contro-
le. Existem muitos métodos para resolugao dos problemas de locali
oA
zagao de ralzes de f(x). Entre esses, o método mais citado em li-
teratura & um métodc antigo de Fujiwara [17] qgue deu uma solugdo
unificada de ambos os problemas usandc a forma bilinear de Bezout.
O metodo de Fujiwara & conziderado como um método original e mui-
tos outros métodos desenvolvidos posteriormente sao considerados
como variagoes do método de Fujiwara. O método de Fujiwara preci-

sa dos coeficientes exatos de f£({x). O método de Fujiwara consiste

em expressar o numero de raizes com partes reals negativas de um
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polindmio £(x) em termos de indrcia de uma matriz hermitiana F,.

Neste capitulo daremos um tratamento unificado dos resulta-
dos de Fujiwara e Carlson-Datta. A nossa primeira chservagcao con-
siste em ligar a simetrizadora, S do Pardgrafo 6.3 & forma quadra
tica de Bezout. De fato, § & nada mais do que uma matriz represen
tando a forma quadratica de Bezout numa base conveniente; o©btida

pela mudanga da base a partir da matriz de Bezout.

Dada esta observagdo encaramos a matriz hermitiana, F, de
Fujiwara come a matriz de uma forma hermitiana F(f), a gual por
sua vez sugere a possibilidade de mudanca da base. Esta observa-
¢ao nossa, torna-se muito proveitosa, pois conseguimos mostrar
que a matriz H de Carlson-Datta descrevendo a indrcia de uma ma-

triz de Hessenberg A & també&m uma matriz representando a forma

hermitiana F(f) de Fujiwara.

Neste Capitulo também implementamos em paralelo o método de

Fujiwara e de Carlson-Datta.

Finalmente sob este ponto de vista conseguimos achar um novo
algoritmo baseado no método de Fujiwara para © problema do circu-

lo unitario. Este algoritmo & o contelido de 6.5.1 e 6.5.2.
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6.2. ALGUNS TEOREMAS DE INERCIA E DO CIRCULO UNITARIO

Nesta secgao citamos dois teoremas, um de inércia e outro um teorema

de circulo unitario, que usaremos mais tarde neste capitulo.

TEOREMA 6.1. (Carlson e Schneider [6 ).
Sefa A uma matriz complexa com §(a) = 0.

Sefam H uma matniz hermitiana nig singular ¢ N uma matriz po

sitiva semddefinida tal gue HA + A*H = N.

Entao In(A) = In(A*) = In(H).

TEOREMA 6.2, {(Datta [11]).

Sefa A uma matriz complexa com nenhum autovalon de modulo um.

Sefam H wuma matriz heamiiiana nido singular ¢ N uma matriz po

sitiva semidefinida.
(A*HA - H) = N.

Entao o nimero de autovalores de dentro {fona) do clraculo

undtardio & v{a) (m(W)).
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6.3. A FORMA BILINEAR DE BEZOUT

Dados dois polindmios f(x) e g{x) a forma Bilinear de Bezout

associada a

f{x)

i
v
»

|
jo1]

X = ... magx-ag a # 0 (6.1}
0 (6.2)

gi{x) = b_x

& definida da seguinte maneira

Fix)gly) - f(y)a(x)
x - Y

B{f.g. : x,¥) =

A matriz Bfg = {bik) & simétrica e & chamada de matriz de Rezout.

Esta matriz simétrica define a forma Bilinear de Bezout.

TEOREMA 6.3. 0 deteaminante da mataiz de Bezout ¢ dgual av nesul-

)1'1

tante de £(x) e g{x) multiplicade por (-1 Assim ]Bfg | = (-n"°

{o nesultante de Fix) e g(x)). Dax Bfg ¢ nao sdingulon re, ¢ Asomende
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se £(x) e gl{x) ndo tem nenhum zexo em comum,

E evidente portanto, que a forma bilinear de Bezout pode ser
usada para problema de autovalor comum de duas matrizes A e B,
desde que conhegamos seus polindmios caracteristicos. De fato, o
algoritmo proposto no capituloc V (Teorema 5.2) e nada mais de que
uma reformulagao da "matriz de Bezout" numa outra base mais con-
veniente do ponto de vista computacional. Passamos a esclarecer is
to mais precisamente.

A primeira observagao & um fato devido a Datta e Barnett [11].

PROPOSICAO 1. (Barnett-Datta): Sejam f(x) e g(x) polindmicg como
{(6.1) e (6.2) regpectivamente e C matriz companheira de éL fix).
n

Entao a matriz de Bezout &

Bfg = X onde

X & simetrizadora de C associada ao vetor an(eg(c)).

Entac a forma bilinear de Bezout & representada por X (numa base

convendente ).

A matriz X & chamada por Fujiwara de matriz de Bezout. Mas
reparamos que esta matriz depende de base, e portanto a forma bi-

linear de Bezout pode ser representada por varias matrizes.
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Vamos supor que £ e g sdo polinémios caracteristicos de duas
matrizes A e B respectivamente (nac necessariamente matrizes com-—
panheiras) .

Nossa meta & computar a forma bilinear de Bezout de f e g
partir das matrizes A e B sem computarmos f e g. Portanto examine
mos ¢ efeito da mudanga de base sobre simetrizadoras. Encaramocs
uma simetrizadora como uma forma bilinear.

PROPOSIGAC 2. Se A e C sao semelhantes, isto &, se A = pép ™t e se
X & uma simetrizadora de A entio DYXD & uma simetrizadora de C.
Portanto, as duas simetrizadoras definam a mesma forma bilinear.
DEMONSTRACAO: Sejam A = DCD ©

entao

XA = Atx, ou seja ){DCD"l = (Dt)_lCtDtX. Dai, DtXDC:=CtDtXD.
portanto DUXD & simetrizadora de C. B evidente que X e bt xD
definem a mesma forma bilinear.

O prdoximo resultado descreve a conexdo do algoritmo do Para-

grafo 5.2 com a forma bilinear de Bezout.

TEOREMA 6.4: Sefam A e B duas matrizes de Hessenberg em forma nokx
malizada ¢ S a mathiz simetfrnizadonra de A assocdiada ao veton r. eo

mo ne Teohema 5.2 . Entao S tambem representa a forma bilinearn de

Bezout [na base de A} dos polinomios caracteristicos de A e B.



B

1l

k|

Al

DEMONSTRACAO: Por construcdo S & uma simetrizadora de A. Se C

a matriz companheira de A entao
- - t
C =D lAD e X =D 8D

& uma simetrizadora de C.

Cra,
S = Totﬂl)n¢(A) de onde
p°sp = DtTO(-l)n¢(A)D
Logo,
X = DD = DtTODD_l(—l)n¢(A)D
. n
= T (=11 "¢ (Q)
Sejam
£00 = (DT - e T oo
=
— (oayhon n-1 N
p{x) = (-1) b _ix  a b

os polinomios caracteristicos de A e B respectivamente.

Apelamos ac Teorema 5.2 para concluir o seguinte: Sejam C
Y as matrizes companheiras de £(x) e ¢(x) respectivamente.
IC - ¥I =R onde I @ a matriz identidade nxn e R & uma

tendo as suas primeiras (n-1) linhas nulas e a n-&sima linha r

-h. ,...,a

— —— n o
= (~=1) (a.D bOr al ] ).

n-1 bn—l

107

&

e

Entao

matriz

J—
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Logo

n . —_ (_13y N - -
e(-1) ¢(c) = r, = (-1) (aO bo,...,an_l bn—l)'

Portanto a Ultima linha da simetrizadora X de C é igual a

6.4. A PRIMETIRA FORMA HERMITIANA DE FUJSIWARA

O problema de inércia de uma matriz & de fato um problema de
localizagao de raizes do seu polindmio caracteristico., Este alti-
me problema € respondido por dois teoremas de Fujiwara, associan-
do matrizes hermitianas a polinfmios dados e recolocandoe o proble
ma em termos de valores caracteristicos destas matrizes hermitia-
nas. Como existem métodos eficientes para a computacao de valores
caracteristicos de matrizes hermitianas, esta colocagaoc de Fuji-
wara responde ao problema de localizacac de raizes de polindmios
de modo eficiente.

No caso geral, o problema de inércia de uma matriz gqualguer
se reduz a inércia de matrizes de Hessenberg (inferiores) em for
ma normal, come aplicamos no Paragrafo 4.2. No caso entao, de uma
matriz de Hessenberg A em forma normalizada, o interesse se trans
fere para um método que nao envolve o c&lculo explicito do polind
mio caracteristico de A. Este algoritme & proporcionado por um te

orema de Carlson-Datta.
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Mostramos neste paragrafo que a matriz hermitiana de Carlson
Datta & nada mais do gue a forma hermitiana de Fujiwara numa ou-
tra base. Conseguimos faz&-lo porgque olhamos "a matriz de Fuji-
wara” como uma forma hermitiana, a qual por sua vez sugere a pos-

sibilidade da mudanga da base.

Dado um pelindmic complexo f{x) = anxn—anxn"l—...—ao com
a, # 0, definimos g{x) por g(x) = f(-x).
. . n-1
Sejam D = diag(l,~1,1,-1,...,(-1) ) e Bf,g = Bf,f(—ﬁ) a

"matriz de Bezout" de f e g. Ent3o, a "matriz de Fujiwara" & dada

pow Fl = DBf,f(Hx)' Esta matriz e hermitiana, pois se Fl = (cij )
* = B = (d,. B = (a,.
©FL T Pg g T ldyy) e By o= (ayy)
c..= (-1t a e a. =3, (-1it
1] 1] 1] 1]
e
e, = (=1n3tg - Tz - a, .
21 Ji 1] 13

A matrig Fl define uma forma hermitiana que indicaremos por

F{£).
O Teorema de Fujiwara segue . A prova nossa usa a equacao
(5.1} e o Teorema de Carlson-Schneider.

TEOREMA 6.3. (Fujiwara [17]). Suponha que T. ¢ ndo singulax.

1
Entac,
(2) o namero de zeros de £(x) com parte real negativa {posi-
tiva) e Lgual ao numerc de autovalones posifivos (negatives) de Fy -
(b) em particular, £(x) ¢ estdvel se, e somente se, Fy e po-

sitiva defindda.
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DEMONSTRACAO: Seja A a matriz companheira de f(x).

+ Ak 4 *
F1A A Fl DBf,gA A DBf,g

+ &
£,q TAPBs g

H

5
pat

[ws]

pois B g & uma simetrizadora de A

t. #
(DA™ + A D)Bf,g

= (DA + A_D)*Bf (6.3)

T
E facil verificar que

DA + AD = R & uma matriz cujas primeiras (n-1) linhas 8a0

nulas e a 1ltima linha . e

- n — n n=-1— n
(wao-kao(—l) , —al-—al(—l) ""'_an~l_(_l) an—l(_l) )

que & (~1) vezes a Lltima linha de Bfg'

Entdao de (6.3) temos

+ * *
FlA A Fl R Bfg

I

A matriz no lado direito & claramente uma watriz hermitiana e ne-
gativa definida.

A nao singularidade de F., implica que B & nao singular e

1 fyg

pelo Teorema 6.4 temos gue f(x) e g(x) nao tem nenhum zero em co

mum, isto & §(A) = 0.
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Aplicancc o ao Teorema de Inércia de Carlson e Schneider a

(6.1), obtemos o Teorema 6.1) de Fujiwara.

Vamos agora descrever o método de Carlson-Datta para a inér-
cia de wma matriz de Hessenbergy em forma normalizada e em seguida
mostramos gue a matriz H de Carlson-Datta simplesmente representa

a forma hermitiana F{f) de Fujiwara (numa outra base) .

6.4.1. O METODC DE CARLSON e DATTA PARA COMPUTAR A INERCIA

Seja A uma matriz de Hessenberg inferior normalizada.

PASSO 1: Construir uma matriz triangular inferior L com diagonal

(1, -1, 1,..., -1y tal que as primeiras (n-1) linhas de
LA + AL = R (6.10)

sao nulasg.

PASS0 2: Computar a ultima linha r~ de R,
PASSO 3: Construir a simetrizadora S de A associada com r

PASSO 4: Computar H = L*S

TEOREMA 6.6 (i) a matrdiz H ¢ heamitiana e B § ndo singular se, o
somente se a matrdiz Fl de Fujiwara ¢ ndo sdingufar. Se H & ndg s4n

gutanr, entac H xcepresenta a forma henmitiana de Fujiwara ¢ In(A)=

= In(H).
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(ii) H ¢ ndo singulan se, o somente se, A ¢ —-A tem pelo me-

nas um aulovalor em comum,

DEMONSTRACAO. Sejam A uma matriz de Hessenberqg normalizada infe-
rior @ C a matriz companheira de A.

Entdo existe uma matriz triangular T com diagonal @ unitaria
tal que

c = 7 iap

Pelo Teorema 5.1, existem matrizes L, e Rl, onde L. & trian-

1 1
gular inferior com diagonal (1, -1, l,...,(wl)n_l) e ZR1 é uma
matriz tendo as primeiras (n-1) linhas nulas tais gue LlC-FELl =
= Rl.
Ora,
L, (1) tar + ()R L, = R donde
1 1 1’
& -1 % o -1l _ = oL
{(TYL. (T) A + A TL_{T) =T R, (T (6.5)
1 1 1
Sejam
I |
L =T LlT e
= -1
R =T Rl(T) .

Note que R tém a mesma forma de I, e gque L € uma matriz triangu —

1

lar inferior com diagonal (1, —1,...,(—l)n_l). Pelo (6.5) temos

LA + AL = R (6.6)
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Pelo Teorema 6.5

B t,~1 -1
S = (T7) Bfg(T)
ora
-1 t t. -1 -1
- = * = * *
II L*8 (T} LlT {T") Bfg(T)
-1 -1
= * x*
(T*) Ll Bfg T .

Pela construgcao L, & a mesma matriz D de (6.3); entdo

1
H= (7)1 pg o
fg 71
= T* DR i\ onde p. o= gL
1 fg 1 1
= m*
T¥ FlT!.

Logo, H @ hermitiana e pelo Teorema de Fujiwara segue o resultado
de Carlson-Datta, ao notar que InH = InFl = InC = InA.

6.5. A SEGUNDA FORMA HERMITIANA DE FUJIWARA

Neste paragrafo consideramos o método de Fujiwara que descre
ve o nimero de raizes de um polindmio f(x) dentro do circulo uni-
tario. Aplicamos este método a uma matriz de Hessenberg A e damos

aqui um algoritmo descrevendo o nimero de valores caracteristicos
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de A dentro do circulo unitario. Nosso algoritmo usa o método de
Fujiwara via o Algoritmo 5.3. Infelizmente nao conseguimos um mé-
todo computacional que use diretamente a forma hermitiana de Fuji
wara via mudanga da base. Tal algoritmeo seria certamente mais in-

teressante.

TEOREMA 6.7 (Fujiwara [17]). Sefam £i{x} = (-1)x -—-a

un polinomie ¢ hix) = x" ¥(%)-

Consdderne a matriz de Bezoui B ¢ a matniz de peamutagdo

fh'

& a matriz hermitiana F, = B_,_ P. Suponha que I, & nio singular.Entao

2 fh 2

(a) o numero de zero de f(x) dentro (fora) de ¢irculo unita-
rio @ ligual ac nimero de autovalores positivos (negativos) de Fy-
(b) em particular todos os zeros de f{x) estao dentro do cic

culo unitario se, e somente se, F., & positiva definida.

2
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DEMONSTRACAQ. Seja

0 1 o . 0
0 0 1 ¢
'\ 1
A = N
.-
!
(Hl)nao (~1)“al co. (-1) 0 i

a matriz companheira de f(x).

* - - AR Y
Lego, A F2 F2 A thPA thP

ao usar o fato de que

Ben

= (& Pa - D) (6.6)
B facil verificar diretamente que R = APA - P & uma matriz cu-
jas primeiras (n~1) linhas s30 nulas a Gltima linha

n f—

- = - — - n
r, @ (aoao 1, aoal+an_l( 1) ,...,aoan_l+al(~l) ).

E facil verificar que a tltima linha de ﬁfh = (ul)(fn)

FEntac de (6.6) temoc
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A nao singularidade de

implica que th & nao singular, entao pelo Teorema 6.1, temos
que f(x) e h(x) naoc tem nenhum zero em comum. Isto por sua vez
significa gue A ndao tém nenhum zero com mddulo um.
O Teorema 6.8 agora segue imediatamente do Teorema 6.2.
Portanto, de uma matriz de Hesgsenberg A, descrevemos dois mé
todos para a computacao do nimero de autovalores de A dentro (ou fora) do

circulo unitario: os dois métodos passam pela matriz companheira

C de A.

6.5.1. ALGORITMO I.

Sejam A uma matriz de Hegsenberg inferior normalizada e N a

matriz nilpotente do Teorema 5.3.

PASSO 1l: Construlr uma matriz triangular inferior com primeira 1i

nha (1,0 ... 0) tal gue as primeiras (n-1) linhas de

LN - AL = R sao nulas (6.7)
PASSO 2: Computar a {ltima linha r_ de R,tal que

n —
(-1)%z_ = (e, oy --ny

{assim (—l)nrn vai ser a Ultima linha da matriz comparheira C de

A, via o Teorema 5.3).
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PASSO 3: Computar

CPC - P =R onde

Seja r; a Gltima linha de R, -

PASS0O 4: Construir uma simetrizadora Sl com Ultima linha (-l)(fﬁ)

PASS0 5: Computar F2 = SlP'

Se 8, € nao singular. Entao o nimero de valores caracteristi
cos de A dentro {(fora) do circulo unitadrio & igual ao ntmero de
autovalores positivos (negatives) de F2.

DEMONSTRAGAO DO ALGORITMO. A validade deste algoritmo segue ime-

diatamente da demonstragao do Teorema 6.8 de Fujiwara via o Teore

ma 5.3.

6.5.2. ALGORITMO 2. Sejam A uma matriz de Hessenberg inferior nor

malizada e N a matriz nilpotente do Teorema 5.3.

PASSO 1 e PASSO 2: como no algoritmo anterior.

v
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PASSO 3: Construir uma matriz triangular inferior T com diagonal

(1,1, ...,1) tal gue

TC - AT = 90
PASSO 4: Computar
P, = Tpr t
PASS0O 5: Computar
A P,A - P, =R,
onde R, € uma matriz cujas {(n-1) linhas sao nulas.

1

Seja ré a nltima linha de R, -

PASSD 6: Construlr uma simetrizadora Sl com ultima linha (—ré).

PASS0O 7: Computar

Se 8, & nao singular, entdo o numero de autovalores de A

dentro (fora) do circulo unitdrio & igual ao nimero de autovalo-
res positivos (negativos) de H -

DEMONSTRACAO DO ALGORITMO

- . -1
Observe que C e a matriz companheira de A e gue C = T "AT.
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Temos CPC - P = P = R, como na prova do Teorema 6.8 de Fujiwara.

Substituindo-se temos:

({T) ~i f)P(T_lAT) - P =R

i isto &,

1

1 1

A TPT “A - TPT ~=TRT donde

KPlA - P, =R, , onde R, tem as suas primeiras (n-1) 1linphas

nulas.

Ora,

_ = _ t,~1 = -l = = -1
H = SPl ({T) ) th(T) TPT
) -1 -1
= %* = *
(T*) Bf PT Tl F2Tl ; onde
T, = 7t

6.6.IMETOD® DE FUJIWARA EM PARALELO

Para implementar o mét o de Fujiwara em paralelo, usamos o

fato de que a matriz de Bezout Bfg associadd a dois polindmios f(x)

e g{x), respectivamente de graun e m<n, & uma simetrizadora da
matriz companheira A de f(x). Como uma matriz companheira & um ca
SO particular de uma matriz de Hessenberg com codiagonal unitaria,
pelo nosso método de construgao de uma simetrizadora em paralelo

usando matriz determinante, vemos gque as matrizes de Bezout

dos teorema de Fujiwara podem ser computada em O(logzn) passos
7

com [%T] processadores. 0s produtos DB

P .
£q e Bfg precisam de um
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PASSO.

Os menores principais lideres Fll’ Fl2’ Fl3' etc., de Fl {on
de Fz) podem ser computados em O(logzn) PasSs0s com O(n4) processa
dores [20] . Finalmente, para achar o nimero de variagSes (perma-

néncias) de sinais de (1, ) sequéncias de mnenores

Frpr Fag reve

principais lideres de F, (ou analogamente de F2), nds seguimos

o seguinte caminho:

Saja

Inicialmente designamos un mini-computador tendo cada elemento Xy de

sequéncia.lFsses mini-computadores contém as seguintes informagoes:

(1) O numero de N de variag¢les de sinais da sequéncia aci-

ma ;
(ii) O sinal do primeiro elemento P da sequéncia;

(ii1) O sinal do ultimo elemento U da seqguéncia.
Inicialmente seja 2t o comprimento da sequéncia (i =0,...,k)
ande

2k < {xi} ] 0 < i <mn

Seja N = 0, neste caso P = U ao sinal do elemento noc compu-

tador.

- . i
Se o0 computador representa a sequencia de comprimento 2
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I+

4
H
i+

]
LN3 I P3 Uy
: = = - i+1 :
O comprimento da proxima sequencia sera 2 e U3= Ul’ P3= P2
N3 = Nl + N2 + 1 se P1 # U2
= + = U
N3 Nl N2 se Pl 5

Se o comprimento da sequéncia & n, precisamos de log n passos em

paralelo com n processadores.,

Entao, o nimero total de passos para a implementacac de am-
7

- . - 2
bos os metodos de Fujiwara é 0({log™n) com [%T ! processadores.

6.6.2. METONC DE CARLSON E DATTA EM PARALELO:

NO PASSO 1, precisamos res: -er um sistema triangular ‘de ordem

n(n-1) . 2 n°(n-1)°

—5 € precisa-se de 0(log”n) passos com g —— Pprocessado
res

NO PASSO 2, para achar a Gltima linha r de R precisamos de

0{log n) passos.

NO PASSO 3, construimos uma simetrizadora e nds ja sabemos que a

~ . . . 2
construgao de uma simetrizadora precisa de 0(log“n) passos com

7
(2 processadores.

2
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NO PASSC 1, para achar H precisamos de mais 0(log n) passos.
Entao, para achar H nos precisamos de um total de O(logzn)

n
pPassos com [TT] processadores.

6.6.3. METODO DE FUJIWARA PARA CIRCULO UNITARIO EM PARALELO.

Como constatamos em varios algoritmos em paralele nesta te-
se, a implementacac de ambos ©¢s algoritmos do Paragrafo 6.5 basea
do no metodo de Fujiwara leva O(loggn) pPassos cmnt)ﬁ%d processa-
dores. Isto &, uma computacgao rotineira, visto o papel da M-deter

minante ¢ da simetrizadora Sl.
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