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INTRODUCAQ

Quando um contorno fechado feito de arame & merqu-
Thado em uma solucao de sabao, uma pelicula fina de sabao e for-
mada no interior da regiiao timitada por esse contorno. A area da
superficie resultante sera um mTﬁimo relativo dentre as Sreas de
todas as superficies desenvolvidas no interior da regido, désde
que a tensao de superficie atue no sentido de levar a pelicula a
uma posicio de equilibrio estavel. Entretanto, simples exemplos

nos mostram que as assim chamadas Superficies Minimas nao sao em

geral Unicas e nem sempre correspondem a um minimo absoluto da a
rea de superf?cie. Assim & que se combinamos dois arcos circula-
res com dois arcos de uma catenaria para formar uma curva de Jor
dan, podemos gerar pelo menos duas.superchies minimas simples-

mente conexas e distintas. 0 problema de sé_determinar uma super
ficie minima gerada no interior de um dado contorno & conhecido
como Problema de Plateau. Por u@ lado, esse problema nos da um e

xemplo tipico de um Problema de Dirichlet nao linear, e por ou-

tro lado ele exibe algumas caracteristicas de um problema de fron
teira livre. Cabe salientar tambem que certas questoes em dinami
ca dos gases estao vinculadas ao problema de Plateau.
Em nosso trabalho, trataremos da forma naofparamé-
trica do problema de Plateau. Se uma superficie S esta represen-
3

tada em R na forma nEo-paramEtrica por 2 = U{x,y) onde ueC](D),

entao a area A de S , e dada por:

A=1Jfrv 2 2 1
; 1 + Uy + uy dx dy
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Onde D e a projecao de S sobre o plano xy Se a funcdo u re
presentar uma superficie minima, entdo a primeira variacio da area

A deve anular-se, o que implica que u satisfaz 3 Equagdo de Fu-

ler
' u
—2 X
X

u
3 .
)+ - ( 4
Ve 7 7 y 5 71
1 + ux + uy 1 + ux + uy

Isto reduz-se a2 equacdao diferencial parcial elTtica n3o-linear

2
M

2
2uxuyuxy '+ ( 1 +uy

) u ; 0,

)Yxx
Yy

(1 4+ u

a qual se escreve na forma

{1+ q2 ) r - 2pgs + { 1 + p2 )t =0
onde p = uys 4 = "y’ re=u.,
§ = ”xy’ t = uyy. Essa e a Equacao de Sgperf1cie Minima (ESM).

0 problema classico de 0irich1e; para a Equagao de Su
perficie Minima, consiste em se determinar uma fungao :u= U x, y)
satisfazendo (ESM) em um dominio convexo D., e assumindo o dado
continuo sobre a fronteira de D . Este problema  foi resolvido
primeiramente por Rado em 1930, baseando-se em um teorema de exis-
tencia para 0 problema parametrico de area minima. Ele observou
que a restricao a dominios convexes e necessaria para que as so-
lugoes existam, correspondente a dados continuos arbitrarios sobre
a fronteira. Por outro lado, se consideramos os proprios dados, a
exigéncia de continuidade, 2 certamente mais forte do que o neces-
sario para o problema ser bem posto. Por bem posto entendemos o se

guinte:
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se € ¢ a classe das fungoes £ definidas
sebre 3D , o problema de Dirichlet para a
Equagac de Superficie Minima estd bem posto
para o dado na fronteira na classe 1?' se e

le é univocamente resolvido para toda T de

.

Nitsche mostrou recentemente, que o problema de Diri-
chlet permanece.bem posto ainda quando os dados sao desconiinuos
sobre um conjunto de medida linear nula. Entretanto, era necessa-
rio que os dados fossem uniformemente Timitados. Podemos todavia
considerar situacoes onde dados infinitos sao admitidos sobre o0s
arcos da fronteira. Ainda que esse tipo de fenomeno & certa-
mente impossivel para equacdes lineares, ele pode ocorrer de modo
natural para a equagao nao-linear dé'superchTe minima. Um exem-

plo tipico @ a famosa solugao de H.F.Scherk, descoberta em 1834,

Log cos x - Log cos y, | x| < "=,y | <

2 2

onde se observa que sobre os lados alternados do seu dominio de
definicao, esta solucao toma sobre a fronteira os valores mais in
finito e menos infinito.

Nosso proposito nesse trabalho foi o de fazer um apanha-
do do desenvolvimento de uma teoria de existencia e unicidade a-
nlicivel a situaglBes nas quais a continuidade dos dados & coloca-
da a parte, e na qual dados infinitos de fronteira sac permitidos
Esta teoria foi apresentada por Serrin & Jenkins em 1565 em wuma
série de tres trabalhos | 8, 9, 10 | e posteriormente generaliza

da em parte, por HMiranda | 13 | em 1976.



CAPITULO I

RESULTADOS PRELIMINARES

§ 0 - Introdugao - Neste capitulo, faremos a titule
de revisao e fixacgao da.terminOTDQia, um fesumo dos principais re-
sultados bEsicog, 0s quais serao utilizados nos capitulos subse-
quentes.

Enunciamos no &§ 1, sem provas, mas citando as refe-
rencias pertinentes, o0s principios da compacidade e do miximo-geng
ralizado, bem como a fundamenta1ldesigua]dade de Harnack.

Fazemos no § 2, uma descri¢ao sumaria do processo de
Perron e enfatizamos a tecnica de barreifas, metodos esses que se-
-rao explorados em algumas passagens dos nossos resultados.

thdamenta1 para todo 6‘traba1ho, B a existencia de u
ma solucao do problema de Dirichlet para a equagao de superficie

2, com dado de fonteira continuo.

minima em um dominio convexo de R
Como temos observado, esse résuTtado classico é devido a Rado, que
baseou sSua prova sobre o teorema de existencia para o problema pa-
rametrico de area minima. No § 3, damos uma prova alternativa des-

se fato, evitando inteiramente referéncias ao problema paramétrico.

§ 1 - 0 principio da compacidade. 0 principio do mﬁxi

generalizado. A desigualdade de Harnack.

Seja u = u{x, y) uma solucao da equacao de superfi-

cie minima



(1 +q%) r-2pgs + (1 +p%)t=0
em um dominio (aberto conexo) D de R,

Como tem sido mostrado em | 17, pp. 376 |, as deriva
das de u em um ponto p de D, podem ser estimadas em termos da
distancia de p a fronteira de D, e uma Jimitac3o uniforme so-
bre a magnitude de wu. Em consequencia desse resultado, obtem-se

em | 16, p. 374, Teor. 37| o seguinte principio:

0 Principio da Compacidade.

" Seja (un) uma sequencia uniformemente limitada de

solucdes da equacao de superficie minima em um dominiec D , entio,
existe uma subsequéncia.de (un) a qual converge para uma solucao
u em D , sendo a convergencia uniforme nas partes compactas de
D-“ —

Via este princhio,-e usando a tecnica de barreiras ,
obteremos no § 3 uma prova-éimp]es e imediata do teorema de exis
téncia do problema de Diriechlet#, para a equacio de superficie mini
ma em dominios convexos, com dado de fronteira continuo.

Em 1965, Nitsche | 14 | obteve o seguinte resultado,

conhecido como:

0 Prineipio do Maximo Generalizado.

Sejam D um dominio l1imitado no plano e E um con
junto finito de pontos sobre a fronteira de D , admita que uy e
u, sao duas solugoes da equacdo de superficie minima em D ,satis

fazendo:



Lim inf ( uy - u, ) > 0

quando nos aproximamos de qualquer ponto de 8D - E. Entdo uy >

em D.'

Estabelecemos a seguir uma desigualdade, analoga a de
sigqualdade de Harnack, da teoria classica do potencial. Para  uma

demonstracao ver | 8, p. 203 |.
A Desigualdade de Harnack,

"Seja u uma solugado positiva da equacao de superfi-
cie minima no disco unitario | yd I < 1. Entao existem fungoes

0, (t, r), Qo (t, r) satisfazendo

Q1 (u (0, 0), | z}|) < ufz) = Qz (u (0, 0), | z ! )

onde as fungaes. Q] e 02 tem as seguintes propriedades:

para t fixo, Qp (t, r) e uma fungdo continua, estritamente de-

crescente em r , definida para 0 <r <1 e

0y (t, 0) =t , 0y (t, 1) =0

por outro lado, Q, (t, r) @& uma funcdo continua, estritamente de

crescente em - p , definida para 0 < r < p(t) e

.02 (t. 0) =t , Qg(ts p) = =

onde p(t) @& uma fun¢do continua, estritamente decrescente e sa-
tisfazendo p(0) =1, p(=) = 0.
Finalmente, para r fixo, Q2 (t) = 0 {(t} quando t

tende a zero. *



Fig. 1 - A desigualdade de Harnack
para um problema do tipo
superficie minima.

§ 2 - 0 Metodo de Perron.

Seja D e R" um dominio. As funcbes continuas

u s D

> R que satisfazem em D a equacao de Laplace

Au = 0
sao conhecidas como Fungoes Harmonicas. Aqui, A denota o opera-

dor de Laplace:

2
axi

Relembremos em gque consiste o problema de Dirichlet
para a equacao de Laplace.
Seja D c;Rn um dominio limitado. 0 problema de Di-

richlet para a equacao de Laplace consiste em dada uma fungao con



tinua f : 8D —> R, procurar uma funcao

ue C2(D) N c(B) , tal que

1
[}

Au em D

u = f em D

Um dos métodos de resolugdo do problema de Dirichlet,
e aquele devido a Perron. Ele utiliza as nocOes de fungdo subharmo
nica e superharmonica, as quais sao generalizagoes, a dimensoes su
periores, de funcoes coﬁvexa e concava de uma variavel; justaﬁente
como fungdes harmonicas sao generalizagOes de funcBes lineares de
yma variavel; isto e, solucoes da equagao de Laplace uni-dimensio-
nal. Passemos a definicao dessas funcgoes.

Sejam v uma funcao continua em um dominio 'D, e C

uma bola fechada em D. Denotemos por Mc [ v ] a funcao conti-
nua, a qual & harmonica no interior de € e igual a v .no res-

tante de D.

Dizemos que a fungdo v € subharmonica (superharmo-

nica) em D se v satisfaz a desiqualdade

ve M Dv] o vz om [v])
para toda bola fechada € de D.
Alem dos conceitos de funcgao subharmanica e superhar

monica, o metodo de Perron tambem utiliza o teorema de Harnack so

bre a convergencia de funcoes harmonicas:



Teorema de Harnack | 4, p. 273 |

"Seja (un) uma sequencia ndo-decrescente de funcoes harmonicas em
D. Se para um ponto Xg € D, a sequencia (un(xo)) converge, en
tao a sequencia (un) converge uniformemente, nas partes compac-
tas de D , para uma funcio harmonica®.

A ideia de Perron consiste em tomar a classe F de
todas as fungdes u subharmonicas em D , e tais que u(x) < f(x)

para X e 3D, e a partir dela definir a seguinte fun¢ao, conheci-

da como funcao de Perron :

g (x) = Sup u{x}

ueg F

A sequir, prova-se sem fazer nenhuma restrigao no ti
po de dominio D , usando o teorema de Harnack, que U (x) & har
monica em D e que sera solucao do pfob1ema“de Dirichlet desde
que .
| Lim U (x) = F(x,) (%)

——3 X
X 0

para todo x_ e 3D. | 4, p.310 [. Observe que a solubilidade do
problema de Dirichlet se reduz ao estudo da funcao de Perron na
vizinﬁanga da fronteira.

Um ponte x_ e 3D € chamado Regular caso (*) se ve
rifique. Um criterio de regularidade de um ponto X, € 3D pode

ser dado usando a nogao de Barreira.

Um dominio D tem uma Barreira em um ponto X, € 3D

se existir uma funcado real continua W : D ———> R tal que:



{2y MW (x) >0 para xe D - { Xg 3

(3) - W e subharmonica-

Ent3o, pode-se provar que 3D e constituida de pon-
tos regulares se, e somente se, todo ponto Xy € 30 tiver uma bar
reira.

Portanto, a solubilidade do problema de Dirichlet pa-
ra a equac¢ao de Laplace se reduz a existeéncia de uma barreira em
cada ponto da 8D | 12, p. 327, Teor. 3 |. |

Virias condicGes (suficientes) sobre a geometria de D
podem ser formuladas, que garantam a exiéténcia de barreiras e por
tanto deem é so]ubi]idade do programa de Dirichlet.

Para 0s nossos propositos, destacamos a:

Condigao da Esfera de Poincare

"D satisfaz a condicio da
esfera se, para cada pon

to Xg € 3l, existir uma

bola fechada C tal que
CﬂD_={xO}.

Se D satisfizer a condicao de Poincare, entao & pos

sivel definir uma barreira para cada ponto Xy € 93D 4, e consequen-

temente o problema de Dirichlet tem solugao. | 4, p. 312 |.

2

No caso de D ser um dominio em p¢ , pode-se mostrar

a existencia de barreiras desde gue, para cada ponto Xq € ab , e-



8.

tal que ¢(o) = X, @

xista uma fungdo contfnua ¢ : [0, 1] —> r?

¢{t) ¢ D para 0 < t <1 . | 4, p. 311 |

§ 3 - 0 Problema de Dirichlet para a equagido de su-

+ - + » + L]
perficie minima em dominios convexos do plano com dados continuos.

Consideremos inicialmente o problema classico de Di-
richlet para a equag¢ao de superficie minima. Temos o seguinte re-.
sultado:

) .
Proposicao - Seja D um dominio convexo e limitado do plano. En

tao, existe uma solucao da equac¢io de superficie minima em D , as

. . '
- sumindo dado continuo sobre a fronteira de D .'

Prova - Considere dado continuo f(s) associado, como uma fun-
cao do comprimento de arco s ao 1oqgo da fronteira de D . Seja
f{x, y) alguma extensdo continua de ffé)' ao fecho de D , e de
classe .C2 em D . Agora considere uma Sequencia crescente de do
minios estritamente cdnvexos- (Dn) , tal que (Dn) tende a D
quando n tende a infinito. De acordo com um teorema de Haar, 0
problema de Dirichlet em D,, com dado de fronteira u_ = f(x, y),
tem uma Unica solugao | 15, cap. 4 | . Alem disso, pelo principio
do maximo, a sequencia Auy) e uniformemente 1imitada. Portanto,
pelo principic da compacidade e um argumento diagonal, podemos ex-
trair uma subsequencia a qual converge uniformemente para uma soly
cao u em D .

Resta tao somente mostrar que u = f sobre a frontei
ra de D ., Isto pode ser obtido pela tecnica de barreiras. Conten-

tamo-nos aqui em provar a existencia de uma barreira em cada ponto



0 da fronteira de D .
Para isto, e suficiente determinar para cada par de
numeros positives M , 6 , uma vizinhanga V de Q@ e uma solucaoc

positiva W da equag¢ao de superficie minima em VAN D , tal que
(1) VvV D esta contido no disco de raio & em torno de Q .

(2) W>M sobre 3V OD.

(3) W (Q) =0.

Uma tal funcdo e

W (x, y) = M+ . { Log cos 2 x - Log cos 2 ¥), a qual e obti
2 $ 8

tida por translacdao e rotacdc dos eixos da solucao de Secherk, co-

mo mostrado na fig. 2. (V 4 D esta hachurado).

y T h r,$T)

et
LT
X3

~

v

A

(g%

Fig.

Usando a existencia de solucdo do problema classico

de Dirichlet, o principio da compacidade, e um argumento de aproxi
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macao, Nitsche | 14|, generalizou o resultado classico, conside-

rando dado descontinuo na fronteira.
Estabelecemos aqui uma versao restrita do resultado,
o qual & provado usando os metodos acima, e aléem disso € suficien

te para os nossos propdsitos. | 6 | .

Taorema -~ 'Sejam D um dominio convexo e 1imitado do plano e E
um conjunto finito de pontos sobre a fronteira de D . Denote por
C =2aD - E (obviamente C consiste de um numero finito de arcos
abertos). Ent3ao existe uma solugaoc da equacao de superficie mini-
ma em D com dado contTnuo e limitado, previamente definido, so-

bre 0s arcos de C Y

Observacdo : - No capitulo IV, provaremos uma generalizacdo des

se rééultado-( Lema 9, cap. IV ).
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Capitulo II.

TEOREMAS DE EXISTENCIA
PRELIMINARES:

§ 0 - Introducao - Neste capitulo, serd obtido  ini-
cialmente no § 1 uma estimativa concernente ac comportamento de u
ma solucio da equacio de superficie minima, proximo a fronteira do
seu dominio de definicao. A sequir no § 2, ﬁartindo~se de uma so-
Tucio u dessa mesma equacao em um dominio D, obtém-se uma funcio
Y, chamada a Fungao Conjugada de -u, a qual . desempenha-um papel
relevante na solucao do problema de Dirichlet com dados infinitos.
Em seqguida, provamos alguns lemas fundamentaié. Finalmente, no §3,
obtemos dois resultados de real importancia, quais sejam, o teore-
ma da convergéncia monotona e o lema da reta.

§ 1 - 4 fung&o Condugada.

_ Sejam P um ponto em um dominio convexo D de RE ©
d a distancia de P a fronteira de D . Alem disso, denote por P'
qualquer ponto da fronteira de D-, cuja distancia a P e d , e
por v o vetor unitario dirigido de P a P'.

Seja u =.u(x, y) uma solucao da equacao de super-
ficie minima em D . Denote por S a superficie Z = u{x, y)}) em -
R3 , por P* o ponto sobre S diretamente acima de P , e por r
a distancia geodeésica, ao longe de S , de P* a fronteira de S.

Tem-se entao a seguinte estimativa:



Fig. 3
Lema 1 - "Suponha que as hipOteses sdo como descritas
que d < — Entao no ponto P temos:
: -8
2
v. V. u > 1 - 4 d .
r,2
N - IIl
onde W /1+IvU|2
Prova - Consideremos inicialmente as diferenciais
1+ q° pa
dg=(1+w—7)dx+ (=} dy
W ‘ W
Pq 1+ pt
dn=(2%ydx + (1 +-—F*2 ydqy

w W

acima,

12.
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Observemos que em um dominio de uma solucao tem-se

1 2

3 + ]
223y = 2 Py
Ay W X W
5 1 + ﬁz 3 pq
e (1 + ) = ( )
QX W 3y W

Alem disso, as fungoes

.2 2
( PA_ 'y, (1 + _L;KJL_) e (1 P N )
W

W W

sao de classe CI

nesse dominio. Logo,lés diferenciais d& e dn
sio al exatas. Podemos porténto, por integracao, introduzir novas.
variaveis £ , n de acordo com as formulas acima, com
£(P) = n(P) = 0.

Considerando a aplicagae (x, y} —> (&, n} , obser-.
va-se que ela e uma expansao, sendo por consequinte injetiva de D
sobre algum dominio A no plano (&, n).

Afirmamos que A contem um circulo de raio r em tor

no da origem. Com efeito, se

2 2 2 2

ds ) dx

= (1 +p + 2pq dx dy.+ {1+ q2) dy

denota a métrica euclidiana sobre S, entdo por calculo direto

defe an® o ew g2y
ds? W
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Consequentemente, se existisse um caminho radial em A

da origem 3 fronteira de A , tendo comprimento menor que ou igual
a r , existiria em correspondencia uma curva sobre § de P* a
fronteira de S , tendo comprimento menor que r . Desde que isto
contradiz.a definicao de r , a afirmaciao esta provada.

Para provar o lema, podemos admitir sem perda de gene
ralidade que v aponta na direcao positiva dos x . Agora a fun-
¢aio x = x { £, n ) @& harmonica em A , e alem disso, pela nossa

construcao e a convexidade de D

X = X d en D
p....
Consequentemente, a fungao d + Xp < X (E,n) &
nao negativa e harmbnrica em A . Aplicando a desiqualdade de Har-

nack a esta funcao no disco 52 + ﬁz- < rz , encontramos facil-

mente que

[ ¥x (0, 0) | = | ¥x |, £ 2 4
P
por outro lado, por cdlculo direto obtemos
: 2
!Vxlzz x§+x2= ._..-]_._...i'._.q___
(1 + w)?
se escrevemos, A = 2 _ﬂ“ , entao seque-se que no ponto p
r
1 <A 1 + w < 1 _
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pz = ] - ‘[ + q2 > 1 - lz
w? : (1 -2)°
finalmente, se A < 1 , obtemos em P
-~ ,
p | Ty
_L__;_ 5 1 22 s 1 - kz
W 1 -2 -

]

-Seja u=u {x, y), uma solucdo da equacdo de superfi

cie minima em um dominio D . Ent3ao a diferencial

d\,} = P dy - ,._ﬂ..___ dx
W W

e exata em D . Com efeito, visto que as funcoes { —— ) & ( ~+)

sao de classe -C1 em D , basta mostrar que:

para isto, observamos de inicio que

j_(hf—)zﬁz{wuxx fu ou ) (1)

ax W



16,

3 9y o .Y
By(w ) —w—z{wuyy y (uyuyy+ux uxy.)} (2)

adicionando as expressoes (1) e (2) , obtemos apgs algumas simpli

ficagoes:

L Py + 2 q_). 1 +u -2 + (1402

o { » ) >y { 3 { (1 + y) Uy Uy Uy Uy (1 ”x)”yy}
(3)

mas, sendo u = u {X, ¥y} solucao da equacao de superficie minima,
resulta que a expressao entre chaves em (3) e identicamente nu-

Tas e assim

]

d
— (L) + () =0
3 X W 9y W

como queriamos que fosses;

Definigae - A funcao ¢ obtida por integragao da diferencial e-

xata

& chamada a Fungdo Conjugada de u.

Desde que em D temos . | vy | —B—Fr9 <1,
W

seque-se, da desigualdade do valor medio, que ¥ & Lipschitz con-



17.
tinua no fecho de D . Em paticular, a diferencial dy pode - ser

integrada ao longo dos arcos que constituem a fronteira de D , in
dependente do comportamento de u em 3D . 0 seguinte resultado @&

entao imediato.

£ ~ - - . .
tema 2 - "Seja u uma solugdo da equagdo de superficie minima em
um dominio D . Seja C wuma curva suave por partes situada no fe-

cho de D . Entao, denotando o comprimento de C por | C |, temos
[ § ] < ¢
C .

alem dissa, se r e uma curva simples fechada, cujo interior esta

contido em D , entao

§ 2 - Lemas Fundamentats.

Defini¢ao - Sejam D um dominio no plano. E y um arco da fron-
teira de D . 0 arco ¥ diz-se convexo se cada ponto de vy pos-
sui uma vizinhanga V tal que V. 0 D & um dominio convexo.

Agora seja € wuma curva suave por partes situada em

D . Desde que | Vo | <1 em D, segue-se que

0 lTema seguinte assegura-nos que o mesmo vresultado se

verifica para arcos convexos C sobre a fronteira de D, desde que



18.

u seja continua

a
.i
Lema 3 - "Seja u wuma solucao da equacao de superficie minima

em um dominio D . Suponha que u & continua sobre um arco conve

xo C , o qual @ parte da fronteira de D . Entao

"

|é a | < o

Prova - E suficiente provar o resultado para um sub-arco de C.
Consequentemente, por restrigao conveniente do dominio de u . PO
demos admitir sem perda de generalidade que D e convexo e que
u e continua sobre a fronteira de D . Sendo este o caso, seja
' o sub-arco (aberto) da-fronteira, o qual e complementar a C.
Além disso, seja u* a solucao do problema de Dirichlet em D a
qual assume o valor u sobre (' e u + a sobre C (aqui, a e
uma constante). Observe que a existéncia de u* est3 "garantida

pelos resultados do capitulo I,

Agora considere as funcoes

E'TU*'U:&: p* - P

tem-se que u = a sobre C e u 0 sobre C', Assim, pelo prin

cipio do maximo generalizadoe, u & uniformemente limitada em D.
Portanto, se usamos integrag¢ao por partes.e um argumento de aproxi
macaoc, nao e dificil mostrar que

W

Sa d § = S; d{v.=f[(p*- p) (X - Py 4 (qr-q)(=9X - 90y Jdx dy
w* W w*

c D D
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Como a expressaoc entre colchetes € nao-negativa e nio

identicamente nula em D , segue-se que
a g d ¢ >0 .
C

tomando a = 1 e langando mao do lema 2, tem-se: -

(aw< ( @ < 1o
C C

similarmente, tomando a = -1 obtem-se:
J dy>-10¢1.
C

assim, em qualquer caso tem-se

| { ey

< ¢

]

Da definigao de arco convexo, Segue-se que um segmen-
to de reta e um caso especial. Nesse sentido, o lema Seguinte @ um

complemento interessante ao lema anterior.

Lema 4 ~"Seja D um dominio limitado em parte por um seamento de
reta T, orientado de modo que a normal a T & a normal exterior
a D . Seja u uma soclucaoc da equagao de superficie minima em D,

a qual assume o valor + o sobre T . Entao
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Prova - A prova depende de uma estimativa para o gradiente de u
em pontos P proximos a T .

Denote por P respectivamente os pontos de T

£’ QE
os quais estdao a uma distancia & dos pontos inicial e final de T,

e por T6 0 segmento orientado PE Qe . Tambem, sejam Paﬁ’ Qeé

aqueles pontos de D situados respectivamente sobre as perpendicu

lares a T em P e a uyma distancia & de T . Finalmente

E ] Qg
seja o a distancia de T a 3D -T.

Fig. 4

Agora, apliquemos o lema 1 no dominio convexo D' con

sistindo daqueles pontos de D cuja distancia a T e menor que

o . Seja P um ponto sobre o segmento T _s =P . Q.5 . Se § e



suficientemente pequeno, entdo P ¢ D' e também r > -2, d = §
2

—>

e v=n e anormal a Tes « As hipoteses do lema 1 sdo satis-

feitas se d < L Consequentemente, para todos os valores peque
3 =

nos convenientes de § , temos em cada ponto de Ttﬁ

-—
T B 49 )2 , onde
W g

—_ —

p= pi +q].
. -
Observemos que d ¢ = ( n. o ) ds sobre T€6ﬁ Por-
W .

tanto, integrande d v ao longo do caminho fechado T . consistin

do dos segmentos. Te s Qe Qgg s - Tog» P

e6 Pe » & usando o Te-

‘ma 2, obtemos

0=qu,_5_ jdlp - f dyp+ 26

T e Tes

—_
fdv> fdw-2e> | T [ (P2

‘ W
T% TEG

| v

PT 01 - (82 3l 0
€ o

fazendo § tender a zero, obtemos

fdvz 71|
T ‘
&



Agora, fazendo € tender a zero e usando mais uma

vez o lema 2 , seque-se 0 resultado desejado.

]

Por uma variacao natural da prova que temos dado, ob-

temos a sequinte generalizagao do lema anterior.

Lema 5 - "Seja D um dominio limitado em parte por um ﬁegmento
de reta orientado T , como no lema 4 . Seja ( u ) uma seduén-
cia de solucoes da equacao de superficie minima em D , sendo cada
u continua em D U T. Admita que a sequencia diverge uniformemen

n
te para infinito sobre subconjuntos compactos de T , enguanto que

22.

permanece uniformémente limitada sobre subconjuntos compactos de D.

Entao

Lim 5 d ¢ = | T [

n —» o - _

Por outrb lado, se a sequencia diverge uniformemente
para infinito sobre subconjuntos compactos de D , enquanto que

permanece uniformemente limitada sobre subconjuntos compactos de

T , entao

Lim 5 dy = - . "
n —> o
T
§ 3 - O Teorema da Convergénctia
Mondtona.

As provas dos teoremas de existencia do capitule III,
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dependem altamente do comportamento limite de uma familia monoto-
na crescente de solucoes da equagao de superficie minima, em um
dominio D . E nossa intengao nesse paragrafo, preparar o terreno

nessa diregao.
A sequinte definicao e similar aquela dada no § 2 .

Definigao - Sejam D um dominio no plano e y um arco da fron-
teira de D . 0 arco vy diz-se conexo se cada ponto de vy possui

uma vizinhanga V tal que VN D e um dominio conexo.
0 resu1tadb sequinte sera admitido (18] Lema 6,p.206)

Propqsig&o 7 -"Seja vy um arco conexo aberto, parte da frontei
ra de um conjunto convexo R. Seja u uma solucao da ‘equagﬁo de
superficie minima em R , tal que u E.contTnua em y . Entdo,
para qualquer subconjunto compacto K do fecho convexo de vy , e
xiste um nﬁmefo N , dependendo de WK'; mas .independente da solu-
¢ao u , tal que para todo 2z ¢ K

Min u - n<u (z)<Mixu+N."

A A

A sequinte proposicao e conhecida como o Teorema da
Convergencia Mondotona; e a ela, nos referimos desse modo no que
se segue.
Proposicao 2 - "Seja ( ug } uma sequencia monotona  crescente
de solucoes da equacao de superficie minima em um dominie D . Se

a sequencia ( U ) e limitada em um ponto P de D , entao

(1) Existe um conjunto aberto nao-vazio Ae D tal que ( U )



24.
converge para uma solucao u em A,

(2) A fungdo u = Limu @ contfnuaem ( - , + « ]

(3) u =+« no complemento de A,

(4) A sequéncia (u,) converge uniformemente para u sobre sub-
conjuntos compactos de A e diverge uniformemente sobre subcon-

juntos compactos do complemento de A.

Prova - Se u = » , entao nada temos a provar; portanto, supo-
nhamos que existe pelo menos um ponto P £ D onde a sequencia
(u,) permanece limitada. Seja V{(p) = D uma vizinhdnga de P .

Entio, existe uma constante M , tal que para todo z em V(p)
un(z) > ul(z) > - M

portanto, u, + M >0 em V¥{p). Por outro lado,

un(z) + M < Lim un(z) + M < e

Assim, em virtude da desigualdade de Harnack, un(z) e uniformemen
te Timitada em algum disco em torno de P . Desse modo, pelo priﬁ
cipio da compacidade, (un) converge uniformemente para uma solu-
cao em todo subconjunto compacto do disco.

Em resumo, se a sequencia permanece limitada em  um
ponto, ela converge em um conjunto aberto em torno desse ponto pa
uma solugao. ~

Benotando por A o conjunto onde (u ) converge, Se-
gue~-se que A e aberto, e que (un) converge para uma solugao

u em A. Isto prova (1}.
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Seja u = Lim u, - Observemos que, em pontos de A, u
e continua visto ser o limite de uma sequencia uniformemente con-
vergente de func¢oes continuas. Agora, para pontos Qe D - A e ca
da sequencia z, —> Q temos

Lim inf u(z ) > u(Q) = + « ,

pois desde que u , sendo o limite de uma sequencia crescente de

funcoes continuas, e semi-continua inferiormente.

Assim, Lim wu(z ) = u(Q) , e desse modo u e continua em Q . Is

to prova (2). e (3).

Observemos agora que, em virtude do teorema da conver
gencia monotona de Dini, (3| p. 57)° a sequencia (v} converge
uniformemente para u sobre subconjuntos compactos de A . Isto
prova a primeira parte de (4). Mostrémos a sequir que (un) diver
ge uniformemente para e« sobre subconjuntos compactos de (D-A) .
Com efeito, se este nao fossé o caso, existiria uma sequencia de
pontos z e (D-A) tendendo a ﬁm ponto § de (D-A) tal que

m

um(zm) <M <

para altguma constante M' . Pela desiqualdade de Harnack, existe u
ma constante M'' e um disco Km com centro em z e raio fixo,
tal que um(z) < M'' para todo z e K, . {veja a prova de (1) ).

Desde que o ponto @ estaria necessariamente em todos, com exce-

cao de um numero finito desses discos, pois z > Q , segque-se

m
que u() < M'' , contradizendo o fato de que 0Q e D - A.

]
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A seguinte proposicao & conhecida como o Lema da Reta,

e de agora em diante referir-nos-emos a ela desse modo,

Proposigao 3 - "Seja (u,) uma sequencia monotona crescente  de
solugdes da equacae de superficie minima em um dominio D ; e admi
ta que (up) e limitada em um ponto P de d . Ent3o ou A =D

ou A e limitado por segmentos de retas de D e por arcos  da

"

fronteira de D . {(veja a fig. 5).

Observagdo - Na proposicao 3, o conjunto A & aquele obtido na

proposicao 2 .

Fig. 5 - Uma possivel configuragdo
limite de acordo com &
proposicao 3. 0 conjunto
de convergéncia A ( nao-
hachurado ) tem duas com-
ponentes disjuntas.
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Prova - Provemos inicialmente o resultado no caso especial em
que D & um disco aberto. Podemos admitir que A # D , pois em ca
so contrario nada temos a provar., Oque agora devemos mostrar,e& que
a fronteira de A consiste de cordas de D junto com arcos circu

lares da fronteira de D .

Seja A qualquer componente de A . Afirmamos aue A

e convexo. Com efeito, sejam p1 s pz dois pontos quaisquer &e A.

Desde que A & conexo ¢ aberto, existe um arco poligonal A' em

A  ligando Py @ P,- Seja R o fecho convexo de A'.Em geral pode
mos admitir que pq gD, sao pontos interiores de R ; pois se eles
nao fossem, entdao -uma ligeira alteracdo do arco A' nos conduzi-

ria a esta situacao.

-

Agora, u ‘e uma solucao em A , e portanto ela e con-

tTnua e limitada sobre A' . Mas u_ < u , e desse modo cada fun-

cao U, e continua e uniformemente limitada sobre A' . ' Conse-

quentemente, pela proposicao 1 , as fungoes U, sao uniformemente
limitados sobre subconjuntos compactos de R . Isto implica que u
e finita em todos os pontos interiores de R , e em particular ao

-

longo do segmento de reta py Py - Assim, Py Py esta em A , don-

de A @ convexo.

Desde que -R e convexo, sua fronteira deve consistir
de arcos convexos interiores a D , juntos com um ou mais arcos da
circunferencia de D . {(que A pode ser extendido a fronteira de
B & obvio, via o principio do magimo). Suponhamos agora, por ab-

surdo, que um dos arcos convexos interiores nao € uma reta. Este

arco, incluiria entao um sub-arco conexo e aberto vy tal que

(i) vy =D - A
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( ii ) 0 fecho convexo de y contem um ponto P de A
L]

Assim, pela proposicao 1 , existe um nGmero N , de-

pendendo de P , mas independente de n , tal que

u, (p) > Min ‘u (3) - N {(*)
A
Agora, de acordo com item (4) da proposicao 2, a se-
quencia (u,) diverge uniformemente para = sobre subconjuntos com

pactos de (D-A). Assim, segue-se de (*) que
Lim up, (p) = @
contradizendo o fato de que P e A .

Desse modo, 0 teorema se verifica para qualquer dis’
co D . Para se obter a mesma conc1ds§o para um conjunto aberto
arbitrario D , basta observar que a veracidade do tecrema para
um disco, implica a sua veracidade para um numero finito de dis--
cos sobrepostos. '

Desde que o conjunto D e o limite de uma sequencia

encaixante de tais regioes, a conclusdo seque-se imediatamente.

[

A seguinte proposicao descreve o conjunto de diver-
gencia V =D - A do teorema da convergencia monotona (proposi-
cao 2) , e nos mostra que ele nao pode ser arbitrario, mas de fa-
to deve ter uma estruturé especiai. Obviamente, as conclusoes se-

guintes aplicam-se, desde que V seja nao-vazio.
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Proposicao 4 - "Seja V =D - A, como no teorema da convergéncia
monotona, o conjunto de divergencia dq sequencia (un). Entio a
fronteira de V. consiste somente de cordas retilineas de D (dis
juntas) e partes da fronteira de D.Alem disso,nenhUma duas cordas -
interiores, formando parte da fronteira de V , podem ter uma ex-.
tremidade em comum em um canto convexo de V , nem pode qualquer

componente de V¥ consistir somente de uma corda interior de D ."

Prova - A primeira afirmacao & uma consequéencia imediata do te-:
ma da reta (proposigao 3). Mostraremos a segquir que nenhuma compo
nente de V pode consistir simplesmente de uma corda interior de
D .

Com efeito, admitindo que esse fosse o caso, sSejam
A] e Az as componentes-de A sobre cada lado da corda T em gues
tao. Escolhendo uma orientagao apropriqda para T , e aplicando o

lema 5 no dominio A, » obtemos:

Lim ( dy. = | 7]
n —> w h

T

Similarmente, aplicando o lema 5 no dominio A2 , resulta:

uma contradicao.

Agora, suponha que duas cordas interiores T1 e T2

formando parte da fronteira de V , tem uma extremidade Q em co-
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mum; Obviamente Q estd sobre a fronteira de D . Sejam 0Qy , Q,
pontos de T, , T, respectivamente, escolhidos de modo que o trian

gulo aberto A com vertices 0, Q], Q2 esteja em D. Pelo lema 2.

Sdzpn+5dmh+ S dmn = 0

e Q, 0, O Q, Q
Observemos que o triangule A pode estar ou em A ou
em VY . No primeiro caso, ¢ Tema 5 implica que: .

n —> «=

Lim Idlpn=|QQ]!, Lim fdwn=|920|
0 0,

(estamos admitindo que, @ Q] Qs determina a orientagao positiva
de A )

Desde que

deng KT

Q@
resulta, via a desigualdade trianqgular, uma contradicio.
Se A estda em V , uma contradicdac similar e obtida,

via a sequnda parte do lema 5. Isto completa a prova, []

Ainda com relacao a uma sequencia (u,) de  solugbes
da equacdo de superficie minima em um dominio D , algumas conclu-

soes importantes podem ser obtidas, se temos informagao adicional
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sobre o comportamento dessa sequencia na fronteira do dominio D

Mais precisamente, 0 sSeguinte resultado tem lugar:

Lema 6 - "Seja D um dominio limitado em parte por um arco conve
x0 C . Seja (un) uma sequencia crescente de solucoes da equacio
de superficie minima em D , onde cada u, e contTnua em DUC..Se
ja T uma corda interior de D a qual & parte da fronteira de V.
Entao, T nao pode terminar em um ponto interior de C se a se-
quencia (un) ou diverge para infinito sobre t » OU permanece u-

niformemente limitada sobre subconjuntos compactos de C ."

Prova - Se € nao & um segmento de reta, a prova e imediata,des
~de que o lema da reta implica que o interior do fecho convexo de -

 esta ouem V ou em A.

Podemos assim, admitir que C e um segmento de reta,
e que T termina em um ponto interfgr N de € . Suponha primei-
ro que a sequencia diverge sobre- C.
Seja P um ponto de .T , @ escolha um ponto R sobre C de modo

que o segmento RP esteja em A . Isto & possivel pelo teorema da

convergencia monotona.

Agora, pelo lema 2, temos

Sdlj}n +Sd¢:n+§dﬂ1n=0

PQ R RP

Além disso, pelo lema 5, temos:

n —> n ———> @

“Lim g_d b o= | ;6 | » Lim S d b, = ] EE !
PQ



stamos admitindo que PQR determinz a orientacao positivaiem ca

¢ contrario o sinal menos deve ser inseride).

Desde que

fdwnil?!-f;l,

RP

resulta facilmente uma contradicao, via a desigualdade triangular..
No caso da sequéncia permanecer uniformente 1imitada

sobre subconjuntos compactos de € , uma contradi¢de similar resul

tari, escolhendo R de modo que o segmento RP esteja no conjun-

to de divergéncia V . Isto completa a prova.

J
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CCAPTTULO III

0 PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUA-
CKO DE SUPERFICIE MINIMA EM DOMINIOS
CONVEXOS DO PLANO COM DADOS INFINITOS.

§ 0 - Intodugao - Neste capitulo, provaremos os mais importantes
resultados do nosso trabalho, os quais estao contidos nos teore--
mas 1, 2 e 3. Como uma primeira observagdo nessa direcdo, .notemos
que se se pretende resolver o problema de Dirichlet e se os valores
+ o e - o Sac atribuidos sobre um arco A dé‘fronteira do domi
nio da solugcdo, entao o arco A e uma reta. Com efeito, de acor-
do com o lema da reta ('Cap. IT, Proposicao 3 ), se A ndo fosse
uma reta, a solugao seria necessariamente infinita no fecho conve
xo de A , o que e um visivel absurdo. Este sendo 0 caso, o pro-

blema toma a sequinte forma gspec?fica:

"Seja D um dominio convexo limitado, cuja fronteira

contém dois conjuntos (abertos) de segmentos de retas A], e s
Ak R B] eee s BL , com a propriedade de que dois quaisquer dos

seqmentos . A,

3 » Ou dois quaisquer dos segmentos B. nao tem ex-

3
tremidade em comum. A porc¢ao restante da fronteira consiste de ex

tremidades dos segmentos Ai e Bi e arcos abertos C1, caa Cm'

Desejamos ent3ao determinar uma solucao da equacao de superficie

minima em D a qual assume ¢ valor + « sobre cada Ay - @

sobre cada Bi e dados continuos sobre cada um dos arcos abertos

C,i".

A solucgae de Scherch, por exemplo, corresponde ao ca
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so onde D e um quadrddo Timitado por dois segmentos hor?zontais
Ai e dois segmentos verticais B, , a familia { C; } sendo va-
zia.

Ainda com o exemplo de Seherck em mente, pode pare-
cer @ primeira vista, que o problema n3o est3a bem posto. Todavia,
éste “pode nao  ser ‘0 caso. Mdis précisamentéTcsomssrccapazes
de dar condigoes necessarias e suficientes simples para o proble-
ma como estabelecido ser univocamente reso]vi&o, condigoes estas’
que dependem tio somente da geometria dos segmentos Ai e B, .

No que se seque, ﬁ denotara um poligono simples e
fechado cujos vertices sao escolhidos dentre as extremidades dos
segmentos Ai e Bi . Denotaremos por o ¢ B respectivamente, 0
comprimento total dos segmentos Ai @ B_I » 0S8 quais sao parte do
poligono E? ; e por y o0 perimetro de_ﬁ? .

§ 1 - Teoremaec de Existencia

Comegamos com dois lemas, os quais serdao usados 3 se
quir, para mostrar gue nossas solucoes tomam dados apropriados

sobre a fronteira.

Lema 7 - "Seja D um dominio limitado em parte por um arco con-
vexo C . Seja (un) uma sequéencia de solucoes da equacac de su-
perficie minima em D , a gual converge un{formemente sobre sub-
conjuntos compactos de D para uma solucao u em D. Admita que
cada u_ & contfnua em DUC e que os dados de fronteira conver-
gem uniformemente sobre subconjuntos compactos de C para a fun-

cao limite f . Ent3do u € continua em DUC e toma os dados de
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fronteira f sobre C .

Prova - Mostremos inicialmente que a sequencia (u ) & unifor-
memente limitada na vizinhanga de qualquer ponto interior ( de
C . Com isso em mente, notemos que se C ndo e uma reta, entiao o

resultado e imediato, via o lema da reta.

Podemos assim, admitir que € & um segmento de reta.
Introduza coordenadas retangulares (x, y) , de modo que € este-
ja entre a reta y = -a- e o ponte §Q = (0, -a) . Se a constante

a ¢ escolhida suficientemente pequena, o fecho do retangulo

E={(] x| <2a, |yl < 2a}

e um subconjunto compacto de DUC. Agora, considere a fungao

: e T
V{x, ¥)= 8 {Log cos Y Log cos _TX . Log

T ) 43 4a

},(X.,_Y)EE'

Evidentemente, v & ndo-negativa em E , e e infinita sobre os la
dos x = + 2a. 0 lado y = a de E , & um subconjunto  compacto

de D ; portanto, existe uma constante M' tal que wu, < M at.

Similarmente, existe uma constante M''  tal que u, < M'', sobre

o tade y = -a , o qual e um subconjunto com pacto de C . Desde
que v & uma solucido, o principioc do maximo entac implica.

0 | < v+ Max (M' , M'"') , em E.

Em particular, no quadrade | x I'<a , | ¥y | < a , temos

da

kil

Log 2 + Max (M' , M'")

bu | <
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Provando assim que a sequencia & uniformemente Timitada em uma vi-

zinhanca de Q .

Isto tendo sido mostrado, o argumento restante e uma
tecnica cantnica na teoria das barreiras. | 4 |.

]

Lema & - "Seja D um dominio lTimitado em parte por um segmento
de reta A . Seja (u,} uma sequencia de solucoes da equacac de
superficie minima em D , a qual converge uniformemente sobre sub-.
conjuntos compactos de D para uma solucao u em D . Admita que
cada u, & continua em DUA , e que os dados de fronteira diver-
gem uniformemente para infinito sobre A . Entﬁb u assume 0 va-

tor + « .sobre A ."

Prova =~ Seja Q um ponto interior arbitrario de A . Denote por

D* o conjunto { | x | <a , | ¥y | <a}, como na prova do lema

anterior. Ent3ao exatamente como nagquela prova, a sequéncia Uy e

lTimitada inferiormente em D*; BDigamos Uy 2 -M
a

Seja u* a solucao da equacao de superficie minima

em D* , tomando o valor m sobre o lado y = -a e o0 valor -M

1231

sobre os demais lados. Entao, pelo principio do maximo, se n
suficientemente grande, temos un > ua em O0* . Assim, u > u% em
D* . Desde que u¥ & monotona crescente, segue-se imediatamente

que u assume o valor + o em O . Isto completa a prova.

]

Peorema I - 'Considere o problema de Dirichlet estabelecido na in
troducaoc e admita que a familia { Bi } e vazia. Admitia tambem que

0s dados assumidos sobre 0S5 arcos Ci sao limitados inferiormente.
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entao existe uma solucao, se, e somente se,

2 o<y

para cada poligono simples e fechado?5 cujos vertices s3o escolhi

dos entre as extremidades dos segmentos A, !

Prova - Seja u. a solucao da equacao de superficie minima em D,
tal que
U, =0 sobre U Ai
u, = Min (n, f) sobre U . .
onde f denota os dados assumidos sobre os arcos C, . Uma tal so

i
Jucdo existe e e unica de acordo com os resultados do capitulo 1,

Alem disso, pelo principio do maximo generalizado, a Sequéncia (u,)
¢ monotona crescente ém D . Assim, o teorema da convergéncia mond
tona aplica-se.

Admita que o dominio de divergéncia V @ ndo-vazio.
De acordo com o lema 6 , gualquer corda interior de D a qual 1i-
mita V , pode terminar somente em uma extremidade de algum segmen
to Ai . Alem disso, pelo lema da reta, o interijor do fecho conve-
xo de cada arco.C, esta contido em U . Consequentemente,cada com
nonente de V deve ser limitada por um poligono simples  fechado
gb cujas veértices estdo entre as extremidades dos segmentos Af A-

plicando o lema 2 a cada solucao u, no poligono 95 . obtemos :

; dyp, qu;n = 0
=

-5
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Aqui, @ e admitido como sendo positivamente orienta-
do, e Z' A denota a uni3o positivamente orientada daqueles

segmentos Ai que fazem parte de gé . Entdo, usando uma ou outra

parte do lema 5 , obtemos

i !
Lim d vy
n —>» o

@9“2' A

Por outro lado, pelo lema 2.

-{vy-a)

SRS
Z. A

consequentemente ‘temos y- ¢ < a , contradizendo assim as condi-

coes admitidas.

Assim,  V deve'ser.vazjo, e (u,) converge uniforme
mente sobre subconjuntos compactos de D para uma solugao u em D.
Pela construcao da sequencia (u)) » e Obvio que u assume o va-
lor + « sobre cada Ai. Alem disso, pelo lema 7 , u = f sobre
Ci'. Isto prova a primeira parte do teorema, ou seja gue a condi-
¢do enunciada e suficiehte, para que exista uma solugao.

Mostremos a sequir que a condicao 2a < y € necessa-
ria para gue uma solucao exista..Com efeito, suponha que u e uma
solucao do problema, e seja um poligono simples e fechado cujos
vértices sao escolhidos entre as extremidades dos segmentos A En

tao pelo lema 2
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Por outro lado, pelo lema 3

d ¥ )
G-Z' A

enguanto que pelo lema 4

Segque-se que 2a < y, como requerido. Isto completa a prova.

L]

No teorema segquinte removemos as varias restricGes im
nostas pelas hipoteses do teorema 1. Especificamente, os segmentos

de reta Ai ,» bem como os segmentos de reta -Bi serdo permitidos

ocorrerem sobre a fronteira de D ; e os dados assumidos sobre os

arcos Ci podem ser ilimitados superiormente e inferiormente,

gquando nos aproximamos das extremidades.

Teorema 2 — "Considere o problema de Dirichlet estabelecido na

introducao, e admita que a familia { C; 3 e nao-vazia. Entao e-

xiste uma 501ug30 assumindo dados continuos arbitrarios sobre 0s

arcos  C; se, e somente se,

2o <Y e 28 < v

para cada poligono simples fechado @P cujos vertices sao escolhi-

e 0SS segmentos B, .

1

dos dentre as extremidades dos segmentos Ai
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Prova -~ Em virtude do teorema 1, a primeira condicao acima & exa

tamente suficiente para gaﬁantip a existéncia de uma so]ugip a
qual assume o valor + o sobre cada Ai , € dado prescrito sobre
o restante da fronteira. Alem disso, usando uma simples modifica-
cao da prova desse teorema, pddemos ainda permitir descontinuida-
des nos dados em um nUmero finito de pontos, desde que os dados
sempre permanecam limitados inferiormente. Similarmente, a segunda
condicdo & suficiente para a existencia de uma solugcao a qual assg'
me o valor - = sobre cada Bi e dado prescrito sobre o restante
da fronteira.

Sendo esse 0 caso, podemos garantif a existencia de u

ma solugao um em D, tal que

ut = + > . sobre U A{" )
ut = 0 ~ sobre U Bi
ut = Max (0, f) sobre U €y .

onde f denota o dado assumido sobre 0s arcos C1 . Simiiarmente,

existe uma solucao u em D , tal que

u- = 0 sobre U Ai
U = - sobre U Bi
u- = Min (0, f) sobre U C,

i

Finalmente, seja u, a solucao da equacdo de superficie minima em
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D, tal que

u, = n sobre U Ai
un = =-n sobre I Bi
u, = fn | sobre U Ci .

onde fn denota a funcao f truncada superiormente e inferiormen
te por n e =n vrespectivamente.

Pelo principio do maximo generalizado, tem-se que

Conseguentemente, a sequencia (un) e uniformemente limitada so-
bre subconjuntos.compaCtos de D . Pelo principio da compacidade
e um processo diagonal, podemos extrair uma ;ubsequéncia a qual
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de D para u
ma solucao u em D

Pelo lema 7, temos que u = f sobre U o ,.e pelo
lema 8, a solucao assume o valor + o sobre U Ai e 0 valor - w
sobre U By . Isto prova a existencia de uma solugao sob as condi
cées 20 <y e 28 <y ., Que essas condicOes tamhém sao necessa-

rias, segue-se quase que exatamente como na prova do teorema 1. A

unica alteracdo requerida esta na prova de que
g d v <y - a
$-z'

Com efeito, o arco po1igona1 €¢5 ~Z.' Ay vpode agora incluir ar-
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cos B: ao longo dos quais (separadamente) o sinal de tqualdade

;
verifica-se.Contudo, desde que gD-zf' A; certamente inclui seg-
mentos os quais nao estao na familia { By 1, e aparente que,no glo
bal, a desiqualdade requerida permanece valida. 0 tratamento da

condigao 2B < y e inteiramente similar. Isto completa a prova.

]

Teorema 3 - "Considere o problema de Dirichlet como estabelecido
na introducao e admita que a famitia { Ci } e vazia. Entio exis~

— ”
te uma solugao se, e somente se

FooL « = B
para o poligono gﬁ consistindo da fronteira de D , e

20 <y e 28 <y
para todos os outros poligonos simples fechados @ cujos vertices

sao escolhidos dentre as extremidades dos segmentos Ai e Bi

Prova - Seja v, @ solucao da equacdao de superficie minima em D
a qual assume o dado de fronteira n sobre cada Ai e zero sobre

cada Bi . Para 0 < c¢c < n , idntroduzimos os conjuntos {abertos)

E ={v_>c¢ }Inb, Fc = { vV, < ¢ }nob

Esses conjuntos obviamente dependem do Tndice n , mas seria desne

cessario indicar essa dependeéncia explicitamente. Denote por Eé

. - i
a componente de Ec , cujo fecho contem Ai e por FC a componen

te de FC , cujo fecho contem Bi . Usando o principio do maximo
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generalizado, e evidente entao que

_ i _ i
EC = U Ec ; Fc = U FC .

Agora,se C e suficientemente proxime de n , os conjuntos { Eil}
sao obviamente distintos e di§juntos. Sendo este o caso, defina a
fungao M = H(n) , como sendo o infimo das constantes ¢ tais que
os conjuntos { Ei } sao distintos e disjuntos. Evidentemente os

. i o~ - e s . e
conjuntos { Fp-}_ sao tambem distintos, ainda que possa existir um

par de indices ( i, J ) tal que E

H
i . j -
u e existe algum FH 0 qual e

n'Ei £ 0 ..Isto; per outro
lado, implica que, dado qualquer F
distinto dele. ‘
Agora, seja u? ., 1 =1, ..., k, a solucao da equa-
cao de superficie minima em D , a qual assume o valor + = sobre
Ai e zero sobre a parte restante da fronteira. Tamb&m, seja u;
a solucac em D , a qual assume o valor - « sobre 05 seqmentos
Bis «vn s 81-1 . Bi+].; “oos Bk e 0 sobre a parte restante da
fronteira {observe que deve existir tantos arcos Bi quantos $ao

- - - — + - )
0S arcos Ai)' A existencia das solugoes wu; e u, e uma conse-

quencia evidente do teorema 1 e as condi¢oes dadas do teorema. Fi-

nalmente, para (x, y) em D defina

u+(x, y} = M3 x {u? (x, ¥) 3}, u (%, y) = Min{ u; (x, y) }
Agora colocamos wu, = v, - u(n) e afirmamos que

- +

U <o ou < , em D .

Para ver isto, observe de inicio que se u, > 0 em um ponto P,

entao P esta em algum E;
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Assim, aplicando o principio do maximo generalizando no dominio E;
encontramos u < u; em P , donde se segue a afirmacao. Por ou-
tro lado, se u, <0 em P , entao P pertence a algum conjunto
FL . Pelo que tem sido provado, existe um indice j = j(i) tal qué
FL 1 Fi = @ . Aplicando o principio do maximo generalizando no
dominio F; » encontramos Uy 2 ”3 . Desse modo, a afirmagao veri
fica-se tambem nesse caso. |

Desde que tem sido mostrado que a sequencia (un) e u
niformemente limitada sobre subconjuntos compactos de D, seqgue-se
do principio da compacidade que existe uma subsegquencia, ainda de-
notada por (un), a qual converge uniformemente sobre subconjuntos
compactos de D , para uma solugac u em D . Devemos ainda mos-
trar que u assume osldados de fronteira requeridds.

A (sub) sequéncia de constantes u(n) necessariamen-
te diverge para «..Pois, em caso contrario, extrairiamos uma ou-
tra subsequéncia de solucbes, ainda denotada por (u,) » tal que.
p{n) tende para um limite finito ~u_. Os valores de fronteira de

0
u, tenderiam entao uniformemente para U, sobre 0s segmentos Bi .

e divergeriam uniformemente para + « sobre o0s seqmentos Ai .Con

sequentemente, pelos lemas 7 e 8 , teriamos u = - Ug sobre 0s seg

mentos, Bi U = + « sobre 0s seqgmentos Ai' Obteremos agora uma

contradicao via os lemas 2, 3 e 4. Com efeitb, o Tema 2 implica que

5 dyp + S. dw =0

Z A, Z By

enquanto que pelos lemas 3 e 4 temos
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Sdlb <B,de=a
Z 8B, > A
mas isto contradiz a hitheselprincipa1 a = B . Consequentemente,
u{n) diverge para infinito.

Do mesmo modo, podemos concluir que n ~ y{n) tambem
diverge para infinito.

Assim, os dados de fronteira de (u )}, a saber, -u{n)
e n - u{n) divergem respectivamente para - « e + =« , Finalﬁente,
pelo Yema 8 , u assume os dados de fronteira apropnriados, ~ « so

bre cada B, e + = sobre cada A; . Isto prova a existencia de u
ma solucdo sob as condigoes dadas.Dé que essas condigoes s3ao neces
"sarfas, basta sequir exatamente o mesmo caminho como na prova do

teorema |1 _ o

]

Observagac - Alguns casos especiais desses resultados sao de in-
teresse. Por exemplo se D & um quadrilatero com lados A1 , C],
A,s C,s nesta ordem, entao a condigdo necessaria e suficiente para

yma solucao existir fica simplesmente

isto e, a soma dos comprimentos dos lados sobre os quais o dado
mais infinito & prescrito, sera menor que a soma dos comprimentos

dos lados sobre os quais dados continuos sao assumidos.

Se os lados. de D sao A] . B] , A B

os Bos nesta ordem,
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entao a condigdo @ um pouco diferente, mas iguaimente simples, a

saber,

| A] | + | Az | =] B] |+ ] B, e

Para poligonos com um numero de lados superior a quatro, nio exis
te em geral, nenhuma condicao necessaria e suficiente simples, to
davia alguns casos especiais podem ser citados. Por exemplo, se a
fronteira contem no maximo um arco JELi e no maximo um arco B1 s
entdo o problema de Dirichlet e sempre soliivel. Também, um poligo
no regular com Zn Tados, com dados infinitos sobre a fronteira ,

em lados alternados, obedece as condicbes necessarias e suficien-

tes.
§ 2 -~ 0 Teorema de Unicidade.

Nesse paragrafo, mostraremos que as solucoes do pro-
blema de Dirichlet para a equacdo de superficie minima, como esta
belecido nos teoremas 2 e 3, §Eo Unicas desde gue existam. Fare-
mos uma demonstracao conjunta da unicidade de solugao em cada um
dos teoremas citados.

Nesse sentido, temos o seguinte tecorema de unicidade.

Teorema 4 ~- 'Se existe uma solucao do problema de Dirichlet pa-
ra a equacao de superficie minima, como estabelecido nos teoremas

2 e 3, entao ela & unica.”

Prova - Faremos uso constante do lema 1 de modo a determinar vi

rias integrais, as quais ocorrem durante a prova.
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Sejam u; e u, duas solucoes do problema de Diri-

chlet como estabelecido na introducao, cada uma delas assumindo.os

mesmos dados sobre os arcos C, (se a familia { Cs } & vazia a

discussao e a mesma ate a etapa final). Seja M uma constante po-
sitiva grande, e defina a funéao

' M se (u1 - ”2) > M

P0G V) =M se (uy - uy) <M

u] "u, nos demais casos.

Evidentemente ¢ € uma funcao continua , fortemente

. - *
diferenciavel em D™ . com | ¢ | <M em D e ¢ =0 sobre os

arcos da fronteira Ci‘ Alem disso ¢x P1 = Py s ¢y = Gy - g9, no

conjunto onde | ug - U, | < M, e V¢ = 0 quase sempre no comple-
mento desse conjunto. B

Agora seja € um numero positivo pequeno, fixo.-Deng
te por D.g o© conjunto de pontos de D cuja distdncia a frontei-
ra de D e maior que § e cuja distancia aos conjuntos de pontos

de { Ay} e {B;1} e maior que g. Para & < ¢ a curva frontei

ra T de D 5 consiste de arcos convexos Ci adjacentes aos ar-
€
3 ]

cos Ci , arcos retilineos Ai e Bi adjacentes aos segmentos Ai

e Bi’ e arcos circulares adjacentes as extremidades de Ai e Bi

Consideremos a integral
I:ﬁdw
T

onde ¢ =‘¢] - wz e T & considerada positivamente orientada

(*) Diferenciavel no sentido de Frechet.
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Para 8 suficientemente pequeno, temos obviamente:

5 ¢ dy < 2 S 6| d s <2 E ] C; foi=1, ..., m

‘5 “

tambem para cada arco Aj s, temos:

fo v=(0dw -v,)
A A |

;Jup_(dw]-ds)-jtp(d@z-d:;)

Aj Aj

—>
n

. _.> .
p; . M 0y -
=f¢ (— - 1) ds -fq: (P - 1)ds
i W-l L 1 W2
A AL
j ]

A notacao sendo a mesma do lema 4..Quando § @ suficien |

temente pequeno, temos (como no lema 4)

( 43 )2
W o

> 1 - ¢

paortanto

f¢d;ﬁi 2e M| Ay |

Similarmente, para & suficientemente pegueno, temos:
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-f ¢ d ; < 2¢e M| Bj |
B;

Levando em conta os arcos circulares sobre a frontei-
ra ' , temos finalmente, quando & = &(e) e suficientemente pe-

queno:
T<2e T | Co [ +2 M (x| A +Z [ B | )+ 2mel(K+2).
Por outro lado, por uma integragaoc por partes e usan-

do o fato de que tanto u; quanto u, sio solucdes da equacdo de

" superficie mTnima, obtem-se:

| Py P2 9 92
I =14{ Py - pz) ( - ) + (q] - q2) ( = )} dX dy *
W W R w W
1 4 ' =] 2

a integral sendo calculada sobre a intersecdo do conjunto D 5

£
com o conjunto onde | uy - u, | < M . Fazendo agora € tender a ze
ro, uando a estimativa para I , e relembrando que a expressao en-

tre chaves e nao-negativa, determinamos imediatamente que

P Py 9 92
(p1 - pz) { - 3+ (q1 - Q2) ( - ) =0
no conjunto onde | u; - u, | < M . Desde que M pode tornar-se

arbitrariamente grande, segue-se que ¥ Uy = vV u, em D

Assim, Uy o= Uy # € em D . Se a familia { Cs } & va-
zia, isto prova a unicidade no teorema 3. Por outro ladso, se ela e
nao-vazia, entao pelas condicoes de fronteira a constante deve anu

lTar-se.Isto prova a unicidade no teorema 2. E]
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CAPTTULO IV

0 PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUACKD
DE SUPERFICIE MINIMA EM DOMINIOS NAO
CONVEXOS DO PLANG COM DADOS INFINITOS.

§ 0 - INTRODUGAO - Neste capitulo, generalizaremos

nossos resultados anteriores (teoremas 1, 2, 3, 4) de modo a in-
) - ] o~ v - -
cluir certos dominioes nao-convexos. Ainda que dominios convexos
sao necessarios para dados continuos, nossa discussio de dados des
continuos nos conduz de um modo natural 2 possibilidade de proble-
mas bem postos, para dominios nac-convexos. 0 problema estabeleci- -
do na introdu¢io do capitulo 3, de fato, generaliza-se de um modo.
. - ) . . - N

simples para dominios poligonais multiplamente conexos e mais ge-
ralmente, para qualquer dominio Timitado por uma familia de arcos
convexos. Isto sera feito no § 1, onde provaremos 0 nosso resuita.
do fundamental {teorema 5). No § 2 citamos alguns resultados obti-

dos recentemente por Spruck |18, Miranda [13]|, e Bassanezi |1].
§ 1 - 0 Teorema de Existencia e Unicidade.

Seja D um dominio limitado cuja fronteira consiste
de um numero finito de seqmentos de reta abertos e de um nimero fi
nito de arcos convexos abertos, juntos com suas extremidades. As-~
sim, em particular, D pode ter angulos re-entrantes e segmentos
de fronteira re-entrantes, e pode ainda ser multiplamente convexo.
Naturaimente, segmentos re-entrantes ou fendas devem ser considera

P
RN ERe A M
gIBLIOTECA CENTRAL
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dos como tendo dois ltados, sobre cada um dos quais dados sao atri-

buidos.

Sobre os arcos da fronteira atribuimos dados conti-
nuos, exceto que sobre os arcos retilineos, fambém permitimos os
dados de fronteira + « e - « , Como na introducao do cathu1o 3
e conveniente denotar por A], e Ak’ B], ceay Bg,
sobre os quais os respectivos valores + = e ~ » tem sido atribui

0s segmentos

dos, e denotar o0s arcos restantes por Cl’ «vos C . Em vista do Le

m
ma da reta, dados de fronteira positivamente infinito nao podem
ser atribuidos sobre segmentos da fronteira os QUais se intersec-
tam em um angulo éonvexo.Portanto;podemos admitir sem perda de ge-
neralidade que dois quaisquer dos segmentos Ai , bem c¢omo dois
quaisquer dds segmentoé Bi’ nao se intersectam.fofmando um angulo.
convexo. Se tambem atribuimos Dados Continuocs em Arco (isto &, da-
dos os quais sao continuos exceto em um numero finito de pontos) ,
entao podemos admitir, como no caso dos segmentos Jﬂ\_i e Bi , Que.
dois quaisquer dos arcos C. nao se intersectam formando um angu-
lo convexo.,

Agora seja Ega um dominio poligonal conexo situado em
D , cujos vertices sao determinados a partir dos conjuntos de ex-
tremidades das famTlias { A, }, { By } e { C, }. Denote pora ,'8

respectivamente, o comprimento total dos segmentos A, e B., os

i i’

. - . = . -
quais estao sobre a fronteira de gb e seja y o0 perimetro degﬁ.
Para provar a existencia de soluc3o no teorema 5, ne-
cessitamos de uma generalizagao do teorema estabelecido no capitu-

1o T. Registramos isso no seguinte lema.

Lema 9 -— ' Seja D um dominio limitado, cuja frontei
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ra consiste de um numero finito de arcos convexos abertos Ci,mais

suas extremidades. Entao, existe uma solucao da equacao de superfy
cie minima em D , a qual assume dados contTnuos limitados atribu7

dos sobre os arcos C,i !

Prova - A prova e feita via o processo de Perron. Seja v
uma funcao continua em D , e denote por € um disco fechado si-
tuado em D. De acordo com 0 resultado estabelecido no capitule 1,

existe uma solugao Uy ¢ da equacao de superficie minima em ¢, a
qual coincide com v sobre a fronteira de C. Denote por MC [ v ]
a funciao continua a qual e . igual a Uy o em C e coincide com v
em D - C, Relembremos que a fungdo v diz-se uma sub-solu¢do da
equagdo de superficie minima em D se v < ML v ] para todoe dis

co fechado € em D. Agora, denote por f os dados de fronteira

-

atribuidos, e seja ¢ uma funczo a qual e continua em D . Se ¢ &

entao ¢ e

uma sub-solugao em D, e ¢ < f sobre cada arco Csos

chamado uma sub-fungao em D . A classe F de todas as sub-fun-
coes e obviamente limitada superiormente por sup f , e portanto a

funcao

u{x, y) = sup v(x, y)

vegfF

esta bem definida em D. Usando o principio da compacidade e o prin
cipio do maximo, segue~se.exatamente como em | 4 | que u e uma so
Tucdo em D. Um argumento canonico de barreiras pode agora ser em-
pregado para provar que u assume os dados de fronteira f em ca-

da ponto dos arcos Ci’ para os quais uma barreira pode ser cons-
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truida.

Desde que existe uma barreira em cada ponto de fron-

teira convexo, a prova esta completa.

i . - —~ . -~ .

Teorema 5 = Se a familia { C; } & nao-vazia, entdo existe uma
— ~— - - - -

solugao da equagao de superficie minima em D, a qual assume o va

lor + « sobre cada segmento Ai s 0 valor =~ = sobre cada seg-

mento Bi’ e dados continuos em arco atribuidos arbitrariamente

sobre cada arco C.,, se, e somente sa

-I’
20 <y e 28 <y (**)

para cada dominio poliqonal @5 situado em D, cujos vertices sao
- determinados a partir dos conjuntos de extremidades das familias
{ Ay 1, o Bil} e { C;}. A solucao & Tinica se ela existe.

Se a famf!ia {C;1 e vazia, entdo uma solucdo exis-

te se, e sdomente se,

quando @ﬁ coincide com D e (*) se verifica para todos os ou-
tros dominios poligonais % propriamente contidos em D. Se a so

Tucdao existe, entdo ela @ Gnica a menos de uma constante aditiva.'

Prova - 0Observemos de inTcio que a prova de unicidade desenvol-
vida no teorema 4, nao requer a convexidade do dominio, e portan-
to ela se aplica igualmente sob as hipdoteses do teorema 5.

Suponhamos inicialmente que a familia { B, } & vazia
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e o dado atribuido e limitado inferiormente. Resulta do lema 9,

aue existe uma solugao un em D tal que U, = n sobre cada seg

mento A; e u_ = min{(n, f) sobre cada arco ¢

j n , ande f deno-

-t

ta o dado de fronteira.

Como na prova do teorema 1, (u ) & uma sequéncia
crescente. Alem disso, o conjunto de divergéncia V, se nao-vazio,
deve ser um dominio poligonal em D cujos vértices consistem t3o
somente de extremidades das familias { As ) ; { B } e { €, }.Pa~
ra ver isto, e éuficiente mostrar (em face da prova do teorema 1)
gue Y nao pode ter como vertice qualquer ponto de descontinuida
de de f sobre um arco Ci' Mas um tal vérticé, seria necessaria
mente um canto convexo_de V , e isto nos conduz facilmente a uma
contradicao como na prova do lema 6. Assim, se V & naa-vazio e-
Te deve coincidir com um dos dominios poligonais 95. Uma contradi
cao entao resulta do lema 6, da condicao 2& < v e dofato de que
.5 d v =0, onde a integral e calculada em torno da fronteira o-
rientada de@f .

Portanto, V' e vazio e a sequencia (u.) converge
para uma solucao em todo o dominio D. As afirmagoes de dados
de fronteira sequem-se exatamente como no caso convexo, via os le
mas 7 e 8,

Para estabelecer o caso geral, no qual a familia {Bi}
e nao-vazia e e permitido que os dados sejam ilimitados inferior-
mente sobre ©0s arcos CT’
vra a prova do teorema 2.

simplesmente repetimos palavra por pala

Admita finalmente que a familia { Ci } e vazia. Com

algumas poucas modificagoes, a prova do teorema 3 pode ser aptica

-
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da. Novamente seja vp @ solucao em D, a qual assume os dados de

fronteira n sobre cada segmento Ai e ¢ sobre cada segmento

Bi' Para cada numero real ¢, o0 < ¢ < n, defina os conjuntos a-

i i -
bertos E. , E. , F, , F. , como antes. Agora, da condigao p A | =

=71 Bi] , € do fato de que dois segmentos B1 podem intersectar

se sémente em um anqulo re-entrante, seque-se que o fecho de U Bi

nao pode formar um subconjunto conexo da fronteira de D. Alem dis

so, se dois segmentos B B: estap em componentes distintas de

i 7
U B,i , entao obviamente os conjuntos Fé , Fg sao disjuntos, para

¢ suficientemente pequeno. Seque-se entao que Fc e desconexo pa
ra valores pequenos de ¢, e conexo para valores de ¢ proximos a
nt

Agora, seja u = u(n) o Infimo das constantes ¢ tal.

que o conjunto F_ @& conexo. Entao E._ e F, sao ambos descone-

c u u
x0s. Logo, para cada conjunto EL existe um correspendente conjun
to Ei , disjunto dele, e para cada conjunto FL existe um conjun .

to Fi coem a mesma propriedade.

| Seja u? a solucao, a qual assume o valor + « sobre
cada segmento Ak para o qual K # 1 e o valer zero sobre 0 res
tante da fronteira. Similarmente, denote por u; a solugdo a qual
assume va]or - sobre cada segmento B|< para o qual K # 1 , @

anula-se sobre o restante da fronteira.

Finalmente, definimos
ut(x, y) = Max u?(x, yY 5 ou (%, y) = Min ui(x, y}.

Se pomos . u(n), segue-se como antes, via o principio do
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maximo, gque

- +
u < u <
— n-.—-

consequentemente, ¢ exatamente como na prova do teorema 3, existe
uma subsequéencia da seguéncia (u,)» a qual converge para uma solu-

gao u com as propriedades desejadas. Isto completa a prova. do

teorema.

I

Observagoes :

(1) Se ambas as familias { A; b e { By} sio  va-
zias, entdao a condigi3o (**) esta automaticamente satisfeita,e ob

temos assim uma generalizac¢ao do teorema do capitulo 1.

(2) Um caso interessante ocorre quando o dominio D e
um quadrilatero nao-convexo. O problema de contorno nesse caso ad-
mite uma solugao infca para dados continuos, atribuidos arbitraria
mente sobre os segmentos abertos da fronteira. Isto esta em oposi-
cao aparente ao bem conheéido exemplo de Radé-Sehwarz |15, p. 41},
de dados de fronteira continuos, para o qual nenhuma solugdo do pro
blema de Dirichlet e possivel. A resolucao desse "paradoxo", resi-
de na observacao de que no teorema 5 , a solugdo nao @ reqguerida
cumprir quaisquer condicdes nos vertices do quadrilaterc, enquanto
que no exemple de Rado-Schuarz , requer-se determinar uma solucgao
assumindo dados continuos em cada ponto da fronteira. Assim, neste
caso, 0 problema de contorno para dados continuos em arco,esta bem
posto enquanto que para dados continuos nao. Finalmente, ainda que

o problema de Dirichlet para dados continuocs sobre dominios nao-con

-



57.

vexos nao esta bem posto, solucoes podem existir em casos espe-

ciais. Em tais caso, a solugao coincide com aquela do teorema 5.

{3) Um outro caso interessante do teorema 5, no qual
as condicoes (**)} sao automaticamente satisfeitas ocorre se D e
um dominio duplamente conexo, cuja fronteira externa consiste so-
mente de arcos Ci' é suas extremidades; e cuja fronteira dinterna
e um poligono convexo. 0s valoreés + o e - o podem entio serem
atribuidos arbitrariamente sobre os lados da fronteira interna. Es
te resultado estd fundamentado mais geralmente na observagaa de
que se um seqgmento Ai da fronteira tem a propriedade de que ele
nao pode "ver" qualquer outro segmento Aj’ entac para os prop§
sitos de verificar a condigao 20 < vy , nao necessitamos conside-

‘rar dominios gﬁ formados com as extremidades dos Ai.

§ 2 =~ Resultados Recentes.

2.1 - 0Os Resultados de Spruck

0 estudo de superficies de curvatura media constante

3, dadas na forma nao-parametrica z = u{x, y), on-

H no espag¢o R
de u & uma funcao de classe c}(D), e equivalente ao estudo  de

todas as solugoes da equagao diferencial parcial

(1) div Y4 - 24
W
4 2
onde w = 1T + u + uy, | » VU o= (U, uy,
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Solugoes de (1) tem a importante propriedade variacional de mini

mizar a integral de area
jjw dx dy ,
" ,

entre todas as superficies nao-parametricas, com a mesma integral

ffeone

Sejam D um dominio limitado no plano e P ¢ D. De-

de volume

fina a Curvatura Exterior k(p) como sendo o supremo das curvatu
ras de todas as curvas de classe C passando por "p e nao inter
sectando D. Se nenhuma tal curva existe, entao k{(p) & definido

como sendo - o ,

Consideremos agora o sequinte problema:

"Seja D um dominio Tim;tado no plano cuja fron-
teira contdm dois conjuntos de arcos circulares 2
bertos { Ai } e { B } . satisfazendo k(Ai) =
= 2H e k(Bi) = ;2H respectivamente. Suponhamos
que dois quaisquer dos arcos Ai e dois quaisquer
dos arcos Bi , nao tem uma extremidade em comum.
A porcao restante da fronteira consiste de extre-

midades dos arcos [ Ai } é { Bi } e arcos aber-

tos { C; } satisfazendo k(ci) > 2H."
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Em seu trabatho, Spruck | 18 |, tem mostrado que e~

Xiste uma unica solucao de (1) em um dominio D como descrito
em (*), a qual assume o valor + « sobre cada Ai’ ~ o sobre’

Cada Bi’ e dados continuos sobre cada C.

i

Observagao : Para H = 0 , as familias de arcos { A; } e { B, 1}
passam a ser segmentos de retas, enquanto que a familia { Ci Y fi-
ca sendo arcos convexos, e o problema estudado por Spruck, redqé

se aquele por nos considerado anteriormente.
2.2, - 0s Resultados de Miranda e Bassanezti.

Sejam (Qj) uma sequencia nao decrescente de abertos

do R" , @ = _U] Qj e (fj) uma sequéncia de solucGes generaliza-
J= ' )

das da equac3do de superficie minima em Qj ; isto e,

it > [-w, 4],
e cada E. = [ (x, y) e R"! | % ¢ Q; e y < f£5(x) }

satisfaz:

.5 D ¢Ej| < + o , ¥ kcc QX R
K
e

5|D_¢Ej |§g[D¢M|ykccgij,chomMAEjcck.
k k
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Tem-se ent3ao 0 sequinte resultado: ( [ 1 ], p. 17, teor. 3.4)

"Nas hipoteses acima, existe uma Sequéncia crescente

de indices Jj(s) e uma funcao

fFirQ—>[-o, +e]

-

solucdao generalizada da eguacgdao de superficie minima, tal que

Lim fj(s) (x) = f(x) , para quase todo x e Q."

S —> + o

Consideremos agora, os sequintes cenjuntos:

P={xe ['Llﬁ fj(s) (x) = + « } - ]
N={{xegq|l Lim fjfs)(x) = —;w }
6=0- (P UN).
0 seguinte resultado e devido a Miranda | 13 |.
"0 conjunto P tem fronteira de medida minima em @
e satisfaz: |

x £ P => Lim inf p " Hy (B (x) 1 P) > 0 .
p é->0+
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xe (9 - p) = Lim inf p " H (B

- - .ll
. n(Bo(x) - Py >0 ."
p —> 0
Observagao : - Se no resultado acima, considerames @ como sen-.
2 2

do um aberto do R“, observamos que 9P R & u-
niao de segmentos de retas. Assim, tal -resultado

generaliza - o.nosso Tema da reta.

Bassanezt | 1 | , tomando por hase a solugdo do problema de Biri-
chlet para a equacao de superficie minima com dados infinitos, ge-
neralizou o principio do maximo de Witsche, considerando desta

feita dominios pseudo-convexos @ do R™M.

) . n o -
"Um conjunto @ =R e pseudo~convexo em um ponto

Xy € 92, se existe um aberto A< R com Xq € A, satisfazendo:

Sfdeil:i -S\|D¢QUEI
A A |

¥ E cc A , E mensuravel e limitado.

Q e localmente pseudo-convexo se for pseudo - convexo

em todos os pontos de Q.M

Tem-se entao "o sequinte vresultddo, - conhecido como

“Principio do Maximo Forte Generalizado.” | 1, teor., 4.1 |.
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“Seja 0 < RT um conjunto aberto e pseudo-convexo em

Xo € 30 . Seja A um conjunto com fronteira minima em uma bola a

berta BR(XO) de centro x, e raio R. Suponhamos que
A Ba(x)) = @l Bo(x,), com x e 2A

0

entdao existe r com o < r < R tal que:

BAN B (x,) = 32N B.(x,)."
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