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INTRODUÇ~O 

Quando um contorno fechado feito de arame é mergu

lhado em uma solução de sabão, uma pelicula fina de sabão ê for

mada no interior da região limitada por esse contorno. A ãrea da 

superfície resultante serã um mínimo relativo dentre as ãreas de 

todas as superficies desenvolvidas no interior da região, desde 

que a tensão de superf1cie atue no sentido de levar a película a 

uma posição de equilÍbrio estãvel. Entretanto, simples exemplos 

nos mostram que as assim chamadas Superfícies Minimas não são em 

geral ~nicas e n~m sempre_ correspondem a um minimo absoluto da ã 

rea de superfície. Assim é que se combinamos dois arcos circula

res com dois arcos de uma catenãria para formar uma curva de Jo! 

dan, podemos gerar pelo menos duas .superficies minimas simples

mente conexas e distintas. O problema de se determinar uma super 

ficie minima gerada no interior de um dado contorno e conhecido 

como Problema de Plateau. Por u~ lado, esse problema nos dã um e 

xemplo tipico de um Problema de Dirichlet não linear, e por ou

tro lado ele exibe algumas caracter1sticas de um problema de fron 

teira livre. Cabe salientar tambim que certas quest~es em dinãmi 

ca dos gases estão vinculadas ao problema de Plateau. 

Em nosso trabalho, trataremos da forma não-paramé

trica do problema de Plateau. Se uma superficie ~ estâ represen

tada em R3 na forma não-paramétrica por Z = U(x,y) onde ucC 1(D), 

então a ârea A de S , é dada por: 

A = !! /1 + 
D 

dx dy 
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Onde D e a projeção de S sobre o plano xy Se a função u r e 

presentar uma superficie minima, então a primeira variação da ãrea 

A deve anular-se, o que implica que u satisfaz ã Equação de Eu

ler 

_a_( "x ) + a ( 
uy 

) o = 
ax 

I 2 2' 3y 
I u2 21 1 + "x + "y 1 + + uy X 

Isto reduz-se a equaçao diferencial parcial elitica não-linear 

a qual se escreve na forma 

( 1 + q2 ) r - 2 pqs + ( 1 + p2 ) t = o 

onde 

s = "xy' t = uyy· Essa e a Equação de Superfrcie Mrnima (ESM). 

O problema clâssico de Dirichlet para a Equação de Su 

perficie Minima, consl,ste em se determinar uma função , u= U{ x, y) 

satisfazendo (ESM} em um dominio convexo Q , e assumindo o dado 

continuo sobre a fronteira de D Este problema foi resolvido 

primeiramente por Rad6 em 1930, baseando-se em um teorema de exis-

tência para o problema paramêtrico de ãrea minima. Ele observou 

que a restriçio a domTnios convexos ~ necess~ria para que as so

luções existam, correspondente a dados contínuos arbitrãrios sobre 

a fronteira. Por outro lado, se consideramos os prõprios dados, a 

exigência de continuidade, e certamente mais forte do que o neces-

sãrio para o problema ser bem posto. Por bem posto entendemos o se 

guinte: 
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Se -e a alasse das funçÕes f definidas 

sobre dD , o problema de Dirichlet para a 

Equação de Superf{cie M-ínima está bem posto 

para o dado na fronteira na alasse ':[' se e 

le é univocamente resolvido para toda f de 

-r. 

Nitsche mostrou recentemente, que o problema de Diri-

chlet permanece.bem posto ainda quando os dados são descontínuos 

sobre um conjunto de medida linear nula. Entretanto, era necessa-

rio que os dados fossem uniformemente limitados. Podemos todavia 

considerar situações onde dados infinitos são admitidos sobre os 

arcos da fronteira. Ainda que esse tipo de fenômeno e certa-

mente impossível para equações lineares, ele pode ocorrer de modo 

natural para a equação não-linear de superficie mínima. Um exem

plo t1pico ê a famosa solução de H.F.Scherk, descoberta em 1834, 

Log cos X - Log cos y, I X I < , I Y I < , 
2 2 

onde se observa que sobre os lados alternados do seu domínio de 

definição. esta solução toma sobre a fronteira os valores mais in 

finito e menos infinito. 

Nosso propEsito nesse trabalho foi o de fazer um apanha

do do desenvolvimento de uma teoria de exist~ncia e unicidade a

plicãvel a situações nas quais a continuidade dos dados e coloca

da i parte, e na qual dados infinitos de fronteira são permitidos. 

Esta teoria foi apresentada por Serrin & Jenkins em 1965 em uma 

série de tr~s trabalhos I 8, 9, 10 I e posteriormente generaliz! 

da em parte, po~ Miranda I 13 I em 1976. 
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CAPITULO I 

RESULTADOS PRELIMINARES 

§O - Introdução - Neste capítulo, faremos a título 

de revisão e fixação da terminologia, um resumo dos principais re-

sultados bãsicos, os quais serão utilizados nos capitulas subse-

quentes. 

Enunciamos no § 1, sem provas, mas citando as refe-

rências pertinentes, os principias da compacidade· e do rnãximo gen! 

ralizado, bem como a fundamental desigualdade de Harnaak. 

Fazemos no § 2, uma descrição sumãria do processo de 

Perron e enfatizamos a técnica de barreiras, métodos esses que se-

-. rao explorados em algumas passagens dos nossos resultados. 

Fundamental para todo o trabalho, é a existência de u 

ma solução do problema de Dirichlet para a equaçao de superficie 

minima em um dominio convexo de R2, com dado de fonteira contínuo. 

Como temos observado, esse resultado clãssico é devido a Radó, ~ue 

baseou sua prova sobre o teorema de existência para o problema pa

ramétrica de ãrea mínima. No § 3, damos uma prova alternativa des

se fato, evitando inteiramente referências ao problema paramêtrico. 

cie mínima 

§ 1 - O princípio da compacidade. O principio do mâxi 

generalizado. A desigualdade de Harnack. 

Seja u = u(x, y) uma solução da equaçao de superfí-
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em um dominio (aberto conexo) D de R2• 

Como tem sido mostrado em I 17, pp. 376 I, as deriva 

das de u em um ponto p de D, podem ser estimadas em termos da 

distância de -p a fronteira de D , e uma limitação uniforme so-

bre a magnitude de u. Em consequência desse resultado, obtém-se 

em 16, p. 374, Teor. 3~ I o seguinte principio: 

O Prina!pio da Compaaidade. 

" Seja ( u n ) uma -sequencia uniformemente limitada de 

soluções da equaçao de superficie • m1nima em um dominio D ' então, 

existe uma subsequência de (un) a qual converge para uma solução 

u em O , sendo a convergência unifQrme nas partes compactas de 

o." 
Via este principio, e usando a têcnica de barreiras , 

obteremos no § 3 uma prova simples e imediata do teorema de exis 

tência do problema de Diriehlet, para a equação de superfície mini 

ma em dominios convexos, com dado de fronteira continuo. 

Em 1965, Nitsche ! 14 I obteve o seguinte resultado, 

conhecido como: 

O Principio do Máximo Generalizado. 

11 Sejam D um domfnio limitado no plano e E um con 

junto finito de pontos sobre a fronteira de D , admita que u1 e 

u2 são duas soluções da equaçao de superficie minima em D ,sati! 

fazendo: 
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L1m inf ( u1 - u2 ) ~ O 

quando nos aproximamos de qualquer ponto de dO - E. Então u1 > u2 
em D. 11 

Estabelecemos a seguir uma desigualdade, anãloga ã de 

sigualdade de Harnaak, da teoria clãssica do potencial. Para uma 

demonstração ver I 8, p. 203 I. 

A Desigualdade de -Harnack. 

11 Seja u uma soluçio positiva da equaçao de sup~rff-

cie minima no disco unitãrio f z f < 1. Então existem funções 

01 (t, r), o2 (t, r) satisfazendo 

o1 (u (O, 0), I z ll 2 u(z) 2 02 (u (O, 0), z I l 

onde as funções Q1 e 02 tem as seguintes propriedades: 

para t fixo, Q1 (t, r) e uma função continUa, estritamente de

crescente em r , definida para O < r < 1 e 

01 (t, O) = t , o1 (t, 1) =O 

por outro lado, Q2 (t, r) ~ uma função continua, estritamente de 

crescente em r , definida para O < r < p(t) e 

Q2 (t, O) = t , Q2 (t, p) = oo 

onde p(t) e uma função continua, estritamente decresc~nte e sa-

tisfazendo p(O) = 1, p(oo) =O. 

Finalmente, para r fixo, Q2 (t) = O (t) quando t 

tende a zero. u 
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r 

A desigualdade de Harnaak 

para um problema do tipo 
superfície mínima. 

§ 2 - O Hetodo de Perron. 

Seja D c R" um domínio. As funções continuas 

u D ---> R que satisfazem em O a equação de Laplace 

<lu = O 

4 o 

sao conhecidas como Funções Harmonicas. Aqui, 6 denota o opera-

dor de Laplace: 
n 

i=l 2 ax. 
1 

Relembremos em que consiste o problema de Dirichlet 

para a equação de Laplace. 

Seja D C R" um domínio limitado. O problema de Di-

richlet para a equação de Laplace consiste em dada uma função con 
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tinua f ao ---> R, procurar uma função 

u o c2 (D) I) C0 (D) , tal que 

~u = O em D 

u = f em ao 

Um dos métodos de resolução do problema de Dirichlet, 

é aquele devido a Perron. Ele utiliza cs noções de função subharmô 

nica e superharm5nica, as quais sio generalizaç~es, a _dimensões s~ 

periores, de funções convexa e concava de uma variãvel; justamente 

como funções harmônicas são generalizações de funções lineares de 

uma variãvel; isto~. soluções da equação de Laplace u~i-dimensio

nal. Passemos ã definição dessas funções. 

Sejam v uma função continua em um domínio D , e c 

uma bola fechada em D. Denotemos por Me [ v ] a função conti-

nua, a qual e harmônica no interior de c e igual a v no res-

tante de D. 

Dizemos que a funçãO v ê subharmÕnica (superharmõ

nica) em D se v satisfaz a desigualdade 

v < Me [ v J ( v > Me [ v J ) 

para toda bola fechada C de D. 

Al~m dos conceitos de função subharmônica ~ superha! 

mOnica, o mêtodo de Perron tambêm utiliza o teorema de Harnack so 

bre a convergência de funções harmônicas: 
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Teorema de Harnack I 4, p. 273 I 
''Seja (u

0
) uma sequincia não-decrescente de funç5es harm5nicas em 

O. Se para um ponto x0 o O, a sequência (un(x 0)) converge, en 

tão a sequência (u
0

) converge uniformemente, nas partes compac

tas de D , para uma funçio harm5nica''. 

A idêia de Perron consiste em tomar a classe F de 

todas as funções u subharmônicas em O , e tais que u(x) ~ f(x) 

para x t ao, e a partir dela definir a seguinte função, conheci

da como função d~ Perron : 

U (X) = Sup 

u ' 

u(x) 

F 

A seguir, prova-se sem fazer nenhuma restrição no ti 

po de domínio D , usando o teorema de Harnack, que U (x) ê har 

mônica em D e que serã solução do problema·- de Dirichlet 

que 

Lim U (x) = f(x
0

) 

X-> X o 

(*) 

desde 

para todo xo c ao. I 4, p.310 ! o Observe que a solubilidade do 

problema de Dirichlet se reduz ao estudo da função de Perron na 

vizinhança da fronteira. 

Um ponto x
0 

E aO é chamado Regular caso {*) se ve 

rifique. Um critêrio de regularidade de um ponto pode 

ser dado usando a noçao de Barreira. 

Um domÍnio O tem uma Barreira em um ponto x
0 

c aO 

se existir uma função real continua W : O---> R tal que: 
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(2) W (x) > O para x E O - { x
0 

}. 

(3) - W e subharmõnica 

Então, pode-se provar que ao e constituida de pon-
, 

tos regulares se, e somente se, todo ponto x
0 

€ ao tiver uma bar 

reira. 

Portanto, a solubilidade do problema de Dirichlet pa-

ra a equaçao de Laptaee se reduz ã existência de uma barreira em 

cada ponto da ao I 12, p. 327, Teor. 3 I· 
Vârias condições (suficientes) sobre a geometria de O 

podem ser formuladas, que garantam a existência de barreiras e por 

tanto deem a solubilidade do programa de Oirichlet. 

Para os nossos propÕsitos, destacamos a: 

Condição da Esfera de Poinaaré 

u O satisfaz a condição da 

esfera se, para cada po~ 

to x
0 

c ao, existir uma 

bola fechada C tal que 

Cf1D={x
0

}.
11 

Se D satisfizer a condição de Poincaré~ então e po~ 

sivel definir uma barreira para cada ponto x
0 

E ao , e consequen

temente o problema de Dirich~et tem solução. I 4, p. 312 I. 
No caso de O ser um dominio em R2 , pode-se mostrar 

a existência de barreiras desde que, para cada ponto x
0 

e 3D , e-



xista uma função continua $ 

~(t) i D para O < t < 1 

[o, 1] -> R2 tal ~ue ~(o) = 

4,p.311l 

8. 

x
0 

e 

§ 3 - O Probtema de Dirichtet para a equaçao de su

perf{cie mlnima em dom{nios eonvexos do plano com dados contlnuos. 

Consideremos inicialmente o problema clãssito de Di

richlet para a equaçio de superflcie mínima. Temos o seguinte re-: 

su ltado: 

" Proposição Seja D um domínio convexo e limitado do plano. En 

tão, existe uma solução da equaçao de superfície mínima em D , as 

sumindo dado continuo sobre a fronteira de D • " 

Prova Considere dado continuo f ( s) associado, como Uffiâ fun-

çao do comprimento de arco s ao longo da fronteira de D . Seja 

f(x, y) alguma extensão contínua de f ( s ) ao fecho de D ' e de 

classe c2 em D . Agora cons i"dere uma sequência crescente de do 

minios estritamente convexos (0
0

) , tal que (0
0

) tende a O 

quando n tende a infinito. De acordo com um teorema de Haar; o 

problema de Dirichlet em Dn com dado de fronteira un = f(x, y), 

tem uma Ünica solução 15, cap. 4 I Alêm disso, pelo princ1pio 

do mãximo~ a sequência {un) ê uniformemente limitada. Portanto, 

pelo principio da compacidade e um argumento diagonal, podemos ex

trair uma subsequência a qual converge uniformemente para uma solu 

-çao u em D 

Resta tão somente mostrar que u = f sobre a frontei 

ra de D Isto pode ser obtido pela técnica de barreiras. Conten-

tamo-nos aqui em provar a existência de uma barreira em cada ponto 
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Q da fronteira de D . 

Para isto, é suficiente determinar para cada par de 

numeras positivos M , 6 , uma vizinhança V de Q e uma solução 

positiva W da equação de superfície mínima em V n D , tal que 

(1) V no estã contido no disco de raio 6 em torno de Q. 

(2) W > M sobre a V n D . 

(3) W(Q)=O. 

Uma tal função ê 

14 (X ' y) t1 + 6 ( Log 2 
= c os X - Log c os 2 

y) ' a qual e obti 
2 6 6 

tida por translação e rotação dos eixos da solução de Scherks co-

mo mostrado na fig. 2 • (V 1l D estã hachurado). 

Fi g. 2 

Usando a existência de solução do problema clãssico 

de Dirichlet, o princípio da compacidade, e um arqumento de aprox! 
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maçao, Nitsahe I 14 J, generalizou o resultado clãssico, conside-

rando dado descontínuo na fronteira. 

Estabelecemos aqui uma versão restrita do resultado, 

o qual e provado usando os métodos acima, e alêm disso e suficien 

te para os nossos propõsitos. I 6 I . 

"s . Teorema - EJam D um dominio convexo e limitado do plàno e E 

um conjunto finito de pontos sobre a fronteira de O . Denote por 

C = ao - E (obviam~nte C consiste de um nUmero finito de ar~os 

abertos). Então existe uma soluçio da equação de superfície míni

ma em D com dado continuo e limitado, previamente definido, so-

bre os arcos de C " 

Observação No capitulo IV, provaremos uma generalização des 

se resultado ( Lema 9, cap. IV ). 



Capitulo IJ. 

TEOREMAS DE EXISTtNCIA 

PRELIMINARES 

11. 

§ O - Introdução - Neste capitulo, serã obtido ini-

cialmente no § 1 uma estimativa concernente ao comportamento de u 

ma solução da equaçao de superfície mínima, prõximo ã fronteira do 

seu domlnio de definição. A seguir no § ?., partindô-se de uma sa·

lução u dessa mesma equação em um domínio D, obtém-se uma função 

IJ!, chamada a FUnção Conjugada de u, a qual desemoenha--·um papel 

relevante na solução do problema de Oirichlet com dados infinitos. 

Em seguida, provamos alguns lemas fundamentais. Finalmente, no §3, 

obtemos dois resultados de real importância, quais sejam, o teore

ma da convergência monõtona e o lema da reta. 

d 

§ 1 - A Função Conjugada. 

Sejam 

a distância de P 

P um ponto em um domínio convexo 

ã fronteira de O . Além disso, 

qualquer ponto da fronteira de o cuja distância a 

por v o vetor unitãrio dirigido de P a P'. 

O de R2 e 

denote por P' 

p -e d , e 

Seja u = u(x, y) uma solução da equaçao de super-

ficie mínima em D Denote por S a superfície Z ~ u(x, y) em 

por P* o ponto sobre s diretamente acima de P , e por r 

a distância geodésica, ao longo de S , de P* ã fronteira de S. 

Tem-se então a seguinte estimativa: 
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Fi g. 3 

Lema 1 - "Suponha que as hipÕteses sao como descritas acima, e 

que d 
r < -- . Então no ponto p temos: 
8 

I v. v u > 1 4 
d2 - , 

w r2 

" onde w = 
1+1Vul'. 

Prova Consideremos inicialmente as diferenciais 

d f; ( 1 + 
1 + q2 

) dx + ( _E.9_) d y = 
w w 

d n ( _E.9_) dx + ( 1 
1 + p2 

) d y = + . 
w w 



Observemos que em um domínio de uma solução tem-se 

a 
ay 

ax 

( 1 + 

( 1 + 
2 1 + p 

w 

) = 

) = 

Alem disso, as funções 

Pq 1 + q2 ) (--). ( 1 +-=-~-'- e ( 1 + 
w w 

a 
ax 

a 
ay 

w 

1 3. 

sao de classe c1 nesse domínio. Logo, as diferenciais d~ e dn 

sao ai exatas. Podemos portanto, por integração, introduzir novas. 

variãveis ~ , n de acordo com as fórmulas acima, com 

i;(P) = n(P) =O. 

Considerando a aplicação (x, Y) ---> (é, n) , obser-

va-se que ela e uma expansão, sendo por conseguinte injetiva de D 

sobre algum domrnio a no plano (f;, n). 

Afirmamos que fl contêm um circulo de raio r em tor 

no da origem. Com efeito, se 

denota a métrica euclidiana sobre S, então por cãlculo direto 

= ( 1 + w )2 > 1 
w 
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Consequentemente, se existisse um caminho radial em â 

da origem ã fronteira de â , tendo comprimento menor que ou igual 

a r , existiria em correspondência uma curva sobre S de P* -a 

fronteira de S , tendo comprimento menor que r . Desde que isto 

contradiz a definição de r , a afirmação estã provada. 

Para provar o lema, podemos admitir sem perda de gen~ 

ralidade que v aponta na direção positiva dos x • Agora a fun

çao x = x ( ~. n ) ê harmônica em â , e alêm disso, pela nossa 

construção e a convexidade de D 

x - xp ~ d em D . 

Consequentemente, a função d + xp - x ( <. n ) -e 

nao negativa e harmônica em â Aplicando a desigualdade de Har-

nack a esta função no disco < encontramos facil-

mente que 

IVx(O,O)I= Vx I < o 2 d 

r 

por outro lado, por câlculo direto obtemos 

I v X I 2 = X~ + X~ = 

se escrevemos, À 2 d = então segue-se que no ponto p 
r 

1 
À 

1 + w 1 
< ' < 

1 + w w 1 - À 



e 

p2 

7 = 1 -

finalmente, se À < 
1 

4 

P I 
> 

w 

1 + q2 

w 

' obtemos 

1 1 - n 
1 - À 

> 1 
À2 -

À)2 
. 

( 1 -

em P 

> 

isto completa a prova, desde que por orientação dos eixos, temos 

v. vu = p em P. 
D 

1 5. 

Seja u = u (x, y), uma solução da equaçao de superfi 

cie minima em um dominio O . Então a diferencial 

do/ = __ P__ dy - __ q__ dx 
w 

ê exata em D . Com efeito, visto que as funções ( __ P_ ) e ( __ q_) 

sao de classe c1 em O , basta mostrar que: 

a 
ax 

__ P __ ) + 
w 

d 

ay 
( __ q __ 

w 

para isto. observamos de inicio que 

= o 

w 

a 
ax 

( __ P __ ) = 
w 

1 

7 
{ w 

ux 

VI 
( "x "xx + "y "xy ) } 

w 

( 1 ) 



a 
ay 

(_g_ ) 
w 

{ w "yy -

1 6 • 

"yy + "x "xy ) } ( 2) 

adicionando as expressoes (1) e (2) , obtemos apõs algumas simpli 

ficações: 

a 
ax 

(-p-) + 
w 

(-q_), ~ { 
ay w w 

(1 + u~) "xx - 2ux "y "xy + 

(3) 

mas, sendo u = u (x, y) solução da equaçao de superflcie minima, 

resulta que a expressão entre chaves em (3) ~ identicamente nu-

la; e assim 

a 
ax 

(-p-)+ 
w 

como querTamos que fo~se; 

a 
ay 

(-q-)=0, 
w 

Definição A função W obtida por integração da diferencial e-

xata 

d~ = _P_ dy - _g_ dx 
w w 

-e chamada a Função ConJ·ugada de u. 

Desde que em D temos < 1 ' 
w 

segue-se, da desigualdade do valor médio, que ~ e Lipschitz con-
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tlnua no fecho de D . Em paticular, a diferencial d$ pode ser 

integrada ao longo dos arcos que constituem a fronteira de O , i~ 

dependente do comportamento de u em ao . o seguinte resultado e 
então imediato. 

Lema 2 
j" 

- Seja u uma solução da equaçao de superficie minima em 

um dominio D . Seja C uma curva suave por partes situada no fe

cho de D . Então, denotando o comprimento de C por f C f, temos 

1 f dw 1 < c 
c 

além disso, se r e uma curva simples fechada, cujo interior estã 

contido em D , então 

s d$ = o • 
r 

§ 2 Lemas Fundamentais, 

Definição Sejam O um dominio no plano. E y um arco da fron~ 

teira de O . O arco y diz-se convexo se cada ponto de y pos

sui uma vizinhança V tal que V n D é um dominio convexo. 

Agora seja C uma curva suave por partes situada em 

D . Desde que [ V $ [ < 1 em D , segue-se que 

I s d$ I < I c I 
c 

O lema seguinte assegura-nos que o mesmo resultado se 

verifica para arcos convexos C sobre a fronteira de D, desde que 
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u seja ai continua 

Lema 3 - "Seja u uma solução da equaçao de superfície mínima 

em um dominio D . Suponha que u ê continua sobre um arco conve 

xo C , o qual e parte da fronteira de D . Então 

I ) dw I < 1 c 1 

lo 

c 

Prova r suficiente provar o resultado para um sub-arco de c. 
Consequentemente, por restrição conveniente do domínio de u p~ 

demos admitir sem perda de generalidade que D e convexo e que 

u ê continua sobre a fro~teira de D Sendo este o caso. seja 

c• o suh-arco {aberto) da fronteira, o qual ê complementar a C. 

Além disso, seja u* a solução do problema de Dirichlet em O a 

qual assume o valor u sobre C' e. u + a sobre C (aqui, a -e 

uma constante). Observe que a existência de u* estã 

pelos resultados do capitulo I. 

Agora considere as funções 

u ; u* - u , W = W* - W 

garantida 

tem-se que u = a sobre C e u =O sobre c•. Assim, pelo pr.i_n 

cipio do mãximo generalizado, u ê uniformemente limitada em D. 

Portanto, se usamos integração por partes .e um argumento de aprox.i_ 

mação. não ê dificil mostrar que 

5ad;j;= p) ( ....!'.: 
w* 

c o 

_P_) + (q*-q) (~ 
w w* 

_q_) ]dx dy 
w 
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Como a expressao entre colchetes e não-negativa e nao 

identicamente nula em D , segue-se que 

tomando a = 1 e lançando mao do lema 2, tem-se: 

) dljl* < I c I 
c 

similarmente, tomando a = -1 obtém-se: 

assim, em qualquer caso tem-se 

I ) dtljl I < I c I . 
c 

D 

Da definição de arco convexo, segue-se que um segmen

to de reta ê um caso especial. Nesse sentido, o lema seguinte ê um 

comrlemento interessante ao lema anterior. 

Lema 4 -"Seja D um domlnio limitado em parte por um segmento de 

reta T, orientado de modo que a normal a T é a normal exterior 

a D Seja u uma solução da equação de superficie minima em O, 

a qual assume o valor + ro sobre T . Então 
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• 

Prova A prova depende de uma estimativa para o gradiente de u 

em pontos P prÕximos a T 

Denote por PE , Q€ respectivamente os pontos de T 

os quais estão a uma distância t dos pontos inicial e final de T, 

e por Te o segmP.nto orientado 

aqueles pontos de O situados respectiva1nente sobre as perpendic~ 

lares a T em P~ QE e a uma distância ô de T Finalmente 

seja cr a distância de Tt a ao - T . 

D 

Fig. 4 

Agora, apliquemos o lema 1 no dominio convexo D' con 

sistindo daqueles pontos de D cuja distância a T€ e menor que 

cr . Seja P um ponto sobre o se~mento T<ô = P88 000 Se ô e 



suficientemente pequeno, então P & O' e também r > • d = § 
-> 2 

e v = n e a normal a Ttô • As hipÕteses do lema 1 são satis-

feitas se d < __ r_ . 
8 

nos convenientes de 

Consequentemente, para todos os valores pequ! 

ô , temos em cada ponto de 

-> 
n p > 1 ( 4ô )2 onde - ' w (] 

-> -> 
p = p i + q j • 

-> 

Observemos que d 1)J ( n. p ) ds = 
w 

T 
.EÔ 

sobre 

tanto, integrando d 1)! ao longo do caminho fechado r . 
do dos segmentos 

·ma 2, obtemos 

o = sd $ :2. fct 1)J 

r T 
'E 

o que implica 

f d 1)J > f d \~ - 2 ô > 

T, T 
EÔ E 

> T I 
E 

{ 1 - ( 

fazendo ô tender a zero, obtemos 

5 d 1)J > 
T 

& 

T I 
E 

) d 1)J + 2 o 

T 
E.Ó 

-> 

T I { n. p } - 2 ô 
E w 

~)2 } . - 2 ô 
(] 

T oô Por

consistin -

21. 



Agora, fazendo ~ tender a zero e usando mais uma 

vez o lema 2 , segue-se o resultado desejado. 

o 
Por uma variação natural da prova que temos dado, ob

temos a seguinte generalização do lema anterior. 

Lema 5 - "Seja D um domlnio limitado em parte por um segmento 

de reta orientado T , como no lema 4 . Seja ( u
0 

) uma sequen

cia de soluções da equação de superficie minim~ em D , sendo cada 

22. 

u
0 

continua em D U T. Admita que a sequência diverge uniformeme~ 

te para infinito sobre subconjuntos compactos de· T , enquanto que 

permanece uniformemente limitada sobre subconjuntos compactos de D. 

Então 

Lim 
n -> 

d ~n = T 

Por outro lado, se a sequência diverge uniformemente 

para infinito sobre subconjuntos compactos de D , enquanto que 

permanece uniformemente limitada sobre subconjuntos compactos de 

T , então 

Lim 
n -> ro 5 - I T I " • 

T 

§ 3 O Teorema da Convergência 

MonÓtona. 

As provas dos teoremas de exist~ncia do caprtulo III, 



dependem altamente do comportamento limite de uma família monôto-

na crescente de soluções da equação de superfície mínima, em um 

domínio D . t nossa intenção nesse parãgrafo, preparar o terreno 

nessa direção. 

A seguinte definição ê similar ãquela dada no § 2 . 

Definição - Sejam D um domínio no plano e y um arco da fron-

teira de D O arco y diz-se conexo se cada ponto de y possui 

uma vizinhança V tal que V n O i um domínio conexo. 

23. 

O resultado seguinte serã admitido (IR\ Lema 6,p·.206) 

Proposição 1 -"Seja y um arco conexo aberto, parte da frontei 

ra de um conjunto convexo R. Seja u uma solução da equação de 

superfície mÍnima em R , tal que u e contlnua em y . Então, 

para qualquer subconjunto compacto K do fecho convexo de y • ! 

xiste um nUmero N , dependendo de K , mas _independente da solu-

çao u , tal que para todo z ~ K 

Min 
A 

- . u - n < u (z) < Max u + N . 
A 

A seguinte proposição ~ conhecida como o Teorema da 

Con~erg;naia Mdn6tona; e a ela, nos referimos desse modo no que 

se segue. 

Proposição 2 - "Seja { un ) uma sequênC"ia monõtona crescente 

de soluções da equação de superflcie mlnima em um domfnio O . Se 

a sequência ( un ) ê limitada em um ponto P de O , então 

(1) Existe um conjunto aberto não-vazio A c:: D tal que ( u0 ) 
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converge para uma solução u em A. 

(2) A função u = Lim un ê continua em ( - ~ , + ~ ] 

(3) u = + oo no complemento de A. 

(4) A sequência (un) converge uniformemente para u sobre sub

conjuntos compactos de A e diverge uniformemente sobre subcon-

" juntos compactos do complemento de A. 

Prova Se u = oo , então nada temos a provar; portanto, supo-

nhamos que existe pelo menos um ponto P r- D onde a sequência 

(un) permanece limitada. Seja V(p) c D uma vizinhança de ·p 

Então, existe uma constante M , tal que para todo z em V(p) 

portanto, u + M > O em n· V(p). Por outro lado, 

un(z) + M < Lim un(z) + M < oo 

Assim, em virtude da desigualdade de Harnack, u (z} é uniformemen n -

te limitada em algum disco em torno de P . Desse modo. pelo pri~ 

cipio da compacidade, {un) converge uniformemente para uma solu

ção em todo subconjunto compacto do disco. 

Em resumo, se a sequência permanece limitada em um 

ponto, ela converge em um conjunto aberto em torno desse ponto p~ 

uma sOlução. 

Denotando por A o conjunto onde (un) converge, se-

que-se que A é aberto, e que (un) converge para u~a 

u em A. Isto prova (1 ). 

solução 
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Seja u = Lim un . Observemos que, em pontos de A, u 

ê continua visto ser o limite de uma sequência uniformemente con

vergente de funções continuas. Agora, para pontos Q e D - A e ca 

da sequência z -> Q m temos 

L i m i nf u(z ) > u(Q) = + ~ , m -

pois desde que u , sendo o limite de uma sequência crescente de 

funções continuas, e semi-continua inferiormente. 

Assim, Lim u(zm) = u(Q) , e desse modo u ê continua em Q . Is 

to prova (2). e (3). 

Observemos agora que, em virtude do teorema da conver 

gência monõtona de Dini, ([3[ p. 57) a sequência (un) converge 

uniformemente para u sobre subconjuntos compactos de A Isto 

prova a primeira parte de (4). Mostremos a seguir que (un) diver 

qe uniformemente para oo sobre subconjuntos compactos de (0-A) . 

Com efeito, se este não fosse o caso, existiria uma sequência de 

pontos zm e (D-A) tendendo a um ponto Q de (D-A) tal que 

u(z)<M'<~ m m 

para alguma constante M' . Pela desigualdade de Harnack, existe! 

ma constante M'' e um disco Km com centro em zm e raio fixo, 

tal que u(z)<M" m - pq.ra todo z e K . (veja a prova de (l) ). m 

Desde que o ponto Q estaria necessariamente em todos, com exce-

çao de um numero finito desses discos, pois z --> Q • m segue-se 

( n) M• • • que u , < contradizendo o fato de que Q e D - A. 

o 



26. 

A seguinte proposição ê conhecida como o Lema da Reta, 

e de agora em diante referir-nos-emas a ela desse modo. 

Proposiçâo 3 - "Seja (u
0

) uma sequincia mon5tona crescente de 

soluções da equaçao de super~icie mínima em um domínio D ' e 

(un) - limitada ta que e em um ponto p de d Então ou A 

ou A -e limitado por segmentos de retas de D e por arcos 

fronteira de D (veja a fig. 5 ) • " . 

Observação Na proposição 3, o conjunto A e aquele obtido 

proposição 2 

F i g. 5 

D 

Uma possível confiquração 

limite de acordo com a 
proposição 3. O conjunto 
de convergência A ( nao
hachurado ) tem duas com
ponentes disjuntas. 

admi 

= D 

da 

na 



2 7. 

Pr>ova Provemos inicialmente o resultado no caso especial em 

que D e um disco aberto. Podemos admitir que A ! D , pois em ca 

so contrãrio nada temos a prova~ Oque agora devemos mostrar,ê que 

a fronteira de A consiste de cordas de D junto com arcos circu 

lares da fronteira de D . 
-Seja A qualquer componente de A . Afirmamos que A 

--e convexo. Com efeito, sejam p1 , p2 dois pontos quaisquer de A. 

Desde que A -e conexo e aberto, existe um arco poligonal A' em 

A ligando pl a p2. 

mos admitir que Pl r p2 
' 

na o fossem, então uma 

ri a a esta situação. 

Agora, u 

ti nua e limitada sobre 

Seja R o fecho convexo de A1 .Em geral pode 

sao pontos interiores de- R ; pois se eles 

ligei_ra alteração do arco A• nos conduzi-

-e uma solução em A e portanto ela e con

e desse modo cada fun-
' 

çao u
0 

, é continua e uniformemente limitada sobre A• Canse-

quentemente, pela proposição 1 , as funções 

limitados sobre subconjuntos compactos de R 

é finita em todos os pontos interiores de R 

-un sao uniformemente 

Isto implica que u 

e em particular ao 

longo do segmento de reta p1 p2, . Assim, p1 p2 estã em A , don-

de A -e convexo. 

Desde que A e convexo, sua fronteira deve consist~r 

de arcos convexos interiores a O , juntos com um ou mais arcos da 

circunferência de -D • (que A pode ser extendido a fronteira de 

o ê Õbvio. via o principio do mãximo). Suponhamos agora, por ab

surdo, que um dos arcos convexos interiores não ê uma reta. Este 

arco, incluiria então um sub-arco conexo e aberto y tal que 

(i) ycD-A e 
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( ii O fecho convexo de y contêm um ponto P de A 
• 

Assim, pela proposição 1 , existe um nUmero N , de

pendendo de P , mas independente de n , tal que 

un (p) > Min 
A 

u (zl - N n (*) 

Agora, de acordo com item (4) da proposição 2, a se

qu~ncia (un) diverge uniformemente par~ ~ sobre subconjuntos com 

pactos de (D-A). Assim, segue-se de (*)que 

Lim un (p) = 00 

contradizendo o fato de que P e A 

Desse modo, o teorema se ve~ifica para qualquer dis· 

co D . Para se obter a mesma conclusão para um conjunto aberto 

arbitrãrio D , basta observar que a veracidade do teorema para 

um disco, implica a s~a veracida·de para um n~mero finito de dis- · 

cos sobrepostos. 

Desde que a· conjunto D ~ o limite de uma sequ~ncia 

encaixante de tais regiões, a conclusão segue-se imediatamente. 

D. 
A seguinte proposição descreve o conjunto de diver

gência V = D - A do teorema da convergência monõtona (proposi

çio 2) ~ e nos mostra que ele nao pode ser arbitririo, mas de fa

to deve ter uma estrutura especial. Obviamente, as conclusões se-

guintes aplicam-se, desde que V seja não-vazio. 
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Proposiçio 4 - ''Seja V = O - A, como no teorema da convergincia 

monõtona, o conjunto de divergência da sequência (un)· Então a 

fronteira de V consiste somente de cordas retilíneas de O {di~ 

juntas) e partes da fronteira de D:Alem disso,nenhuma duas cordas • 

interiores~ formando parte da fronteira de V , podem ter uma ex-

tremidade em comum em um canto convexo de V , nem pode qualquer 

componente de V consistir somente de uma corda interior de D .• 

Prova A primeira afirmação ê urna con5equência imediata do le-· 

ma da reta {propOsição 3). Mostraremos a seguir que nenhuma comp~ 

nente de V pode consistir simplesmente de uma corda interior de 

D . 

Com efeito, admitindo que esse fosse o caso, sejam 

A1 e A2 as componentes de A sobre cada lado da corda T em que~ 

tão. Escolhendo uma orientação apropriada para T , e aplicando o 

lema 5 no domínio A1 , obtemos: 

Lim = I T I 
n --> oo 

Similarmente, aplicando o lema 5 no domlnio A2 , resulta: 

Lim 
n --> oo 

T 

uma contradição. 

d * n = - I T I , 

Agora, suponha que duas cordas interiores T1 e T2 

formando parte da fronteira de V , têm uma extremidade Q em co-
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mum; Obviamente Q estã sobre a fronteira de O . Sejam o1 , Q2 
pontos de T1 , T2 re~pectivamente, escolhidos de modo que o triân 

gula aberto ~ com vêrtices Q, Q1 , Q2 esteja em O. Pelo lema 2. 

= o 

Observemos que o triângulo ~ pode estar ou em A ou 

em V • No primeiro caso, c lema 5 implica que: 

Lim = Lim 
n -> oo n -> oo 

(estamos admitindo que, Q 01 02 determina a orientação positiva 

de ~ ) 

Desde que 

< 

resulta, via a desigualdade triangular, uma contradição. 

Se fi estã em V , uma contradição similar ê obtida, 

via a segunda parte do lema 5. Isto completa a prova. O 

Ainda com relação ã "uma sequência (un) de soluções 

da equaçao de superfície mínima em um domínio D , algumas conclu

sões importantes podem ser obtidas, se temos informação adicional 
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sobre o comportamento dessa sequência na fronteira do domínio O . 

Mais precisamente, o seguinte resultado tem lugar: 

Lema 6 - !seja D um domfnio limitado em parte por um arco conve 

xo C • Seja (u
0

) uma sequência crescente de soluções da equaçao 

de superfície mÍnima em D , onde cada u
0 

ê continua em DUC .. Se 

ja T uma corda interior de D a qual é parte da fronteira de V. 

Então, T -nao pode terminar em um ponto interior de C se a se-

quência (u
0

) ou diverge para infinito sobre C , ou permanece u-· 

niformemente limitada sobre subconjuntos compactos de C • n 

Prova Se C não é um segmento de reta, a prova é imediata,de! 

de que o lema da reta implica que o interior do fecho convexo de 

C estã ou em V ou em A. 

Podemos assim, admitir que -C e um segmento de reta, 

e que T termina em um ponto interior Q de C . Suponha primei-

ro que a sequência diverge sobre C. 

Seja P um ponto de T , e escolha um ponto R sobre C de modo 

que o segmento RP esteja em A--. Isto ê" posslvel pelo teorema da 

convergência monõtona. 

Agora, pelo lema 2, temos 

+i 
QR 

Alem disso, pelo lema 5 ' temos: 

Lim ~ d Wn = PQ ' L i m ~ d wn = OR 

n -> w 
PQ 

n -> w QR 



stamos admitindo que PQR determina a orientação positiva;em ca 

1 contririo o .sinal menos deve ser inserido}. 

Desde que 

f d ljln < 

RP 

RP I ' 

resulta facilmente uma contrndição, via a des1gua1dade triangular •. 

No caso da sequ~ncia permanecer uniformente limitada 

sobre subconjuntos compactos de C , urna contradição similar resul 

ta rã, escolhendo 

to de divergência 

R de modo que o segmento RP 

V . Isto completa a prova. 

o 

esteja no conjun-



33. 

CAPITULO III 

O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUA-

ÇKO DE SUPERFTCIE MTNIMA EM Dor~TN I os 

CONVEXOS DO PLANO COM DADOS INFINITOS . 

.§ O- Intodução- Neste capítulo, provaremos os mais importantes 

resultados do nosso trabalho, os quais estão contidos nos teore-. 

mas 1, 2 e 3. Conio uma primeira observação nessa direção, notemos 

que s.e se pretende resolver o problema de Dirichlet e se os valores 

+ oo e - oo sao atribuídos sobre um arco A da· fronteira do domí 

nio da solução, então o arco A e uma reta. Com efeito, de acor

do com o lema da reta ( Cap. II, Proposição 3 ), se A nao fosse 

uma reta, a solução seria necessariamente infinita no fecho conve 
-

xo de A , o que e um visível absurdo. Este sendo o caso, o pro-

blema toma a seguinte forma especifica: 

**Seja D um domínio convexo limitado, cuja fronteira 

contêm dois conjuntos (abertos) de segmentos de retas A1 , ... , 

segmentos A; 

Bi , com a propriedade de que dois quaisquer dos 

ou dois quaisquer dos segmentos B; não têm ex-

tremidade em comum. A porção restante da fronteira consiste de ex 

tremidades dos segmentos A; e B; e arcos abertos c1 , ... , em . 
. 

Desejamos então determinar uma solução da equação de superfície 

minima em D a qual assume o valor + oo sobre cada A; , - 00 

sobre cada 

c . !I • 
1 

B. 
1 

e dados contlnuos sobre cada um dos arcos abertos 

A solução de Saherch, por exemplo, corresponde ao ca 
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so onde D e um quadrado limitado por dois segmentos horizontais 

A1 e dois segmentos verticais B; , a familia { c1 } sendo va

zia. 

Ainda com o exemplo de Saherck em mente, pode pare

cer a primeira vista~ que o p~oblema não esti bem posto. Todavia, 

éste ·pode nao ser ró caso. M~i~-~réci~amenté-c~omo~~:eápaz~s 

de dar condições necessãrias e suficientes simples para o proble

ma como estabelecido ser univocamente resolvido, condições estas· 

que dependem tão somente da geometria dos segmentos A; e B; . 

No que se segue, tg denotarã um poli.gono simples e 

fechado cujos vértices são escolhidos dentre as extremidades dos 

segmentos A1 e s1 . Denotaremos por a e 6 respectivamente, o 

comprimento total dos segmentos A1 .:e B1 , os quais são parte do 

pollgono 9 ; e por y o perimetro de _'f • 

§ 1 Teoremas de Existência 

Começamos com dois lemas, os quais serao usados ã se 

guir~ para mostrar que nossas soluções tomam dados apropriados 

sobre a fronteira. 

Lema 7 - 11 Seja D um domlnio limitado em parte por um arco con-

vexo C Seja (un) uma sequência de soluções da equação de su-

perfÍcie mínima em D a qual converge uniformemente sobre sub-

conjuntos compactos de D para uma solução u em D. Admita que 

cada un e continua em DUC e que os dados de fronteira conver-

gem uniformemente sobre subconjuntos compactos de C para a fun

ção li~ite f . Então u é continua em DUC e toma os dados de 
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• b c . " fronte1ra f so re 

Prova Mostremos inicialmente que a sequência -e unifor-

memente limitada na vizinhança de qualquer ponto interior Q de 

C . Com isso em mente, notemos que se C não ê uma reta, então o 

resultado ê imediato, via o lema da reta. 

Podemos assim, admitir que C ê um segmento de reta. 

Introduza coordenadas retangulares (x, y) , de modo que C este-

ja entre a reta y = -a e o ponto Q = (0, -a) . Se a constante 

a ê escolhida suficientemente pequena, o fecho do retângulo 

E = { I x I < 2a , I y I < 2a } 

e um subconjunto compacto de OUC. Aqora, considere a função 

v(x, y)= 4a {Log 
~ 

c os ~y 

4a 
- Log cos ~X - log 

4a 

12 --} ,(x,y)eE-
2 

Evidentemente, v e não-negativa em E , e ê infinita sobre os la 

dos x = + 2a. O lado y = a de E , ê um subconjunto compacto 

de D ; portanto, existe uma constante M' tal que u
0 

< t~' 
• a 1 • 

Similarmente, existe uma constante M11 tal que un < M11
, sobre 

o lado y = -a , o qual é um subconjunto com pacto de C . Desde 

que v e uma solução, o principio do mâximo então implica. 

I "n I < v + Max (t-1' t·1 1 1 
) , em E. 

Em particular, no quadrado I x 1· < a , y < a , temos 

"n I < 
4a log 2 + Mâx (11', M'') 
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Provando assim que a sequência e uniformemente limitada em uma vi-

zinhança de Q 

Isto tendo sido mostrado, o argumento restante é uma 

têcnica canônica na teoria das barreiras. ! 4 ! . 
D 

Lema 8 - ''Seja D um domlnio limitado em parte por um segmento 

de reta A . Seja (un) uma sequência de soluções da equaçao de 

superficie minima em O , a qual converge uniformemente sobre sub-. 

conjuntos compactOs de D para uma solução u em D . Admita que 

cada un é continua em DUA , e que os dados de fronteira diver

gem uniformemente para infinito sobre A . Então u assume o va-

lar + oo sobre A . " 

Prova Seja Q um ponto interior arbitrãrio de A . Denote por 

D* o conjunto { I x I ~ a , I y I < a } , çomo na prova do lema 

anterior. Então exatamente como naquela prova, a sequ~ncia un 

limitada inferiormente· em O*; Digamos u > -M . n -

-e 

Seja u* a solução da equação de superficie m mini ma 

em O* , tomando o valor m sobre o lado y = -a e o valor -M 

sobre os demais lados. Então, pelo principio do mãximo, se n -e 

suficientemente grande, temos u > u* em O* . Assim, n - m u > u* em m 

D* . Desde que u* ê monõtona crescente, 
m 

segue-se imediatamente 

que u assume o valor + ~ em O . Isto completa a prova. 

o 
Teorema I - "considere o problema de Dirichlet estabelecido na in 

tradução e admita que a familia { B. } e vazia. Admitia tambêm que 
1 

os dados assumidos sobre os arcos c1 são limitados inferiormente. 



então existe uma solução, se, e sÓmente se, 
37. 

2 a. < y 

para cada poligono simples e fechado~ cujos vértices sao escolhi 

dos entre as extremidades dos segmentos A; •• 

Seja un- a solução da equação de superficie mínima em D, 

tal que 

sobre U A; 

"n = Min (n, f) sobre U C; 

onde f denota os dados assumidos sobre os arcos C; . Uma tal so 

lução existe e é Ünica de acordo com os resultados do capitulo 1. 

Além disso, pelo princípio do mãximo generalizado, a sequência (un) 

E monõtona crescente em D . Assim, o teorema da convergência mono 

tona aplica-se. 

Admita que o domínio de divergência -V e não-vazio. 

De acordo com o lema 6 , qualquer corda interior de O a qual li

mita V , pode terminar somente em uma extremidade de al~um segme~ 

to A; . Além disso, pelo lema da reta, o interior do fecho conve

xo de cada arco.C; estã contido em U . Consequentemente,cada co~ 

ponente de V deve ser limitada por um polígono simples fechado 

~cujos vértices estão entre as extremidades dos segmentos A{ A

plicando o lema 2 a cada solução un no polígono C}, obtemos: 

+ = o 



Aqui, Cj 
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e admitido como sendo positivamente orienta-

orientada daqueles do, e Z ' A; 

segmentos A; 

denota a união positivamente 

que fazem parte de sP. Então, usando uma ou outra 

parte do lema 5 , obtemos 

Lim 

s 
d ~ = - ( y - " ) n 

n -> ~ 

(j;- z· A. 
1 

Por outro lado, pelo lema 2. 

< a 

consequentemente lemos y- a < a , contradizendo assim as condi-

çoes admitidas. 

Assim, V deve ser vazio, e (un) converge uniforme 

mente sobre subconjuntos compactos de O para uma solução u em D. 

Pela construção da - . 
(un) - Õbvio sequencia • e que u assume o v a-

lor + 00 sobre cada A i . Alêm disso, pelo lema 7 , u = f sobre 

C; . Isto prova a primeira parte do teorema, ou seja que a condi-

enunciada - suficiente, exista solução. çao e para que uma 

Mostremos a seguir que a condição 2a < y e necessa-

ria par a que uma solução exista .. Com efeito, suponha que u e uma 

solução do problema, e seja um polígono simples e fechado cujos 

vêrtices são escolhidos entre as extremidades dos segmentos Ai.En 

tão pelo lema 2 

= o 
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Por outro lado, pelo lema 3 

< y - (l 

enquanto que pelo lema 4 

) d,P=a 

z' A; 

Segue-se que 2a < y, como requerido. Isto completa a prova. 

o 
No teorema seguinte removemos as vãrias restrições i~ 

postas pelas hipõteses do teorema 1. Especificamente, os segmentos 

de reta A; , bem como os segmentos de reta- s 1 serao permitidos 

ocorrerem sobre a fronteira de O ; e os dados assumidos sobre os 

arcos c1 podem ser ilimitados superiormente e inferiormente, 

quando nos aproximamos das extremidades. 

Teorema 2 - 11 Considere o problema de Dirichlet estabelecido na 

introdução, e admita que a familia { C; } é não-vazia. Então e

xiste uma solução assumindo dados contlnuos arbitr~rios sobre os 

arcos C; se, e sómente se, 

2a < y e 2$ < '( 

para cada poligono simples fechado ~ cujos vêrtices são escolhi-

dos dentre as extremidades dos segmentos Ai e os seÇJmentos B " i . 
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Prova Em virtude do teorema 1, a primeira condição acima ê exa 

tamente suficiente para garantir a existência de uma solução a 

qual assume o valor + oo sobre cada A; , e dado prescrito sobre 

o restante da fronteira. Além disso, usando uma simples modifica

çao da prova desse teorema, podemos ainda permitir descontinuida

des nos dados em um nUmero finito de pontos, desde que os dados 

sempre permaneçam limitados inferiormente. Similàrmente, a segunda 

condição ê suficiente para a existência de uma solução a qual ass~ 

me o valor - oo sobre cada 

da fronteira. 

B . 
1 

e dado prescrito sobre o restante 

Sendo esse o caso, podemos garantir a existência de u 

ma solução u+ em D , tal que 

+ u = + 00 sobre u A; 

u+ = o sobre u B; 

u+ = Mãx (o ' f) sobre u C; . 

onde f denota o dado assumido sobre os arcos C; . Similarmente, 

existe uma solução u em D , tal que 

u = o sobre u A. 
1 

u = - ro sobre u s. 
1 

u- = Min (o ' f) sobre u C; 

Finalmente, seja u
0 

a solução da equaçao de superfície mínima em 



O , tal que 
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un = n sobre u A. 1 

un = -n sobre u B; 

un = fn sobre u C; . 

onde fn denota a função f truncada superiormente e inferiormen 

te por n e -n respectivamente. 

Pelo ~ mãximo princ1pio do generalizado, tem-se que 

u < u < u + , em 
n- o 

Consequentemente~ a sequência (un) e uniformemente limitada so

bre subconjuntos compaétos de D . Pelo principio da compacidade 

e um processo diagonal, podemos extrair uma subsequência a qual 

converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de O para u 

ma solução u em O . 

Pelo lema 7 ' temos que u = f sobre u C; ' e pelo 

lema 8, a solução assume o valor + ro sobre u A. 
1 

e o valor - ro 

sobre u B i . Isto prova a existência de uma solução sob as condi 

çoes. 2a < y e 2B < y . Que essas condições também sao necessa-

rias, segue-se quase que exatamente como na prova do teorema l. A 

Ünica alteração requerida estã na prova de que 

< y - a . 

Cofll efeito, o arco poligonal Ctp -z:• A; pode agora incluir ar-



cos B; ao longo dos quais (separadamente) o sinal de 
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igualdade 

verifica-se.Contudo, desde que fp- Z' A; certamente inclui seg

mentos os quais não estão na famllia { B; }, é aparente que,no gl~ 

bal, a desigualdade requerida permanece vãlida. O tratamento da 

condição 2B < y e inteiramente similar. Isto completa a prova.D 

Teorema 3 - 11 Considere o problema de Dirichlet como estabelecido 

na introdução e admita que a famllia { c1 } e vazia. Então exis~ 

- ' te uma soluçao se, e somente se 

" = a 

para o poligono ~ consistindo da fronteira de D , e 

2a < y e 28 < y 

para todos os outros pollgonos simples fechados ~ cujos vêrtices 

são escolhidos dentre as extremidades dos segmentos A; 

Prova Seja vn a solução da equaçao de superfície 

a qual assume o dado de fronteira n sobre cada A; e 

cada 8. 
1 

. Para o < c < n ' introduzimos os conjuntos 

e 8 . . 11 

1 

• m1nima em D 

zero sobre 

(abertos) 

Ec = { vn > c l n D , Fc = { vn < c l n D . 

tsses conjuntos obviamente dependem do .indice n , mas seria desne 

cessârio indicar essa dependência explicitamente. Denote por 

a componente de EC , cujo fecho contêm A; e por a componei!_ 

te de Fc, cujo fecho contém Bi . Usando o rrincipio do mãximo 



generalizado, e evidente então que 
43. 

E = U E i c c Fc = U F~ 

Agora,se c ê suficientemente prõximo de n , os conjuntos { 

são obviamente distintos e disjuntos. Sendo este o caso, defina a 

função ~ = ~(n) , como sendo o infimo das constantes c tais que 

os conjuntos { E; } são distintos e disjuntos. Evidentemente os c 

conjuntos { F~} sao tambêm distintos, ai~da que possa existir um 

par de 1ndices ( i, j ) tal que n Ê~ f ~ . Isto, por outro 

lado, implica que, dado qualquer existe algum e 

distinto dele. 

Agora, seja + 
"i i = 1, ... , k, a solução da equa-

·çao de superficie. minima em O a qual assume o valor + oo sobre 

e zero sobre a parte restante da fronteira. Também, seja -u . 
l 

a solução em O , a qual assume o valor - oo sobre os segmentos 

B i , . . . , B i -1 , B i+ 1 ,, ••• , B k e O sobre a parte restante da 

fronteira {observe que deve existir tantos arcos Bi ~uantos sao 

os arcos A;)· A existência das soluções u. 
l 

e uma conse-

quência evidente do teorema 1 e as condições dadas do teorema. Fi

nalmente, para (x, y) em O defina 

-u;(x,y)} 

Agora colocamos un = vn - 11(n) e afirmamos que 

u < U < u+ 
n • em D . 

Para ver isto, observe de infcio que se un > O em um ponto P , 

então P esta em algum 



~sim,aplicando o principio do mãximo generalizando no dominio 

encontramos u < n -
+ u . 
1 

em P , donde se segue a afirmação. Por ou-

tro lado, se un < O em P , então P pertence a algum conjunto 

Pelo que tem sido provado, existe um indice j = j(i) tal que 

= ~ . Aplicando o principio do mãximo generalizando no 

domínio Fi , encontramos p . 

fica-se tambêm nesse caso. 

-u > u. n - J 
Desse modo, a afirmação veri 

Desde que tem sido mostrado que a sequência (un) ê ~ 

niformemente limitada sobre subconjuntos compactos de D, segue-se 

do princípio da compacidade que existe uma subsequência, ainda de

notada por (u
0

), a qual converge uniformemente sobre subconjuntos 

compactos de O , para uma solução u em D . Devemos ainda mos

trar que u assume os dados de fronteira requeridos. 

A (sub) sequência de constantes p(n) necessariamen

te diverge para Ol.,. Pois, em caso contrãrio, extrai riamos uma ou-

tra subsequência de soluções, ainda denotada por (un) , tal que 

p(n) tende para um limite finito u
0

. Os valores de fronteira de 

u
0 

tenderiam então uniformemente para u
0 

sobre os segmentos Bi , 

e divergeriam uniformemente para + Ol sobre os senmentos A; .Con 

sequentemente, pelos lemas 7 e 8 , teríamos u = - u
0 

sobre os se~ 

mentes, B; u = + Ol sobre os segmentos A;· Obteremos agora u~a 

contradição via os lemas 2, 3 e 4. Com efeito, o lema 2 implica que 

s d ~ + 5 d ~ o 

en~uanto ~ue pelos lemas 3 e 4 temos 
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d ~ < s • 

mas isto contradiz a hipõtese principal a = B . Consequentemente, 

p(n) diverge para infinito. 

Do mesmo modo, podemos concluir que n - ~(h) também 

diverge para infinito. 

Assim, os dados de fronteira de (u ), a saber, -p(n) n . 

e n - ~(n) divergem respectivamente para - oo e + oo • Finalmente, 

pelo lema 8 , u assume os dados de fronteira apropriados, - oo so 

bre cada B; e + oo sobre cada A; . Isto prova a exis~ência de ~ 

ma solução sob as condições ctadas~De· que essas condições são nece~ 

s~rias, basta seguir exatamente o mesmo caminho como na prova do 

teorema 1 

o 

Observação Alguns casos especiais desses resultados sao de in-

teresse. Por exemplo se O é um quadrilãtero com lados 

A2, c2 , nesta ordem, então a condição necessãria e suficiente para 

uma solução existir fica simplesmente 

+ I cz ! 

isto ~' a soma dos comprimentos dos lados sobre os quajs o dado 

mais infinito ~ prescrito, ser5 menor que a soma dos comprimentos 

dos lados sobre os quais dados contfnuos sao assumidos. 

Se os lados_ de D sao A1 , B1 • A2 , s 2 , nesta ordem, 
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então a condição ê um pouco diferente, mas igualmente simples, a 

saber, 

Para poligonos com um numero de lados superior a quatro, nao exis 

te em geral, nenhuma condição necessãria e suficiente simples, t~ 

davia alguns casos especiais podem ser citados. Por exemplo, se a 

fronteira contêm no mãximo um arco A; e no mãximo um arco B; , 

então o problema de Dirichlet e sempre solüvel. Tambem, um polig~ 

no regular com 2n lados, com dados infinitos sobre a fronteira , 

em lados alternados, obedece ãs condições necessãrias e suficien-

tes. 

§ 2 O Teorema de Unicidade.-

Nesse pa~igrafo, mostraremos que as soluções do pro

blema de Dirichlet para a equaçao de superficie minima, como esta 

belecido nos teoremas 2· e 3, sao Gnicas desde que existam. Fare-

mos uma demonstração conjunta da unicidade de solução em cada um 

dos teoremas citados. 

Nesse sentido, temos o seguinte teorema de unicidade. 

Teorema 4 - "se existe uma solução do problema de Dirichlet pa-

ra a equação de superflcie mlnima, como estabelecido nos teoremas 

2 e 3, então ela ~ finica." 

Prova Faremos uso constante do lema 1 de modo a determinar va 

rias integrais, as quais ocorrem durante a prova. 
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Sejam u1 e u2 duas soluções do problema de Diri-

ch~et como estabelecido na introdução, cada uma delas assumindo os 

dados sobre C; (se família { C; } - vazia mesmos os arcos a e a 

discussão e a mesma a te a etapa final). Seja t1 uma constante po-

sitiva grande, e defina a função 

t1 se ( u 1 - "z) > M 

~(x, y) = - -M se ( u 1 - "z) <-M 

ul -u2 nos demais casos. 

Evidentemente ~ é uma função continua , fortemente 

diferenciâvel em o(*) 
• com ~ < t1 em D e <I> = o sobre os 

arcos da fronteira c i . Além disso <l>x = pl - Pz • <l>y = ql - q2 no 

conjunto onde I "1 - "z I < M, e V <i> = o quase sempre no comple-

menta desse conjunto. 

Agora seja e um numero positivo pequeno, fixo. Deno 

te por 080 o conjunto de pontos de D cuja distância ã frontei

ra de O e maior que ó e cuja distância aos conjuntos de pontos 

de { A; } e { B; } ê maior que E· Para ô < E a curva frontei 

r a 

c os 

r de D consiste de arcos convexos 
E<'i 

adjacentes aos ar-

c. , arcos retilineos 
1 

• 
A. 

1 
e ' B . 

1 
adjacentes aos segmentos A; 

e Bi' e arcos circulares adjacentes as extremidades de Ai e Bi . 

Consideremos a integral 

I = s~ d * 
r 

onde *z r - considerada positivamente orientada * = *1 - e e . 

(*) Diferenciãvel no sentido de Frechet. 



Para ô 

também para 

suficientemente pequeno, temos obviamente: 

s~ d 1ji < 2 5 1~1 d s < 2 ~ I C; I , i = 1 • ... ' 
• • 

cj cj 

• 
cada a r co Aj • temos: 

=r~ (d 1/11 - ds) -f~( d 1/12 - ds ) 

=r pl 
t ( 

• w1 
Aj 

-> . n 
-

A~ 
J 

l ) 

-> 

r q· 
p . n 

dS ( 2 -
• w2 

A. 
J 
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m 

- 1 ) d s 

A notaçâo sendo a mesma do lema 4 .. Quando 8 ~ suficien 

temente pequeno, temos (como no lema 4) 

l > 
·p 

w 

portanto 

-> 
n > l - ( 

' 2 8 M I A. 
J 

4ô 

cr 

Similarmente, para O suficientemente pequeno~ temos: 
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Levando em conta os arcos circulares sobre a frontei

ra r ' temos finalmente, quando ô = O(E) e suficientemente pe-

queno: 

+ 2t M ( l: I Ai I + l: I B; I )+ 2~ <M(K + ~). 

Por outro lado, por uma integração por partes e usan

do o fato de que tanto u1 quanto u2 são soluções da equação de 

superficie minima, obtem-se: 

a integral sendo calculada sobre a interseção do conjunto o 
€0 

com o conjunto onde I u1 - u2 I <- M . Fazendo agora E tender a ze 

ro, uando a estimativa para -I , e relembrando que a expressao en-

tre chaves ê não-negativa~ determinamos imediatamente que 

no conjunto onde I u1 - u2 I < M . Desde que M pode 

arbitrariamente grande, segue-se que V u1 =V u2 em D 

tornar-se 

Assim, u1 = u2 + C em D . Se a familia { C; } ê va

zia, isto prova a unicidade no teorema 3. Por outro lado, se ela é 

não-vazia. então pelas condições de fronteira a constante deve anu 

lar-se. Isto prova a unicidade no teorema 2. O 



CAPITULO IV 

O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUAÇKO 

DE SUPERFICIE H1NIMA EM DOM!NIOS NKO 

CONVEXOS DO PLANO COM DADOS INFINITOS. 

50. 

§ o INTRODUÇM Neste capítulo, generalizaremos 

nossos resultados anteriores (teoremas 1, 2~ 3, 4) de modo a in

cluir certos domínios não-convexos. Ainda que domínios convexos 

são necessãrios para dados contínuos, nossa discussão de dados des 

contínuos nos conduz de um modo natural i possibilidade de proble

mas bem postos, para domínios não-convexos. O problema estabeleci

do na introduçâo do capítulo 3, de fato, generaliza-se de um modo 

simples para domínios poligonais multiplamen~e conexos e mais ge

ralmente, para qualquer domínio limitado por uma família de arcos 

convexos. Isto serã feito no § 1, onde provaremos o nosso result~. 

do fundamental {teorema 5). No§ 2 citamos alguns resultados obti

dos recentemente por Sprouck llBI, Miranda 1.131, e Bassanezi 111. 

§ 1 - O Teorema de Existência e Unicidade. 

Seja D um domínio limitado cuja fronteira consiste 

de um nUmero finito de se~mentos de reta abertos e de um nUmero fi 

nito de arcos convexos abertos, juntos com suas extremidades. As-

sim, em particular, D pode ter ângulos re-entrantes e segmentos 

de fronteira re-entrantes, e pode ainda ser multiplamente convexo. 

Naturalmente, segmentos re-entrantes ou fendas devem ser considera 
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dos como tendo dois lados, sobre cada um dos quais dados sao atri-

buidos. 

Sobre os arcos da fronteira atribuímos dados contí-

nuas, exceto que sobre os arcos retilíneos, também permitimos os 

dados de fronteira + oo e - oo • Como na introdução do caprtulo 3, 

é conveniente denotar por A1 , ... , Ak, 81 , ... , 8~, os segmentos 

sobre os quais os respectivos valores + oo e - oo tem sido atribui 

dos, e denotar os arcos restantes por c1 , ••• , em. Em vista do Le 

ma da reta, dados de fronteira positivamente infinito nao podem 

ser atribuídos sobre segmentos da fronteira os quais se intersec

tam em um ângulo convexo.Portanto)podemos admitir sem perda de ge-

neralidade que dois quaisquer dos segmentos A; , bem como dois 

quaisquer dos segmentos B1, não se intersectam formando um ãnguln 

convexo. Se tambêm atribuimos Dados Continuas em Arco (isto é, da

dos os quais são continuas exceto em um nUmero finito de pontos) , 

então podemos admitir, como no caso dos segmentos A; e B; , que. 

dois quaisquer dos arcos C; não se intersectam formando um angu

lo convexo. 

Agora seja fi) um dom1nio poligonal conexo situado em 
.J 

D , cujos vértices são determinados a partir dos conjuntos de ex

tremidades das familias { A; }, { Bi } e { C; }. Denote por a , S 

respectivamente, o comprimento total dos segmentos 

quais estão sobre a fronteira de §6 e seja y o perimetro 

B i , os 

de Cfo. 
Para provar a existência de solução no teorema 5, ne

cessitamos de uma generalização dD teorema estabelecido no capitu-

lo 1. Registramos isso no seguinte lema. 

Lema 9 " -Seja D um dom1nio limitado, cuja frontei 
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ra consiste de um numero finito de arcos convexos abertos C;,mais 

suas extremidades. Então, existe uma solução da equação de superfl 

cie minima em D , a qual assume dados contínuos limitados atribuí 

dos sobre os arcos c. o 11 

1 

Prova A prova é feita via o processo de Perron. Seja v 

uma função continua em D , e denote por c um disco fechado si

tuado em D. De acordo com o resultado estabelecido no capitulo 1, 

existe uma solução uv,c da equação de superfície mínima em C, a 

qua 1 cai nci de c.om v sobre a fronte i r a de C. Denote por Me [ v J 
função continua qual -_igual a a e a 

em D - c. Relembremos que a função 

equaçao de superficie • D m1nima em 

co fechado c em D. Agora, denote 

u v,c 

v 

se 

por 

em C e coincide com v 

diz-se uma sub-solução da 

v < Me[ v J para todo dis 

f os dados de fronteira 

atribuidos, e seja ~ uma função a qual e contínua em -D . Se <1> e 

uma sub-solução em O~ e ~~f sobre cada arco C;, então ~ -e 

chamado uma sub-função em o . A classe F de todas as sub-fun

ções e obviamente limitada superiormente por sup f ' e portanto a 

função 

u(x, y) = sup v(x, y) 

v o F 

estã bem definida em D. Usando o principio da compacidade e o pri~ 

cípio do miximo, segue-se exatamente como em I 4 ! que u -e uma so 

lução em D. Um argumento canônico de barreiras pode agora ser em

pregado para provar que u assume os dados de fronteira f em ca

da ponto dos arcos Ci' para os quais uma barreira pode ser cons-
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truida. 

Desde que existe uma barreira em cada ponto de fron

teira convexo, a prova estã completa. 

Teorema 5 " . - Se a fam1l h { C; } e não-vazia, então existe uma 

solução da equaçao de superfície mínima em O, a qual assume o va 

lar + oo sobre cada segmento A; , o valor - oo sobre cada seg

mento B;, e dados contínuos em arco atribuídos arbitrariamente 

sobre c~da arco Ci' se, e sómente se 

2CL < y e 2S < y (**) 

para cada domínio poligonal {j!> situado em O, cujos vértices sao 

determinados a partir dos conjuntos de extremidades das famílias 
-

{ A; J , { B; } e { C;l· A solução e Ünica se ela existe. 

Se a família { C; } é vazia, então uma solução exis

te se, e sómente se, 

a = S 

quando (jJ coincide com O e (*) se verifica para todos os ou

tros· domínios poligonais g:> propriamente contidos em D. Se a so 

luçio existe, entio ela ~ Gnica a menos de uma constante aditiva:' 

Prova Observemos de inlcio que a prova de unicidade -desenvol-

vida no teorema 4, nio requer a convexidade do domTnio, e portan-

to ela se aplica igualmente sob as hipôteses do teorema 5. 

Suponhamos inicialmente que a familia { B. } ê vazia 
1 
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e o dado atribuido ê limitado inferiormente. Resulta do lema 9, 

que existe uma solução un em D tal que un = n sobre cada se1 

menta A; e un = min(n, f) sobre cada arco C;• onde f deno

ta o dado de fronteira. 

Como na prova db teorema 1, (un) e uma sequência 

crescente. Além disso, o conjunto de divergência V, se não-vazio, 

deve ser um dominio poligonal em D cujos vértices consistem tão 

somente de extremidades das fam,lias { A; } , { Bi } e { C; }.P•~ 

ra ver isto, ê suficiente mostrar (em face da prova do teorema 1} 

que V não pode ter como vértice qualquer ponto de descontinuida 

de de f sobre um arco c1 . Mas um tal vértice, seria necessaria 

mente um canto convexo de V , e isto nos conduz facilmente a uma 

contradição como na prova do lema 6. Assim, se V e não-vazio e

le deve coincidir com um dos dominios poligonais~. Uma contradi 
-çao então resulta do lema 6, da condição 2a < y e do f a to de que s d w "' o ' onde a in.tegral -e calculada em torno da fronteira o-

rientada de~ . 

Portanto, V ê vazio e a sequência (un) converge 

para uma soluçâo em todo o domlnio O. As afirmações de dados 

de fronteira seguem-se exatamente como no caso convexo, via os le 

mas 7 e 8. 

Para estabelecer o caso geral, no qual a famllia {B;} 

ê não-vazia e e permitido que os dados sejam ilimitados inferior

mente sobre os arcos c1 • simplesmente repetimos palavra por pal~ 

vra a prova do teorema 2. 

Admita finalmente que a familia { C; } ~vazia. Com 

algumas poucas modificações, a prova do teorema 3 pode ser aplic~ 
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da. Novamente seja vn a solução em D, a qual assume os dados de 

fronteira n sobre cada segmento A; e o sobre cada segmento 

B;· Para cada numero real c, o< c< n, defina os conjuntos a-

bertos , como antes. Agora, da condição :Z..I A; I= 
=;:[I B;l , e do fato de que dois segmentos B; podem intersecta_>: 

se sómente em um ângulo re-entrante, segue-se que o fecho de U B; 

nao pode formar um subconjunto conexo da fronteira de D. Além dis 

so, se dois segmentos s 1 , Bj estão em componentes distintas de 

U B; , então obviamente os conjuntos F~ , F~ sao disjLintos, para 

c suficientemente pequeno. Segue-se então que Fc é desconexo p~ 

ra valores pequenos de c, e conexo para valores de c prõximos a 

n. 

Agora, seja ~ = ~(n) o infimo das constantes c tal 

que o conjunto Fc é conexo. Então E e 
~ 

F~ são ambos descone-

xos. Logo, para cada conjunto E~ existe um correspendente conju~ 

to E~ , disjunto dele, e para cada conjunto F~ existe um conju~ 

to F~ com a mesma propriedade. 

Seja ut a solução, a qual assume o valor + w sobre 

cada segmento Ak para o qual K # i e o valor zero sobre o res 

tante da fronteira. Similarmente, denote por u. 
1 

a solução a qual 

assume valor - oo sobre cada segmento Bk para o qual K # i , e 

anula-se sobre o restante da fronteira. 

Finalmente, definimos 

u•(x, y) = Mix uf(x, y) , u-(x, Yl = Min ui(x, y). 

Se pomos un = vn- ~(n), segue-se como antes, via o princlpio do 
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mâximo, que 

u 

consequentemente, e exatamente como na prova do teorema 3, existe 

uma subsequência da sequência (un)' a qual converge para uma solu-
-çao u com as propriedades desejadas. Isto completa a prova do 

teorema. 

o 
Observações 

(1) Se ambas as familias {A; } e { B; } sao va-

zias, então a condição (**) estã automaticamente satisfeita,e ob 

temos assim uma generalização do teorema do capftulo 1. 

(2) Um caso interessante ocorre~quando o dominio -D e 

um quadrilãtero não-convexo. O problema de contorno nesse caso ad

mite uma solução ~nic~ para dados contfnuos, atribufdos arbitrari! 

mente sobre os segmentos abertos -da fronteira. Isto estã em oposi-

ção aparente ao bem conhecido exemplo de Rad6-Sahwarz ]15, p, 411, 

de dados de fronteira contínuos, para o qual nenhuma solução do pr~ 

blema de Dirichlet ~ posslvel. A resolução desse 11 paradoX0 11
, resi-

de na observação de que no teorema 5 , a solução não é requerida 

cumprir quaisquer condições nos v~rtices do quadril~tero, enquanto 

que no exemplo de Rad6-Schuarz requer-se determinar uma solução 

assumindo dados contlnuos em cada ponto da fronteira. Assim, neste 

caso, o problema de contorno para dados continuas em arco,estã bem 

posto enquanto que para dados continuas nao. Finalmente, ainda que 

o problema de Dirichlet para dados contlnuos sobre dominios nao-con 
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vexas nao estã bem posto, soluções podem existir em casos espe

ciais. Em tais caso, a solução coincide com aquela rlo teorema 5. 

(3) Um outro caso interessante do teorema 5, no qual 

as condições (**) sao automaticamente satisfeitas ocorre se D -e 

um dominio duplamente conexo, cuja fronteira externa consiste so-

mente de arcos C;, e suas extremidades; e cuja fronteira interna 

é um pollgono convexo. Os valores + oo e - oo podem então serem 

atribuídos arb1trariamente sobre os lados da fronteira interna. Es 

te resultado estã fundamentado mais geralmente na observação de 

que se um segmento A. da fronteira tem a propriedade de que 
1 

ele 
-nao pode "ver 11 qualquer outro segmento Aj' então para os prop~ 

sitos de verificar a condição 2a < y , não necessitamos conside-

·rar domlnios ~ formados com as extremidades dos A;· 

§ 2 Resultados Recentes. 

2.1 Os Resultados de Spruck 

O estudo de superflcies de curvatura mêdia constante 

H no espaço R3 , dadas na forma não-param~trica z = u(x, y), on

de u ~uma funç~o de classe c1(D), ~equivalente ao estudo de 

todas as soluções da equação diferencial parcial 

( 1 ) di v vu 2H ' w 

onde w = 1 + 

e H > O 
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Soluções de (l) tem a importante propriedade variacional de mini 

-mizar a integral de area 

J f w dx dy , 

D 

entre todas as superfícies não-paramétricas, com a mesma integral 

de volume 

5 s 'I< d X dy 

Sejam D um domínio limitado no plano e P s D. De

fina a Curvatura Exterior k(p) como sendo o supremo das curvatu 

ras de todas as curvas de classe C passando por · p e não inter 

sectando O. Se nenhuma tal curva existe, então k(p) ê definido 

como sendo - co 

Consideremos agora o seguinte problema: 

''Seja O um domínio limitado no plano cuja fron-

teira contém dois conjuntos de arcos circulares~ 

bertos { Ai } e 

= 2H e k(B;) = 

{ B. } , satisfazendo k(A
1
.) = 

• 1 

-2H respectivamente. Suponhamos 

que dois quaisquer dos arcos A; e dois quaisquer 

dos arcos B; , não tem uma extremidade em comum. 

A porção restante da fronteira consiste de extre-

midades dos arcos { A; ) e 

tos{C;l satisfazendo 

{ B. ) e arcos aber, 
k(c.) > 2H." 

1 -
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Em seu trabalho, Spruak I 18 I, tem mostrado que e-

xiste uma Única solução de (1) em um domínio O como descrito 

em (*),a qual assume o valor + oo sobre cada A;, - 00 sobre· 

cada B;, e dados continuas sobre cada C; . 

Observação Para H = O , as famílias de arcos { A; } 

passam a ser segmentos de retas, enquanto que a familia 

e { B i } 

{C.}fi-
1 

ca sendo arcos convexos, e o problema estudado por Spruak, reduz 

se ãquele por nõs considerado anteriormente. 

2.2. Os Resultados de Miranda e Bassanezi. 

Sejãm (!lj) uma sequência nao decr·escente de abertos 

do R" , !l = u 
j=l 

das da equação de 

Q. uma seqUência de soluções generaliza-
J 

superfície minima em nj ; isto e, 

--> [-oo,+oo] 

e cada 

satisfaz: 

5 ! D ~E j I < + oo , V kcc Q j x R 

k 

e 

~E. 
J 

I < ) I D ~M I V kcc nj x R, V M com M 6 Ej cc k. 

k 
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Tem-se então o seguinte resultado: ( I 1 I, p. 17, teor. 3.4) 

''Nas hip5teses acima, existe uma sequ~ncia crescente 

de Índices j(s) e uma função 

solução generalizada da equaçao de superfÍcie mínima~ tal que 

Lim fj(s) (x) = f(x) , para quase todo X E n:" 

s -> + 00 

Consideremos agora, os seguintes conjuntos: 

P={xolliLim 
s 

N={xoniLim 
s 

G=ll-(PUN). 

fj(s) (x) = + oo } 

O ~eguinte resultado e devido a Miranda I 13 1. 

''O conjunto P tem fronteira de medida mínima em n 

e satisfaz: 

x E: P => Lim 

e 

+ P ->o 
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x c ( SJ - p) => L i m i n f " 

Observação 

Bassanezi 1 

p -> o + 

Se no resultado acima, consideramos 

do um aberto do R2 , observamos que 

n como sen-
2 -aPnR eu-

nião de segmentos de retas. Assim, tal resultado 

generaliza o nosso lema da reta. 

, tomando por base a solução do probl~ma de Diri-

chlet para a equação de superfície minima com dados infinitos, ge-

neralizou o princlpio do miximo de NitscheJ considerando 

feita dominios pseudo-convexos n do R". 

desta 

~um conjunto n c R" ~ pseudo-convexo em um ponto 

x
0 

E an, se existe um aberto A c R0 com x
0 

E A, satisfazendo: 

s I D ~Q 
A 

V E cc A 

I < ) I D fiQUE I 
A 

E mensurivel e limitado. 

n e localmente pseudo-convexo se for pseudo - convexo 

em todos os pontos de an. 11 

Tem-se então o seguiMte resultàdo, conhecido como 

11 Princlpio do Mãximo Forte Generalizado." I 1, teor. 4.1 I· 
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11 Seja n c R0 um conjunto aberto e pseudo-convexo em 

x
0 

o an . Seja 

berta BR(x
0

) 

A um conjunto com fronteira minima em uma bola a 

de centro x e raio R. Suponhamos que 
O· 

então existe r com o < r < R tal que: 

* * * 
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