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INTRODUGQZO

Em diversas indistrias, um determinado material & produzido
em pegas de tamanho padr3o pré-fixadas. Em geral a encomenda por
este material é feita para pegas de tamanhos menorea‘ Trata-ze de
um importante problema de otimizacdo denominado Problema do Corte.
Ou =eja, o problema de determinar esquemas de corte para dividir a
prega padrﬁd em pegas menores, de tal forma que o custoe de produgio
seja minimizado. Se apenas a largura {(ou © dcomprimento) das pegas
& considerada no problema do corte, tem~=e o Problema do Corte
Unidimensional, que ocorre principalmente nas inddstrias de papel,
barras de ferro, papeldo, etc. 0O Problema do Corte Bidimensional
esta presente quando duas dimensSe=zs (por exemplo comprimento e
largura? =30 congsideradas e tem aplicagBes nas indastrias de
vidro, ago, méveis, roupas, diagramacio de jornais, etc.

O objetivo do presente trabalho & fazer um estudo do Problema
do Corte Bidimensional, assim <como desenvolver e implementar
algoritmos para resolvé-lo. Para realizar este estudo & necessario
o conhecimento de conceitos e técnicas de resolu¢gic de problemas
relacionados tais como: Problema da Mochila <Kanapsack Problem) e
suas variag¢des, e o Problema do Corte Unidimensional.

No capitule I s3doc resumidos os resultadoes da Programagio
Linear usados no desenvolvimenta dos capitulos seguintes. 0
capitule II & dedicado ao estudo do Problema da Mochila. Nos

capitulos  III e IV =30 estudados o= Problemas= da Gorte

vit



Unidimengional e  Bidimensional, respectivamente. Finalment.e no
capitule V =30 apresentados os resultados computacionais da
implementagio de algoritmos para resolver o© Problema do Corte

Bidimensional.

witd



CAPITULO 1

1 - PROGRAMACAO LINEAR

Os diversas problemas de Programagio Matematica tratados
neste trabalho &ioc estudados com o auxilio da Programagio Linear,
Estes problemas possuem caracteristicas préprias tais ccomo: id
nimero de variaveis muito superior ac nimerc de restriges; 112
colunas da matriz de restricies composta por nmimeros inteiros
positivos; iii> varisdveis e restrigdes canalizadas:. As
caracteristicas i> e iid> indicam o u=o do método Simplex conjugado
a técnicas de geragdo de colunas, enquanto 1iiid indica o uso de
técnicas de canalizagio. Nas proximas segfes s3o resumidos alguns
resultados da Programagio Linear e descritas adaptaglies do método
Simplex para trabalhar com as caracteristicas acima.

Em 1984, Karmarkar [Kl, prdpos um método projetivo para
resolver programas lineares que tem se mogtrado mais eficiente do
qua o método Simplex para problemas de grande porte. Entretanto,
nas problemas tratados no presente trabalho, apenas uma parte da
matriz de restriges ¢ armazenada, ou seja, naoc se dispde do
interior da regido factivel ¢ portantes n3ie & posmivel resolvé-los

através dos métodas de ponto interior.



1.4 - FORMULACZO E ALGUNS RESULTADOS

Um problema de Programag@io Linear padr3o consiste em

determinar x (vetor n x 12 tal que:

P : min ox

11>

n
o

2.a Ax

v
C

X

onde A : matriz m x n com posto m
c::vetor 1 xn

b veter m x 1

A=s=ociada a cada Problema de Programagio Linear, existe um
outrc problema chamado Problema Dual. Se um problema Primal é& da
forma (11> ent3c o problema dual correspondente consiste em

determinar n (vetor m X 1> tal que:

D max b
s.a "TA = ¢

n irrestrito

Um vetor x ¢ primal factivel se Ax = b e x > 0; uma =olugio
primal factivel x* & dtima =e c:x“I £ ax para taoado x factivel. Uma
base B & uma submatriz ndo singular de A com m colunas. Supondo,
sem perda de generalidade, que & feita uma reordenagdo nas coolunas
de A convertendo-a em [ R I N 1, entio as solugies bagicas
associadas a B s30 expressas por : X, = B 'b, X, =0 emn= CBB_’".

Abaixo est3o descritos os principais resultados relacionando

os problemas primal e dual. [Bal



TEOREMA FRACO DA DUALIDADE ~ Se x e n s3o0 duas solugdes factiveis

para os prablemas P e D respectivamente, entdo:

Z uh.

)

a

COROLARIO DO TEOREMA FRACO - Se x* e n sac =olucles factiveis

com.

I
|
or

cX

entdo s3do solugBes Stimas.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA DUALIDADE - Se um dos problemas P ocu P
possui =olug¢ioc 6tima entdo o outro problema também possui =solugdo
é6tima e o valor da fung3o objetive & o mesmao.

TEOREMA DAS FOLGAS COMPLEMENTARES - A=s solugfies facgtiveis x”E a 1!**

880 o&timan =e e somente =e sgatisfazem as condictes de folga

complementar:
L3 »*
(c. - mA 2x. =10 j=1n

J J J
onde Ai é& a coluna j da matriz A.
1.2 - METODOS DE SOLUQAO
i.z14 - METODO SIMPLEX REVISADO [Mul
1> INICIALIZAQXO - Seja o problema <1.1>. Suponha que uma solugdo

basica factivel (SBF> inicial azssociada a uma bage B =eja
conhecida. Tal =olugldc, e existe, pode ser encontrada através do

métado das penalidades (grande M) ou das duas fases .



2> OTIMALIDADE -~ Para a melhorar a SBF atual, ¢ necessario

encontrar uma variavel ndo-basica com custo relative satisfazendo:

c=ac ~mA <0 1.2>
b~ 1= =
onde r é =soluglo do sistema :
n B=gq¢ {1.3>

Se nio existe variivel nao-~basica satisfazendo (1.2), pare; a

solug3o atual & &tima.

3> TESTE DA RAZAO - A escolha da coluna que ira deixar a base ¢

feita primeiro resolvendo o mistema :

Bys=Aa <1.4>

Se v £ 0 , pare; a solugio ¢ ilimitada. Caso contrario, encontre

um indice r que satiafasz

b /vy =min{r3i/y_n,y_ > 0 >
. L&

r s L~
L
onde: b = x

4> ATUALIZAGQCAQO - A atualizagSoc ¢ feita, retirando a coluna AB{ ,
r
da baze e cologande em seu lugar a coiuna As. A nova =solugio

corrente & obtida resolvendo o sistema :

Bx =5b C1.52

Volte para 2.



Os gistemas de equagBes lineares (132>, 14>, 15> podem
ser resolvidos através da matriz B explicita ou escarita como um
produto de matrizes, 0 algoritmo s=simplex implementado neste

trabalho resolve os sistemas lineares através da fatoragio de

Cholesky da matriz BE'
FATORAGAO DE GHOLESKY

Seja B uma matriz bamica. BR' & uma matriz pogitiva definida
e portanto pode ser decomposta em um produto de matrizes da forma:
BB' = Ll_.t, onde L & trisnguiar inferior. No presente trabalhe L &
chamada fator de Cholesky da matriz BBL associado a base B.

Uma matriz quadrada Q@ & uma matriz ortogonal, =e QQ": I. Como

B & uma matriz ndo =singular, entio existe uma matriz ortogonal Q

tal que

pois

Seja um vetor Ak com componente a, # 0. Se para algum i = j

ik

exigte um elemento a # 0, ent8oc ele pode ser reduzido a =zero
1

pré-multiplicando o vetor Ak por uma matriz de rotag8o de Jivens,
Isto é&:

g t
‘Pi. Ak: = &

.- a = - | .
g ek 2V T ek T 2 et P

onde:



} 0 0 1
I - 0 0
O
0..0 ¢ 0..0 S 0..0
' 0 0
Pl =
i O I G
0 0
0..0 -5 0..0 C 0..0
0
0 O I
i 0 0

»

= matriz identidade, () = matriz nuia, » = J—a?k + a?k
1

1

C = ajk/ Y, S = aik/ ¥
Asgim, para obter o fator de Cholesky L associado a uma dada
base B pode se utilizar rotagles de givens, isto &,
pré-~multiplicar & matriz B' por P:, i = 2.m, transformando o=
elementos da coluna 1 abaixo da diagonal em zero. Em seguida
pré~multiplicar a matriz resultante por uma sequéncia de matrizes
F", i = 3.m, transformande o= elementos da coluna 2 abaixo da
diagonal em =zero. O processo & repetidc m3 vezes obtendo como
resultado uma matriz triangular superior. Finalmente a t(ransposta
desgsta matriz & o fator de Cholesky associado a matriz B.

Re=oclver um sigtema de equagdes na forma:
By = b

ustandoe fatoragdoc de Cholesky da Matriz BB', consiste em primeiro

resolver em v, por substituigio, o smistema triangular:



e entioc encontrar o vetor u resolvendo, também por substituicdo,

mais um sistema triangular:

t
A solugio do sistema By = b & : y = Bu, pois:
Lv=b-r!_.L.lu=b-}BBLu=b-’By=b.

0 mesmo raciocinic & wvalido para um =mistema na forma : nB = a.

A cada iteracgio do simplex temos uma mudanga na matriz basica
B. Refatorar a matriz basica a wcada iteragdoco & um esforgo
computacional que pode ser evitado fazendo apenas a atualizacio do

fator de Cholesky associado & base B.

ATUALIZAGCAQ DO FATOR DE CHOLESKY

Seja B a presente bazse e L o fator de Cholesky associado.

Suponha que As ¢ a coluna que vali entrar na base e A a coluna que

r

Ll

val sair. Se B é a nova base, entdo:

Ny i t
BB =BB"ArA=_+AAL

onde cada uma das matrizes A AL e A AL tem posto 1. 0 fator de
r r = =

Cholesky associado 4 nova base & obtido em duas etapas:

12 etapa - E obtido o fator de Cholesky da matriz BB'- A Al Se ja

t .
R = L. Encontre o vetor p que resclve o sistema:



R'p = A . 1.6>

Construa uma matriz F na forma:
{Mm+LIX{m+ 1 )

Pré-multiplique F por matrizes de rotages de Givens P: , 1 = m#,
m2. Isto anula os elementos da coluna 1 de F sem alterar a

estrutura tridngular superior de R. A matriz resultante é&:

¥

Al

o | o 0 v v
Q =10 -
P R : R
0
r ' r S
olo ... 01l¥ rTolo ... a olo ... oll¥r 7 v
U pl r A ol r =121 o] R 0 =
)
L - L -

mas, at(_):I, ent.do:



Rk R R _VL}' ﬁtE"'va

e portanto:

1> ptp = ;vz. Lembrando que R"' 64 o fator de Cholesky associado a B,
e ¢ abtido através de : (',_‘.!EiL = R temos de acordo com {1.4> que p &
a r-ésima coluna de Q, =e for considerado que Ar & a r-ézima
coluna de B. Como Q & ortogonal temos que: ;Vz= ptp = 1.

22 ptR. = y v = v. De acordo com {1.6> v = A:’_ .

3 RR = viv + R'R

RR = R'R - v'v = BB'-a A'; provando que R é o fator de Cholesky
r

de BB™-A aA' .
rr

2° etapa - Aqui, o fator de Chaolesky obtido ao final da primeira

etapa é modificado para RL, o fator de Cholesky associado a nova

base B. Construa a matriz E na forma:
{m+1¥xm
R
E =
At
=

Pré-multiplique E por wuma sequéncia de matrizes de rotages de
Givens P‘i+1, J = 1m Isto anula os elementos da linha m#l de E
m

preservande a estrutura trifngular s=uperior de R. A matriz E é

transformada em:



x>

Fa

e R" ¢ o fator de Cholesky associado a B pois:

Q=i.gi.pmd-:l
~l R R
Q =
At 0 4]
o=
r 7 . 4 h
a0t _ ol .
7 | =4 oy R -~ R R
Q Q = Q
At_ At At 0 4]
= = =
h J» -J ™ .
PO -3 Y S [
At 0 0
=
R R+A A" = R'R
s =
R'R=8BB"- AA" + A A*
r r = =

1.2.2 - METODO SIMPLEX REVISADO COM JERAQAOC DE COLUNAS [Lal

Exist.em probiemas de Programagao Linear onde a matriz de
restrigdes A possui o nimero de colunas muito superior ao numero

de linhas e n3o €& possivel resolvé-las pelo método Simplex usual

10



devido 2 impossibilidade de armazensr explicitamente a matriz. Se
a matriz A possui uma estrutura tal que dado um vetor de pregos n

existe um algoritmo ‘aficiente’ para determinar ou uma <coluna A=

satisfazendo:

¢c=c ~nA <O
= B =

ou que nio existe tal coluna, entido & possivel resolver o problema
pelo método Simplex Revisado com geragio de colunas. Em  geral

procura-ge resolver, a cada iteragadoc do Simplex, o problema:

¢ = min {¢, - A, onde A  é uma coluna de A}
= . J B
J

se ¢ = 0 ni3o existe candidata a entrar na bhase.
=

Est.e métoado consiste nas geguintes meodificagSes do método

Simplex Revisadeo (megdo 1.2.1:

2> OTIMALIDADE - Para verificar se ¢& possivel melhorar a SBF
atual, é ncessario encontrar uma coluna n3o baAsica que =satisfaz :
c=min {c -7 A »
= J J

onde 7 & solugido do =istema ;

Nos problemas tratados neste trabalho c. & constante. EntSo
J

t.omar:

¢ equivalente a resolver o problema:

11



max A,
1

=.a Aj ¢ uma coluna da matriz A.
Se EB< 0 entfo A & candidata a entrar na base. Caso

contrario, pare; a solugio atual & Stima,
1.2.3 - METODO SIMPLEX PARA VARIAVEIS CANALIZADAS [KH]

Se o problema de Programagio Linear a ser resclvide tem
algumas variaveis limitadas superiormente ¢ possivel modificar o
métode Simplex para considerar estas restriges implicitamente
diminuindo o ndimero de linhas e colunas da base.

Seja o PL:

"
v
(=]
e
1
ey
=

Seja B uma submatriz nio =singular de A com m  colunas.
Supondo, sem perda de generalidade que ¢ feita uma reordenagic nas
colunas de A convertendo-a em £ B | L | U 1, entSo as soluges
basicas associadas a B s3do expressas por *, = b » X = 0,

- _ -1 T m iy _ ot
xU—uUen—cBB,ondeb—Bb BUuU.

As modificag@es necessarias no métodoe zimplex se resumem a

2> OTIMALIDADE - Dada uma base B factivel disto &, 0 = x < un) s

a escolha da wvariadvel ni3c basica candidata a entrar na base é

feita considerandc dois conjuntos:

12



¥ =4 j:c €0 & jeNII

¥ =4 j:rec >0 e jeU?>

se lIJ1U 1112 = D pare; a solugdc atual ¢ 4tima. Caso contrario

selecione = < '1J‘U iI'z para entrar na base e faga :

{ise S«Ellf1

1 =e g2 < I
2

& =

3) TESTE DA RAZAO - Para Calcular o novo wvalor da variavel

candidata a entrar na base, escolha A como:

e

A =min ¢ b /|y |, Sy > 0>

& = min Cu oot bt>/|ym|, Sy, < 0 >

o

A=min { A, A, u >
L 1 2 =

onde B{i)> ¢ o indice da i-~ésima variavel basica.

4> ATUALIZAGQCXO -~ A atualizagdo ¢ feita em duas etapas. Primeiro &

atualizado o valor das variaveis:

13



Se & = u_, entio a base nio muda, e inicia-se nova iterag3c. Em
caso contrario, a decisdo da variavel que vai =air da base ¢ feita

escolhende r & 11'3 u ‘;'4 » onde:

¥ ={(i:y >0 eb =0 >
a3 L L

¥ =€i:y <O0Oeb =au >
4 s L L

Ent3o a base & atualizada retirando a r-ésima coluna basica AB”)

e colocando em seu lugar a coluna A .
=]

1.2.4 - PROGRAMACAO FRACIONARIA [Lal

Para atender alguns requisitos da indastria, muitas vezezm a
formulagido do problema de corte envolve a minimizagdoc da razdo de
duas fungSes lineares. Esta situagio ocorre no problema do corte
quando =se deseja minimizar a perda relativa e h&a tolerancia na
demanda <{cap. III>. Nesta segio ¢ mostrado que sob certas
condigfies o método Simplex pode ser modificado para resolver o

problema,

Seja o problema de Programacio Fracionaria:

min fixd = 2*oo/2°00
=.a Ax <= b 1.7
x = 0
onde Z'G = clx + o e Z7O = oFx + 3

Defindo a regiic factivel coma:

pode-se enunciar o seguinte iteorema:

14



TEOREMA 121 - Suponha que & & limitado, e que z (x> > 0% x € S,

ent30 f assume seu valor minime em um ponto extremo de &.

Com este resultado, wver prova em Lasdon I[Lal, & possivel
resolver o problema {73 percorrendoc os pontos extremos do
conjunto & de forma que ao passar de um ponto extremo para outro
a funcic objetivo nd3c aumente de valor (ou seja, usar a estratégia

do método Simplex>. Conzidere agora o seguinte teorema:

TEOREMA 122 - Seja f(x> = 2'GoO ~ 2’0o, definida no conjunto S.
Sejam um ponto ¥ € $ e v uma dada direg¢So. Suponha que:

a 2G>0, ¥ x e S;

b> x + av € & para algum intervalo 0 < a £ &, & > 0;

dfd x + avd
c) g0 = rpe <0
a=0

Ent3o hiad = fix + avd & monétona decrescente para todo 0 < a = &.

Prova: Pelas suposiglies a2 e b)Y, hi{ad é continua e diferenciavel

no intervale [0, 6l O teorema estara demonstrado se for provado

que:

dhdad
gl = —— L 0 em [0, &1
dat

Diferenciande h{ad:

15



d z"()-{ + avd

gleo = dos ‘ zz(; + avd ’
_ 22 + avd zZlawd - Z'x + avd 28w
[ 2% + avd 17
[ 2% > + az®Cvd> 1 2'¢ed = [ 2k > + az'vd 1 2w

[ z2¢x + av) 17

22> ¢ ztewd - 2t wx zZevd

como, 0) =

[ =%¢xd> 1°

[ 22> 17
entido: glad = - g<0> < 0, para o € [0, & 1.
[ 22¢x + avd 3

Com este resultado, para encontrar um novo ponto extremo com
valor da fung¢do objetive menor, basta caminhar na diregio da
derivada direcicnal negativa. Se para algum ponto extremo todas as
derivadas direciocnais forem nio negativas, ent3io este ponto
extremo é otimo.

Para escclher o© novo ponta extremoc que melhora a fungio
okjstivo & necessirico entic calcular as derivadas direciconais <-:: =

i
afrs 6‘:-cj f reescrita em fungie das wvariaveisz n3co bagicas), x,
varidvel n3o-basica. Se Ej < 0 para alguma variavel n3o-baszica,
ent3o a fungioc objetivo pode ser melhorada. Sendo a solugio atual
& otima,

Seja o conjunto de restricles:

AXx = b & IB N3[ xa] =b = Bx +Nx =ob
RN B ™

16



com as variaveis basicas escaritas em fungdo das nSo-ba=micas:

x =h - B‘*NxN 1.8

Considere agora duas fungdes objetivos:

1 1 i i
ZXN =agx=¢c x +c¢ x
B B [+ S

2

2 z
z (XD c x + 4o x
B R N N

1l
o]
®
L]

Reescrevendo-as, usando {1.8):

2> = c'b - e B 'Nx 4+ o' w a'bh + ¢t - & BTN x
B N N B N N

z22Gy = ch - 2B MMk +ef x =c%h o+ e? - & B N x
B ] N N i) B N B ™

fazendo :
-4 1 ot § i i 1 4.1
=cbh, ¢, = o - nA , o= o B 1.9>
B J ] J B
-2 2 -2 z 2 2 2.-1
z = ¢ b, cT = a - TA n = o B C1.10>
B J d J B
tem~se:
1 -1 -4
Z (R = =27 + c x
N N
z -2 -2
zZ (%) = 20 4+ ¢ X
N N

Calculando entdo, as derivadas direcionais:

17



8 ¢ 2texd / 22exd D

0
)

J %
J
-2 =1 =4 =2
c. - .
J J
= —— €1.11>
L 1
Assim, para resolver um problema de Programagio Fracionaria
que satisfaga as condi¢gdes do TEOREMA 1.21, aplica~se o

algoritmo Simplex Revisado (=eqgio 1.2.13 cansiderandé o calculo
dos custos relativos das wvariaveis n3o-basicas feitos através da
equagia (1.11). Supondo que n3c hA degeneragdo, a fungio objetivo
decresce a cada iterag3o, nenhuma base ¢ repetida, e uma solugio

otima é obtida em um niimero finito de iteragSes.

18



CAPITIN.O II

2 - 0O PROBLEMA DA MOCHILA

Considere wuma mochila com capacidade limitada e diversos
itens gcom peso=s e valores conhecidos. O problema da mochila
consiste em determinar um subconjunto desses itens cujo pe=o
t.otal ndio exceda a capacidade da mochila e cujo valor total seja o
maior possivel.

Apegar de apregentar a mais sgimples estrutura para um
programa inteiro, o problema da moc¢hila tem =ido estudado
intengivamente porque:
a> modela muitoz problemas praticoes tais gomo: selegio de projetos
ou investimentos de capital, problemas de alocacaosocrcamento ;
b>» aparece como um s=subproblema na modelagem de varios praoblemas
com estrutura mais complexa tais como: ¢ corte unidimensional e o
corte bidimensional, tratados nos préximos capitulos.

Oz métodos mais usados para resolver o PROBLEMA DA MOCHILA
sdo
a2 Enumeragio implicita « 0 de uso mais frequente & o método
"Backtraking'” <dos subproblemas sZ3oc resolvidos a medida que v3o
zendo gerados). Também ¢ utilizado o método Particionar e Limitar
"branch and bound” - os subproblemas gerados =30 armazenados em
uma lista para serem resolvidos posteriormente?. Os limitantes s3o

obtidos através da relaxagao do problema em programagio linear, da
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relaxag3o lagrangeana, ou da relaxag3o por substituig3o.
b Programa¢io DinAmica,
¢> Heuristicas - S30 usadas ou quando n3c existe um algoritmo
exato ou quando existe apenas algoritmos nio eficientes.

Serfio apresentados neste capitulo as seguintes variactes
deste problema:

2.1 - Mochila 01 (01 Kanapsack?>

2.2 Mochila Inteiro (Integer Kanapsack)

23 Multiplas Mochilas (Multiple Kanapsacks?

2.4 - Numero Minimo de Mochilas (Bin Packing?.

Nos capitulos II1 e IV =serad discutidoe o problema da Mochila
Multidimensional Multidimensional Kanapsack) onde a cada item £
associado um valor e diversas dimensdes largura, e

larguracompriment.o2.

21 - O PROBLEMA DA MOCHILA 0.1 [MTI]

Suponha que o conjunte de n itens & tal que ndo existem dois
itens com o mesmo par de valor e pese. Isto implica que existem
apenas duas possibilidades para cada item: ser colocado ou n3o
dentro da mochila. Matematicamente, o PROBLEMA DA MOCHILA 01 (PMD

pode =er formulado através do seguinte programa linear inteiro:
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max EVL v,
i

s.a Ep_ y, <@ €2.4>
i

y, € B 2.2>

onde:

valor do item i {inteiro positivod

<
il

p peso do item i {inteiro positivod
C = capacidade da mochila
B=<{0,1>»

y= 0 (1) indica que o item i foli excluido dincluido)? na mochila
L

De maneira compacta podemos escrever:

PM : max { vy : py < C, vy € B" >

Coma o peso e o valor de cada item =sfo positivos considere

sem perda de generalidade que:

max {p > <C e EpL}C
i

S3o apresentados a geguir limitantes para <o problema,
procedimentos de redugio do nimerc de variaiveils, e dois métodos de

resolugdo para o problema.
211 - LIMITANTES
Os limitantes superiores para o problema desenvelvidos nesta

segio s3o baseados na relaxagic do problema em programa linear e

na relaxagio lagrangeana.

21



Supanha que os itens est3o ordenados em ordem nao decrescente

de valor por unidade de peso, ou seja:
v, S p. > v, 7 p. €2.3>
e defina por item critico o item = que satisfaz:

k
s=min{k:zpi_>c}

i=4

A relaxagio do Problema da mochila 01 em um programa linear

1A
\c
iA

PM :max { vy : py = ¢, 0O 1, >

também chamado o PROBLEMA DA MOCHILA CONTINUO CPML):
As condigdes de folgas complementares (megio 115, a

restrigido (22> e a ordenaglo dos itens de acordec com (2.3

permitem escrever uma solugdo 6tima para PML da forma;

y, = 1 i=1..5~1

;i. = 0 i =s+i..n

- _ - g~=1
vy, = (',}/1;-E onde C = (C ~ p_L)

A partir desta =solugdo, diversos limitantes superiores para
PM podem s=ser deduzides. 0 mais simples, obtido diretamente da

solugio &tima do problema continuo é:
s—1 _
u = |zPM O] = 'Z.. v, + [Cav_sp_| 2.4>
L=

onde z(P) denota o valor &4timo de um problema P e I_rJ & o piso de

r; isto &, o maior inteiro menor ou igual a r.
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Um limitante superior melhor pode =ser obtido consideranda-=e
ou ndo a insergidc do item s na mochila. Se o item coritico ndoc &
inserido, o valor da soclugdo n3io excede a:

s—1 .
= +
b _th Loev_ p
L=

Q'I-i"l

que corresponde a insergio do element.o com maior razdo v /p. .. Se o
1 .
item critico ¢ enserido , pelo menos um dos primeiros =-1 itens &

removido, assim a melhor solugio seri dada por:

s-4 .
= + - -
b i._iv..v'L v L (p‘B O = v,

7P,

onde =e =supde que o elemento retirado possui exatamente o wvalor
necessario de P, {izsto é P_- Cd>e o pior valor possivel de v /p.
i 1

{iato & v_ 1/[) 1). O limitante & entio:

v, = max {bz' bz} 2.8

As congideragies feitas para =se chegar a u, podem ser

exploradas para se encontrar limitantes mails restritivos que ue

u,. Resolvendo o PROBLEMA DA MOCHILA CONTINUO com a restrigio

adicional de y_= 0 ouy =1 abtém-ge:
=
b, = LZCPML com y_= 03]
b‘= ]_z(PML com y_= 12|

o limitante & ent.doc :

u = max { b_, b >
2 3 4
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Out.ros limitantes superiores podem ser determinados por meio
da relaxaclo lagrangeana. Dado A > 0, a relaxagio lagrangeana de

PM é& definida por:

PMX:max{vy+l(G-py):ye[Bn}

PMR: max { AC + :zy) VI — B™>

onde ;i.= V.- J\p,L . Uma solugdo 6tima y*= (y:} de PMK &

1 v. >0
LN
* L d
yi._ 0 Vi.<0
0 ou 1 v. = 0.

Observe que este problema possui a propriedade de integralidade,

ou =eja, o valor de z(PMl} nac se altera quando h#é relaxagio da

restrigio y, = 01 em 0 £ v = 1:

L

ZCPMRL) = z(PM.A) x> 0.

O valor minimo de z(PM;\) acorre quando A = X = p “w , pois:
= =

v. >0 i=1..51e
L

;,=0 i==

L

v. <0 i=s#..n

i
e enti3oc pode-se afirmar que:

z(PMX) z z(PMi) = z(PML-v )= z(PML} 2 z(PMD

24



e portanto:

i=1ls1,sHl.n

k]
I
&

onde ;; ¢ a solugido 4tima de zCPMi > e ;' ¢ a golugdo 6tima de
z{PM_ >,
L
Para obter uma solugdo inteira para PM a partir da sclugSo
continua, ;r, € necessarico fazer ou ;r = 0 ou entio §== 1 & neste
=
tltimo ca=o pelo menos uma das autrags varidveis, digamos Y. » deve

tomar o wvalor 1-5’1'.' Se a ultima alternativa for executada, para

i#g, temos:

=4 -- < = —~
z(PML com y. 1 Yi.) = z(PMX com y. 1 Yi.:’

~

mas, v, representa um decrescimento de =(PM,> correspondente A

A
mudanga do valor de y.= §i para y = 1 - ;L, entio podemos

escrever:

z(PM com y_ = 1—§L> < z{ PM

2CPMg> - |_2}_L_|

com Yy, = 1

=z(PM >
L

1
—
<

o
—

Asgim um limitante superior é&:
u = mag 2®PM 5> - C v /p>, LzCPML) - min (v , i®s, i = 1.n>|>

Através das definigties do= limitantes feitas acima pode s=e
provar as seguintes relagles

1> u £ u

2 i
2> u_fu_pois :b_ b e b =b
3 2 a 1 s z
8> u = u
4 1
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Embora todos estes limitantes t.enham complexidade
computacionai Odnd, se os itens estiverem ordenadog seus
desempenhos médios podem ser bastante diferentes.

Na implementagdo de um algoritmo de enumeracio implicita, o
limitante a ser calculado em cada nd deve ser e=scolhido
congiderando—-se que ui, u, e u, podem ser facilmente calculados

pois o valor de = geralmente muda muito pouco de um nd para outro,

enquanto que u, necessita da avaliag8o do wvalor de {;L para todas

as variaveis correntes y, nio fixadas.
L

2.1.2 ~ PROCEDIMENTOS DE REDUCXO

O namero de variaveis binarias de um determinade problema
pode ser reduzido através de técnicas que fixam o valor étimo do

maior nGmero possivel de variaveiz. O procedimento de redugdo

viste aqui, partigiona o conjunte N = { 14n * em trés
subcon juntos:
I0= {1 e N: yv.= 0 em cada =moluglic étima para PM >

T

It = (i eN:y=1em cada solugio 6tima para PM >

I=N-7J0UI1
O problema original pode entio ser tranasformado na forma

reduzida:

PMg:max{vy-l-v:pyﬁC,y_E[B,iel}
1

onde: v=va_ eG=G-pr_
i.:" Lz"
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Os subconjuntos 1 e 10 =30 construidos, considerando-se as
implicag@es de =e fazer uma variadvel receber wvatlor 0 ou 1. Se a
atribuigio de um wvalor a = 01 para y. implica em wum subproblema
infactivel ou em uma solugio Stima com valor inferior ac de uma
solugdo j& conhecida, pode se concuir y.= 1-a, desde gque esta & a
fmnica escolha que pode conduzir a uma solugio factivel ou melhor.
Para o problema PM, os mais eficientes procedimentos de redugio
s8oc obtidos avaliando estas implicag@es através do gcalculo de

limitantes superiores.

el Fal

Seja v uma =olugia factivel para o problema PM e =z seu
correspondente valor (; representa um lHmitante inferior para o
valor &timo z*}. Além disso, para i € N, =eja z, (resp. =Z=.> o©
limitante superior para PM com a restrigdco adicional de y = ¢

Cresp. ;i.= 0>. Ent.3o:

ID={ieN:zt£z}
It =<ieN:z < N

A eficiéncia dos procedimentos de redugio vai depender das

L) P

técnicas usadas no calculo de =, = e =, . Conmiderando que o
t L

céleculo dos limitantes z, e z pode =mer feito através de resolugio
de PML com y = 1 e PML com y = 0 e que isto requer tempo

computacicnal ©{(n?> para encontrar o item critico s e s =a
complexidade global do procedimento de redugSo pode ser fixada em
owm’.

Um bom decréscimo no tempo médio do procedimento pode =er
obtido observando que ¢ inutil calcular z. (re=p. Ei) se y, = 1

(reap. ;’ = 0> na sgolugio wcorrespondente ac limitante superior do
1

problema original PM.
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A cardinalidade do subcon junt.o I pode ser decrescida

considerando:
IO=IGU{ieI:p‘L>a}
e, se:
‘pri =G,
L
entdo:

11 =11 U1

Este procedimento de redugiio em I deve =mer repetido até que

nenhuma variavel mais possa ser fixada.

213 - METODOS DE ENUMERACAO IMPLICITA

Muitos algoritmos de enumeragio implicita tém gido propostos
nas Ultimas décadas para encontrar a solug3oc exata do PROBLEMA DA
MOCHILA 0.1. Estes algoritmos diferem nas técnicas de limitagSo,
na esgtratégia de partic3ao, na aplicagio dos critérios de
infactibilidade e dominio e no calcule dos limitantes superiores.

Oz métodos mais eficientes usam um esquema de partigdo
binario, onde em cada né ¢ =selecionado um item ainda n3o fixado,
gerando dois nés degcendentes com a fixagido de y, em 1 ou 0. A
busca continua no né associade com a in=mergio do i-é=zimo item na
=alugdo (y’_L = 12, isto &, a paprtir do néd com maior limitante
superior. Em seguida serdo mostrados dois dos mais eficiente=m

algoritmos propostos por Horowitz e Sahni [HS) e por Martello e

Toth [MT11
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O algoritmo proposto em Horowitz e Sahni [HSl1 comega pela
ordenagio dos itens em ordem nfo decrescente de valor por unidade
de peso. Toma como primeira solugdo corrente a solugdo do PROBLEMA
DA MOCHILA CONTINUOG com y_= 3. O movimento progressive ("forward')
consiste na colocagio do maior nimero possivel de itens na solugdo
carrente observando a restrigic (212, 0 moavimento regressivo
(“backtracking'"? congiste em remover o itimo item colocado na
solugdo corrente, ou seja, em retirar o item com menor valor
vi./p_L. Enquanto a movimento progressivo & realizado, o limitante
superior u, (eq. 24> correspondente a solugdo corrente é
calculado e comparado com a melhor =olugio até o momento de forma
a verificar se um movimento progressive pode levar a uma solucSo
melhor. Se igto occorre, entia um novo movimento progressivo é
realizado, senfio, é feito um movimento regressivo. Quando o ultimo
item for considerado, a =solugio estid completa e pode atualizar o
valor da melhor seclugace até o momento. 0 algoritme para quando n3o
& possivel realizar um movimento regre=zgivo.

Em Martelic e Toth [MT1l o algoritmo proposto difere do
anterior noz segulntes aspectos:
i> o limitante superior u_ {(eq. 2.5> & usado no lugar de u_.
ii> o movimento progressive asgociado com a ingergioc do i-ésimo
item ¢ dividido em duas fases: construir uma nova solugdc e =salvar
a =olugdo corrente. Na primeira fase & definido © maior nimero N_L
de elementos consecutivos que podem mer inseridos na sclugdo
corrente a partir do i-ésimo item e & calculado o limitante
superior u, correspondente a insergioc do i-ésimo item. Se u. é
menor ou igual aco valor da melhor =olugidc até o momento, o

mavimento regressivo ocorre imediatamente. Se u, for maior a
L8

29



segunda fase, ou =eja, a insergdc dos itens do conjunto Ni. na
solug¢do corrente, & feita apenas se o valor desta nova solug3o n3o
representar o méximo que pode ser obtide com a insergioc do i-ésimo
item. Caso contrario, a melhbr solugio até o momento & atualizada
mas a salugdc corrente n3io, de forma gque movimentos regressivos
nas itens do conjunto Ni. e jam evitados.

iii> Um procedimento particular de moviment.o progressivo, &
realizado sempre que antes do movimenta regressive no i-ésimo item
a cap‘acidade residual da mochila, é, nic permite a insergio de
nenhum item posterior ao i-ésimoe. O procedimentoe é baseado na
seguinte consideragio: a soclugdc dcorrente pode ser melhorada
apenas =e o i-ézimo item for substituide por outro item com walor
maior e peso menor o suficiente para permitir sua insergio, ou por
pelo mencs dois itens poassuindo peso total -menor ou igual a pi.+
C. Desta forma, geralmente & possgsivel eliminar a maior parte dos
nds indteis gerados noz niveis menores da Arvore de decis3o.

iv) Os limitantes sguperiores associados aos nés da arvore de
decisio sac calculados baseadoe no armazenamento da informag3o
relacionada com a soalugio corrente. Suponha que a =olugio correante
foi construida pela insergio do i-ésimo ao r-4simo item, entio,
quando na tentativa de construir uma nova solugdo a partir do
j-émimo item {4 < j < rd nenhuma insergic ocu remogio ocorre para
ags itens que precedem o j-ésimo, € possivel inserir pelo menos osg

itens a partir do j-ésgime até o r-ésime na solugio corrente.
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214 - METODOS DE PROGRAMACXO DINAMICA

Programag¢io Dinfmica é um método que pode ser usado quando a
=so0lugioc de um problema pode ser obtida como o resultado de uma
sequéncia de decis8es.

No caso do FROBLEMA DA MOCHILA 01 a k-ésima decis3c a ser
tomada consiste em atribuir valor 0 ou 1 para a variavel Y, k =
1.n.

Considere zk(c) como o valor maximo da fung3do objetivo usando
apenas as primeiraz k ¢k = 1.n) variaveis e com limitagioc de

capacidade ¢ (¢ = 1.G}. Isto é&:

Pb‘l:::max{vy:pyﬁc,ye[Bk}

Ll
zk(c) -F’l’*‘[}c

yk(c) =Y, onde, Y,V & =olugio stima de PMk

Pa definigio acima segue que :

PM:=max{vy:py Sc,yie[B},

ist.o &:
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Define-se ent3o para o k-ésimo estigio (k = 2.n) e para ¢ =

0.C as =seguintes equagdes recursivas:

z, Lod c
z, (> = —t

max {zk_iic), zk_i(c:-pk) + vk} c

0..pk—‘1

p ..C

0 se zk(c) = zk_1(c).
1 se zk(c) > Zk—1(G>

a =oclugdo étima serd dada por:

**
z = z Q)
n

> *
com: Y, = yk(c:k) onde C .= S T Y. P,

Ob=zerve que cada estagio k (k= 1.n> pode =mer identificado
por uma =sequéncia, Sk, de pares ordenados do tipe ¢ c, zk(c)) am
ordem darescente do valor da primeira componente do par. Caso hajam
dois pares <G, zk(E)) e (E, zk(r-:-:)) tais que ¢ < c e szE) = szE),
ent3o diz-se que o par (g, zk(5>) domina o par (E, zk(t_:)) e este
Gltimo deve =ser eliminado, pois é desnecessario. Cada estagio &
ent.30 definido considerando apenas os pares n3o dominados e
viaveis (iste & 0 £ ¢ £ Q). Desta forma, a sequéncia Slc define uma

funcio “escada” ndo~decrescente.
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Para encontrar a solugl3oc 4tima, Horowitz e Sahni [HS1)
apresentam o seguinte algoritmo.

Inicialmente & construida a sequéncia S' = ¢ <0, O, P, vi).}

que & a solugdo da eguacgdo 21(0)‘ Em =eguida & construida a
sequéncia s? a partir de s' e azsim, sucessivamente, até
considerax: t.odos o= itens., O valor 4tima é& tomado como s=endo o©
altimo elemento da sequéncia s".

Dada a =equéncia de pares do estagio Sk_i, cont.rdi-se a
sequéncia de pares n3o dominados e viaveis Sk, através da wunido
adequada ("merge’> de Sk_" com a gequéncia obtida momando o par
(pk, vk) acgs pares de Sk_" .

Toth (T]1 propés um algoritmo onde limitantes superiores =30
usados para eliminar os estados que nio levam a solugBes Gtimas e
oz estados inutilizados, ou s=eja, o= estadogs que n3c s=erdo
utilizados nos estigios seguintes. O métode combina ainda as

equagfes recursivas progressiva e regresgiva considerande o numerc

de estados nio dominados e o valor de C.

I

22 - PROBLEMA DA MOCHILA INTEIRO

O problema da mochila inteiroa é uma extensio do problema
apresentado na segio 21 onde se considera que est3o disponiveis

variog itens com o mesmo par de valor e peso. Desta forma:

PMI:max-(vy:pyéG,yeZ:}
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Para encontrar a solugdo deste problema sgerio apresentados

nas seqies seguintes doi=s método=: Programacio DinAmica e

Enumeragic Implicita.
221 - LIMITANTES

Um limitante superior para este problema pode =er obtido
atravées da solugio do problema PMI relaxado em programagdio linear

(PMI_ .
L

PMIL:max{vy:pyﬂc,yc—:D?:}

Congiderando que oz itens estioe ordenados em ordem ndo
decrescente de valoar por unidade de peso, ou seja de acordo com

eq. (2.3> a =olugdo para PMIL é dada por:

i
N
o

Y1=C/p1 e yk=0’k

Um limitante superior é dado por:

us= [ vppdl

2.2.2. - METODCOS DE ENUMERAGAO IMPLICITA

O algoritmo abaixo foi elaborade com base no algoritmo
proposto em Horowitz e Sahni [HS)Y demcrito na seqgdo 2.1.3.

O movimento progressivo para o presente problema wvai
consistir em inzerir o maicr Mimere possivel de cada elemento na
soluglo corrente. O movimento regressivo sera retirar uma vez o

altimo item inserideo na soclugdo dorrente.
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Antes de inserir um elementa na mochila, € verificado =se esta
ingserqgdo wvai melhorar o valor da solugdc corrente. Se ndo
melhorar, o movimento regressivo acorre imediatamente.

Sempre que houver uma soluglo completa, antes de efetuar o
movimento regressivo, ¢é verificado =ze ela pode atualizar o valor

da melhor soluq3oc até o momento,

Quando nenhum movimento regressivoe adicional for possivel o

algzoritmo termina.

223 - METODOS DE PROGRAMACAO DINAMICA

O algoritmo aqui apresentado foi desenvolvido com base no
algoritmo para a mochila 071, descrito na seqgio 2.1.4.
Considere como zk(c) o valor maximo da fung3oc objetivo usando

apenas as primeiras k (k = 1.nd variaveiz e com limitagic de

capacidade ¢ (¢ = 1.G> I=sto é:

k
PMI:= max { vy:pyﬁc,yez+}
z (e = =(PMLD
4 k
a
y{cr = ¥ ande, vy .y é solugSo 4tima de PMIC
k k 1 e k
Da definigldoc acima segue que
. _
= . <
P]'\‘lI1 max { vyipy=c vy € Z+}
i=to &:

z (e) = v ¢ l_c:/pi_]) ¥, c = 0.C

y1<G> = < |_c/p1_| >, c = 0.0C
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Ent3c para k = 2.n e para ¢ = 0.0 podemos definir as

seguintes equagdes recursivas:

z (> = max { jv +z _ <c- gpd>, j= 0,1..| c/p, | >

k-4

v,$6> = j, onde z <ed = L jv + 3z <& - jpd

a solugio étima € encontrada recursivamente atraveées de:

z" = =z (O c =a
™ L a]
@ = y e > =c - yo*
Yy NG G, TG T VY P
Cada estagio k = 1.n pode smer identificado por  uma

sequéncia, Sk, de ternos ordenados do tipo (g, zk(c:}, yk(c)) em
ordem crescente pelo valor da primeira componente do terno. Cas=o
hajam dois ternos <o, zch), ykcén e (g, zk<6>, ykcén tais que <
< ¢ e zk<8> > zk<E>, ent.3o diz-se que o terno <G, zk<6>, ykcé:))
domina o terno (E, zk(:_:>, yk(g)> e e=ste Ultimo deve ser eliminado,
pois € desnecessario. Gada estagio &€ ent3io definideo por uma
sequéncia de ternos dominantes € viaveis (isto & O £ c £ CG).

O algoritmo constréi inicialmente a sequéncia st = < o, o,
o, {pi, Vo 1)..(jp1, jv,» 3 > onde j = 2.0 G/pij, solugic de

PMI: . Em smeguida ¢ construida a sequéncia s® a partir de s' e

procede-se agsim, sucessivamente, até considerar todos o= itens. O
valor &timo anC) ¢ tomade como smendoe o UGltimo elemento da
. ™
sequancia S .
Dada a sequéncia de ternos do e=stagio Sk_i, cantréi-se as
sequéncias de ternos nfc dominados e vidveis sk » J o= 0. Csp, 1»
i

. . k- .
somando o terno < jpk, v, j> aos ternos de S B respectivamente.
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Sk & obtido unindo as sequéncias S:_c observando a  ordenagdo dos
ternos pela primeira componente.

Na implementagdo realizada as =segéncias de ternos SIE ndo sdo
cobtidas explicitamente, apenas as sequéncias sk @830 armazZenadas.
Sk ¢ obtido através da unifo apropriada ¢ "merge” > de Sk_i com a
sequéncia obtida pela adi¢io do terno (pk, v, . 1> aoz ternos de
Sk. Neste caso Sk & inicializade com o terno <0, 0, 0. Deve-se
ressaltar que na implementagio do algoritmo de Horowitz e Sahni

[HS1l para a machila 01 (segio 2.1.4> o conjunto S]'c & obtido pela

-~ . le- -
unido apropriada de S ' com Sk ) (pk, vk).

2.3 - PROBLEMA DAS MULTIPLAS MOCHILAS [MT)

o) Problema das Multiplas Mochilas 0.1 C(PMM2 é uma
generalizagioc do problema apresentadoc na seg¢do 2.1 onde est3o
diponiveis m mochilas com capacidades Gi, Gz, weep Gm.

Este problema pode representar varias situagSes na industria
tais como: carregar m navios com n “containers", encher m
tanques com h liquidos que n3o podem ser misturados, ou ainda
cortar m itens unidimensionais em n pedacos de tamanhos
pré-fixados mencores.

O problema consiste em determinar th ( se o item i deve =er

incluido ou n3o na mochila > de forma a maximizar o valor total

dog itens inchiidos:
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m T
PMM : max z 2 v v
. . 1 Jjt
=1 =4
=. a
™
< i =
E P, YJL ,.GL i 1.m 2.9
L=1
m
Ey.. <1 i =1n 2102
. Ju
j=1
yji. =01 i=1.n e
i=1m

Fazenda m = 1 tem-se o problema PM.

Neste problema a restrigic (210> implica que cada item pode
ser alocadoc em apenas uma das mochilas,

£ comum fazer as seguintes suposigles:

min{pt}(min{cj}
i . J

max{p_t}<max{0,}
- : J

E considerar também que os itens estio ordenados por valor
especifico (eq. 2.3> e a= mochilas em ordem n3o crescente de

capacidade:
GJ_ = Gju'

Os algoritmos para o problema PMM podem ser divididos em duas
classes dependendo dos valores de n e m. O problema & de fato
dificil no sentido de que todos os algoritmos conhecidos
apresentam tempo computacional n3o polinomial com respeito a m e n
fazendo com que os algporitmos =ejam orientados para o gaso de

baixos valores da razdo n/m ou para o caso de altos valores desta

fard
razad.
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S3o apresentados a geguir lmitantes superiores para o
problema, procedimentes para reduzir o ndmera de variaveis e
alzgung algoritmos para obter a solugdoc exata e a solugdo

aproximada para o praoblema considerande o caso de altos valores da

razdo n/m.
2.31 - LIMITANTES

Dois métodos de relavag8o =3o geralmente usados para o
céleulo de limitantes para o problema PMM: a relaxagdo lagrangeana
e a relaxagio por substituicd3o ("'Surrogate relaxation').

A relaxaglc lagrangeana & ohtida através de uma penalizagio
na fungdc objetive utilizande a restrigdo de que cada item ¢
colocadoe em apenas uma mochila - <(2.10D. A==sim, a relaxagio

lagrangeana relativa a um vetor n3o negativo X & dada por:

il 4] H m
PMM, : max 2 2 v, Y, " E X, C‘zy“ - 1> 211>

J=1 L =4 L=1 J=1
im)

. a ZP y. =@ ji=t..m
gy ! h
y..= 01 i=1..n

J=1..m

juntando os termos comuns, a fungfio objetive (211> pode ser

ree=scrita como:

7
2

max A F i v, = A Dy .
. L [T 1
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Encontrando um wvalor para o vetor A, o problema PMM relaxado pode

ser dedomposto em uma colegdo de m prcblemas da Mochila:

n
= max < - A2 ..
zj i.zi. v L YJL
T
=.a Z P Y, =G
L=1
¥ =0 M1

para j = 1.m

e o valor &timo para PMMK seria dado por:

Diferente da relaxag¢S3o lagrangeana que faz com que a fungdo
objetivo abgorva um conjunte de restrigSes, a estratégia da
relaxac8o por substituigio consiste em, como o prdéprioc nome
indica, substituir a conjuntce original de restrigdes por wuma outra
restrigcido chamada de restrigio substituta.

Ent.."a"q, dado um wvetor nio negativo n, a relakagdo por

aubstituigde para o problema PMM relativa a este vetor é& dada por:

m T
PMM_ : max z z v, Y.
T . . 1 Jjt
=1 L1=1¢
m N m
=2.a T z PY.. ﬁZn_C
J=1 ogby I iT1 J b
m
z vy, = 1 i=1..n
It
=1
vy, B
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Para obter limitantes bons, oz valores dos vetores A e =
devem ser tomados de forma a minimizar o valor de PMM_A e PWH.
Este valor para X pode ser encontrado atraveés do uso de
subgradientes; e o valor 4timo de r & provado por Martello e Toth
[MT2] ser n= k <k = Z'> para i = 1.m.

Con=sidere o problema PMM relaxado em programacic linear:

m n
PMM. : max z z vy,
L ) i

LT
m
= =
Z y, S1 i=1.n
iS1
0= yjiii i=1n
e j=1.m
cuja =solugldo Stima primal &:
1 i<t
m _ m t=-d
2yJL= (IZCi- p}/pt i=st
=1 =1 L=d
4] i>t

onde t. & o menor indice que satisfaz:

L m
2 P >.E C;
i=1 j=1

e a =solugio dual associada:

i, = v, - pi_(vt/pt) i<t
h 0 i=
e:
7= v /p j=1m
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Como os valores das variaveis duais podem ser facilmente
obtidos ¢ conveniente ¢ =eu usoc para cbter limitantes superiores

para PMM através de PMM, e PMM_ . Assim, X = A, i=1nen = T

A 1 J

j=1m
Como foi visto, a relaxagdc lagrangeana decomp@e o problema
PMM em uma série de problemas da mochila 01, De forma similar,

y., 4 = 1.n> e

fazendo uma mudanga de varibsveis do tipo x =
1 Jr

13

J=4

atribuinde wum valor constante para as componentes de nr, a
relaxacio de subsgtituicio pode ser expressa come um Unico problema

da mochila 0.71:

~13

Nenhuma das duas relaxages domina a outra. Em geral,
espera~se que PMMH fornega um limitante melhor dquandoe m & pequenc
ou a razio n/m & grande. Apesar de outros muitiplicadores
fornecerem Jlimitantes melhores gque X e n, o fato das variaveis
duais serem facilmente calculadas fa= com que o esforgo
computacional requeride para encontrar ocutros multiplicadores
supere a economia obtida com os limitantes melhores. E importante
notar que os limitantes derivados de PMM- e Pl\‘ﬂ")(?T S3dac sempre

A

melhores ou iguais aos obtidos por PMML.
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2.3.2 - PROCEDIMENTOS DE REDUCAXO E METODOS DE SOLUCGAO

0 tamanho do problema PMM pode ser reduzido, de uma maneira

similar & apresentada na seg¢io 212 através da construgde dos

con juntos:
m
= < Ey},i = 1 & uma solugSo 6tima para PMM>
&4
m
I0 = < - z;er = 0 & uma solugSo 6tima para PMM>

No presente caso no entanto, apenas os elementos do conjunto
I0 permitem a redugdco do tamanho do problema <eliminando os itens
cujos indices pertencem a 102, I1 fornece informagdo atil apenas
para reduzir o numeroc de nés da &rvore de decisdo em um algoritmo
do tipo particionar e limitar, uma vez que ele n3o especifica em
qual mochila o item foi inserido. Inga;giola e Korsh [IK]
apresentam um procedimento baseadco na extens3oc da relagdo de
dominancia entre osgs itens para construir os conjuntos I1 e 10,

S3c esbogados a seguir dois algoritmos para encontrar a
solugdio exata do problema.

O primeiro algoritmeo, préposte por Martelo e Toth [MT31, &
baseado nho método particionar e limitar, A cada nd ¢ resolvido a
relaxacio lagrangeana do problema com ?\,L = 0 para todo i, isto é,
s80 resolvides m problemas da mochilas 01 independentes, Se
nenhum item aparece em duas ou mais mochilas, fol encontrada uma
solugdio factivel para o problema e o movimento regressivo ¢
efetuade. Sendo, um item que aparece em m’ mochilas (2 = m’ £ m> &
selecionado & =3oc gerados m’ nés descendentes correspondentes a
incergic dezmte item nas m'-1 primeiras mochilag e o m'-ésimo né

corresponde a sua exclusio delas. O0s m’ limitantes superiores =30
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calculados resolvendo m’ problemas da mochila 01 e usando parte
das solug@es encontradas previamente nos néds anteriores.

Em Martello e Toth IMT2] & uwutilizada uma técnica particular
de busca em a&rvore chamada “bound and bound” que a cada né da
arvore de decisic calcula um limitante superior e um limitante
inferior para o problema corrente. O limitante superior sup(S>
para a problema corrente & calculade através da relaxagdo por
substituici0 de S e o limitante inferior inf(S8> & calculado por um
procedimanto heuristico que encontra uma soluglico para a primeira
mochila, exclui os itens pertencentes a esta =olugdo, encontra a
solugido para a segunda e assim por diante. A solugldo heuristica ¢
armazenada em ;ji. . A cada iteragido, a partigcic do problema é&
feita tomando a préxima varidvel yji tal que ;ji. = 1, de acordo
com valores crescentes de j. A principal diferenga entre este
procedimento e o procedimento particionar e limitar padr3o ¢ que a
fase de particio do problema & feita aqui adaptando a s=olugio
parcial através da solugio obtida no cilcule dos limitantes
inferiores. Isto fornece duazs vantagenst importantes: 13 para tode
problema corrente S com =up(S) = inf(S)D, ;: ¢ uma solugdo 4tima; 2D
para S com inf(S> < =upl(sS>, S é adaptado através da solugdo
heuristica que & melhor que a =olugBc obtida por uma série de
moviment.og progressivos adicionais.

Os algoritmos para a =soluglo exata de PMM podem ser
aplicados, com wum tempo computacional aceitavel, apenas para
problemas com valor de m pequene, No entanto, as aplicag@ioe
praticas deste problema geralmente envolvem um grande nuimero de

variaveis, exigindo assim o uUso de métodos de s=olugdoc mais

adequados: heuristicas.
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Fizk e Hung [FHl apresentam um procedimento heuristico
baseado na solugio exata da relaxagdo de substituigiio para PMM,
Esse procedimento tenta inserir os itens do conjunte RE ¢ RE = 4

Yj' = 1, yji solugao de PMMn}) nas mochilas. Quandce um item n3o
puder ser inserido em nenhuma delas, tenta-se fazer troca de itens
entre cada par de mochilag (um por um, um por dois, dois por um
-.? até ser encontrada uma troca gque utilizme totalmente o espago
diponivel em uma delas. Se todos os itens do conjunta RS foram
usados, uma solugdc &tima foi encontrada; caso contrarie a =olugdo
factivel corrente pode ger melhorada inserindo nas mochilas o
maior nmhimero poasgivel de itens do conjunte W - RE . Como este
algoritmo requer a solugio exata para a relaxagdc de substituicdo
do problema PMM, ele requer no pior caso um tempo de execugdo nio
polinomial.

Martello e Toth (MT4] apresentam wum procedimente heuristico
baseado no procedimento apresentado em Fisk e Hung I[FHlL. O
algoritmo consiste de trés etapas: 1) determinar uma solugdo
inicial preenchenda cada mochila com itens consecutivos, iniciando
cdom a moachila com menor capacidade; 2 rearranjar a solugSo
factivel encontrada fazendo troca de itens entre as mochilas de
forma que cada uma conbtenha itens com razio valor/peso diferentes;
3> melhorar o rearranjo da =solugidoc encontrada, e em seguida tentar
excluir cada item da =solugdo corrente e troca~lo por um ou mais
itens que nac estavam na solugio e que levam a um melhoramento da
masma, Oz experimentos computacionais feitos com este procedimento
indicam que ele tem um comportamento satisfatdrio tanto em termos

de tempo de execugio como em qualidade da solugio encontrada.
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24 - PROBLEMA DO NUMERO MINIMO DE MOCHILAS {EC, JDUGG]

Congidere agora, m mochilas com a mesma capacidade, G, e n
itens com peso P, ¢ = 1.n>. O problema do Nmero Minimo de
Mochilas consiste em determinar como distribuir estes itens entre
as mochilas de forma a nao exceder suas capacidades e utilizando o
menor mimero possivel delas. Em geral, supBe-se que o pesao dos
itens esta dentro do intervalo (0, 11 e a capacidade das mochilas
& 0 = 1 . Este problema & um caso especial do problema do Corte
Unidimensional d{cap. III>. Modela diversos problemas praticos na

ciéncia da computacio. Algun=s exemplos =3o0:

FORMATAQAO - Suponha que as=s mochilas sejam registros de tamanho
fixo: k bits, e os itens =ejam dado=s requerendo kp, kp, ..,
kpn bit=. 0 objetive & alocar os dados usando o menor nUimero de

registros.

PAGINAGCAO - Aqui as mochilas gio paginas e os itens =30 segmentos

de um programa dJue devem aparecer em uma Unica pagina, por

exemplo: loops, arrays, etc.

ALOCAGXO DE ARQUIVOS - O objetivo & alocar arquivos de varios
t.amanhos no menor numero possivel de trilhas no disco observando

que os arquivos nio podem ser divididos entre trithasg.

SerZo apresentados aqui um método enato bameado na formulagdio
doe problema em programagio inteira 01 e quatro heuristicas

classicas para o problema.
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241 - METODO EXATO

0O mét.odo exato descrito a seguir foi proposto em Eilon e
Christofides [EC], e soluciona o problema formulado

matematicamente da seguinte maneira:

m n
min z ¢ h, z y.>?
, i L JL
JZ:I. 1=4
=.a
™
< =
Q. Py S J=tm
1=1
m
- =
z yjt =1 i 1.n
151
v =01 i=1in

onde:

P, = pPeso do item i

yﬁ: 0d1) indica que o item i foi excluido ncluido> da maochila J§

h = penalidade atribuida ao se alocar itens na mochila j, hJ_( hj+1
J

0 algoritmo trabalha encontrando inicialmente wum limitante
superior z’ para o problema por inspeg3o ou usando uma heuristica.

Do conjunto de nxm variadveis é formado um subconjunto S de
k varisveig, cada uma com valor 0 ou 1. As outras xm - k2
variaveis ficam livres. 0 conjunte & representa entido um
subproblema com <(nxm - k> variidveis, observe que como hj > 0, o
melhor wvalor d(apesar de n3o necesziriamente factivel) para a=
variaveis livres & 0. Este subproblema estia resolvide quando &

determinade © melhor wvalor das variaveis Hvres {(estes valores

47



juntament.e com os valores do elementos do conjunto S, formam uma
solugdo factivell, ou quando nenhuma solugdo factivel & obtida. No
primeiro caso, a soluglo ¢ guardada para futuras referéncias.

Quandoe uma =olugdo y ndo & factivel, ¢&é definido um
subconjunto T com todas as variidveis livres correspondentes a nés
que n3o vielam a capacidade da mochila e o limitante z'. Ent3oc um
memhro do conjuntoe T & traneferido para o conjunto S e um novo
subproblema aparece. Neste ponto, ¢ usado uma formulagSoc do
subproblema em programag3o linear (PL> de forma a excluir alguns
nos da arvore de decisdoc. Se a solugdio do PL excede z’, ou sme a
solugiio & infactivel, o nd & excluido.

Quando a golugio ¢ factivel, verifica~se no conjunto S =e ha
alguma variidvel gque mudada para seu complemento praduz um
subproblema que ainda nao foi re=solvido. Se isto ocorre, esta
variiavel troca de wvalor, as variaveis seguintes tornam-se¢ livres e
o algoritmo prossegue. Caso contrario, y & a solugio Stima.

0 método exposto acima apresenta um desempenho em termos de
tempo computacional muitoe ruim, Jjustificando a fato de que na

pratica =30 usadozs algoritmos aproximados para o problema.

242 - METODOS HEURISTICOS

Como foi dito antes, algoritmos que buscam a =solugio exata
para este problema requerem um geral uma busca combinatédria muito
lenta, e oz algoritmos heuristicos tratados na pratica enontram
solugBes muito prdéximas da 6tima em um tempo computacional muitas
vezes  mehor. S3o apresentados a s=egulr quatro algoritmos

heurtsticos classicos.
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Algoritmo 1 - (First. Fit> - Sejam as mochilas Ci,Cz, .y @ cada
m

r o P

uma com nivel de ocupagdo inicial zero, e os itens P, P,
N

na ordem original. Para alocar o item p encontre o menor indice j
L
L

tal que a mochila Cj esteja preenchida até o nivel 7 = 1 - p e

coloque p. em CJ_- O nivel de GJ, & ent3o mudado para 2 + P, -

Algaritmo 2 - (Best Fit> - Sejam as mochilas Ci,Cz, .y C cada

m

» o P

uma com nivel de ocupagdo inicial zero, e o= itens P, P,
n

na ordem original. Para alocar o item p. encontre o menor indice j
L
tal que o nivel da mochila C:j mude para 2 = 1 - p. e B =eja o

1

maior possivel. Coloaque p, em Cj e mude o nivel de Cj para 3 + P

Algoritmo 3 - (First Fit Decreasing)d - Ordene o conjunto de itens

de forma ndo crescente e aplique o Algoritmo 1.

Algoritmo 4 - (Best Fit. Decreasing? - Ordene o conjuntoe de itens

de forma n3o crescente e aplique o Algoritmo 2.

Em Jonhson et alli {(JDUGG] foi demonstrada wuma analise de
pior caso baseada no maximo valor, RF(k), da razado F(n)/MD sobre
todos o= conjuntos de itens para os quaié: Mo = k, onde Fnd> =
{FF(n>, BF<{(n>, FFD{(n>, BFDM>»} ¢ usado para denotar o© nimero de
machilas obhtidas aplicando os quatro ultimog algoritmos,
respectivamente, a um conjunto de n itens e MD € um linﬁtan£e para

o problema:

N
< <
Ep, A C<M SCRp ~/C>+1

1=1 i=1
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Oz autores chegaram aos seguintes resultados:

lim B <k> = 17.10.
FF
ko

lim R <{k> = 17710
BF
k+@®

Iim R k> = 1179
FFD
k-

Iim R k> = 1179,
BFF
k-+00
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GAPITULO 111

3 =~ O PROBLEMA DO CORTE UNIDIMENSIONAL

Este capitulo trata do problema do corte onde apenas uma
dimens3c d(largura ou comprimenta) da pega de tamanho padrio ¢
congiderada para o corte. Nas préximas seqdes s3o apresentadas
farmulages do Problema Unidimensional, métodos de =olugio e

alpumas variagfes do meamo.

31 - FORMULAGAO

O Problema do Corte Unidimensional consiste em determinar
como cortar o menor numerc de pegas de tamanho padrSo L, atendendo
a uma demanda, bi.’ de itens de tamanho 1&’ i = 1. n, supondo que
existe uma quantidade ilimitada de peg¢as de tamanho padriao.

Sendo xj o niamero de vezes que o esquema de corte Aj & usado,

o problema consiste em determinar o vetor x (m x 1> solugie de:

m

min { L x :Ax 2 b, x e Z 31>

j=1
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onde:

b =Chb >»vetor (. n x 1 2 de demanda.
1

A = €Ca 2> matriz ¢( n ¥ m 2> onde cada coluna Aj representa um
L

esquema da corte com a, ., igual aco nimero de itens de dimensSes 1i.
v

que =30 obtidas neste esquema.

3.2 - METODOS DE SOLUGXO

Esta formulag3o do problema apresenta duas grandes
dificuldades: a restrigio aos inteiros e o grande namero de
esquemas de corte (colunas da matriz A ).

Uma maneira de diminuir estas dificuldades & relaxar a
restrigio x € Z: em X < IR: y € resolver o© programa linear
regultante através do método simplex revigsadoe gerando a cada
iteragdo uma coluna candidata para entrar na bhase (se¢io 1.2.23.

Como vimoa na seg¢io 132, a coluna candidata a entrar na

base, A , deve =matisfazer:
=

ist.o é:

além disso, © vetor A, deve descrever um esquema de cdorte e
J

portanto
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Asgsim, o problema de encontrar a cdoluna com menor custo relativo

sa torna:

que coma vimos na secio 22 & o Problema da Mochila Inteiro,

3.3.- VARIAQOES DO PROBLEMA

Além do objetivo apresentado na segio anterior:

i> minimizar o nimero total de pegas de tamanho padrio:

podem ser associadas ao Problema do Corte Unidimensional

diferentes fun¢Ses objetivos, dentre as quais:

ii> minimizar a perda total :

™m
min Y rx

o

onde I‘j & a perda em um esquema de corte A dada por:
J
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iii> minimizar a perda relativa:

m m
min (Frx /~ E x>

. 31 B |

J=1 =1

iv) maxdmizar o valor total dos itens cortados:

Lal m
max (.}: .): ViR xj)
i=4 j=1

onde v_L & um valor atribuido ao item i.

Diferentes conjuntos de restrigBes s3c associados a estas

fung@es objetivos, os mais comuns s3io:

iy Ax=b,x52:
i) szb,er:
iii> Ax € b, X € Z:‘

iv)b’EAx‘Eb,er:

Observe que os problemas formados pela restrigiic i) combinada
com a fun¢io objetivo i cu com a fungio objetivo iid s80
equivalentes.

Na indastria do corte de papel, frequentemente as encomendas
=3c atendidas dentro de um intervalo de tolerancia de mais ou
menos 5% (Gilmore-Gomory [GGZ2D>. Isto &, b’ < Ax =< b. Neste ca=ma,
afim de aproveitar esta toleréncia, a fungioc objetive mais
apreopriada ¢ minimizar a perda relativa, pois se forem usados os
objetivos 13, ii> ou iv) acima a solugdo 4tima tende a =atisfazer

o nivel minimo de produgSo.
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Aszim, se um esquema de corte A, é usado x. vezes, o problema
J 3

m
E . X,
= jea 4
min = C >
m
zz hX x
i=1
=.a Ax = b’ 35>
Ax = b 3.6
x e 2"

acregcentands as varidveis de folga em ((3.68> e subtraindo a

equacdo resultante de (35> chega-se ao problema:

min

que & um problema de Programagic Fracionaria <com variaveis de
folga canalizadas.
m

Ob=erve que ij > 0 para qualquer vetor de demanda b > 0, e
i=1

que como os elementos da matriz A s8o0 todos numeros inteiros
positivos ¢ conjunto de restrigSes deste problema forma um

conjunto limitado. Ou =seja, este problema =satisfaz as condigBes do
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teorema 121, (meg3c 1.24) e portanto pode =er resclvide pelo
métode simplex com os custos relativos calculados pala equagdo
(111> (=segio 1.2.41.

Observe ainda que a canalizagio das wvaridveis de folga pode
ser trahalhada zem aumentar o tamanho da base do problema, usando
o mét.odo simplex para variavei=s canalizadas (segao 1.2.3D.

A Anica dificuldade na resolugSo do problema esta entico no
namero alto de colunas da matriz A, Usando o algoritmo simplex da
seglo 124 para resolver o praoblema, a escolha da variavel
candidata a2 entrar na base requer gque o= custos relativos =ejam

calculados pela equaglo (1113, isto é:

-2 = 1 -4 =z
- c, - c,
c = j 3
J
: - 2.2
= 7>

Ei = 4::1_ - niA._ = r - rziA, 3.7>
3 J J J 3
c?= ¢ - ntA =1- mA €3.8>
J J J J
onde nt e n° =s3Ho =2clugdes dog sistemas: fziB = c; n°B = c:

substituindo (3.7) e (3.8) em (1.11>:

g ; _ 3 39>

substituindo o valor de rj Ceq. 3.2> em (3.9

86



_ i=1
e =7 -2 _2
’ <z D
-z -4 -2 n -2 N 4 -4 0 2
z'L - =2 - = Tl a . -= Lo a -z Lo oa >
. L L] . L T . L L]
- L=1 L=1 1=1
c =
’ ¢ 2% H>?
-2 -4 n -4 2 -2 1
{z" L ~-=z" - Y} I[= n + =z <1 +nan 2} a ¥
. i i i i
_ v i
o o=
J ¢ 2% »*
-2 -4 - z 1
fazendo: k = L - & e =z rzL+z 1. +r£L)
L
il
- ., a
k E L Ly
- 1L=4
o, =
3 ¢« z% >?

Assim, =e for usado o critério de Dantzig para escolher

candidata a entrar na base, tem-sa que:

min { k - Yo a ¥

i =4

min c = —
j ] <z

que & equivalente a :
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Ou seja, novamente, para gerar uma coluna candidata a entrar na
bhase & resolvido um problema da mochila inteiro. A mudanga aqui em
relagiic ao método descrito na =egio 321, é que U & fungio de n:
e rz?. 0O ¢galculo doa custo relativo das variaveis de folga € feito

diretamente pela equagio 1.11).

3.4 - CUTRAS VARIAQOES DO PROBLEMA

Freqientemente, o numeroc de itens que podem ser obtidos pelo
corte de uma pega de tamanhoe padrido é limit.ado pelo ndimero de
facas digponiveiz. UGilmore e Gomeory [GG2]1 resolvem este problema
pelo mét.ado simplex com geragio de colunas= {(zagio 321>

acrescentando aoc problema da mochila a restricio:

n
E a, = F
i=1
onde F & o numero de facas disponiveis,

Haesler [Has1l considera no problema do corte além das
perdas, o custo pela mudanga do esquema de corte. Formula entioc o
problema atribuindo uma penalizagio para mudangas no esquema de
corte e propfe um algoritmoe heuristico para encontrar a solugldo
atima que minimiza as perdaz e o mimero de esquemas de corte
necessarios para atender a demanda. Em [Hasl, Haesler oh=zerva que
esse procedimento heuristico n3do trabalha bem quando o tamanho das
pecas da demanda =30 grandes em relagdo ac tamanho da peca padr3o.
Nestes casos, © procedimento de programag3c linear apresentado em

dilmore e Gomery [GG2] continua sende uma boa ferramenta para
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encontrar uma =olugio. Basta limitar o nuimero maximo de vezes que
uma pecga 1 da demanda pode aparecer em um esquema de corte. Esta
restrigio faz com gue um determinado ezquema =eja usado mais vezes
e portanto ao fazer o arredondamento para valores inteiros o
namero de esquemas de corte diferentes e ¢ nimero de itens da
demanda ndo atendidos & menor.

Ferreira [Fel modifica o algoritmo apresentada em Gilmore e
domory {GG2] para resolver o problema com restrigdes adiciconais
representandoe cortadeiras e guilhotinas. Com sgeu modelo, determina
esquemas de corte para dividir bobinas de papel de tamanho-padrio
L. em bobinas menores de tamanho 1i.£ l. , € bobinas de tamanho 1i. em

folhas de dimensSes (C!i.}{ "?i.>'

3.5 - OUTRAS FORMULAGOES

byckhoff [Dyl propde um modelo onde os itens =saoc obtidos pela
divis3c da pega de corte (pegas de t.amanha padriod usandc apenas
uma faca, em um nimero ilimitado de vezes, e onde o= itens
resgiduais J{itens cortados que n3o fazem parte da demanda
canstituem novas pegas de corte. Desta maneira, um esquema de
caorte & representado por uma estrutura do tipo: [k, 1]; isto &, a
pega de tamanho padrioco k ¢ cortada na po=igio 1, onde 1 é o
tamanho de um item da demanda, produzindo duas pegas de tamanho 1
e k-1. Apesar desta estrutura simples, qualquer esquema de corte
pode ser construide sucessivamente. A peg¢a de tamanho k-1, =e n3n
fizer parte da demanda, e se k=1 > min {li_}’ serA considerada

como uma hova pega de corte e denominada item residual relevante.
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Baseado nesta nova estrutura para um esquema de corte, o modelo é&:

bados,

& =< Si - Sk} , cojunto das peg¢as de tamanho padriaoc em estoque.
¢. = custo da pega de tamanho padr3o S‘,’.
L

i = -fC.l1 . ln} , tamanho dos itens da demanda.

b = {}:a1 " bn} ¢ demanda das pegas de tamanho li.

R = {ri v rr} , tamanho dos itens residuais relevantes

min {r-i_} = min {li}
dese ja-se determinar:
Y = nimero de pegas de tamanho padr3c k (originais ou residuais)

cortadas na pogigie 1, 1 e [, 1 < k, que minimiZzem o= custos

satisfazendo a demanda. Isto é:

min L <G, <Y ;_ Yig = r . yk+L,k ? €3.2>
lel keC kB '
>
s.a ¥ LykL * L Lyk+l,k = I LyLk * b 3.3
kA kB keC le d UR) < S
vy, € 2"

onde:

&€ U R = conjunto das pegas de corte

Al= keSS UR: k> D

kel : k +1 % R

&
]

C=&el 1k 1>

b = l:p,L,l-EIZLt=_\1=1_L
a,1lell
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A fung3o ob_jet;ivo (32>, indica que o custo a ser minimizado
é dado pelc numero de pegas de tamanho padrdo originais usadas,
subtraidas do ntmerc de itens residuais relevantes obtidos pelo
corte desta pega e utilizados para obter itens da demanda. As
equagBes de balanceamento €83, indicam que o numeroc de pegas de
corte Coriginais ou residuais) disponiveis deve ser maior ou igual
ac numero de pegas de tamanho 1 cortada ¢ 1 « & U [E> Nic ha
necessidade de escrever estas equaclties para l € %, porque as pegas
deste tamanho est3o disponiveis em qualquer quantidade.

Comparande os dois maodelos, Dyckhoff {Dyl observa que apesar
dos dois modelos serem equivalentes, elea diferem nas dimens8es. O
ntmerc de restrigies na nova formulagdo cresce do nimero de itens
da demanda, para o numero de itens residuais relevantes diferentes
das pegas de tamanho padrio, somado aoc mimero de itens da demanda.
0 numero de varidveils dedreasce do nuimero de esquemas de corte
associados a cada pelq:a de tamanho padr3o, para ¢ namero de
possiblidades de cortar uma vez as pegas de tamanho padr3o ou
itens residuais nrelevantes. E impos:s:ivel dar estimativas validas
universalmente para as dimens@es dos dois modelos uma vez que eles
nic dependem apenas do nimerc de tamanhos padries e do namera de
itens da demanda, mas também dam relagdes entre osg tamanhos .dos
itens.

Dyckhoff observa ainda que a nova formulag¢ioc & melhor em
termos de e=sforgo computacional se existem varias pegas de
tamanhos padrSes diferentes, esou o conjuntoe de itens residuais
relevantes nio tiver cardinalidade muito superior ao ntmero de
itens da demanda.

Egta formulagic possuli um niimero menor de variaveis do que a
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formalagio anterior mas possui um nimero maior de restrigSes. No
entanto, relakxande a restrigio daz variaveis assumirem valores
inteiro=s, de acordo com Dyckhoff, ¢ possivel resolver os problemas
encont.radost na pratica pelo método zmimplex usual.

E bom observar também, que na pratica este modelo =6 funciona
quando naoc existe restrigfdo no niumero de facas.

Finalmente, deve-se ressaltar que o problema do ntmerc minimo
de mochilas apresentado no capitulo II corresponde aoc seguinte

madelo do corte unidimensional:

™
min{}:xj:.qx=b,xez:}
j=1
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CAPITULO 1V

4 - O PROBLEMA DO CORTE BIDIMENSIONAL

O Problema do Corte Bidimensicnal aparece no processo de
produgioc onde uma placa ret.éngular deve ser cortada em pegas
menores. Duas dimens8es, usualmente comprimento e largura, =do
consideradas contrastande com o problema descrite no capitulo
anterior onde somente uma dimens3o ¢ considerada.

Encontram-se aplicag@es deste problema no corte de placas de
ago, vidro, papel, ftilme, plastico, couro, tecido, madeira e na
diagramacgio de jornais e revistas; assim come no carregamento de
caminhfes e vagleg de trens, embora este tipo de corte possa ser
considerado tri ou guadri-dimensional < compriment.o, iargura,
altura e pesol.

O Problema do Corte Bidimensional com malor aplicagdo pratica
& o que considera o corte de uma placa retiangular padrdc em itens
retangulares e tem recebido atengdo de diversosm autores com
diferentes formulag@ies & métodos de resolugdo.

0O presente capituloc apresenta diferentes formulag@e=m e
métadogs de resolucio. £ dado destaque as técnicas de geragio de
colunas e s£3o apresentados ainda variagSes do problema enfocando

aspectog praticos que aparecem na indastria,
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4.1 - FORMIULAGAO

O Problema do Corte Bidimensional (GB> consiste em determinar
esquemas para <cortar o menor nimero de placas retangulares de
tamanho padr@co L x W de forma a atender uma demanda, bt’ de itens

retidngulares de dimenstes ltx w , 1= 1.n.
L

m
c:B:min<zxj:Axab,xez:}
j=1

ande:

X = (x> & um m-vetor com cada componente representando o numero
]

de vezes que o esqema de corte j ¢ utilizado para o corte de uma

placa.

Ca 2 & uma (n X md-matriz onde cada coluna A representa um

A .
L) J

|

esquema de corte e a, . é o niumero de itens de dimensfies 1. x w. que
L 1 i

serdoc obtidos no esqgquema A .
J

b = (b > & um n-vetor de demanda dos itens retangulares.
1

A exemplo do Problema do Corte Unidimensional, além do
ob jetivo acima:
i> minimizar o mimero total de pegas de tamanho padr3o:

™m
min } %,
J=1

podem s=er associadas a este problema ainda, diferentes fungdes

objetivos dentre as quais:
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ii> minimizar a perda total :

m

min ¥} rx
N
J=1

onde r, & a perda em um esquema de corte Aj dada por:
J

n

r= AL ox W - ILa d *w OD
J in L L

iii> minimizar a perda relativa:

m m

min CLrx / LD
jeg 39 jog

iv) maximizar o valor total Jdos itens cortados:

n m

max €L ¢ v, a x2
f=1 jog b td T

onde v, ¢ um valor atribuidoe ao item i.

Diferentes conjuntos de restriges =30 agsociados a estas

fungdes abjetivos, og mais comuns sido:

i> AX = h, x € 2"
+

ii> AX 2 b, x € Z"
+

11> Ax S b, x € 2"
-+

iv)b’gAxgb,xezL‘
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42 - METODOS DE SOLUGAO

Uma maneira de resolver €B é utilizar a programag¢io linear,

= PR n
Para isz=o a restrigao x e Z+ & relaxada em :

1%
x = R
Comao no problema do corte unidimensional descrito

anteriormente, a dificuldade de resolver este problema consiste no
numero enorme de colunas da matriz A, Se, como no ca=soc anterior,
for usadc o método Simplex com de geragie de colunas, a cada

iteragdo o meguint.e problema deve ser resolvido:

G : max { oy 1 y € < Ai._An} ¢ v um esquema de corted ¥

Ou s=eja, trata-se do problema da corte bidimensional com
apenas uma placa dimponivel para o corte e dcom objetivo de
maximizar o wvalor total dos itens cortados=. Em contraste com o
Problema do Corte Unidimensional, é dificil encontrar uma
descri¢io matematica para a restrigio y = Aj ¢ esquema de corted.

Diversos autores tém praoposto métodos de solugdo para este
problema. A melhor =solugdoc para o problema CB relaxado vai
depender diretamente da qualidade da s=olugdc de GG, Na segdo 43
g3o0 desenvelvidos alguns métodos para solucionar JG.

Para resolver ¢ problema de minimizar a perda total dfungdo
objetivo 1i> da =eqgdo 4.1) Wang (W] apresenta um método aproximado
que congiste em hum primeiro momento gerar as colunas da matriz A,

ou seja , os esquemas de corte , e rejeitar aqueles que possuem
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uma perda de corte maior que um determinado valor pré-fixado, por
exemplo, uma porcentagem da area da placa. Em seguida, aplicar o

mét.odo simplex usual (gegdo 1.2.1) ag colunas restantes.

4.3 - GERACAO DOS ESQUEMAS DE CORTE

derar as ocolunas da matriz A para resolver OB & equivalente a
encontrar uma =solugao para o problema GG, Ao gerar o= esquemas de
corte, um fato a ser considerado é o tipo de corte a ser feito. Um
corte & do tipo guilhotina quando ¢ efetuado de uma aresta a
aresta oposta do retangule, paralelo as duas arestas restantes.
Diversas aplicages do problema CB, comc por exemple na indastria
de vidro, papel, madeira, etc, exigem este tipo de corte. CGortes
nic guilhotinados ocorrem com mais frequéncia quande nenhum corte
¢ reaimente efetuado, come na alocagie de antncios em jor‘nai% ou
no carregzamento de caminhfies e trens.

Um corte pode ser feito ao longo do comprimento, paralelo a
largura, chamado corte vertical ou ao longe da largura, paralelo
ao comprimento, corte horizontal. |

0O numero de esquemas de corte factiveis pode =ser reduzido se

as seguintes propriedades forem consideradas:

i> CORTE NORMAL OY CANONICO - Apenas os cortes na placa que s3o
miltiplos inteiros do comprimento ou da largura total de uma ou
mais pecas devem ger considerados. Qu seja, se ¢ feito um corte
vertical no retangulo de dimensfSes p x g na po=igdo B, ent.50, no

modele de corte final, deve haver alguma combinagido de itens com
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comprimento 1L e largura w. < ¢q, cuja soma total dos comprimentos
deve ser exatamente p. Se isso n3o ocorre, ent3c um corte
alternativo em pogigdo menor ou igual a [_:; pode s=ser feito levando
ac mesmo esquema de corte final, por issoc de mesmo valor, de

oacordo com a condigdo descrita acima. Um corte normal envolvendo

apenas um tipo de retanguio ¢ chamado corte homagéneo.

ii> EFEITO DE SIMETRIA - Com um corte vertical no retangulo de
dimensBes p X q ha posicdo p’, obtem-se dois retangulos de
dimensBes p’x q e € p-p’> x g Claramente, estes dois retangulos
poderiam =er obtidos com um corte em p-p’. Essa duplicagio de
ezquemas de corte pode ser evitada, para todo corte candnico
naoc-homogéneo da placa, restringindo os cortes a posigBes menores

au iguais A metade da correspondente dimens3c da placa. Isso reduz

o mimero de possibilidades de cortes pela metadse.

iii> EFEITO DE ORDENAQAO - Suponha que & feito um corte vertical
no retangulo de dimensSes p x g na po=igic p’ produzindo dois
retangulos de dimens8es p’'x g e ¢ p - p’2? x q Em =eguida
considere que no retiangulo de dimensSes ( p - p’'> % q .é feito um
corte na posig3o p'’, onde p’< p’’ = |C p - p’> / 2|, produzindo

> L

trés retangulos: p’,q>, p’'’',q>, P - p’- p’’,q>. Esses mesmos
trés retangulos poderiam ter sido obtidos fazende o corte p*’ em
(ps}> e em =meguida o corte p' em ¢ p -p’’,q I E=sse tipo de
duplicagac ¢ evitado introduzindo uma ordenagB®c nos cortes tal que
se um retangulo ¢ cortado na posiglo p’, entSo todos os cortes

subsequentes nos dois retangulos resultantes devem ser maiores ou

iguais a p’.
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A meguir =s3o apresentadas algumas técnicas de geragio de

colunas considerando o corte do tipo guilhotina.

431 - METODO EM DOIS ESTAGIOS {GG31

Uma importante subelasse de esquemas de corte do tipo
guilhotina ¢ aquela onde os cortes =s3o efetuados em apenas dois
eatbgios. Primeiro a placa (L, W) ¢ dividida em faixaz de tamanho
L x woe entdo cada faixa ¢ tomada individulamente e cortada em
seu comprimento. As vezez um estagic de .ajust.e & permitido e oz
itens obtidos no 1° e no 22 estigio =30 cortados na largura para
produzir os itens da demanda.

Asgim, supondo que os itens estio ordenados em ordem
crescente de largura ( w £ w = .= wn},_ gerar os esquemas de

2

corte em dois egtigios consizste em :

1> Para todas as larguras v, = 1.n> calcula-ge rz‘_‘E , o valor
1

6timo obtido alocandos o= itens de tamanho 1 x w, ,para w £ w,
J M 1 i

lado a lado em wuma faixa de comprimente L e largura w. E
L

regolvido ent3o para cada 1 o =eguinte problema da mechila:

*
T,o= max s+ + s
i 1 L1 k Lk
s. a 1 = + + 1 = < L
1 ii Lk
= e 2 e w <w, j=1k
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2> A solugdo dtima para GC ¢ obtida resolvendo mais um problema da

mochila;

max m ot + + 7t
1 1 n
=. Aa w t + +w £t =W
1 41 La T o
t. e 2"

0 esquema de corte j & entio:

Exizt.em entio m41 problemas da mochila para serem resolvidos.
No entanto, & possgivel resolver os m problemas da mochila que
aparecem no estigio 1> juntos, através do procedimento de
programagio dinAmica descrito na =seg¢io 2.23.

Portanto resolver o problema GC em dois estigiom consiste
entdo em primeiro calcular o wvalor correspondente a =se alocar
itens em faixas de comprimente L e largura w. Cconsiderando apenas
os iten=s com largura wj = wt), e em seguida determinar a
combinag8c dessas faixas que cabem dentros da largura W e que

maximizam o valor total do esgquema de corte. Em resumo, &

necessario resolver apenas doi=s problemas da mochila.
432 - METODO EM N-ESTAGIOS [Beil

0 método apresentado nesga seg¢io trabalha com a restrigio ao

problema que limita oz cortes a serem feito=s em um ndmero n de

estagios.
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Agssocia-se a cada estagio um tipo de corte, horizontal ou
vertical. E importante notar, no entanto, que nio & exigido que um
corte seja efetuado a cada estagio mas, sim que a diregdo de corte

seja mudada.

Para formular o problema define-se as seguintes equag@es:

FC k, %, v > = valor étimo do corte no k-ésimo estagio do item de
dimensdo ( X%, y 2> considerande que o corte no 1° egtiagio foi

horizont.al.

g k, x, vy » = valor 6timo do corte no k-ésimo estégio do item de
dimens3o ¢ X%, vy 2 considerando que o corte no 1< egtagio foi

vertical .

O wvalor k = 0 na definigdo acima corresponde a wum estagio
adicional de corte para ajustar um item no reténgule ¢ %, y > S3o

identificados quatro casos:

1> (T = 1> N3o ¢é poassivel um estagio adicional.

F‘(O,x,y)=max{{0}U{vL:li=x,wt=y,i=1..n}}
2> (T = 20 E possivel um estagio adicional com um corte
horizontal.

F(O,x,y)=max{{0}U{vL:ii=x,w T y,i=1n»
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3> (T = 3> £ possivel um estagio adicional com um corte vertical

F‘(G,x,y)=max{{0}U{vL:1_Ex s, W, =y, i=1.n ¥
1R

L

4 (T = 4> E possivel um estAgico adicional tante para um corte

horizontal como vertical.

IA

F‘(O,x,y)=max{{0}U{vi:1_L£x,w y, i = 1.n »

Para G¢ 0, %, y 2> aparecem os mesmos casos e por isto é
idéntico a FC 0, x, y 2>

Congiderando o corte no k-ésimo estagio no retangule ¢ x, y 2
onde a diregio do corte no 12 estagico foi horizontal existem
apena=s trés alternativas para o corte &timo:
ad> E permitido apenas: (se poszivel) o estagio de ajuste em (x, yi.
bh> Existe pelo mencos um corte harizo-ntal, y,6 » o 1° estagio em <
X, ¥ > Se um ajuste horizontal é¢ permitido ¢ T = 2 ou T = 4 >, &
necesgario conmsiderar apenag valores Y, £ y72 <( pelo efeito de
simetria .
c) Nio existe um corte horizontal no 1° estaégio em ¢ %, y 3, mas
existe um vertical, X > na 22 estagio. Neste caso ha um esquema de
corte para ( %, Yy 2> com um corte vertical no 1% estagio e k-1
estagios no esquema de corte final.

Utilizando a propriedade i) definida na =segdo 431 e
congiderando que ¢é possivel um estagio de ajuste, o conjunto de

possgiveis cortes sera definido da seguinte forma:
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onde:
K = min (1 ,i=1..n>se T=3o0uT=4
— N
3 1 caso contrAario.
)
n +
= = - < - .
I]ﬂI1 iy y ‘EwLaL,i_y_W k‘,aleZ]
L =1
onde:

K {min(w,,i=1.‘n)seT=20uT=4
= i

1 caso contrario.

Para wusar o corte normal na programagiac dinamica ha

neceasidade de definir ainda o8 seguintes conjuntos :

p(x)=max(0,;::;:$x,xeﬂ_i)x:iL.

q(x)=max(0,;':y5y,ye[w)y£w.

Ou seja, px> & o wvalor mais proximo de X dentro do conjunto de
valores normalizados []_1 C px>» £ % , % € i]_i e pOx>» = 0, no caso
contraric J>. Para simplificar o algoritmo define-se p(L> = L isso
n3o ¢é estritamente necessario uma wvez que pode ndo exstir um
conjunto de itens cuja soma dos comprimentos seja exatamente L

Um raciocinio similar aplica-se a q (y 2

Asgim, restringindo oz valores de % e y Aquelaes pertencentes

o

aos conjuntos L° <.° = LU @ e W® C(W® = M U W» obtém-se a

zeguinte equag¢io recursiva:
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Flk,o,vd>= max { FCO, %, v 2;
Fdk, =, Y1)+ Fdk, % g y—yi)) » Y, < [H1
< .
ey = ki(y),

GCk-1, %, vy >.

onde:
k21, xel® ey el ;
)
K1CY>= vy 2 se T=2 ouT=4
y-1 caso contrario

Com um raciocinio similar ao anterior:

GCk,x,y> = max { G, x, ¥y J;
adk, XY > +6ck, p(x—xﬁ), v, x e !Li
e x = k (x);
1 z

Fdk=1, %, y 2>

ande:
k214 xel eye W ;
e
Kz(x)_:{x/z ge T =3 ouT=4
x=1 caso contrario

0 corte 6timo em n-estiagics de uma placa (L x W) =mera dado
por F(n, L., W> ou G(n, L, W2 se a dire¢ic de corte no 1% estagio
for especificada, e max { Fdn, L, W2, Gin, L, W> » no caso

contrario. 0 esquema de corte 6timo pode ser obtido de uma maneira
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simples se forem usados apontadores para cada &k, x vy> que
indiquem o= termos da recursio que levam aos valores Fdk, x, y> e
Gk, x, y>. Uma simples rotina de retrocesso & entio usada para
recuperar o esquema de corte associado ao valor 4$timo.

Estas equagBes recursivas envolvem 0[n||]_i||[l»~11|(|[l_i|+l|]riil)]
operagles e O‘CI[L.i l |I]r~|1 |> capacidade de meméria. Os resultados
computacionais apresentados por Beasley [Bell sugerem que o uso de
trés ou mais estagios ndo conduz a scolugles significalivamente

superiores.

4.3.3 - METODO PARTICIONAR E LIMITAR [H, CW]

0O método descrite nesta seg¢lo & baseado no  trabalho
desenvolvido por Herz (H)l. O problema abordade aqui ¢ GC com a
restri¢do adicional de um limitante superior, u ., para cada item
da demanda. Este modelo & util quandoe se deseja ter um ndamero
pequenc de esquemas de corte implementados na produgio [Hasil

O= esquemas: de corte s30 gerados desenvolvendo um
procedimento de busca em Arvore onde no né raiz as ramificacgbes
representam todos os possiveis cortes na placa retangular de
dimensSes L x W, @ 0 ndé ao fim de algum ramo reprezmenta o= itens
produzidos pelc respective corte. A cada nédé subsequente, um
retangulo ¢ selecionade para futuros cortes.

As propriedades 1), ii) e 1iii) sfo usadas afim de evitar a
duplicagzc de um esquema de corte ou que o algoritmo corte um
item que nao pertenga a demanda,

A propriedade de simetria juntamente com a propriedade de

ordenagdc dos cortes limitam os cortes verticais subsequentes a um
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corte feito na posigioco x = a no retinguloc de dimensdes ( p, g 2 a
serem feitos no maior dos reténgulos resultantes, (p-a,q2, dentro
do intervalo a £ x £ | (p-ad/2|. Se, | (p-a>/2 | £ a nenhum corte
vertical pode ser feito neste retlngulo.

Limitar os corte verticais apenas ao valores de X que levam a
ezquemas de cortes normais, implica em tomar valores de x® dentro

do seguinte conjunto:

Os resultados descritos acima também s3o validos para o corte
horizontal, ent3oc estes limitam-gse aos valores de y pertecentes ao

conjunto:
bl
W=ly:y= $wa ,1fy<W-1,a €2 ea = ul

Além deasaz propriedades, para gerar todeoes os esquemaz de
corte ¢é necessario incluir, entre todos os posgivein cortes, um
corte artificial que deixa o retangulo intact.o. Este corte,
chamadeo corte zero, ¢ utilizado para indicar que ndo =30 possiveis
cortes adicionais.

Para diminuir ¢ nimerc de nés que o algoritmo percorre na
Arvore s30 desenvolvidos limitantes superiores para o valor da
salugio. A cada néd da arvore, existem retangulos gque receberam o
corte =zero, seja [Ho o conjunto formado por estes retangulos, e
outros que sHo candidatos a futuros cortes. Como © esquema de
corte é¢ normal tem-se que no ezquema de corte final, haveri apenas

um item alocado a cada um dos reténgulos do conjunto [Ho. Um
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limitante superior pode ser deduzido em ocada nd a partir da

alocagido 6tima de dtens nestes retangulos. Para obter este

limitante resolve-se o seguinte problema do transporte:

r ™
>
max zz ni.k xi.k
k=ri=1
ial
s.a Zx, <1 k = 1.
. Lk
=i
I
Ex_ =u i=1.n
ik i
k=1
= 0
ka
onde:
n = nimero de itens da demanda
r = numero de retangulos pertecentes a [Ho
24 se 1 < e w =
i i By i 9

- casa cont.rario.

Por causa das restrig@Ges deste problema, X, , assume os valores
X, = 01> caso o item i seja alocado ou n3c no retangulo (pk, qk)

Um retangulo que nio recebeu corte =zero, esta disponivel para
ser cortado em retangules menores e portante varios itens da
demanda podem ser alocadas a ele na solugio final. Nessa situagSo
& possivel obter limitantes resolvendo o problema da corte
bidimensional irrestrito através de um procedimento de programagdo
dinadmica. Como a restrigio no nimero maximo de itens da demanda &
relaxada, a alocag3o feita pela programagio dinamica pode =er

infactivel. Se for factivel a alocagdo obtida &€ a melhor passivel
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e portanto nenhhuma ramificagiioc & necessaria a partir deste né. No
caso contrario, o ndé é candidate a futuras ramificag@es. E bom
cbservar que a solugdo do problema irrestrito n3o precisa ser
calculada a cada nd, mas uma Unica tabela de programagao dindmica
correspondente a solugdo do retangulo indcial ¢ L, W > ¢ calculada
no indcio do algoritmo. A maior parte do caleculo dos limitantes
superiores =se refere a =solugdc do problema do transporte e & feita
apenas quando o conjunto [Ho muda.

Varias regras de particico podem ser usadas em um nd, entre
elas:
- selecionar o retingulo de menor dimensBes {ou o de wmalord,
- a=elecionar o retinzulo cuja solugio do prol:;lema irrestrito

fornece ¢ maior wvalor.

434 - METODO HEURISTICO (W1

Wang (W]l trabalha <com a maximizagidco da area ocupada no
esquema de corte final Existe uma restrigic para o ntmero maximo
de cada item da demanda presente em um esquema de corte o o valor
de cada item ¢ igual a4 sua area. Seu algoritmo realiza o processo
inverso do corte, isto &, ac invés de enumerar todos o8 pogssiveis
cortes que podem s=er feitos em uma placa, o algoritmo encontra os
egquemas de caorte acoplande sucessivamente os itens uns aos
outros. 0 numero de combinagdies ¢ reduzido rejeitandc os
acoplamentos c¢com perda superior a wum determinado pardmetro

pré—estabelecido.
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45 - VARIAGOES DO PROBLEMA [Sal

At.é aqui foram vistos alguns métodos basicos de resolugdo
para ¢ problema do corte bidimensional. No entanto, na pratica,
aparecem diversas questSes que exigem modificagles nos métodos
ant.eriores para que pogsam ser aplicados.

As quegstBes praticas do problema incluem os seguintes casos:

a) QOrientagdo na placa, granulag3o ou fibras.

b> Placass que n3dc possuem uma qualidade uniforme ou com regides
defeituosas.

<) Corte de itens nio retangulares.

d> Placas de wvarios tamanhos.

e Quando se determina os esquemas de corte otimos, a ordem em que
estes esquemas serfo. cortados & importante sob o ponto de vista
que diferentes montagens s3ioc necessariagd e o custo de cada uma é&
bast.ante gignificativao, podendo até infiluénciar na determinagso
dosz mesmos. Agsim, um objetivo que se coloca ¢ determinar os
esquemas de corte minimizando as perdas e 0 nimero de montagens.

S3c diversas as formas de atacar essas questBes. A orientagdo
da placa ¢ uma conzideraqgio importante a ser feita. No entanto,
uma vez determinada a orientagio, um mét.odo basico pode ser usado.

Uma situagf@o relativamente mais dificil ¢ guando a placa
possuli defeitos. Hahn [Hal ¢ Lam (L] propSem diferentes formas de
atacar este problema Hahn usa um métode em trés estigios
semelhant.e ao método em dois egstagios desarito na segdo 4.3.1. Lam
prondie um método hierArquice usando os conceitos de "quad-cut”,
"edge-cut.'', e corte com guilhotina Cada um destes conceitos

desempenhando papeis diferentes na determinagdoc do esquema de
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corte atimo.

Uma forma de simplificar o problema do corte de itens nio
retangulares, ¢ rescolver o problema por um método aproximado dque
congiste em rodear as formas irregulares por reténgulos da forma
como segue. Os itens irregularezs sfo tomadas em grupos de dois ou
trés e ajustadoz de wuma maneira gue a 4&rea de perda seja
minimizada. Esses grupos, chamados da "forma combinada", s3c ent3o
rodeados por um item retingular de aArea minima. Essas “formas
combinadas" ¢ que g8o alocadas na placa retangular. ¢ problema
ent3o pode ser resolvido por um dos métodos descritos nas seglies
anteriores.

A wvariagsoc do problema introduzida pelo item d> acima, isto
é, placas de varios tamanhos, pode ser resolvida a partir do
método simplex com geragfo de c¢olunas, basta que a cada iterag3o
se res=olva o problema GC para cada um dos tamanhos de placa e =e
tome o que tiver maior wvalor total Se exiztem muitos tamanhos
diferentes, este procediment.o vai exigir longo tempo
computacional.

Os ezquemas de corte obtidos através dos métaodos da se¢io 4.3
=80 em geral aleatérios. A dificuldade com esquemas de corte
aleatérios ¢ que na hora de sequéncia-los para o corte, trocar de
um esquema para outro, pode envolver uma mudanga drastica de
mantagem. Se as placas si3c de tamanhos diferentes, o problema fica
pior ainda. Esse fate tras um aspecto interessante ao problema:
minimizar o custo das montagens.

Dois métodos diferentes podem ser usados para resolver essa
questio. O primeiro deles, é determinar os esquemas de corte da

maneira usual e entio sSequéncia-los de forma a minimizar o custo
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das montagens. Para oblLer essa sequéncia de montagens com custo
minimo, pode ser usado um procedimente igual ac usade para o
problema do caxeiro viajante. Cada esquema de corte é considerado
como uma cidade, e a matriz de custos ¢ determinada baseada no
nimero de itens novos cortados em egquemass sucessivos. Um esquema
de corte artificial & adicionado para a contagem apropriada do
ndmero de itens novos. Esgse procedimento requer muito esforgo

computacional.

A outra maneira, é obter os esquemas de corte através de um
procedimentoe que simultaneamente minimize o nGmero de placas e
custo de montagem. Alguns procedimentos heuristicos= para
golucionar o problema com este objetivo s3o discutidos em Dyson e

Oregory (DG
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CAPITULO V

5 - EXPERIENCIAS COMPUTACIONAIS

Com o objetivo de completar o estudo do Problema do Corte
Bidimensional {Ccap-IV> faoram desenvolvidas, implementados, e
comparados trés algoritmos baseados no método Simplex Revis=ado
com geragHo de colunas d{se¢dc 122>, O primeiro & o método de
geragdo de colunas em dois estagios (seg¢ioc 4.314>. A partir deste
método derivou-se mais dois métodos.

SZo descritos neste capitulo os principais procedimentos
usados para geragio de colunas em doiz estagios; oz algoritmos
derivadog deste; e os resultados dos testes efetuados com oz Lrés

programas.

5.4 - GERA-~COLUNA EM DOIS ESTAGIOS

Como visto na segdo 4.3.1, gerar um esquema de corte em dois
estagios consiste em resolver n+l problemas da Mochila Inteiro. O
programa implementado resolve os m primeiros problemas da mochila
simultaneamente através do método de Programagfo Dinamica descrito
na segic 223, e o problema restante através do métode de

enumeragac implicita descrito na segio 2.2.2.
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Resaolvendoe um pequenc exemplo com placa de dimens8es (0 » 03
e trés itens de dimenaSeg (2 x 2), (3 x 3> e (§ x 55, obtém-se com

este método um ez=quema de corte do tipo:

Ix3
LS e
S s
P 7
Gx> 7
s
Ix3 g
s
I
e
rd

AL S

5.2 = NOVO METODO

Analisando o esquema de corte acima, nota-se que na parte
hachuriada pode =mer alocado um item da demanda <o item 2x2) No
entant.o, ¢ método em dois estagios contrdi faixas de modo que este
espago ndo é aproveitado, provocando grandes perdas na placa.

A maneira encontrada para reduzir tais perdas €& considerar
além do=s itens originais um conjunto de novos itens que sgdo
combinagies de itens originais. Para cada largura dos itens
originais sao geradas todas as combinagdes de itens originais cuja
largura ndo ultrapasse a largura do item original em questdo e
cujo comprimento & igual ac do item original de maior comprimento
dentre os envolvidos em sua construgdo. Por exemplo, a partir dos

itens:
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2M2 ax3 XS

s3o construidos oz seguintes novaos itens:

P ars T 2x2 )/ T
rd
rd
X2
5 5
I«F
L] & e D

As faixas =30 construidas entio, considerando este nove conjunto

de itens (Gtens originai=s + novas itensd.
E claro que o mimero de combinagSes possiveis pode ser muito

grande. Para reduzir este numerc s3a usadas as seguintes regras:

i) considera-se apenas os itens originais com valor positivo;

ii> considera-se no maxime n  itens do novoe coanjunta, com

coemprimentas originais, de maior valor.

Com a mudanga do conjunto de itens a ser cdonsiderado para a
construgdoc das faixas, as n primeiras meochilas do método anterior
s8c resolvidas izoladamente através do método de enumeracgSo

implicita descrito na segdo 2.2.2
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5.3 « MODIFICAGOES NO NOVO METODO

A idéia exposta acima foi ainda mais explorada e as =eguintes
maodificagBes foram feitas:
1> Supde-se L e W valores inteiros pequenos e 11‘." w. € Z’(_.
2) S3o0 cdontruidos novos itens com larguras variando de 1 até W
(largura da placa>. 0 numero de novos itens ¢é¢ reduzido através das
mesmas considerag@es usadas na séggo anterior.

3> S3c construidas W faixas,

Na implementag3c deste método, =30 resolvidas W + 1 problemas
da mochila através do método da segfico 2.2.2. £ clarec que devido ao
nimerce de problemas da mochila que devem ser resolvidos, que ele

t.emn wm tempo computacional dependente da largura da placa

considerada para o corte.

54. - RESULTADOS

Os programas desenvolvidos foram identificados por:
PROG1 - Corte em dois estagios (segiio 5.1)
PROGZ - CGarte em trés estagios (segdo 5.2

PROG3 - Novo Corte em trés astagins (se¢fo 5.32

Oz esquemas de corte obtidos usando PROG1, PROGZ o PROG3 para
resoclver o praoblema: (L, W) = (9, 9> ; A, , w > = < 2, 2>, (3,

. L

33, (6, 53 e dt= { 36, 15, 6 » s3o:
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PROG1 - Seolugic ochtida

5.500

s
ZX2 :j Ixa 3x3
Vs
2X2 7
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LIS Ey ax3
S S ~ AL s
VW d s 7 5X3 s
e o4 7 7
L3040 Fa Ix3 7
Vs 7
Ix3 Vi 4 Bx3
; 7
e VPP PO Iy
PROGZ - Solugio obtida 6165
P W VL AVIdd
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2X2 | 2x2 b 314 ZX2 2= 2 5xS
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3x5
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Poram feitos diversos testes comparativos entre o= trés
programas. 0s problemas teste foram gerados cohsiderando placas de
t.amanhos: 10 x 18), 5 x 103, (50 x 8503, 200 x 10002 e demanda
dos itens gerada uniformemente dentro dos seguintes intervalos:
{50, 1001, [100, 150]. Oz problemas teste foram gerados para 10 e

158 itens com dimensdes geradas uniformente de acordos com as

seguintes relages entre o comprimento e a largura de cada item:

Tipo 1> Lw < fi1, i23
Tipo 2> w e [i1, i2], 1 = w + i2/10

U wWrew

Tipo 3> w e [i1, i21, 1

Tipo 4 lL,w < [i1, i21, | = min A}, w = min {w>

Tipo 5> lL,w <« [i1, i2]1, 1 min ¥, w = max {(wr

onde: [i1, i2] = [1, 103, [1,50] e [300, S00L

Os Programas foram e=critos em FPascal. 0s teste para
comparagio de tempo de CPlU, nimero de iterag@es do Simplex, e
valor da s=solugd3c foram realizados em microcomput.adores do tipo PG
com coprocessador aritmético BO87Y.

Um teste comparativo entre os trés programas analizando o
tempo de CPU e o nmimero de iteragdes do simplex com o numero de
itens variando de deis em dois dentro do intervale {4, 20); itens
do tipoe 1 gerados no intervalo {1, 101, com demanda no intervalo
{50, 1001 e placa 10 x 152; apresentou os seguintes resultados

para 5 problemas (média * desvio padr3od:
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NUMERO DE ITERAQSES

NS de itens PROG1 PROG2 PROG3
4 6.40 * 0.54 6.40 = 0.54 6.40 * 0.54
& 10.40 +* 1.490 10.60 * 1.34 10.80 * 1.30
8 16.40 * 3.60 17.20 +* 4.30 17.20 * 4.60

10 25.00 = 3.80 24_60 * 2.87 25.40 * 4.03
12 26 .20 + 3.90 27.80 £ 2.90 31.80 + 7.50
14 30 .60 + 11.70 37.60 * 9.80 40 .00 * 11.90
16 45 .00 £ 5.10 53.20 * 3.50 §7.60 + 11.76
18 45 .80 + 3.10 53.40 + 8.40 56.60 * 13.79
20 51.60 + 6.40 66.80 * 13.80 63.40 * 14.36
TEMPC DE CPU ¢ 77>

N° de itens PROG1 PROG2 PROG3
4 0.63 + 0.08 1.07 + 0.14 2.88 * 1.0
6 1.43 + 0.19 2.90 * Q.68 6.32 + 1.3
8 3.38 + 0.93 7.89 £+ 1.90 13.88 *+ 3.5
10 7.51 *+ 1.88 18.37 + 5.48 58.87 * 70.1
12 10.38 * 2.06 34 .48 + 8.87 { 136.05 = 148.9
14 20.13 + 6.96 70.64 * 25.19 | 200.78 + 132.2
16 30.80 * 6.78 135.30 * 46.23 | 469.88 + 551.7
18 35.98 * 3.89 212.985 + 117.12 | §55.45 * B50.1
20 56.26 + 14.05 341 .78 + 187.23 | 683.35 *+ 638.90
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EFm relagdc ac tempo de CPU, PROG1 & menes =ensivel a
alteragido no mimero de itens deo que PROG2 e PROG3, mas s6 consegue
resolver problemas com no maximo 30 itens. PROGZ e PROG3 resolvem
problemas com até 50O itens., 0 tempo de CPU médio de PROG3 tem uma
varidngia muito alta. Em relagS8o aoc nimero de iterag@es os trés

métodos apresentam desempenho semelhante.

A segunda parte dos teste fol dividida em dois grupos.

Grupo 1 - Comparagio entre PROGL, PROGZ e PROGI

1> Placa 15 x 102, itens do tipe 1 gerados no intervale [1, 10]

e demanda no intervalo [60, 41001. 0Os regultados médiog para 10

problemas foram:

SOLUGAO OBTIDA (QUASE OTIMA>

PROG1 PROGZ2 PROG3

10 itens 268 .41 250 .90 250 .82
o %> (- 2.91 20 (- 2.94 %>

15 iten=s 387 .23 354 .57 354 .19
CO %> (- 3.44 %> (- 3.56 %>

TEMPO DE CPU ¢ *?D

PROG1 PROGZ PROG3

10 itens 6.42 17 .62 17 .50
0 %> (174 .45 %> 172 .8¢ %D

18 itens 21.02 83.5¢9 €4 .34
L0 %> (229 .02 %% 158 .02 %>
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N £ DE ITERACOES

PROG1 PROG2 PROG3

10 itens 20.5¢0 24 .20 24 .60
<Q %> C 13.648 26D ¢ 13.17 %>

5 itens 36 .40 43 .80 42 .40
0 %O ¢ 20.33 %D ¢ 16 .48 %>

Analizando estes resultados observa-se que PROGZ e PROG3
apresentam s=soluges melhores que PR0OG1, apesar do namero de
iterages e do tempa de CPU ser maior. PROG3 apresenta um tempo

camput.acional menor que PROG2.

2> Mudandoe o tamanho da placa para 10 x 15>, PROG2 e PROG3
continuam apresentando solugties melhores que PROG1, apesar do
ntmero de iteragies e do tempo de CPU ser maior. Neste caso PROG3

apregenta o pior tempo computacicnal.

3> Para problemas teste com Placa (10 x 15>, demanda no intervalo
[30, 1001 e 10 itens gerados no intervalo (1, 101 com diversas
relagies entre o comprimento e largura de cada item, o0s resultados

médio= para 5 problemas foram:

SOLUCAO OBTIDA (QUASE OTIMAD

PROG1 PROGZ PROG3

tipo 4 239 .87 239 .00 238 .88
<O %> - 0.36 %O - 0.41 %>

tipo 5 190.89 185 .44 179 .39
0 %> (- 2.85 %O - 6.02 %>
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TEMPO DE CPU ( D

PROG1 PROGZ PROG2
tipo 4 7.04 25.24 92 .87
€O %2 258 .52 %5 {1214 .91 263
tipa B 7 .04 23.77 a7 .95
<0 %5 (237 .64 %3 865 .19 %O

N € DE ITERAGBES

PROG1 PROG2 PROG3

tipo 4 23.20 28 .80 26 .40
o %> < 24.14 %D ¢ 13.79 %>

tipo B 23.60 28 .00 30 .60
<O %> ¢ 16.64 %D < 29.66 %D

Obzserva~se aque PROG3 apresenta para dados do tipo 5 wuma
solugdo 46tima bem guperior que PROG2 e PROG1I. Enguanto que o tempo

de CPU e o nimero de iteragBes & bem inferior.

Grupo?2 - Comparacio entre PROGL e PROGZ

1> Placa <1200 x 10002, itens do tipo 1 gerados no intervalo
{300, 6001 e demanda no intervalo 150, 100]1. Como neste casc a
largura de um item & no maximo 2 vezes maior do que a largura de
algum ocutro item, PROG1 e PROGZ apresentam a mesma solucic media.

PROG2Z apre=menta um tempo de CPU maior.
2) Placa (B0 x 502>, demanda no intervalo [50, 100] e itens gerados=
em dois interwvalo=: [1, 10} e [1, 501 com diverszas relagdes entre

o comprimento e largura de cada item. Os resultados médios para S

ta |



problemas mostram que PROG2Z apresenta uma solugdo levemente
superior <(de 0% a 332 %Z > que PROG1i, com tempo de CPU e¢ numero de
iteragBes maior, PROG1 n3oc consegue Tesoclver problemas teste com
itens gerados de acordo com o tipe 3 e dentro do intervalo Ii,
10]. Ist.o se di& porque o numero de elementos do conjunto Si (segdo

223) & muito grande e estoura a capacidade de armazZenamento da

maguina.

5.4 - CONCLUSAO GERAL

PROGZ e PROG3 apresentam solug@ies melhores que PROGL ¢ 0% a
6% > Em relagio ac tempo de CPU, PROGL chegza a s=olugio do
problema cerca de 3 a § vezes mais rapido que PROGZ e de 3 a 11

vaezes mais rapidoe que PROJ3.
Sé existe wvantagem do uso de PROGZ, ao invés de PROGL. quando
a relagdc entre as larguras dos itens ¢ maior do que 2, ocu o

rimero de itens for superior a 30. (Cago contriarioco o= dois

programas apresentam a mezma gsolugio.

PROG3 sempre consegue solugBez melhores gque PROUL e PROG2Z,
mas devido ao tempo de CPU necessaric para resolver um problema,

seu uso &€ mais adequado quando a largura da placa for pequena.
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