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PREFACIO

0O espago projetivo quaterniﬁnico HP (n) n3ao admite submer-
sao essencial para n > 3. | |
. 0 caso em que n €& par pode-se demonstrar usando-se pro-
priedades dos homomorfismos transfer de Gottlieb obtidos em [ 3] .A
demonstragao € aniloga aquela do TEOR 3.2, capitulo 3 exposta nes
se trabalho*, Nesse artigo ([ 3]), encontramos uma ripida mengao
de gue R. Schultz obteve uma prova do casc n=impar maior do que
‘um, mas nao hd nenhuma referéncia de publicagao. No caso n=l te
mos a fibracao de Zﬁﬁ(l)% 54 sobre 1RP(4) com fibra %y

Oplano projetivo de Cayley possui a mesma propriedade, men-
cionada acima, gue IHP(n).

Quanto aos espagos projetivos real e'complexo,]RP(n} e CP{n)
respectivamente, a inexisténcia daguelas submersaes-se da no ca-
éo n=par; Noséo.objétivo & dar uma demonstracac dos TECRS 2.2 e
3.2 mu:to nenos concisa do que aquela de Gottlieb e Becker em
ié] mas, em contrapartlda, mais acessmvel A estrategla que se-

- guimos foi uma explicitagdo de varios conceites envolvidos e de

quase todos os resultados necess@rios com suas respectivas refe-

réncias para comprovagao.

- . " - ~ * - » - i.
* A Onica diferenga & que as operagoes “primarias" de cohomologia (Sq7) de
v q e - - ~ - 1"
Steenrod que utilizamos devem ser substituidas por operagoes ''secundarias

de cohomologia de Adams.
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Se n for impar, maior ou igual a 3, entac existem submer
soes, pondo n=2m+l, de IRP{2m+l) sobre CP(m) e de CP(2m+l) so-
bre THP(m), essenciais. O principal resultado desse tfébalhéjgag
tanto, resume-se no seguinte: " RP(n) e €P(n) admitem submersoes

essenciais se, e somente se, n & impar.

—



CAPITULO T - Introducdo

1.1 Varniedades Diferenciaveis Qf

Nesgse parégrafo iremos nos basear em | 1 ]. Uma fungéo in-

ljetora
x: UC MR,

. . - ) . T - -
cuja imagem ¢ um conjunto aberto de IR, € chamada uma carta de

dimensac n para o conjunto M. Através das fungdes  projecoes

canonicas

Dt RrY + R ;

uma tal carta define, no seu dominic U, um conjunto de funcgoes

coordenadas

Xi= pP. o X (i e {1,..., n})

de modo que

X= (Xl,..., x" )

+

Assim, 'x(m)=(xl(m),..., xn(m)) € o conjunto das coordenaf



das de um ponto m &€ U na carta x.

Uma familia A de cartas de dimens3o n para M, cujos do
minios recobrem M, & um atlas C para M em K se (x,U)
(y,v} € A, UN v # ¢ implicar que vy o x“l: x(U N v} = y{UN v)

- . . m
tea um difeomorfisme C .

Essa definicao implica gque x(U N v} e y{U N v) sao aber

tos de K.

Dois atlas C. Ajs B, sao equivalentes guando a  reuniao
de suas cartas produz um atlas o para M emnm R™. Um atlas
c A & completo se nao estad contido em nenhum outro atlas c

n - ——

para, M em TR,

1.1.1 PROP Todo atlas Coo para M e r" estd contido em um
fnico atlas C  completo para M em IR,

[[11, Prop. 2.2.1]

Uma estrutura C  de dimensdo n paré M & um atlas c”
completo para M em I{n. A PROP. 1.1.1 mostra gue um atlas ¢’
nao necessariamente completc, determina uma estrutura c” de
dimensao n para M.

Dois atlas C equivalentes pertencem a um mesmo atlas c”
completo e, portanto, determinam a mesma estrutura C  de dimen

on — . ' .
sa0 n para M. Dois atlas € nao equivalentes determinam esg

truturas C_  de dimensdo n distintas para M.



Um conjunto M com uma dada estrutura c” de dimensdo n & cha
mado uma variedade diferencidwel de dimensao n ou, abreviadamente, uma
variedade C . Uma carta desse atlas C carpleto € chamada uma carta da
variedade ¢ e seu dominio & chamado um dominio de coordenadas para a va
riedade.

| Uma carta para um panto m € M € uma carta da variedade M cujo  domi
nio U contém m. Dizemos que U & uma vizinhanga coordenada de m.
Se M e M' sio variedades C e £ & uma fungdo M - M', dizenos

que f é diferenciavel em m € M quando existem cartas (x,U) de M e {y,V)

de M para mEM e f(m € M, respectivamente, tais que

- ]
F=yofoxl: x(U) ¢ ® ——— ¥ (V) c r®

& de classe C em x(m. F & chamada um representante de coordenadas de £,
Essa definicao esta bem posta porque ndo depende das cartas x,y escolhidas:

se Xy for outra cartapara m€ Me Y1 outra carta para f({m), entao

o "
F o fo x 73 %, (U]) © 151-_—+. (V) © R

1Yy

& C° em xl(m}, desde que F o© seja em x{m). [[1], 2,3]

oo

Uma fungao f£:M +» M' & dita uma aplicagao C se £  for
. diferenciavel em m para tode m € M,

Unm difeomorfismo £:M -~ M' & uma fungac bijetora tal que £
e £ 1 sao aplicagoes C”. Nesse caso, M e M' sio ditas difeawrficas.

=] i~ .
Una estrutura C de dimensao n para M induz no conjun

to M uma topologia, chamada topologia induzida pela estrutura



w

1-1i2 PROP

.

ExemElo

1.1.3 PROP

1.1.4 PROP

1.1.5 PROP

C ou, simplesmente, topologia ¢’ de M.

A familia das vizinhangas de coordenadas de M, domi

. o -~
nios das cartas de uma estrutura C de dimensaoc n

para M, forma uma base para uma topologia em M. Es

ta & a topologia € de M. [[11, 2.4.2]

A topoleogia usual de )i € uma topologia ¢’ de

R,
Em relacdo & topologia c’ de M, gualguer carta

x: U + x{U) C rY
& um homeomorfismo. Em relacio &s estruturas C  de
U(induzida pela carta x) e de Rp(usual), xX:U + »(U)
& um difecmorfismo C . [Esse fato & quase que evi-

dente.]

Se f:M » M' € uma aplicagao ¢, entdo, em rela—
cao ds topologias Cm,‘f & continua. [{1 ], 2.4.4]

- ' —~ ks -
Se f:M + M' & uma aplicagcao C e U & um aber-

-

tc de M, entao f|U & uma aplicacdo C . Se f &

um difeomorfismeo, entao f|U também é um difeomor-—

fismo. [ Demonstr. rotineira.]



1.1.6 PROP

‘1.1.7 PROP

1.1.8 PROP

Uma

- . - = ~
Se f,g sao aplicagoes C , entac a composta gue es

tiver definida e uma aplicagao Cm. [ bemonstr., roti-

neira.]

Se M & uma variedade C. e, ao mesmo tempo, um es-
pago topoldgico, entaoc a topologia ¢"  coincide com
a outra se, e somente se, as cartas de um atlas para
M sao homeomorfismos em relagao a topologia dada do

espago M. [[11, 3.1.1]

A cada ponto m de uma variedade ¢’ M de dimensio

n, estad associado um espag¢o vetorial T M de dimen=-

oy

sac n. A cada aplicagao C

£: M > M'
- e a cada ponto m € M esta associada uma  aplicacao
linear _
- 1
Dfm. TmM > Tf(m)M .
(111, cap. 4]

o]

aplicagao C



fiM > M

€ uma submersao se, para todo m € M,

Df
m

& scbrejetora ou ainda, se

m € M.

1.1.9 PROP Seja f£:M = M'

1.1.30 PROP

Se g:M' » M"

- 1
: TmM + T M

Dfm

f({m)

tem posto

uma submersaoc

é tal que g

tdo g também & aplicagao

Se f:M > M'

il

dim M' para todo

sobrejetora

o

of & aplicagao C , en

¢, (111, 6.1.2

& uma submersac scbhrejetora e

g:M' > M" & aplicacao Cw,

entac o posto de geo £

em m€E M & igual ao posto de g em f{m) € M'.

rrr1, 6.1.3]

Indicamos esses dois resultados nos diagramas:

subm

M

> M!

MII




Uma imersao f:M + M' & uma aplicagao ¢® tal que

. - 1
Df : T M > T M
‘tem posto igual a n = dim M, para todo m € M
Se M'CM e tanto M' como M sao variedades Cw, dize~

mos que M' & suvbvariedade de M quando a incluséao
inc: M' ——r M

& uma imers3c. Se a topologia €. de M'' coincidir com a topo-
logia induzida de M pela topologia c de M, entao dizemos
gque M' & subvariedade regular de M.

Uma fibra de £:M > M' & gualgquer ‘conjunto da forma

f_l(m'), m' € £(M).

1.1.11 PROP Se f:M » M' & uma submersao, e n =n', entac ca
da fibra de f & um conjunto discreto de pontos.Se
'n > n', ent3o cada fibra tem a estrutura de uma sub

variedade regular de M com dimensao n - n'.

[[11, 6.2.1)]
Definiremos, agora, os espagos projetives RP(n), ¢€P(n} e
me(n), respectivamehte, real, complexo e guaternionico. Nosso

objetivo principal & investigar se existem submersoes nao trivi



ais definidas em IRP(n), CP{n) e IHP(n). Uma submer-
sao f:M -+ M' scbrejetora & trivial se M'={ponto} ou se
f“l(m')={pénto} para todo m' € M'. Uma submersao scbrejetora é es

gsencial se nao for trivial.

1.1,12 PROP Sejam a=(al,..., an+l)’ b=(bl,..., bn+l) vetores

de #Hl ~{0}. Definimos: a ~ b se, e somente se |,
existe X € R tal que Aa = b. A relagao ~ é
uma relagao de equivaléncia. Denotamos por [a] a

. classe de equivaléncia de a € r™ ~{0}. o espago
projetivo real RP(n) & o conjunto ( ® -{0}) /~
munido de uma estrutura C° de dimens3o n deter-
minada por um atlas ¢’ com n+l cartas

A = {(xl,Ul},...,{xn, Un+l)} , onde

Ui. = {lal: ai # 0} e xi: Ui > B & dada por
S . a, a
[a] - . '_':I_-, - .y n+l

a, a.

1 X

a. :
[35 indica gue essa coordenada foi excluida.l
i
e . n . e
"X, “esta bem definida, xi(Ui)= R e x; & injeto

ra. De fato, se (a an) € ]Qh entao

lf.oo}



1)

(al:-~-: al’l): Xi([ (al;--': ai—‘l' 1, ai:---:.an_l_l
provando que xi(Ui)= R" = aberto de R", Para vermos que x; es
td bem definida, suponhamos gue

[a]= [b] €U, ;

A # 0, de onde

entao, b = la, para algum
(byrewesbyg) = Qagreeeida, ) =—=
Aa, Aa
_ i = n+l
xl([b]} - la-"..’ l,...; }\a. -
i i
xi([b]) = xi([a}); i. é., X, esta bem definida.
Se xi([a])z Xi([by); entao:
ay = nt1 ) ©y 3 n+1
5-:';.-.( ll."f 5. - B_.;_-o-;l,..-{ b. >
i i i i
. a, .
) =~ {b B,,.... bn+1J >

(al,..., Byrenny an+l bi gr-+-eby



a,
a = A.b, onde A = Ei > [al= [b] nos mostra que x,
i .
tora.
E claro gque
Ul L U2 ... U Un+1 = RP (n).

S6 nos falta mostrar que Uy n Uj # f implica

-1 '
Xio0 X, 74 xi(Ui m Uj) -+ xj(Ui n Uj)

- . - w
& um difeomorfismo C .

Enm primeiro lugar,

u. Mu. = {fal: a, # 0, a. + 0}
i ] 1 J

e Xi(Ui M Uj) & aberto em K'. De fato:

‘ } o= e rR":v. o
xi(Ui r Uj’ {v R Vj—l 0} [ Como

podemos supor, evidentemente, gque j > 1, de onde

do-novémente o fato de gque Jj > i, temos

xj(xlfl(xi[am =

10

é inje

i > l I3

Usan
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- xj([(al,...,ai,...,aj,...,an+lj]) = Feeos ax

-1 . o .
Em outros termos, on xi e a aplicagao

1

(ul,;..,un) — uj_l(ul,...,u prleng e "uj—l""’un)
gue &, claramente, ¢
Por outro lado,
. n - I
xj(Ui M Uj) = {w € R : Wy # 0} é abertc em R
a a a
-1 _ -1,, 1 “i s n+l _
e xi(xj (Xj{a]))_xi(xj (( a’!'C'Ia.!"‘JlJ . o Y )y =
J I J
e Xi([(al""’ai'f°"aj""'an+l)]) =
a R a _
= E}”’ Lozt 2+l . Iste &,a aplicagao X, o x.l e
i i i J
a seguinte:
(t.,t £ )b o (E . st t,,t cost 1,...,t) que
l; 2:-.-; n ti l;oo r i—l‘ j_-’ i'f'l’ - r j"'l’ F o= L n'
3 0 1 1,7 L e
2, claramente, C . Portanto, xjc xi e (xjo xi ) sac C

e podemos concluir gue




t

riedade

CCD

- 1.1.13 DEF Sejam z = (a

LA L 12

& um &ifeomorfismo C provando que -IRP(n) & va-

de dimenzsao n.

l+J.bl,...,an+l + lbn+l) .

_ . . n+1
w o= (cl + ldl""‘cn+l + ldn+l) vetores de ¢ -{0}.

Definimos 2z v w se, e somente se, existe X € ¢

tal que w = X.z. A relagao ~ & uma relagao de e-

N

quivaléncia._Denotamos por [z] a2 classe de equivalég
cia de =z € Cn+l—{0}. O espago projetivo complexo
€P(n) & o conjunto (€n+l—{0})/m__mgg£§o de uma es-
trutura ¢  de dimensio 2n determinada pelo atlas

[+a]
C com nt+l cartas:

U I

A =_{(X11Ul)r--'rtxn+lf n+1

onde U. ={[z]: z.= a.+ ib. # 0} e
3 ] J J
n -
x.: U, » IR e dada porx
J J
7 - 2
(2]t P T 2*1 .
] J



E clarc que =a+ ib =~ (a,b)e ¢ & "“identifica-

NlN
. Py

do" com (a,b}€ Rz. Portanto, estamos "identifican-
do" xj([z]} com um elemento

(-("!“) f(-.l"") Fesy ('"r_))m('“.r";":":- «.sm;=)E Rzn-

= & o difeomorfismo R?x...xfgf—*—~+ Ign usual.

n

Mostraremos que xj:Uj + R*" estd bem definida, & injeto~-

ra, “Xj(Uj) & aberto de FO , U U= ¢P (n) e que
3

oo

% o x;lzxj(Uj no) = Xk(Uj n o) € um difeomorfismo C , pro-

vando, desse modo, que CP(n) & uma variedade c”  de dimensaoc

2n. Notemos, inicialmente, gue

Uj='{[z]: 2 + 0}, U {[z]: =z = 0}.

k

Suponhamos gue [z]= [w] € Uj' Entao, w= A.z, de onde,

i

*s (w) n+l

Xj(wl’-oorwn_l_l): Xj'(}lzl!----J;\z ) pums

-

Az -Azn+l )

B CHARE vy

=x.(z), e x. esta bem defi
3 ] 3 -

13
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nida. Suponhamos, agora, gue xj([z]) = xj([w]), . com
[z},[w]l € Uj' Temos : |
o, Ty ey
z‘;OIQj Fou v ey Z . w.;.-.; PR W .
J J J J
f_j.
{ Zyre- ,zj, “'Zn+lJ = wj(wl’ W, e 'wn+1) >
Ej
(zl'””z'““'zn-i-lJ__w.(wl' "wj""’wn+l} >
zZ
Z = AW , A= ﬁl ===> [z]= [w] "
J
e Xj € injetora.
Seja z={a.,b a_ sh )€ Egn Entao
Jd (A RN N . ;
2n
@

=_xj([(al+ lbl""’l""’an+ 1bn)}J. Assim, xj(Uj)= r,

]R2n. Alem disso,

x.(U,) & abherto de
J ]

U. I Uk={[z ]: zj # 0, 2y #* 0}

. . . - 2n
xj(Uj M Uk) = {(zl,...,zn). Z 1 # 0}(k > 2) & aberto de R .

[Como 3 > 1, podemos supor, evidentemente, gque k > j de onde
k > j, temos

k > 2.] Usando, novamente, o fato de que
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).

Z z 2
-1 _ -1 1 3 _k n+1
Xk(xj (Xj(Iz])))_ xk(xj (( z,!...'l’.."z,’..., . ))) -
J J 3
Z Z z
B - } 3 _ i 25 R N+l
-»X _([(Z ’._..;Z.,....;Z ;--.;Z )])"‘("‘"‘;.-.; f.to'l’oonj
k 1 ] k n+l zk N 2y
' -1 C .
Em outros termos, xko xj . & a aplicacgao
{u Lu) ! {u u. 1,1 i u )
l"' f n '—'l l‘r'-.' 3—1' ’ jflllf k-‘l""’ n

onde w € €. Notemos que se u = a + ib_, entao

Y - &y * ibg — (am N lbm)(ak“l ~ lbk"l) e fica evidente
a + ib 2 2
Ykl %k-1 k-1 ay_q * br_;
-1l . . ~ o0 -1 -
gue Xk° xj e aplicagaoc € . Analcgamente, on Xk e a
fungao dada por
(t ) b (& R ) 1 £ )
17715 e R g R T e R R

3

- . e ' _ ) _
e, portanto, e uma aplicagao C . Assim, Xk°xj e um difeomor-

fismo, provando o que guerlamos.
Esta claro, agora, como definir HP(n). Seja h=atbi+cjtdk

. - . | 4
um guatermio real., "Identificamos” h com {(a,b,c,dJ€ R e
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§R4x...x:R4 com Eﬁn através do difeomorfismo ¢” usual da-
| Y, J
n
‘do por
) ((":"J'";"') I ("J"J“f") Ferey (_J":":")) I‘_—'_’(";":"r";"‘:_;_r_:- .. r"‘r"'r"r"‘)
- , . } ) 2.2 2 .2
Lembrando que h.h= (atbi+cj+dk) . {a~bi-cj-dk) = a"+b +c"+d", po-

demos mostrar, imitando "fielmente" o que fizemos para RP (n) e

CP(n), que TP(n) & uma variedade C  de dimensfo 4n.

FIBRADOS COM ESPACO TOTAL TRP(2n+1) e CP(2n+l), n > 1

[Em 1.5 definiremos um fibrado; por enguanto & um do

minio de uma submersaoc.]

Consideremos o diagrama

R2MH2_0y O R
Tfl '.‘T2
RP (2n+1) CP (n)

onde g(al‘bl""’an+l’bn+l): (al+ibl,...,an+l+ibn+1) & um difeo
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1.1.14 1EMA (a) = & submersao,

(b) w € submersao,

(c) ¢ esta bem definida pela formula
’?0“]-:11—200!

pemonstracac f{(a) Seja Xy:Uy — =" agquela carta dada  por

1
a.,. a
_ 2 n+1l .
xl(I(al,...,an+l)]J = al,..., a; }. Temos o diagrama
T
B0y —— wmom)
inc _xl
Hﬁ+l _ EF
0 nosso problema se reduz a mostrar gue xloﬂloinc_l & uma
\ ~ 0 ' . n+l
aplicacac C de posto n no ponto _a-(al,...,an+l)€]R ~{0}.
ooo=1 :
Denotando Xq 0 ﬁImJﬂC por F, obtemos
a a
: — 2 n+1 A
F(al,...,an+1)— ( e T3 ). Calculemos a matriz jaco-

i 1

biana de F no ponto a tal gue ay # 0:



pondo F=(F2,...,F

n+l

) , vem gue (V=

fu

_ . a. I
VE= (-.wgq,o,...,o,af
ay 1
onde —— aparece na posicao J; ou s
1
~8) 1
v = 0
a1 a
1
_ 0 0 =
JFa a, ‘
-a
n;l 0 0
il
F=n enma.

E evidente gue posto

w2 R

1

VArmos gue se

andlogo tomando a C

(b) Seja w € C

+1_ 10} e TRP (11)

arta U, .
1

410
o l--~{0]u w= (zl;z

gradiente)

eja,

a, # 0, entao fazemos um calculo
i

20 %

)

zZ

18

/0,...,0), 2< j < n+l ,

Ficard provado que

& uma submersao sobrejetora :se obser-—

completamente

# 0.

1 Consi-
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deremos j: "0} ——— R*P*? Gaaa por
z z
' o o 2 n+1
i j(Z (Z ’o-n;z )= ( — e =y )t
1772 n+l 2, zy
temos o diagrama:
ﬂ )
et q0} 2 Y ep(n)
i X
IR2n+2 ]R2n
. . oz - n+l
Aqui, 3 & a Gnica carta para € “-{0} e estamos . .denntando
por x, a carta com dominio U, de C€P(n) conforme a DEF.
1.1.13. Temos:
| Sl P Mt ne1 Py,
Xqo Mg od g abyreevydy y by =0 a=5=0 oo —35590 '
- S | 171
. - 1 .
isto &, =xpemye J T(agPyseeesa g,k )
?(a2a1+blb2 ﬁ?lbz"a2bl an+lal+bn+lbl albn+l_an+lbl)
- 2.2 7 2 2 Tttt 2 2 d 2 2 .
+ : +
ay+by a; * by ) * by a; * by
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Denotando por F a fungao Xy o Toed -e - pondo

P= (FyuGyaersFpyg06,,,) o+ Vem
"a.a,+b.b b.a.-a.,b
F,= _.,J:_l__..%_é..l- ;o Gy -—l—é—l—---l—z-—l ; de onde , para
‘ al + bl al + bl
z= lag/byre-era gy n+l) !
T a b
1 1 0 0 0 .vunn. 0 0
2, 12 21,2
TP !
-b a
...j.l.? . _2_% 0 : 0 o ...... 0 0
a-thb al-l-b1
a b
0 0 ..._1-__ _._...;]:__ 0 'R O 0
arb 212
1 a1
Z -0 0 .-.._.-]:—.- ——(l_-—— 0 LR R ) 0 O
- aht - “p? - :
- : : ayrhby a . :
: 3 : : & b
0 0 0 0 Y “j;};j _§+
aroy il
0 0 0 0 0 v
aptb, - ap
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F, a oF, b daF.  3F,
pois = E . 2 =2 =9 m > 2
da, 2 7 3b 2 ‘- 3a 5 Y ;
i al+bl i al+bl b
g 3G, ~b, 3G, a, LI e
m#+ i; w = s = = ’ = =0, m>2, m# i
r 2 ! ! -
da ai+bi ob, ai+b1 da_ ~ Fb_

A matriz JFZ; onde (al,bl)i(o,o), contém uma submatriz de

_ 2.2 .
posto 2n pois al+bl # 0. § claro que, de modo comp letamente
analogo, se (ai,bi)i(o,o), poderiamos utilizar a carta Uy de
CP{n) e também encontrar a submatriz, de poste 2n, de JFZ. Esta

provado que T, & submersao. B

{c) ¢ estd bem definida. De fato,

= ) 1 ; )
pe1! = Mlagebya-csag by

ﬂl(al’bl’f"’an+l’b ) ==

: N 1 1 t - .
existe X # O.(al,b',...,an+l,bn+l} (Aal,Kbl,...,Aan+1,lbn+l}

> existe A # 0, X € C:

_ . ' . _ . |
(ai%lbl,...,an+l+1bn+l) (k(al+1bl),...,h(an+l+1bn+l))

)= 1m,., cf{a',b!',...,a ).

] I
T, .0(a, b 2 1’71 n+1"n41

2 1Py 3Py

E claro, entao, que ¢ pode ser -definida por ¢omy = Wye 0.
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Analogamente, consideremos o diagrama (n > 1)

(RP(0)) ~ (@2 (0)) —E—s( =Moo ~ (m™ (o))
| "2 "3
CP(2n+1) ' IHP(n)
ondé _'r_ é..__o _d_i_fe_omor__fismo ¢’ dado por
(Zl""f22n+2) F————.(a;,b;,v..vay, 5/b, 5), onde

& submersaoc sobrejetora .

1.1.15 1LEMA {a) L

(b} estd definida uma aplicacgao

. ¥: CP(2n+1}) ————> WP (n)

através da relagdo  Y¥om, = m,.T.
Demon_stragéo (a) <Consideremos o diagrama
w
R0} —2— mP(n)
id *1

R 103 RAD
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Suponhamos que p= (a,,by,csdy,0000a 9,0 1 30C 1959 1) # 0
onde (al,bl,cl,dl)i(o,o,o,o). Tomamos, entao, a carta x, para

HP(n}) e teremos [p}e Ulr onde

4n

X8 Uy ——— R , conforme IEF, de THP(n) .
Temos:
X o Mpid(p) =( e M Mk M 25 G P9 HEhe S5 Bl 3
o o . v Fooor vy x . r
13T aptiby e tkdy ajtibytje;tkd,

R )

isto e, se H= X,0My01d =(Py, 05 s Ry 850 vP 1917 Ry /Sha
-entao

Pm(——~)= amal+bmbl+cmcl+dmdl ’
Qm(__—Iz bpdi—a Py +d cy-cpd,

Rm(—__)= Cmal-dmbl_amcl-i-bmdl !

Sp(~—=)= dpa;+te bo-b ci-a d, .

Decorre que JHp contém uma submatriz 4nx4n do tipo
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onde cada bloco B & de dimensao 4x4 e igual a

) 4 by 1 d
—bl al mdl ©q
B =
wcl dl al ~bl
—dl —Cy bl al

4
2 2 2
+dl) .

t 2, .2 c
1771

2
Notemos que BB :(al+bl+0§+dl)'l de onde {(det BJz;(ai+b

. . ' : 2
Finalmente, o determinante de cada bloco & i(ai+bi+ci+dl) e ,

portanto, fica provado que Ty & submersao, uma vez que s5e
(ai,bi,ci,di)¢(0,0,0,0), tomando a carta Xi' obteriamos, analo-

E L]
gamente, o posto 4n para JHP,[Q] u,
(b) Suponhamos que existe X € € tal que

)=(rz Az Co A ). Entao existe

1 L] )
R YERRRL D S 21 1A %5040

h & IH tal que

1 ] 1. 1. 1 ] 1
((ag,bysayiby) e, (@y 4 1oPdy 4080040003, 0))



25
=(h(ay,byray byl seeeibe @y, g ibynge8n4p7P)nyp)) ¢ Pasta tomar
h= a+bi+0j+0k, atbi= A. De fato:

b k}=

0<m<n > (atbi). (@, 1 P ne1 T @opne23 P00

Flay @by Pl 1(byjatay P 3(aypanhy L oR)

! b ).

b+b2m+2a) o+ (a2m+lf

1 1 1
+ k(a2m-!-12 2m+l'a2m+2’b2m+2

* wvale porque, por hipotese,

r ' 1 ' = ; : Nof : : —
(85 a1 /P21 @ome2 Pomeg? = (latbi)(ag  ,H+ib, o) (adbi){ay H+iby 0))

=(a2m+la_b2m+lb’a2m+lb+b2m+la’a2m+2a_b2m+2b’a2m+2b+b2m+2a)’ isto

! =
(22m+1r22m+2) (Az2m+17122m+2) com Oi m i n.

1.1.16 OBS Imp(n), TP(n), Hp(n) s3o variedades C cujas topologias

¢ tém as seguintes propriedades: cada uma delas @&
conexa, compacta, conexa por caminhos, localmente co
nexa por caminhos. A aplicagac o: §" we—— IRP (0) da
da por %X —— [x}, E c e sobrejetoia, de on-

de, pela continuidade de o,IRP(n) & compacta.E evi
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dente que ¢ & sobrejetora. Consideremos

4. . n -+ —
Ui:{(xl""'xn+ e 8 Xy > 0} e a carta _fl defini

T + n+l 2 :
da por fl(x)=( vV 1 - 22 ,xz,...,xn+l). Se U,

é o dominio da carta (x JrUlJ de 1IRP (n) gque contém

1
_[x}, temos xloco(fl) (xz,x RPN =
1
b'4 X n+i
+
(e .., =BEL ) Gnde \//— :
B A, L 14 lf
+ -1
ou seja, denotando xlgcjo(fl) por Fi, obtemos:
b4 X
o 22 “n+l
Fl(xz’XB;-chxn_l_l)‘“( lj.-of xl ); COIH

o - E claro gue F1 & Cm: Analogamente, se xi> 0, po-

" 7 demos tomar U, C'RP{n} e verificar, do mesmo modo

. - o . S oo
que F, & C. Concluimos que o & C e, portanto,

RP({n) & compacta.

~ - -2 +1
A aplicagac &:S n —~————= CP(n) dada por

X = {Zl""’zn+l) S [(Zl""’zn+l)} é Cm e sobrejeto
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= 7 5__.

ra, Como 82n+l e compacta, segue que (P(n) & compacta. A
aplicacao E:S4n+3 —————— IHP (n) dada por

x = (hy,....h s> [ (hy, ... b )]

1 n+l

o

C e sobrejetora . Como S4n+3

M

& compacta, segue que IHP{(n)
& compacta.
Uma outra demonstracgao de gque ¢€P{n) e HP(n) sao compactas

& a seguinte: existem submersoes ¢ RP (2n+1) —————5 CP {n) e

¥:¢P{(2n+l)———> THP({n) como veremos em 2.1 e 3.1,

+IRP(n) e a conexidade de Sn for-

A aplicacao c” o:s"
necem a conexidade de IRP(n} que, com ¥ e Y acima fornecem a
conexidade de (CP(n) e THP(n). A conexidade por caminhos & obti-
da, analogamente, para RP(n), €P(n) e TP(n).

Quanto a coneéidade local e conexidade por caminhos local
podemos recorrer a definicao de variedade ¢, ou seja, lembrar
gue as variedades c” sac, localmente, homeomorfas(na verdade
difeomorfas C )a algum espago ®'. Como IR" & localmente conexo e

locainente conexo por caminhos, Seqie O mesmo para as variedades c.

= o~

1.1.17 PROP  RP(n), CP(n) e IHP(n) com as topologias C sao

de Hausdorff com base enumeravel de -abertos.

Demonstracao As aplicagaoes
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a € “+1~{0}F~—» [a] € ®P(n) ,

z & ¢n+_—{0}i+———*>[z] e €p(n) ,

he R0} b—— [n] € mP@M) ,

sac submersoes sobrejetoras e, portanto, aplica-
¢oes abertas[[1l}, 6.1.5].

n+l

Como R ~—~{0}, Cn+l—{0} e w4

~-{0} tém base enumeravel, O mes
mo vale para RP(n), €P(n) e HP(n).
Definimos, agora,

+1.

R oo (mM oo R por

2
1 2 n+l 1 2 n+1l
{(x",x ,...,x P Y Y reeea¥ } b 1§ (x v I y ) ‘

n+l n+l

{0} x -{0} ————— 1R por
1 n+1 1 n+l i3 54,2
BT e P e N ER e ey ,
l.
g:{ R " 4—{0}) 4n+4_{0}) ———— 1R por
l 2
n+l 1 n+1l

(07, 0T T ) g tntgd— nlgt

Temos gque I, g e g sac continuas e
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R ={(x,y):x vy} = f"l(O) .
_ =1
s ={(z,w):z v w}l =g “(0) ,
. B '_l'
T ={(h,2):h ~ L} =g 7(0) ,
tComo Ty, T, € T, sac aplicacgoes abertas e R,S e T sao fe-

chadas nos respectivos espagos produtos, segue: RP(n), €P{n) e

HP (n) sao Hausdorff, [[12] ,2.4].
Precisaremos,mals tarde de um teorema demonstrado por

Munkres.

1.1.18 PROP Toda variedade COO compacta, sem bordo & triangu-

ff11],10.6] larizavel.
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Espagos de Recobrimento e Grupo Fundamental

1.2.1 DEF

OBS ..

j.2.2 DEFR

Sejam X e X espacos topologiceos de Hausdorff, cone-

x0s por caminhos, localmente conexXos por caminhos e

continua. O par {X,p) € chamado um espago de reccbri-
mento de X se, para cada x € X, existe um aberto U
em X, x € U, tal que p#l(U) & a reuniao disjunta

de abertos, cada um dos quais homeomorfo-a U via p.

Segue da definigao de (X,p) gque p €& scobrejetora e

uma aplicacao aberta.

Um éspago X € localmente simpleswmente conexo se, pa
ra cada x € ¥, existe um aberto VvV contendo x tal
que, gualguer caminho o em V, com o(0)=a(l)=x, &
homotdpico, em X, ao caminho constante B(t) = X .

£t efo0,1].

1.2.3 PROP Seja X um espago topoldgico conexo por caminhos, lo

H4],pé} TQ calmente conexo por caminhos e localmente simplesmen

te conexo. Seja H um subgrupo de 7, (X,x). Entao ,

existe um espaco de recobrimento (X,p) tal que
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p*ﬂl(i,i)z H, onde X € X e p(X)= x.

X % nl(i,ﬁ)
|
. P _l P,
X X

H C TTl(X:X)

1.2.4 PROP Toda variedade ¢” & localmente simplesmente cone-

Xa.

Demonstragaoc Todo aberto de R & localmente simplesmente co-

nexo,

1.2.5 COROL Um espago topoldgico X conexo, localmente conexo
por caminhos, tem um espago de recobrimento simples
mente conexof{universal) se X & localmente simples

mente conexo. [aqul estamos usando 1.2.9.]

1.2.6 COROL Toda variedade C  conexa tem um espaco de recobri

mento universal.

Demons tracao Imediata.

1.2.7 COROL Seja (X,p) um recobrimento universal de X. Entdo ,

A(X,p) o grupo de automorfismos de (X.,p) € isomorfo



1.2.8 PROP

[[6] ,p3g. 156]

1.2.3 PROP
(6], 4.1]
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a m(X) e # w(X)= numero de folhas do espago reco
bridor (X,p). | : Alén disso, A(X,p)
atua livremente em X, istec &, se g € A(X,p) e
g # 1, entao g € um homeomorfismo sem ponto fixo.

[[6], COROL 6.2, COROL 7.5.]

Seja p:(X,X0) —— (X,x.) uma projecao de reco-
'

brimento. Seja X' um espago topoldgico conexo e 10

calmente conexo por caminhos. Uma condicao necessa-

. Tria e suficiente para que g:(X',x'e) ——(X,x. )

admita um levantamento f£:(X',x's) ——— (¥,X.) &

que em’ nl(X,Xo) tenhamos:

g#nl(x',x% ) < p#nl(X,xo).

¥4
T
- ’ -
// )
£~ P
-~
”’,{.
Xt + X
d
Sejam (X,p) um espago de recobrimento de X e

X €X, x=p(x ). Entao 0o homomorfismo induzido
[ & e
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p*:ﬂ(i,io)www—m~+ N(X,Xo) & um monomorfismo.

1.2.10 PROP Se (X, pl) e (i, pz)iséo espagos de recobrimento

universais de X, entao existe h:i¥X ———% homeo

morfismo tal que pzoh = pl.[Consequéncia do Teo.

6.6 de [6].]
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1.3 - Alguns Guupos de Homologia., Caracternistica de Euler. Onientabilidade

Podemos definir IRP{n), CP(n) e IHP(n) como espagos quocien
te de esferas Sk. Tais espagos sao homeomorfos aos espagos pro-
jetivos definidos em 1.1. Em [7], encontramos demonstracoes de
que IRP({n), CP(n) e ]HP(n} sao complexos CW finitos e as homo

logias correspondentes saoc calculadas.

Z , para i =0 |,

/1 para 1 Impar, 0< i < n,

2 ¥
1.3.1 PROP Hi(ZmP{n)) o

Z , para i impar, i=n |,

0 , nos outros casos.

Z , para i € {0, 2, 4, ..., 2n},

1.3.2 PROP Hi( CP(n)) ~

0 , nos outros casos.

%Z , para i€ {0, 4, 8, ..., 4n},
1.3.3 PROP H,(IHP{n)) »~
. 0 , nos outros casos.

1.3.4 PROP Se (¥X,A) & um par tal que X & um complexo CW fi

-

[[7]’G$L 2 nito e A C X € um Subcomﬁlexo, entao H,(X,A) é

um grupo abeliano finitamente gerado.
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Se X é um espac¢o topoldgico, entac o i-€simo nimero  de
Betti de X, indicado pox bi(x), & o nimero de geradores da par-
te livre de Hi(X).'A'PROP 1.3.4 nos diz que se X €& um com-
plexo CW finito, tomandc A = ¢, entao bifx) & finito para to-
‘dec i e nao nulo apenas para um nimero finito de indices i.

HJ(X) & o nimero de componentes conexas por caminhos de X.

1.3.5 DEF A caracteristica de Euler de X, X um complexo CwW

finito, &€ dada por

X(X)= 2(-1) b, (X)
1

Toda variedade C. compacta € um poliedro(1l.1.18) e, pof—
tanto, um complexo CW finito. Assim, a caracteristica de Euler

de uma variedade C compacta esta definida.

~1.3.6 DEF Em ng, definimos ;HP__como sendo o conjunte dos pon-

tos (xl,...,xn) tais que X, > 0. Uma variedade topo~

logica éé aimenséo n & um espago de Hausdorff M,com
base enumeravel, tal gue todo ponto m € M tem
uma vizinhanga homeomorfa a um aberto do subespago "
de :mp. 0 bordo de M, denotado por 3M, & o conjunto
dos pontds ¥ € M para os quals existe um homeomor-

fismo de alguma vizinhanca de X scbhre um aberto de
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it que aplica x em'{(xl,...,xn):xn=0}=_3If@;ﬂf{

Observamos que se h &€ um homeomorfisme de um aberto
U c H' sobre um aberto de pirin , entaoc x € U N S H implica
hix) € 5 T, Seque que se x € 3M, entao todo homeomorfismo de

abertos contendo x sobre abertos em I aplicam X em 2T
Se 9M = ¢, dizemos que M € sem bordo. Equivalentemente, M &
sem bordo se, e somente se, tode m € M tem vizinhanga .. homeo-

morfa a um aberto de R . B evidente que:

1.3.7 PROpP Toda wvariedade c Hausdorff de base enumeravel =Y

unma variedade topoldgica sem bordo de mesma dimensao.
- . @ -
Desse mode, toda variedade € , Hausdorff, de base enumera-

vel, admite a definigao de orientabilidade dada abaixo em 1.3.10.

1.3.8 PROP Se M & uma variedade topoldgica de dimensac n ]

compacta, sem bordo, conexa ¢ orientivel, entao

ocnde R € um corpo gualquer. [{20],Corol. 22,28 ]

1.3.9 COROL (a) H, (IRP(n); Z) szn{mP(n);z& }%Hzm(]HP(n);ZZ)%EZ

2 2 2
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{b) HZH(CP(D))% H4n(zﬁp(n))xza: Hn(ZRP{n)) ~ % para

n Impar.
. 8eja M uma variedade topcoldgica de dimensao n, sem bor-

do. éébemos'que, para p € M,
H (M,M-p) ~ Z, por excisao.

Ponhamos Hn(M,Mrp)= TP e introduZamos uma topologia no conjun-

]
to T=U T . Un abexrtec VC M tal gue existe um homeomorfismo
pEM

de D" sobre V que aplica sP 1 gobre’ V- v & chamado uma
bola propria de dimensao n, abrviadamente b.p.(n}. 0 covjunto
das b.p.{(n) de M forma uma base para a topolcgia de M.

Se V & uma b.p-(n) em M e p € V, entao existe um iso~

morfismo
.V .
Jput -y (M,M=V) ————H (M, M) = T,
induzido pela inclﬁséo
Vv

jp: (M, M~V) -———r (M,Mp)

que € uma equivaléncia de homotopia.

UNICAMP
pMLIGTESA DERTRAL
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Como base para a topclogia de T tomamos os conjuntos

. — IV N
Uy, = Uprlay) s p € V)

com V wvariando no conjunto de todas as b.p.{n) de M e av

percorrendo todos os elementos de Hn(M,M-V). Se ay € um gera-

dor de HD(M,M—V), entao V*(av) é um gerador demTp. 0 conjunto

Ip

basico de geradores Ua v = {jg*{av):p € v} & um aberto em T
VJ‘

homeomorfo a V. A aplicagao

é um homeomorfismo local. O subespago T' de T, formado pelos

geradores dos T_, & um aberto de T. A aplicagao T vrestrita a

T', denotada ainda por w, & também um homeomorfismo local e,por

tanto, aberta. Se V & uma b.p.(n} de M observamos gue
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-1 .
T T (Vi=U_ ., 00U
O‘,V,V "CLV,V.

Notemos que, como M & Hausdorff e 7 um homeomorfismo lo
cal, 7' & Hausdorff. Esse fato e mais a igualdade acima nos da

qué{T',ﬂ,M,Zz} & um fibrado com fibra formada por dois pontos ,

Z conforme 1.5.

2!
Seja C uma componente conexa por caminhos (c.c.p.c.)de T';
entac w(CYy MV # ¢ implica €I U o,V ou C 1 U_a v pols
: v v
wﬁl(V}mU 4 U ; dai vem que T(C) 1V # ¢ implica
. 6 ;V - ,V
v v
Vv C w(C}. Isso prova que M-w(c) € aberto em M pois, se
p € M-m(C), entadao.existe uma b.p.{n) V tal que p € V e
T{cY NV = 4.
Suponhamos, agora, M conexa; entao Tw(C) =M - para cada

c.c.p.c. C de T'; assim,cada c¢.c.p.c¢c. Cde T' & um espago

de recobrimento para M.

Se T' & conexo, entao (T', m) & um espago de recobrimento

- para -M a duas folhas; se T' & desconexo, entao T' tem duas

c.c.p.c.: de fateo, cada c.c.p.c. d@¢ T' & um recobrimento pa-
ra M e, portanto, como cada fibra ﬂ-l(p) tem dois pontos R
s6 podemos ter duas c¢.c.p.c. para T'; dail, cada c.c.p.c. & um

recobrimento simples de M,

1.3.10 DEF Uma variedade topoldgica M de dimensaoc n sem bor
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do & orientavel se T! for desconexo.[ Veremos abai-

X0 que , nesse caso, M tem duas "orientaQBes"J
Notamos que se M & conexa, sem bordo e orientdvel, entao

dada uma cobertura {V} por b.p.(n) de M, existe uma funcao

t

V a, = um gerador de H_(M,M-V)

que "escolhe" um gerador o, & Hn(M,M—V) para cada V' tal que

se W & b.p.{(n) com VMW= ¢ , entao
Vv W

Portanto, gquando M & conexa sem bordo e orientével, existe

SiM —— T tal que
To s= id (s(p)= 37 (o))
R " pJ p*tv T

s & chamada uma orientagac para M e, portanto, M possui

duas orientagaes quando for conexa, sem bordo, orientavel.



41

1.4 - Grupos de Cohomologia

Ainda em [7], capitulo 5, temos uma demonstragao da seguin-

proposicac:

1.4.1 PROP Se M & variedade topoldgica de dimensao n, conexa,

compacta, sem bordo, orientdvel, entao Hn_l(M) é

abeliano livre.

Dois exercicios do capitulo 3 de [7] nos dizem que:

1.4,2 PROP Se E &€ abeliano livre, entac Ext(E,G)= 0.

1.4.3 PROP Dado um par (X,A) de espagos, A C X, e um grupo abe-

liano G, existe uma sequéncia curta exata que cinde

dada por:

0 > Ext(H__;(X,8),6) + H"(X,A;G) > Hom(H_(X,A),G) + 0

Se Hm_i(X,A) for abeliano livre,obtemos:

H"(X,2;G) = Hom(H_(X,A) :G).

Segue, pondo A = ¢, que:

1.4.4 PROP Se M €& uma variedade topoldgica de dimensac n ,
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conexa, compacta, sem boerdo, orientével,_entao
Y () =~ Hom(H (M), Z)= Hom(Z, %) ~ % .

'1.4.5 COROL (a) H(ImP{(n)~ %, n fmpar ,

by B (epm) ~ Z,

(¢) HP(mHp()»~ Z.

‘Mais um resultado de cohomologia, gue nos sera Util no capi

tulo 3, pode ser encontrado em [7], capitulo 5 com demonstragao:

1.4.6 PROP H*{¢P(n)) & um anel de polindmios sobre os inteiros

com um gerador o em dimensao 2, satisfazendo a re-

n+l

Yagao o = agU...Ug = 0.(%)
e ——)
n+1l
%,  *=0
1.4.7 PROP H*(IRP(2n);%) ~ <0 , * =1, 3,...,2n-1
ZZ, * =2, 4,...,2n.

\

Demonstracao. consequéncia dos resultades do capitulo 3 de [7].

(*) U = produto "cup”
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1.5 Fibrados

1.5.1 DEF Un fib;ado (E, p, B, F) & uma qpadrupla onde E, B e
F sao espagos topoldgicos e p: E —— B & uma fun-
cao continua tal que:
para todo bo. € B, existe U C B aberto, b, € U, e
existe h:; U x F ~——-m p"l(U) homeomorfismo com a pro
priedade p . h{b,x)= b, b € U.

A aplicagéo hib,*):¥ —» p“l(b) dada por x b—h(b,x)

é uﬁ hbﬁeombﬁfiémb.enfre F e p"l(b}. De fato, phl(b}Cp_l(U)g h(USF)

implica gue cada elemento =z € p_ltb) é da forma z= h(b,x,) e

existe um unico x,, € F tal gue z= h(b,xz). Temnos

p 1b)= h((b} x F) e as fungdes

X € Fb—— (b,X) b——— h(b,x) € p T(b),

hib,x}e p_l(b) —— (b,x)E U X Fb—— x € F. . Fica claro

que p (b} F. Vamos, agora, definir fibrado C .

1.5.2 DEF Um fibrado C (E, p, B, ¥} & uma quadrupla onde E, B,

¥ sao variedades c” e p:E — B uma funcao tal

gues:

para todo b. € B, existemum aberto UCB € um di-

1

feomorfismo Cm h:U x F —— p_ (U) tal que



p(h(b,x))=b , para todo b € U.

OBS. A definicao implica que p & submersao sobrejetora.

As fibras p—l(bJ sao todas difecmorfas C00 a F.

1.5.3 PROP(Teorema de Ehresmann) Seja

[[14] ,pag.348] sao sobrejetora ¢C com X, Y variedades C.

compacta, Y conexa; entao, se y € ¥, temos:

1

(X, £, ¥, £ “{y)) & um fibrado.

- o
; sendo B

1.5.4 PROP Se (E, p,B, F) & um fibrado ¢

Hausdorfif, compacta, conexa,

L]

C B, ¥ com dim B= dim B,

uma submersao sobrejetora f£:E » B tal que

(E, £, B, ) & um fibrado C .

(conexa)

44

f: X ———+ ¥ uma submeE

e X

de

entao existem variedades

dim F= dim F, F conexa e
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Demonstracao Pela PROP 1.2.3, existe (B,p) tal gue

o
o
w

é uma projecao de recobrimento e ﬁ#ﬂ(§)= Py (E) .

Pela PROP 1.2.8, existe £: ——— B continua tal que

P o f= p. Vamos mostrar gue

ﬁ%ém

(i) f:E ——— B & uma submersaoc sobrejetora,

= (f(e)) €& conexa (para todo e € E},
1---dJ_feo c”

e el [ m » .
(iii) B & variedade C com dim B= dim B,

(ii) F

(iv) F & variedade ¢® com dim F= dim F.

(i) B & conexa e localmente homeomorfa a Bj;logo,B & Hausdorff

pois B & Hausdorff e, como £(E) & compacto em B, segue
que f(B) & fechado em B. 0 homeomorfismo local ﬁ:ﬁ——~4B pro
duz em B uma estrutura C00 de mesma dimensac que B. Assim
8 & localmente difeomorfa a B. Como po. f= p, podemos tomar
uma vizinhanca de f(e), e € E, na qual p €&  difeomorfismo

¢’ e f=p - op numa certa vizinhanca de e € E. Concluimos

{1

gque f & submersao de E em B. Assim, f aplicagao aber-
ta. Segue, finalmente, gque £(E) € aberto e fechado no conexco

B, de onde, £ & sobrejetora. Pela PROP 1.6.3, existe ¥ va-

L
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riedade € tal que (E, £, B, ¥) & um fibrado.

(ii) Consideremos a seguéncia F + & + B do fibrado.

inc £
Podemos, entao, considerar a sequéncia exata de homotopia do

fibrado

_ific, £, o, _ ific, £,
...H~*~w+ﬂl(F)“~———+ m,{E}) —— 7, (B) ———1 (F)—T

1 | 1 0

COmo m, {E}=0, pois E & conexa, a sequéncia se torna:

0

_inc, £, A _inc, fa

I
0

Por outro lado, ﬁ*(f*(wl(E))=p*(wl(EJ)=§*(ﬂl(§)); logo como

b, € monomorfismo, f*(wl(E)J=ﬂl(E), de onde f, € sobreje-

tora. Portanto, A0 e segue que WO(§)=O provando que F

& conexa por caminhos, portanto, conexa,

(iii) B & variedade C, dim B = dim B, com a estrutura induzida
de B pelo homeomorfismo local p:B + B. Vamos mostrar que

a topologia induzida pela estrutura C de B & a topolo-

gia de #. A aplicacio P:B + B induz um atlas em B, cujas
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cartas, pela prépxia maneira como sao definidas, j& se cons
tituem em homeomorfismos relativamente & dada topologia de
B. Ou.seja}_uma carta & éscoihida(definida) por'uma aplica—"
géb dada por

Plg. + U, +B onde BPly & Thomeo~

morfo a -ﬁ(ﬁa) C B. Em outras palavras, o préprio homeo

morfismo local p:B + B fornece um atlas para B. A  PROP-

1.1.7 demonstra, entao, gue a topologia de B coincide

com a topologia C posta em B.

{iv) A PROP 1.1.11 nos d& dim F=dim E-dim B=dim E-dim B=dim 7.

CBS. :

1.5.5

A sequéncia exata de homotopia € aplicada a f- enguanto
elemento do fibrade (E,f,8,F); portanto, enquanto submersao.
Assim, a topologia de B considerada € a topologia C . Co

mo esta Gltima coincide com a topologia original de B,wl(ﬁ)

& o mesmo nos dols casos.

DEF Seja (B',p',X’,Y) um fibrado. O fibrade induzido pela

aplicacao n:X —— X' & (B,p,X,Y) onde

B={{x,b") :n{x)=p’(b") } tem a topologia induzida de

X x B'; n:B ——B' dada por (x,b")}—— b' & a apli-

cagao fibrada induzida por n; p:B—-X € dada por



1.5.6 PROP
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pi{x,b')=x; se V' CB' € um  aberto e

h*:¥V'x¥Y — p'“l(V’) € o homeomorfisme correspandente
- -1 |

entao V=n (V") e

h: vxY —~—"+-ppl(v) € dada por

(x,vy) r (x,h'{n(x},y}).
Seja y Tpgt B! ““§T44 X' um fibrado. Suponhaﬁos que
{X,n) seja um recobrimento universal de X' e que

o _ -1 e
my (X)) = Z,. Entao, n T {(x')={x;,x,}=F,

2 por 1.2.7.

Consideremos © fibrado induzido

* 1]
¥ —ine n*¥(B*'} ﬂﬂﬁmﬂﬂ+ X .
B

Temos : ﬁ-l(b')#ﬂx,b'):n(x)zp'(b')}=ﬂk;b'):n(X)=X'}.2

5{(Xl,b'),(x2;b')}=62. Afirmamos que

-

B » B' & um fibrado onde n & a

aplicagao fibrada induzida.
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Demonstracac Vamos considerar o fibrado Fo —Tho X ; > X!
e o diagrama
1
inc
TR
p P *(X) o
1
Pl '
n
p' :
homeo

Temos: p'*(X)={(b',x)

= n*(B')

:p' (k') =n(x) 3={(x,b" ) :n{x)=p' (b') }=

p' (b, x)=x=p(x,b"),p;{b",x)=b"= n(x,b').

Consideremos a aplicagao hin*(B')=B ———p'*(X)

gue da o homecmorfismo indicado acima: {x,b'")t—> (b',x).

inc

» n*(B') =B ———

inc

==
£,
T =~~~ — T

*
——
5
L —

h g



50

Segue que

' T (x) =( (b’ ,x) :p" (b =n(x) b={ (B, x) , (BY,x,) } =

I‘i—l "
& G,= 1 {(b') .,

id oH(x,b3)=b*:3f(b',x)=gﬁoh(x,b'3, isto &,h in

duz a identidade em B'. O homeomorfismo h "trans

fere", desse mode,;, a estrutura de fibrado de

(p'*(X),p') para (n*{B*),n).

1.5.7 PrROP Se (X,p) & um recobrimentc de X, entaoc

(i:PrXrP—l(X)) & um fibrado.

Demonstracao Evidente,

1.5.8 PROP 8Se {(B,p,X,¥) & um fibrado, com Y finito,B Hausdorff

conexo por caminhos, e localmente conexo por caminhos,

entéo'(B,p) €& um espago de recobrimento X.

Demonstracéo Se X € X, entao existe VvV aberto em X tal que

-1 -
x €V e p (V)®VxXY. Como B e Hausdorff, Y tem

a topologia discreta. Aséim, se

Y ='{yl,..., ym}, entao
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p"l(V)%Vx{yl}”D... ) Vx{ym}. Segue que
p"l(V) € a reuniao disjunta de abertos homeomor-

fos a V, onde os homemorfismos sao dados ) . por

‘ plh(Vx{yi}): h(VX{Yi})__“"“—+ V. De fatq:

h:VxY —————+p_l(V) € homeomorfismo tal que
po b {(VxY)= pl(VXY): v (pl= prej. na 18 coord) .

_ m
. . . ..Portanto, p l(V)=iglh(Vx{yi}) e

:h(VX{yi}) e

plh{l\)'x{yi}) » vV & a aplicagdo

h(x,yy) b x

ue €, claramente, homeomorfismo.
r

1.5.9 PROP As componentes conexas da fibra Y sao homeomorfas

se o eSpago total B do fibrado (B,p,X,¥) for co-

nexo.
Denmonstracao Sejam {Vj: j € 3} a familia gue cobre X e
"{¢.: j € J} a famflia correspondente de . homeomor-

fismos
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' -1
L VoY ——— .
¢J 5 p (Vj)

tais que pPo ¢j(x,y);x ;o {x,v)€ ijY.
Temos os homeconmorfismos

byt ¥ T B )

y l—-ﬂ-ﬁ ¢j {x,v).

Ponhamos gkj(x)= ¢£}xo ¢j,x:y —_—— Y

quande x € V) T Vﬁ; entao gkj(x}e Aut (V)
xevy Mnv.,.
J

Cologuemos em J a topologia discreta. Seja T C Xx¥xJ ©
conjunto das ternas(x,y,j) tais que x € Vj; entao, T & um espa

co topoldgico e € a reuniao disjunta dos abertos ijij. vamos

definir em T uma relagao de equivaléncia:

(x,y,3) ~ (x7,y’ k)<

e 1 — r
>x=x', gkj(x).y yv'.

[ays () -y = gpy () (9)]



53

Esta relagéo de equivaléncia{seque de {x)o g (x); gki(x) "

Ik 5 i

x € v, N \g 1 Vk) particicna T em classes de equivaléncia ;
definimos B como sendo T/¢, isto &€, ( g ijij)/¢ .

t

seja q:T —— B a aplicacao
(x,v,]) [ (x,v¥,J)] = classe de (x,vy,]).

Um conjunte U em B €& aberto(por definigao)se, e somente se,

q“l(ﬁ) & um aberto T; entdo, B tem a topologia quociente ¢ g

& continua.

Definimos p:B ———— X por
p(l (x,y,3)])= x

B claro que p estid bem definida. Se W & um aberto de X, en-

1

tao (ﬁq)ul(w):_q_ {ﬁ—l(w)} € a intersecgac de T com o aberto

WxYxJ, isto €&,

qul(ﬁ_l(w))= T F(Wx¥xJ) . De fato:

-1

uwe g g

>u € T 1 {WxyxJ).

ﬁq(u)=uj €W
u = (ujIYIj} |
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Reciprocamente: u € T MN{WxYxJ)

> w eV,
u = (W,y,]) J

pg{u)=w € W > u € q—l(ﬁul(w)). Portanto,

(ﬁq)_l(w) € aberto em T ; logo, ﬁ—l(w) é aberto
em B, de onde p & continua.

Definames, agora, as fungoes Ej por

H}..‘ VjXY ——— f)_l(Vj) '

3

(%,¥) b——> q(x,y,3) , x € Vi . ¥ €Y.

como g & continua, $j també&m € continua; além disso,

p $j(x,y):§q(x,y,j)=x. Assim, Ej aplica VjXY em

k3

'ié"l(vj). se B= [ e,y 0)1€ B 1 (V,), entio x €V, 11V, e

[x,y,k)m(x,gjk(x).y,j). Portanto, b= Ej(x,gjk(x).y) provando que

Ej aplica ijY sobre ﬁ_l(vj).

Se (x,y,)v{x',y",j}, entao x = x' e gjj{x).y =y’ :

mas gjj(x)# idy e, portanto, v = y'. Segue que ﬁj & injeto-

ra de VjXY sobre ﬁvl(vj).



<=1 - - .
Faita provar gque ¢j &€ continua. Provaremos, logo abaixo,
que g € uma aplicagao aberta; sequird, entao, que $j & aber-

ta uma vez que Ej: qg.0 , onde 0: ijY — T, dada por

(x,¥) ——— (x,v.]j}, também & aberta.

Para provar que g € aberta, definiremos h:B ——— B

por

h{g{x,y,3))= b5 (%,3) A

Temos: 12) h esta bem definida: de fato, qlx,y,j)=q(x',y’,k)

> gy B0 ymy =gy () gy (g (0 y) =g (g

= 05 (x,y) .

29) h & injetora: de fato, h(g(x,vy,j)=h{g(x',y',k))=—>

PX T X

(v))=
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==

¢ (v =0, (x7,y") > ox=x! e 0 00yl gy (xyT)

_ "(piﬁ projegéo na 12 coordenada)
Po ¢, = Py

-1 o,
¢'kfxo ¢jrx(Y)_ Y

> gkj(x)-y= y! > q(x,y¥,3)=q(x",y",k).

30) h & sobrejetora: de fato, b € B >b=¢j(X,y) pa-

ra alguma texrna (x,v,Jj) tal gque x € Vj’ x=p(b)(¢j:vij *—pmlﬁg)).

49) h & continua: ge fato, seja @&: U kaYxk ——3 B
: . k
definida por B,y A =0, (x,y) X €V, ¥ €Y entfo , ¢
é continua e he gq= ¢ ; se WCRB & um aberto de B,
entao q_l(h“l(w))* @_l(w) & aberto em 13 v, X¥xk; logo ,

k

___hfl(W) é_aberto em B. Na realidade, ¢ & um homeomorfismo lo-

cal pois

V.xYx]
J

'ﬂ'j (x,v,7)={({x,v)

V.xY
3
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T e ¢j sac homeomorfismos.

59) h & homeomorfismo: de fato, basta obsexrvar gue

h-l= d s ¢—l localmente.
V. xXYx]
. 3

q §
. =1
q(V.xYxj) p T (VL)C B
3 h ]
A igualdade q= h . o mostra que g & aberta.

Observamos que P . h= idy_oﬁ, de onde h & uma aplicagao

Y

<=1 h | -1

fibrada; tamb@&m temos Pp {x) ——t—ap () pois
=
=1 -1, -1 y . : .
P (x)=h “(p (x)); por fim, h induz a identidade em X.
Seja  {Y } a familia das componentes conexas de Y.
o € A
Definimos uma relagio A
. ‘ . . < .

por ViXYGXL_ v V}xya,x3

i [ M . o ¥ = H . i —_
existe x €V, Vj tal que gji(x} Y, =Y Equivalente

&4
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mente, temos V.XY xi 4 V.xXY X3 <
1 G 3

> existem .x€ Vi n Vj ’

y. €Y e ¥y € XY tais que

f

g, (x}.y =y .
ji ‘o o

Seja v  a menor relagic de equivaldncia que contém 4, isto &,

ViXYoin v Vj xYaxj < => existe um inteiro positivo (i,3j) tal que

VXY xi v V. xY XL, A L ...4V XY X%,, .. %V.xY x3j. A
A - i

i%a 277071 Rqu) %1, 4) {(i,3) 7

relagao % particiona {kaYaX k: k € J, a € Al em classes de

g Cada CB é constituida : de elementos

equivaléncia C

v XY, xi abertos em T. Notemos gue, se existem Ya

Ya’ nac homeomorfos, entao existem mais de uma classe CB.

Além disso, se \ X Y x i € CB , V. xY x iB € TB .

entao

Segue due



g ~

og(hl - 2y = B
<

6 CeSCs

decompoe B numa reunizo disjunta de abertos. Concluimos  que
se B & conexo, entao o espago B, homeomorfo a B, é conexo,

e nao podem existir Y oev., nao homeomorfos.
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1.6 ~ Sequencia Exata de Homotopia de Fibnades. Sequéneda Exata de Sesane

Em { 15] , por exemplo, encontramos uma demonstracao para a

seguinte proposicgio:

*1.6.1 PROP Se (E,p,B,F) € um fibrado e E,B sac conexos por

caminhos, entao a sequéncia seguinte & exata:

i, P, 3, i,
oo m (F)- +ﬂn(E) > (B)————m . (F)—— ...
i* p‘k 3 i* p*
..:%ﬂl(F)__ >nl(E)wﬁ——+ﬂl(B)- 1y (F)——7y (E} >y (B} —0.

Vejamos algumas aplicacoes que nos serao ateis;

1.6.2 PROP Se B & uma variedade c” , Hausdorff, de base enu-

meravel e conexa, com wl(B)z 0, entac B & orienti

vel.

. Demonstracac B & orientdvel se T' +tem duas componentes { con-—

forme DEF 1.3.10). Suponhamos gque T!' nao tem

duas componentes; entao, T' ~> B & um recobri

m
mento a duas folhas de B. Obtemos a sequéncia exa

ta de homotopia

...~——+ﬂl(T’)———+Wl(B)

+w0(fibra)—-+ﬂ0 {(T') = 0
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Mas ﬂD(T’k=O; felointe] wl(B)=0, segué que Wo(fﬂmxﬂ:OIIf

absurdo, pols a fibra € desconexa, uma vez que T

€ de Hausdorff.

1.6.3 PROP 'ﬁl( IRP(2n) ) = 222 , n> 1,

Demonstracao Aplicando a PROP 1.6.1 ac fibrado

F—tg® __ P, wp2n), onde

(Szn,p) & o recobrimento universal de IRP(2n), obte

nos:

2n, F» 9 n
ceermy (877) ) ( RP(2n)) - > (F) ry (87)> L.
& & 2
81
o ¢ ~— Trl( RP (2n)) > &, +~ 0
Segue que 9, & isomorfismo e a PROP estd prova
da.
1.6.4 PROP T (CP(20)) =0 , n > 1.

Demonstracao Aplicando a PROP 1.6.1 ac fibrado de lopf
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1 2(2n)+
e— 8 (2n) +1 ———+(CP(2n) , obtemos:

in+
ceemm (8% — o (ep(2n) —— mpsh— ...

2 4 e
"ee e T 0 ———r TTl(CP(zn)) —e—— 0 -'_"+.oot
Fica provado que wl(CP(Zn)) = 0,

Vamos precisar no capitulo 3 da sequéncia exata de  Serre

de cohomologia de fibrados. Utilizaremos © seguinte resultado:

PROP 1.6.5 Se (E, p, B, M) & um fibrado, com B simplesmente conexo e se

H (B)= 0, 0< i < p-1 ,
i {M)=0, 0<3j <g-1 , com coeficientes em 22
entao a sequéncia

v gPTA"2 gy 8 ptaml gy P ptaelipy 1% pigel

€ exata.[ 19, pag. 78]
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1.7 -~ 0 Teorema do Produto de Brown

Em [16] , R. F. Brown demonstra o seguinte teorema:
"Seja (E,p,B,F) um fibrado onde E,B e F sao variedades topold
gicas compactas triangularizaveis{com ou sem bordo}. Entao,

x(E) = x{B).x(F).

Denominaremos esse teorema de PROP 1.7.1 para referéncia
nos capitulos 2 e 3. Esse resultado & uma aplicacac do "Teorema
do Produto”; R. F. Brown da uma demonstragao desse fltimo em

[16] usando apenas resultados elementares de Topologia algébri-

ca.



1.8.1 DEF

1.6.2 DEF

1.6.3 PRCP

1.8.4 PROP

G4

1.8 - Teoremas de Transfexn de Gottlieh

Um subespago X C Y €& dito um retrato de vizinhan-
calem Y) se existem um aberto UL Y tal que
XC UE Y e uma funcao r:U ———X, chamada do re-

tracao, tal que =xr.i= idx , onde i & a inclusao

¥ ——U e idx & a jidentidade em X.

Um espago X & dito um retrato de vizinhanca eucli-
deana({abreviadamente, um ENR) se X é homeomorfo a
um retrato de vizinhanca(em :mp) Y C EP, para algum

n.

Se |K| € um poliedro finito, entao |[K| & um espaco

ENR. [[10], pag. 40]

Se Y & um espaco topoldgico compacto ENR, entao

-

Hi(Y) & finitamente gerado para todo i e Hi(Y)z 0

para i suficientemente grande.[[13], pag. 103]



1.8.5 DEF Se X & um espago topoldgico compacte ENR , entao
Hi(X;Q) € um espaco vetorial de dimensao finita so-

bre Q e se fi:Hi(X;QJ —H, (X;0) € o homomor-

fismo induzido pela aplicagao continua

£f: X -+ X , entao

AME) = 8 -—l)itr(fi) '

1=1(

onde tr(f;) € o trago de £,, € o nimero de efschetz

de f.

. i
Sejam M * B P, B un fibrado ¢ f; E —————— E

‘uma aplicacao fibrada que induz a identidade na base B, com B

um complexo CW.

M- + M
i i
T h
E £ E
P P
B -+ B
ldB

Seja g= f|M . Se M for uma variedade C compacta, entac, pon
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do A = nGmero de Ilefschetz de g, L= subcomplexo de B temos:

1.8.6 TEOR (a) Existe um homomorfismo transfer

1

T H*(E,p (L)) ——— H*(B,L)

£

tal gue

% = A 3
Tgo P _g'ldH*(B,L)

quaisquer que sejam os coeficientes da homologia e

cohomologia.

(b) Existe um homomorfism¢ trangfer

Te: B (B, L)———— H*(E,p"l(L))

tal gue

Dao Te = ﬂg.idH*(B;L) [[31, § 2]

OBS: Na realidade, o teorema vale para M suposta variedade to

—tmret

poldgica compacta com ou sem bordo.[[3], § 2]
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1.8.7 COROL Nas mesmas condigbes do fibrado

M._l__._,-..h...;,.E P +B '
tomando f£:BE —— E como sendo a identidade de

E em E, temos:

(a) Existe um homomorfismo transfer

: H*(B,p " {(L) ) ——11* (8, L)

Tf.

tal gue

* = 1
Tgo P X(M).ldH*(B’L)

gquaisgquer que sejam o0s coeficientes da homologia e

- cohomologia.

(b) Existe um homomorfismo transfer

Tgr H, (B, L) ——> H, (_E,p"l(L) )

tal gue

1l

y{M).1id

*
pte 1 H, (B,L)
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Demonstracao g = id

i > trfi= tr(ldM) = bi(M_)

; : i o i = % —_ i = S_? — i = -]

(i~Bsimo ne de Betti de M) > a7 BT = 5D by = X

1.8.8 LEMA ¢Seja (E,p,B,M) um fibrado com M sendoc uma varieda
de C00 de dimensdc n compacta, conexa, orientada,
sem bordo. Suponhamos que 'ﬂ‘l(B) opera trivialmente

- n
sobre Hn(M;ZZ). Entao, existe um A € H (E:% ) tal

que
Lrh)= A9°u ! C

onde u €& um gerador de Hn(M;ZZ) e 7 e

. n = . .

i*: Hn(E;ZZ ) —— H (M;Z ) € ¢ homomorfismo indu

zido por i: M » B. [[3], § 2.]
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1.9 - Quadrdadoes de Steennrod

Para cada par de inteiros 1, n e para todo espago topold

gico X, temos uma tranéfommacao natural de funtores

Sq™: Hn(X;IEz R Hnﬂ(x;zzz)

tar

definida pelos seguintes axiomas

(19) 8¢°: H (X;&) ——— I (X;%,) & a identidade;

(20) se x € H' (X;%,), entdo Sq (%)= x—x ; (¥)

(32) se i >n e x € Hn(x;%z},_entéo Sql(x)z 0 ;

(49) 8g"(x—y)= (. . SqT(x)=Sa(y)

{59) as relagoes de Adem sao satisfeitas:

se 0 <a < 2b, a, b inteiros, entao

. a. b larel g

_ +b~j. ]
sq?sq® = on a JSqJ

5q r onde

a-24
o coeficiente binomial & tomado mod 2;

1 - . . -~
(69) sqg é o homomorfismo de Bockstein B da segquencia de coe-

ficientes

e s

(%) — produto cup
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O———r By~ B, —

1.9.1 PROP Se n # Zr, entao Sqn_ & decomponivel; em par

[ver,p.ex.,[17]] ticular:

sq292. 52 td | godatlg .



Capfiuﬁo 2

Fibragao de IRP(n)

vVamos mostrar que existem submersoes essenciais de IRP(2n+l)
‘'scbre (CP{n).

Consideremos, novamente, o diagrana

1 l"z
IRP (2n+1) €p(n)

onde ¢ & o difeomorfismo C  dado por

(al’bl".”an—{—l"bn—l-l) i——-_--*(al_l_lbl!".fan'{”l 1 n+l

Pelo Lema 1.1.14, as projegaes candnicas T, e T, 5a0
submersoes sobrejetoras e estd definida numa aplicagéo

¢: RP{2n+l) ————» CP(n} pela formula

Entao, pela PROP l.l.lO,'ﬂzo ¢ & uma Submersao sobre
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€p(n), de onde v & submersac sobre CP(n) pelas PROPS 1.1.9

e 1.1.10. Temos, assim, o teorema:

2.1 TEOR Existe submersio essencial definida em IRP (2n+1) ,

n > 1

Acabamos de ver que IRP(Z2n+l) admite uma submersao essencial

sobre €P{n). Uma submcrsao
p. RP(2n+l}———— €P{n) , n > 1 ;
fornece uma estrutura de fibrado essencial(l)
( RP(2n+1), p, CP(n} M)
pelo COROL 1.6.5. HPerguntamos, agora, se existe
p: RP{2n) ——— B,

- o . o
submersac sobrejetora scbre alguma variedade C B.

(1) (£,p,B,M) e fibracao essencial se M # {ponto} e B # {ponto}. Obscrve--

mos que, péla PROP 1.1.11, dim M=1, no nosso caso.
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A resposta € dada pelo seguinte teorema:

2.2 TEOR Se P: RP(2n) ——— B
& uma submersac sobrejetora sobre a variedade o e

Hausdorff, B, entao, indicando por M a fibra, temos que:

B= {pontol} ou M= {pontol.

Demonstragac Suponhamos ter o fibrado

com dim B > 0.

A homoleogia de MRP(2n) & dada por (PROP 1.3.1)

CHy{ RP(2n) )=

Obtemos, dal, que:



L (TRP(2n)) = 1.

-Isso implica gue

' x(M) = =1

porgue, por PROP 1.7.1,

1l

x ( IRP {2n)) x (M) . x(B).

Pele COROL 1.8.7, pondo L = ¢ , como

M ety RP(2n) ——Ps B

& um fibrado, onde B & um complexoe CW por 1.1.18 ,

¥(M}= 1, existem homomorfismos

~1!
~
~

tais gue

*id(H*(B; %)) ,

-

°

o)
k]
f

Pyo T =tid(H,(B;Z)) ,

onde  F: H*¥(IRP(2n) ;%) + H*(B; & )

o P

74
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T: Hp(B;Z) ————— H,(RP(2n);Z%Z }.

Podemos supor que B € nao orientdvel. De fato, se fosse

orientavel, 1.4.4

€ mononmorfismo, 1.4.7

Pele raciocinio a seguir, M

De fato, se Ml,M
entaoc 1.5.9 nos da
¥ {(M)=
de onde

p*e

t]= r.x(Ml) e, portanto, r=1, isto &,

nos daria

Hdlm B( ~

B; Z) Z e, como

Hdlm B s Hdlm B

(B; Z) (IRP(Z2n) ;% )

implicaria o absurdo de que dim B=0!!.
€ conexa.

e M sac as componentes conexas de M,

2!’

X(Mp)+ L -I-ﬁ(Mr) ek

Suponhamos, entdao, B nao orientdvel. Tomemos a sequéncia

exata de homotopia do

M ——~I*~“+ZEP(2n)

Temos

fibrado

_— B .
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T () 1y ( TRP (20) ) > 7 (B)——> mo(M) .

Lembrando que 1w (IRP(2n) ~ Z, €& ™, (M=0, pois M & conexa ,

obtemos a sequéncia exata
Zz-ﬂ——%—+ ﬂl(B) ———r

de onde se conclui gue

%2.

2

ﬂl(B)z 0 ou ﬂl(B)

Por 1.6.2, se nl(BJz 0, seguiria gque B & orientavel. Assim ,
s6 podemos ter

_ﬂl(B) A %2 .

A PROP 1.2.5 nos diz gue existe um recobrimento universal

para B. Sedja (B,v) tal recobrimento e consideremos o fibrado in

duzido de M ——wﬁiﬁP(Zn) —— B, indicado por

M. +~ 7*({ IRP(2n}) -—-*:——-“?‘E .

inc
P

Temos © diagrama:
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M M
ing inc
! % Y
¥ ( R’P(2n)) > IRP (2n)
P P
{ {

B > B
m

A PROP 1.5.6 nos diz que

T*{ RP(2n)} ———— IRP(2n)
T

& um fibrade. Como (S n,q) € um recobrimento de IRP(2n) {(recobri-

mento universal), g= aplicagac quociente, por 1.5.7

¢ 9 mp(2n)

é um fibrado.
A PROP 1.6.1, aplicada ao recobrinento

+ T*(RP (2n)) ———— RE(2n)

Segue que

fibra, nos da que ﬂl(ﬂ*(E@ (2n)}=0.

onde Fz
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Fz————» n*(IRP(ZnD ———E———+'Im(2nJ & um recobrimento universal

de IRP(2n}; logo,

Hy (r*( RP(2n}) = Hi(Szn) para todo i€ Z
Como (M= %1, 1.7.1 e 1.8.7 implicam em
dim B= 0 ou  dim B= 2n.
Como dim B = dim B, se dim B= 2n, entao dim B=2n e p

& localmente um difeomorfismo; logo, por 1.1.11, M seria um con-

junto discreto de pontos e, pela conexidade de M, M= {ponto}.

Combinando os teoremas 2.1 e 2.2 temos © sequinte teorema:

2.3 TEOR IRP(n) se fibra essencialmente se, e somente se , n

€ Impar.
oBS,: Rp{(l) & difeomorfo a Sl gque se fibra sobre WRP(l) com
fibra constituida por dois pontos; portanto, RP(1) se
fibra, sobre IRP(1l), essencialmente. O difeomorfismo
1 .

RP(1l) = § é& dado em [1 1, PROP 2.6.1.



Capitulo 3

Fibragao de CP(n)

Consideremos, novamente, o diagrama

(IR4R+4—{O})ﬁ($2n+2-{0}) T >(IR4H+4—{O})%(1Hn+l—{0})
Ty 1T3
CP(ZD“}‘J.) P (I’l)

=]

onde T & o difeomorfismo C  dado por

-

(_er---:z2n+2) — (al'bl""'a2n+2'b2n+2)’

onde zk= ak+ lbk'

Pelos Iemas 1.1.14 e 1.1.15, 7, e 7, sao0 submersoes

sobrejetoras e estd definida uma aplicacac VY:€P(2n+1)— TP {n)

tal que Y} Ty= Myo T.

Aplicando as PROPS 1.1.9 e 1.1.10, obtemos o tecorema:

3.1 TEOR Existe submersac essencial definida em P (2n+1) ;

n > 1.
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Podemos perguntar se o mesmo teorema vale no caso de
€P(2n} .
- .”_Se.éxistisse uma submersao sobrejetora de (€P({2n) sobre al-
guma variedade c” B, Hausdorff,

p: €P(2n) —— B

pela PROP 1.5.3 teriamos gque {(CP(2n),p,B,M) onde M = p_l(b), pa
ra todo b € B, seria um fibrado. Vamos nostrar que p & tri-

vial., Precisamente, temos © seguinte teorema:

P

3.2 TEOR Se M +Cp(2n})————+ B & um fibrado, entdo

M = {ponto} ou B = {ponto}.

Demonstracac Suponhamos gue

seja um fibrado. Mostraremeos, primeiro, que dim M > 0.
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Se dim M = 0, entao M —2 cp(2n) —E—+ B & um reco-
brimento de B, pois todo fibradc com fibra discreta € um reco-

brimento. Mas ﬂl(QP(2n)=0 ~pela sequé@ncia exata de homotopia

do fibrado Sl_———wﬁ-szn+l———-+ €P (2n) (Hopf). Seque que
| M i ¢ (2n) —E—s B & o recobrimento universal de B.
Suponhamos que M # {ponto}. Entao, #M # 1. Mas, pela
PROP 1.2.7, #M = #(ﬁl(B]J. Portanto, ﬂl(B) # {e}.
De novo, pela PROP 1.2.7, temos que wl(B) atua livremente
em ¢C€P(2n), ou seja; existe g € wl(B), com g F e,

g: €r(2n} —— ¢P(2n), homeomorfismo, sem pontb“fixo.

Por outro lado,
H° {(CP(2n)) = %7,
2
H™ (Cp(2n))} =~ &, com gerador [a],

4
H (mP(Qn)) ~ %, com gerador [o Val,

2n

H4%¢P(2n)) =~ %, com gerador [« ] e

‘g*:H*(CP(2n) ;:Q) — H*{CP (2n) ; Q)
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& o homomorfismo, induzido por g, scbre o anel .de cohomologia

de C(CP(2n) a ceeficientes racionais . Segue gue
H™ 7 (€P({2n);0} = Q[a”]. Mas,

g*(al) = (g*(an?,

H° (€P{2n);Q) — H° (€P(2n);Q),

g‘)

o 2 2

g : H {CP (2n) ;Q) +~ H (CP{2n) ;Q},
. 4 4

g; * B (CP(2n) ; Q) >~ B {CP(2n)};Q),
% 4n in
9in tH " (CP(2n) ;Q)——— H " (€P{2n) ;Q),

€ a decomposicao de g* nos niveis 0,2,4,...,4n = de
-H*{TP (2n) ; Q) . . '
tr g;’z" = r onde

Se r € Z & tal que gg(a)= r.o, temos

tr g2 & o trago da matriz da aplicagao linear g5(g* & um opera

dor do espag¢o vetorial H*(CP (2n) ;Q) (sobre @) nele mesmo) e,por

tanto, tr ggi = rh,
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Assim,

4n . '
Ligi= B, (-Dier gf= 1+ x4 x4 420 4 0.

1

Pelo Teorema de Lefschetz, g: CP{2Zn) -—— ¢P (2n) tem ponto

fixo!!. Contradigaoc pois g nao tinha ponto fixo.

Concluimos que se M —— ¢P(2n) ——— B & um fibrado

com M # {ponto}, entac dim M > 0.

A PROP 1.5.4 nos mostra que.podemos supor M conexa. Como
tP(2n) e B saoc orientadas(l), M €& orientada; logo, M & com-
pacta, sem bordo, conexa e orientada.

Se dim M = Impar, entac y(M)=0([7], COR 5.37) . Isso leva
a uma contradicao pois x{(CP{2n)) = 2n + 1 = x{(M).x(B). Assim ,

dim M = par = 2m. Como dim CP(Z2n)= 4n, temos:

4n = 2m + dim B > aim B = par = 2s,

Se m= 2t + 1, entao dim M = 2m = 4t + 2, de onde x(M) = par

(1) Pois Ty (Cp(2n)) = 1T1(B) = 0 por sequencia exata de homotopia; nac é difi-
cil, entao, mostrar que M & orientavel no sentido do "jacobiano". Sio

equivalentes essa nogac e aquela exposta em 1.3.



84

(L71, COR 5. 36) !!: contradicao, pois

XM .x(B) = 2n + 1,
Concluimos gque dim M = 2m = 2.2t = 4t.
vamos indicar por kX a dimensdo de M. Seja o um gera-

dor de HZ(GP(2n);Zz). Se f*(a3): 0, entao, pelo Lema 1.8.8 ¢
pela PROP 1.4.8 temos, para u = gerador de Hk(M, Ez), gue exis-
te A€ Hk(CP(2nh%2) tal que

.k
hgh = 1¥(M)= i%(mo /%)= mai*(ad). i%(al ) =0 1!

~

contradigao pois u = Agp # 0. Provamos que

i*:'H*(CP(2n),%2) - H*(M;Z2)
& injetora para x < k.
Observamos que m (B)= 0 pela sequéncia exata de homotopia
do fibrado M —t——> CP (2n) —+F—— B. Como ﬂl(B)=.O temos

Hl(B}= 0, de onde Hl(B)= 0.

pondo p= 2, g= 1 na sequéncia exata de Serre
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[ver 1.6.5]

(- g . * — i x —
o BPYET2 0 Py (BT, PR g oy A gPT Ty,
-Obtemos:

é : .
: 2P (2n) ) —— BY (M) —o 52(B)-R 5 B2 (ep(2n))—n? (M) .

2 ' 2

. - . 2 2
Como i* & monomorfismo, p*(H (B))= 0 e, portanto, H (B)= 0 ,

pois P* & mono pelo COROL 1.8.7, e THl(M}z 0.

Podemos, entao, colocar p=3, g=1 na sequéncia exata de

Serre e obhter:

i‘k

g .
H?(CP(2D)) > HZ(M)““““+ H3(B)~Ej_+H3(¢P(2n))—5j——+ H3(M) '

& 2

Ez )

de onde p*(H3(B))¥ 0, provando também que H3(B)= 0 e
, _
H (M) =~ Z,.

pondo, agora, p= 4, g=1 vem:
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. 3 .
s er2n) ) s B —— w ey mY ep2n)) s wt (),

e H {M)= 0, H4(B)= 0.

Progsseguindo, indutivamente, obtemos:

e Hp+q_l(B)= 0 para pt+g-l até onde 1i* deixar de ser mono-

morfismo, isto &, até p+g-l < Xk

Ponhamos, entao, p = k, g = 1. Temos

- é k * X

&

2 | %)

- R 4 2

pela inducao anterior

i*: Hk(mp(2n}) - Hk(M) € igomorfismo.
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Entao, fazende p= k+l, g=1, vem:

K3 i @ * K3
(0P (2n) )~ (1) — " (5) RE i L (g (2n) ) 2k (M)6e ance

X q Q

Bt B)= 0, pois G =0, e H L= 0.

Assim, ainda podemos por p= k42, =1 e obter:

k+ 3 . k+2 p* k k

——H l(M)-«---+H (B) ———H +2(¢P(2n})—}—:4ﬁ +2(M) ;

. s

2 & (1) 2

0 ZZZ 0

de onde p* @& isomorfismo(ﬂk+2(M)= 0 pols k+2 > dim (M).

Hk+2(B)ﬁ Z e denotamos por B o gera-

Concluimos que 5

dor de Hk+2(B).

Sabemos, agora, dque

(1) Aqui supomos k+2 < 4n
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H*({M; 222) A2 222@) 222@ e B Z, -

1 | l
nivel nivel nivel
0 2 k

i
Iembrando que rank H = rank Hi; temos;

=K
x (M) = 5 + 1.

Mas, B € Hk+2 (B;zaz }; entao, 82 gera um somando e~

2k+4 HB (k+2)

H (B; 222); 8‘3 gera um somando em (B %, }7--.:R gera

2

um somando em Hr{k+2) (B;232 }, onde r.{k+2)=4dn-%k= dim R.

Concluimos gue

Hk+l @ Hk+2 o .

H*(B;Z,)= H’ @Hl @}12 @ ... 0
U

Z,

H2k+4 in-k

@ B @®... OH (B)

+(4dn-k)=dim B

Z [ 8]
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3 (k+2)

Como p* & monomorfismo, p*(87)= o 2 0, para
1<j<zxr, implica Bj # 0. Desse modo, temocs, pelc menos '
somandos 252 em H*(B;%Z 2) nos niveis 0, k+2,2(k+2},...,r.(k+2}.
Portanto, x({B}) > r+l. Por_outro lado, dim B=4n-k=r(k+2).

Como y(M)= ]5 + 1, se x(B) » r+l, entao

'2]2{" > dn-k + 1 !!, uma impossibilidade; logo, ¥(B)=r+l e obte
Ss+1 k+2

nos

H*(B) ~ %, @zz @mz ®... ® .,

| J

nivel nivel nivel nivel
0 k + 2 2{k+2) r.kt2Y=dim B
Como R € Hk+2 (B:ZZ) , temos 62 = S}é+2(8) . Poxrém, S’qk+2 é

decomponivel pela PROP 1.9.1 e wvale (k=4t), usando relacoes de

Aden,

2
Be= 4“2(8)— Sq Sq (B)+ Sq4t+lSql(B}

4t 8t 1 :
Mas S8q (B)€ H +2{B;2‘£2 ) e SqiB)e H4t+3(B;%2} i
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assim, ambos sao zero e temos Bz = 0, 1Isso implica que
dim B = k+2!!, absurdo, pois 4 divide a dimensio de B,
Concluimos que dim B = 0 e o teorema estd demonstrado.

Combinande os teoremas 3.1 e 3.2 temos o seguinte teorema: ~

3.3 TEOR (P(n) se fibra essencialmente se, e somente se n &

impar.

CBS.: ¢€r(l) & difeomorfo a 52 gque se fibra sobre IRP(2) com
fibra constituida por dois pontos; portanto C€P(l) se fi-

bra essencialmente sobre IRP{(2}).

O difeomorfismo LCP{1l) = 82 & dado em [1 }, PROP 2.6.1.
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