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PREFÃC!O 

O espaço projetivo quaterniônico EP(n) nao admite submer-

sao essencial para n > 3. 

O caso em que n é par pode-se demonstrar usando-se pro-

priedades dos homornorfismos transfer de Cbttlieb obtidos em [ 31 .A 

_demonstração é análoga àquela do TEOR 3. 2, capítulo ~ exposta ne~ 

se trabalho*. Nesse artigo ([ 3]), encontramos uma rápida rnençao 

de que R. Schultz obteve uma prova do caso n=Ímpar maior do que 

um, mas não há nenhuma referência de publicação. No caso n=l te 

mos a fibração de IlP(l)~ s
4 

sobre JRP(4) com fibra z-;
2

. 

O plano proje"t;i vo de Cayley possui a mesma propriedade, men­

cionada acima, que JHP (n). 

Quanto aos espaços projetivos real e complexo, IRP (n) e ltP {n) 

respectivamente, a inexistência daquelas submersões se dá no ca-

so n=par. Nosso objetivo é dar uma demonstração dos TEORS 2.2 e 

3.2 muito menos concisa do que aquela de Gottlieb e Becker em 

I 3] mas, em contrapartida, mais acessível. A estratégia que se-

guimos foi uma expLicitação de vários conceitos envolvidos G de 

quase todos os resultados necessários com suas respectivas refe-

rências para comprovação. 

- i * A única diferença é que as operaçoes ''primárias'' de cohomologia (S(j ) de 

Steenrod que utilizamos devem ser substituídas por 

de cohomologia de Adams. 

~ I! - • 11 
operaçoes se.cundar1_as 
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ii 

Se n for ímpar, maior ou igual a 3, então existem submer 

soes, pondo n=2m+l, de ~(2m+l) sobre ~P(m) e de ~P(2m+l) so­

bre JHP(m), essenciais. O principal resultado desse trãbalhÔ,poE 

tanto, resume-se no seguinte: "FP(n) e «:.P(n) admítem submersões 

essenciais se, e somente se, n é impar. 
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CAPTTULO 1 - l•t~odução 

1 o 1 Va1d.e.dade..6 Vi6eJtenc.iâve.L6 C 
= 

Nesse parágrafo iremos nos basear em [ 1 ] . Uma função in-

jetora 

n x: U C M + IR 
' 

cuja imagem é um conjunto aberto de 
n • 

IR , e chamada uma carta de 

dimensão n para o conjunto M. Através das funções projeções 

canônicas 

n 
pi: IR + m. ' 

uma tal carta defíne, no seu domínio u, um conjunto de funções 

coordena das 

(i E {1, ... , n}) 

de modo que 

l n 
x= (x 1 ••• 1 x 

Assim, 
l n 

x(m)-(x (m) , ... , x (m)) é o conjunto das coo:t:·dena-



das de um ponto mE u na carta x. 

Uma família A de cartas de dimensão 

mínios - 00 

recobrem M, e um atlas c para 

(y, v) E A, u n v * Çi imPlicar que y o 

•é um difeomorfismo 
00 c . 

Essa definição implica que 

tos de llf. 
00 

x ( U n v) 

n para M, 

M em Rn se 

-1 
X • x(U n v) 

e y ( u n v) 

Dois atlas c A
1

, A2 sao equivalentes quando a 

00 

de suas cartas produz um atlas C para M em n 
JR • um 

2 

cujos do 

( x, U) 

+ y(U n 

-sao aber 

reunião 

atlas 

00 00 

c A e completo se não está contido em nenhum outro atlas c 

para M em :Rn. 

l.l.l PROP Todo atlas 
00 c para M em está contido em um 

• · tl C
00 

l t M JRn un1 co a as comp e o para em 

[ [ l J , P rop. 2 . 2 • l] 

ro oo 
Uma estrutura C de dimensão n para M e um atlas C 

completO para. M em E.n, 
00 

A PROP. 1.1.1 mostra que um atlas C 

não necessariament~ completo 1 

00 

determina uma est.rutura C de 

dimensão n para M. 
oo ro 

Dois atlas C equivalentes pertencem a um mesmo atlas C 
00 

completo e, portanto, determinam a mesma estrutura C de dimen 

-sao n para M. 
00 

Dois atlas C não equivalentes determinam es 
00 

truturas C de dimensão n distintas para M. 

v) 
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00 

Um conjunto 1>1 com uma dada estrutura C de dimensão n e cha 

mado uma variedade diferenciáve-l de dimensão n ou, abreviadarrt?nte, 'l.lJllél_ 

ro oo , 
variedade c . Uma carta desse atlas C carpleto e chamada uma carta da 

00 

variedade C e seu domínio é chamado urr, donúnio de o::x::(rt3enadas para a V..§!:_ 

riedade. 

Uma carta para um pmto m E M é uma carta da variedade M cujo dorní 

nio U contém m. Dizemos que Ué uma vizinhança cnordenada de m. 

- 00 ... -Se M e M' sao variedades C e f e uma funçao M -+ M', dizeJros 

que f é diferenciável em m E M quando existem cartas (x, U) de M e (y, V ) 

de M' para mE M e f(m) E M', respectivarrente, tais qt.E. 

-1 _n 
F~ yofo X x(U) C .E y(V)CJR 

n' 

é de classe c"" em x{m) • F é cha1nada um representante de cc.ordenadas de f. 

Essa definição está bem posta porque não depende das cartas x,y esooJhidas: 

se for outra carta para mE Me y
1 

outra caita para f(m), então 

If--+ 1R 
n' 

é c""' em x
1 

(m} 1 desde que F o seja em x(rn). [ [1], 2,3] 

Uma fw1ção f:M -+ M' é dita uma aplicação 
00 

c se f for 

diferenciável em m para todo m E M, 

Um difeomorfismo f:M + M' e uma função bijetora tal que f 

e f-l são aplicações C
00

• Nesse caso, M e M' são ditas difecm5rficas. 

00 

Uma estrutura C de dimensão n para M induz no conjun 

to M uma topologia, chamada topologia induzida pela estrutura 
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~ 00 c ou, simplesmente, topologia c de M. 

_1.1;: 2 PROP A familia das vizinhanças de coordenadas de M, dom!_ 

nios das cartas de uma estrutura c 00 

de dirnens ão n 

para M, forma uma base para uma topologia em M. Es 

ta é a topologia 
~ 

c de M. r r 1 1 , 2. 4. 21 

A topologia usual de IR n é uma topologia 
~ c de 

nf. 

1.1.3 PROP Em relação ã topologia 
~ 

c de M, qualquer carta 

n 
x: 0 + X ( 0) C ]'( 

é um homeomorfismo. Em relação às estruturas 
00 

c de 

U(induzida pela carta x) e de 
n 

:R (usual), x:U-+ x(U) 

é um. difeomorfismo 
00 

C . [Esse fato é quase que e vi-

dente.] 

00 

l. l. 4 PROP Se f:M + M' é uma aplicação C 1 então, em rela-

l.l. 5 PROP 

çao às topologias 
~ 

C 
1 

f e contínua. [ [ 1 J , 2 . 4. 4] 

Se f:M + M' é uma aplicação 
~ 

C e u e um aber-

to de M, então f I U e uma aplj_cação 
~ 

c . Se f e 

um difeomorfismo, então t!
0 

também é um difeomor­

fismo. [ Demonstr. rotineira.] 
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1.1.6 PROP Se f,g sao aplicações 
00 

C , então a composta que e~ 

tiver definida é uma aplicação 
00 

C . [Demonstr. roti-

neira.] 

00 

1.1.7 PROP Se M é urna variedade C e, ao mesmo tempo, um es-

paço topológico, então a topologia c 
00 

coincide com 

a outra se, e somente se, as cartas de um atlas para 

M sao homeomorfismos em relação ã topologia dada do 

espaço M. [[ l l, 3.1.1] 

00 

1.1.8 PROP A cada ponto m de uma variedade C M de dimensão 

n, está associado um espaço vetorial 

sao n. A cada aplicação 
00 

c 

f: M + M' 

T M de dimen­
m 

e a cada ponto m E M está associada uma aplicação 

linear 

[ [ l ] , cap. 4] 

Uma aplicação 
00 c 
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f:M + M' 

é uma submersão se, para todo rn E M1 

é sdJrejetora ou ainda, se Dfm tem posto = dirn M' para todo 

mE M. 

1.1.9 PROP Seja f:M + M' uma submersão sobrejetora 

Se g:M' + M" é tal-que é aplicação 
ro c en 

tão g também é aplicação 
00 

c . [ [ l l ' 6 . l. 2] 

1.1.10 PROP Se f:M+M' e uma submersão sobrejetora e 

g:M' --t M" é aplicação 
00 

C 1 então o posto de g o f 

em mE H -e igual ao posto de g em f(m)EM'. 

[ [ l l ' 6 • l. 3] 

Indicamos esses dois resultados nos diagramas: 

00 

=> g e c 
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uma imersão f:M-+ M' e uma apllcação 
00 

c tal que 

'tem posto igual a n = dim M, para todo m E M 

00 

Se M' c M e tanto M' corno M sao variedades C , dize-

mos que M' é subvariedade de M quando a inclusão 

inc: M' M 

00 

é uma imersão. Se a topologia c de M'. coincidir com a topo-

ro 
logia induzida de M pela topologia C de M, então dizemos 

que M' é subvariedade regular de M. 

Uma fibra de f:M-+ M' e 

f- 1 (m') 1 m' E f(M). 

qualquer conjunto da forma 

1.1.11 PROP Se f:M ~ M' e uma submersão, e n = n', então ca 

da fibra de f é um conjunto discreto de pontos.Se 

n > nl, então cada fibra tem a estrutura de uma sub 

variedade regular de M com dimensão n- n'. 

[ [ l l ' 6 . 2 . l] 

Definiremos, agora 1 os espaços projetivos :RP (n), ltP (n) e 

lliP(n), respectivamente, real, complexo e quaterniônico. Nosso 

objetivo principal é investigar se existem submersÕes não trivi 
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ais definidas em lRP (n) , <tP (n) e TIIP (n) Uma submer-

-sao f: M -+ M' sobrejetora e trivial se M'={ponto} ou se 

-1 
f (m')~{ponto} para todo m• E M'. Uma submersão sobrejetora é es 

sencial se não for trivial. 

1.1.12 PROP Sejam a={a1 , ... , an+l), b=(b1 , ... , bn+l) vetores 

de lP+l -{O}. Definimos: a ~ b se, e somente se 

existe À E :R tal que Àa = b. A relação rv -e 

uma relação de equivalência. Denotamos por [a] a 

_cl_asse de equivalência de a E Rn+l -{O}. O espaço 

projetivo real RP (n) - · t ( lRn+l -{0})/" e O COllJUll O -v 

00 

munido de uma estrutura C de dimensão n deter-

minada por um atlas 

U. ~ {[a] : a. * O} l . l e 

[a]-+ 

00 

C com n+l cartas 

X,: 
l 

onde 

U. + JRn 
l 

-e dada por 

indica que_ essa coordenada foi excluÍda.] 

ra. De fato, se (a
1

, ... .~ an) E :uf, então 



provando que x. ( U. ) = :m n = aberto 
l l 

n 
de R • Para vermos que 

tá bem definida, suponhamos que 

[a]= [b] E ui 

então, b = Àa, para algum À~ O, de onde 

QÀai _ ÀanVl 
X. ([b]) = -À , •• ,, l,,,,t --À--

1 a. a. 
l l 

--~> 

xi ([b]) xi ([aJ) i i. e., xi está bem definida. 

Se x. ([a])= x. ([b]), então' 
l l 

a. 
l 

b. 
l 

==> 

9 



a = À.b, onde => [a]~ [b] nos mostra que_ 

tora. 

t: claro que 

u
1 

u u 2 u .•. u un+l ~ RP (n). 

só nos falta mostrar que -u. nU. * ~ implica 
l J 

-1 
X. 

l 

é um difeomorfismo 
00 

c . 

Em primeiro lugar, 

u. n u. ~ {[a] 
l J 

x. (U. nU.) 
J l J 

a. * O, a. *O} 
l J 

e x. (U. n UJ.) e aberto em ~-De fato: 
l l 

x.·(u. nu.} 
l l J 

= {v E JRn: v. 
1 

=I= O} [ Como 
J-

X. 
l 

10 

-e inj~ 

i > 1 

podemos supor, evidentemente, que j > i, de onde j > 2.] usan 

do novamente o fato de que j > i, temos 

l -
-~··•rl,,,,, 

i 

a. 
~I • o • 1 a. 

l 



= x.([ (a
1

, ... ,a., ... ,a., ... ,a +1)]) = 
J 1 J n 

Em outros termos, 

1 - ) -(u
1

, ... ,u. 
1
,l,u., ... ,u. 11 .,.,u 

u. 1- 1 J- n 
J-1 

00 

que e, claramente, C 

Por outro lado, 

X. (U. n u.) {w E Rn: w. * O} e aberto em 
J l J l 

-1 -1 al ai - a n+1 e xi(xj (xj[a]))= x.(x.(( -, ... ,-l•••tl, ... , ) ) ) = 
l J a. a. a. 

J J J 

; Ga1, ... ,i, ... ,~, ... , 
a. a . 

. 1 l 

an+0. Isto l' -e , a ap 1 caçao 
ai 

a seguinte: 

1 -
t-(t1, ... ,t. 1,t.,t. 1, ... ,t. 1,1, .. -lt) 

. 1- 1 1+ J- n · 
l 

e, 
00 

claramente, c . Portanto, 

e podemos concluir que 

----·~---· 

e (x. " 
J 

-1 
X. ) 

l 

-1 
sao 

11 

a n+1 

Rn 

-e 

que 

00 

c 
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-l 
X, é um difeomorfismo provando que . IRP (n) e va-

l 

ro 
riedade C de dimensão n. 

Definimos z ~ w se, e somente se, existe À E ~ 

tal que w = À.Z. A relação ~ é uma relação de e­

quivalência. Denotamos por [zJ a classe de equivalê~ 

n+l cia de z E ~ -{0}. O espaço projetivo complexo 

lt:P(n) é o conjunto (!tn+l_{O}) /"-' munido de uma es.-

ro 
trutura C de dimensão 2n determinada pelo atlas 

ro 
C com n+l cartas: 

onde z = a.+ ib. :f= O} 
j J J 

e 

+ JR2n é dada por 

-[ 1 indica que esssa coordenada foi excluÍda.] 



r a, 

:15 claro que =a+ ib ~ (a,b}E ~ 
zj 

-e "identifica-

do" com (a,b}E n
2

• Portanto, estamos "identifican-

do" x. ([ z] ) com um eleiDento 
J 

(_{-,-),(-,-), ... ,(-,-))=(-,-,-,-, ... ,-,-)E lR2n. 

é o difeomorfismo 
2 2 

R x ... xR --+ usual. 
'--v--) 

n 

Mostraremos que X. :U. + R 2n 
J J 

está bem definida, é injeto-

_X, (U.) é aberto de E.2n I u u.= <tP(n) 
J J j J 

e que 

-1 
~o xj :xj(Uj n Uk) + xk(Uj n Uk) e um difeomorfismo 

ro 

c ' pro-

vando 1 desse modo, que ~P(n) e uma variedade 

2n. Notemos, inicialmente, que 

u.~ {[z] 
J 

ro 
c de dimensão 

Suponhamos que [ z] = [w] E U., 
J 

Então, w= À.z, de onde, 

ÀZ 
1 n+ 

ÀZj 
=xj(z),e está bem defi 

13 



nida. Suponhamos.~ agora, que x.([z]) =x.([w]), 
J J 

[z],fw] E Uj. Temos: 

zl -
-, ... ,1, ... , 
"· J 

z . 
...!!ti r 
z. 

J 

wl -
-, ... ,1, ... , 
wj 

z. 
_](w 1 ~ ... ,W., ... ,w 

1
) 

wj J n+ 

z. 
= -1 (w

1
, ... ,w., ... ,w +l) 

wj J n 

Z-À.W,À 

e e injetora. 

z. 
= _J => [z] = [w] 

w. 
J 

com 

=> 

=> 

=> 

X. (U.) = 
J J 

R2n 

( ) • b d Zn 1· d · xj uj e a erto e JR • A em ~sso, 

' 

é aberto de :R2n 

14 

e 

e 

(Como j ~ 1, podemos supor, evidentemente, que k > j de onde 

k > 2. J usando.~ novamente, o fato de que k > j 1 temos 



-l 
xk(x. (x.([z])))= 

J J 

15 

= xk_([ {zl, ... ,zj, •.. ,zk, ..• ,zn+l}J)= ( 
z z. z l 1 __] - n+ -, ... , , ... ,1, ... ,--). 

Em outros termos, -l 
X. 

J 

zk zk zk 

é a aplicação 

.-l-(u 1 ~···,u. 1 ,l,u., ... ,Uk 
1

, ... ,u) 
u. J- J - n K-l 

onde um E €. Notemos que se u = a + ib , então rn rn rn 

a + ib 
= m m 

e fica evidente 

que 
-l 

X. 
J 

_função dada por 

e aplicação 
00 

c . Analogamente, X. 
J 

e a 

00 

e, portanto, e uma aplicação c . _Assim, e um difeomor-

fismo, provando o que queríamos. 

Está claro, agora, como definir lliP(n). Seja h=a+bi+cj+dk 

um quatérmio real. "Identificamos" h com 
4 

(a,b,c,d}E R e 
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4 4 
R x ... x R com através do difeomorfismo 

00 

C usual da-
l J 

n 

-do por 

• ((-I-,- I-) .f (-I- I- I-) 1 ... , (-I-,- I-) ) I--'-+ (-I- I- , - 1- I- 1- I- 1 ... I- , -I- f-) 

Lembrando que h.h= (a+bi+cj+dk). (a-bi-cj-dk) = a
2

+b
2

+c2+a2 , po-

demos mostrar, imitando "fielmente" o que fizemos para :RP (n) e 

Q:P (n) , que TIIP(n) é uma variedade 
00 

C de dimensão 4n. 

F! BRAVOS COM ESPAÇO TOTAL lRP (2n+l) é ii:P (2n+l), n > l 

[Em 1.5 definiremos um fibrado; por enquanto e um do 

mínio de uma submersão.] 

Consideremos o diagrama 

:R2n+2_{0} a a:n+l_{O} 

Til 1 1 TI2 

:ru> ( 2n+ 1) ii:P(n) 

onde -e um difeo 

00 

c . 
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1.1.14 LEMA (a) n
1 

é submersão, 

(b) n 2 é submersão, 

(c) 'P está bem definida pela fórmula 

Demonstração (a) Seja x
1

: u
1 

--+ JRn aquela carta dada por 

Temos o diagrama 

lRn+l_{O} Til 
:RP (n) 

inc l 1 xl 

lRn+l lRn 

O nosso problema se reduz a mostrar que 
. -1 

Xlo'ITloillC e 

aplicação c 

Denotando 

00 

de posto n 

. -1 x
1 

o Tf
1

,,o illC 

no ponto 

por F, obtemos 

a 
~). Calculemos a matriz 
al 

biana de F no ponto a tal que 

uma 

jaco-
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pondo F=(F2 # ••• ,Fn+l) , vem que (V= gradiente) 

a. l 
+#o, ... ,o#a~o, ... ,o)~ 
a 1 1 

2< j < n+l ~ 

onde aparece na posição j; ou seja, 

-a2 l 

2 o o o 
al " l 

o o l o o 
JF al a 

l 
o o o 

~ evidente que posto F = n em a. Ficará provado que 

---~ JRP (n) é uma submersão sobrejetora ;se obser-

varmos que se a. *O, então fazemos um cálculo 
2 

completamente 

anâ1ogo tomando a carta Ui. 

(b) Seja W E ~n+l"'{O}, ( ) *O C . u.. w= z1 ,z2 , ... ,zn+l, z 1 . ons1-
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deremos j: ~n+l_{O} dada por 

j{zl' 2 2''"''zn+l)= ( • o • 1 

temos o diagrama: 

j 

Aqui, . - - . t ~n+ l_ {O} J e a un~ca car·a para ~ e estamos __ denotando 

por x
1 

a carta com domÍnio u 1 de ~P(n} conforme a 

1. 1. 13. Temos: 

-isto e, 

a 2+ib 2 
al+ibl''''' 

DE F. 



Denotando por F a função 

JF~ 

z 

F.~ 

" 

a1 
-2;~2 
a1 l 

-b 
1 

-~-2 

al+bl 

o 

o 

o 

o 

b1 
-z--z 
albl 

a1 
-~;~2 
a1 1 

o 

o 

. 
o 

o 

' 
G.~ 

" 

o 

o 

a1 
-~;b2 
a1 1 

-b 1 
2--2 
alb1 

o 

o 

20 

e pondo 

1 de onde , para 

o o ...... o o 

o o ...... o o 

b1 
o o o -T-2 ..... 

albl 

a1 
o o o 

-~;~~ 
...... 

a1 1 

a1 b1 o o 
-T-~ 2-~ 

al+bl al+bl 

-b a1 o o 1 
-~-~ -T2 
al+b 1 al+bl 
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aF. al a F. bl aF. aF. 
...2 1 1 1 o 2 pois ~ 

ab. = 'ii'a = ãb 
~ !fi > o a. 2 2 ' 2 2 ' ' ' 

1 al+bl 1 al+bl m m 

aG. -b aG. al aG. aG. 

*· i· 
1 1 __ 1 ...2 1 

o' 2' m - ~ = 
abm 

= m > m * i. ' a a. 2 2' ab. 2 2 ' o a 
1 al+bl 1 al+bl m 

A matriz JF z' onde (a
1

,b
1
)i'(O,O), contém uma submatriz de 

posto 2n pois 
2 2 

al+bl * o. J': claro que, de modo comp le tamen te 

análogo, se (a. ,b,),t(O,O), poderíamos utilizar a carta u. de 
1 1 1 

~P{n) e também encontrar a sUbmatriz, de posto 2n, de JF
2

• Está 

provado que n
2 

é submersão. 

(c) ~ está bem definida. De fato, 

====> existe À ~ 0 1 À E ~: 

E claro, então 1 que <P pode ser ·defin:lda por 
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Analogamente, consideremos o diagrama (n > 1) 

<I:P(2n+l) lllP (n) 

onde " é o difeomorfismo 
ro 

c dado por 

1.1.15 LEMA (a) ~ 3 é submersão sobrejetora , 

(b) está definida uma aplicação 

~: <CP (2n+l) lHP (n) 

através da relação 

Demonstração (a) Consideremos o diagrama 

JR4n 



onde 

lliP (n) 

Temos: 

então 

Decorre que 

23 

R4n , conforne reF. de lHP (n) • 

an+l +ibn+l +jcn+l +kdn+ 1 
a

1
+ib

1
+jc

1
+kd

1 

JH contém uma subrnatriz 
p 

4nx4n do tipo 

l--', 
' ' ' 

' 
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onde cada bloco B é de dimensão 4x4 e igual a 

al bl cl dl 

-bl al -d 
l cl 

B 
-c l dl al -b 

l 

-dl -c l bl al 

Notemos que de onde (det 

Finalmente, o determinante de cada bloco e e ' 

portanto, fica provado que n
3 

é submersão, uma vez que se 

(a.Jb.,c. ,d.)*(O,O,O,O) 1 tomando a carta x
1
., obteríamos, analo­

l l l l 

gamente 1 o posto 4n para u .. 
l 

(b) Suponhamos que existe À E t tal que 

h E IH tal que 

existe 
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h= a+bi+Oj+Ok~ a+bi= À. De fato: 

~ 

* {a2m+l'b2m+l'a2m+2'b2m+2) · 

* vale porque, por hipótese, 

é, 

~ 

1.1.16 OBS ml?(n), ~P(n) 1 JHP(n} sao variedades C cujas topologias 

~ 

C têm as seguintes propriedades: cada uma delas é 

conexa, compacta, conexa por caminhos, localmente co 

nexa por caminhos. A aplicação 

da por x --~ fx J ., ê 
w 

c 

n 
a : S --->- IRP (n) da 

e sobrejetora, de on-

de, pela continuidade de cr,IRP(n) ê compacta.t evi 



dente que 

da por 

-a e sobrejetora. 

n+1 
- E i=2 

I 
2 

X, 
l 

26 

Consideremos 

defini 

é o domínio da carta (x
1

,u
1

) de IDP(n) que contém 

[xJ , temos 

~( 
xn+l 

' ' 
-p~~~) , onde . . . I 

-1 

2 
X. 

l 

. d t d . (f+) ou seJa.1 eno an o x
1 

o ao 
1 

por obtemos: 

X ~ 
1 vl-

É claro que F1 e 

n+1 
.~2 
l~ 

00 

com 

2 
X, 

l 

C .- Analogamente, se x,> O, po­
l 

--demos tomar Ui C'RP(n) e verificar, do mesmo modo 

que F. 
l 

-e 
00 

C • Concluímos que cr e 

~(n) é compacta. 

S
2n+l 

A aplicação z;: <CP (n) dada por 

-e 

00 

C e, portanto, 

00 
C e sobrejetQ_ 
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ra. Como e compacta, segue que ~P(n) ê compacta. A 

aplicação ---- lllP (n) dada por 

00 s4n+3 e c e sobrejetora . Como e compacta, segue que IHP (n) 

- compacta. e 

Uma outra demonstração de que <I:P(n) e lóP (n) -sao compactas 

e a seguinte: existem submersões • : RP ( 2n+ l) ----(> <I:P (n) e 

1: <I:P ( 2n+ l) -----l> lll P (n) como veremos em 2. 1 e 3 .1. 

oo n 
A aplicação C cr:S ---+JRP(n) e a conexj_dade de S 11 for-

necem a conexidade de IRP (n) que, com <P e \f acima fornecem a 

conexidade de ~P(n) e IHP(n). A conexidade por caminhos é obti-

da, analogamente 1 para RP(n) 1 ~P(n) e lliP (n) . 

Quanto à conexidade local e conexidade por caminhos local 

podemos recorrer à definição de variedade 
00 

C , ou seja, lembrar 

00 

que as variedades c são, localmente, homeomorfas (na verdade 

difeomorfas 
= n n .. 

C ) a algum espaço m: . Corno JR e localrrente ccnexo e 

locaJnente ccnexo por caminhos, segtE o rres:rtJ:.:) para as variedades c'"'' 

1.1.17 PROP lRP (n) , ~p (n) e lH P (n) com as topologias 
w 

c -sao 

de Hausdorff com base enumerável de abertos. 

Demonstração As aplicaçãoes 
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a E :Rn+l_{O) 11---~-+ [a] E JRP(n) 
' 

[z] E <CP(n) , 

[h] E JHP(n) , 

sao submersÕes sobrejetoras e, portanto, aplica-

ções abertas[ [ l], 6.1. 5]. 

Corno mn+l_{O}, ~n+l_{O} e IR4n+ 4-{o} têm base enumerável, o mes 

mo vale para EP (n) , <tP (n) e 11P (n) , 

Definimos, agora, 

lR 

1 2 n+l 1 2 n+l 
(x,x, ... ,x iYrYt•··tY )J---~+ 

1 n+l 1 n+l --{-z , ••• ,z ; w , ••• ,w ) 

q: ( ]!{4n+4_{0})x( lR4n+4_{0}) 

1 n+l l n+l 
(h , ... ,h ; !(, , ••• ,9. ) 1-----+ 

Temos que f, g e q sao contínuas e 

lR 

" llhi,j_ 
i'>'j N 

por 

' 

por 

por 
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R ={(x,y):x "' y) = f-l (o) 
' 

s ={ (z,w): z "' w) = g-1(0) 

T ={ (h,n :h "' ~} q-1 (o) 
' 

' Como 1r 
1

, rr 2 e são aplicações abertas e R 1 S e T -sao fe-

chadas nos respectivos espaços produtos 1 segue: EP(n), ~P(n) e 

-lHP(n) sao Hausdorff. [[12] ,2.4]. 

Precisaremos,mais tarde de um teorema demonstrado pqr 

Munkres, 

00 

1.1.18 PROP Toda variedade C -compacta, sem bordo e triangu-

[[ll] ,10.6] larizável. 
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1. 2 E-&p_a.ç.o-6 de Re.c.obJL.-éme.nto e. Ghupo Funda.me.n:tal 

1.2.1 DEF Sejam X e X espaços topológicos de Hausdorff, cone-

xos por caminhos, localmente conexos por caminhos e 

p_: X -+ X 

contínua. o par (X ,p) é chamado um espaço de recobri-

menta de X se, para cada X E X, e xis te um aberto u 
-E tal que p-l(U) - disjunta em x, X u, e a reuni ao 

de abertos 1 cada um dos quais homeomorfo- a u via p. 

Segue da definição de CX,p) que p e sobrejetora e 

uma aplicação aberta. 

1.2.2 DEF um espaço -X e localmente simplesmente conexo se, P5;! 

ra cada x E X, existe um aberto v contendo x tal 

que 1 qualquer caminho a em V 1 com a(O)=a(l)=x, é 

homotópico, em X, ao caminho constante S(t) = x 

t E [ 0, l] . 

1.2.3 PROP Seja X um espaço topolÓgico conexo por caminhos 1 1~ 

[ [ 4] ,pág. 71] calmente conexo por caminhos e localmente simplesme:Q_ 

te conexo. Seja H um subgrupo de TI
1

(X,x). Então 

existe um espaço de recobrimento (X,p) tal que 
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x -
1f l (X 1 X) X 

1 
I 

1 
p 1 p* 

X X H c n
1

{x,x) 

l. 2. 4 PROP Toda variedade c 
00 -e localmente simplesmente cone-

xa. 

Demonstração Todo aberto de llin e localmente simplesmente co-

nexo. 

1.2.5 COROL Um espaço topolÓgico X conexo, localmente conexo 

~or caminhos, t~m um espaço de recobrimento simple~ 

mente conexo(universal) se X é localmente simple~ 

mente ~on~xo. [~qu~ e?t~mos usando 1.2.9.] 

00 

1.2.6 COROL Toda variedade C ?ºpexa t~m ~m espaço de recobri 

mento universal. 

Demonstração Imediata. 
' 

1.2.7 COROL Seja (X,p) ~~ !eC?brimen~o universal de X. Então 

-?.\OLp) '? g:ç1._!po ç1e <?.\1-i:;QJ;ElOX-ft~l.JlQS Qe OLp) é isomorfo 
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a ~(X) e # n(X)= numero de folhas do espaço reco 

bridor (X:,p). Além disso, A(X,p) 

atua livrem8nte em X1 isto é 1 se g E A(X,p) e 

g * l, então g é um homeomorfismo sem ponto fixo. 

[ [ 6] , CORO L 6 • 2, CO ROL 7 . 5 . ] 

1.2.8PROP Seja p:(X,Xo) (X,xo) uma projeção de reco-

[[6] ,pág.l56] brimento. Seja X' um espaço topológico conexo e 1~ 

calmente conexo por caminhos. Uma condição necessá-

ria e_ suficiente para que g: (X',x'o) --+(X,x. ) 

admita um levantamento f: (X',x'o) 

que em n
1

(X,xo) tenhamos: 

/ 
/ 

X' -----------+ 
g 

X 

1.2.9 PROP Sejam (X,p) um espaço de recobrimento de X 

[[6]' 4.1] X E X, x = p(X ). Então o homomorfismo 
o o o 

e 

induzido 
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p*:TI(X,X }-----+ TI(X,x 
o o 

é um monomorfismo. 

recobrimento 

universais de X, então existe h:X ---X homeo 

morfismo tal que p 2oh = p 1 .[consequência do Teo. 

6. 6 de [ 6] .] 
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1. 3 - Afgwt6 Glr.upo6 de Homo-toqJ..a. Canac.-te.Jt.Ló-tLc.a de_ EuÚ.>jL. OM.entabj__túlade. 

Podemos definir IRP {n) 1 CP (n} e JHP (n) como espa-ços quocie:Q. 

te de esferas Sk. Tais espaços são homeomorfos aos espaços pro­

jetivos definidos em 1.1. Em [7], encontramos demonstrações de 

que lRP (n) , ICP (n) e JHP (n) são complexos cw finitos e as homo 

logias correspondentes são calculadas. 

1. 3 .l PROP 

l. 3. 2 PROP 

1.3.3 PROP 

1.3.4 PROP 

I I 71 ,cap. 2] 

72, para i ~ o 

722 ' para i ímpar, 0< i < n' 

H. ( lRP (n) ) ~ 

l 
7l i - i para lmpar, n 

o nos outros casos. 

j 7l ' 

l o ' 

para i E {O, 2, 4, ... , 2n}, 
H i ( ICP (n) ) ~ 

H. ( TI!P (n) ) ~ 
l 

nos outros casos. 

J no ' l 1 nos outros casos. 

para •• • 1 4n} 1 

Se (X,A) c um par tal que X é um complexo Dl fi 

nito e A c X é um subcomplexo, então H*(X,A) é 

um grupo abeliano finitamente gerado. 
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Se X é um espaço topológico, então o i-ésimo número de 

Betti de X, indicado por b. (X) , 
l 

é o número de geradores da par-

te livre de H. (X). A PROP 
l 

l. 3. 4 nos diz que se X é um com-

plexo CW finito 1 tomando A = <P, então b. {X) é finito para ta­
l 

'do i e não nulo apenas para um número f in i to de índices i. 

b
0 

(X) é o número de componentes conexas por caminhos de X. 

1.3.5 DEF A característica de Euler de X, X um complexo C\V 

finito, é dada por 

X(X)= 

ro 
Toda variedade C compacta é um poliedro(l.l.l8) e, po:r:'-

tanto, um complexo CW finito. Assim, a característ-ica de Euler 
00 

de uma variedade C compacta está definida. 

1. 3.6 DE.F Em JRn, definimos JEil como sendo o conjunto dos pon-

x > O, Uma variedade topo­n-

lógica de dimensão n é um espaço de Hausdorff M, cOJ71 

base enumerável, tal que todo ponto m E M tem 

uma vizinhança homeomorfa a um aberto do subespaço nrrn 

de 
n m . O bordo de M, denotado por dM, e o conjunto 

dos pontos x E M para os quais existe um homeomor-

fismo de alguma vizinhança de x sobre um aberto de 
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que aplica X em { (x
1

, ... ,x ) :x ~o}~ a l!I"c mf. 
n n · -

Observamos que se h é um homeomorfismo de wu aberto 

U c Iifl sobre um aberto de :rr-1!? , então implica 

h (x) E d n.r. Segue que se x E dM, então todo homeomorfismo de 

abertos contendo x sobre abertos em JI-If aplicam x em d ~­

Se ~M = rp, dizemos que M é sem bordo. Equivalentemente, M é 

sem bordo se, e somente se, todo m E M tem vizinhança "" _ homeo­

morfa a um aberto de m11
• g evidente que: 

00 

1. 3. 7 PROP Toda variedade C Hausdorff de base enumerável e 

uma variedade topológica sem bordo de·mesma dimensão. 

00 

Desse modo, toda variedade C , Hausdorff, de base enumera-

vel, admite a definição de orientabilidade dada abaixo em 1.3.10. 

1.3.8 PROP Se M é uma variedade topolÓqica de dimensão n 

compacta, sem bordo, conexa e orientável, então 

onde R é um corpo qualquer. [ (2oJ,corol. 22,28 J 
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(b) H
2

n (<rP (n)) ~ H
4

n ( lHP (n)) ~7L; Hn ( JRP (n)) ~ ~ para 

n írrpar. 

Seja M uma variedade topológica de dimensão n, sem bor-

do. Sabemos que 1 para p E M, 

Hn (M,M-p) ;;;:! íZ, por excisão. 

Ponhamos H (M,M-p) = T e introduzamos uma topologia no conjun-
n p 

' to T = !J T . Um aberto 
p 

V c M tal que existe um homeomorfismo 
pEM 

de sobre V que aplica 
n-1 s -sobre· V- V é chamado uma 

bola própria de dimensão n, abrviadamente b.p.(n). O conjunto 

das b.p. {n) de M forma uma base para a topologia de M. 

Se V é uma b.p. (n) em M e p E V, então existe um iso-

morfismo 

induzido pela inclusão 

j~: (M,M-V) ----+ 

que e uma equivalência de homotopia. 

UN'!CAMP 
p:1L\CTE::t CEN!:IAL 

(M,M-p) 



3.8 
M r::---,--71 M 

v .v . 
Jp = lllC 

~ 
!----:··: ----! 

Como base para a topologia de T tomamos os conjuntos 

com V variando no conjunto de todas as b.p. (n) de M e 

-percorrendo todos os elementos de H (M,M-V) • Se 
n av e um gera-

dor de Hn(M,M-V), então é um gerador de_ T . o conjunto 
p 

básico de geradores Ua ,v= {j~*{av} :p E V} é um aberto 
v 

homeomorfo a v. A aplicação 

TI: T --~ M dada por 

p 

é um homeomorfismo local. O subespaço T' de T, formado 

em T 

pelos 

geradores dos T , é um aberto de 
p 

T. A aplicação n restrita a 

T' 1 denotada ainda por TI, é também um homeomorfismo local e,po~ 

tanto, aberta. Se V é uma b.p. (n) de M observamos que 



,-l[V)= U iJ a ,v v 
u -av,v. 
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Notemos que, como M é Hausdorff e rr um homeomorfismo lo 

cal,, T' ê Hausdorff. Esse fato e mais a igualdade acima nos dá 

que{r' ,n,M,z2 } é um fibrado com fibra formada por dois pontos , 

z
2

, conforme 1.5. 

Seja c uma componente conexa por caminhos (c.c.p.c.)de T'; 

então n(C) n V* $ implica 

-1 • 
1f (V)=U iJ a ,V 

v 
u v' -a v' 

daí vem que 

ou c ::J u -a ,V v 

v c n(C). Isso prova que M-n(c) é aberto em M pois 1 

p E M-rr(C) 
1 

então.existe uma b.p. (n) V tal que p E V 

n (C) n v = ~. 

Suponhamos, agora 1 M conexa; então n(C) = M para 

pois 

implica 

se 

e 

cada 

c.c.p.c. C de T'; assim 1 cada c.c.p.c. C de T' e um espaço 

de recobrimento para l-1. 

Se T' é conexo, então (T' 1 n) é um espaço de recobrimento 

para -M a duas folhas: se T' é desconexo, então T' tem duas 

c.c.p.c.: de fato, cada c.c.p.c. de T' é um recobrimento pa-

ra M e, portanto, como cada fibra 
-1 

1T (p) tem dois pontos ' 

só podemos ter duas c.c.p.c. para T'; daí, cada c.c.p.c~ é um 

recobrimento simples de M. 

1.3.10 DEF Uma variedade topológica M de dimensão n sem bor 
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do é orientável se T' for desconcxo.[Veremos abai-

xo que, nesse caso, M tem duas "orientações".] 

Notamos que se M é conexa, sem bordo e orientável, então 

dada uma cobertura {V} por b.p. (n) de M1 existe uma função 

V I -+ av = um gerador de Hn (M,M-V) 

que "escolheu um gerador avE Hn(M,M-V) para cada V tal que 

se W é b.p. (n) com V n W * ~ , então 

Portanto, quando M é conexa sem bordo e orientável, existe 

S:N -~~- T' tal que 

s é chamada uma orientação para M e, portanto, M possui 

duas orientações quando for conexa, sem bordo, orientável. 
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1.4- G4upoó de Cohomofo9ia 

Ainda em [71, capítulo 5, ternos uma demonstração da seguin­

proposição: 

1.4.1 PROP Se M é variedade topológica de dimensão n, conexa, 

compacta, sem bordo, orientável, então Hn_1 (M) é 

abeliano livre. 

Dois exercícios do capítulo 3 de [7] nos dizem que: 

1.4.2 PROP Se E é abeliano livre, então Ext(E,G}= O. 

1.4.3 PROP Dado um par (X,A) de espaços, A c X, e um grupo abe­

liano G, existe uma sequência curta exata que cinde 

dada por: 

O ~ Ext(H 1 (X,A) ,G) ~ Hm(X,A;G) ~ Hom(H (X,A) ,G) ~ O m- m 

Se H 1 (X,A) for abeliano liVre,obtemos: 
m-

Hm(X,A;G) ~ Hom(H (X,A) ;G). 
m 

Segue, pondo A = ~~ que: 

1.4.4 PROP Se M é uma variedade topológica de dimensão n 
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conexa, compacta 1 sem bordo, orientável, então 

Hn(M) ~ Hom(Hn(M), ~)= Hom(~,Zl) ~ ~. 

'l. 4 • 5 CO ROL (a) n ímpar 

(b) H2n (q:p (n)) ~ Zó , 

(c) H
4

n ( TilP (n))~ Zó. 

Mais um resultado de cohomologia 1 que nos será útil no capf 

tulo 3, pode ser encontrado em [7], capítulo 5 com demonstração: 

1.4.6 PROP H*(q:p(n)) é um anel de polinÔmios sobre os inteiros 

com um gerador a em dimensão 2, satisfazendo are-

l. 4. 7 PROP 

lação an+l = aU ... Ua = 0.(*) 
l~J 

n+l 

ru * = 
' 

H* ( IRP ( 2n) ; W. ) ~ < o * = 
' 

17l2' * = 
t 

o 

1, 3, ... 1 2n-l 

2, 4, ... J2n. 

Demonstração. consequência dos resultados do capítulo 3 de [7]. 

(*) U produto 11 cupu 
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1.5.1 DEF Um fibrado (E, p, B, F) é uma quádrupla onde E, B e 

F são espaços topológicos e p: E 

ção contínua tal que: 

B é uma .fun-

para todo bo E B, existe U c B aberto, bo EU, e 

existe h: U x F p-l(U) homeomorfismo com a pr~ 

priedade p o h(b 1 X) == b, b E u. 

A aplicação h(b,·) :F p-1 (b) dada por x h(b,x) 

-1 -1 -1 h 
é um homeomorfismo entre F e p (b). De fator p (b)Cp (U)~ h(UxF) 

implica que cada elemento 
-1 

z E p (b) é da forma e 

existe um único x
2 

E F tal que z= h(b,xz). Temos 

p- 1 (b)~ h({b) x F) e as funções 

X E F (b ,x) h(b,x) E p-1 (b), 

(b,x)E U X F~-----+ X E F. Fica claro 

-1 00 
que p (b}~ F. Vamos, agora, definir fibrado C . 

00 

1. 5. 2 DEF Um fibrado C (E 1 p 1 B, F) é uma quádrupla onde E 1 B, 

F sao variedades 
00 

c e p;E B uma função tal 

que: 

para todo b c E B, existem um aberto U c B e um di-

00 

feomorfisrno C h:U x F 
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p(h(b,x))= b ' para todo b E U. 

OBS. A definição implica que p é submersão sobrejetora. 

As fibras p-l(b) são todas difeomorfas 
00 

C a F. 

1.5.3 PROP(Teorema de Ehresmann) Seja f: X Y uma submer 

[[141 ,pág.348J são sobrejetora 
00 c com X, y variedades 

00 

c e X 

compacta, Y conexa; então, se y E Y, temos: 

-1 
(X, f, Y, f (y)) é um fibrado. 

1.5.4 PROP Se (E, p,B, F) é um fibrado 
00 

C , sendo E de 

Hausdorff, compacta, conexa, então existem variedades 
00 

C B 1 F com dim B= dim B, dim F= dim F 1 F conexa e 

uma submersão sobrejetora f:E ~ B tal que 

(E, f, B, F) é um fibrado 
00 

c . 

F ,F' (conexa) 

1 

" ' ' ' / 

' / 

' ' / 

' ' E 
' ' 

1 

' 
f ' ' 

' ' ' p 
' ' / 

_t.-' 
B B 
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Demonstração Pela PROP 1.2.3, existe (Ê,íJ) tal que 

p:ÍÍ B 

é uma projeção de recobrimento e P#n(B)= p#n(E). 

Pela PROP 1.2.8, existe f:E B contínua tal que 

p o f= p. Vamos mostrar que 

*' 

(i) f:E B é uma submersão sobrejetora, 

(ii) F~ f-l(f(e)} é conexa (para todo e E E), 

Ldifeo C
00 

(iii) í3 é 
00 

variedade c com dim B~ dim B, 

(i v) F é variedade 
00 c com dim F~ dim F. 

(i) B e conexa e localmente homeomorfa a B;logo,B é HEmsdorff 

pois B é Hausdorff e, como f(E) é compacto em 8, segue 

que f (E) e fechado em B. O homeomorfismo local P:B--+B pro 

i3 
00 

dimensão duz em urna estrutura c de mesma que B. Assim, 

íí e localmente· difeomorfa a B. Como -p o f~ p, podemos tomar 

uma vizinhança de f(e}, e E E, na qual é difeomorfj_smo 

00 --1 
C e f= p ., p numa certa vizinhança de e E E. Concluímos 

que f é submersão de E em B. Assim, f é aplicação aber-

ta. Segue, finalmente, que f(E} é aberto e fechado no conexo 

B, de onde, f é sobrejetora. Pela PROP 1.6.3, existe F va-
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riedade C
00 

tal que (E, f, B, F) é um fibrado. 

{ii) Consideremos a sequência F E do fibrado. 

in c f 

Podemos, então, considerar a sequência exata de homotopia do 

fibrado 

iÍÍc* f* 
-~n 1 (F) n 1 (E)--~ 

como TIO (E)=O, pois E é conexa, a sequência se torna: 

•.• --+ TI 1 (F) n
1

(E) 6 ific* f* 
n

1 
(íí)--"'-~n 0 (F)~o-->n 0 (B) +·o 

11 

o 

tora. Port.anto., 6::::0 e segue que n
0

CF)=O provando que F 

é conexa por caminhos, portanto, conexa. 

(iii) B é variedade 
ro 

C , dim B = dim B, com a estrutura induzida 

de B pelo homeomorfismo local P:B + B. Vamos mostrar que 

a topologia induzida pela estrutura Cro 
de e a topolo-

gia de B. A aplicação P:B + B induz um atlas em B, cujas 
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cartas, pela própria maneira como sao definidas, já se cons 

tituem em homeomorfismos relativamente à dada topologia de 

B. Ou seja, uma carta é escolhida(definida) por uma aplica-

ção dada por 

i> lu" ü + B onde i> lu é h orne o-
a 

" .. p (Ü ) mor f o a c B. Em outras palavras, o própi-io h orne o a 

morfismo local p:il + B fornece um atlas para il. A PROP 

1,1.7 demonstra, então, que a topologia de B coincide 

com a topologia 
00 c posta em B. 

(i v) A PROP 1.1.11 nos dá dim F=dim E-dim Ê=dim E-dim B=dim F. 

OBS.: A sequência exata de homotopia é aplicada a f enquanto 

elemento do fibrado (E 1 f,:B,F) i portanto, enquanto submersão. 

Assim, a topologia de B considerada é a topologia Cw. Co 

mo esta Última coincide com a topologia original de B,TI
1 

(B) 

é o mesmo nos dois casos. 

1.5.5 DEF Seja (B',p',X',Y) um fibrado. O fibrado induzido pela 

aplicação n:X --+ X' -e 

B={(x,b') :n(x)=p'(b')} tem a topologia induz:Lda de 

X x B'; n:B ---+B' dada por (x,b')l-1-~l b' é a apli-

cação fi brada induzida por n; p: B---+ X e dada por 
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p{x 1 b');:;::x; se V' c B' é um aberto e 

-1 
h':V'xY--+ p' (V') -e o homeomorfismo correspmdente 

então V= n -l (V') e 

h: VxY dada por 

(x,y) --> (x,h' (n (x) ,y)). 

1.5.6 PROP Seja y inc B' p' X' um fibrado. Suponhamos que 

(X,n) seja um recobrimento universal de X' e que 

por 1.2.7. 

Consideremos o fibrado induzido 

Y --o=c-~ n * (B') 
in c '--y---1 

B 

p X • 

Temos: Ti-l (b') =({x,b') :n (x) =p' (b ') }={(x,b'): n (x) =x'} = 

Afirmamos que 

B B' é um fibrado onde n é a 
in c n 

aplicação fibrada induzida. 



Demonstração Vamos considerar o fi brado F 
2 

-=::-'"X ---->X' 
inc n 

e o diagrama 

F' 
2 Fz 

1 l in c 

-
p' 

p '*(X) X 

Pil 1 n 

B' X' 
p' 

/homeo 

Ternos: p'*(X)={(b' 1 x):p'(b')=n(x)}~{(x,b'):n(x)=p'(b')}= 

= Tl * (B I ) e 

P'(b' 1 x)=x=pCxrb'l,pl_Cb',xl=b'= n(x,b'). 

Consideremos a aplicação h: n * (B') =B --~p'*(X) 

que dá o homeomorfismo indicado acima:(x,b')l-+ (b',x). 

?z 
in c 

r n*(B')=B n B' 

h 1 
I 

I I 

hfG 
I 

id 
2 I I 

Ir t 
Fz p' *(X) >B' 

in c p' 
1 



50 

Segue que 

-1 
p' (x)~{(b' ,x) :p' (b')~n(x) )~{ (b' ,x

1
l, (b' ,x

2
l) ~ 

-1 
( b' ) ' 

ido Ti(x,b')=b'=p
1
' (b',x)=p

1
'oh(x,b'), isto é, h in 

duz a identidade em B'. o homeomorfismo h 11 tr:ans 

feren 1 desse modo, a estrutura de fibrado de 

(p'*(X) ,pl) para (n*{B') ,;:j"). 

1. 5. 7 PROP Se ex, p) é um recobrimento de X, 

-1 
(X,p,X,p (x)) 

Demonstração Evidente , 

é um fibrado. 

então 

1.5.8 PROP Se (B,p 1 X,Y) é um fibrado, com Y finito,B Hausdorff 

conexo por caminhos, e localmente conexo por caminhos, 

então {B,p) é um espaço de recobrimento X. 

Demonstração Se x E X1 então existe V aberto em X tal que 

X E V e 
-1 

p (V)!'::::VxY. Como B e Hausdorff, Y tem 

a topologia discreta. Assim, se 
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que 

p-1 (v) é a reunião disjunta de abertos homeomor-

-fos a V, onde os homemorfismos sao dados 1 por 

pjh(Vx{y. )} : h(Vx{yi}}--~ 
l 

V. De fato: 

h :VxY --~p-l (V) é homeomorfismo tal que 

p o h (VxY) ~ p
1 

(VxY) ~ V (p = proj. na 1~ coord). 
l 

P-ortanto, 
-l m 

p (V)~.IJ 1 h(Vx{y. }) 
1. :=: l 

e 

pjh(Vx{y. }) :h(Vx{yi}) ____ ·, V e a aplicação 
l 

1-----> X 

que é, claramente 1 homeomorfismo. 

-1. 5. 9 PROP As componentes conexas da fibra Y sao homeomorfas 

Demonstração 

.. 
se o espaço total B do fibrado (B,p,X,Y) for co-

nexo. 

Sejam {V.: j E J} a família que cobre 
- J 

X e 

{<J!,; j E J} a fu.mÍlia correspondente de homeomor­
J 

fismos 



tais que Po ~j (x,y)=x ' 

Temos os homeomorfismos 

-1 p (V,) 
J 

(x,y)E V.xY. 
J 

~. : y ---+ 
J ,x 

-1 
p (x) ' 

Ponhamos 

quando 

y 1---- ~· (x,y). 
J 

-1 
~k o ,x 

X E Vk n V • então 
j' 

---> y 

gkj (x) E Aut (Y) 
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Coloquemos em J a topologia discreta. Seja T c XxYxJ o 

conjunto das ternas(x 1 y,j) tais que x E Vj; então, T é um esp~ 

ço topológico e é a reunião disjunta dos abertos 

definir em T uma relação de equivalência: 

V. xYxj. 
J 

(x,y 1 j) f\; (x',y',k)<===>x=x', gkj(x) .y = y'. 

[ gkj (x) ·Y = gkj (x) (y)] 

Vamos 
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Esta relação de equivalência(segue de gk.(X)og .. (x)= gk. (x) 
J Jl 1 ' 

X E V. n V. n Vk) particiona T 
l J 

em classes de equivalência ; 

definimos B como sendo Tjrv, isto é, (O V-xYxj)jrv . 
J J 

Seja q:T B a aplicação 

{x,y,j) 1--~r[ (x,y,j)] =classe de (x,y,j). 

Um conjunto Ü em B é aberto{por definição)se 1 e somente se, 

q- 1 (ü) é um aberto T; então, B tem a topologia quociente e q 

é contínua. 

Definimos p:íl X por 

p([ (x,y,j)] )= x . 

~ claro que p está bem definida. Se W é um aberto de X, en­

- -1 -1 --1 
tão (pq) (W)::: _q {p (W)) é a intersecção de T com o aberto 

WxYxJ, isto é, 

-1 --1 q (p (W))= T n(WxYxJ) . De fato: 

i)q (u) =u, E W => u E T fl {WxYxJ) • 
J 



Reciprocamente: u E T n(Wx.YxJ)} 
=> w E V, => 

u = (w,y,J) J 

-1 --1 
pq{u)= w E w ====> u E q (p (W)). Portanto, 

- -1 (pq) (W) é aberto em --1 T i logo, p (W) 

em B1 de onde p é contínua. 

Definamos, agora, as funções 

v.xY ----+ 
J 

(x, y) 

por 

' 

q(x,y,j) 
' ' 

Como q é contínua, ~. 
J 

também é contínuai além disso, 

p ~.(x,yl=Pq(x,y,j)=x. Assim,~. aplica 
J J 

--1 
p (V.) . 

J 
Se b~ [ (x,y,k))E 

--1 
p (V.) ' 

J 
então 

em 
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e aberto 

y E Y. 

e 

(x,y,k)~(x,gjk(x) .y,j). Portanto, b= ~j(x,gjk(x) .y) provando que 

q;j aplica V.XY 
J 

sobre 
-1 p (V.) • 

J 

Se (x,y,j)"-'(x' ,y' ,j) 1 então x = x' e 

mas g .. (x)= id e, portanto, y = y'. Segue que ~. e injeto-
JJ y J 

ra de sobre --1 p (V.) • 
J 



:ss 

Falta provar que 
--1 
~j é contínua. Provaremos 1 logo abaixo, 

que q é uma aplicação abertai seguirá, então, que 'f. 
J 

ta uma vez que 4>.== qocr 1 onde 
J 

--->T 1 dada 

• (x,y) 1-1-->- (x, y 1 j) 1 também é aberta. 

a 

V.xY ----------------+B 
J 

Para provar que q é aberta, definiremos h:Ê 

por 

h(q(x,y,j))~ ~.(x,y) 
J ' 

X E V. 
J 

é aber-

por 

Temos: 19) h está bem definida: de fato, q(x,y,j)=q(x' ,y',k) 

~ ~j (x,y). 

"· (v))~ 'I'J 1 X -

29) h é injetora: de fato 1 h(q(x,y,j)=h(q(x' 1 y',k))=> 
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{

po 

p o 

(p
1

:= projeç.ão na 1ê- coordenada) 

q,. (y)= y' => gk.(x).y= y' => g(x,y,j)=q(x',y',k). 
J ,x J 

39) h é sobrejetora: de fato 1 b E B ~>b=$. (x,y) pa­
J 

ra alguma terna (x,y,j) tal que x E vj, 
-1 

x=p(b) (~. :V.xY + p (V.)). 
J J J 

49) h é continua: de fato, seja !1\: o VkxYxk B 
k 

definida por l(x,y,j)=$j(x,y) X E v. ' y E Y· então 
J ' 

é contínua e ho q= (j> ; se W c B é um aberto de B, 

logo 

h-l(W) é aberto em B. Na realidade, 1' é um homeomorfismo lo-

cal pois 

V.xYxj 
J 

n. 
J 

•I v .xYxj 
J 

1f. (x,y,j)=(x,y) 
J 

+ ~ -1 
v.xY ---------~p (V.) 

J ~. J 
J 



e sao homeomorfismos. 

59) h é homeomorfismo: de fato, basta observar que 

A igualdade 

localmente. 

VjxYxj 

q 

-1 
q(V.xYxj)----------+p (V.)C B 

J h J 

h-1 • 
q= o ' mostra que q é aberta. 
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Observamos que p "h= idx o :P, de onde h é uina aplicação 

fibrada; também temos 
--1 
p (x) pois 

--1 -1 -1 
p · (x)= h (p (x)) por fim, h induz a identidade em x. 

Seja a família das componentes conexas de Y. 

Definimos uma relação ~ 

por 

existe 

V.XY xi 
" a 

X E V. n V. 
" J 

tal que 

V.XY ,xj 
J a 

Y' 
a 

<=> 

. Equivalente-
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mente , temos v. xY xi 
1 a VJ.xY xj <====>existem .xE v. n V. 

Seja 

V.xY xi 
1 a 

V. xY xi 
l (1 

relação 

d 1 J 

a' 
tais que y E y 

a a e E y 

g .. (x).y ~y 
Jl a a.' 

a menor relação de equivalência que contém ~, isto é, 

V .xY xj <=> existe um inteiro positivo (i,j) tal que 
J a 

V11 xY xt1 "l "l 
<t •••• rt.vn XY x 

"(i,j) 11 (i,j) 
t( . . ) '\, V.X Y X j. 

l,J J a' 

~ particiona {VkxY
0

x k: k E J, a E A} em classes 

A 

de 

equivalência c
6

. Cada c
6 

é constituída de elementos 

v. 
lB 

X Y. 
lB 

-

abertos em T. Notemos que, se existem 

Ya' nao homeomorfos, entao existem mais de uma classe c
13

. 

Além disso, se 

então 

Segue que 

v. 
lB 

l 

V. X 
lB 

2 

y 
a 
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= íi 

decompõe B numa reunião disjunta de abertos. Concluímos que 

se B é conexo, então o espaço B, homeomorfo a B, é conexo, 

e nao podem existir Y e Y ' a a 
não homeomorfos. 
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1. 6 - ScquêncLa Ex a ta de. 1-f omotop.éa de F .[bJLado.ó. Sequên c....La Exa.ta de Si!.hJte. 

Em [15], por exemplo, encontramos uma demonstração para a 

seguinte proposição: 

'1.6.1 PROP Se (E,p,B,F) é um fibrado e E,B sao conexos por 

caminhos; então a sequência seguinte e exata: 

i* p* a i* 
••• + "n (F)- +rr (E) +rr (B) n 

"n-l (F) n n 

Vejamos algum.as aplicações que nos serão úteis; 

1.6.2 PROP se B é uma variedade 
00 

C , Hausdorff 1 de base enu-

merável e conexa, com TI
1

(B)= O, então B é orientá 

vel. 

Demonstração B é orientãvel se T' tem duas componentes con-

forme DEF 1. 3 .lO} • Suponhamos que T' n_ao tem 

duas componentes; então, T'---
11
--+ B é um recobri 

menta a duas folhas de B. obtemos a sequência exa 

ta de homotopia 
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Mas 11·
0 

(r')= O; como 1r
1 

(B)=O, segue que rr
0 

(fibra)=O!!,"' 

absurdo, pois a fibra é desconexa, uma vez que T' 

é de Hausdorff. 

1. 6. 3 PROP "l ( JRP(2n)) ~ :z
2 

, n > 1. 

Demonstração Aplicru1do a PROP 1.6.1 ao fibrado 

p 
JRP ( 2n} ,_ onde 

(s 2
n ,p) é o recobrimento universal de IRP (2n), obte 

mos: 

n ( s ) + ... 

11 

• o,+ o 202 o--)- ... 

Segue que d
1 

e isomorfismo e a PROP está prov~ 

da. 

1. 6. 4 PROP 1f
1

(<CP(2n)) o ' n > 1. 

De~onstr<1çã~ Aplicando a PROP L 6.1 ao fibrado de Hopf 



,. 
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s 1 s 2 (2n)+1 -----+~P(2n) , obtemos: 

4n+1 
.•.. +n

1
(s ) ---+ n 1 (~P(2n)) 

1 no(S )~ •.•• 

11 11 

• • o o -+ o o -+,o o . 

Fica provado que ~ 1 (~P{2n)) =O. 

Vamos precisar no capítulo 3 da sequência exata de Serre 

de cohomologia de fibrados. Utilizaremos o seguinte resultado: 

PROP 1.6.5 Se (E, p, D, M) é 1..Dl1 fibrado, cem n siJ1"('leSJTente conexo e se 

Hi(B)= O, O< i < p-1 

O< j < q-1 
' com coeficientes em zz

2 

então a sequência 

é exata.[l9, pág. 78] ' \ 
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1.7- O Teohema do Phoduto de Bhown 

Em [16], R. F. Brown demonstra o seguinte teorema: 

"Seja (E,p,B,F) um fibrado onde E,B e F são variedades topol2_ 

gicas compactas triangularizáveis(com ou se~ bordo). Então, 

" X(E) ~ X(B) .x(F). 

Denominaremos esse teorema de PROP 1. 7.1 para referência 

nos capítulos 2 e 3. Esse resultado é uma aplicação do 11 Teoremu 

do Produto" i R. F. Brown dá uma demonstração desse último em 

I 16] usando apenas resultados elementares de Topologia algébri-

ca. 
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l. 8.1 DEF Um subespaço X c y é dito um retrato de vizinh~n-

ça(em Y) se existem um aberto u c y tal que 

XC u c y e uma função r:U X, chamada de rc-

tração, tal que r o i=: id 
X ' onde i é a inclu~~iío 

X u e id 
X 

é a identidade em X. 

X 
i u 

r 

X 

1.8.2 DEF Um espaço X é dito um retrato de vizinhill1ÇU eucli-

deana(abreviadamente, um ENR) se X é homeomorfo a 

um retrato de vizinhança(em JIP) y c B
11

, para algum 

n. 

1.8.3 PROP Se ]Kj é um poliedro finito, então ]Kj e um espaço 

ENR. [ [lO) , pág. 4 O) 

1.8.4 PROP Se Y é um espaço topológico compacto ENR, então 

H. (Y) é finitamente gerado para todo i e H. (Y)= O 
l l 

para i suficientemente grande.[ [13] 1 pág. 103] 
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1. 8. 5 DEF Se X é um espaço topológico coQpacto ENR 
. ' então 

Hi (XjQ) é um espaço vetorial de diQensão finita so-

bre Q e se f. :H. (X;Q) 
' ' 

--+Hi (X;Q) é o homomor-

fismo induzido pela aplicação contínua 

f: X X , então 

onde tr(f.) - traço de fi 1 
é número de I.efschetz e o o 

' 
de f. 

Sejam M 
i p 

+ E + B um fi brado e f: E ~ E 

uma aplicação fibrada que induz a identidade na base B, com B 

um complexo CW. 

M --------------+ M 

il 
f 

li 
E E 

p l 
p 

y 

B B 

idB 

Seja g= fiM . Se M for urna variedade 
00 

C compacta, então, po~ 
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do A == número de Lefschetz de g 1 L= subcomplexo de B temos: 
g 

1. 8.6 TEOR (a) Existe um homomorfismo transfer 

-1 'f' H* (E,p (L)) ___ ,, li* (B ,L) 

tal que 

quaisquer que sejam os coeficientes da homologia e 

cohornologi a. 

(b) Existe um homomor:fismo transfer 

tal que 

[[3],§2] 

OBS: Na realidade 1 o teorema vale para M suposta variedade to 

polÓgica compacta com ou sem bordo.[ [3] f § 2J 
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1. 8. 7 COROL Nas mesmas condiçÕes do fibrudo 

E -Lp __ , B 
' 

tomando f:E ---+ E como sendo a identidade de 

E em E, temos : 

(a) Existe um homomorfismo transfer 

-1 
Tf: H*(E,p (L) )--+H*(B,L) 

tal que 

Tfo p* = X(M) .idH*(B,L) 

quaisquer que sejam os coeficientes da homologia c 

cohornologia. 

(b) E.x.iste um homomorfismo transfer 

tal que 

P * o T f 

-1 
H*(E,p (L)) 
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Demonstração g ~ id ====> trf.~ tr(id) ~ b. (M) 
14 l M l 

1.8.8 LEMA Seja (E,p,B 1 M) um fibrado com N sendo uma varieda 

ro 
de C de dimensão n compacta, conexa, orientada1 

sem bordo. Suponhamos que TI 1 (B) opera. trivialmente 

n( ) - . A n( ) sobre H M;~ . Entao, exlste um E H E;~ tal 

que 

onde l-1 é um gerador de Hn (M; Ll) ~ 2Z e 

i*: Hn(E;Z::) e o homomorfismo indu 

zido por i: M --~~ E. [ [ 3] 1 § 2.] 
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1.9- Quad~4do• de Steen~od 

Para cada par de inteiros i, n e para todo espaço topol.§. 

gico X, temos uma transfonnação natural de- funtore.s 

i n 
Sq : H (X; :?Z 2 

+' Hn 1 (X; !?Z2 ) 

definida pelos seguintes axiomas 

n 
---->>- H (X; :r.

2
) é a identidade; 

(29) se 
i 

então Sq (x) = x-x i(*) 

(39) se i> n e x E Hn(X;ZZ
2

}, então 
i 

Sq (x)~ O 

{59) as relações de Adem sao satisfeitas: 

se O < a < 2b, a, b inteiros 1 então 

[ a/2] 
··~o 
J~ 

b-1-j 

a-2j 

o coeficiente binomial é tomado rnod 2; 

onde 

(69) Sq 1 é o homomorfismo de Bockstein S da sequência de coe-

fi cientes 

(*) .._. produto cup 
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o--~ o .. 

1.9.1 PROP Se n o:ft 2r, então Sqn é decomponível; em paE_ 

[ver ,p.ex. ,[ 17]] ticular: 

4q+2 2 4q 4q+1 1 Sq ~ Sq Sq + Sq Sq 



CapZtuia 2 

FibJtação de lRP (n) 

vamos mostrar que existem submersões essenciais de IRP (2n+l) 

'sobre !CP (n) • 

consideremos, novarnente 1 o diagrama 

::T'"' 
a l!:n+l_ {O} 

"2 

l 
JRP (2n+l) n(n) 

onde o é o difeomorfismo c 
00 

dado por 

Pelo Lema 1.1.14 1 as projeções canônicas e -sao 

submersões sobrejetoras e está definida numa aplicação 

"' FP(2n+l) ~--+ !CP (n) pela fórmula 

Então 1 pela PROP 1.1.10, n2 o a é uma submersão sobre 
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CP(n), de ondG ~ é submersão sobre ~P(n) pelas PROPS 1.1.9 

e 1.1.10. Temos, assim, o teorema: 

[2.1 TEOR Existe submersao essencial definida em JRP (2n+l), 

Acabamos de ver que IRP (2n+l) admite uma submersão essencial 

sobre CP(n). Uma submersão 

p. :RP(2n+l)--~ <tP(n) ' n > l 

fornece uma estrutura de fi brado essencial ( 1) 

I IRP (2n+l) , p, <tP (n) ,M) 

pelo COROL 1.6.5. Perguntamos 1 agora, se existe 

p: IRP(2n)--~ B, 

submersão sobrejetora sobre alguma variedade 
00 c n. 

(1) (E)p,B,M) ê fibração essencial se M =F {ponto} e B =f. {ponto}. Obsl'rvc­

mos que, pela PROP 1.1.11. dim M=l,. no nosso caso. 
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A resposta é dada pelo seguinte teorema: 

2. 2 TEOR Se P:JRP(2n) B 

é uma submersão sobrejetora sobre a variedade 
~ 

c e 

Hausdor.ff, B, então 1 indicando por M ',a·fibra, temos que: 

B~ {ponto} ou M~ {ponto}. 

Demonstraça~ Suponhamos ter o fibrado 

M 

IRP ( 2n) 

B 

com dim B > o. 

A homologia de JRP(2n) é dada por (PROP 1.3.1) 

f?l, 
H*( mP(2n))~l

0 QU ;;z2 1 * 'f Q. 

Obtemos, daí, que: 
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X(IRP(2n)) = l. 

--Isso implica que 

X (M) = ± l 

porque, por PROP 1. 7 .1, 

x(Du>(2nll = x(Ml .x(Bl. 

Pelo COROL 1.8.7, pondo L=~, corno 

JRP(2n) 

é um fibrado, onde B é um complexo CW por 1.1.18 , e 

X(M)= ±1, existem homornorfismos 

-
T ' T tais que 

To p* = ±id(H*(B;?Z )) 

onde -T: H*( JRP(2n) ;!?l )---+ H*(B;!?l) e 
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Podemos supor que B é nao orientável. De fato, se fosse 

orientãvel 1 1.4.4 nos daria 

e, como 

---• Hdim B( JRP(2n) ;Zl) 

é monomorfismo, 1.4.7 implicaria o absurdo de que dim B=D!!. 

Pelo raciocínio a seguir, M é conexa. 

De fato, se M1 ,M2 , ... ,Mr sao as componentes conexas de M, 

então 1.5.9 nos dá 

de onde ±1= r.x(M
1

) e 1 portanto, r=l, isto e, 

Suponhamos, então, B nao orientável. Tomemos a sequência 

exata de homotopia do fibrado 

M "i,_-~ mP (2n) 
p 

B . 

Temos: 
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~1 (M)--~ ~
1 

( JRP(2n) )---+ ~ 1 (B)--> ~ 0 (M) 

Lembrando que rr 
1 

( IRP ( 2n) ~ ~ 2 e 1T 
0 

(M) =O, pois M é conexa ,-

obtemos a sequência exata 

Zl2--~ "1 (B) o, 

de onde se conclui que 

ou 

Por 1.6.2, se rr
1

(B)= O, seguiria que B e orientável. Assim , 

só podemos ter 

A PROP 1.2.5 nos diz que existe um recobrimento universal 

para B. Seja (B, n) tal recobrimento e consideremos o fibrado in 

duzido de M ~mP(2n) ---+ B, indicado por 

Temos o diagrama: 

M -:c::-=-+ 1r* ( JRP (2n)) 
in c -p 

jj 
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M M 

in c l 
-

linc 

TI*( FP(2n)) 
TI IRP (2n) 

~ 

1 lp 
p 

B B 
7f 

A PROP 1.5.6 nos diz que 

TI*( IRP(2n)) ---+JRP (2n) -
TI 

é um fibrado. Como {8
211 

,q) é um recobrimento de IRP (2n) (recobri-

menta universal), q= aplicação quociente, por 1.5.7 

--'q'---+ RP ( 2n) 

é um fibrado. 

A PROP 1.6 .1, aplicada ao recobriraento 

---+ TI* (RP (2n)) 7f 
-----"-+ FP ( 2 n) 

onde F
2

= .fibra, nos dá que n
1 

(1r*(JRP (2n))=O. Segue que 
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-
TI* ( IRP ( 2 ny _ ___::_TI _ _, EP(2n) é um recObrimento universal 

de .lRP(2n); logo, 

H. (TI*( lRP(2n)) ~H. (s
2
n) para todo , , i E ?l 

Como x (M) ~ ± l, l. 7.1 e l. 8. 7 implicam em 

dim íl~ O ou dim Ê= 2n. 

Como dim B = dim B, se dim Ê= 2n, então dim B= 2n e p 

é localmente um difeomorfismo: logo, por 1.1.11, M seria um con-

junto discreto de pontos e, pela conexidade de M, M= {ponto}. 

Combinando os teoremas 2.1 e 2.2 temos o seguinte teorema: 

2.3 TEOR IRP(n) se fibra essencialmente se, e somente se , n 

OBS.: 

é ímpar. 

EP(l) é difeomorfo a s1 que se fibra sobre ::JRP (1) com 

fibra constituída por dois pontos; portanto, IDP(l) se 

fibra, sobre mP(l), essencialmente. O 

mP(l) ~ s 1 é dado em [1 ], PROP 2.6.1. 

difeorn.orfismo 
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Consideremos, novamente, o diagrama 

<tP (2n+l) IHP (n) 

00 

onde T é o difeomorfismo c dado por 

Pelos Lemas 1.1.14 e 1.1.15, n 2 e n
3 

sao submersões 

sobrejetoras e est.á definida uma aplicação l!l:ltP(2n+l)---+lliP{n) 

tal que y" n 2 = n 3 o T • 

Aplicando as PROPS 1.1.9 e 1.1.10, obtemos o teorema: 

3.1 TEOR Existe submersão essencial definida em C:::P (2n+l) 

n > 1. 
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Podemos perguntar se o mesmo teorema vale no caso de 

ii:P ( 2n) • 

_Se existiss~ uma submersão sobrejetora de (:p(2n) sobre al-

m 
guma variedade C B, Hausdorff, 

p: <1P(2n) -> B 

pela PROP 1.5.3 terírunos que {(:P(2n) 1 p,B,M) onde -l 
M ~ p (b) , P_iô 

ra todo b E B, seria um fibrado. Vamos mostrar que p é tri-

vial. Precisamente, temos o seguinte teorema: 

3.2 TEOR Se M 
i 

-""---HtP (2n)----+ B é um fibrado, então 
p 

M = {ponto} ou B {ponto}. 

Demonstração Suponhamos que 

B 

seja um fibrado. Mostraremos, primeiro, que dim M > O. 
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Se dim H= O, então i M -~--+CP (2n) B é um reco-

brimento de B 1 pois todo fibrado com fibra discreta é um reco-

brirnento. Mas pela sequência exata de homotopia 

do fibrado s 211+1---+ <I:P (2n) (Hopf) • Seque que 

i M --"---+ <I:P ( 2n) __,P,___. B e o recobrimento universal de B. 

Suponhamos que M * {ponto}. Então, #M * l. Mas, 

PROP 1.2.7, #M ~ #(rr1 (B)). Portanto, rr 1 (B) *{e). 

De novo, pela PROP 1.2.7, temos que ~ 1 (B) atua livremente 

em ~P(2n), ou seja, existe g E n
1

(B), com g * e, 

g: I!:P (2n) [P(2n), homeomorfismo 1 sem ponto fixo. 

Por outro lado, 

H
2 

(CP (2n)) ~ ~, com gerador [o:] , 

H 4 (~P(2n)) ~ Zl, com gerador [ a U a] , 

H~Q;P (2n)) 2n 
~ Zl, com gerador [a ] e 

g*:H*(<I:P(2n) ;Q) ---+ H*(<I:P(2n) ;Q} 
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é o homomorfismo, induzido por g, sobre o anel de cohomologia 

de !CP (2n) a coeficientes racionais . Segue que 

i i 
g*(a) ~ (g*(a)) , 

g* 
o 

g* 
4 

H'(~P(2n);Q) 

H
4 

(<tP (2n) ;Q) 

H' (~P(2n) ;Q), 

2. 
---+ H (~P (2n) ;Q), 

4 
---+ H (<tP (2n) ;Q), 

4n 4n 
g4n :H (<tP(2n);Q)---+H (ICP(2n);Q), 

é a decomposj_ção de g* nos níveis O, 2, 4, ... ,4n de 

-H*(~P(2n) ;Q). 

se r E ~. é tal que gz(a)= r.u, temos tr g2 =r onde 

tr g2 e o traço da matriz da aplicação linear g5 (g* e um oper~ 

dor do espaço vetorial H*(d:P(2n) ;Q) (sobre Q) nele mesmo) e,po!: 

i = r . 



4n 
L(g)~ i~O 

i 
(-1) tr 

2 
g"!'== 1 + r + r + 

l 

Pelo Teorema de Lefschetz, g: lCP{2n) ---~ 

2n 
... +r =F O. 

<tP(2n) tem 

fixo!!. Contradição pois g não tinha ponto fixo. 
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ponto 

Concluímos que se M -------+ !CP (2n) B e um fibrado 

com M *{ponto}, então dim M >O. 

A PROP 1.5.4 nos mostra que podemos supor M conexa. Como 

tP{2n) e B são orientadas(l), M é orientada; logo, M é com-

pacta, sem bordo, conexa e orientada. 

Se dim M ==ímpar, então X(M)=0([7], COR 5.37) • Isso leva 

a uma contradição pois x(ttP(2n)) = 2n + 1 = x{M) .x(B). Assim , 

dim M =par= 2m. Como dim ttP(2n)= 4n, temos: 

4n = 2m + dim B ====> àim B = par = 2s. 

Se m= 2t + 1 1 então dim M = 2m 4t + 2, de onde x(M) par 

(l) Pois Til ({[;P(2n)) =Til (E) = O por sequ'c?ncia exata de homotopia; nao ê difÍ-

cil, então. mostrar que M é orientâvel no sentido do 11jacobiano''. são 

equivalentes essa noção e aquela exposta em 1.3. 



([7], COR 5. 36) ' ' . .. ' contradição, pois 

X(M) -XIB) = 2n + l. 

Concluimos que dim M = 2m= 2.2t = 4t. 

Vamos indicar por k a dimensão de M. 

dor de H
2 

( <I:P ( 2n) ; :z
2

) . Se i.*(aj)= o ' então, 

pela PROP L 4. 8 temos, para ~ = gerador de 

te A E Hk (<I:P (2n);ZI
2

) tal que 
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Seja a um gera-

pelo Lema L S. 8 e 

Hk (M, Zl2) ' que exis-

= i*(A)= i*(m.ak/2 )= . * ( j ) m.l a • 

. k . --J 
i*(a2 ) =o I I 

contradição pois ).1 = Ag]l * O. Provamos que 

é injetora para * < k. 

Observamos que n
1 

{B) = O peLi sequência exata de homotopia 

i 
do fibrado M -"---+ CP(2n) 

n
1 

(B)= O, de onde n
1

(B)= o. 

--"'-~ B • Como n(B)~o 
l 

Pondo p~ 2, q= 1 na sequência exata de Serre 

temos 
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I ver 1.6.51 

obtemos: 

H 2 (~P(2n)) i* 

11 11 

o ~2 

Como i* é monornorfismo, p*(H
2

(B))= O e, portanto, H
2

(B)= O , 

pois p* é mono pelo COROL 1. 8. 7, e 1r
1 

(M) = O. 

Podemos, então, colocar p=3, q=l na sequência exata de 

Serre e obter: 

2 i* 2 ~ 3 p* 3 i* 
H (CP(2n)) >H (M)---r H (B) - >H (~P(2n) )--"'-~ 

11 

Zl2 o 

de onde p* (H
3 

(B)) ~ O, provando também que H
3 

(B) = O e 

~ 2. 

Pondo, agora 1 p=4, q=l vem: 
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• • • + 

11 

o lZ2 

e 

Prosseguindo, indutivamente, obtemos: 

i - ímpar 

i = par < k 

e para p+q-1 até onde i* deixar de ser mono-

morfismo, isto é 1 até p+q-1 < k 

Ponhamos 1 então, p = k, q = l. Temos 

k-1 ... ~H . (M)-~ Hk (B) p* + Hk (M),cle cncle 

11 11 11 11 

pela indução anterior 

----+ Hk(M) ê isomorfismo. 



Então 1 fazendo p= k+l, g = 1, vem: 

k+l 
H ( M),de a1à:! 

11 11 11 

i!\2 ?Z2 o 

Hk+l(B)= O, pois 

Assim, ainda podemos por p= k+2, g = 1 e obter: 

k+l 
••. --+H (H) ~ Hk+2 (B) p* k+2 i* ""k+2 

H (~P (2n)) ---+H (M), 

11 ( 1) 

o o 

* - . f. ( k+2 ( ) o de onde p e lsomor lsmo H M = pois k+2 > dim (N)) . 

Concluímos que e denotamos por o gera-

dor de Hk+Z (B) • 

Sabemos 1 ago~a 1 que 

(1) Aqui supomos k+2 < 4n 
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H* (M; 2'Z 2 ) ~ 2'Z 2 (±) 2'Z 2 (±) o o o o(±) 2Z2 

l 
I 

l l 
nível nível nível 

o 2 k 

Lembrando que rank 1/== rank H i i temos: 

k 
X (M) = 2 + l. 

Mas, ~ E 
k+2 

H (B;2Z
2 

) i então, gera um somando em .... 

H2k+4 (B; .?l
2

); 133 gera um somando em H3 (k+ 2 ) (13; z;>;
2 

) ; --.; Br gera 

um somando em Hr(k+2 ) (B;Z?.
2

), onde r. (k+2)=4n-k= dim B. 

Concluímos que 

u 

2k+4 'F' H4n-k (B) (±) H (B) (±) o o o w 

11 --+(4n-k)=dim n 



89 

j (k+2) 

Como p* é monomorfismo 1 p*(Bj)= a 2 ~O , para 

1 < j ~ r , implica Sj ~ O. Desse modo, temos, pelo menos ' 

somandos 2Z 
2 

em H*(B;2Z
2

) nos níveis O, k+2,2(k+2), ••. ,r.(k+2). 

•Portanto, x(B) > r+l. Por outro lado, dim D=4n-k=r(k+2). 

2n+l 

ló+l 
2 

mos 

Como 

Como 

k 
x(MJ~ 2 + l, se x(B) > r+l, ent~o 

' ' .. ' uma impossibilidade; logo, 

H* (B) ~ zz2 <±l 1l2 <±l Zl2 <±l 

l l l 
nível nível nivel 

o k + 2 2 (k+2) 

, temos 

<±l 

e obte 

Zó2 

l 
nivel 

r. (k+2)-m D 

k+2 
2q é 

decomponível pela PROP 1.9.1 e vale (k=4t) r usando relações de 

Adem, 

Mas 
4t . 8t+2 

Sq (S)EH (B;:Z
2 
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assim, ambos sao zero e temos 
2 !3 = O. Isso implica que 

dim B = k+2~!, absurdo, pois 4 divide a dimensão de B. 

Concluímos que dim B = O e o teorema está demonstrado. 

CoJTlbinando os teoremas 3.1 e 3. 2 temos o seguint~_. __ teqrema:: 

3.3 TEOR ~P(n) se fibra essencialmente se, e somente se n é 

ímpar. 

OBS.: !CP (1) é difeornorfo a s 2 que se fibra sobre mP (2) com 

fibra constituída por dois pontos; portanto ltP(l) se fi-

bra essencialmente sobre JRP ( 2} . 

0 difeomorfismo ~P(l) ""'s2 é dado em [ 1 j 1 PROP 2.6.1. 
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