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INTRODUG RO

Na resolugao de problemas de programagao nao-linear, a
dimensd8o do problema ou sua estrutura pode, em certos casos, se cons
tituir em um obstaculo dificil de ser transposto. Muitos algoritmos
foram desenvolvidos para programagao nao-linear e, na sua maioria,
procuram usar a informagao das derivadas segundas (matrizes hes-
sianas) , e devido a isso, as suas aplicabilidades sao, em geral, 1li-
mitadas a problemas de médio porte. Devido a problema de memdoria ou
dificuldade de se codificar os hessianos, a neecessidade de se desen-
volver algoritmos que nao usam matrizes se evidenciou. Certos pro -
blemas gég apresentam estruturas particulares que possam ser aprovei
tadas para facilitarem as suas resolugoes, ou,se apresentam, estas
sao dificeis ou até impossiveis de serem aproveitadas.

Algoritmos que usam basicamente a informagao de deriva-
das primeiras(gradientes), sao, em geral, mais faceis de serem imple
mentados e reduzem consideravelmente a necessidade de memoria.

Os algoritmos que usam Penalizagao e Lagrangeano Aumen-
tado se enquadram dentro das necessidades expostas.

Em problemas de grande porte, o lagrangeano aumentado,é
particularmente bom, e pode se empregado com €xito em problemas gque
nao necessitam de uma precisao elevada.

Nosso trabalho se propoe a fornecer uma base sobre a
teoria da fungao Penalidade e Lagrangeano Aumentado, e também, poder

fornecer a interessados, programas com os metodos e suas aplicacgoes.



Uma comparacao entre os métodos Penalidade e Lagrangea-
no Aumentado & fornecida, e diversos aspectos sobre a aplicagao dos
algoritmos sao evidencdiados. Um nimero satisfatdOrio de problemas
testes mostra o desempenho dos algoritmos. Uma aplicagao a um pro -
blema de grande porte e feita utilizando o lagrangeano aumentado.

Nao nos detivemos nos diversos tipos de fungdes Penali-

dade ou fungoes aumentadas; tratamos das formas que achamos mais im-

portantes.



CAPTTULO I

METODOS DE PENAL IDADE

1.1 - INTRODUGAO - Neste capitulo veremos como tratar o

problema (P) dado a seguir,

Minimizar f(x) f: Rn + R (P)

s/a X €S San

utilizando uma classe de metodos conhecidos como METODOS DE PENALI

DADE.

No problema (P), o conjunto S &, geralmente, um conjun
to de restrigoes funcionais,podendo incluir restrigoes de igualda
des e/ou desigualdades. Algumas consideragoes devem ser feitas
sobre o problema (P); em principio a fungao f deve ser continua .
Veremos mais adiante que para a implementagéo do método por compu-
tador necessitaremos que f e as restrigoes funcionais de S sejam
de classe Cl.

A idéia geral dos métodos & modificar o problema (P) pa
ra uma classe de problemas sem restrigoes, e resolver uma sequénci
a de problemas sem restricoes, o que &, em geral, mais facil de

ser programado para o computador.

1.2 - DEFINIGCAO - Definimos FUNGAO PENALIDADE OU FUNGAO

DE PENALIZAGAO associada ao problema (P), como qualquer fungao da
(n

seguinte forma

(1) Alguns autores adotam o termo penalidade ou fungao de penali~
dade so para a fungao P(x), vejaAvriel [ 2 ]



g(u,x) = £(x) +uP(x)

(2)

onde py € uma constante positiva que chamamos parametro de penali-
zagao, e P(x) & uma fungao que satisfaz os seguintes axiomas:

(1) P & continua em R"

(11) P(x) 2 0 para todo x ¢ R"

(iii) P(x) = 0 se e sO se x € S

Sendo assim, ha uma infinidade de fungoes do tipo P(x).
Por exemplo, se o conjunto S fosse definido por um con -

junto de restrigoes de igualdade,

s =1{x |hj(x) =0 , i=1,2,...2} , h,(x): R" + R

poderiamos ter para uma fungao P(x) o seguinte:

2

P(x) = E hi(x)z (1.2.1)

i=1

Se, por outro lado, S fosse definido por um conjunto de

restricoes de desigqualdade,
s=1{x [g;(x) S0 , i=1,2,...8} , g;(x): K" + R

poderiamos ter para uma fungao P(x) o que se segue:
m

Px) = E {max [o,gi(x)]}2 (1.2.2)

i=1

(2) Ao tratarmos com uma generalizagao de q(u,x), veremos que u se-
ra um vetor



Nota-se que em qualquer dos casos, os axiomas para P(x)
sao satisfeitos.
Obviamente, se S contiver os dois tipos de restrigoes ,

P(x) contera parcelas do tipo (1.2.1) e parcelas do tipo (1.2.2)

1.3 - O METODO DE PENALIDADE - Antes de introduzirmos o

método, consideremos dois exemplos a seguir:
Exemplo 1 - Cons$ideremos o caso unidimensional em que
s ={x Igl(x) =x=-b 0, g,(x) = a - x £ 0} , entao a parcela

uP(x) da fungao g(u,x) apresenta o seguinte aspecto:

b Pox)

‘:‘9‘9"
\

\Y

Com o aumento de i, o minimo de uma fungéo Q(u,x) se si-
tuara em uma regiao onde P & pequeno. Sendo assim, o problema sem

restricao a seguir:

Minimizar q(u,x) = f(x) + uP(x) (1.3.1)

tem 0 minimo"préximo" de um minimo do problema (P), desde que u se-



ja grande.

Exemplo 2 - Aqui mostramos um exemplo numérico, bem simples,

para que se tenha nogao do que ocorre quando U cresce.

Minimizar x/2

s/a g,(x) =x -3 €0, gy(x) =1-x S0

Assim,
2 2
q(u,x) = 2x + u{max[0,x-3]}" + u{max[o,1-x]}

O grafico para g(u,x) para diversos valores de y se apresenta como

segue:

Nota-se que quando yu cresce, o minimo de q(u,x) tende ao
minimo da fungao f sujeita as restricoes. Os diferentes valores de

u geram diferentes minimos para g, neste exemplo o minimo de g & da



do por x =1 - %ﬁ . B imediato que lim x = x* = 1, como era de se

p+e
esperar.

Como vemos, minimizar q para y grande nos conduz a um pon
to x proximo ao ponto 6timo do problema (P). Porém, querer se apro
ximar do ideal, minimizando g com um valor muito grande de u, con -
duz em geral a erros devido a problemas numéricos e devido a pré -

pria expressao da funcao q.

O recomendavel &, portanto, fazer uma SEQUENCIA DE MINI-

MIZAQGES'para crescentes valores de u. Fazendo-se assim, a possibi-
lidade de se cometer erros & menor, pois cada nova minimizacao tem
como ponto inicial o ponto que foi obtido na minimizacao anterior .
A precisao & conseguida, portanto, com o prego da sequéncia de mini

mizagoes.

Seja {uk} , k=1,2,..., uma sequéncia tendendo a infinito
com M, > 0 e My b1 > W, para todo k, o método de penalidade pode ser
resumindo como se segue:

l) selecione um u= My >0 , k=0

2) minimize ¢q (uk,x) = f(x) + ukP(x)
ohtendo x), como ponto otimo

3) teste a convergencia, se convergir pare.

4) selecione um novo u= maior gque o My anterior

e+l
5) k « k+1 tome X, COmo novo ponto inicial
e va para 2

O nimero de minimizag¢dOes necessarias, depende da sequén-

cia {m}, do critério de convergéncia e, & ldogico, do problema em



si. No caplitulo III trataremos com mais detalhes deste algoritmo.
A seguir veremos um lema para chegarmos ao Teorema de

Convergencia do metodo.

1.4 LEMA 1 - Valem as desigualdade abaixo, para My k=1,2...

como definido acima
a) aliyx) S aln gy %)

>
b) P(xk) = P(xk+l)

) £(x) = £(xy )
PROVA:
a) Aliyyy X)) = B )+ POgy)
2 f(xk+l) + ukP(xk+l) 2 f(xk) + ukP(xk) = q(uk,xk)

<
b) Como f(xk)+ ukP(xk)— f(xk+l)+“kp(xk+l) e

£f(x P(x s f(xk) + uk+1P(xk) temos,

k+1) F Hea1P ()

somando as duas expressoes acima:

<
MP () + g PRig) = PR g) + My POX)
ou
<
Mear (POGg) = POl = g [P0, ) P (xg) ]
sendo necessario que P(xk+l) - P(xk) seja menor ou igual a zero '

para nao contradizer a hipotese u > 4. Assim, fica demonstrado
k+1 k

o Item (b).



ou

Logo

PROVA:

c) Decorrente de (a),temos:

2
f(xk+l)+ ukP(xk+l) = £(x ) + 1w P(x)
> >
£(xyp )= £05) = [P(x) - P(x )] 20
2
1.5 LEMA 2 - Se x* & solugao do probelam (P), entao

f(x*) 2 qluy %) 2 f(x,) para todo k.
£(x*) = £(x*) + uP(x*) 2 £(x,) + WP(x,) 2 £(x,) -

1.6 - TEOREMA DE CONVERGENCIA - Seja {x,} uma sequéncia

gerada pelo método de penalidade, como descrito em 1.3, entao, qual

quer ponto limite da sequéncia @ uma solugao para o problema (P).

DEMONSTRACRO: Tomemos uma subsequéncia convergente {xk} da

sequéncia acima ,com k € K ,tendo como limite X . Pela continuidade

de £,

temos:

lim f(x = f(x)

X
(l1.6.1)

k € K

Seja f* o valor 6timo associado ao problema (P). Entao,

de acordo com os lemas 1 e 2, a sequéncia de valores q(uk,xk) é
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nao-decrescente e limitada superiormente por f£*, Entao

lim q(e, , %) = q* S g

(1.6.2)
k € K
Subtraindo (1.6.1l) de (l1.6.2), temos
lim wP(x,) = g* S f(x) (1.6.3)
Como P(xk) 2 0 e My tende a infinito, implica que
lim P(xk) =0
J& que P & continua, P(X) = 0, sendo assim x & factivel.

Pelo Lema 2, f(xk) S f*, assim

<

lim f£(x,) = £(x) - f*

k)
k ¢ K

Como x é factivel e f(x) & um limitante inferior, vem gque
f(x) = f*

1.7 - COROLARIO - A sequéncia {f(xk)} tende a f* por va-
lores inferiores a f*. Ou seja, o método de penalidade gera uma se

quéncia de pontos nao-factlveis ao conjunto de restrigao S.

1,8 - CONSIDERAGOES SOBRE PENALIZAGRO - Transformar um

problema com restri¢oes em um problema sem restrigoes, ganha-se

por um lado e perde-se por outro. Ganha-se pela facilidade de pro-
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gramar o método, ja que este necessita, primordialmente, de um algo
ritmo para minimizagao sem restrigao; perde-se devido a problemas
numéricos inerentes ao proprio método, e que nao podem ser evitados.
O principal problema numérico reside no fato de que se necessita mi
nimizar fungoes q(u,x) com pardmetros U cada vez maiores.

Quando minimizamos g(u,x) e nao alcangamos a tolerancia

necessaria, penalizamos todas as restrigSes { ou seja, aumentamos

o parametro p), e continuamos o processo. Imediatamente aparece a
questao: Por que penalizar todas as restrigoes? Respondemos: Nao

€ necessiario penalizarmos todas as restrigoes; e mesmo aguelas que
penalizamos, nao necessitamos penaliza-las de uma mesma maneira,Por
isso generalizamos a fungao penalidade, e com isso aprimoramos o

método.

1.9 - GENERALIZAGAO DA FUNCAO PENALIDADE - Se a cada res

tricdo associarmos um pardmetro de penalizagao, a fungao q(u,x) para

o problema (P) ee apresenta como:

m
2
Qu,x) = f(x) + E ui{max[o,gi(x)]} +
i=1

+2 2
+ ; uj[hj(x)] (1.9.1)

j=m+l

Assim, poderiamos tratar p como um vetor de {m+2%) componentes. Fato
relevante & que com a funcao(l.9.l1) podemos fazer crescer os parame

tros de cada uma das restrigoes a "diferentes velocidades".
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B8 mesmas consideragdoes sobre a convergéncia, utilizando
a fungao q(u,x), valem para Q(u,x).

A funcao Q(u,x) em (1.9.1), foi utilizada para implemen-
tagao para o computador de um método de penalidade. Veremos mais a

diante o algoritmo utilizado, e detalhes sobre o seu uso.



[
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CAPTTULO II

METODOS QUE USAM 0 LAGRANGEANO AUMENTADO

2,1 - INTRODUGCAO - Assim como no caso da penalizagao,ve

remos neste capitulo como tratar o problema (P) utilizando uma téc-
nica semelhante a penalizagao com algumas modificacoes.

Na verdade, os métodos que usam lagrangeano aumentado
usam a penalizagao e mais alguma coisa, isto €, em vez de usar so -
mente o termo quadratico em Q(u,x), acrescenta-se um termo linear .
Sob outro ponto de vista, o lagrangeano aumentado, como o préprio
nome diz,é proveniente da fungao lagrangeano que foi aumentada pe-
la inclusao do termo quadritico.

O primordial sobre os métodos que usam lagrangeano aumen
tado € que estes estao "qualificados" para resolver problemas nao-
convexos, enquanto que o lagrangeano simples nao e eficaz para estes
mesmog tipos de problemas.

Além do mais, os métodos do tipo lagrangeano aumentado,
em geral, apresentam menos problemas de instabilidade numérica que
os métodos de penalidade.

Ressaltamos resultados obtidos por Powell, Fletcher e Ro
ckafellar, tao importantes para a nossa teoria como para a confec-

cao dos algoritmos.

2.2 - O LAGRANGEANO AUMENTADO DE POWELL-HESTENES - Para

que se tenha uma boa nogao sobre o porqué do uso do lagrangeano au-

mentado, temos que recapitular alguns itens obtidos por Powell , Hes-
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tenes e Fletcher, até chegar ao lagrangeano aumentado de Rockafellar.

Para resolver o problema (P2) abaixo,

Minimizar £ (x) £: R + R h: Rn -+ Rz

(P2)
s/a hi(x) = 0 i= 1,2,...,%

com £ e h de classe Cl, no intuito de se achar um numero local x* ,

Powell [11 ](1969) sugeriu uma fungao penalidade do tipo

$(x,0,7)= £(x) + 2(h(x)=01" M (h(x)-0)

2

_~1E a2
= f(x) + 3 Ti(hi(x) Gi) (2.2.1)

i=1

onde 6 &€ um vetor de R2 e M e uma matriz diagonal com elementos
T, >0 . Como se ve, T & o vetor de parametros de penalizagao na
funcao ¢ , T = (Tl,...TZ).

O uso da fungao ¢ (x,0,T) pode ser descrito da seguinte
maneira: Dados os parametros 6 e 1, obtém-se o ponto x(8,t) por mi-
nimizagao de ¢ (x,6,T) na varidvel x; € entao feita uma modificagao
em 6 e T, de tal maneira que, com sucessivas minimizagées,x(e,r)
tenda a x*,

Quando 6 = 0, temos a fungao penalidade classica de Po -~
well, &€ a mesma que vimos no capitulo anterior. Mas se 6=0 a con
vergéncia & assegurada quando T tende a infinito, para i=1,....%

Mas o que se desejava era justamente obter a convergéncia sem fazer

f} tender a infinito; ou seja, era desejavel obter convergéncia sem
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que T, atingisse valores elevados, caso contrario, certamente, ocor
reriam dificuldades numéricas.

A ideia de Powell era fazer uma iteragao com 6, ou seja,
uma modificagao adequada, para se obter convergéncia sem a necessida
de de Ty tender a infinito. Um meio era tentar fazer 6 tender a um
vetor Otimo 6*, mantendo M, a matriz dos parametros Ty constante.
Um problema a ser resolvido residia no fato de escolher um bom vetor
T para comegar, ja que se 1 fosse pequeno demais o minimo de ¢(x,8,
1), independente de qualquer 6, nao seria o minimo do problema (P2);
E o mais importante & que existe um 1, suficientemente grande, de
tal modo que, para um vetor 8 adequado, digamos 6*, o minimo de
¢(x,06*%,1) € igual ao minimo do problema (P2); esta afirmag¢ao & as-
segurada por um teorema devido a R. Fletcher que veremos adiante.

No caso de se ter um 1 suficientemente grande, a idéia
para se trabalhhr com ¢ (x,0,t) consistia em modificar 6, fazendo-o
tender a um 6* otimo; as componentes deste vetor iriam satisfazer as

igualdades abaixo:
i=1,2,...2 (2.2.2)

onde A* & o vetor de multiplicadores de Lagrange para a solugao x*
do problema (P2):

As iqualdade (2.2.2) se impoem do seguinte modo:
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L
$(x,0,1) = £(x) +%_- E T, (hy () - ei)2
i=1
2
= £(x) + 3 &Z- v, [h, (0 2= 2n; (e, +07 ]
i=1
L L
= £(x) + E T, by (0= E thy (x) 8+
i=1 72 i=1
4
+ E Tiei
=1 2
e
2 l)
Vx¢(x,6,r) = VE(x) - E Tihi(x)Vhi(x) + E 'Tiethi(x)
i=1 i=1
No ponto x* teremos Vx¢(x*,6*,r) =0 e hi(x*) = 0, logo
L
VE(x*) - § Tiethi(x*) =0
i=l

e por definigao dos multiplicadores de Lagrange chegamos a igualda-

des (2.2.2).

Veremos adiante como fazer a iteragao para conseguir fazer 6

tender a 0%*.
Pela mesma época dos estudos de Powell, e independente -
mente, Hestenes [ 7 ] (1969), levou avante seus estudos sobre o mé-

todo dos multiplicadores. No seu trabalho ele sugeriu a seguinte

fungcao aumentada .
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wMAn)=ﬂm+A%m)+§mmmem (2.2.3)
2 2
1 2
= f(x) + E )\ihi(x) + 5 E ;ihi(x)
i=1 i=1
2

)(3)

onde A € R e M & como definida em (2.2.1

Se considerarmos as igualdades - eiTi = A para i=1,2,..

il
2 em (2.2.1), teremos a seguinte relagao para as fungoes de Pdwell

e Hestenes:
)

$(x,6,T) = P(x,A,1) + 3 E )\i/r (2.2.4)
1

i=1

Ve-se, de imediato,que a diferenca entre ¢ e y independe
de x , logo, uma minimizacao de ¢ ou y com relagcao em x, conduz
ao mesmo ponto ou seja, x(A,r) = x(06,1) para qualquer <t. Embora
os valores das func¢oes ¢ (x(6,t),60,T) e ¢ (x(X,T),A,T) sejam diferen
tes, isso nao importa.

Assim, as idéias de Powell e Hestenes eram fudamentalmen-
te as mesmas.

Fletcher [ 4 ], apds estudar os trabalhos de Powell e Hes
tenes, tentou modificar a fung¢ao penalidade de Powell(2.2.l1l) para

resolver o problema geral, incluindo desigqualdades.

-

(3) Aqui tratamos de colocar as mesmas notagoes para os dois cases,
e fizemos a necessaria modificagao de sinal dos multiplicadores
para chegar ao nosso objetivo. Na verdade,as notagoes de Powell
e Hestenes diferem substancialmente.
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Para o problema

Minimizar f£(x)

s/a gy(x) 0 , i=1,2,...,m (2.2.5)

com £ e g de classe cl,a fungao proposta por Fletcher era:
m

§E 2
o(x,0,1) = £(x) + % Ti[(ei—gi(x{l ] (2.2.6)

i=1

onde a fungao a_ & definida por:

iA
o

a se a

a_ = min(a,0) =

v
o

0 se a

De fato,uma generalizagao do tratamento do problema com
igualdades para um problema que contenha igualdades e/ou desigual-
dades € relativamente facil, mesmo assim a fungao ¢ proposta por
Fletcher nao era muito boa pois apresentava descontinuidades na de
rivada primeira e'mais ainda,para pontos prdximos ao otimo x* as
derivadas segundas apresentam descontinuidades nao removiveis, ten
do seus valores tendendo a infinito.

A maneira de se fazer a iteragao com 6, fazendo 6 tender
a 6*, se assemelha a um método dual simples em que A , o multipli
cador, & atualizado na diregdao da restricao. Vendo a fundo, as a-
tualizagoes de 6 ou XA no lagrangeano aumentado sao iguais as feitas
no dual simples, com a Unica diferenga em que T € variavel, como

teremos oportunidade de ver nos algoritmos em outro capitulo. Para



exemplificar a iteracgao com 6, vejamos um pequeno exemplo usando
a fungao proposta por Fletcher.

EXEMPLO

Minimizar f(x)

s/a g(x) £0

com x €¢ Re f(x), para simplificar, uma reta;

‘ \i(x\
AL
‘Q\x,\‘m
MNQ,n
qoa

b

os valores de g(x) (veja figura) sao dados no eixo horizontal, os

de ¢ sao no eixo vertical. Suponhamos que para uma escolha ini

19
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cial tomemos 6 = 0 e T = 1, supondo que este T seja suficientemen
te grande, entao a penalidade s0 € eficaz para g(x) > 0 (& claro,
se g(x) S0, ¢ = f(x)), e a curva ¢(x,0,1) tem minimo em xl, com
g(xl) > 0, ou seja, nao factivel. Fazendo a iteragao com g, como

sugerido por Powell e Hestenes,

61 =0 - g(xl)
obtemos um novo 61, cujo minimo de ¢(x,61,1) ja estd mais proximo
do otimo.

Voltando a falar sobre o problema das descontinuidades ,
se assumirmos que f(x) e gi(x) i=1,2,...,m sao de classe Cz,en-
tao nestas circunstadncias, ¢ como fungdo de x, sera duas vezes con
tinuamente diferenciavel, excetuando-se os pontos em que gi(x)= Gi,
onde a segunda derivada tem uma descontinuidade de primeira espé-
cie. Embora esta descontinuidade seja limitada sobre o conjunto S
das restrigoes é&,em geral, longe do minimo; n3o afetando a conver

géncia no processo de minimizagao.

2.3 - O LAGRANGEANO AUMENTADO DE ROCKAFELLAR - Devido a

dificuldades numéricas, a fungao de Powell/Hestenes nao se enquadra
bem nos algoritmos de minimizacao, jad que estes necessitam em geral
de uma fungao suave, que nao possua as descontinuidades que apre-
sentam as fungoes de Powell/Hestenes. Expondo melhor, se utilizar
mos um algoritmo do tipo”Gradientes Conjugados", este necessitara

das derivadas primeiras continuas; se utilizarmos um algoritmo ti
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po Newton, este necessitaria de derivadas segundas continuas; sen-
do portanto nao recomendavel a aplicagao das fungSes de Powell/Hes
tenes para algoritmos desse tipo.

R.T. Rockafellar [ 12 Jpropds uma melhora na fungdao de
Hestenes que nao apresenta o problema de descontinuidades que apre
sentam as anteriores. A funcao aumentada de Rockafellar tem deri-
vada primeira continua e apresenta como vantagem poder ser tratada
por algoritmos de minimizagao que usam derivadas segundas(4), como
por exemplo, os tipo Newton, e nao somente os que usam primeiras
derivadas como os do tipo gradientes-conjugados.

Considerando-se o problema (2.2.5) a fungao lagrangeano

aumentado de Rockafellar se apresenta como:

/
m mo -
E ' 1 E 2 > 1
Aigi(x)+ vl Tigi(x) se gi(x) T,

Y(x,\,T)= £(x) + ¢ T =1
A2 -2
1 i < i
) T, se g (x) T
i=1

\

(2.3.1)

Ve-se de imediato que V¥Y(x,\,tr) & continua, e também apre
senta derivadas primeiras continuas, sendo portanto uma boa fungao

para fins computacionais.

No caso de o problema apresentar restricoes de desigual-

(4) Assumindo-se que f, g e/ou h sejam duas vezes diferenciaveis.
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dade e restrigdes de igualdade a generalizagao € imediata, e a fun-

¢ao se apresentaria como:

( %
1 & 2
§ :Aigi(x)+§ pihy (X)+ 5 E :Tigi(x) +
i=1 i=1 i=1
m
+ 2 E h, (x)° s (x) = ‘.A‘_i-
2 My ix e 94 T
i=1 i
¥ (X, hrprtrud= £(x)+ <
m A 2 2 2
1 i 1 2
-3 E Tt E Py X+ 5 E wihy (x)
i=1 1 i=1 i=1
< M
k se gi(x) :r—l—'

(2.3.2)

As funqSes ¥Y(x,A,Tt) e ¢(x,6,1) apresentam a mesma rela-
¢ao (2.2.4) que apresentam as fungoes ¢(x,0,T) e w (X A,T).

A seguir, veremos um teorema devido a Fletcher, sobre um
fato muito importante, tanto do lado tedrico como do lado pratico
(computacional). O teorema aborda o fato de nao ser necessario que
o parametro T em o (x,A,1), @(x,X,T), V¥(x,x,T), ou V¥(x,A,T) ten
da a infinito para assegqurar a convergéncia. Para simplificar,
usaremos somente a fungao ¢(x,\,T) para a demonstrag¢ao, nao haven-
do perda de generalidade. Antes de realmente abordar o Teorema em
questao, o leitor poderad ver a definigao de fungado lagrangeano ¢ oOs

resultados (teoremas) sobre as condigoes de otimalidade no apéndice

A.
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2.4- TEOREMA(Fletcher | 4 ])- Se as condigdes de segunda

ordem (2.4.3) abaixo, sao satisZeitas, entao existe uma matriz M?
diagonal, de elementos 1!, i= 1,...,m tal que para toda matriz M
diagonal de elementos Ty i= 1,...,m com M 2 M (isto é,TiZTi),x*
€ um minimo local restrito de ¢(x,8%,t) e y(x, A*,7). (Como ja

dissemos, o resultado & valido para as fungoes ¢ e V)

DEMONSTRACAO - Devemos mostrar em primeiro plano, que as

condigOes necessarias hy(x*) = 0 e VE(x*) + > 6,Vhy (x*) = 0 pa-
i=1

ra o problema(P2), imlpicam que V¢ (x*,8*,1) = 0, que sao as condi

goes necessarias para que x* seja um minimo local de ¢ . Este re

sultado resulta diretamente da expressao do gradiente de ¢ .

')
Vx¢(xrerT) =vf (x) + E ‘Ti(hi(x)-ei)Vhi(X) (2.4.1)
i=1
Vx¢(x*.8,r) = Vf(x*) + g , T;04 Vhi(x*) =0
i=1

Assim fica demonstrada a primeira parte, para a segunda
parte temos que mostrar a suficiéncia, ou seja, temos que mostrar
que V2¢(X*,6*,T) é positiva definida.

De (2.4.1) tiramos

V2¢(X*,6*,T) = L* + N* MN*T

onde N* = N(x*) = ]Vhl(x*), Vhy (x*),..., th(x*)] , devido a condi

cao de regularidade N(x*) deve ter posto completo, e
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2

L* = sz(x*) + E Vzhi(x*) € o hessiano do lagrangeano.
i=1

Considere qualquer vetor u tal que [|ul|, = 1 e seja u
escrito como uma componente v ortogonal as colunas de N*, mais uma
componente que & uma combinagao linear das colunas de N*. Isso po

dera ser escrito da forma

u=v + m*ﬂTw

+ T oan=1..T ~
onde N* = ( N* N*) "N* ., Entao

T T T T T T T
u'v2ou = v Lrv + 2v LE(N*T) wiw NATLE(N*Y) wiw Mw  (2.4.2)
Continuando, as condigoes suficientes para que x* seja

solucao do problema (P2) sdao que existe um a > 0 tal que

T 2 T
v L*v 2 a llv]]5 para todo v com N* v =0 (2.4.3)
Em outras palavras, L* deve ser positiva definida no sub

espago tangente a nulidade(s) de h(x), ou seja

vL*v 2 a |lVl|§ para v € T = {v: h'(x*)v = 0}

T T T T
onde h'(x*) = (Vhl(x) ' th(x) toeet th(x) )

T T
Fazendo IIL*(N**) =b e HN*+ L*(N*t) || d

1,
teremos em (2.4.2) o seguinte:

2

(5) Se A e o subespago gerado pelos gradientes de h(x)

{Vhi(x), th(x),..., Vhl(x)} a nulidade de h(x) sera A =(AT ry

)y A
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w'vou 2 a [|v][2 - 2b[|v][,llu]], + (min =) | w3

Considerando que u e w sao nao-nulos e tomando M' = t'I
(I = matriz identidade) com T1' > 4 + b2/a , entao para todo M 2 M'
segue-se que uTV2¢u > 0. Logo V2¢ sera positiva definida. O mesmo
resultado & valido para ¢ (x,A*,T) pois a diferenga entre ¢ e Y

independe de x como ja vimos em (2.2.4).

2.5 - ALGUNS COMENTARIOS IMPORTANTES - Como vimos, o teo

rema de Fletcher & forte se o hessiano do lagrangeano for definido
positivo, caso contrario um ponto x*,solugao do problema original

(P2) ,nao poderad ser solugao obtida por minimizacdo da fungao ¢ (ou

¥). Um exemplo disto, devido a Hestenes, € o seguinte:
4
Min f(x) = Xy + Xy X,
s/a h(x) = X,

£ imediato que x* = 0 & uma solucao deste problema, mas

nao existe nenhum valor de T que minimize ¢(x,0,1)= xi+xlx2+% Txg

no ponto x*. Muito embora x® seja um candidato, pois V¢ (x*) =0 ,

vem que V2¢(x*) nao é definida positiva, como sabemos, o ponto x*

para a funcao ¢ € um * ponto de sela".
Resumindo, as condigOes necessirias sd3o satisfeitas, mas
nao ha suficiéncia.

A reducao do perigo de se cair em um ponto que satisfaz
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as condigdes de Kuhn-Tucker de primeira ordem mas nao satisfaz as
condigoes suficientes de sequnda ordem, reside no fato de se ter
sempre uma melhora no valor da fungao, forgada pelos algoritmos de
minimizagao sem restrigao.

Esses algoritmos,em geral, obtém sequéncia de pontos em
que a condigao ¢(xk+1) < ¢(xk) (se ¢(x) for a fungao que se minimi
za) e obrigatoria. 1Isso faz com se obtenha , em geral,um mini
mo local de ¢ (x), que & um minimo do problema sem restrigao.

Suponhamos que um problema a ser resolvido seja do tipo
(2.2.5), ou seja com restricoes de desigualdade; se tomarﬁos a fun-
¢ao VY(x,A,t)e fizermos wa(x,A,T) = 0 e admitindo A como fungao de

X, e 1T constante suficientemente grande,ou seja:
wa(x,x,r) = wa(x(x),k) =0 (2.5.1)

teremos um sistema de equagoes nao-lineares a ser resolvido; como
Viw(x*(k*),k*) é positiva definida, segue-se que pelo Teorema da
Fungao Implicita que existe uma vizinhanca aberta R" em tor-
no de A* e uma fungao x(A) definida em Q tal que x()A) & continua e
diferenciavel em Q e que Vzw(x(X),A) é positiva definida para toe
do A e . Assim, Y(x,A) tem um minimo local. Logo, o sistema
(2.5.1) tem solugao e sua(s) solucao(oes) & (sao) minimo(s) local(s)
(ais) do problema (2.2.5), desde que também satisfaga a condigao

de que Vzw(x*(l*),k*) seja definida positiva.
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CAPTTULO III

IMPLEMENTAGAO DE ALGORITMOS DE MINIMIZAGRO QUE
USAM PENAL IZAGAO E LAGRANGEANO AUMENTADO

3.1 - INTRODUGAO - Aqui trataremos de comentar e fazer

uma pequena analise em alguns algoritmos, nao nos deteremos em de-
monstragoes e implicagoes tedricas sobre a convergéncia dos algo -
ritmos; queremos fazer mais uma descrigao do que propriamente uma
analise.

Assumimos sempre que as fungaes do problema,(f,g e h),
serdo no minimo de classe C' se a rotina de minimizagao sem restri
¢oes for do tipo gradientes conjugados(ou qualquer outro tipo que
s0 use a informagao de primeiras derivadas), e serao no minimo de
classe C2 se a rotina de minimizagao sem restricao for do tipo New

ton(ou qualquer outro que use a informagcao de segundas derivadas).

3.2 - DEFINIC?\O - Definimos "MAIOR INFACTIBILIDADE" de
um ponto X € rR" em relagao a uma regiao S nao vazia, contida em r",
com S definido por um conjunto de restrigoes funcionais do tipo

g(x) <0 e/ou h(x) = 0, a uma funcao real R(x) dada por:
R(x)= max {min[0,~g; (x) ], [ hj(i)'_‘] , i=1,2,...,m , j=1,2,...,%}

Se x & factivel, R & igual a zero. O valor de R "mede o quanto X

esta longe da regiao S". Devido a natureza dos algoritmos que es-
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tudamos, os pontos obtidos como  aproximagdo da solugao Stima sdo
infactiveis , sendo assim,R(x) nos fornecerd a cada nova iteragao

uma medida de quao perto da regiao de factibilidade estamos.

3.3 - UM ALGORITMO PARA PENALIZAGCAO - Uma das caracteris

ticas do método de penalidade reside no fato de a medida que xk ten
de a x*, o Otimo, a fungao Q(u,x) tende para a fungao f(x) (por valo
res inferiores a f(x)). Essa caracteristica pode servir como um
meio para se testar a convergéncia. Basicamente temos tres testes

naturais para a convergéncia do método de penalidade:

i) testar se ||xk - xk—lll < ¢ (e = uma dada tolerancia)
ii) testar se ||Q(uk,xk)-f(xk)|| < €
iii) testar se ||R(xk)|| < e

O teste (i) & desaconselhavel para casos em que O para-
metro de penalidade cresce lentamente, e deve ser evitado. O teste
(ii) pode nao ser muito bom quando a fungao f(x) & "bastante deita-
da" na diregcao 4 = xk-x*, e pior ainda, o prolongamento de f(x) pa
ra fora da regiao de factibilidade poderia ser tal que f(x;) se a-
proximaria muito de Q(uk,xk) e 0 algoritmo terminaria prematuramen-
te. Pelas razoes expostas preferimos o terceiro teste, ja que este
se preocupa com as restrig¢oes e nao com a fungao objetivo.

A seguir mostramos um diagrama de blocos simplificado

para o algoritmo que usamos
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INTCIO

J

entre co
xK, %,

Minimize
Q(uk,xky,
>xk+]

k « k + 1

saia com FIM

OBS: As atualizagoes para u sao feitas para cada componente
isoladamente, levando-se em consideragdo se € ou nao

necessario atualizar cada uma das componentes.
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3.4 - UM ALGORITMO PARA LAGRANGEANO AUMENTADO - Diver-

sos algoritmos foram desenvolvidos com o lagrangeano aumentado, e,
em geral, a maior ou menor eficiéncia esta ligada ao modo de se
atualizar os parametros, tanto os das parcelas de primeiro grau{ A
ou 8 e/ou p) como os das parcelas de segundo grau ( ¢ ou 1). O gue
se desejava era fazer um compromisso entre "nao crescer muito® os
parametros tipo u ou T e atualizar os par@metros tipo A ou 6 com
obtengao de aproximgoes sucessivas dos multiplicadores de Lagran-
ge. Se o problema & convexo, as atualizagoes de ) e 6 conduzem ao
otimo sem que sejam necessarias as atualizagoes de y ou 1; mas se
o problema & nao-convexo, as atualizacées em p ou 1 serao provavel-
mente necessarias. Mesmo no caso do problema convexo, se atualizar
mos somente X ou 6 (ou p) (movimentos duais) a convergéncia &, em

geral, lenta, sendo assim,uma regrinha é usada no algoritmo:

Da iteracao k para a iteragao (k+l) as restrigoes "melhoram”
o suficiente?

- Se sim, nao aumente u ou 1 , atualize X ou 6 (faga o movi-
mento dual),

- Se nao, atualize A ou 8 (ou p) e aumente T ou u .

Existem variag5es sobre o procedimento acima, por exem-
plo, atualizar A ou 60(ou p) depois ou antes de atualizar t ou u ,
como também o fato de se atualizar A ou 8 (ou p) em iteragoes dife
rentes das iteragoes de atualizagao de u ou T .

Sendo assim, uma série de algoritmos podem ser feitos e



31

estudo sobre a eficiéncia particular de um sobre o outro foge ao
nosso objetivo.

No caso da fungao y(x,\,p,T,u) em (2.3.2) a corregao
(atualizagao) dos parametros A e p , para o problema (P), sao como

segue:

X[k-"l] = )\[k}-‘l‘ [k]miﬂ{ - g(x) ’ A

o +1] o oIkl Ikl (x)

A "melhora" de que falamos a pouco, pode ser medida do
seguinte modo : seja RM a razao

g, (x ) ie T

1

gi(xk) I ={i: gi(xk+ ) > 0}

Se RM for maior que um dado nimero (no nosso caso foi escolhido
0,25) entao Ty sera corrigido (aumentado por um dado fator), e assim
dizemos que a restricao 9i nao melhorou bastante e por isso aumen-
tou-se ri(panalizou-se ) ,referente aquela restrigao. Se a melhora

fosse suficiente, o nao seria atualizado e o movimento seria um

T
dual simples, corrigindo-se apenas os multiplicadores das restri -
¢oes de igualdade, sO que n3ao se necessita da condicdao de que
hi(xk+l) seja positiva.

Note-se que se no caso em que gi(xk) (ou hi(xk))for me-

nor que uma dada tolerancia, o teste de razao de melhora nao é fei-
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to pois gi(ou hi) ja melhoraram o suficiente .

A seguir mostramos um algoritmo para lagrangeano aumen-
tado. O algoritmo é bastante simplificado para que se tenha nogao
real do processo; maiores detalhes se encontram no apeéndice C, nas
listagens dos programas elaborados. Utilizou-se por motivos de sim

plificagao, o problema abaixo,

Min f(x)

s/a g, (x) S0 i= 1,2,...,m (pl)

com a fungao  ¥(x,A,T) em (2.3.1)

kz k

l) Para k = 0 fornega xk, A 0, 1 >0

2) Calcule gi(xk) Vi e guarde em gx

k

3) Minimize VY(x, A, Tk) obtendo xk+l

.

4) Calcule R(x) (maior infactibilidade ) e teste a convergén

cia. Se convergir, pare.
5) Atualize A, A[k+l] = A[k]— t min{ —g(x),A[k]/ T}

6) Atualize T para as restrigoes que nao melhoram o suficien

te (RM > 0,25),

7) Remova g(xk+l) para gx e va para 3.

3.5 - CONSIDERACOES SOBRE A EFICIENCIA E PROBLEMAS NU-

MERICOS - O aparecimento de um fator empirico (RM menor que 0,25) ,

nao significa uma maneira md de se abordar a melhora das restricgdes
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de uma iteragao para outra, pois, como sabemos, para cada problema

(dentre os infinitos) e cada ponto inicial para o processo, a manei
ra como deverao decorrer as razoes gi(xk+l) / gi(xk) ou hj(xk+l)/

hj(xk) , sao totalmente imprevisiveis. O fato de usarmos 0,25 (me
lhora de 4 vezes)(e) decorre de experiéncias ja realizadas, forta

lecendo o fator empirico utilizado.

A eficiéncia dos métodos penalidade simples e lagrangea
no aumentado reside primordialmente no algoritmo de minimizagao
sem restriqSes, se este for muito bom, dificilmente o processo fa
lhara.

Os métodos de penalidade e lagrangeano aumentado cons-
tituem boa ferramenta quando nao se necessita de uma precisao mui-
to elevada. Esses métodos convergem muito lentamente em pontos
préximos ao 6timo, e devido a isso podem realizar muitas iteragoes
para passar de um ponto ao ponto 6timo, estando o primeiro ja "prd
ximo" do Gltimo. Testes mostram que em poucas iteragOes o ponto
obtido ja esta proximo do otimo, e o "gasto" das muitas iteragoes
seguintes sao, por assim dizer, "refinamentos caros". Um estudo
preliminar do problema com respeito 3 precisao poderad baratear se,

no caso, se verificar que nao e necessaria uma precisao tao alta.

(6) 0 valor 0,25 & proveniente de muitos testes computacionais, ve
ja R.Fletcher [,]
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CAPITULO IV

COMPARAGEO NUMERICA ENTRE 0S METODOS
PENALIDADE / LAGRANGEANO AUMENTADO

4.1 - INTRODUCZO - Alguns resultados obtidos pelo compu

tador fornecem uma comparacgao entre os métodos de penalidade e la-
grangeano aumentado. Foi utilizado um conjunto de fun¢oes testes

para a comparagao, 17 no total, que inclui varios problemas clas -
sicos. Este conjunto ji foi amplamente testado, veja [ 3], e con
tém problemas de até 20 variaveis com 18 restricdes. Os problemas
classicos sao 7 no total, e acham-se em J. Asaadi[1l ]. Veremos,

em outro capitulo, o emprego dos algoritmos para problemas maiores.

4.2 - TABELA DE COMPARACOES - Mostramos adiante uma ta-

bela com as comparagoes entre os dois métodos.

Para cada linha de um problema, duas especifica¢oes sao
dadas: a primeira é para o método de penalidade, a segunda para o
lagrangeano aumentado. A primeira coluna da tabela contém o nume-
ro do problema, as colunas seguintes contém : o nUmero de varia -
veis, numero de restrigoes de desigualdade e niimero de restrigoes
de igualdade (N,M,L); o nimero de problemas parciais; o nimero to-
tal de avaliagoes de fungao e gradiente realizados dentro da sub-
rotina de minimizagao sem restricdes; o numero total de iteragoOes

dentro da sub-rotina de minimizagao sem restricoes; a maior infac-



NO NO DE PROBLEMAS N TOTAL DE ITERA- TEMPONgE c.p.U.
COES DENTRO DA SUB. | DIAGNISTICO
00 PARCIAIS =i DE MINIM
PROBL EMA LIACOES DE S/R MAIOR INFACTI-
N, M, L BIL IDADE
F. E GRAD.
1 2,3, 0 6 378 3] 0.150E-4 al 2,241
3 855 35 0.409E-5 1.874
2 2 0. 1 4 31 12 0.500E-4 @i0,244
! 3 50 14 0.709E-6 210,19
3 2 3. 0 4 420 |38 | 0.186E-4 #11.921
! 4 201 25 0.403E=5 0,971
4 5 430 46.._|_0,150E-4 .. _.|@]1,897
2, 3,0 7 237 | 40 | g, 19lg,969
! 5 438 ). 16 _ | 0.327E=4 #411,027|
1 3 )1l a. 1gi0,114]
6 2, 3, 0 .
: 1 3 1 g. ITﬂ 0,107
7 % 2, 0, 0 1 60 25 7. §¢‘0'251
1 60 25 a (410,134
8 2 2. 0 5 100 | 25 MQLQQQE:AW4M_*Q“oLi§z
’ ! S 38 N .]:.5,~-,_,_ _91.5.8_1-1:',"_6. e TQ@ 0 12_2_
9 4.3 0 5 1376 | .69 | 0.102E-4  [g.5,661
. 7 2080 73 0.593E-4 __ ¢.5,817]
10 3, 4, 0 4 695 31 | 0.111E-4 .. ,#.2,551
4 464 19 O-llﬁE:A““n,;ﬂ;lpl&l
11 5, 0, 3 3 141 | 63 | Q.259E-4 . @!1,154
2 100 46 0.171E-4 210,768,
12 7,4, 0 4 1266 | 106 | 0.588E-4  i¢1|7,596
6 1652 | 132 |\ __@. . |@gle,958]
l 3 l 0 8 0 4 l 5 5 7 _,,_174_ e 0 °_8,20.E_—A__ . . g 3 16 ? 9 5
P! 6 1323 141 0.362E-4 _ _ |# 10,82
! 9 2527 489 0.227E=3 1 16]_4&
15 2 21 g 107 42 ] 0.203E-4 . !@ 0,539]
P cr 4 103} .41 |0,722E-4  f (0,463
16 2,5, 0 4 1127 . 37 0.486E-4 g 17,391
6 1011 32 0.849E-6 mwﬁﬂlp,gﬁzﬂ
17 2, 3,0 (-4} 68 24 0.172E-4 ‘¢10,348
4 53 18 0.475E-5 710,253

* O problema 7 & um problema sem restricoes. Queriamos mostrar ape
nas que a sub-rotina implementada, tambem funciona com casos par

ticulares. Neste caso, o mérito € da sub-rotina de gradientes

conjugados.
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tibilidade; o diagndstico ( ¢ = convergéncia , 1 = superou o nume-
ro maximo de problemas parciais permitido sem atingir a precisao
pedida) ; o tempo de processamento (tempo de C.P.U.) gasto pela exe-
cugao do problema.

A relaqéo dos problemas encontram-se adiante, e a mesma
contém tamb&m os pontos iniciais e os pontos Gtimos. Os pontos ini
ciais que foram fornecidos sao os mesmos dos testes feitos por[ 3 1.

Cada chamada da sub-rotina de minimizagées sem restrigoes
chamamos problema parcial, no nosso caso o numero de chamadas (pro
blemas parciais) maximo permitddo foi de 9(nove). Vemos no proble-
ma n? 14 que o lagrangeano aumentado nao atingiu a tolerancia dese-

jada(10™%).

® ou piniciaram com

Em todos os casos,os parametrosu’,T
valor 10,0 para todas as componentes. © parametro A foi iniciado
com valor 0,01, no lagrangeano aumentado, para todas as componentes,

com excegao do problema n? 1 que comegou com A= 0.

As razoes para a pequena mudanca no problema n? 1 sao as

1A

seguintes: a restrigéo g3(x) = %— - Xy 0 se apresenta, de propésl

1

to, de uma maneira numericamente ruim;

(O

16gico que 1 - x;x, $0 a-
presentaria nemos problemas numéricos, mesmo assim, observando mais
atentamente g3(x), vemos que a regiao que verifica a desigualdade é
diferente da regiao para 1 - XqX, s 0, veja figura, e com isso, pon
tos que se aproximam de (0,0), com Xy < 0, estao se aproximando do

6timo, que & diferente de x* = (0,577 ; 1,732). Observandoa yregiao

de factibilidade do problema n? 1, notamos que a seni-reta
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X =0, x, 2 0 faz parte da regiao, no limite, embora 95 (x) nao
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seja definida para a semi-reta. Queremos dizer que quando Xy 0

- > > -~ . N . -~
95 € verificada e Xy = 0 e Xy = 0 sao verificados com precisao £ se

xk’-'("ero)-

|
o

|
o

i
o

Com o exposto queremos dizer que o lagrangeano aumentado
chegou a convergir para um ponto prdoximo de (0,0), que &, na verdas=
de, um limite para 0 ,6timo global.

Os resultados foram obtidos quando iniciamos © processo
com A%= 0,01 e s3ao dados a seguir:

- o melhor ponto obtido: x = (-0,3638E-11;-0,1418E-7)
- nlimero total de avaliagao de fungao e gradiente: 346
- numero de problemas parciais: 4

- nimero total de iteragoes dentro da sub-rotina de minimiza
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gao sem restrigoes: 31
- diagndstico : #
- tempo de C.P.U. : 1,552 segundos

- maior infactibilidade : 0,1418E-7

A situagao exposta acontece com a penalidade, e a aplica
gao do algoritmo conduz a um ponto prdéximo de (0,0), os resultados
obtidos sao os da tabela. B claro que o ponto x*=(0,577; 1,732)
pode também ser atingido pelo método com o mesmo ponto inicial for
necido, bastando que comecemos com um parametro de penalizagao ade-

quado (p = 100 & um exemplo).

4.3 - CONCLUSOES SOBRE A COMPARACAO - Uma conclusao que

se tira da tabela & que o lagrangeano aumentado &, em geral, mais
rapido do que o método de penalidade. Esta diferenga ndo & muito a
centuada nos problemas expostos, contudo, o nimero de problemas par
ciails sao mais ou menos idénticos para os dois, sendo assim a mini-
mizagao da fungao de penalizacao &, em geral, mais cara do que a
minimizacao do lagrangeano aumentado.

A propria natureza da fungao penalidade Q(u,x) com u gran
de faz com que a sub-rotina de minimizagOes exerga um trabalho maior.
Nem sempre porém, a penalidade perde para o lagrangeano aumentado ,
principalmente nos casos em que um yu, nao muito alto, seja sufici
ente para a tolerancia pedida. Em alguns casos, com o0 aumento da
precisao pedida , a penalidade fornece pontos com um erro signifi-

cante, enquanto que o lagrangeano aumentado tem melhores condigoes



40

com o aumento da precisao. HNos problemas testes, algumas componen-
tes do parametro p chegaram a atingir valores elevadissimos
(1.000.000), nesses testes o preco da minimizagao sem restrigoes e-
ra bem maior que os apresentados pelo lagrangeano aumentado.

Observando o problema n? 14, em que o lagrangeano aumen-
tado nao conseguiu atingir a precisao de 1074 e chegou até 0.227E-3,
vé-se que O numero total de iteragoes dentro da sub-rotina de mini-
mizagoes foi 489, que & menor que 550 da penalidade. Observando ain
da, o nimero de avaliagdes de fungao e gradiente foram bem maiores
para o lagrangeano aumentado. Isso é explicado pelo fato de o lagran
geano ter feito mais trabalho por iteracao dentro da sub-rotina de
minimizagoes. No problema n? 13 o lagrangeano aumentado realizou
mais problemas parciais (chamadas a subh-rotina), porém o seu traba-
lho médio por iterag¢ao foi bem menor, idem para os problemas noS2,
3, 4, 8, 10, 11, 12, 15, 16 e 17.

Assim, o lagrangeano aumentado fez menos trabalho meédio

por iteracgao.

4.4 - RESULTADOS OBTIDOS POR M.A.B.DINIZ| 3 ] - Fato re-

levante reside no fato de »5s métodos que tratamos nao usarem a in -
formagao de segundas derivadas, e devido a isso a perda de tempo com
putacional seja em parte compensada pelo ganho de tempo em nao ter
que se codificar os hessianos da funcao objetivo e das restrigdes .
M.A. Diniz implementou dois métodos de minimizagao com restrigoes
(LAPRO e NEWPQ) que utilizam os hessianos das func¢oes dos problemas,

portanto, mais informacgoes. Uma tabela com os resultados



Tabela dos resultados obtidos por M.A.B. Diniz.

Problema |N? IteragOes | N9 Avaliagoes] Tempo de
de £ exec. (s)
LAPRO 1 8 19 0. 2&
NEWPQ 28 53 1,67
LAPRO ) 4 ) 0.10
_NEWPO 4 6 0,16
LAPRO 3 8 9 0.20
NEWPQ 8 9 0.49
LAPRO 1 7 18 0.15 |
NEWPQ - - -
LAPRO 5 3 4 0.07
NEWPO 3 4 0.15
LAPRO 6 1 2 0.01
NEWPQ 2 3 0.07
LAPRO 7 21 27 0.31
NEWPQ 21 27 0.50
NEWPQ 2 3 0,10
LAPRO 9 5 8 0.20
NEWPQ 2 3 0,24
LAPRO 11 2 4 0.16
NEWPO 6 10 1,48
NEWPQ - - -
LAPRO 13 7 13 1.72
NEWPQ 4 5 5.97
LAPRO 14 16 28 18,92
NEWPO 5 5 51.57
LAPRO 15 5 10 0.07
NEWPQ 4 5 0.22
LADRO 16 12 13 0.18
NEWPQO 2 4 0,12
LAPRO 17 2 3 0.06
NEWPQ 2 3 0.12
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Obtidos por M.A.B. Diniz mostram a diferenca de "prego" entre os m§
todos com ou sem uso de hessianos. Nota-se nas tabelas que os tem-
pos de C.P.U. sao bem menores para os algoritmos de M.A.B.Diniz , e
a justificagao para uso dos métodos sem hessiano estad na sua aplica
¢ao a problemas de grande porte que nao requeiram alta precisio nOs
resultados e nos quais a utilizacgao dos hessianos seja dificil de-
vido a problemas de memoria ou dificuldade devido a um trabalho ex
cessivo na codificagao dos hessianos .

A sub-rotina LAPRO de Diniz implementa um método do tipo
hessiano do lagrangeano projetado para porte médio e exige que o
ponto inicial para o problema a ser resolvido, seja factivel, ja os
métodos de penalidade e lagrangeano aumentado nao necessitam desta
exigéncia. Na realidade, para se obter um ponto factivel para a
sub-rotina LAPRO resolve-se um problema a parte, que fornece um pon
to factivel. 1Isso, em termos de problemas maiores podera ser difi-
cil ou trabalhoso. Uma anilise do problema a ser resolvido ira in
dicar que tipo de método pode ou deve ser aplicado.

Conclui-se que, um estudo particular para cada problema,
em termos de tempo de codificagéo, tempo de C.P.U., memoria disponi
vel, tamanho do problema conduz a uma escolha satisfatdria.

A seguir mostramos a relagao dos problemas testes.



PROBLEMA

1

PROBLEMA

PROBLEMA

PROBLEMA

PROBLEMA

PROBLEMA

PROBLEMAS TESTES

f(x) = 3xl + X, X
(x) = - x

91 1 -
g3(x) l/xl - X,

- _ L2 0
f(x) = X, 3 X

- - 9,2 *
h(x) = Xy 2xl X

— 0
f(x) = x1 + X, b4
gl(x) =1 - xlx2

X) =1 - x, - 2x
93 (%) 1 2 "
g3(x) = 2 + x; - 4x,
0

fix) = 9xl + X, X
As mesmas restricoes X*
do problema 3

Con2 2 0
f(x) = xl + x2 X
As mesmas restricoes X*

do problema 3

_ - 2 - 2
f(x)= (x1 2,5)7 + (x2 2,5)

As mesmas restricoes
do problema 3
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(19:92, 2)

(g, 577; 1,732)
(1 2)

(g : 2)

(4,6 1, 8)

(g, 5858 ; 1, 7071)
(4, 6 ; 1, 8)
(1/3 3)

(4, 6 ; 1, 8)
(4/5 8/5)

X° = (4’6 ’ ll8)
x* = (2,5 ; 2,5)



PROBLEMA 7

PROBLEMA 8

PROBLEMA 9

PROBLEMA 10

PROBLEMA 11

2.2 2

f(X) - lgg(xz_xl) + (l_xl)

1 3
f(x) = §(x1+1) + X,
gy(x) = -x; +1 .

_.2,.2 2,.2_ _ _
f(x) = xl+x2+ 2x3+x4 5xl 5x2 2
gl(x) = xi+ x§+ x§+ xi+ Xq= x2+
gz(x) = Xi+ 2x§+ x§+ 2xi— X1= X,
93(x) = 2xi+ x§+ x§+ 2xl— Xy~ X,
x' = (g; @; #;: 9) x* = (4;

£(x) = 9 =8x)~6x,-dx;+2x;+2x2+x>
g, (x) = =-x4

g, (x) = -x,

g3 (x) = -x4

g4 (X) = Xy+x,+2X53-3

f(x) = exp(xl.xz.x3.x4.x5)

hl(x) = xi+ x§+ x§+ xi+x§—10
hz(x) = XXy - 5x4x5

h3(x) = xi + xg + 1

44

0 ( 1,125; #,125)

=
it

"

(1 ; 9

x*

lx3+ 7x4

-8

X 4

3“X

-10

-5

1; 2; -1)

+ 2xlx2+2xlx3

x°=(¢,5;ﬂ,5;ﬂ,5)

x*=(4/3 ; 7/9 ; 4/9)

x° =

(-2 12 r2 l"lrl)
x*=(-1,7171;1,5957;
1,8272;-0,7636;

-0,7636)



PROBLEMA 12

PROBLEMA 13

f(x)

+
gl (x)=

g, (x)=
gy (x)=
gy (x)=
gg(x)=
gg (%)=
g, (x)=

98(X)=

(x_l—lg)2 + 5(x2-12)2+ x5

3
x4 - 4x_ x.- 10x,. - 8x
7 677 6 7
2 2 + 3 4 + + 4 2 + 5 - 127
X Xy T X3 X4 Xg

2 .
7x1 + 3x2 + le3 + X4 = Xg - 282

2 2
23xl + x2 + 6x6 - 8x7 - 196

2 2 2
4x1 + x2 - 3xlx2 + 2x3

(1; 2; @; 4; #; 1; 1)

+ 5x6 - llx7

+ 3(x4-ll)2+ 10x%+

5

(2,30; 1,95;-¢,47; 4,37; 9,51; 1,93;1,58)

2 2

) 2
x] + Xy + X X, = l4xl - 16x2 + (x3-l¢) +

45

2 2 2 2 2
4(x4-5) + (x5-3) + 2(x6—1) + 5x7 + 7(x8—ll) +

2 2
2(x9 10) "+ (xlo-7) + 45

2 2 2
3(xl-2) + 4(x2-3) + 2x

3 7x

4

2 2
5x7 + 8x. + (x3—6) - 2x4 - 4

1 2

1 2 2 2
E(X1 8)° + 2(x,-4) " + 3x5 - X T

2

2
xl + 2(x2 2) - 2xlx2 + 1l4x_. - 6%

5

4xl + 5x2 - 3x7 + 9x8 - 105
10xl - 8x2 - l7x7 + 2x8

2
-3xl + 6x%x. + 12(x9-8) - 7x

2 10

—8xl + 2x2 + Sx9 - 2xlo - 12

- 120
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L= (2; 3; 5; 5; 1; 2; 7; 3; 6; 10)
x* = (2,17; 2,36; 8,77; 5,09; 0,99; 1,43; 1,32; 9,82;

8,28; 8,37)

PROBLEMA 14 £ (x)= x2 + X%+ x.X. - 14x.- 16x

2 2
1 T Xt X%, 1 o + (x3710)"+4(x,=5)

2 2 2 2 2
(x5-3) + 2(x6—1) + Sx7 + 7(x8-11) + 2(x9-10)

2 2 2 2

£ (k=N 2+ (xy=9)° + 100x -1 2+ 5(x 5= % +
2 2 4 2
+ 4(x14 - 14) + 27(x15- 1)+ x16 + (xl7—2) +
2 2 3

+ 13(x,g- 202 +(xgg= 3) 2+ x3g + 95

g. (x)= 3(x, -2)%+ 4(x.- 3)%+ 2x% -7x, -120

1 1 2 3 7%y

2

= 5x° -6) >- -
g, (x)= 5x] + Bx" + (x3-6)“-2x, - 40

2

1 oy 2 2 _ _
93(x)— 7(x1 8) “+ 2 (x,-4) +3x¢ Xg 30

g, ()= X3 + 2(x,-2)% - 2xx, + ldxg - 6xg

gS(x)= 4x1 + 5%, - 3x7 + 9x, - 105

2 8

96(x)= -lel - 8x2— l7x.7 + 2x8

g, (x)= 3x, + 6x, + 12(x9—8)2 - 7x

2 10

gg(x)= -8x, + 2x. + 5% -12

1 2 9 "%y

gg(x) = % + X, + 4x - 21x

11 12

= 2 - _
glo(x) = x] + lell 8%, 28
gll(x) = 4xl + 9x2 + Sxi3 - 9x14 -87

— — 2— -
glz(x)— 3xl + 4x2 + 3(x13 6) "=14x 10

14



PROBLEMA 15

PROBLEMA 16

_ 2

gl3(x) = l4xl + 35x15 - 79xl6 -92
_ 2

914(x) = le2 + llx15 - 6lxl6 - 54

2 4

gls(x) = 5xl + 2x2 + 9xl7 - x18 -68
- w2 _ -

gl6(x) = %y x2 + 19x19 20x20 +
o2 2 2

917(X) = 7xl + 5x2 + X]g- 3Ox20

x = (2; 3; 5; 1; 2; 7; 3; 6; 14;
1; 2; 1; 3)

x* =(2,17; 2,35; 8,76; 5,06; 0,98;
8,28; 8,37; 2,27; 1,35; 6,07;
1,46; 2,0; 1,04; 2,06)

- _ 2 0

f(x) = 12xl 7x2 + X, X

gl(X) = - X

- — *

gz(x) X2 X

hy(x) = =2x] = x, + 2

f({x) = Xy xl

gz(x) = -3xl - X, + 6 x*

g3(x) xl/S - X, + 1

94(x) lel - X, - 90

gs(x) = x1/2 + X, = 8

19

1,43;

14,17;

i
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1,32; 9,83;

0,99; 0,65;

(1 ; 0)

(0,7175; 1,4698)

(9,2857; 2,8571)



PROBLEMA 17

i RS |
].-x2
xl/3 + X,

(6

i

x* = (1

-
!

.
’

5)

1)

405
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CAPTITULO V

O PROBLEMA DOS PEIXES

5.1 - INTRODUCAO - Com o intuito de empregar o lagrangea

no aumentado para problemas grandes, resolvemos testar o algoritmo
para dois problemas de algum cunho pratico. Aqui nao entramos na
questao de se empregar, na pratica, os problemas; gqueremos apenas
mostrar a performance de um algoritmo.

Os dois problemas sao semelhantes, mudando apenas no ni-
mero de variaveis e restricOes, estes problemas tratam de maximizar

os produtos de uma pescaria em um dado horizonte de tempo, Explica

¢oes com mais detalhes serao vistas mais adiante.

5.2 - QUESTAO DA PRECISAO - Como ja& dissemos, para algo-

ritmos do tipo que tratamos, & importante o fator precisao, ou se
ja, com o aumento da precisao o nimero de problemas parciais neces
sérios pode aumentar muito e o tempo de C.P.U. necessario pode ser
grande. Pelo exposto, deve-se pedir a precisao estritamente neces
saria, ja que pedir uma precisao maior do que a necessaria pode-
se pagar um prego alto. Outro fator importante que deve-se fazer,
é limitar o nimero de problemas parciais em um nimero relativamen-
te pequeno; em muitos casos, como ja dissemos, uma boa parte dos
problemas parciais sao "refinamentos caros", devendo-se, na medida

do possivel, evitar-se atingir o critério de convergéncia fazendo
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um numero elevado de problemas parciais, e em diversos casos exis-
te a possibilidade de nunca se atingir a precisao pedida, ja que

a propria precisaoc da maquina limita o nimero de decimais exatas .

5.3 = O PROBLEMA DO CRESCIMENTO POPULACIONAL EM UM MEIO

LIMITADO - Seja uma especie (por exemplo: peixes) que tenha provi-
soes de alimento ilimitada e "habitat" em meio ilimitado e que nao
sofra influéncias de agentes externos. Sob estas condigoes o cres
cimento populacional pode ser descrito matematicamente pela equa-

¢ao diferencial:

dy (t) = ky(t) , k>0
dt

onde k & uma constante, k € a razao entre a taxa de crescimento e
a quantidade presente em um dado tempo t. Isso quer dizer que o}
crescimento populacional & diretamente proporcional a gquantidade
presente (populagdo). Por outro lado, se o meio onde vive a espécie
€ limitado, ou a provisao de alimentos & limitada, a descrigao ma-

tematica muda e passa a ser da seguinte forma:

dy (t 2

W) = gy (6 -k, (6) kyky > 0
dt

onde kl e k2 sao constantes positivas que aparecem considerando a

hipdtese, agora, de que k seja funcao linear de quantidade presen-

te, k = f(y(t)) = kl - kzy(t), de maneira que com o aumento da

quantidade presente y(t), a taxa de crescimento (k) diminua liner-
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mente com y(t).

Consideremos agora que nao sG o meio e os alimentos cons
tituem fator para uma alteragao na taxa de crescimento de uma po-
pulagcao, mas, também, a presenga de outra ou outras espécies no mes
mo meio disputando ou nao o mesmo alimento, havendo ou nao o caso
de uma espécie devorando a outra. As influéncias, vamos considerar,
sao, em intensidade, diretamente proporcional as quantidades presen
tes das espécles. Para simplificar, mostramos a seguir um exemplo
do que falamos. Nao queremos fazer uma analise completa deste estu
do, 3ja que foge ao ncsso objetivo, contudo, uma idéia serad dada:
Considere 2 espécies A e B, com influéncias de A sobre B e vice-ver
sa. Entao uma descrigao matematica da situagao englobando as situa

¢Oes anteriores & a seguinte:

Yl(t) - espécie A (populagao)

y,(t) - espécie B (populagao)

dyl(t)
dt

a,y; (8) + byy, (8% + e y) (B)y, ()

dy, (t)
dt

]

a,¥,(t) + boy,(t)2 + ¢ ¥, (t)y, (t)

al,bl,cl,az,bz,c2 constantes ,

bl,b <0

2

i) se c, ec, forem ambos negativos & porque a presenga de

uma das espécies & prejudicial a outra, digamos, comportilham os
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mesmos alimentos.
ii) se c, >0e cy < 0 significa que a presenga da espécie
B & benéfica para a espécie A, embora a especie B seja prejudicada

com a espécie A; digamos que, neste caso, a espécie A se alimenta

da espécie B.

111) se C, e ¢y forem ambos positivos significa que as espé-
cies se ajudam mutuamente, e a presenca de uma no meio em que vive
a outra, fortalece o seu cresimento populacional.

Como ja dissemos, nao trataremos os pormenores da questao
das espécies, o leitor pode encontrar bastante dados em [10 7.

O sistema de equagoes diferenciais que aparece, dependen
do das constantes e das condig¢oes iniciais, pode fornecer pontos
de equilibrio, curvas do crescimento ou decrescimento de uma espe-
cie, etc. Mas, nao estamos interessados em resolver um sistema de
equagoes diferenciais, o que queremos & fazer uma pescaria das es
pécies (fizemos para 3 espécies), de modo a maximizar o lucro da
pesca;o nosso caso,& maximizar o namero de unidades pescadas den-

tro de um certo horizonte de tempo.

5.4 - FORMULAGAO DO PROBLEMA DOS PEIXES - Considere 3 es

pécies A,B,C que vivem em um mesmo meio e que se interferem mutua-
mente. Desejamos fazer uma pescaria das espécies ao longo de T pe
riodos de tempo,de modo a colher o nimero maximo de unidades de pei
xes( o problema poderia considerar diferentes precos para os peixes).

Sejam as equagoes abaixo a descrigao matemitica de sua evolugao:
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dy, () 2

__E;_— = alyl(t) + blyl(t) + clyl(t)y2(t)+dlyl(t)y2(t)

dy, (t) 2

—_E;__ = azyz(t)+b2y2(t) +czy2(t)yl(t)+d2y2(t)y3(t) (5.4.1)

dy, (t) 2

T = a3Y3 (t)+b3Y3 (t) +C3Y3 (t) ny(t) +d3Y3 (t)y2 (t)
ai’bi'ci’di constantes
bi <0

Como o processo & dificilmente descrito com precisao, ou
seja, dificilmente conseguimos saber o nimero exato das espécies e
suas taxas evolutivas (ais'bis'cis'dis)' podemos tratar o problema
discreto, sem corrermos o risco de termos um modelo nao significa
tivo da realidade. Assim, o sistema de equagoes diferenciais
(5.4.1) pode ser tratado mudando as derivadas pelas corresponden -

tes razoes incrementais:

dy,(t) _ y,(t + h)- y,; (t)

i=1,2,3
dt h

Considerando as razoes expostas, podemos tomar h = 1 (is

so & razoivel), e assim obtermos um sistema de equacoes recursivas,

ou sejam, equagoes da forma f = ft(xt), em que cada instante t+1

t+1
é fungao do instante t.

Temos ,portanto, 3 equagoes recursivas abaixo:
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Y, (t+1) = yl(t)+a1y1(t)+b1yl(t)2+clyl(t)y2(t)+dlyl(t)y3(t)

Y, (t+l) = yz(t)+a2y2(t)+b2y2(t)2+czy2(t)yl(t)+d2y2(t)y3(t)

y3(t+1) y3(t)+a2y3(t)+b3y3(t)2+c3y3(t)yl(t)+d3y3(t)y2(t)

Finalmente, apds cada periodo de tempo teremos uma pesca
ria de cada espécie (que pode ser nula). E se considerarmos T pe=

riodos de tempo, completamos a formulagao do problema:

T-1
Maximizar ;;0 custolul(k)+custozu2(k)+custo3u3(k)
sujeito a
2
Yy (t+1)=y; (£)+a;¥; (£)+byy; (£) “+e vy (£)y, () 4,y (£)y4(£) 7uy (£)

¥, (E+1) =y, (£) +a,7, (£) +b,y, (£) P4e,y, (£)y) (B)+d,y, (£) ¥4 (£) —u,y (€)

y3(t+l)=y3(t)+a3y3(t)+b3y3(t)2+c3y3(t)yl(t)+d§y3(t)yz(t)—u3(t)

>
yl(t) = 0,
>
Y2(t) - 0I
yy(t) 20, t=1,2,...,1
uy () 2 o,
u, (£) 2o,

tv

u3(t) OI t = 0’1'2’.0.,(’1‘—1)
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yl(O)' YZ(O), Y3(0) dados.

5.5 - O PROBLEMA DOS PEIXES I ~ Para facilitar a visuali

zagao dos resultados de um problema maior, resolvemos implementar
um problema pequeno do tipo descrito em 5.4 para T= 5, havendo so
mente 5 pescarias; mesmo assim, o problema conta com 15 restrig&es
de igualdade e 30 restrigdes do tipo x 2 0 (canalizagdes); nos nos
sos programas estas restrigoes sao consideradas como restrigoes
de desigualdade, nao havendo disting3do entre uma restrigao propria
mente dita e uma canalizacgao.

As constantes usadas foram:

a = 0,05 bl =-5,0E-5 c, = 2,0E-5 dl = 1,25E-5
a, = 0,05 b2 =-0,333E-5 Cy = 7,5E-5 d2 = 2,5E-5
ay = 0,08 b3 =-8,0E-5 ) =-1,6E-5 d3 =-1,6E-5

cnstol = custo2 = custo3 = 1 unidade

yi(O) = 1000 unidades, i =1,2,3.

O ponto inicial para nosso problema foi obtido por uma
sub-rotina que gera um “ponto inicial bom" para comegar o processo
de minimizagdo. As listagens do problema e das sub-rotinas usadas
estao no apéendicec .

Aqui mostramos o ponto inicial fornecido e os resultados
finais obtidos. O0s y g s3o os estados, 0s ug sao as variaveis de

controle(pesca).
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0 valor da fungao objetivo & negativo porque trabalhamos

com minimizagao; este valor nos fornece o nimero de unidades pesca

das no decorrer do horizontes

ST

30 .0
732.5000
200.0000
746.6700
200.0000

768.0000

ra:

300.0000
460.2679
200.0000
$26.7907
200.0000
564.0780

000

300.0000
180.7836
200.0000
326.5925
200.0000
374.8411

300,0000
~-109.7834
200.0000
135.0783
200.0000
190.5450

300.00
-416.4333
200.0000
-57.75985
200.0000
2.806853

O ponto & disposto, computacionalmente, da seguinte manei

X = (Ul’Yl'Uz'Yi'U3'Y3) onde u;,0,,U0, vao de # a T-1 e

Yl'YZ'Y3 vao de 1 a T.

| I O S T S R R S RTINS : so
. " ",.‘.,‘! s 23
4 { W L1 T8 )y : 6
O S N A JURE IVTTESS K NP
.1 i he ! "'v toa b - 3
4 - - 5.01 o e

- 504y,
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? Observe na tabela " Valores dos controles e estados" que
os ﬁltimoa;estados, para as tres espécies, sao aproximadamente nulos.

Isto era de se esperar, pois ao final a "pesca" deveria ser "fulmi -

nante”.
0 - N
' ) N N . Co 5= Peds vo( o ay= T,
U ¥ V. . o ooy til. NP0 )= S,
LI )= L e 1 b2 . L B ts, YU 3)= T,
1 A Loty 1y 'z N T - LRI ALK G T 15,
1 )= N T Ly hgs b
L3 )= 23, Y3r 1= Tan,
sl 15= 2, Yie 2= Std,
30 0)= 2hUe YO 4= 375,
I.‘B-( )= 250, Y3( 4)= 170,

30 1) = 2y, YI( 5= Y
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5.6 = O PROBLEMA DOS PEIXES II - Como dissemos em 5,5 ,

o problema dos peixes I foi implementado para se ter uma nogao de
um resultado de um problema maior. Com a experiéncia do problema
anterior, implementamos um problema grande, que &€ do mesmo tipo des
crito em 5.4. Neste novo problema usamos T = 50 e com isso as va*
riaveis de controle passam a ser 50 para cada espécie e 150 no to
tal. Assim, o novo problema passa a ter 300 variaveis e 150 res-
tricoes tipo X, 2 0 (canalizagdes).

0 ponto inicial fornecido foi gerado, como no caso ante-
rior, por uma sub-rotina que fornece um ponto inicial bom. Esta
sub-rotina ( a mesma aplicada ao problema anterior), gera uma poli
tica para o problema. A politica gerada(sempre satisfazendo as res
tricdes de igualdade) pode ser super-5tima ou sub-Gtima, conforme
os valores das variaveis de controle. A politica serd sub-6tima se
satisfizer todas as restricoes de desigualdade e ainda assim puder
mos "pescar" mais sem violar nenhuma delas. A politica sera super
-6tima quando"pescamos" acima do possivel e violamos restrigoes do
tipo y; (t) 290 (pescamos além do que existe disponivel). Experién-
cias mostraram que os dois problemas implementados apresentam mui-
tos maximos locais e, em geral, se forneeiamos politicas sub-6timas
o0 algoritmo convergia para pontos que evidentemente nao eram uma
politica boa, mas satisfaziam a precisao pedida e as condigoes do
teste de convergéncia. Porem, ao fornecermos uma politica super-
otima, o algoritmo convergia a uma politica "factivel" que deveria

ser uma "boa" politica. Nao queremos dizer que a politica assim
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obtida, seja a melhor, pois como ja& dissemos, o problema deve apre

sentar muitos maximos.

Voltamos a repetir que nao estivemos interessados em con

siderar fatores para a aplicabilidade do problema e nosso objetivo

era a de testar o algoritmo para um problema grande.

Bem sabemos

que a dificuldade de se conseguir dados e um modelo para representar

a realidade & evidente.

tendeu aos nosso objetivos.

ca super-otima), e os resultados obtidos.

O modelo apresentado, bem simplificado, a

Mostramos abaixo, o ponto inicial forneeido (uma politi-

Como no caso anterior ,

trabalhamos com minimizagao e a funcao objetivo tem, portanto, sin

nal negativo; também como no problema anterior, a funqéo objetivo

nos fornece o numero de unidades pescadas.
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Mostramos abaixo alguns dados do problema dos peixes II,

Observe o tempo de C.P.U. e o nimero de problemas parciais; a média

HUUR G THTAL D AVALIACUES ok FUNCAD © GRADIEWTE 3 55

AT TalThAu DE ITERACUES DUNTRN DA MINSS ¢ 25

PI4ERG OF CHAJADAS A MINSS (PPORLEMAS PARCIALS ) & 4

QX%GNuSTICU HEES | AALUR INFACTIRILIDADE 3 UedH51367

DA | He130N0)0t =N Toi, 3 D 1000000 =01 FATOF ¢ 10,0000

TeiPd TOTAL D€ CPU PARA 1 EXpYvpn 2 ewd> 332,9760090 SEGUNDOS

Tab ik DA Foadan DBJFTIVL ¢ e3ntT 0k

VALOR DA FUNCAN LAGRANGEANND AUMENTADG 2 =lh M, 427
de tempo por problema parcial nao chega a 1 minuto e meio. O d1agn6§
tico 1 nao significa um mau resultado, pois a maior infactibilidade

é suficientemente pequena para um problema como este.



65

5.7 - CONSIDERAGOES SOBRE O DESEMPENHO DO ALGORITMO - Di

versas experiéncias foram realizadas com os problemas dos peixes e,
com o aumento da precisao, o tempo de C.P.U. aumentava drasticamente.
Com a necessidade de pouca precisao nos problemas, usamos ¢ = 0,01
o suficiente. Observando ambos os problemas, chegamos a conclusao
que a Ultima pescaria & "fulminante" e deveremos ter para ultimos
estados (Qltimas componentes de yl,y2,y3) valores nulos. NO nosso
problema isto praticamente se verificou ja que os Ultimos estados ou
sao nulos ou perto disto. O problema de erros de arredondamento
também deve ser considerado, jid que a funcao aumentada contém o

sequinte esquema de parcelas para o problema:

(300 x 6) parcelas + (300 parcelas)2 +
+(300 parcelas) + (300 parcelas)2 aprox.

Este nimero & o maximo de parcelas, podendo a fungao ter
menos parcelas. Mas, ao comegar O processo (com uma politica super
-0tima) todas estas parcelas aparecem na fungao aumentada. Assim
o erro podera ser grande; porém, COmoO nao Se usOu O Processo recur
sivo (é claro, queriamos evitar isso), e cada novo ponto obtido co
mo produto de um problema parcial é recalculado, os erros nao se
propagam além do cilculo da fungao. Ou melhor: o cllculo de uma
fungao aumentada nao & recursivo.

O desempenho do algoritmo chega a ser excelente quando o

testamos para um ponto inicial muito ruim e assim mesmo, ele forne
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ceu uma boa politica. Este ponto inicial foi yl(t) =y (t) = y3(t)
= ul(t—l) = uz(t—l) = u3(t-l)= 600, t =1,...,T. Observe que todas

as variaveis iniciam com valor 600, o que & bem diferente de uma po

l1itica. Neste caso, permitimos um niimero maximo de 25 problemas
parciais; todos os 25 problemas parciais foram realizados, tendo um
tempo total de cerca de 19 minutos de C.P.U., ou seja, aproximada -
mente 45 segundos por iteragdo. Poreém, o fato mais importante é jue
no terceiro problema parcial, o ponto obtido ja era suficientemente
bom, embora nao atingisse a precisao de 0,01. Observe que o ponto
inicial € bastante longe da solugao, mas, mesmo assim,nao causou im
pedimento para o algoritmo. O nimero total de avaliagdes de funcgao
e gradiente (para os 25 problemas parciais) foi 160 e o numero to
tal de iteracoes dentro da sub-rotina de minimizagao sem restrigoes
foi de 64. Mostramos a seguir a politica obtida; observe que & uma
politica factivel e que nao apresenta todos os estados nulos no fi-
nal; voltamos a achar que o problema deve ter diversos maximos lo -
cais ou pontos de nao-regularidade em que seja impossivel para o al
goritmo evita-los.

A seguir mostramos ¢ politica obtida para este caso.0 cus

to da politica (fungao objetivo) & de 3585 unidades.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, obtivemos resultados acima dos espera-
dos, e nossos objetivos foram atingidos plenamente.

As comparagoes entre os métodos foram bastante satisfa
torias. Os resultados do Problema dos Peixes II, um problema grande,
foram, podemos dizer, excelentes.

A utilizagao de uma rotina para minimizacao sem restri
¢Oes que utilize a informagao de canalizagoes melhoraria, em muito,
a eficiéncia dos algoritmos.As sub-rotinas que usamos tratam das
canalizagoes como restri¢des propriamente ditas. Propomos, a partir
de nossas experiéncias neste trabalho, que os interessados que quei
ram melhorar o desempenho dos algoritmos, utilizem uma sub-rotina

de minimizagOes sem restricdes com canalizagdes.
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APENDICE A

Aqui daremos algumas definicoes importantes e apresenta-
remos alguns resultados sem demonstragoes. Caso o leitor necessite

de alguma demonstracao, podera te-la nas bibliografias fornecidas.

DEFINICAO 1 - Um ponto x* que satisfaz as restrigdes h e g,ou

seja, hi(x*) =0e gi(x*) 520 & dito ponto rcgular para estas res -
trigoes se os gradientes Vhi(x*), ng(x*), i=1,2,...,2e3ed ,

J = {3 [gj(x*) = 0 } , sao linearmente independentes.

DEFINICAO 2 - Definimos fungao lagrangeano a fungao L(x,A,8):

R — R associada ao problema geral (P), que tem a seguinte expres
sao:
T T
L(x,A,p) = £(x) +A g(x) +p h(x)
m
= f(x) + E Ay9y(x) + pihy (x)
i=1 i=1

onde os vetores A e p sao chamados vetores dos multiplicadores de

Lagrange.

TEOREMA 1[734] - (Condicoes de Kuhn-Tucker): Se x* & um ponto

minimo local para o problema (P) e se x* & um ponto regular para as
restricoes de (P), entao existe um vetor X eRm e um vetor pe Rl com

Ai 2 9, i= 1,2,...,m tais que

=

m

f(x*) + 2 : A Vg (x*) o+ z : p;Vh (x*) =0 e ATg(x*) =0
i=1 i=1
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Assim, uma condigao necessaria para que x* seja um mini-

mo local, & que cumpra as condigoes de Kuhn-Tucker acima; estas con
digcdes sdo conhecidas como condigoes de Kuhn-Tucker de primeira or-

dem.

TEOREMA 2 [ 3 ]- (aas condigoes suficientes de segunda ordem):

Consigoes suficientes para que x*, ponto regular, seja um ponto

minimo local para o problema (P), sao que existam A ¢ R"e 8 ¢ Rz

tais que as condigoes do Teorema 1 sejam satisfeitas e a matriz
sz(x*,x*,e*) (hessiano do lagrangeano) abaixo, seja definida posi-

tiva no subespago T dado mais abaixo:

T

VL (x*,A%,0%) = V2£(x*) + N VPg(x*) + o* 'W2h (x*)

T = {y: Vhi(x*; y=0, 1i=1,2,...,%, Vgi(x*; y =0
para todo j € J'}

J' = {3 : gj(x*) = 0, Aj >0 }

No caso de o problema apresentar somente restrigoes de

igualdade o lagrangeano apresenta-se como:

L(x,0) = £(x) + p'h(x)

e no Teorema 2, o subespago T seria

T = {y: Vhi(x*; y=0 , i=1,2,..., 2}.
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APENDICE B

DESCRICAO0 DAS SUB-ROTINAS

Aqul descreveremos as sub-rotinas usadas no nosso traba
lho. Aqui faremos um trabalho breve; nao entraremos em pormenores
sobre o uso das sub-rotinas, pois, no apéndice C(listagens) sao in

cluidos os programas principais, que servem como exemplo para o u-

SO.

B.1 - SUB-ROTINAS PARA O METODO DE PENALIDADE -

PENA - & a sub-rotina global do método.

- argumentos -

- vetor ponto inicial de dimensao N.

- numero de variaveis.

nimero de restricoes de desigualdade.

~ nimero de restrig¢oes de igualdade.

Mmoo 2 A K
!

- valor da fungao objetivo na sailda.

GFO - vetor gradiente da funcao objetivo na saida (N componen-
tes.

Q - valor da fungdo penalidade na salda.

AMI - vetor de paradmetros de penalizacao, na entrada deve ser
fornecido com todas as componentes maiores que zero. Na
saida € a Ultima atualizagao que recebeu,

GNORM - parametro para efeito de diagndsticos, € a norma eucli

diana ao quadrado para as restricoes de desigualdade



HNORM

IDEV

MXF

FATOR

KONT

IER

EPS

Iour

KFUN

KTER

GRAG

GRAH
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que sao violadas pelo ponto x.

o mesmo que GNORM para restrigoes de igualdade.

nimero da maquina para salda dos resultados.

nimero maximo de problemas parciais permitidos.

fator de aumento dos pardmetros de penalizagao. E para
metro de entrada. Em geral FATOR = 10.

contador de problemas parciais.

diagndstico, IER = @ significa que houve convergéncia
para um ponto que satisfaz ER < EPS; IER = 1 significa
que a fungao objetivo ja nao pode melhorar entre duas
iteragoes consecutivas(so para IK # 0); IER = 2 signi-
fica que o niimero maximo de iteragoes foi atingido sem
que ER fosse menor que EPS.

tolerancia pedida para convergéncia.

se IOUT = @# a sub-rotina MINSR nada imprime; se

IOUT = k > @ a sub-rotina MINSR imprimira a cada k ite
ragoes completas.

nimero total de avalia¢oes de fun¢ao e gradiente reali
zadas dentro da sub-rotina MINSR.

nimero total de itera¢des completas dentro da sub-roti
na MINSR.

vetor para trabalho de M componentes, que contera o
gradiente de uma restrigao de desigualdade.

0 mesmo que GRAG com L componentes, para restricao de

igualdades



GRAQ

MXFUN

GAUX

HAUX

ICH

ER

IMP

IK
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vetor gradiente da fungao penalidade.

nimero maximo de avaliagdes de fungao e gradiente per
mitidas dentro da sub-rotina MINSR.

vetor de trabalho para a sub-rotina MINSR, a ser dimen
sionado com no minimo (5N+2) posigdes.

vetor que conterad os valores das restrigoes de desigual
dade, deve ser dimensionado com M componentes.

O mesmo que GAUX para restricoes de igualdade, deve ser
dimensionado com L componentes.

vetor de chaves para passagem da informagao se gi(x) é
ou nao violada. Se gi(x) & violada ICH(I) = @, caso
contrario ICH(I) = 1. Deve ter dimensao M.

malor infactibilidade, serve para testar a convergéncl
a e na salda serve para se verificar em quanto fci o
valor da norma miximo das restrigoes que sao violadas
pelo ponto.

se IMP = @ nada e impresso pela sub-rotina PENA (poden
do ou nao ter impressao pela sub-rotina MINSR); se

IMP = 1 sao impressos IER, KONT, F, X, KFUN, KTER, ER,
somente; se IMP = 2, IMPRI é chamada e uma impres
sao detalhada é fornecida, sendo impressas quase a to-
talidade das variaveis de salda.

se IK = 0 n3o & feito o teste de melhora ou nao da fun
gao objetivo em relacao a fungao Q. Se IK = 1 o teste

é feito.
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Sub~rotinas que sao chamadas pelé sub-rotina PENA:
a)MINSR - tem a finalidade de fazer a minimizagao sem restrigoes
da funcao penalidade. Esta sub-rotina implementa um
método semelhante a gradientes conjugados com uso - de
pseudos~-hessianos.
Chamada da sub-rotina:
CALL MINSR(N, M, L, X, Q, GRAG, AMI, IFUN, ITER, EPSG, NFLAG ,
MXFUN, F, GFO, W, IOUT, IDEV, ACC, GNORM, HNORM, GAUX, HAUX,
GRAG, GRAH, ICH)

- argumentos nao descritos na sub rotina PENA -

IFUN - namero de avaliagdes de funcao e gradiente realizadas

nesta sub-rotina.

ITER - nimero de iteragoes completas realizadas nesta sub-ro-
tina.
EPSG - & a tolerdncia pedida para convergéncia na minimizagao

sem restrigoes.

NFLAG - diagnostico da MINSR. Se NFLAG = # houve convergéncia;
se NFLAG = 1 houve falha na busca unidimensional do mé
todo, nao se conseguindo melhorar o valor da fungao ;
se NFLAG = 2 o nlmero maximo de avaliagoes de fungao e
gradiente foi atingido sem que houvesse sido atingida
a tolerancia EPSG.

ACC - uma aproximagao para a precisao da miaquina em ponto flu

tuante. No PDP-10 da UNICAMP,ACC = 2727,
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b )ATUAMI- tem a finalidade de atualizar os parametros de penali-
zagao.
Chamada:

CALL ATUAMI (AMI, M, L, EPS, FATOR, ICH, HAUX)

c)IMPRI - tem a finalidade de imprimir os resultados finais obti
dos
Chamada:
CALL IMPRI(N, M, L, X, F, GFO, Q, AMI, FATOR, KONT, IER, EPS,

KFUN, KTER, GAUX, HAUX, GRAQ, ER, IDEV)

d)FPEN - calcula o valor da fungao penalidade e seu gradiente.
Chamada:
CALL FPEN(X,N,M, L, Q, GRAQ, AMI, AGNORM, HNORM, F, GFO, GAUX,

HAUX, GRAG, GRAH, ICH)

e)FUN, - sao 3 sub-rotinas que compdem o conjunto de problemas

CE, testes. A sub-rotina FUN calcula uma especificada fun

HAGA ¢ao objetivo ou o seu gradiente; a sub-rotina GE cal-
cula uma especificada restricao de desigualdade ou

seu gradiente; a sub-rotina HAGA € semelhante a GE, so
que para restricoes de igualdade.

Chamadas:

CALL FUN (X, F, GF, L)

CALL GE ( I, X, G, GRAG, L)

CALL HAGA ( I, X, H, GRAH, L)



do.

- argumentos -

X

F

GF

GRAG

H

GRAH

Area em

Se NP = i, o i-ésimo problema teste esta sendo

ponto fornecido.

valor de uma fungao objetivo.

gradiente de uma fung¢ao objetivo.

se L =1 a fungao & calculada; se L = 2 o gradiente
fungao & calculada.

€ a i-ésima restricao considerada.

valor da restricao de desigualdade.

gradiente da restricao de desigualdade,

valor da restrigao de igualdade.

gradiente da restricao de igualdade.

COMMON; COMMON/NOPROB/NP

82

da

considera
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B.2 - SUB-ROTINAS PARA O METODO LAGRANGEANO AUMENTADO

PNLFl - & a sub-rotina global do método.
- argumentos -

- mesmo que na sub-rotina PENA.

mesmo que na sub-rotina PENA.

mesmo que na sub-rotina PENA.

Bt 22 2 X
1

- mesmo due na sub-rotina PENA.

XLAM - vetor aproximagao para os multiplicadores de Lagrange;
na entrada, se nao & fornecido, a sub-rotina assume o
valor 0,01 para todas as componentes de XLAM, se algu-
ma componente apresenta valor maior que 0,01, esse va-
lor é assumido. Deve ser M-dimensionado.

XSIG - vetor de parametros para os termos de segundo grau das
restrigcoes de desigualdade. Deve ser M-dimensioando.

TETA - o0 mesmo que XLAM para restrigoes de igualdade. Pode |,
suas componentes, assumir qualquer valor real. Deve ser
L-dimensioando.

XMI - o.mesmo gue XSIG para restrigoes de iqualdade. Deve

ter dimensao L.

FOBJ =~ valor da fungao objetivo da saida.

FPSI - vator da fungao lagrangeano aumentado na
saida.
GX - vetor de trabalho de dimensao M.

HX - vetor de trabalho de dimensao L.



GFO

GRRG

GRAH

KFUN

EPS

MXFUN

IOUT
ACC

TOL

IDEV
KONT
KTER

IER
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gradiente da fungao objetivo na sailda.

vetor de trabalho. Deve ter no minimo (5N+2) posigoes
vetor de trabalho que contera um gradiente de uma rese
tricao de desigualdade.

o mesmo que GRAG para uma restri¢ao de igualdade.
vetor de atualizagao dos parametros XLAM.

nimero total de avalia¢des de fungao e gradiente na
salda. £ o somatorio dos IFUN.

precisao pedida para convergéncia.

0 mesmo que na sub-rotina MINSR.

nimero maximo de problemas parciais permitidos.

O mesmo que na sub-rotina MINSR,

O mesmo que na sub-rotina MINSR,

se uma restrigao de desigualdade for menor que TOL, es
ta restricao nao passra pelo teste de razao de melhora;
se uma restricao de iguz:ldade em modulo for menor dque
TOL, esta ndao passara pelo teste acima.

O mesmo que na sub-rotina MINSR.

o0 mesmo que na sub-rotina PENA.

O mesmo que na sub-rotina PuNA,

se IER = g4 o método convergiu para um ponto em que a
sua maior infactibilidade & menor que EPS; se IER =1
foi atingido o nimero maximo de problemas parciais per
mitidos sem obtengao da precisao desejada; se IER = 2

o problema sO contém restrigoes de desigualdade e o
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ponto obtido & factivel(sd para IOP # @); se IER = 3
nao houve melhora na fungao objetivo em duas iteragoes
consecutivas (sd para ID # @); se IER = 1 o problema

€ um caso particular em que M = L = ff e sua convergén-
cia deve ser analisada pelo parametro NFLAG da sub-ro-

tina MINSS.

GAUX =~ vetor que contém os valores das restrigoes de desigual
dade. Deve ser M-dimensionado.

HAUX - o mesmo que GAUX para restrigoes de iqgualdade. Deve
ter dimensao L.

FATOR - fator de multiplicagao dos pardmetros XSIG para atua-
lizagao.

EPSG - & a toleradncia para a sub-rotina MINSS. No primeiro

problema parcial EPSG = min { #,1; 10xXEPS } apds isso
EPSG assumira o wvalor EPS; para ter.um EPSG diferente
do especificado, a linha EPSG = AMIN 1(f.1l, 10+EPS) de
ve ser removida.

IMP - se IMP = 0 nada & impresso; se IMP = 1 cada iteracgao
é impressa com ponto obtido, o valor da fungdo objeti-
vOo e resultados finais detalhados; se IMP = 2 cada itg
ragao & impressa com bastante detalhes mais os resulta
dos finais detalhados.

1D - se ID = # o teste de melhora da funcao objetivo nio &

feito; se ID # 0 o teste & feito.

Area em COMMON : COMMON/SFACTI/IOP. (Veja IER)
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Sub-rotinas que sao chamadas pela sub-rotina PNL@l:
a)MINSS - & a mesma que MINSR para o método de penalidade.
Chamada da sub-rotina:
CALL MINSS(X, N, M, L, FPSI, GPSI, XLAM, XSIG, TETA, XMI, IFUN,
ITER, EPSG, NFLAG, MXFUN, FOBJ, GFO, W, IOUT, IDEV, ACC, GRAG,

GRAH, GAUX, HAUX)

b)PSI - tem a finalidade de clacular a fungao lagrangeano au -
mentado e seu gradiente.
Chamada:
CARL PSI( X, N, M, L, XLAM, XSIG, TETA, XMI, FPSI, GPSI, GFO,

GRAG, GRAH, FOBJ, GAUX, HAUX)

C)ITERA -~ tem a finalidade de imprimir os resultados finais do
processo.
Chamada:
CALL ITERA (X, N, M, L, KONT, FOBJ, FPSI, GPSI, HAUX, GAUX,

IFUN, ITER, NFLAG, ER, IDEV, IMP)

d) SFINAL- tem a finalidade de imprimir os resultados finais do
processo.
Chamada:
CALL SFINAL (X, N, M, L, FOBJ, EPSI, GFO, GAUX, HAUX, XLAM,

TETA, KFUN, KTER, KONT, IER, ER, EPS, TOL, FATOR, IMP, IDEV)

e) FNORMA- & uma funcao real de argumentos A e N, que tem a fina
lidade de calcular a norma infinito de um vetor A de

N componentes.
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f)FUN, - tem a mesma finalidade ja descrita em 6.2.
GE,

HAGA

B.3 - PROGRAMAS PARA IMPLEMENTACAO DOS PROBLEMAS DOS

PEIXES - Além dos programas principais, no apéndi-~-
ce das listagens, encontram-se dois arquivos com sub-rotinas tipo
FUN, GE e HAGA para os dois problemas dos peixes; duas sub-rotinas
suplementares sao também incluidas, a sub-rotina Pl de parametros N
e X que tem a finalidade de criar uma politica para os problemas ;a
sub~-rotina SAl de parametros N,X,IT com a finalidade de imprimir no
formato F7.8 os valores dos controles e estados obtidos ao final do
processo no problema dos peixes. A variavel IT especifica o namero
de estados; se IT = 5 € o problema dos peixes I; se IT = 50 & o pro

blema dos peixes II.

B.4 - ALGUMAS OBSERVACOES IMPORTANTES - No apéndice C ,

das listagens, encontram os mais importantes programas principais u
sados. Nao é nosso objetivo mostrar os seus usos. Queremos mos
trar resultados obtidos e poder oferecer a interessados uma série

de programas gue podem ser Uteis como ferramenta na solugao de pro-

blemas de otimizacao.
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101
AKQUIVO DE FUNCOES TESTE

CUNSTA DE TRES SUBRUTINAS = UMA PARA FUNCOE~* "BJETIVOS
= (G(UTRA PARA RESTRICOES D* DESIGUALDADE
= QUTRA PARA REST®ICOES DE TIGUALDADE
SUBROUTINE FUN(X,F,GF,1L)
SE (=1 A FUNCAO E' CALCULADA
St L322 0O GRADIENTE DA FUNCAD E' CALCULADO
DIMENSION X(2),GF(2)
CUMAON/NOPROB/NP
GO TO (14263+s405.607,31,32,33,34,35,36,37,3%,49,300)NP
IF(LJEW,2)GO TO 10V
Fa3,4X(1)+X(2)
RETURN
GF(1)=3,
GF(2)=1,
RETURN

IF(LEG,2) GO TO 101
FeX(2)=X(1)un2
RETURN
GF(‘)":..x(l)
GF(2)st,

RETURN

IF(L.EQ,2) GO TU 102
FeX(1)+¢X(2)

RLTURN

GF(1)=1,

GF(2)=1,

RETURNU

IF(L.tuwg,2) GO TO 103
Fe9,«X(1)eX(2)
RETURN

GF(i)s 9,

GFt2)= 1,

RETURN

IF(L.EW,2) GO TO 104
FeX(1)eX(1)+X(2)eX(2)
RETURN

GF(1)132,4X(1)
GF(2)32,%X(2)

RETUKRN

IF(L.EQ,2) GO TO 105
Fa(a(l)e2.5)a82 ¢ (X(2)=2.5)un2
RETUKN

GF(1)32,#(X(1)«2.5)
GF(2)B2,#(X(2)es.5)

Ry TURN

IE(L.EVW,2) GG TO 106
F3100,8(X(2)eX(1)uX(1))%02 ¢ (lo=X(1))nn2
RETURN
GF(1)3o400.#X(1)#(X(2)=X(1)X(1))=2, #(),=X(")"
GF(Z)=s 200.%(A(2)=X(1)#X(1))

RETUKIN

TFE(Leiwe2) GO TO 107



167

1.8

1,9

110

111

3,

112

Lue
Fel,/73.0(X(1)+1,)803 +X(2)

RETURN

GEC1)3(X(1)e1,)0a2

GF(2)=1,

RETURN

IF(L.tWe2) GO TO 108

F2 A(1)nu24¢X(2)0e242.8X(3)%n24X(4)0n2a85 pX(")
1 «5,%X(2)e21,#X(3)+T7,.%X(4)

RETURN

GF(1)3 2.#X(1)=5,

GF“)‘ ZQ.X(Q).SQ

GF(3)=40.X(3).21-

GE(4)=2.,#X(4)+7,

RETURHN

IF(L.EJ.,2) GO TO 109

Fa9 w3 #X(1)=6,#X(2)e4_ #X(3)+2.8X(1)0u242, 8V (7)nn2
1 #X(3)ew22 #X(1)RX(2)e2.%8X(1)%X(3)

RETURN

GF(1)Z4.,8X(1)42,#X(2)+2.,%X(3)=R,

y GF(2)=2 ,%X(1)e4,%5(2) =6,

GF(3)32,#X(1)+2,%X(3)=4,
RETURN

PRODSX(1)#X(2)#X(3)#X(4)#X(5)
IF(L.EQe2) GO TO 110
Fz cXP(PROD)

RETURN

T= cXP(PRQD)
GF(1)=PROD/X(}1)*T
GF(2)3PROD/X(2)#T
GE(3)3PROD/X(3)#T
GF(4)3PROD/X(4) T
GF(5)3PROD/X(S)I#T
RETURN

IF(L.EG,2) GO TO 111
FE(A(1)210,)8e245,#(X(2)=12,)0824X(3)0nd0e3,%2(7 (4)=11,)002

1 +10 #X(5)en6 +7 #X(6)##24X(T) %5408 #X(6)%X7710g0, 8X(6) w8, #X(7)

RLUTURN

GF(1)=2 ., a(X(1)=10,)
GE(2)B10 % (X(2)=12,)
GF(3)zd aX(3)na]3
GF(4)s6,8(X(4)=11,)
GF(S)E60 ., 0X(5) %S

GF(6)S14 aX(6)=d #X(T7)=10,
GF(7)s4 #X(T)#83ag %X (6)=8,
RETURN

IF(L.EW,2) GO TO 112
FX(1)eu2eX(2)002+X(1)0X ()14 . 86X (1) =16,8X(4Y+(X(3)»10,)0a2
1 23, 8(X(4)aS5, )82 2¢(X(5)1e3 )2u242 8(X(6)m] )%8745 8X(T7)0e2
2 +T.2(K(8)e1l,)0e242,0(X(9)e10,)8024(X(10)=7_ '022+45,
RETURI

GF(1)s2,0X(1)+X(2)=14,

GE(L)=X(1)+2.,8X(2)=16,

GF(3)32,%(X(3)e10,)

GE(4)SR, »(X(4)=5.)

GE(5)352,%#(X(5)=3.)



113

33

114

[V S

GF(6)34.#(X(6)=1,)
GF(T1)310,%X(7)
GF(B8)314.,#(X(8)=18,)
GF(9)34,%(X(9)=10,)
GF(10)=32,%(X(10)=7,)
RETURN

IF(L.EQ,2) GO TO 113

FX(1)aa2eX(2) 824X (1) 0X(2)e14,8X(1)=16,#XC2)*(X(3)e10,)%u2
A, 8 (X(4)e5,)002¢(X (5123, )08242 2 (X(6)wl, )%u745 8X(T)u2e
Tt (K(B) w11 ,)08242 #(X(9)=10,)482+(X(10)eT*)*u2+(X(31)=9, 7802+
10,8 (X(12)=1 ) #0245, (X(13)e0T7,) 06244 ,8(X(1°)°14,)082¢27,#(X(15)
wl R8240 X(16)0084(X(17)@2,)082¢13,0(X(18)e?, Y8824(X(19)=3,)002¢

X(20)»w2 +95,

RETURN
GF(1)32,2X(1)+X(2)=14,
GF(2)8 X(1)¢2,#X(2)=10b.
GF(3)m2,%(X(3)~10,)
GF(4)38,9(X(4)=5,)
GF(5)32,2(X(5)=3.)
GF(6)34,8(X(6)>1,)
GF(7)310,%X(7)
GF(B)=s14,8(X(8)»11,)
GF(9)34,4(X(9)=10,)
GE(10)82,8(X(10)=7,)
GF(11)32,%(X(31)=9,)
GF(12)220,#(X(12)=1,)
GF(Il)'lO.'(X(l3)'7.)
GF(14)s 8,8(X(14)=14,)
GF(15)=54,#(X(15)=1,)
GF(16)=u4 »X(1b6)#%3
GF(17)22.8(X(17)=2,)
GF(18)320,4(X(18)=2,)
GF(19)=2,%(X(19)=3,)
GF(20)32,X(20)
RETURHN

IF(L.EQ,2) GO TO 114
Fg"zo'X(1)‘10.X(2)QX(2]'.2
RETURN

GF(1)3=12,

GF(2)x2,8X(2)=17,

RETURN

IF(L.EQ.2) GO TO 115
Fz A(2)=X(1)

RETURN

GF(‘)S".

GF(<)=1,

RETURN

IF(L.EQ,2) GO TO 110
F=1,716,0X(1)0u2+41,/9 ,6X(2)0wn2
RETURN

GF(1)=s1,/78,0X(1)
GF(2)32,79,.%#X(2)

RETURN

END



99
20
21

23

LB |
41
47

3?2
51

53
34
33

35
6!

104

SUBROTINA PARA RESTRICOES DE DESIGUALDADES®

SUBROQUTINE GE(I, X,G,GRAG,L)

DIMENSION X(2),GRAG(2)
COMMON/NOPROB/NP

IF(L.EV.,2) GO TO 499

GO T0(1,99,20,20,20,20,99,31,32,33,34,35,3v,47,38,39,300)NP
GO T0(3,3,5)1
Gz=eX(1l)

RETURN

GCs(1.,7X(1))=X(2)

RETURN

GO 10(21,22,23)1

Ga1,=X(1)#X(2)

RETURIY

Gz=d,oX(1)=2,8X(2)

RETURN

G=2.0X(1)-4.'X(2l

RETURN
GUu T0(41,42)1
GzeX(1)+1,
RETURN
Gsex(2)

RETURN
GU TO (51,%2,53) 1
CEX(1)##82¢X(2)nu24X(I)uu24X(4)882eX(1)2X(2)"X13)eX(4)=8,
RETURN
GaX(1)eu2¢2,8X(2)0824X(3)0024¢2.8X(4)002=X(1"eX(4)=10,
RETURN
GE2,#X(1)ne24X(2)8224¢X03) 00242, 0X(1)=X(2)=XrdVa5,

RETURN
IF(I.NELQ) GO TO 3
Gz X(1) ¢ X(2) ¢+ 2.#X(3) =3,
RETURN

Gy TO (61,62,63,64) 1
G2, 4X(1)#e243 . 20X(2)0uudeX(3)¢4.0X(4)00245,87Y(5)=127,

RETURKN
CGaTouX(1)43,0X(2) +10,#X(3)un24X(4) «X(5) =782,
ReTURN
Ga23.#X(1) ¢ X(2)w%2 ¢ G, uX(6)wu2 «=B,X(7Y =196,
RETURN

Gz 2. 0X(1)4982 ¢ X(2)a%2=3 0X(1)eX(2)42.#X"318u245,4X(6)=11.eX(T)
ReTURN

GU I0 (71,72,73,74,75,76,77,78)1

G w0 (X(1)=2,)882+4 #(X(2)=3,)84242,0X(3)%87 &7 . uX(4)=120,
RETURN ‘

G5, 4X(1) 08248 . #X(2)9(X(3)wb,)¥n2e2 uX(4)=4n

RETURN

GZ0,54(X (118 )02242 20 (X(2)wd )uu243 #(X(S5) e"2«X(6)=30,
RETURN
GsX(1)ww2+2,8(X(2)=2,)uu2=2 _ aX(1)uX(2)e14,8Y(")ub #X(6)
RETURN

GS4,28X(1)e¢S ., 2X(2)e03 ,0X(7)49,.,8X(B)=105,

RETURN

G=10,6X(1)=8,8X(2)=17 #X(T7)e2,.8X(B)

RETURW



77 G=e3 #X(1)46.#X(2)+12,#(X(9)=B8,)%82=7,8X(10) 105

RETURN
718 CEmd o #X(1)42.8X(C2)45.8X(9)w2,.8X(10)e12,
RETURN
C
37 GU TO (81,82,83,84,85,86,87,88,89,90,91,92,93:,94,95,96,97)1
81 Ca3,#(X(1)=2,)##2¢4,2(X(2)=3)48242 ,8X(3)0u2-Te0X(4)=120,
RETURN ‘
82 GaS, #X(1)022¢8,4X(2)2(X(3)26.)082e2 8X(8)=4"
RETURN
83 G0 5#(X(1)eB, )un242.4(X(2)mq,)0u2e3, 8X(5)0v2°X(6)=30,
RETURHN
84 GEX(1)982¢2,8(X(2)=2,)8822, 8X(1)8X(2)¢14 .87 (")eb6,8X(6)
RETURN
8% GE4 #X(1)45,8X(2)e X (T)e9 . 8X(B)=105,
RETURN
8¢ GE10.#X(1)eB X (2)=1T . 4X(7)42,0X(8)
RETURN
87 Ga3 oX(1)46,8X(2)412.8(X(9)=8,)002=«T7 ,8X(10)
RETURN
88 Gaewl  #X(1)22,#X(2)+5,8X(9)»2,4X(10)=12,
RETURN
89 GeX(1)eX(2)44,0X(11)=21,0X(12)
RETURN '
90 GaX(1)wu2415.9X(11)=8,4X(12)=28,
RETURN
91 CRd.0A(1)+9,20X(2)+5,. 20X (13)#n2«9,2X(14)=87,
RETURN
9: Ga3 wX(1)44,8X(2)1+43 (X (13)=b6, 82«14, 4X(14Y=10,
RETURN
93 GS14.8X(1)0%2435,4X(15)=79 ,8X(16)=92,
RETURN
94 G153, 4X(2)#u2411 ., #X(15)=61 . 4X(16)=54,
RETURN .
9 GC=SoX(1)#n242,2#X(2)+9.8X(17)und=X(18)=68,
RETURN
9¢ GaX(1)wa2eX(2)¢19,#9X(19)«20,4X(20)+19,
RETURN
97 CzT ., 0X(1)002+5,8X(2)2224X(19)842=30,4X(20)
RETURI
C

360 GO TO (361,362,363,364,365,366,367,368)1

3ot GRAG(1)306,#(X(1)=2,)
GHAG(2)BB *(X(2)=3,)
GCRAG(3)=4,%X(])
GkAG(4)s-T7,

147 DU 186 K=5,10

1 §°Y GRAG(K)=O,
RETURN

3c?2 GRAG(1)=10,#X(1)
GRAG(2)=8,
GRAG(3)82.,#(X(3)=0.)
GEAG(3)me?,
Gu 10 187

3t3 GKAG(1)®X(1)=8,
GRAG(Z)=d *(X(2)=4,)
G‘\l\;(J"OQ
GHAG(4)30,
GEAG(5)Tb , #X(5)
GRAS(b)=w],



177 DO 178 K=7,10 106

178 GRAG(K)=0,
RETURN

3.4 GRAG(1)32,#X(1)=2,4X(2)
GRAG(2)=4 ,8(X(2)=2,)=2_#X(1)
GKAG(3)=0,
GRAG(4)=0,
GRAG(S5)=14,
GRAG(6)==6,
GO TO t717

365 GRAG(1)=4,
GKAG(2)35,
GRAG(7)'.3¢
GHAG(8)=9,
GKAG(9)=0,
GRAG(10)s0,
00 168 K=3,6

{o8 GRAG(K)=0,
RETURN

36 GRAG(1)=10,
GRAG(2)Be8,
GRAG(T)=me]T,
GPAG(8)=2,
DC 158 K=3,6

158 GEAG(K)=0,
GRAG(9)s=0,
GRAG(10)s0,
RETUKN

3.7 GKAG(1)z=],
GFAG(2)36,
GEAG(9)224,.#(X(9)=8,)
GRAG(10)Ee7,

153 bu 187 Ke3,8

157 GKAG(K)=0,
RETURN

3uR GhAG(1)ze8,
GFEAG(2)=2,
GRAG(9)=5,
GRAG(10) 3.2,
Gu TO 153

370 GO TO(471,472,473,474,475,476,477,478,479,4°0,481,482,463,484,485,
& 4Bb,487)1
471 GRAG(1)=0,8(X(1)=2.)
GRAG(2)=8,#(X(2)=3,)
GRAG(3)=4,4X(3)
GRAG(4)zeT,
B0 DU 801 K=5,20
8.1 GRAG(K)=O,
R TURN
472 GEAG(1)=10.#X(1)
GRAL(2)=H,
GRAG(3VIZ2.,#(X(3)=0.)
GRAG(4)=ze2,
Gu 10 800
43 GRAG(1)EX(1)e8,
GRAG(2)=4 ,%(X(2)=3,)
GRAG(3)=0,
GRAG(4)30,
GRAG(5)36,#X(5)



899
862

474

475

476

477

478

870

479

GRAG(O)=z=],
JJ=7

00 802 K=JJ,20
GRAG(K) =0,
RETURN
GRAG(1)=2 ,#X(1)=2,%X(2)
GRAG(2)34 ,#(X(2)=2,)=2 . %X(1)
GRAG(3)=0,
GRAG(4)=0,
GRAG(S)=14,
GHRAG(®)=E~b,
JJIs7

GU TO 899
GR‘G(‘)'4.
GRAG(2)=35,
GRAG(3)=0,
GRAG(4)=0,
GRAG(S)=0,
GRAG(6)s0,
GRAG(T)==3,
GRAG(8)=9,
JJ=10

GO TO 899
GRAG(1)=10,
GRAG(2)E=8,
GRAG(I)=0,
GRAG(4)=0,
GRAG(5)=0,
GHRAG(D) =0,
GRAG(T)==1T7,
GRAG(E)=2,
JJ=y

GU TO 899
GHAG(1)Y=],
GRAGL(Z2)=6,
GRAG(3)=0,
GRAG(4)=0,
GRAL(5)=0,
GRAG(0)=0,
GRAG(7)=0,
GRAL(B)=O,
GRAG(T) 3 24.,#(X(9)=56,)
GRAG(10)=xeT7,
JJ=11

Gu TJ K99
GRAG(1)=e8,
GRAG(Z)=2,

DU 57TV K=3,20
GKAS(K)=D,
GrAG(9)=S,
GltAS(10)m=2,
RETURN
GrRAG(1)=1,
GRAG(2)=1

Du 873 K=3,20
GrAG(K)=Q,
GEAG(11)=4,
GRAG(12)=e21,
FPcTURYN
GHhAG(1)=2,0X(1)

107



DO 872 K=2,20 103

872 GRAG(K)=sO0,
GRAG(11)=15,
GRAG(‘Q)‘.BO
RETURN

471 GRAG(1)=4,
GKAG(2)=9,

DO 180 K=3,20

150 GRAG(K)=0,
GRAG(13)=10,%X(13)
GRAG(14)%«9,
KETURN

42 GRAG(1)=3,
GRAG(2)=4,

DO 805 K=3,20

858 GKAG(K)=0,
GRAG(13)s0.#(X(13)=6,)
GhAG(14)==14,
RETURN

4:3 GRAG(1)=228,#X(1)
DU 506 K=2,20

8(6 GRAG(K)=0,
GRAG(1S5)=35,
GRAG(16)==79,
RETURN

4¢ 4 GKkAG(1)=0,
GRAG(2)=30.#X(2)
DU 507 K=3,20

8¢Y GRAG(K)=0,
GRAG(15%)=11,
GRAG(16)s=b],
RETURMN

415 GKAG(1)=10,#X(1)
GRAG(2)=2,

DO 808 K=3,20

8¢8 GRAG(K)=O,
GRAG(17)336,8X(17)%n3
GKAG(18)=el,

RETURN

4v6 GRAG(1)=2.#X(})
GRAG(2)=’1.

DU 509 K=23,20

8.9 GEAG(N)BO,
GFAG(19)s19,
GRAG(20)2e20,
ReTURN

407 Ghho(1)213.,#X(1)
GRAG(Z2)=1(0 . *X(2)
DU 901 K=23,20

9.1 GrAG(K)=0,

GRAG(39)=2,.4X(19)
GRAG(Z20)==30,
RETURN

o

C

4935 Go 100120,99,130,130,130,130,99,310,320,337,-40,3%0
t ¢360,370,380,390,3000) NP
120 GU Tu(201,202,203)1
1 GRAG(1)==1,
GEAG(2)=0,



202

2.3

130
131

132

133

310
3

312

320
3z

323

350
330

33

350
351

RETURN

GRAG(}1)=0,
GRAG(Z2)s=],

RETURN
GRAG(1)=2=1,/X(1)un2
GRAG(2)=ei,

RETURN

GU TO(131,132,133)1
GRAG(3)==X(2)
GRAG(2)z=sX(1})
RETURN

GRAG(1)ae=],
GKAG(2)me=2,

RETURN

GRAG(1)=1,
GRAG(2)a=4,

RETURN

GO Io(311,312)1
GRAG(l)=el,
GRAG(2)=0,

RETURN

GRAG(§)=0,
GRAG(Z)==},

RETURN

Gu 10(321,322,323)1
GRAG(1)=2,#X(1)¢1,
GRAG(2)=2,%X(2)=»1,
GRAG(3)=2,#X(3)+1,
GRAG(4)52 ,4X(4)=1,
RETURN
CRAG(1)=2,#X(1)=1,
GRAG(2)=4 %X (2)
GRAG(3)32,#X(3)
GRAG(4)xz4 ,#X(4) -1,
R TURN
GRAG(1)x4,2X(1)+2,
GRAG(Z)®2_ %X(2)ey,
GRAG(3)32,%X(3)
GPAG(4)x=],

RETURN

IF(l1.EG,.4) GO TU 33%

GRAG(I) = =},
RETURL

GRAG(3) = 1§,

GRAG(2) = 1,
GRAG(I) = 2,
RETURN

GO IN(351,352,353,354)1

GHRAG(1)=4 #X())
GRAG(2)=312_ #X(2)%%]3
GRAG(3)=1,
GRAG(4)=8,#X(4)
GRAG(5)=S,
GRAG(6)=0,
GRAG(7)=0,
RETURN
GRAG(1)=T,
GRAG(2)=3,
GRAG(3)220.#X(3)

109



353

354

3u

39
931

932
933
934
93§

30
936

937

30
177

3v0
971

972

973

974

GRAG(4)= 1,

GRAG(5)z~1,

GK‘G(7)=0.

RETURN

GRAG(31)323
GRAG(2)32,#X(2)
GRAG(3)=0,

GRAG(4)=0,

GRAG(5)=0,
GRAG(6)=12.#X(6)
GRAG(T)==8,

RETURN
GRAG(1)=8 X (1)e3 ,#X(2)
GRAG(2)=2,%X(2)=3 %X (1)
GRAG(3)=4,.4%X(3)
GRAG(4)=0,

GRAG(5)=0,

GRAG(B) =S5,

GPAG(7)==11,

KRETURN

GzseX(1)
RETURN

GuU TO (931,932,933,934,913%)
Gz A(2)=X(1)=5,
RETURN
Gse3 . #X(1)=X(2)¢+6,
RETURN
Ge Jec®X(1)wX(2)el.
RETUKN
G21l.4X(1)=X(2)e9),
RETURN
Gx0,5#X(1)eX(2)=H,
RETURN

o0 TG (936,937,938) I

GeX(2)=Xx(}1)
RETURN
G=1,=4(2)
RETURN
Cz(1.73.)nX(1)eX(2)=7,
KETURN
DU 7177 Us=i,4
GRAG(I)zwl
RETUKN
GU 10 (971,972,973,974,975) 1
GRAG(1)==-1,
GRAG(2) 3 1,
RETURN
GRAG(1)se3,
GRAG(2)z=],
RETURN
GHAG(1)%0,2
GR"\;(Z)S.‘.
RETUKN
GRAG(3)=10,
GRAG(Z)B=l,
RELTURN

PR



300¢
921

922

34
11
14

15
17

13
24

25

3k
4

¢

GRAG(1)=20,5

GRAG(2)=1,

RETURN

GO TO (921,922,923) I

GRAG(1)==},

GRAG(2)=® .

RETURN

GRAG(1)Y=0,

GRAG(L)z =%,

RETURN

GRAG(2)=1,

RETURN

END

SUBROUTINE HAGA(CI,X,H,GRAH,L)

DIMENSTUN X(2),GRAH(2)

CUMMON/NOPROBZNP

GO TO (1¢2+1080108s1:,1.101,34,1,1,1,38,1,1) nN¥

IF(L.EV.2) GO TO 9

HeX(2)e2.,#X(1)en2

RETURN

GRAR(1)E=ed X (1)

GRAu(2)s1,

RETURN

GO Io (11,12,13) 1

GO TO (14,15)L

HEX(1)ou2eX(2)0824X(3)an24X(4)%n24X(5)0082 =*0.

RETURN

ou 17 Js=1,5
GRAH(J)=2.,#X(J)

RETURN

GO 1D (20,21) L

HSX(2)#X(3)=S,4X(4)%X(5)

RETURY

GhAn(1)=0,

GRAN(2)YEX(3)

GRAN(3)=X(2)

GRAN(4)=s=5,.%X(S)

GRAH(S)z==S ,#X(4)

HETURN

GU TO (24,25)L

HaX(1)en3eX(2)und o},

RETURN

GRAHC(L1)I®I wX(1)wn2

GRAH(2)33 #X(2)#%2

GRAH(3)=0,

GRAn(4)s0,

GRAH(5)130,

RETURHN

Gu ID (40,29)L

Howl #X(1)und «X(2)+2,

RETURN

GRAn(1)seB8 . 8X(1)wal

GRAN(Z)z‘lo

RETURN

End

111
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SUBKROUTINE AM1(Y1,Y2.Y3,U1,U2,U3,1T) 130
DIMENSION Y1(0/50),Y2(0/50),Y3(0/50)

DIMENSIUN U1(0/49),U2(0/49),U3(0/49)
CUMMON/K1/A1,81,C1,01/K2/A2,B2,C2,D02/K3/A3,83,C3,D3
COMMON/KO/Y10,Y20,Y30

FFCZ1422023,V1eV2,V3,V4,W)nZ1 ¢ VIiwZ14V24Z21442 ¢ V3aZiw22
t ¢ VAnZiaZld = 4

Y1(0) =Y10

Y2(0)=Y20

Y3(0)sY30

DO {f Ksi,IT

JeKet

Y1C(K)SFFEY1(J),Y2¢(J).Y3(J),A1,P1,C1,D1,ULCT))
Y2(K)SFF(Y2(J)»Y1(J)oYI(I),A2,B2,C2,D2,U2¢.7))
Y3I(KISFF(YIC(JI),Y1(JI)eY2(JI),A3,B3,C3,D3,U3¢I))

RETURN

END

LA LA 1 3 2 4 2 2 X 4 L L A X 2 X L 2 2 2 & 1L 2 £ X 4 X 4 F A A A a2 L 2 2 L4 1 0 X 4 4 L 2 L 2 1 2 2 L 2 & X 2/

SUBROUTINE P1(IT,X)

DIMENSION Y1(0/50),Y2(0/50),Y3¢0/50),X(300)
DIMENSION U1(0749),U2¢0/749),U3¢0/749)
CUMMON/KO/ZY10,Y20,Y30

YiI(0)=Yi0

Y2(0)aY20

YI(0Y=Y30

TYPE 2

FORMATC(2X,*VALORES DF UL,U2,U3 2 )
ACCEPT 3,U1(n),U2¢0),U3(0)
FORMAT(3G)

DO 7 Kt ,(IT=1)

U1(K)sUL(¢0)

U2({KI=U2(0)

U3(K)=u3(0)

CUNTINUE

CalLl AMI(Y1,Y2,Y¥3,U1,U2,U3,IT)
\"IT“
WRITE(23,8)(U1(K),K=0,J),(Y1(K),Kn1,IT),
1 (U2(K),Km0,J),(Y2(K),Ku§,IT),(U3(K),K=0,.7),
2 (Y3(K),K=1,1IT)

Ny 20 K=0,J

X(Kel1) = UI(K)

X(IT+K+13¥s Y1(K+t)

X{2#[T+K#+1) = U2(K)

X(3#ITeKel) = Y2(K+1)

XK(4nIT ¢ Kei) 33(K)

X(S5#1T+xKe1) = YI(K#1)

CUNTINUE

FURMAT(O(9G,7))

RLTURN

END
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SUBROUTINE HAGA(CI,X,H,GRAH,L)
DIMENSION X(300),GRAH(300),U1(0/49),Y1(¢0/50)
1 oU2(0/49),¥2(0/50),U3(0749),Y3(0/50)
COMMON/KO/Y10,Y20,Y30
COMMON/K1/A1,B1,C1,D1/K2/22,B82,C2,D2/K3/A3,R3,C3,D3
FUZ21022,73,T1,T2, T3, T4,N)3Z1¢T18Z14T20871082+T3I%Z1222 «
1 Té4wZieZ3led
DO § K=0049
UL (K)SX(K+1)
U2(K)YSX(K+101)
U3(K)BX(K+201)
YI(Kel)a3X(X¢51)
Y2(K+1)=X(K+151)
YI(Kel)=XN(Ke251)
GO TO (3.40) L
Yi(0)sYio0
Y2(0)=Y20
Y3¢(0)sY30
IF(I.6T.50) GO TO 2
HEYL(I)=F(Y1(I=1),Y2(I=1),Y3(1I=1),A1,B1,C1,D1,Ul(I=1))
RETURN
IF(I.CT,100) GO TO 5
HEY2(I®50)=F(Y2(T=«51),Y1(J=51),Y3(T~51),A2,R2,C2,D2,U2(I=51))
RETURN

HzY3(I<100)=F(Y3(I~101),Y1(1~«101),Y2(1«101),A3,B3,C3,D3,U3(I-101))

RETURN
CALCULO DOS GRADIENTFS

Ny 35 k=1,300

GRAH(K)Y=O,

IFC1.GT.50)G0 TO 7
IF(I.GT.,1) GU TU 8
GrAti(1) = 1,

GRAH(D1)=1,

RETUR
GHAH(TI¢49)Be(l , +A142 %P1 aY1(T=1)4C120Y2(Ie1)eD12Y3(I=1))
GRAH(1+43149)s«C1nY1(]=])
GrALi(I+249)s=DlnY1(I=1)
GRAH(I)=1,

GRALH(I+50)=1,

Re TURN

IF(I.GCT.S1)YGU TO 9
GRAH(151) = 1,
GRAH(101)=1,

RETUKN

IF(1,.GT,160) GO TO 10
GHRAH(T+99)sa (] ¢Rh242 . 0B20Y2(Te51)¢C28Y1(1e51)¢D208Y3(I=51))
GRAU(Jw]1)sel28Y2(I=51)
CRAH( L *¢199)2=D28Y2([=51)
GRAUH(I+SM) Y,
GRAH(I+100)21,

RETURN

IF(I.GT,101)G0 TO 11
GRAH(201Y¥=1,
GrRAlLI(251)=1,

RETURN

CGRAH(I449)8w (1 . ¢A342.2B32Y3(Te101)4C3uY1(1101)¢D348Y2(1=101))
GRAH(I=51)==C30Y3(I=101)
GRAH(1+19)z=D3nY3(I=101)
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GRAH(I+300)s1,
GRAH(I+150)=1,

RETURN

END

SUBROUTINE GE(I,X,G,GRAG,L)
DIMENSION X(300),GRAG(300)
GO TO ($1,2)L

Gs=X(I)

RETURN

DO 3 Ks31,300

GRAG(KY =0,

GRAG(I)z=1,

RETURN

END

SUBROUTINE FUN(X,FoGF,L)
DIMENSION X(300),GF(1300)
COMMUN/GRADF/GFF(300)

COMMON/CUSTO/CUSTUL,CUSTU2,CUSTO3

GO TO (1,2)L
Fs0,
DY I Kz1,50

FeFe(X(K)#CUSTO14A(K+100)¥CUSTO24X(K+200)CUSTO3)

03 7 K=1,300
GEF(K) 8 GFF(K)
END
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