i

' MODELOS MATEMATICOS PARA POPULACOES DE
CELULAS TUMORAIS COM ESTRUTURA DE TAMANHO
E O PROBLEMA DA RESISTENCIA CELULAR A

UTILIZACAO DE FARMACOS DE ACAO INSTANTANEA

Este exemplar corresponde a redacgio final da
tese devidamente corrigida e defendida pelo
Sr. Hamilton Faria Leckar e aprovada pela
Comissao Julgadora.

Campinas, 29 de marco de 1996

S

Prof. Dr. Laércio Luis Vendite

Orientador

Tese apresentada ao Instituto de Ma-
tematica, Estatistica e Ciéncia da Com-
putacao, UNICAMP, como requisito parcial
para a obtencdo do titulo de Doutorado em
Matematica Aplicada.

[PR R A ‘Li
BRBLIGTHC S STNTRAL i




':ac( \\\\\\\\\\\\\\

UN'DA"E .
/[ ,"A f eﬁ MY

LH : R Nia Ve S
U w2 ¥EAET
pooc. Ceri9e ..

c | | ox]

Fot CO..R..#?..,L.(.. oo .......
e 0.2 QS:}

' f‘PD(,M 00@37’5‘3‘

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

L495m

Leckar, Hamilton Faria

Modelos matematicos para populagdes de células tumorais com
estrutura de tamanho e o problema da resisténcia celular & utilizagfo
de farmacos de agdo instantinea/Hamilton Faria Leckar.-- Campinas,
{S.P. :s.n.], 1996.

Orientador : Laércio Luis Vendite

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas,

Instituto de Matemadtica, Estatistica e Ciéncia da Computagdo.

1Quimioterapia - Modelos
celular.3.*Estrutura de tamanho. I

Universidade Estadual de Campinas.

matematicos. 2.*Resisténcia
11
Instituto de Matematica,

Estatistica e Ciéncia da Computaggo. I1I. Titulo.

Vendite, Laércio Luis.




Tese de Doutorado defendida e aprovada em 29 de margo

pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

de 199 6

Prof (a). Dr (

Prof (a). Dr (a ROLCI D ALMEIDA CIPOLATTI

CA fomge

Prof (a). Dr (a). RUBENS SAMPAIO FILHO

Je o[ bt

Prof (a Dr (@). LUIZ ANTONIO BARRERA SAN MARTIN

/L» Loy o

Prof (a). Dr (a). JOSE LUIZ BOLDRINT



Conteudo

Agradecimentos iil
Introdugao v

1 Distribuicao de Tamanho Estiavel. O Estudo do Modelo sem a Pre-

senca de Farmaco 1
1.1 Consideragoes Iniciais. . . . . . . . . . .. ... ... ... 2
1.2 Os Modelos Considerados e sua Interpretacdo . . ... ... ... .. 5
1.3 Problema de Cauchy Abstrato - Existéncia e Unicidade . . . . . . .. 12
1.4 Distribuicdo de Tamanho Estavel . . . . .. .. ... ... ... .. 21
2 Distribuicdo de Tamanho Estivel em casos de Farmaco-Destruicao
Instantanea. O Efeito Impulso. 45
2.1 O Modelo Sujeito a Impulso . . . . ... ... ... ... ... 45
2.2 CasodoCicloCelular . ... ... ... ... ... ..., 46
2.3 Caso de duas Sub-Populagoes: Sensiveis e Resistentes. . . . . . . . .. 47

3 Distribuicdo de Tamanho Estavel em casos de Farmaco-Destruigao

Continua. 53
3.1 Tratamento com um Unico Farmaco. . . . .. ... ... ... .... 53
3.2 Tratamento com Associagdo Alternada de Dois Farmacos ”Non-Cross
Resistants”. . . . . . . . ... 64
Conclusao 101
Lista de Notagoes 105

Bibliografia 107



Agradecimentos

Ao meu orientador, pelo projeto da tese e em especial, a paciéncia e confianca em
mim depositadas ao longo deste trabalho, a minha mais profunda gratidao.

Aos Professores e Amigos Luiz Antonio Barrera San Martin, José Luiz Boldrini,
Rodney Carlos Bassanezi e Waldyr Alves Rodrigues Jr., junto aos quais encon-
trei além de apoio, uma 6tima fonte de discussoes e criticas muito proveitosas,
agradecimentos especiais.

Aos Professores membros da Banca Examinadora pela avaliagao exemplar contri-
buindo com valiosas sugestoes para o presente e futuros trabalhos, meus sinceros
agradecimentos.

Ao Professor e Amigo Rubens Sampaio Filho, quem desde os tempos de companheiro
na UFF, foi o principal incentivador para que eu aqui chegasse.

Aos Companheiros e Amigos do Curso de Doutorado, e em especial a Clarices, ao
Joaop e ao Justino muito abrigado pela forga.

Aos Funcionarios e Amigos do IMECC, e em especial & Fatima pelo trabalho de
datilografia e apoio sempre presente, meus sinceros agradecimentos.

A Familia Vendite, pela qual fui acolhido como "filho mais velho”, minha gratidao
é indescritivel.

A minha mae, minha eterna gratidao pelo apoio de uma Vida Inteira.
A Marilsa, quem em téo pouco tempo me deu tanta compreensao...

Aos Colegas e Amigos da UFF, os quais me deram ainda esta chance, meus sinceros
agradecimentos.

A Universidade Federal Fluminense e a0 CNPq pelo apoio sem os quais este trabalho
nao seria realizado.

iil



Introducao

Alguns modelos matematicos deterministicos, continuos no tempo, foram considera-
dos em Bonazza et al. (1986:a,b); Bonazza et al. (1987); Vendite (1988), para o
estudo da evolugao de um tumor (populagio de células tumorais) e em particular
para o estudo da resisténcia celular 2 um tratamento quimioterapico com o emprego
de farmacos anti-blasticos, seja com a aplicagdo de um unico fairmaco, seja com a
associacao de dois firmacos ”non-cross resistants”, em intervalos de tempo alterna-
dos. Estes modelos levaram em consideragao o fenémeno intrinseco e frequente de
mutagdo genética espontanea de células sensiveis em células resistentes, fenémeno
este analogo ao observado por "Luria e Delbruck” em bacteriologia [Delbruck et al.
(1943)]. As taxas de mutacao celular foram consideradas constantes e considerou-se
também que uma fragio constante de células da populacao, as quais sejam sensiveis
a uma certa droga utilizada, é destruida por uma dada dose da mesma, e nao um
nimero constante de tais células: ”Lei cinética de primeira ordem” [Skipper (1983)].
Esses modelos, os quais se constituem de sistemas nao lineares de equagoes ordinarias,
foram considerados para descrever o comportamento assintético para tempos grandes,
em tratamentos onde supde-se que:

(i) uma fragao das células tumorais sensiveis é destruida pela droga, continuamente
no tempo,

(11) uma fragdo das células tumorais sensiveis é destruida instantaneamente pela
droga, em instantes pré-fixados e,

(iii) duas drogas "non-cross resistants”, sdo associadas alternadamente, cada uma
agindo continuamente ou instantaneamente, de acordo com uma sequéncia de
intervalos de tempo ou instantes considerados.

Na analise do comportamento assintético para tempos grandes das solugdes nesses
modelos usou-se técnicas de linearizagdo em torno de pontos de equilibrio e resulta-
dos da teoria de estabilidade para sistemas de equacgdes envolvendo ou nao impulsos,
conforme o caso. Algumas experiéncias ”in vitro” com populagoes de células tumo-
rais expostas a algumas drogas anti-blasticas foram realizadas e foram feitas algumas



comparagoes de seus resultados com predigdes do modelo correspondente [Bonazza et
al. (1987)]. Uma conclusdo importante a que chegaram foi que sob certas condi¢oes
envolvendo as taxas de mutagdo das células e as taxas de destrui¢ao das drogas
usadas, para tempos grandes, a populacdo tumoral se torna quase completamente
constituida de células tumorais resistentes no caso de tratamento com uma dnica
droga e de células tumorais duplamente resistentes no caso de tratamento alternado
com duas drogas "non-cross resistants”.

O fato de algumas drogas anti-blasticas serem fase-especificas, isto é: ”agirem so-
mente durante uma determinada fase no desenvolvimento das células”, como por
exemplo no caso da Vinblastina e do Metotrexato, levou Vendite (1988), a consi-
derar tamanho como estrutura para descrever o problema da resisténcia celular em
populacdes de células tumorais. Por tamanho de uma célula, entendemos qualquer
quantidade fisicamente conservada como por exemplo volume, massa, etc. Em An-
derson et al. (1967); Sinko et al. (1971), foram apresentados modelos matematicos
com estrutura de tamanho ou estrutura de idade-tamanho para o crescimento de
populagdes de individuos se reproduzindo por fissdo. Em Diekmann et al. (1984);
Heijmans (1985); Diekmann et al. (1986); Diekmann et al. (1993) um modelo para o
ciclo celular com estrutura de tamanho onde os individuos se reproduzem por fissao
¢ analisado. Tal modelo é uma variante linear dos modelos de Anderson et al. (1967)
e supondo satisfeita uma condicio técnica sobre a taxa de crescimento individual na
populacdo, eles provaram um Teorema de Estabilidade (Existéncia de Distribuigao
de Tamanho Estavel) o qual mostra que para tempos arbitrariamente grandes, a
quantidade células da populagido, em qualquer intervalo de tamanho, em relagdo a
quantidade total de células da populacdo, é independente do tempo. Em Diekmann
et al. (1993), temos uma mais completa lista de referéncias e das diversas técnicas
empregadas na andlise desse modelo. Como extensio desse modelo, alguns modelos
matematicos com estrutura de tamanho, onde as células da populacdo estdo sujeitas
a reprodugdo por fissdo binaria em duas partes iguais, para o crescimento tumoral
e para o controle da resisténcia celular a firmacos anti-blasticos, foram introduzidos
em Vendite (1988) onde, adaptando técnicas e resultados desenvolvidos em Diekmann
et al. (1984), procurou-se estudar o comportamento da distribuigao de tamanho das
células tumorais, para tempos arbitrariamente grandes, em algumas sugestdes de tra-
tamento quimioterapicos, mostrando-se assim, a existéncia de uma distribui¢ido de
tamanho estavel para a sub-populagido das células resistentes, no caso (z), onde um
unico farmaco age continuamente sobre a sub-populagdo de células sensiveis [Vendite
(1988)] e, em regime de pré-terapia ( i.6. com as taxas de destruigio devidas aos
farmacos consideradas nulas ) para a sub-populagio das células duplamente resis-
tentes no caso (21z) , onde propde-se tratamento com a aplicacdo de dois farmacos
”non-cross resistants” agindo continuamente e alternadamente ao longo de uma dada
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sequéncia de intervalos de tempo [ Vendite (1988)]. As técnicas empregadas usaram
argumentos da teoria de perturbacao de semi-grupos fortemente continuos e de teoria
espectral para semi-grupos eventualmente compactos, isto €, compactos apds algum
tempo finito ndo nulo.

Nosso plano inicial nesta tese foi o de esfudar o comportamento assintotico para tem-
pos arbitrariamente grandes das solugles das versoes dependentes de tamanho dos
problemas (27), onde um tdnico farmaco age instantaneamente sobre a sub-populacao
de células sensiveis em cada instante de uma dada sequéncia de tempos que cresce
indefinidamente e (7i7) onde propde-se tratamento com a aplicagdo de dois farmacos
"non-cross resistants” agindo continuamente e alternadamente ao longo de uma dada
sequéncia de intervalos de tempo, em regime de tratamento efetivo. Resolvemos estes
problemas e observamos em cada caso que cada sub-populagao possui um comporta-
mento assintdtico independente, ou seja, sua propria taxa de crescimento malthusiana
e correspondente distribuicao de tamanho estavel, nos casos em que:

e Um unico farmaco age instantaneamente,
e Dois farmacos agem alternadamente,

conforme a Definigdo 1.1 da pagina 22. Mostramos a existéncia de uma distribuicio
de tamanho estavel para cada sub-populagio de células sensiveis e resistentes nesses
Casos.

Esta tese é constituida basicamente de trés capitulos. No primeiro capitulo estuda-
mos o comportamento assintético da distribuigdo de tamanho para tempos arbitra-
riamente grandes para os modelos antes de aplicacdo de fairmacos (pré-tratamento)
e nos demais capitulos estudamos casos com aplicagdo de firmacos (tratamento). O
seu desenvolvimento foi o seguinte:

1. No Capitulo 1, recordamos parte dos resultados encontrados em Diekmann et
al. (1984); Vendite (1988), com o intuito de fixar notagoes que serdo empregadas
posteriormente. Algumas notacGes sao introduzidas com o objetivo de ajudar
a explorar o fato de que os modelos considerados para o crescimento tumoral
sdo constituidos de sistemas de equagdes diferenciais parciais lineares de forma
particularmente simples: triangular.

Como nossa contribuicao neste capitulo, mostramos no seu quarto paragrafo, a
existéncia de uma distribuicao de tamanho estavel (conforme a Definigio 1.1)
para

(a) a sub-populacdo sensivel, no caso de pré-tratamento, para o modelo em
que um unico fairmaco age continuamente sobre a sub-populagao de células
sensiveis (formula (1.33)).

vii



(b) as sub-populagées sensiveis, resistentes ao primeiro farmaco e resistentes
ao segundo farmaco, no pré-tratamento, para o modelo com a aplicagao
de dois farmacos "non-cross resistants”, agindo continuamente e alterna-
damente ao longo de uma dada sequéncia de intervalos de tempo, podendo
ser distintas as taxas de mutagio (Teorema 1.5).

2. No Capitulo 2, obtivemos um teorema de distribui¢do de tamanho estavel no
caso do modelo para o crescimento tumoral no qual a sub-populagao sensivel
sofre variagao instantanea com taxa de destruigdo pp constante: ”A densidade,
tamanho dependente, da sub-populagdo de células sensiveis se comporta para
instantes k7 arbitrariamente grandes como

S(kr; U°) = eFr(xtn-ur)th) oy (U9)S,,
enquanto que para a sub-populagdo resistente,
R(kT;U°%) = 20y (U°) Ry,

sendo Ay, A; reais, C1(U7), C2(U°) constantes dependendo apenas da condigdo
inicial ndo negativa U° e S),, R», fungdes ndo negativas dependentes apenas do
tamanho” (Teorema 2.1).

3. No Capitulo 3, estudamos o comportamento assintético para tempos arbitrari-

amente grandes das solugbes dos modelos de crescimento tumoral submetidos a
tratamento efetivo. Na segao 3.1 obtemos uma distribuicdo de tamanho estavel
para a sub-populagao sensivel, para o modelo em que um tnico firmaco age
continuamente no tempo sobre a sub-populagio de células sensiveis: Teorema
3.2 da pégina 63, completando os resultados de Vendite (1988) para este pro-
blema.
Na secao 3.2 analisamos o modelo do crescimento tumoral considerado sob tra-
tamento com alternancia de firmacos e obtemos um teorema de distribui¢io de
tamanho estavel para este modelo, onde a nocao de distribui¢io de tamanho
estavel segundo a Defini¢ao 1.1 é efetivamente usada: ” As densidades, tamanho
dependentes, das sub-populagdes de células sensiveis e resistentes, se compor-
tam para tempos n7 arbitrariamente grandes, sob condigbes apropriadas sobre
T, COMO

S(nt; ¢) = er"NRH+NIT(7, ¢),

Ry(nT; ¢) = "SRRy (1, ¢),
R2(nT; ¢) = enT(/\g+/\é)R—2(T> ¢))
Ry(nt;¢) = ez’"’\*ﬁd('r, é)

onde ¢ é condigdo inicial, S = §(7,-), By = Ry(7,-), Ry = Ry(r,"), Ra = Ra(7,")

sao operadores lineares ndo negativos ” (Teorema 3.7, pag. 90).
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Capitulo 1

Distribuicao de Tamanho Estavel.
O Estudo do Modelo sem a
Presenca de Farmaco

Neste capitulo recordamos resultados de Diekmann et al. (1984) para o modelo do
ciclo celular governado pela equagdo (1.1): Problema 1, e de Vendite (1988) para
os modelos de crescimento tumoral governados pelo sistema (1.2)(1.3): Problema 2
e pelo sistema (1.4)-(1.7): Problema 3.

O operador A(,),p > 0 dado em (1.12) corresponde ao operador A de Diekmann et
al.(1984) no caso p = 1, o operador A(y),0 < a < 1 dado em (1.14) corresponde ao
operador A de Vendite (1988, Cap. III (3.2.14) - (3.2.15)), enquanto que o operador
Aa;.«, dado em (1.16) corresponde (com o; = ;) ao operador A de Vendite (1988,
Cap. III (3.5.31)).

Observamos que Vendite (1988) descreve o comportamento assintético da sub-
populagdo resistente R para o operador A(,) (Cap. III, Corolério 3.4.4) e o com-
portamento assintdtico da sub-populagao duplamente resistente Ry para o caso do
operador A, , (pagina 152).

Neste capitulo nés obtivemos o comportamento assintético da sub-populagéo S para
o operador A(,)( férmula (1.33)) e para as sub-populagdes S, Ry e R; no caso de
Aoy o, (Teorema 1.5). Fomos levados 4 Definigao 1.1 de distribuicio de tamanho
estavel, a qual nos parece natural no caso de tais sistemas, e que generaliza a nogao
usual de distribuigao de tamanho estavel dada em Heijmans (1985, pag. 22), Arino
(1992). Veja também, por exemplo, em Webb (1985); Gurtin et al. (1974); Hoppens-
teadt (1976), para o caso de distribuicao de idades estdvel.
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1.1 Consideracoes Iniciais.

Supomos que cada célula da populagao é caracterizada por uma certa quantidade
fisioldgica e fisica, conservada, a qual pode ser medida. Tal quantidade serd denomi-
nada tamanho e numericamente, a denotaremos por z. Por exemplo, z pode repre-
sentar volume, massa, quantidade de DNA de uma célula, etc. O tamanho z deve
ser tal que, numa sub-popula¢do com mesmas caracteristicas genéticas, células com
mesmo tamanho sejam idénticas e, distintas, caso contrario. Assim, se numa massa
tumoral, isto é, numa populacao de células tumorais, houver duas sub-populagées
geneticamente diferentes, uma denominada sensivel e outra de resistente, em ambas,
suas células caracterizadas fisiolégica e fisicamente por uma mesma quantidade de
tamanho z, podemos dizer que células sensiveis sao distintas se seus tamanhos sao
diferentes, o mesmo ocorrendo com as resistentes. No entanto, um mesmo valor z
pode representar células distintas, sendo uma sensivel e outra resistente.

O crescimento de cada célula sensivel ou resistente da populag¢do é suposto deter-
minado como fun¢io unicamente de seu tamanho, em cada instante ¢, pela equagao
diferencial

dz
7o 9(33)

sendo a taxa de crescimento ¢g(z) a mesma para uma célula qualquer de tamanho
sensivel ou resistente. A reprodugio das células da populacdo se dd por fissao binaria
em duas partes iguais. Isto significa que quando uma célula de tamanho z sofre fissao,
ela da origem a duas células filhas de tamanho z/2. A taxa de fissdo das células da
populagdo, de tamanho z, em cada instante ¢, é dada por uma funcido nao negativa,
b(z). Esta é uma taxa per capita, por unidade de tempo.

A taxa com que as células da populagio de tamanho x, morrem, em cada instante ¢,
¢ dada por uma funcao ndo negativa u(z).

Com isto estamos considerando que todos os fatores importantes que interferem direta
ou indiretamente no desenvolvimento de cada célula da populagao, pode ser resumido
como funcdo unicamente de seu tamanho z, e os demais, deprezados.

O tamanho z ¢ suposto limitado e variando num intervalo } de nimeros reais nio
negativos.

A distribuicdo de células da populagdo em um intervalo de tamanho ¥ C {1, num
dado instante ¢, é dada por N n(t, z)dzr onde n(t, z) representa a densidade de células
da populagio de tamanho :cnfam t. Esta integral representa o nimero de células da
populacdo com tamanho em (', no instante t. A fungao n(t, ) deve ser integravel em
Q e Q' uma parte mensuravel de (). Das consideragbes acima, aplicando a lei geral
de conservacao da “massa” para uma populacio de células em questdo, supondo
regularidade suficiente das fun¢Ges envolvidas, chega-se & equagao de balanco.
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e Fquacdo para uma popula¢io de células se reproduzindo por fissio em duas

partes iguais em que mdes e filhas possuem a mesma constitui¢do genética [Di-
ekmann et al. (1984)]:

dan 0

—(t,z) = ——(ylz)n(t,z)) — plz)n(t,z
2 (12) = —o—(g(@)n(t,2)) — (z)n(t,2) -
—b(z)n(t, z) + 4b(2z)n(t, 2x)

onde g(z)n(t,z), u(z)n(t,z) e b(z)n(t,z) representam, respectivamente, o fluxo de
crescimento, de morte e de fissdo, de células da populacio com tamanho z no tempo
t. O termo 2.2b(2z)n(t,2z) representam o fluxo de fissdo de células de tamanho 2z
no tempo ¢, originando cada uma, duas filhas de tamanho z. O outro fator 2, surge
do fato de que o nascimento de células num intervalo [z, z + dz] por fissdo, deve ser
oriundo de um intervalo de tamanho [2z, 2z + 2dz].

e Sistema de equagoes para uma populacdo de células tumorais constituida por
duas sub-populacées de células geneticamente distintas, sensiveis e resistentes

[Vendite (1988)]:

Vejamos o sistema no caso em que ha uma certa propor¢iao de células da sub-
populagdo sensivel, que no momento da reproducio, da nascimento a duas filhas
idénticas de caracteristica genética resistente. Supondo que a taxa de mutacdo de
células sensiveis em resistentes é um nimero «,0 < a < 1, a lei de balango correspon-

dente para as sub-popula¢des de células sensiveis e resistentes é dada pelo seguinte
sistema:
0s 0

2(t2) =~ (9(@)s(t,)) — u(&)s(t, ) ~ ba)slt,) o
+4b(2z)s(t,2z) — a - 4b(2z)s(t, 2z)
or 0
= (t2) = —5-(g(e)r(t, ) — u(z)r(t, ©) - b(e)r(t, <)
+4b(22)r(t, 2z) + o - 4b(22)s(t, 2z)
onde s(t,z) e r(t,z) denotam respectivamente, as densidades de células sensiveis e
de células resistentes da populacao tumoral de tamanho z, no tempo ¢.

o Sistema de equacées para uma populacio de células tumorais constituida
por quatro sub-populacdes de células geneticamente distintas: sub-populagdo
senstvel e a sub-populacdo de resistentes se constitui de trés sub-populagées
resistentes distintas [Vendite (1988)]:
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Neste caso, a sub-populagio de células sensiveis possui células que podem se repro-
duzir dando nascimento a células de duas caracteristicas genéticas distintas de células
resistentes, digamos resistentes (r1) ou resistentes (rz). Assim, ha uma proporcdo de
células sensiveis mutando em resistentes (r;) com taxa de mutagio a;,0 < oy < 1,
e ha uma proporgao de células sensiveis mutando em resistentes (rz), com taxa de
mutagdo ay,0 < a; < 1. Além disso, uma propor¢ao da sub-populacido de células
resistentes (r1) como de células resistentes (r3) se reproduz dando origem a células
filhas resistentes, de caracteristicas genéticas distintas de suas células-mae, ditas du-
plamente resistentes (rq).

As taxas de mutacao de células resistentes (r1) em (rg) e de resistentes (r;) em (rg)
sao supostas, respectivamente, a; € ;.

Temos o seguinte esquema:

S
N
81 T2
oz M <
Td

Destas notacoes, a lei de balango correspondente para a populagao tumoral, em ter-
mos das sub-populagbes de células sensiveis e resistentes, pode ser escrita como o
sistema de equagOes seguinte:

2 (12) = —prlo(@)s(t,2)) — u(z)alt, ) — blz)s(t,2)

(1.4)

+4b(2z)s(t, 2z) — oy - 4b(2z)s(t, 2z) — aa - 4b(22)s(t, 2z)

ory 0

5 (h2) = —g-(9(a)r(t,2)) — p(@)n(t, 2) — b(z)n (1, 2) (L3
+4b(2z)r1(t,22) + ay - 4b(2x)s(t, 2z) — aq - 4b(2z)ry (¢, 27)

or, 0

5 (b2) = —5-(g(2)ra(t, 2)) — p(z)ra(t, ) — b(z)r2(t, 2) (L6)
+4b(2z)r2(t, 2z) + a3 - 4b(2z)s(t, 2z) — ay - 4b(2z)ry(t, 22)

87‘,1 6

5 (b2) = —5-(9(@)rat, 2)) — p(z)ra(t, 2) — b(z)ra(t, z) wn

+4b(2z)ry(t,2z) + oq - 4b6(2z)r2(t, 22) + a3 - 46(22)r1 (¢, 27)
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onde s(t,z),r1(t,z),r2(t,z) e rq(t,z) denotam, respectivamente, a densidade de
células sensiveis, resistentes (r1), (r2) e (ry) da populagio de células tumorais, de
tamanho z, no tempo t.

1.2 Os Modelos Considerados e sua Inter-
pretagao

Na descricdo dos modelos relativos as leis de balango do pardgrafo anterior foram
feitas as consideragoes seguintes:

O tamanho normalizado maximo que uma célula da populagio pode atingir é z =
1. Nenhuma célula da popula¢io podera se reproduzir enquanto seu tamanho nio
ultrapassar um tamanho minimo fixado a,a > 0. Daipoder-se considerar que nao
haja na populacdo, células com tamanho igual ou inferior a %. Além disso, toda
célula, necessariamente se reproduz antes de alcancar o tamanho maximo. Assim,
considera-se que a densidade de células de qualquer sub-populagdo de tamanho 2¢

nula, em qualquer tempo ¢, bem como nao ha fluxo de reproducao de células com

, } ) 1
tamanho 2z em qualquer tempo ¢, para células com tamanho z superior ou igual a —.

1, , . :
O caso a > = impede que uma filha recém nascida possa se reproduzir nesse mesmo

instante. Isto significa que o tamanho maximo de qualquer célula filha € inferior ao
tamanho minimo de qualquer célula mae. Caso contrario, podera existir reprodugio
em cadeia, em que uma das células filhas se reproduza no exato instante em que
nasga, neste caso, poderiamos considerar que na verdade, sua mae se reproduziu em
4 células filhas.

As leis de balango do paragrafo precedente juntamente com as consideragoes acima,
constituem os modelos propostos em Diekmann et al.(1984) e Vendite(1988), que
passamos a descrever.

Usaremos a notagao:

Notagao 1.1 : Q2 = [%,1], Qo = [%,%] e QO = [1,1].
e Modelo para o crescimento de uma populacio de células se reproduzindo por

fiss@o bindria em duas partes iguais, em que mdes e filhas sdo idénticas geneti-
camente [Diekmann et al. (1984)]:

Este modelo é dado, formalmente, pelo seguinte problema de valor inicial e de con-
torno



Problema 1: Achar n(t,z),t > 0,z € Q tal que:

'%(t,x) = —%(g(x)"(tv“’))

—(p(z) + b(z))n(t, z) + 4b6(2z)n(t,2z) (t > 0) (z € Q)

n(t%) — 0 (¢t >0)
( n(0,z) = ¢(z) (z € Q)

A funcédo b(z) deve ser nula sobre [g,a], positiva sobre o interior de (a,1), e deve

tender ao infinito a uma certa taxa quando z T 1, dado que toda célula da po-
pulacdo necessariamente se reproduz antes de alcangar o tamanho z = 1. Além
disso, 4b(2z)n(t,2z) é identicamente nulo = € ;.

e Modelo para o crescimento de uma popula¢do de células tumorais constituida
por duas sub-populacées de células, sensiveis e resistentes [Vendite (1988)]:

Este modelo é dado, formalmente, pelo seguinte problema de valor inicial e de con-
torno

Problema 2: Achar s(t,z),r(¢t,z),t > 0,z € Q tais que:

. %(t, z) = “a%(g(:c)s(t, z)) — (p(z) + b(z))s(t, )
+ 4(1 - a)b(?x)s(t,Qa:) (t > 0)(z € Q)
) %(t’ z) = ‘;%(g(x)r(tvw)) — (u(z) + b(z))r(t, z)
+ 4b(22)r(t,z) + 4a b(2z)s(t, 2z) (t>0)(zeq)
sitrg) = rltz) =0 (t > 0)
() = slo) (e
L 7’(0,.73) = 7‘0(2:) (:L' c Q)

Os termos envolvendo argumento 2z sao nulos se z € ;.

e modelo para o crescimento de uma populagdo de células tumorais constituida das
sub-populagées de células sensiveis, resistentes (r1),(r2) e (rq4),[Vendite (1988)]:

Este modelo é dado, formalmente, pelo seguinte

6



Problema 3: Achar s(t,z),ri(t,z),r2(t,z) e rq(t, z);¢ > 0,z € ( tais que:

Szl = —pe(gl@s(t, ) ~ (u(e) + b(e))s(t,2)
5 +4(1 — a3 — az)b(z)s(t, 2z) (t>0)(zeQ)

T2y =~ 2lg(eIn(t,2) — (u(z) + ba)n (s 2)

+4§1 — a2)b(2z)r1(t, 22) + 401 b(22)s(t,22) (> 0)(z € Q)
o (h2) = —a-(9(z)ra(t, 2)) — (u(2) + b(z))rat, 2)

+4(1 — a1)b(2z)ry(t, 22) + 4a2b(22)s(t,22) (¢ > 0)(z € Q)
Pi(1,2)= 2 (glalralt, ) — (u(z) + Be)ralt,2)
+4b(2z)r4(t, 22) + 4a1b(2z)r2(¢, 22)

+4azb(2z)r (¢, 22) t>0)(zeq)
s(b5) = n(vg)=r(ty) =ra(n3) =0 (£ >0)
s(0,z) =  $%z),r1(0,2) = r{(z), r2(0,z) = ri(z) (zeQ)
[ 74(0,2) = rg(z) (z€)

Os termos envolvendo o argumento 2z sao nulos, se z € ;.

As fungdes g, 1 e b nos modelos considerados anteriormente, sdo supostas dadas. Com
vista a interpretagao do desenvolvimento das células das populacoes em cada modelo,
sdo feitas algumas hipoteses sobre elas.

(H,) : g é continua e estritamente positiva sobre (2;
(H,) : p é integravel e essencialmente nao negativa sobre {2;

(Hp) : b é continua sobre Q \ {1}, identicamente nula sobre [%,a], estritamente

positiva em (a,1) e
1-¢
lim b(z)dz = +oo.

elo Jq

¢ Funcao Desenvolvimento das Células.

Da equacdo diferencial de crescimento de células em fun¢do do tamanho @ _ g(z),

p dt
vem dt = —2_.
9(z)
Seja G(z) a primitiva de com (G (g_) = 0.
] ~ (z) ap 7@ 5
Entao,



_[F % _ ) -6
t= /z«»g(e) G(z) — G(x(0))

pode ser interpretado como o tempo gasto para uma célula crescer do tamanho inicial
z(0) em t = 0 até atingir o tamanho z = z(t);

t A (9)
/o wlo(s))ds = z(0) 9(£) @

representa a proporgao de células da populagao, de tamanho z(0) em ¢t = 0 que
morrem antes de alcangar o tamanho z = z(t).
Analogamente,

representa a propor¢ao de células da populagdo, de tamanho z(0) > a que sofrem
fissdo antes de alcangar o tamanho = = z(¢).
Podemos interpretar, respectivamente,

B(z) := exp (— /ax g%df) (1.8)

+(z) = exp (— /; %dﬁ) — ezp (— /: Z—%dg) (1.9)

como a probabilidade de uma célula qualquer da populagio, crescer até o tamanho x
sem morrer e, sem sofrer fissdo. Dai, E(z) := f(z)v(z) pode ser interpretada como
a probabilidade de qualquer célula da populagdo alcangar o tamanho z, sem morrer

ou sofrer fissdo. Temos E (% =1 e E(1) = 0. Mais explicitamente

(L O+
E(z) = p( My d{). (1.10)

A funcdo, G : 2 — [0,G(1)] é continuamente diferencidvel, estritamente crescente e

G(z) >0sez > 5 Sua inversa, G! : [0,G(1)] — Q é continuamente diferenciavel

sobre [0, G(1)], ¢ estritamente crescente e positiva. Usamos G~' extendida & (—oo, 0)
definindo

G7l(t) = %, se t<0.



De t = G(z) — G(z(0)), vem z = G~'(G(z(0)) + t), que é o tamanho de uma célula
no tempo ¢ em funcio de seu tamanho inicial.

¢ Redugao da Singularidade da Fungao de Fissao b.

Embora, seja possivel o estudo dos problemas nas formulagoes apresentadas, é natu-
ral se fazer uma mudanca de variaveis formal, eliminando-se os termos lineares nas
fungoes incodgnitas com argumento z e, a0 mesmo tempo tempo reduzindo a singula-

ridade de b.
No Problema 1, fazendo a mudanca de varidveis

g(z)

m(t,z) = E@)

n(t, )
conforme Diekmann et al.(1984), obtemos o seguinte problema transformado:

Problema 1°:

, %_,:(t’:c) _ _g(x)%m(t,x)+k(m)m(t,2x) (t>0)(z € Q)
ﬁ m<tg-> =0 (t>0)
m(0,z = molz) = g(x) T T
| m0,) = male) = 56 (een)

com F(z) dada em (1.10),

k(z) = 42((‘2)) zngjm), z€\ {-} (1.11)

e o termo k(z)m(t,2z) é nulo se z € Q.
Para o Problema 2, fazemos a mudanca

S(t, z) )s(t,z) /E (z)
R(t,z) )r(t,z)/E(z)

conforme Vendite (1988), e somos levados ao

g(z
g(z
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Problema 2’:

( %j(t ) = —g(x)g—zS(t,x) + (1 - a)k(z)S(t,2z) (¢t >0)(z € )
D) = —gla)-B(t,2) + Kx)R(t,22)
+ak(z)S(t,2z) (t>0)(z€e)
4
S(t,%):ﬂ : R(t —)— (t>0)
50,2) = S B ); (e
R(0,z) = E(:v (z € Q)
onde k(z) = 4'2((2)) %E(?x), z € Qo {%} e os termos k(z)S(¢,2z)

e k(z)R(t,2z) sdo nulos se z € Q.

No Problema 3, fazendo a mudanca de variaveis

S(t,z) = g(z)s(t, z)/ E(z)
Ri(t,z) = g(z)ri(t,2)/E(z)
Ry(t,z) = g(z)r2(t, 2)/ E(2)
Ry(t,z) = g(2)ra(t, z)/ E(z),

conforme Vendite (1988), obtemos o seguinte problema transformado:

— —

10



Problema 3’:

' %?—(t,m) = ——g(a:)%S(t,:z:) + (L~ a1 — ap)k(z)S(¢,2z) (t>0)(z € Q)
%(t,z) = —-g(.r)aa—le (t,z))+ (1 — az)k(z)Ry(t, 22)
+a1k(z)S(¢,2z) (t>0)(zeQ)
i t2) = —gl@) e Ralt, ) + (1 = ca)b(e) Ralt, 22)
+azk(z)S(t,2z) (t>0)(z€Q)
?aﬁt—d(t,x) = —g(:z:)%Rd(t,x)) + azk(z) Ry(1, 22)
+onk(z)Ra(t,22) + k(z)Ra(t,22) (t>0)(re)
< a a
R R T N I
50,0 = 5% = 550) (ce0)
R05) = Rs)= 53) @en)
= I g(x) 7'0 xr x
Ri0.0) = RY) = $203(0) (z € Q)
R0 = BE =508 (2 €9Q)

_ 8@ Hea) B ~
onde k(z) = 4E(a:) g(2z)E(2x),x € Qo \ 5[ €08 termos com argumento 2z sao

nulos se z € §;.
Concluimos esta discussdo fazendo algumas observagoes sobre a fungdo k(z):

i) k é uma fungio continua, nio negativa sobre Qg \ {%} = [%, %) ek (%) =0;

1/2
ii) /a/z k(z)dr < oo;

11



1
ii) & (5) = lim k(z) pode ser nulo, um real positivo ou infinito.

1

Verificagdo de ii): Com as notacgdes de (1.8)—(1.10), E(z) = B(z)y(z) e podemos
escrever

k(z) < {méxno (22(—"iﬂ(2x))} (2”(2‘”) »,(2@) e [ V20522) o \de

y fg(x) 1?2(21') /2 9(2z)
/ b2w) /2§%d£dw=_/a/2 [%’7(215)] dx=7<2.g>—7(2-%>=7(a)
Assim,

/(;22 k(z)dz < maéxq, (22—((3;—))[3(210)) < 0.

1.3 Problema de Cauchy Abstrato - Existéncia e
Unicidade

Nesta secao descrevemos as formulagées como problemas de Cauchy abstratos so-
bre espacos de Banach de fungoes continuas sobre () e os resultados de existéncia
e unicidade obtidos em Diekmann et al.(1984) para o Problema 1’ e em Vendite
(1988) para os Problemas 2’ ¢ 3’, usando a técnica de perturbagdo de semigrupos
fortemente continuos de operadores lineares limitados sobre espagos de Banach.

e Caso do Ciclo Celular.
Fixado um numero real p > 0 definamos o operador linear nado limitado

Ay : X — X (1.12)

- p a
onde X denota o espago das fun¢des continuas sobre ) que se anulam em 52 com a

norma do supremo, com dominio D(,) = D(A(,)) dado por

prexver (@ {3}) 2 () =0

d
limg 1 (—g(w)%(z) + pk(x)u(2:z)) e lim, 1 (—g(m)j—i(x)) existem e sdo iguais}
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e tal que para todo u € Dy,

du
—g(z)—(z) + pk(z)u(2z) (z € Sy
(Agyu)(z) = g( )%( ) + pk(z)u(2z) ( )
—g(x)a(l') (z € )

onde
() (3) = lim(Agyu)(e) = lim(Agu)(a).

2

Lema 1.1 ([Diekmann et al.(1984)]): A(,) € um operador fechado e D ,) € denso em
X.

O Problema 1’ é formulado como o seguinte
(PCA); : Dada ¢ € Dy,), achar m : [0, +00) — X tal que:

(1) m é continua e m(t) € D, (t > 0).

(i1) m: (0,400) — X é diferencidvel e

{ (1) = Apm(t) (¢>0)
m(0) = ¢.

com p = 1.

Teorema 1.1 ([Diekmann et al.(1984)]): A(,) gera um semigrupo fortemente
continuo de operadores lineares limitados {€'4» },50 de X, para cada p > 0 fizado.

Assim, a fungio m(t; ¢) 1= e4®W¢ , t >0 define a solugao de (PCA); no caso de
¢ € D(,). No caso em que ¢ € X \ D(,), a fungdo m(-;¢) é a solugao fraca ou
generalizada de (PCA);.

Dada ¢ € X, a solugdo m(:;¢) pode ser caracterizada como a tnica solugido da
equagao integral

t
m(t) = B¢ + p/ ePECm(r)dr, t>0
0
onde, {eBt}tZO, é o semigrupo de operadores lineares limitados de L'(Q) dado por
(e%°¢)(2) = $(G7(G(z) — 1)), = € O (1.13)
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o qual preserva a imersio de X em L'(Q2) e C : X — L'(2) é o operador linear
limitado, definido por

@) ={ g0 (Zed)

notando-se que a integral pertence a X e que o segundo membro define para T' > 0
suficientemente pequeno, uma contragio em C([0,T]; X).
A equagao integral é obtida escrevendo-se formalmente o (PCA); como

dm
{% = (B+C)m
m(0) = ¢

e usando-se a férmula de variagdo de parametros.
Denotando ainda eB* = Ty(t),t > 0 e Tiy1(t) = p Jo To(t — 7)Ti(7)dr (i >0, t >0),
podemos escrever

T(p)(t) = 6tA(P) = ZT,(t)

=0
onde esta série é convergente na norma de £(X), uniformemente sobre intervalos da
forma [0, 7], para T > 0.

Lema 1.2 ([Diekmann et al.(1984)]): Para cada t > 0, a série para T(,)(t) contém
apenas um numero finito de parcelas.

A representagao da solugdo pela série T{,)(t)¢ = 32, Ti(t)¢ é denominada, ezpansdo
em geragdes posto que cada parcela T;(t)¢ representa a densidade das células da
populagao, resultantes de exatamente ¢ reprodugdes até o instante ¢.

De e'® = 0 se t > G(1) conclui-se que:

Corolario 1.1 ([Diekmann et al.(1984)]): Se g(2z) < 2¢(z),z € Qo, € se t > G(1),
entdo T(,)(t) € compacto.

e Caso de duas Sub-Populagoes: Sensiveis e Resistentes.
Consideremos para 0 < a < 1, o operador linear nio limitado
A(a) c X? - X? (1.14)
com dominio D (A(a))dado por
{v=(3) e x*:S€Dy_o,ReC (2\{L}), R (2) = 0,lim, s [~g(z)R'(2)]

elimﬁ%[ak(x)S(?x) — g(z)R'(z) + k(z)R(2z)] existem e sao iguais}
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ak(z)S(2z) -- g(z)R'(z)+ k(z)R(2z)

ola)) - (o) 5

( ~9(2)S'(z) + (1-a)k(z)S(2z) ) (z € Q)

(.’13 € Ql) .
O Problema de Cauchy abstrato é (PCA),: Dado U°® = (}'S;) € D(A(a)), achar
U :[0,4+00) — X? continua tal que

(i) U(t) € D(A(y), Yt > 0.

(ii) U : (0,+00) — X? é diferencidvel e

{ %lt]- = AU (t>0)
U(0) = U°.

Lema 1.3 ( [Vendite (1988)]): A(a)(0 < a < 1) € fechado e densamente definido em
X2.

Teorema 1.2 ([Vendite (1988)]): A)(0 < a < 1) € o gerador infinitesimal do
semi-grupo fortemente continuo {eM(“)}tZO de operadores lineares limitados de X2,

dado por
Ay S B etA(l—a)S
€ R - (etA(l) _ etA(1—a))S + etA(l)R )

A solugio U(t; U®) = 4= U° onde U = (g), U° = (1‘5;) € X? é dada como a tnica
solugdo da equagao integral

¢
U(t) = PU° +/ ety (r)dr
0

8 _ etB 0

onde €' 0 B |t >0 ( eB de (1.13)), é um semi-grupo de operadores

lineares limitados de L'(Q2)? que preserva a imersiao de X2 em L!(Q)Z,

C= ( (1 ;g)c g) . X2 o [}(Q)?

¢ limitado. Aqui, A(s) foi formalmente pensado como B +C.
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Explicitamente, esta equagdo integral é, em termos de suas componentes,

S(t) =eBS°+ [lelt-7B(1 — o)C S(r)dr
= eBS0 + (1 — a) fft-7)BC S(7)dr, (t>0).

Ja sabemos que, conforme o Teorema 1.1,
S(t; §%) = e#a-8°.

A segunda componente é,
t
R(t) = ePR° + / e*=IBC(R(r) + aS(r))dr, t > 0.
0

Temos que S : [0,T] — X, para T > 0 é bem definida e a aplicacdo £ : C([0,T]; X) —
C([0,T]; X) dada por

m(-) — (Lm)(t) = e®R° + /ot et="BC(m(1) + aS(7))dr

é para I' > 0 suficientemente pequeno, uma contragdo. De fato, se m;,m; €

C([0, T); X),
(Lmy — Lma)(t) = /0 *etIBC (my(r) — ma(r))dr.

Os argumentos da prova do Teorema 1.1, nos garante a afirmacao.

Assim, com S(t) = S(t;5°), temos que a tnica solugao R(t; R% S(-)) da equagdo
integral existe.

Podemos escrever ainda,

¢ t
R(t) = ¢PR° +/ e8¢ R(r)dr + a/ et=1BC S(r)dr
0 0
e dai

S(t)+ R(t) =eBS°+(1-aq)ffet"BC S(r)dr
+ eBR® + 5 e(=7BC R(r)dr + a 3 ~"BC S(r)dr
= eB(S° + RO) + [5 e-DBC(S(7) + R(7))dr

e como (S + R)(0) = S° + R°, pela unicidade da solugio temos S(¢t) + R(t) =
e4m (5% + R%) e portanto R(t) = 4 (S0 4+ R°) — et41-218° e obtemos assim, a
solugdo para o (PCA),.
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Note que, de ( 152 ) € D(A(«)), vem que S + R € D(y). Como os operadores ety €
L(X),p >0, temos

etA(l —a) S’O

S0
et-A(a) (Ro) = ( etA(l)(SO + RO) _ etA(l—a) SO )

tA(1 o) QO
e’ ) (1.15)

( e 41 S0 — etA-a) 50 4 ¢4 RO
etA(1-a) 0 SO
= etA(l) _ etA(l—a) etA(l) RO *

Coroldrio 1.2 ([Vendite (1988)]): Fize a,0 < a < 1. Se g(2z) < 2¢(z), para
z € Qg, entdo e € compacto, se t > G(1).

E imediato o seguinte:

De fato:
Basta considerar e escrito na forma

ethu-a) 0 0 0 0
0 0 T et — etda-a) 0 + 0 4w |-

Dado que €2 =0 se ¢t > G(1) e,com p=1,p =1~ « respectivamente, usa-se o
Corolario 1.1.
Vejamos a expansao em geragdes neste caso:
t
Sejam para ¢t > 0,75(t) = e®U° e T, (¢) = / e(t="BC T(r)dr (i > 0). Entéo, para
0
cada t > 0, temos
et.A(a)UO —_ ZZ(t),
1=0
com apenas um numero finito de parcelas sendo Ty(t) = 0 e as demais parcelas 7;(t)
compactas, se t > G(1).
Mais explicitamente,
S.-+1(t)> :
Tira(t) = 1 >0
+1( ) (R1+1(t) ’
onde To(t) = eBU°

t
Siv1(t) = (1 - @) / et="BC S (1)dr
0
Rin(t) = [ CIPCR(r)dr +a [ e-IP0S (r)dr
0 0
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e Si(t) (respectivamente: R;(t)) representa a sub-populacio das células sensiveis (res-
pectivamente: resistentes) resultantes de exatamente ¢ reprodugdes até o tempo ¢.

e Caso de quatro sub-populagdes: Sensiveis (s) e Resistentes (r;),(r2) e

(ra)-

Consideramos:
0<an <],0<as<lcomO0<a;+a <1.

Considere operador linear nio limitado

Agy oy - X — X! (1.16)
de dominio D (A, «,) dado por
S
R
U= R; € X4 S € D(l—al—ag),
R,

R, Ry, Ra € C* (Q\ {1}),

R (3) = R (3) = Ru(3) =0,

lim,1[aa k(2)S5(22) — g(z) Ry (z) + (1 — az)k(z) Ra (22)]

e lim; 1 [—g(z)R|(z)] existem e sdo iguais ,

lim, g [ask(2)S(2c) — g(2) Ry() + (1 - a1)k(e) Ra(20)]

e limxl%[—g(x)R’z(m)] existem e sdo iguais ,

limﬂ%[azk(:c)Rl(Z:r) + ar1k(z)R2(2z) — g(z)R(x) + k(z) Ra(2z)] }

e limzl%[—g(:c)Rg(:c)] existem e sdo iguais

S
Ry
Asy o R, (z)
Ry
([ —9(z)5(z) + (1 -1~ az)k(2)S(22)
a1 k(z)S(2z) — g(z)Ri(z) + (1 — az)k(z)R:1(22)

(z)
:k(2)S(2z)  — g(z)Ry(z) + (1 — a1)k(z)Re(22) (z € Qo)

\ az2k(z)Ry(22) + onk(z)Ra(22) — g(z)R)(z) + k(z)Ru(2)

El
—g(z 1(z
| o) B (z € )
—o(z) Ri)

\
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O problema de Cauchy abstrato é
SO

(PCA); : Dado U° = ﬁ € D(Ay o,), achar U : [0,+00) — X* continua tal
2

Ry

que
(1) U(t) € D(An,,0,), V>0
(i) U : (0,+00) — X* é diferencijvel e

U
{E{ = Awo,U (¢>0)
Uo) = U

O operador A, q, € fechado e D(A,, ;) é denso em X*.

Teorema 1.3 ([Vendite (1988)]) Sejam 0 < a1,a2 <1 com a1+ a2 < 1.Aqs, 0, € 0
gerador infinitesimal de um semi-grupo {e*Ao1.22 }t>o fortemente continuo de opera-
dores lineares limitados, que pode ser representado para cada t > 0 por

( etAa-a1—az) 0 0 0 )
etA-az) — tA(1-a1-a2) etA(-az) 0 0
t‘Aalr°2 =
€ etAt-ay) — otAG-aj-az) 0 etA(i-ay) 0
tAa) _ gtA(i-ay)
¢ € etA) — ethi-az) ) — gta-ar) et

\ —etA(l—al) _ etA(l-al—a2)
eter2 [JO = [ (t) € a solugdo de (PCA),.

Os operadores €122 530 definidos para U°® € X* por et=122° = U(t),t > 0 onde
U(t) é a solugdo da equagdo integral :

N t ..
U(t) = ePU° +/ et IBCU(7)dr
0
onde o problema (PCA); é escrito formalmente como

dU .
{ S = (B+ov
U) = U°
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com

B0 0 0 (I-—ar—e)C 0 00
5 _|0 Bo o i aC (l-a)C 0 0
=loo Bo | ¢ %= aC 0 (I-a)C 0
0 0 0 B 0 QzC alc C
Analizando a equagdo integral componente a componente, temos
S(t) =eBS°+ [7el=IB(1 —ay — ag)CS(r)dr (1.17)
=BS54+ (1 - ay — ) fg *PCS(r)dr. '
Sabemos que a solugao desta equagio é
S(t) = etAa-ar-a2) 0, (1.18)
As demais componetes sao
Ri(t) =eBRY+ [§e"75((1 — ap)CRy(1) + 1 CS(7))dr (1.19)
= PR+ [3 €IEC((1 — ag)Bu(7) + auS(r))dr '
Ry(t) = e®RY+ [3 e B((1 — an)CRy(7) + 2CS(7))dr (1.20)
= B R + [4 e =IBC((1 ~ an) Rafr) + aaS(r))dr |
Ry(t) = eBRY+ [5el"B(CRy(7) + aaCRi(7) + axCRy(r))dr (1.21)

= PR + [ e®"BC(Ra(r) + aaRi(7) + 01 Ra(7))dr.

Do mesmo modo que em (PCA); vemos que estas equagbes possuem solugoes tnicas

em C([0, +00); X).
Somando-se (1.17) e (1.19) temos

S()+ Ba(t) = eP(S° + R) + (1 - a) [ e=IPC(S(r) + Fa(r))dr

e como no caso do (PCA); vemos que
S(t) + Ry(t) = ™02 (5° + RY).

Somando-se (1.17) e (1.20) temos

S()+ Falt) = ¢B(S°+ B) + (1 — ) [ el=IPC(S(r) + Ra(r))dr

e dai

S(t) + Ra(t) = e4-=0(S° + RY).
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Finalmente, somando-se (1.17), (1.19)-(1.21) temos

S(t) + Ru(t) + Ra(t) + Ru(t) = €'P(S° + R + R} + RY)
+f3 e(t‘T)BC(S(T) + Ry(7) + Ra(7) + Ra(7))dT

logo

S(t) + Ri(t) + Ry(t) + Ra(t) = 4™ (S° + R® + RS + RY). (1.24)
Assim, a solu¢do do (PCA); é

S(t) = etha~a1-a2) G0

Ri(t) = ea-a)(80+ RY) — eM-a—on) O

R,(t)
Rd(t)

etA(1-01)(SO + Rg) — etAi-a;-az) §O
£t (S0 + RS + RS+ ) — S(1) — Ralt) — Falt)

Como os operadores e» € L(X), a solucio fraca de (PCA); para U® € X* é
etAa1.22 [JO dada por

etha-ai~ar) 0 0 0
etAli—az) — otA1-a;—az) etAi~az) 0 0

etA-a1) — etA(1-ay-az) 0 etA(i-ay) 0
etA) — etA(1=ay) — gtA(l—ag) — glA(1—ar—az) tA) — etAi-az) tAQ) — etAi-ay)  lA1)

que se obtem distribuindo-se as formulas acima.

Corolério 1.3 ([Vendite (1988)]): Fize 0 < oy, < 1, a1 + a2 < 1.
Se g(2z) < 2g(x) para x € Qq, temos que e*A*1=2 € compacto set > G(1).

1.4 Distribuicao de Tamanho Estavel

Na anélise do comportamento assintético da solugdo, é usada a teoria espectral do
semi-grupo correspondente, ao invés da expansdo em geragdes (conforme Lema 1.2
ou comentario apds o Corolério 1.2) posto que o nimero de parcelas, embora finito,
cresce com o crescimento do tempo.

Por outrollado, sabemos da se¢do anterior que sob a condi¢do ¢(2z) < 2¢(z),z €

a

%= 53
tualmente compactos, segundo por exemplo Arino (1992); Diekmann et al.(1995) ).

], os semi-grupos envolvidos sdo compactos para t > G(1) ( isto é, even-

Além disso, como veremos doravante, com a suposi¢do a > —, o espectro de cada

gerador infinitesimal é puramente pontual e discreto, dai, o espectro do semigrupo
correspondente unido a 0 € igual a uniao de 0 e o conjunto exponencial do espectro do
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seu gerador infintesimal. Por sua vez, o gerador infinitesimal possui um auto-valor
real estritamente maior do que a parte real de todos os seus demais auto-valores
(auto-valor estritamente dominante) e o qual é simples (uma singularidade isolada
do seu operador resolvente). Dai, existe uma decomposi¢ao do espago, segundo a qual
o semi-grupo ¢ invariante, o que torna facil estudar o comportamento assintético do
semi-grupo em questao, para tempos arbitrariamente grandes. Usamos neste capitulo
basicamente os argumentos de Diekmann et al.(1984) e de Vendite (1988). Como re-
feréncias complementares podemos citar também Diekmann et al. (1995, cap IV.2),
Pazy (1983), Dautray et al. (1985), Schappacher (1983). Para a > 0 veja Heijmans
(1985).

Assim, como veremos, para o (PCA), existe um auto-valor dominante de Ag) o
qual é simples, nos permitindo decompor o espaco X em subespagos invariantes por
T(1)(t) := '@, um de dimensio finita que nos dar4 uma distribuicéo estivel e outro
no qual T(y)(t) tem taxa de crescimento inferior a este auto-valor. Para os problemas
(PCA); e (PCA)3 mostramos que existe uma distribuigdo de tamanho estdvel no
sentido da defini¢do seguinte:

Definicdo 1.1 Seja A: YN — YN N > 1 um operador linear de dominio D(A) C
YN fechado com D(A) denso em YN. Consideremos o problema de Cauchy abstrato

dy
y(0) = ¢°e¥?V

onde A € um operador descrevendo a dindmica de N sub-populagées de uma populagio
de células dependentes de tamanho. Eriste uma distribuicdo de tamanho estavel para

o operador A se eriste uma N — upla de nimeros compleros A = (A, --,AN) e

uma N —upla P* = (P},---,Pg) € L(YN), tais que V¢° € YV, a solucdo y(t; 4°) de
N (t7 ¢0)

(PCA) se escreve como y(t, ¢°%) = : em que para cada i, temos y;(t; ¢°) =
yn(t, 4°)

M P? (¢°) + 2i(t, ¢°) com limy_oo e Nt2i(t;y°) = 0.
Neste caso, P* é dita uma distribui¢cdo de tamanho estdvel para o operador A.

Observagao 1.1 Um caso particular muito freqiente é aquele onde existe uma
N-upla (yi,---,y%) € YV tais que para cada ¢° € YV, existe uma N — upla
de constantes C = C(¢°) dependendo apenas de ¢°, tal que para cada i, temos
yi(t;y°) = eM'Ci(8%)y; + 2i(t,y°). Neste caso, P ()=C(-)yf (i=1,---,N).

Neste paragrafo é descrito o Corolario 7.2 de Diekmann et al. (1984) e é completado

o Corolario 4.4 e os resultados das paginas 152-153 em Vendite (1988), segundo esta
definicao.
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e Caso do Ciclo Celular.

Espectro de A(,), 0 <p

Por simplicidade, consideraremos a > ..

O problema que vamos estudar, é o seéﬁinte:
Dada uma fun¢éo f € X, queremos saber se existe A € € e u € D, \ {0} tal que

Apu—Au = f.
Devemos achar u € Dy, tal que

—g(2)u'(z) + pk(z)u(2z) — du(z) = f(z) (¢ € Do)
= f(z) (z € )

—9(z)w'(z) — Au(z)
Para = € 1, temos
u(z) = MG(3)-G(=)),, (%) /1 AG(§)- G(z))f(f)gé)_ (1.25)

1 1
Dea > 5 temos que para § € 09,2 > a > 3 logo 2 € 1, e assim, desta formula

u(2z) = EGE)-CC2)y (%) . ﬁ2 MG()- G(2z))f(£)g‘(l§)

logo, para = € €y, a primeira equacio pode ser escrita como
—g(z)u'(z) — Mu(z) = f(z) — pk(z)u(2z)
com o segundo membro conhecido. Sua solugdo é
2)=p [, NOOCN(Euze) T - [ NGOG p(g) L

) 9(§) d(¢)
— _ [7 MGO-G=) ¢
Le e

T MGE)-G(2)) ed-ceo, (L) _ [* Mem-cee) d¢
+p/a/26 k(&) [e u(2) /1/2 fn )9(71)] 9(6)
- _ /’/’2 MG(6)-G(z)) [f(g) + pk(€) / AEM=G(29) f () dn ] _dg

g(m] 9(£)
+pu (%) AG(R)-G(z)) / . eA(G(%)—G(s))k(f)%,
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onde a expressao u(2¢) foi usada.
Usando a notagao, para = € Qp

(A z) = /; e/\(G(ﬁ)—G(zg))k(é);%

e
Cp(/\a.ﬂx)
_ [ MG©)-G@) % \Gn)-G(26)) p(py 41 | €
[ [f(€)+pk(§) e o] =%
temos
u(z) = pu(3) MDD 2) ~ (N f2) (). (1260

Da continuidade de u em z = %, vem de (1.25) e (1.26),

. 1
limu(@) = u 5)

ou seja,

Ainda, com 7 ()\, %) =7(A)e(, (/\,f, %) = (M f)

temos 1
(o) = D (5) = G0 ) (1.27)
onde, explicitamente

_ " \cer-cee s %
)= [ e KO

_ [ xee-6dy) % \cm-ceeydm) 1 46
CP(/\’f) _/0/2 € [f(é)‘*‘/’k(f) ~/1/26 g(n)dn g(f)

Em (1.27) temos dois casos a considerar:

m(A) # — ou w(A) = %
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o 1 1 ) .
No primeiro caso, u (5) =GN/ (pr(A) =1) =u (§> é univocamente determi-
A
nado e portanto, existe u € D(,) \ {0} solucdo do nosso problema:
L_c(z T -Gz
us (%) eMNO(3)=GE) — [z, eNGE)-G( ))f(g)g:% (z € )
ux(z) =
1
pur (1) 2CD-0x(h,2) ~ ,(\, f,z) (2 €0)
Como u) depende continuamente de f, temos que A pertence ao conjunto resolvente
de A(p) €Uy = (A(p) - /\I)—lf.
Vemos explicitamente que (A(,) — AI)~! é compacto.

1
No segundo caso, como {,(}, f) = 0 se f =0, a equagao (1.27) é satisfeita para u (5

1 1 1
qualquer, logo se m()) = ;, com u (5) qualquer, por exemplo uy (5) = e"\G(%),
temos que
@) ={ < o (e € )
M\ pe@r(Nz) (2 € Qo)
satisfaz

A(p)u,\ = )\U)‘

dai, A é um auto-valor de A,.
Como € é a reunido disjunta do espectro de A(,) e seu conjunto resolvente, temos
que o espectro de A(,) é pontual:

op(Ay)) = {/\ €€:r()) = %}

A equagao
1
T(A) = -
p
é denominada equagdo caracteristica de A(,).

Sendo 7()) analitica, temos que op(A(,)) é um conjunto discreto. Além desse fato,
segue-se da compacidade de T{,)(t) no caso g(2r) < 2¢(x) para

1 . . .
z e = [g, 5]’ para t > G(1), que em cada faixa vertical no plano complexo, existe

apenas um numero finito de auto-valores de A(,).

A posicdo dos auto-valores de A(,) é importante para analise do comportamento
assintotico de T(,)(t). Com este fim, observa-se que, a restricdo de 7(\) ao eixo real
é uma fungdo estritamente decrescente, posto que a fungio £ — G(€) — G(2¢) é
estritamente negativa, AEIEIm T(A) =+ooc e ,\Egloo w(A) =0.
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Assim, existe um unico real A; satisfazendo 7(A;) = %. Além disso, A; > 0se 7(0) <

—l-e/\1_<_Ose7r(0)2~1—.
p p

Lema 1.4 ([Dickmann et al. (1984)] ): Se g(2z) < 2g(z),z € Qo entdo
Ve GP(A(p)), A=) ou Re()\) < A

Como, em cada faixa vertical, por exemplo, \; — 1 < Re(A) < Ay, existe apenas um
numero finito de A € op(A(,)), nas hipéteses do Lema 1.4, temos:

Corolario 1.4 ([Diekmann et al.(1984)]): “Exziste € > 0 tal que para todo A €
1
ap(A(y)), se A # Ay, entdo Re(X) < Ay —e. 7 Além disso, A\, € uma raiz de m(\) = —
p
de multiplicidade 1 posto que 7'(A1) < 0.

Distribuigao de Tamanho Estéavel para (PCA),

Suponhamos que g(2z) < 2g(z) para z € . Sendo uyx, € D(,) a auto-fungio de
A(p) correspondente a A;, temos que uy, é também auto-fungao de T,)(t) relativa ao
auto-valor e** de T(,)(t). Entdo, de T(,(t) compacto para t > G(1) temos que o
espectro de T(,)(t) é discreto e na verdade o(T(,)(t)) = ap(T(,)(t)) = {0} Ue”Aw) =
{0} U {e*: X € o(A(,)}, para t > 0. Fixe to > G(1). Entéo, de | Re(e*t) |

=| eReWhocos(Ima(N)tg) |< e e do Lema 1.4 temos que o(T(,)(to)) é uma reunido
disjunta dos conjuntos

agV = {u € o(T(,(t)) :| Re(n) |< €10}

o™ = {u € a(T(,)(to)) :| Re(u) |> eMte} = {eM®e].

Entao, existe uma decomposicio de X em soma direta X = X; @ X, com X; = PX,
onde P é a projecao espectral associada ao conjunto {e1*},

Xl = NUCI(A(p) - /\1]d) = NUCl(T(p)(to) - eto/\lld) =R- Uy, €, T(p)(to) |X2

é tal que ||T(,)(to) |x, || < KeMto (K > 1) e daif limg,o e"\ltHT(p)(t) Ix, | =0.
Dada ug € X, temos

Observacgao 1.2

T()(t)uo = eM*Cy(uo)un, + T(p)(t)(I1d — P)ug (1.28)
onde
lim (T, (t)(Id — P)uo) = 0. (1.29)
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Observagao 1.3 :

(i) Na discuss@o acima, fizemos uso da técnica empregada na prova do Teorema

12 em [Schappacher(1983)].

1
(i) Pu = T/I‘(/\Id — A(p)) " 'ud) (residuo no desenvolvimento de Laurent do ope-
T
rador resolvente de Ay, (Ad— A(,))™' = —(A(p)— AId)™! em torno de A = A;)

_ _l )\IG(%)CP(/\l’u) .
= pe ETE uy, = = Ci1(u)uy,. (1.30)

Aqui, T' = 0B onde B = {) € € :| A — Ay |< r} intersepta o espectro de A, apenas
em Ay, orientada no sentido anti-hordrio.

Teorema 1.4 ([Diekmann et al.(1984, Corolario 7.4 )]): Suponha g(2z) < 2g¢(z),
para ¢ € §y. Entdo, o (PCA)1 possui uma distribui¢do de tamanho estivel. Para
A= A, u = uy, lemos

Vuo € X, T(,)(t)uo = Ci(uo)e  uy, + o(e?)

_lexla(g)Cp(/\l’UO)
p (A1)

onde e~ o(eM') — 0 quando t — oo, sendo Ci(ug) =

o(eMt) = T(,)(t)(I — P)uo. |
e Caso de Duas Sub-Populagoes Sensiveis e Resistentes.

Espectro de A,), 0 <a < 1.

1
Supomos a > 2’ neste paragrafo.

Vamos estudar o problema seguinte: Dada f = ( ? )E X?, para quais A\ € C,
2

LIS;) € D(A(«)) satisfazendo Ao )U — AU = f?

Mais explicitamente, vamos resolver o problema

existem fungoes U = (

- o) () = 1(z) (= € )

- g(w)% - AU(z) = f(z) - ( (1 ;’?(23(@ k(O:c) ) U2z) (z € Qo).
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A solugao em §2; é dada por

U(z) = eA(G(%)-G(z))U (%) _ /1:2 eA(G(f)—G(:))f(é)% (z € Q)

dal, usando esta expressao e do fato de z € Qy = 2z € 4, temos U(2z) conhecida
para z € )y, logo a solugéo U(z) em Qp é

HMG(5)-6@)y (%) — /;2 MG(O)-G(2) [f(f) _ ( (1a;(?))l]cc((§))0 ) U(2§)] ;%

ou ainda, de U (%) =0,

— _ " AGO)-6(= (1—a)k(é) O d¢
U(:c)__/a/ze((ﬁ) ())lf(f)_< v k(é))U(Qf)]g—(g—)-

e de

1 1 2¢ dn
U(26) = MOB)-GE (_) _ / eMBn)-G(20) () 21
%) 2/ N (n)g(n)

se £ € {1y, temos

U(z) = ME(3)-6@) [* oto-cuae) ( (1 = a)k(¢) 0) ) U (1) %

/2 ak(¢) k(¢ 2/ 9(6)
© G5t Q=€) 0 \ [% \Gwm-ceo ., d1] &
_/6/2 eMNG(§)-G(2)) [f(f) + ( ak(ﬁ) k(f) ) /;ﬂ eMG(m)-G( £))f(n)m] m
Ainda, podemos escrever U(z) como
T _ d€
1 —a eMGE)-G(2E) L(£)— 0
eMG(3)-G(=)) ( )z/alz (29(5) . i |U (%)

o Mee-cee e % MG -G2) ) 2

/a/z e /a/z <0 (%)
_ [T HME©-6@) (1-—a)k(§) O % \G(m-G(26) d—"] 4
L CE ("o o) fae ralrGs

De forma mais simplificada, temos

Uz) = e’\(G(%)‘G(E))fr()‘,m)U (%) — (A, f,z) para z € Qg
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onde
R [ Q@ =a)r(Ax) 0
#Az) = ( am(A, ) (A, z) ) (€ ).

A continuidade de U em z = 3 requer

poer=0(}) =+ (Do () -¢(rd) - e

() 100 () =2 1)

temos dois casos a considerar:

(a) 7 (/\, %) —Id ndo singular.

ou seja,

(b) 7 (/\, %) —Id singular.
Em (a), temos que
1 1 1 -1 1
N=vu(z) = (#(0,~) - Id -
0 (3) =0 () = (Fg =) 4 (nn3)
e a funcdo Uy(z) := U(z) correspondente é,
1 1 z dlf
NG(1)-CE) (_) _ MG(6)-G(2)) £y 98 Q
o \2 /1/2e f(é)g(f) (v € )

Us(z) =
) NEB-GNi(A 1)U, (1) = EO, fo2 e
( ’ ) A 2 C( afa ) ( 0)

-1
Note que, para cada A € € para o qual existe (fr()\, %) — Id) , a correspondéncia

f € X? > U, € D(A(a)) depende continuamente de f e define o operador resolvente
(Ald — A(o))~'de A(y). Assim, X € p(A()) & (fr(/\ Ly — I) - existe, onde p(A()) é

)
o conjunto resolvente de A).
Em (b), det (fr(/\, —;—) — Id> = 0. Notando que f = 0 implica g:(/\,f,x) = 0, vemos
que com U, (%) qualquer no nucleo de 7(A, —12;) — Id, a funcao
HER)-G@N Y, (l) (¢ € )
Ui(z) = s 2
MNEDH-CENZ(\, 2)U, (E) (c € Q)

satisfaz, A(a)Ux = AU, portanto A € 0(A(y)) = op(A(y))-
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Nota 1.1 {
Ae€o(Aw) & 1€0 (7?'()\, 5))

Assim,

A€ o(Aw) € ((1 —a)r(A) —1)(7(X) = 1) =0 (equagdo caracteristica de A(4))

Temos

U(.A(a)) = UP(.A(O,)) = {)\ eC: 7!'(/\) = 1 L

—

}U{/\EC:W()\)zl}.

Como 7(A) restrita ao eixo real é estritamente decrescente, existem Unicos reais A; e

Az tais que 7 (A;) = 1 e 7 (A2) =1 e além disso, de 7 > 1, temos Ay < As.
—a

Mas, se g(2z) < 2¢(z) (z € Qo) temos 4@ é compacto se t > G(1). Logo,

(a) Sew(A) = 7 ! e A # Ap, entdo Re(A) < Mg,

(b) Sew(A) =1e X # Ag, entdo Re(A) < Ag.

Note que se A = Ay, Uy, (%) é dado por
. 1 1 (I1—a)r(Ag) —1 0 1
(W(AZ, 5) - Id) Uz\z (5) = ( aﬂ'(f\z) 7('(/\2) ~-1 ) UA2 (E)
_f A=a)r(ry) =1 0 NN _[a O 1\
- ( an(E\g) m(A2) =1 ) Ua (5) - ( a 0 ) Usa (5) =0

. , 1 0 1 0
pois m(Az) = 1. Dali, U, (§> = (c),c € R, portanto com U, (§> = ( o—22G(}) ),

0 e—22G(z) (.’1} € Ql)
temos U, (z) = ( Ry, (2) ) e Ry, (z) = { e 26 r(Ng,2) (z € No).

Distribuicdo de Tamanho Estivel para (PCA),

Existe uma decomposi¢io de X2 na forma,

X? = Nucl(Ap) — \oId) @ Im( Ay — Ao 1d)
=R - {Us,} ® Im( Ay — \oId) = PX?®(I1d — P)X?,
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onde PU = QL( (Md - Awy)~ 1d/\> U, sendo que ' = 0B com B =

{AeC:|A=X|<r} (r > 0), é orientada no sentido anti-horario, e intercepta
o (A())apenas em A;.

Assim, dado U°® € X?, podemos escrever e, = et"(:")fDU0 + etA@(Id — P)U° =
' PU° + e (Id — P)U° com lim e™**(e*)(Id — P)U°) = 0.
Observamos que para A € I,

()= (-1 (03
G (M ig) (1= @)r() =)

(ézu,f, - 2)) Jx(3) 1)

et ().1= ()

& (A, f, %) -/ 12 Ac©-6() [fl(g) F(1-ak(©) [ * e

a/2 1/2

S —

A(G(n)-G(26)) fl(n)—d("—)} S
g9(n

. 1 12 o)) [ fa(€) + ak(€) [, 2CN-GEO) £, () 41 ] g
CZ (/\7f7 5) 2/‘1/2 e)‘(G(O G(z)) [ ? +k(€) fzf /\(G(ﬂ) G(Zf))f( )lg(ﬂ) ) al&)

9(é)’
Do desenvolvimento de Laurent para (Ald — A(,))~" em torno de \;, temos

R e 2G(3) 1 2 1 0
PU = {—'az—)‘-‘ I:Cl(/\% Ul, 2) + Cz(/\% U’ 5)] } (RM)

ou ainda denotando o coeficiente por Cy(U), temos PU = (

Uy
(Id— P)U = ( U — Cy(U) Ry, ),
logo de (1.15)

0 e dai
C2(U) Ry, ’

etA(l—C!) 0

et = 0 o—_—)
e’ = ( etA) — gthi-a)  tA() ){( C2(U0)R/\2 ) + ( Cz(U )R,\2 )

— Azt( 0 ) tA(l"’)UO )
= e Cz(UO)R,\2 + ( (etA(l) tA(l—a))UO + etA(l)( 02( )Rz\z)
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(owcriwoym, )+ (757 )
M1 Cy(U°) Ry, +( 0

+ ( (etAm — e Aa-0)U? 4 2“(1)(U§ — Co(U°)Ry,) )
onde em particular,
e {40 — etta-m)UP + 40 (U — Co(U°)Ry,) } — 0(t — o0). (1.31)
Mas, de (1.28)—(1.30), com p =1 — @,

ea-a U0 = MO (UP)Sy, + et4a-(Id — P)U?

com
e Mt (etda-a)(Id — P)U?) — 0 quando t — oo (1.32)
onde
1)1 1
—eMG(3) 0 _
A (nt5) esn@={ " ey
T T 1= a) () METTY (1= a)eMG@r(A,z) (z € Qo)

Entao, temos com C;(U°) = C1(UY),

0 eMiC (UO)S)\
tATT0 — 1 1
eV = ( CAthz(UO)R)Q ) + ( 0

s etAa-an (] — P)U?
(etA(l) _ etA(l—a))U? + etA(l)(Ug - 02(U0)R>\2) .

Logo, de (1.31) e (1.32)

S(t; U%) = eM*C(U°)S)y, + o(e™?) quando ¢ — oo (1.33)

R(t; U°) = eM'Cy(U°) Ry, + 0(e*') quando ¢t — oo . (1.34)

Neste caso vemos que as taxas de crescimento sao distintas para cada sub-populagao,
e isto completa o Corolario 4.4 em Vendite(1988), no caso pré-tratamento.

e Caso de Quatro Sub-Populacdes: Sensiveis (s) e Resistentes (ry),(r2)
e (Td).

O Espectro de A,, o,
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Supomos 0 < a; < az < a3 + ap < 1.

S
O operador A, o, pode ser escrito para U = gl em D(Aq, q,) na forma
2
R4
U _ ) —9(@)U'(z) + M(z)U(2z) (z € Do)
(Aosest)() { ~4(2)U"(z) (c € )
onde para z € (o,
(1 — a1 — az)k(z) 0 0 0
_ ark(z) (1 — az)k(z) 0 0
M(z) = ck(z) 0 (1—o)k(z) O
0 azk(z) ark(z) k(z)

Vamos estudar o problema: Dada f € X*, para quais A € € , existe U = U, €
D(Ay, o,) tal que Ag, 0, U — AU = f7
1

Consideramos o caso a > —, neste paragrafo. Resolvemos entido em Qy, —g(z)U'(z) —

AU(z) = f(z) cuja solugdo é

1 1 z df
Ulz) = MNER)-G@) s <_) _ NG()-G() £(£) 25 Q)
() = M6 3) = e 1)y (e € )
Em o, temos que resolver —g(z)U'(z) — AU(z) = f(z) — M(z)U(2z) onde U(2z) é
conhecida para z € (Y, pois sendo a > 1 2z € 4. Usando U (%) = 0, temos
U(e) = — [ XOO-CENf(e) - M(EU(26))
af2 9(é)

para ¢ € {ly.
Usando nesta férmula a expressao para U(2¢),2¢ € ©,, temos

Uz) = MOH-C@Niy (A, 2)U (%) — (M fo7) (@ € o)

onde
(1 —aq — ag)w(A, ) 0 0 0
. aym(A, ) (1—-ag)m(A, ) 0 0
(A 2) = apm (A ) 0 (1—a)r(hz) 0
0 aym(A, ) aym(A, ) (), z)



com

. d
(A7) = / i AE(O-G0) f(£)2E

9(§) ’
= [ MG(E)-G(2) 2 M(G(n)-G(26)) I \T z€0).
fa/Z ¢ [f(g) + M(é) (f1/2 g(n)dn)] g(é-) ( € )

Notagao 1.2 Usaremos por simplicidade:
iu(A3) =Fu(), 7 (L5) =7 e lu (M 15) = (X ).

1
Da continuidade de U(z) em z = —, vem

A 1 A
U(5) =30 (5) = Guld ) ou (ial2) = 1)U (3) = Gu(h. ).
Temos dois casos a considerar:
(a) (Fm(X) — I;)7! existe.
(b) (7p(A) — I;)™" nao existe.
Explicitamente, #a(A) — Id se escreve como
(1 — Qp — a2)7r(/\) —1 0 0 0
0172’(/\) (1 - a2)7r()\) -1 0 0
asm(A) 0 (1 —aq)m(A)—1 0
0 am(A) a;m(A) w(A) —1
No caso (a), temos
Us (3) = (ra(X) = 1) u(r, )
e dai
U)\(m)lz [(Aalya2 - )‘Id)—lf] (z) d
M6(3)-6@) g, (1) — [7 HMC@O-C@) ) %
) AMe(d)-6@) (2) /1/2 O (e
HE()-6E) 0, (A, 2)U, (%) — (M o) (z € o)

Assim, A € p(Aq,,0p) © det(im(X) — Id) # 0.
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No caso (b), vemos que com f = 0, fM()\,f) =0 e a equagao (7pm(A) —Id)U (%) =0

possui solugdo Uy (%) nao trivial, isto é, se det(#p(A)—Id) = 0, ou equivalentemente,
1 1 1
w(A) = m(A) = our(A) =1

].—az

T(A) =

l—al—ag’ l—al’

temos que, a fungao
AER)-GE@N ), (%) (x €M)

Ur(z) = MG(3)-G(z)) 2 1
ACH-6EN4,(), 2)U) (5) (z € Do)

é uma auto-funcdo de A,, o, relativa ao auto-valor A. O espectro de A,, o, é entdo
uma reunido finita de zeros de fun¢oes analiticas, portanto, é um conjunto discreto,
além disso, seu espectro é puramente pontual:

UP(Aomaz) = J(Aalyaz)°

E imediato se verificar que o resolvente de Ay, o, é compacto para cada A € p(Aq, o, )
o qual é constituido pelos A € € tais que det(7ar(A)— 1) # 0. Como 7(A) restrita a R
é estritamente decrescente, /\lim T(A) = +oo e /\liE}I-l 7(A) = 0, existem reais dinicos
. 1 1
A1, A2, A3, Ay satisfazendo 7(Ay) = 1, 7(A3) = (A1) =
1 1 1

m(A) =
———— . Como 1 < < < temos A1 < Ay < Az < A4
l1—a; —ay 1l—o l1—a, 11—y —ay

Lema 1.5 ([Vendite (1988)]): Seja Ao € R. Entdo,
(1) Se A € Ce m(A) = w()o), entdo Re()) < Ao,

(ii) Se g(2z) < 2g9(z)(z € ), entdo se A € € e (X)) = w( o),
tem-se XA = Ao ou Re(\) < Aq.

Suponha 0 < oy < g < a3 + a3 < 1.
Distribuicao de Tamanho Estavel para (PCA),

Teorema 1.5 Se g(2z) < 2g(z) para ¢ € Qq, existem Sy, Ri»,, Rax,, Ray, € X tais
que, para toda U® € X*, podemos escrever

f‘\‘tcl(Uo)S,\l z1(¢, U° )
tAay.ap 770 _ 2Cy(U°) Ran, z(t,U°)
ermUn = oty (U0) Ry, | T 23(t U°)
eMCy(U°) Ry, z4(t,U°)
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onde C;(U°) € uma constante que depende apenas de U° e, limy_o, e "z (¢,U°) = 0,
para ©=1,2,3,4.

Este teorema completa os resultados das paginas 152 e 153 de Vendite (1988).

Do Lema 1.5, temos que para todo A € 0(Aay,a;), € A # A4, entdo R.(A) < A4. Dal,
como et#e1:%2 ¢ compacto e A4 é um pélo de ordem 1 do resolvente (AMd — Ay, o,) 7},
existe a decomposi¢io de X* em soma direta

X* = Nucl(Agy 0y — Ald) P Im(Aay o, — Aald) = RAUL} B Im(Aay 0 — Aald)

onde
( 0
—2¢G(z) 0 9)
€ 0 (:L‘ € 1)
1
UM(I) = 0
. 0
e—/\4G(:c)7rM()‘4,m) 0 (z € Qo)
{ 1
ou ainda,
0
0 e—MG(z) (z € )
Ur(z) = Bar,(2) 0 com Ran,(2) = { e"\4G(I)7r(/\4, z) (z € Q)
1
posto que
(1 +az2) O 0 0
R _ oy -a;, 0 O
(Fae(Aa) = 1d) = a9 0 —-ao O
0 Q9 (83} 0
0
. 1 1 0
Portanto, de (#ar(As) — Id)U,, (5) = 0 vem U,, <§) = ¢
c

Além disso,
lle 222 | A oy —ratd) || < KeM=9 (¢ > 0)

para algum 6 > 0 e algum K > 1.
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Assim, dado U° € X*, U° é decomposto na forma

U° = Cy(U°) Ry, + (Id - P)U°,

— o O O

onde P denota a projegio sobre Nucl(Aq, o — AsId).
Dali,

6tA°'1'°‘2 U° = C’4(U0)et’\‘RdA4 + etAaro (Id — P)UO

_—0 o O

com
tl-lglo e Mt(eMara2 (Id — P)U°) = 0.
Observamos que
U7
Uy
U3
U] — C4(U°)Ray,

(Id— P)U° =

Em particular, a quarta componente de et4a1.22(Id — P)U° também satisfaz

lim e~ ([e*4e122 (Id — P)U°]4) = 0.

t—00

(3) . .. . .
Denotemos por e*s1.22 o operador linear limitado de X? dado pela submatriz prin-

cipal de terceira ordem de e*4=1.22, Entao,

Uy
. etAEfl),aQ UO
et'A°1>°2 (Id _ P)UO — Uz)

[etAeven (1d — P)U]

0 0
A oy g'lo 0

= 2 +
U2 0

0 [tz (1d — PYUC,

4
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Assim, podemos escrever et4=122 /0 igual a

0 0 o 1
0 0 tAS) o, o
eMCy(U°) Ry, ol T 0 + ¢ Uz)
tAa; a _ pP\IJo
1 |eHAevea (1d = P)U°, 0
{et“‘gal)vaz ,t > 0} é gerado pelo operador AP, : X* — X°
onde
5 P
DAY, =31 R | € X®: R, | € D(Aarca)
R
2 Rd
( S !
. ~(a) ( R, ) (2) (= € )
A | B | @)= Bl
’ R, S S
| R, R,

M® é a sub-matriz principal de M de ordem 3.
Desprezando a quarta componente nas féormulas obtidas para o espectro de Aq, q,

temos que A3 € o auto-valor estritamente dominante de Ag),az e portanto

(3) U? 0 (3) Uf
etAatia Ug = e’\ath(UO)Rz,\s 0|+ etAatia Ug
g 1 U9 — C3(U°) Ry,

com

® Uy
tlim e~ MtetAar ez U;’ = 0.
® US — C3(U°) Ry,

Temos, analogamente,
otAD) Uy
Uy

® U?
et'ACll yag . CU%O — {)
U; — R (3)
3 3( ) 2)3 [etA01'°2 ( Ug )




, . . (2) , .
onde Ag?m ¢ a submatriz principal de A4,, ,, deordem 2, e {etAalﬂz }t_>_0 é 0 semigrupo

gerado por Ag)’az e, em particular,

(3) Uy \
lim e [ |eMAara U? =0
t—o00
U3 — C3(U°)Ray, /],
~ TR
. o)
terceira coordenada de o1 | U9
UO
3
Novamente, e*e1-22 {J° se escreve na seguinte forma:
0 0 0
MU Rar, | O |+ O (U0 R, | Y | + :
eMtCy | g "' Cy( 2 | 0
1 0 [et4orea(1d — P)U°|,
0
0 @) Uy
yo etAaiiaz ( Ulg )
T el ( Uy ) + 0
U3 — C3(U°)Ray, /1, 0
0
1
Note que de 7(A3) = vem
1-— (03]
i 0 0
1 - (83} 1
(g (Xs) — Id) = | —22 22 10
l—ag 11—
2
0 0
1-— (03]
1 0 0
logo US) (5) = 0 e portanto, U/{‘:’) = Ry, | 0O com Roy,(z) =
c 1
e~ 2G(2) (-’17 € Ql)
(1 —ap)e™%@r(Xs,2) (z € o).
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L e7r()\1): 1

Como no caso anterior, temos com () =

l—al—ag

tAD ., U2\ _ 0 0 tAD o, Uy
e ( U ) = e"'2*Cy(U°) Ry, ( 1 + e U9 — Cy(U°) Ruy,

: ‘>—A2t t.AE,z)'a U](-) —
Jim o e e ( U — Co(U%) Ry, | = °

1—02

com

onde
e~ 22G(2) (z € )
Ry, (z) = { (1 — a)e %@ (Xy,z) (z € Qo)

relativa ao seu auto-valor estritamente dominante

0
e Ry, (1> é a auto-fungao de _Ag"l -
2.

Com isto podemos escrever,

etA(l—al —az) U?

0
4 [ U1} = omyoyry, (O ) 4 [ [ 0y
U2 1 e ez 0
U2 - C2(U0)R1A2 2

0 tA l1—a)—-a 0
= U)o () + ( CR ) ()
U — Co(U%) Ry, /|,

onde

lim e ([emfﬂaz ( v? )] ) —o.
t—00 Ug - CQ(UO)RL)\Z 9

Aqui, ./4(1) = A(l—al—ag)-

1,002
Por sua vez,

etA(l—al_"z)U{) = eMC(U°) Sy, + etha-a1-aa) (U — Cy(U°)Sy,)

com

lim e~ *tetAa-ai-a) (U2 — Cy(U°)Sy,) = 0

t—co

onde

3 e—MG(z) (z € )
S)\I(SB) - { (1 - — az)e—/\lG(Z)ﬂ-(/\l,g;) (.’L‘ € Qo) .
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Finalmente, temos

e C(U?)S), z(t,U°)
et.Aal,c.2 UO — t/\QCZ(UO)RlAg + Zz(t, UO)
t)\303(U0)R2/\3 Z3(t, UO)
t/\4c4( O)Rd/\4 24(t, UO)

com

lim e™2(,0°) =0 (1=1,2,3,4).

Observagao 1.4 : C;(U°),z(t,U°) parai = 1,---,4 dependem somente das i pri-
meiras componentes de U°.

CasoOSaI:a2=a<%.
Neste caso, Af’l ap A(B) é dado por
a9, 1)) @ = case) - { —s=) ) eet
“\ v e ~ | —9(@)U'(2) + MP(2)U(22) (z € Qo)
o (1=20)kz) 0 0
MO (z) = ( ak(z) (1 - a)k(z) 0 )
ak(z) 0 (1 — a)k(z)
Neste caso,
(1 =2a)7 (A z) 0 0
7ArM((’3)(/\,:r) = ( ar(A, ) (1-a)r(A,z) 0 ) ,
an(X, ) 0 (1 —a)r(A x)
det(ergs)(/\).— Id)=0& n(A) = 1 ——12a ou 7(A) = 1 i -
Sejam Ay < A, com 7(Ay) = 1—_1—2&,7r(/\2) =1 ia'

Ainda supondo ¢(2z) < 2¢(z) (z € Q), temos que o nicleo Nucl(.Af:L — AId) é
gerado pelas auto-fungées U g), U g) dadas por

0 0 —-X2G(z)
vl =R UP=R| 0| onde R(z) =4 ¢ (o 0
( ! ) ! onde (CE) (1 _ a)e—/\zG(T)ﬂ-()\z,z) (.’IJ S Q0) .

41



Assim, com A3 = Ay temos a distribuicdo de tamanho estdvel

e*1Cy(U°) Sy, o(ert)
tha 0 Azt
- ()] e
eMCy(U°) Ryy, o(e*?)
onde 7(\g) = 1.
Temos, )
C(U?) = _ii(;(j)_ ; . U° A . U°
2(U ) (1 — a) 7,‘_,(/\2)([C]‘,!((f)( 25 )]1 + [CMS:G)( 27U )]2)
—r2G(}) " .
Co(U%) = 7=y winay Enap O U + Ky 02, U)s)

onde [C @i é a coordenada i de f )
@ a

De fato, um célculo direto mostra que (7, @)(A) — Id)™"

1
/ (1-2a)r(X) -1 0 ° }
—an(A) 1 0
(1=2a)r(A) = 1) (1 —a)r(A)=1) (1—a)r(X)~1
—an(A) 0 1

\ (T = 2a97()) = )(( —a)r(A) = 1)

Denotando .
X [Q:M,(,s)]l
Cue = | Lyl
[CMc(l3)]3
temos
U, (%) = (7?‘M((13)(A) - Id)_léM((la)(/\,f)
( [Caue s HL/((1 = 2e)7(X) — 1) )

= (((1 —;3)7;(({\)) —1) a5 P + [6M<(,3)()‘7f)]2) /(A — e)w(X) — 1)

\ (((1 _;3)7;.(()2) _ 1) [é\Mf)()"f)]l + [éMg3)(A’f)]3) /((1 - a)ﬂ'(/\) - 1) )
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—ar())
EmA=2A

AT T 2a) () -
de (AId — A(as},)_l, onde

: valel e para A € p(AEﬁL), o desenvolvimento de Laurent

[(AD) — Ald)~! f](=)

1\ | e G d
—AOB=GENY, () + fi, OO0 ”f(é)g(—g—) (z € Q)

1 N 1 N
—HCDCENE (A, 2)Us (5) + (M fr2) (2 € D)

tem residuo P, ) dado por

a

R _e/\zG(;‘) - A 0
(Pyo)f = mA—z)([CMg)(/\z,f)]l + [Cuo (A2, )R ( (1) )

e*26(3) . . 0
_m([CMgs)()\zaf)]l + [CMc(.s)(/\z’f)]3)R ( (1) )

onde
e—22(G(3)-G(x)) (z € )

R(‘T) = { (1 . a) 6—1\2(G(%)—G(“’))7r()\2,1:) (.’1? € QO) .
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Capitulo 2

Distribuicao de Tamanho Estavel
em casos de Farmaco-Destruicao
Instantanea. O Efeito Impulso.

Neste capitulo estamos supondo que a populagdo tumoral esta submetida a um tra-
tamento quimioterdpico, o qual destrdi instantaneamente uma fragdo constante da
populagdo sensivel, no momento da aplicagdo da droga.

Matematicamente, trata-se de estudar o comportamento assintético das solugbes de
um sistema linear de equacdes diferenciais parciais sujeito a impulso em tempos fixa-
dos, como veremos em seguida. As consideracoes que fazemos neste capitulo nao nos
parece corrente na literatura.

2.1 O Modelo Sujeito a Impulso

Sejam Y um espaco de Banach, A: Y — Y um operador linear fechado de dominio
D(A) densoem Y eseja H : Y — Y um operador linear limitado com D(A) invariante
por H: H(D(A)) C D(A).

Fixe uma sequéncia tp =0 < t; < -+ < < --- com klirn tr = oo.

—00

Podemos colocar o seguinte problema: Dado yo € D(A), achar y : [0,+00) — Y
satisfazendo

(fi—z(t)sz(t) 0<t#t)(k=1,2--")
(PCD) y(0) = o
(Ay)(te) = y(te +0) — y(tx — 0) = Hy(tx — 0) (k=1,2---)

Na verdade, devemos ter y : [tx—1,tx) — Y continua, y(t) € D(A) para t # tx, ltlTrtny(t)
k
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existe, y : (tx-1,t,) — Y diferenciavel e satisfazendo (PCI). Denotando y(t;x+0) por
y(tx), a condigdo sobre (Ay)(tx) pode ser escrita como y(tx) = (Id + H)y(tx — 0).
Estudaremos este problema nos seguintes casos :

a) Y=X,A:A(p)(p>0),tk=k7',Hm=—,u,pm.

S —pr 0\ (S
b)Y=X><X,A=«4(a)(0<a<1)’t’°:kT’H(R):( 0 0)(1’3)'

Em ambos os casos, 7 € um nimero real positivo fixado e up é constante, 0 < pp < 1.

2.2 Caso do Ciclo Celular

Fixado 7 > 0, denotemos t;, = k7,k = 1,2, --e seja up constante, 0 < ur < 1. O
problema:

dTZfl(t) = Apym(t) O<t#tek=12-)
m(O) =mg € X
(Am)(tk) = —prm(te — 0) (k=1,2,--)

pode ser resolvido do seguinte modo:

(1) Para 0 <t < t; podemos considerar m(t;mg) = e'4rimg e entdo,

m(t1;me) := m(ty + 0;mp) = (1 — pr)e P my,.
(ii) Para t; <t <ty temos m(t;mg) = e("W4@) (1 — pp)ett4eomg e dai
m(ty;mo) = (1 — pp)e2™D40) (1 — pp)ehAermg = (1 — pr)2e2* @ my.
Em geral, para todo £ > 1,
m(tk; mo) := m(tx + 0;me) = (1 — pF)ket"A(P)mo, sety <t < tpg-

Se g(2z) < 2g(z) (z € ), do Teorema 1.4 com m), = uy,, podemos escrever

Mo = Cl(mo)mh + (Id - P)mo,

logo,
m(tk;mo) = (1 — pp)" {C’l(mo)et’”\‘m,\1 + €4 (Id — P)mo}
= eMr=sr) M O (mo)miy, + et“(%‘”(l‘“F))et"A(p)(Id — PYmyg
= etk(l?‘"(l—up)+/\1)cl(mo)mAl + etk(l;fﬂ(l—up))etkA(p)(]d — P)my
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onde lim;_., e~ et (Id — P)mg = 0.

Assim,

lim e—tk('l;[n(l"#F)"Fz\l) [etk(%ln(l“ﬂF))etkA(P)(Id — P)mo] = lm e_tk’\l et"A(P)(Id—P)mO = 0.
t

tg—00 k— 00

Temos entdo, um teorema de distribuigdo de tamanho estavel para o problema: mj,

é a distribuigdo de tamanho estdvel e =¢n(1 — pr) + A; é o parametro malthusiano
T

da populacao.

2.3 Caso de duas Sub-Populagoes: Sensiveis e
Resistentes.

Consideremos o operador A) (0 < a < 1),7 > 0 fixado, tx = k7, k = 1,2,--- e pr
constante, 0 < urp < 1.

Considerando entdo um tratamento quimioterdpico para uma populagdo de células
tumorais onde uma fragdo das células sensiveis existentes num determinado instante
ik € destruida a uma taxa constante ur devida a aplicagdo de um farmaco ”F”, temos
uma distribui¢do de tamanho estivel para as sub-populagdes S e R dado no seguinte
teorema.

Teorema 2.1 Suponha ¢(2z) < 2g(z) para todo z € Qy. Dado U® € X? com U° > 0,
podemos escrever para todo k > 1,

U(kr;U°%)

ek"'(%0“~(1"lt1~*)+/\1)C’l(UIO)S,\1

ek 2 Co(U®) Ry,
ekT(%fn(l—#F))ekTA(l_q)(U{) _ CI(U{))S/\I)
+ ( ;;:1(1 _ ”F)j—le(k—j)‘rA(l)L(T)e(j—l)TA(l_a)) U{)
+ekTA(1)(U20 _ Cz(UO)R,\z)

onde a primeira e a seqgunda componente da seqgunda parcela do membro da direita
desta igualdade sdo respectivamente o(e(%h‘(l‘“l’)“l)’") e o(e**7), quando k tende a

“+o00.
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Prova. Na prova do teorema fazemos uso dos resultados que conduziram a existéncia
das distribui¢des de tamanho estaveis para o operador A, dadas pelas férmulas
(1.33) (1.34) e explorando também o fato de ser e*= ( veja (1.15) ) um semi-
grupo fortemente continuo de operadores lineares positivos :et=¢ > 0 se ¢ > 0. O
problema:

dUu
E(t):A(Q)U(t) 0<t#ti,k=1,2,--)
U(0) =U°c X?
(AU)(tx) = HU(tx — 0) (k=1,2,--)
_ (5 0 _ Uy _f —pr 0 ) )
onde U = (R)’ U° = (U20> e H= ( L pode ser resolvido do seguinte

modo:

(i) Para 0 <t < t; consideramos U(t; U°) = "= U° e entdo,

Ut U°) :=Ults + 0;U°) = ( 1_OMF (1) )etm("’U",

(ii) Para t; <t < t; temos U(t; U°) = et~ 4@ (Id + H)e A= U°, e dai, podemos
escrever

Uty +0;U°) := U(ty; U°) = (Id + H)el2" 4@ (I1d 4+ H)er A= [P,
(iii) Para todo k£ > 1 temos
U(t; U%) = et~ te=DA@ ([d4 H)e(te=17t=-2)A@ ... (Id4+ H)e 4@ U0 se ty_y <t < ty.

Dai,
1
Uty — 0;U°) = e(tk—tk—1)A(a) H (Id + H)e(tj"tJ—l)-A(a)UO,

j=k=1

onde to = 0, U(ty; U%) = Uty + 0;U°) = [Ty(Id + H)eb-0Aa 10,
Usando tx = k7,t; = j7 temos,

U(kr;U°) = [(Id + H)e™@]*U° (k > 1).

tA(l—a)
et.A(a) — € tg ) ,
L(t) e“w
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onde L(t) denota o operador ¢4 — e*4t1-a) para ¢t > 0, vem:

— TA(1_a
(Id+H)eTA<a)___((1 pr)eda-a 0 )’

L(7) emAm
_ 2,27A 1—a) 0
a2 (1 — pp)?e’™X
[(Id+ H)e ] ( e'rA(l)L(,r) + (1 _ 'uF)L(T)eTA(l._q) 62TA(1) ]
(1 _ HF)3637'A(1_0) 0
T.A(a) 3 —
[(Id + H)C ] 627-A(1)L(7_) + (1 _ ﬂp)eTA(l)L(T)BTA(l_a) 3TA(3)
(1~ pp)?L(r)e¥ oo i
€,
[(Id + H)e 4]
(1 _ ’LLF)4641A(1_¢,) 0
A L(7) + (1 ~ pr)e? ™A L(r)e A0~ 47Aq)
+(1 = pp)2e - L(7)e e + (1 — pp)L(r)e*Aa-
Em geral, para k£ > 1
(1 _ ﬂF)kekTA(l_a) 0
[(Id + H)em4=] =
Yk (1= pp)ylet-DrAn [(1)eli-Dr A0 ekTdn)

A Distribuicao de Tamanho Estavel

Segundo a decomposicao de X? descrita no estudo da distribuicao estavel para o
operador A(,) na segao 1.4, temos:

U° = Co(U%) By, ) + oy
e M2\ U? — Co(U°)R,, )’

(Id+ H)e™ 4@ U°
UO
_ TA(a 0 T
= (Id+ H) (e ) [C’z(UO)R,\2 (I)D + (Id+ H)e Ala) ( U{,’ —szUO)R)Q )
UO
_ TA2 0 T a
= (Id + H) (e C2(U°) Ry, (1)) + (Id + H)e™ @ ( ve — CzEUO)R,\z ) .
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Como (Id + H) ((1’) - ((1)) temos

0 Uo
TA 70 _ T 0 A !
(Id + H)e™ @ U° = e]*2Cy(U°) Ry, (1) + (Id+ H)e™ @ ( US — Cy(U°) Ry, )

0 .
onde usamos que €™ R, ((1)) =e™R,, <1> Em particular, de

[(Id + H)eTA(a)]k (R/\z (g)) = ekT/\zRA2 ((1))a
vem
(7 + Hyer 4 e
Uo
= (U0 Ry, (§) + (1 + H)er o] ( US - C(U%) Ry, ) '

Temos entao,

TA k U?
[(Id+H)e m] Uo — AU R,,

(1 — pp)rerrda-a 0P

+ef 40 (U7 — C2(U%)Ry,)
Podemos escrever
e Au-a U = MO (UD) Sy, + eF - (1d — P)UY
onde
klim e FMekrAa-a) (14 — P)U? = 0.
Por outro lado, sendo U > 0 e (1 — pur)® <1, temos para j =1,---,k
0<((1—- HF,)j—le(k—j)TA(l)L(T)e(j"l)TA(l—a))Ui) < (e(k—j)TA(l)L(T)e(j"l)TA(l—a))Uf'

Além disso, usando propriedades de semi-grupo, temos

ek"'A(l—a) 0 ek‘rA(l_a) 0
ek‘r.A(a) — = .
‘I;—] e(k—j)‘rA(l)L(T)e(j—l)‘rA(l_a) ekTA(l) L(kT) ek‘rA(l)
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J4 sabemos também que limg—oo e *"2[L(kT)UP + 5740 (U — C2(U®)Ry,)] = 0. Dal,
e da desigualdade acima temos

(DA = gl L)l o) DD 4 A (U8 ~ C(U)Ra)
1m =
k—o0 ekThro

Finalmente, podemos escrever:
ck‘l‘(%ln(l—up)-}-Al)CI(UO)SAI
U(kr; U°) = [(Id + H)eTA(")]kUO = ( )
LRV 02(U0)R)\2
ekT(%-'ln(l_u‘F))ekTA(l—a) (Id _ P)Ulo
+ . - .
(Shar (1 = )it els=m4n [() D7 Aa-0)) U 4 k740 (US — Co(U°)Ry,)

onde a primeira e a segunda componente da iltima parcela sdo respectivamente

0 (e(%ln(l"“p)“l)kf) e o(e**7) quando k tende ao infinito. O
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Capitulo 3

Distribuicao de Tamanho Estavel
em casos de Farmaco-Destruicgao
Continua.

Neste capitulo estudaremos os modelos matematicos para o crescimento tumoral e
a resisténcia celular supondo que a populacdo tumoral estd sob tratamento quimio-
terapico continuo, o qual destroi uma fracdo constante de cada populacdo sensivel ao
longo do tempo.

3.1 Tratamento com um Unico Farmaco.

O modelo descrito neste paragrafo é uma variagdo do modelo sujeito a mutacao de
sensiveis em resistentes, onde na freqiiéncia de mutagdo a, é incorporada também
a mutacdo devida ao uso do firmaco, descrito em Vendite(1988, Cap. III) onde foi
obtida uma distribui¢do de tamanho estavel para a sub-populacao resistente.

Obtemos um Teorema de Distribui¢do de Tamanho Estdvel (conforme as férmulas
(3.3)-(3.5) ) para o modelo, onde cada sub-populacdo possui um comportamento
assintético proprio, que motivou a Definicdo 1.1, de distribui¢cdo de tamanho estdvel,
a qual nos parece natural quando estdo envolvidas mais de uma sub-populagio.

Consideremos que a taxa de destrui¢io devida a terapia com o uso de um firmaco
F, em funcdo do tamanho z de uma célula, seja uma fungdo pp(z),z € €, com
0 <pp(z) <L
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O modelo pode ser escrito como:

” _g_j(t, T) = —b%(g(:r)S(t, z))— (p(z) + b(z) + pr(z))s(t,z) + 4(1 — a)b(2z)s(t, 2z)
%{-u, z) = -%(g(x)r(t, z)) — (u(z) + b(z))r(t, ©) + 4b(22)r(t, 2z) + 4ab(2z)s(t, 2z)

5(0,z) = s°(z),r(0,2) =r°(z) (z€ )

L s(t,—;—):r(t,%>=0 (t > 0)

onde os termos possuindo argumento 2z sdao nulos se z € ;.

Além das hipéteses (Hy), (H,), (H,), faremos a seguinte hipdtese sobre pp:
(Hyp) : pr € integrdvel sobre Q e essencialmente, 0 < p(z) <1 paraz € Q.
Fazendo a mudanca de variaveis

S(t,z) = Eﬁi’—)s(t,x), R(t,z) = %((z))r(t,x)
onde
: € e w8 +5(8)
Y I DU Mo
obtemos o seguinte problema transformado:
[ Grhe) = —9(e) o (t3) + (1 = a)k(e) )5 0,20 (t>0,2€0)
aa—ltz(ta z) = —g($)2§(t,m) + k(z)R(t,2z) + ak(z)6(22)S(t,2z) (¢t >0,z € N)
< S(t,%):R(t,%szo (t>0)
S(O,(L‘) = SO(.'IJ) = E—Ei(;xT)(z—)So(l') (-’L‘ c Q)
| R(0,2) = R(a) = z(z)r"(x) (z € Q)

onde os termos com argumento 2z sao nulos se z € ;.
Podemos interpretar

= [ €) + BO) + r(€)

F(z):= (E6)(z) = e Jo/? 9(é)

como a probabilidade de uma célula da populagio atingir o tamanho x, sem morrer,
se reproduzir ou ser destruida pelo fairmaco.
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e Problema de Cauchy Abstrato

S S0
Podemos reescrever o problema acima com U = ( R) ,U° = ( RO) na forma

%U(t,x) = —g(x)%U(t,w) + M, r(z)U(t,22) (t >0,z € Q)
U(t,g)zo (t>0)
U(0,2) = U°(z) (z€n)
e (1— a)k(z)222) g
M, p(z) = é()

ak(z)6(2z) k(z)

e o termo M, p(z)U(t,22) =0 se z € Q.
Consideraremos este problema formulado em X? na forma:

d:g-(t) — A U() (t>0)
U(0) =U° € X?

sendo o operador A, r: X? — X? dado por
D(A.r) = U= (" eX?-SReC*(Q\{l}) s'(f)—R'(f)—o
or)=(U=g) € X5 21)5(3) = F3) =0
limg;s [—g(2)U'(z) + Mo r(2)U(2z)] e lim, s [ — g(z)U’'(z)] existem e sao iguais} ,
(Ao, rU)(z) = —g(2)U'(2) + Ma,r(2)U(22) (z € Q) , para todo U € D(Aq.r).

Teorema 3.1 ([Vendite(1988)]): O operador A, r € o gerador infinitesimal de um
semi-grupo fortemente continuo {e=F},5q de operadores lineares limitados de X*.
Se g(2z) < 2g(z), para x € Qo, entdo et=F ¢ compacto para t > G(1).

Prova. De fato, para cada U° € X?, para cada T' > 0,t — (et4=F)U°, para t € [0, 7]
é a dnica solugdo em C([0,T]; X?) da equagdo integral

t
U(t) = e0° + [ et=n8C, £U(r)dr.
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tB

. .. 2 0 , . :

Mais explicitamente, e® = ( ‘B ) é um semi-grupo de operadores lineares
e

0

limitados de X2, dado no Teorema 1.2. Além disso €® € L(L'(f2)?). O operador
Cor : X¥ — L'(N)? é linear continuo, dado para U € X?, por

M, r(2)U(2z) (z € Qo)

(CapU)(2) = { 3.1)
0 (z € ).

Entao, faz sentido considerar para cada s > 0, e*3C, rU como elemento de L'(Q)2.
De fato, dado U € C([0,T]; X?), temos verdadeiramente, para cada t € [0,7], uma
fungio 7 — el*=7BC, pU(7), de [0,t] com valores em L1(f2)?, definida para cada z € (
por

(e“"5Co pU(T))(2) = (CapU(T))(GH(G(z) —t + 7))
= Mo p(G7H(G(z) — t + T))U(r)(2G7H(G(z) — t + 7).

Mostra-se que, se U € C([0,T]; X?), f; e®t"8C, pU(7)dT € X% e que t € [0,T] —
JEet=mBC, pU(7)dr é um elemento de C([0,T]; X?). Além disso, para T > 0 sufici-

entemente pequeno, a aplicagdo
t
U e C([0,T]; X?) — BU° + / =8¢, oU(7)dr
0

é uma contracao. Assim, a equagdo integral acima possui uma unica solugao, a qual
depende continuamente de U® € X?. Denotando-se tal solugao por U(t; U°), a qual
pode ser extendida para todo ¢ > 0 usando-se argumentos de continuagio, define-se

eHar U0 = U(t; U%),t > 0.
Com efeito: A expressio
(£4-78C, £ U(7)(x) = Mur (G (G(x) — L+ T)U(r) (267 (Gla) L+ 7))

S(r)

1
- ; -1 _ z
com U(r) = ( (T)), é dada para G (G(z) —t+7) < 5 por

822G Y G(z) —t+ 1))

(1 = )k(GH(G(z) =t + 7)) (G (G(z) —t+1))

S(T)2G Y (G(z) =t + 7))

ak(G~H(G(z) — t + 7))6(2GY(G(z) — t + 7))S(T)(2G(G(z) — t + 7))+
+E(G™Y(G(z) — t + 7)) R(T)(2G1(G(z) — t + 7))
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1
e éigual 2 0,se G (G(z)—t+71)> 3 A equagio integral é

5(1)(z) = (25 (&) + (1 - @) [ k(s)%(é?svxzs)dr

R(t)(z) = (PR)(@) + [ KERT)2E)dr +a [ K(ENS(26)S(r)(2¢)dr

onde

£ =G G(x)—t+7)er €0, — € [GYG(z) - 1), z]. (3.2)
Note que de (3.1), S(t)(z) = (eBS%)(z) e R(t)(z) = (eBR°)(z) se £ >
particular, S(t)(z) = (e85%)(z) e R(t)(z) = (¢BR°)(z) se G-1(G(z) —t) >
G(z) — G (1) > t. Sendo 7 = G(£) — G(z) +t, entéo dr = —=

S(t)x = (e!BS%)(z), no caso G(z) — G (%) >tez >

NIH

S0 = (=)@ + [ - a)k(é)@S(G(«i) - G(e) + (28) 2 no

6(¢) (&)
caso G(z)—G(-li) <tezx<i.

Se G(z) -G (%) <tez > % entdo, a integral é sobre [G‘I(G(x) — 1), %] , tendo em
vista (3.2).

6(2
Da integrabilidade de k(¢) 6( (f)) temos que para T > 0 suficientemente pequeno, a

expressdo acima define uma contragdo de C'([0, T']; X), portanto, esta equagao integral
possui solugdo tnica para S e define um semi-grupo e*4c-=.r 5% = S(¢;5%),¢ > 0.
Aqui, A_q),r: X = X é o operador dado por

D(A(—ayr) = {S € X: (2) € D(AQ,F)}’
/ §(2z)
(Ag—a).rS)(e) = { —g(z)S'(z) + (1 — a)k(z) 5) S(2z) (z € Q)
—9(2)5'(z) (ze).

Para este operador também vale a seguinte

Observacgao 3.1 Se g(2z) < 2g(z)(z € Qp), entdo ea-=.F ¢ compacto se t > G(1).

o7



Para a segunda equacao temos:

R(t)(z) = (e!BR%)(z) no caso G(z) — G (%) >tex > %

Para G(z) - G (é—) <t,
R(t)(z) = ("B R°)(2) + [G-1(G(a)-1) KOV R(G(E) — G(z) + t)(2§)gc(l—§)
0 fEs (a0 K(E)8(26)S(G(E) — G(=) + t)(2§)g%.

. , 1 1
A integral é sobre [G"l(G(:c) —t), 5] se & > 3
Isto mostra que para T > 0 suficientemente pequeno, dado que S(7) é conhecida,
existe uma unica solugdo:

t t
R(t;U°) = e'BR° +/ et=MBC R(r)dr + a/ e ="BC, S(r)dr
0 0

onde para S € X, (C15)(z) = { g(m)ts(Qx)S(?x) g;; 2 g?; .

Podemos ainda escrever

t
mn:a%uw+a/eWﬂWxaﬂw

0
t

S(t) = eta-ar S0 = BS0 4 (1 - a)/ et=BCLS()dr
0

uﬂﬁgkmﬂ(xem)'

0 (.’B c Ql)
Assim, denotando para t > 0,L; : X — X tal que para todo S° € X, associa

onde para S € X, (CrS)(z) = {

t t
L,S° = / e(t'T)BclS('r)dT = / e(t_T)BCI(eTA(l—")"’SO)dT,
0 0

temos de [Vendite(1988)], que no caso ¢g(2z) < 2¢(z)(z € Qo),L; é compacta se
t > G(1). Entéo, neste caso, também

tA1_o
et.Aa,F —_ € « ) 0
aLt etA(l)

é compactose t > G(1). O
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e O Espectro de A, r(0<a<1).

, 1
Supomos neste paragrafo a > —.

Vamos estudar o seguinte problema pare. o operador A, p:
Dada f € X2, para quais A € C, existe / € D(A, r) satisfazendo A, pU — AU = f7

Esta equacdo se escreve:

{ —g(z)U'(z) — A\U(z) = f(z) (z € )
—g(z)U'(z) — AU(z) = f(z) — Mar(2)U(22) (z € Q)

A solugao em 1) é dada por

() = ey (1) - [* peo-emny & @ c ).

Dai, para & € Qg,2¢ € 0, e neste caso

U(2¢) = eMG(3)-G2O)) 7 (%) - /1/2 eMG(n)— G(’Z&))ﬁgn;dn (€ € Qo).

Por outro lado, a solugao da segunda equagao em )y é

__ [ z dé z —G(a ¢
Ue) = — / /2 AG(6)-G(z)) f(é)g(f) / MNG(E)-G(2)) M“’F("C)U(zg)g(g)

z d¢ 1 z 1\ d¢
— _ [7 ME®-C) 1 G(3)-6()) / MG(€)-G(2€)) (_) a5
‘/;/2 f(g) (6) a/2 € MQ’F(ﬁ)U 2

z G 2¢ )= dn dé'
_/a/z e MG(E)-G( ))Ma,F(f) (/1/2 MG() G(%))f(n)g_(_n_)) m

— eA(G(%)_G(Z))ﬁ'a,F(/\,JI)U (%) - é:a,F(/\7 fam)’

onde

(1- a)/a; NEO)-G@E(¢) 5((5)) ‘E’f)

[, CO s L we)

TaF(A,x) =

€,

g:a,F(/\,f,iv) _ /‘;2 e MNG(E)-G(x) [f(é) + M, r(£) (/12 eA(G(n)—G(zﬁ))g_g]’%dn)] ;%
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Usaremos a notagao seguinte:

tar (Mg) = Far ) 0 bar (M1 3) 1= ar O ).

. 1 . s .
A continuidade de U em z = 5 1os conduz a equacao de compatibilidade seguinte:

1 1 -
v(z)= limU(e) = lm U (=) = fur (U (5) = Garrs)
dai,
(rar ) = 1)V (3) = CarX, ).
Denotando,
(A ) = /a; e’\(G(f)“G(zg))k(f)%%,7rp(/\) =TE (/\, %) ,
T _ d€ 1
m (A, x) = eMNGE)-G(20) —— m(A) =7t A =),
()= [ K(©3(26) 7o, =7 (A, 5)
temos

. [ A —a)rr(), z) 0 . (A —a)rp(X) O
Tar(A,2) = ( amr (A, z) (A, ) ) e Far()) = ( amy(A) () ) '

Na equacao de compatibilidade, temos

det(7tq,r(A) — Id) # 0 ou det(7q,r(A) — Id) = 0.

Se A € € e verifica a primeira condigdo, temos com

U (%) _ v, (%) = (Rar(N) — 1) Eor (M, )
onde X
(1 —a)yrp(A) — 1) 0
(fa,r(A) = Id)™! =
—ami(A) 1

(1 =e)rr(X) = (r(A) —1) =(}) -1
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que a solugao do problema é
1 1 z df
AG(3)-G(=)) il R MG(§)-G(=)) = 0
o () - [ ooy ey
U,\(SC) =
HIE-C Dz ()0 (5) ~lar (M fr2) (o€ D)
sendo .
[Ca,F(/\a f)]l
1 (1—a)rr(X) —1
4 (3) A
—ami(A)[G,r(A, 4 [Ca, (A, )]y
(1 =e)rp(A) = (x(A) =1) = 7(A) -1
Assim, A € p(Ayr) : (AMd — Ay r)~! existe e depende continuamente de f. No caso,
det(Ta,r(A) — Id) = 0, isto é, 7(A) = 1 ou wp(A) = 7 ia temos que com f =0, a

1
equagao de compatibilidade é satisfeita com U, (§> no nucleo de 74 g(A) — Id.

Para 7(A) =1 ou wp(A) = temos, com f =0 que

l—«a

HCR)-GEN Y, (%) (z € M)
U,\(:L‘) = 1
e’\G(%)_G(Z))ﬁ'a’F(/\,CL‘)U,\ (5) (CL' € QO)

é auto-fungdo de A, r relativa ao auto valor A:

o(Aar) = 0p(Aar) = {,\ €C:x(N) =1ourp(N) = — }

l—a

A restricdo de 7(A) e de 7g(A) a reta real sdo fungdes estritamente decrescentes
Tp(—00) = 400 € 7 (—00) = +00. Também segue-se de

0<pr(r) <1lquel< %L(%l =ezp (— /;% ”;Egg)dn) < 1 e portanto, 7p(A) < 7(A).

Existe um tnico A; € R tal que 7(Az) =1 e um tdnico A\; € R tal que 7p(A) =

l1-a
Temos que:

Lema 3.1
A < /\2.
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Prova. Sendo mr()) decrescente e 7p(A) < 7(A) vem I—l_a = np(A) < 7(A1). Mas,

m(A2)=1< l—i_a < 7(A1), ou seja, m(A2) < w(A;) e portanto Ay < A, O

Lema 3.2 Se g(2z) < 2¢(z), para z € Qy, entdo:

(i) Se A € € satisfaz 7(X) =1, entdo A = Az ou Re(A) < A,.

(ii) se X € € satisfaz 7p(X) =

, entdo A = A1 ou Re(A) < Aq.
l—a

A constante U, (—;-) é dada por (74 r(X2) — Id)U,, (%) =0
isto é,
Ul (1) (1 —e)mr(X2) — U 1)
B B - - F\1\2) — 2 \9 =
(oot o) [ ) oo, ot

U/\22 (5) a7r1 A2 U)‘2 (

a7r1(/\2) 0 )
2
1 1
Temos mr(Aa) < 7(A) = 1 < 7=—.(1 = @)mr(da) — 1 < 0 dai, U}, 5)
—a
1
portanto U, (5) = (2) Tomando ¢ = e¢~*2¢(3) temos Us,(z) = Ry, (x (?) onde
e—)\QG(l‘) (z € Ql)

Ry, (z) = e20E (2, z) (z € Qo)
Para o operador A(i_,)F, cuja equagdo de compatibilidade é ((1 — a)rp(A) —

1)Sy (-12;) = [ﬁa,p(/\, )], e de (it) do Lema 3.2, A, é seu auto-valor estritamente domi-
nante, temos

(A-a),r — AId)™ fi](2)

sed)-6@ng, (L) _ 7 Me@-ce)p gy %
_ € SA <2) /1/2 51 fl(é) ( )
(1 = MBS r(3,2)8) (5) = KoM £i2))y (2 € )

(z € )

onde

[CAa,F(/\’ fa x)]l
dn | d¢

o £MG(6)-G(=)) |:f1(£) (1 — a)mr(A, é)/ '\ MG(n)- G(ze))f( )g(n) g_('g—)
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1 s
S (§> = [Ca,r (A, )1/ (@=a)r(r)-1)-

Dai, com f = 0,0s zeros de mp()\) = L definem as auto-fungdes de A(j_o) F. em
1—ct ( )s

. 1
particular, para A = A; temos com Sy, (5) = e M6

[ M6 (z €y)
Salz) = { (1 - a)em %@ rp(A,z) (¢ € Q)

e Distribuigao Estavel para A4, ¢

1
Teorema 3.2 Sejam fizadas as constantes reaisa ea, sendo0 < a<le=-<a< 1.
Suponhamos g(2z) < 2¢(z)(xz € Qo). Entdo, existem constantes reais Ay < Az e
a .
funcgoes reais ndo negativas S»,, Ry, com Sy, (z) > 0, Ry,(z) > 0 para z > > tais
Uy

que, para cada U°® = ( ) € X2, temos para todo t > 0,

Uz
g [ CWNS, ), ( (6D
o 6’\2t02(U0)R,\2 Zz(t, UO)
com
. e Mtz (t, U?)
it ( ety (t,00) ) =0
Prova. o
Para U° = ZB) € X?, podemos escrever
2

U° = CoU0)Ry, (°) + Uy
(O] vg - cavoyms, )

etA(1-a),F 0
De etAar = , temos

al, e

0 U
et.Ao,,pUO — e/\gtcz(UO)R/\z (1) + et-Aa,F
U2 — C2(U°)Rs,

com

Uy
tl_l_)rg) 6—/\2t6tA°‘F =0.
Uz — C3(U°) Ry,
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Em particular,

Uy

tlim e M2t | etAar = 0.

e U — Cy(U°)Ry, /],
Temos também

0
tA(—a) P[]0
etAarF [0 _ ez\gtCZ(UO)R/\Z (0>+( e“ i O)FU1 >+ [ ( U? )
1 et‘AﬂyF
U9 — C2(U°)Ry, .

Por outro lado,

etda-ar U = eta-anr (C(U7) Sy, + (UF — Co(U7)Sn,))

= MY (UD)S), + ehu-mr (UD — Gy (UP)Sh,)

onde

lim e~ et~ r (U — Cy(U7)S),) = 0.

t—o0

Podemos entao escrever finalmente

At 0 0
tAarpo _ | € C1UT)SN, z1(t,U7)
€ U= ( e’\2tC'2(UO)R,\2 + zz(t,UO) (3'3)
com
eo-ar (U7 — C1(U7)Sy,)
21(t, U{))
= 3.4
< 22(t7 UO) ethaF U{) ( )
U9 — Co(U°)Ry, )
tal que
tl_iglo e Myt U =0e tlir?o e~ 2, (t, U®) = 0. (3.5)
(]

Este resultado completa o Corolario 4.4 de Vendite(1988).

3.2 Tratamento com Associacao Alternada de
Dois Farmacos ”Non-Cross Resistants”.

Suponhamos uma terapia alternada com dois farmacos distintos (fo) e (f1) com taxas
de destruicado em fungdo do tamanho, dadas por po(z) € p1(z) respectivamente, 0 <
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po(z), p1(z) < 1, os quais ndo sdo empregados simultaneamente, devido ao problema
de toxicidade. Supomos que o farmaco ( fo), quando aplicado num intervalo de tempo,
atua somente sobre as sub-populagdes (s) e (ry) enquanto que o farmaco (fi) atua
somente sobre as sub-populagdes (s) e (r;). Cada farmaco é igualmente ativo sobre
as sub-populacOes em que o mesmo atua. Consideramos que haja uma proporgao
da sub-populacdo de células sensiveis (s) mutando em células resistentes (ry) com
taxa de mutagdo a; (0 < &3 < 1) e haja uma proporgio da sub-populacao de células
sensiveis que muta em células resistentes (r;) com taxa de mutacdo a2 (0 < az < 1).
Além disso, uma proporgio de células resistentes (r;) muta em células resistentes (rq)
e uma proporgao de células resistentes (r;) muta em células resistentes (rg) com taxas
de mutacao respectivamente a3 e a;.

Sejam J,, = (n7,(n+1)7),n = 0,1,2,- - - os intervalos de tempo nT < t < (n+1)r,7 >
0, sobre os quais, a terapia serd aplicada.

Em regime de terapia com (fo) no intervalo J,,n par, a populagido tumoral possui a
seguinte evolugao:

[ P(t2) = —a=(9(@)s(t,2) — (ue) + b(a) + po(e))s(t,2)
5 + 4(13_ ar — az)b(2z)s(t, 2z)
Sr(te) = —a-(g(@)ri(t,2)) = (u(e) + b2))ra(t, 2)
- + 4(10_ az)b(2z)r(t, 22) + 41 6(22)s(t, 2z)
Tat,a) = —2(glaralt,=)) — (u(a) + b(e) + pola)ralt, )
5 + 4(10_ a1)b(2z)ra(t, 22) + 4a2b(2x)s(t, 2x)
Tat2) =~ (glaIra(t,)) — (u(@) + be))ralt, o)
{ + 4b(2z)ry(t,2z) + 4a2b(2z)ri(t, 22) + 4a16(22)r4(t, 22)

Em regime de terapia com (f;) no intervalo de tempo J,,n impar, a populagao
tumoral evolui da seguinte forma:

' Zj(t z) = —%(gms(t, z)) = (u(z) + b(z) + pa (2))s(t, )
5 + 4(18_ o — a2)b(2z)s(t, 2x)
St = —a-(g(@ri(t,2)) = (u(e) + b(@)) + m(@)r(t,2)
J 5 + 4(1 — a2)b(2z)r1(t, 22) + 40, b(2x)s(t, 22)
St = )

+

4(1 — a1)b(22)ra(t, 22) + 4azb(2z)s(t, 2x)

o (g(&)ralt,2)) — (u() + b(@)ralt, )

b(
b
0
~5,9(@)ra(t,2)) = (u(2) + b(z))ra(t, )
(
b(z))
+ 4b(2z)ry(t, 2z) + 4a2b(2z)ry (¢, 22) + 4a1b(22)ry(t, 27)

D
o~
—~
o~
-
~—
I
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Definamos parat > 0 ez € ()

/"'(f)(t’ ‘7") = :u(fo)(ta .’I?) + :u’(fl)(t7 II))

onde para k=10,1,2,---,

_ | mo(z) (t€Ju) _1 0 (teJu)
o)ty ) = { 0 (te J2if_1) e p(s)(t,z) = { wm(z) (t€ JzZ-I:-l)

Em resumo,

po(z) (t € Jox)
t =
N(f)( ,T) { pa(z) (¢ € Joesr)
para k=10,1,2,---.
Assim, com alternancia de farmacos nos intervalos de tempo: (fo) em Jox e (f1) em

Jak+1 (k=0,1,2,-- ), podemos escrever a evolugao da seguinte maneira:

BCE
B(tz) = —pea(@)s(t,2)) ~ (u(a) +5(z) + pp(t 2)s(t,2)
5 + 4(16_ a1 — az)b(2z)s(t, 2z)
Tht,2) =~ (g(@)ra(t,2) — (4(z) + 8(=) + (b, 21, 2)
4 5 + 4(13_ a2)b(2z)ri(t,2z) + 404 b(22)s(t, 22)
S0 = —5o(9(@)ra(t,2)) = (u(@) + () + a1 2)re(t, 2)
5 + 4(1 — 1)b(22)ro(2, 22) + 4a2b(2z)s(t, 2x)
Thtz) = —pe(g(eIra(t,2) — (u(z) + b@))ralt, 2) + 46(22)ralt, 20)
| + 4azb(2z)r(t,2z) + 401 b(2z)r,(t, 21)
Os termos envolvendo argumento 2z sao nulos para z € (.
De forma mais simplificada, podemos escrever o sistema, para u = : , na forma
T4
0 0
au(t,x) = —a(g(:c)u(t,x)) — Nipy(t, z)u(t,z) + M(z)u(t,2z) (t > 0,z € Q)
(1 — a1 — a2)b(2z) 0 0 0
_ a1b(2z) (1 — az)b(2z) 0 0
M(z) =4 ab(2z) 0 (1-a)b(2z) 0
0 azb(2z) a1b(2z) b(2z)
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(e +0) + pp) 0 0 0
0 (1 +0) + ps) 0 0
Ny = !
) 0 0 (£+5)+pm O
0 0 0 (1 +0)

onde M(z)u(t,2z) =0 parat > 0sez > %

Vamos estudar o problema de evolugao para este sistema na forma transformada,
como um problema de Cauchy abstrato no espago X*. Como o nosso interesse é
no comportamento das solu¢bes para tempos arbitrariamente grandes, vamos em
primeiro lugar estudar separadamente cada operador constante para ¢ em Jy; e t em
J2k+1, respectivamente.

Seja Ny (z) a matriz N(y)(t,z) para t € Ja, e N{;)(2) a correspondente matriz para
t € Jak41, OU s€ja,

u(e) +b(e) + polz) O 0 0
No\(z) = 0 p(z) + b(z) 0 0
g 0 0 w@)+b@)+tu(@) 0
0 0 0 p(z) + b(z)
p(z) + b(z) + pa(z) 0 0 0
N ) = 0 W@) + ) () 0 0
() 0 0 p(z) + b(x) 0
0 0 0 w(z) + b(z)
O problema geral é o seguinte
0 0
Eu(t,x) = —%-(g(a:)u(t, z) — Nip(t, z)u(t, z) + M(z)u(t,2z) (t>0,z € Q)
(P) u(t,g) =0 (t>0)
u(0,z) = u’(z) (ze)
e os problemas parciais sdo
0 0 0
au(t,x) = —a(g(z)u(t,x)) — Nip(z)ult,z) + M(z)u(t,2z) (t>0,z€9Q)
(Po) § & (t, g) -0 (t>0)
u(0,z) = u’(z) (ze€)
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%u(t,z) = —%(g(x)u(t,z)) - N(lf)(x)u(t,:c) + M(z)u(t,2z) (t> 0,z €Q)
(P1)} o (t%) =0 (t > 0)
u(0,z) = u'(z) (ze)

O problema (P;) descreve a evolugao nos intervalos Jy e (Py) nos intervalos Jogys.

Vamos considerar a solugio de (P) do seguinte modo: Para u € X* dado, denotemos
por u°(t, z; u) a solugdo de (Py) parat > 0 (com u® = ul), e por u!(t,z;ud) a solugao
de (P;) para t > 0 (com u! = ul). Entdo a solugdo de (P), u(t,z,ud) é dada por

u(t, z508) = wO(t, 23 ) (t € J)
u(t,z;ud) = ul(t — 7, z;u0(7, 5ud)) (L€ Jy)
u(tsaud) = (L — 2,23 u(2r,50)) (L € 1)

e assim por diante.

e Reducao de Singularidade nos Problemas (P;) e (P1)

Sejam para r € Q,1 =0,1,---, Fi(z) = exp (— ’ ui(f)d{) e Fi(z) = E(z)Fi(z) =

a/2 g(§)
r (_ a:z A x Z(é))+ a "(é)df) . Para o problema () fazendo a substituigio
S(t, ) —}%s(t,w),
Ri(t,2) 2((?)“(@3;),
Ry(t,z) = ;(Ezc))rz(t, ),
Ry(t, ) 2((?)”(@ )



obtemos o seguinte problema transformado:

| %j_(t,x) = —g(m)%i:(t,x) + (1 — a1 — a)ko(z)S(¢, 27)

O 1,2) = ~0(2) 2 (1,) + (1~ aa)b(z) (1, 22) + aak3(2)S (1, 22)

OR OR
#(t, z) = —g(m)ag(t,x) + (1 = an)ko(2) Ra(t, 22) + azko(z)S(t, 22)
OR OR
| 57 (t:2) = ~g(2) *(t,2) + k(z) Ralt, 22) + czk(z) Ra(t, 22) + en k3(z) Ralt, 22)
com
b(2z) Fo(2z) Fy(2z) b(2z) Fo(2z)
—_ = = = k 2 .
S
Assim, com U = IR;I , obtemos o seguinte problema transformado
2
Ry
ou ou
u(0,z) = U%z) _ (z e )
onde
( (1 — a1 — az)ko(x) 0 0 0
a1ky(z) (1 — a)k(x) 0 0
Mo(x) =
azko(.’L‘) 0 (1 — al)ko(l') 0
\ 0 azk(z) a1k3(z) k(z)
O termo My(z)U(t,2z) = 0, para todo t > 0, se z € §;.
A condigéo inicial é
S0 0
U° = By S0 = —g—so R = i,ﬁ R = 9,0 RS = —g-ro supondo u® = 7
Rg ’ }-071 E1’2 f-02’d Ed’ T.(z)
Ry ra



Analogamente, para o problema (P;), fazendo a substituigéo

9(z)
= —=s(t
S(t7x) fl((l'))S( 73:)’
- 9\z
Rl(ta x) - ]:1((117)) rl(t’ .’t),
A
R2(t7$) - EEx§r2(t,x)’
Ra(t,2) = Fra(to)
temos
as aSs
57 (12) = —g(@) 5 (6 2) + (1 — e — az)ku(2)S(t, 22)
OR OR
atl (t,z) = —g(m)ggl—(t,x) + (1 — ap)ky(z)Ra(t,22) + arky (2)S(2, 22)
| or oR
57 (t2) = —9(2) 5 =(t,2) + (1 = 0n)k(2) Ra(t, 22) + 2kf(2) S(t, 22)
oR OR
\ —gt—d(t,:z:) = —g(x)Ei(t, z) + k(z)Ry(t,27) + cxk?(z) Ry(t, 22) + a1 k(z) Ra(t, 2)
com
_ b(2z) F1(2z) Fi(2z) o, b(2z) Fi1(2z)
ki(z) = 4g(.:c)g(2x) @) k() F() e ki(z) = 4g(2:)g(2z) B - k(z)Fy(2z).
Mais simplificadamente podemos escrever o problema transformado:
S
Com U = gl , temos o problema transformado
2
Ry
oUu ou
5 —a—— g(m)%(t,m) + M;(2)U(¢,2z) (t>0,z € Q)
U(t,§)=0 (t>0)
u(0,z) = U%(z) (z € Q)
onde
S0 0
0 I o_9 o g .o g o RO g. o 0 r
U = R S =?13,R?:?1r1,Rg:Er2e 4= Gl supondo u~ = 0
Ry ra
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( (1 - Qa1 — 02)161(:6) 0 0 0
alkl(x) (1 - ag)kl(.’l,') 0 0
Mi(z) =
azki(z) 0 (1—ea)k(z) O
\ 0 a2 k9(z) ak(z)  k(z)

O termo M(z)U(t,2z) = 0 para todo t > 0 se z € (.
e Problemas de Cauchy Abstratos Associados - Existéncia e Unicidade

Suponhamos 0 < a1, < a3 + az < 1.
Sejam Ao, A; : X* — X* os operadores lineares niao limitados de X* dados para
¢ = 10,1 por:
[t
U2 1 4
D(A)=3U = | [ €X4:UeC’1(Q\{§}> ,
U4
dU (a
@ 3

) = 0 e, existem e sdo iguais os limites:

lim,; [ - 9(2)U"(2) + Mi(2)U(22)] ¢ limgy [ — 9(=)U'(z)]
(AU)(z) = —g(z)U'(z) + Mi(2)U(2z) (z € Q,U € D(A)).

Teorema 3.3 Os operadores Ao, A; sdo fechados, densamente definidos sobre
X* e geram semi-grupos fortemente continuos de operadores lineares limitados
{et4}150, {€1 } 150 Tespectivamente, sobre X*.

Teorema 3.4 Se g(2z) < 2g(z) para = € Q, entdo {e"°},50 € {1 }i30 sdo com-
pactos se t > G(1).

Estes Teoremas podem ser provados usando-se argumentos andlogos aos utilizados
respectivamente na prova do Teorema 3.1 e da Observagao 3.1 .

Observacao 3.2 Abstratamente, os problemas ndo transformados (Po) € (P1) podem
ser colocados sobre o espaco X§ onde Xo = {¢ € X : ¢/E ¢ limitada},||¢|lo =
|¢/E|loo. As transformagées de varidveis Ho, Hy : X§ — X* sao dadas por

1/Fb 0 0 0 1/F, 0 0 0

_9 0 1 0 0 g 0 I/FA 00
Ho=%71 o 0 1/F, 0 A 0 10
0 0 0 1 0 0 01
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as quais sdo lineares continuas de X§ em X*, portanto, isomorfismos. As solugoes
u(t,;u°) de (Po) e u(t,-;ul) de (P1) podem ser dadas abstratamente por u(t,-;u’) =
HiletA Hou®, u(t,-;u!) = Hy'et Hyul(t > 0). Dai, a solugdo u(t,-; u®) do problema
(P) toma a forma seguinte:

) t€[0,7): u(t,;u’) = Hy' e Houl

) t€r,2r):u(t,;u’) = Hy et~ H Hyte™ Hyu®

) t€[27,37) s u(t,;u’) = Hy'let 2o Hy(H e™ 1 Hy Hy '™ HouO)

) t€[3r,47):
u(t,;u®) = Hi et~ 0 (Hy e™ o HoH ' e™ Hy Hy ' ™0 HouP)
u(4r,;ul) = (H; 'e™ Hy Hy'e™0 Hy)?u®

(e) Se n>4, temos

u(2nt,;u®) = (H{'e™ Hy Hy'e™° Hy)"u°

u((2n + 1)1, 5u) = Hyte™ o Ho(H'e™  Hy Hy'e™ Hy ) u®.

Com as devidas adaptagdes na prova do Teorema 3.7 da pdgina 90, fazendo uso do
fato de que o operador HyH;' é diagonal, podemos mostrar que o comportamento
assintotico para n arbitrariamente grande das solugéoes do problema (P) € equiva-
lente ao comportamento assintético dado no Teorema 3.7 para (e"™*1e™*)", de forma
andloga ao que ocorre em termos de similaridade, com o comportamento assintotico
das solugies dos problemas (P;) e (e74)".

e O Espectro de A4; (: =0,1) a >

B

Estudaremos o seguinte problema: : = 0 ou 7 = 1.
Para quais A € €, a equagao A;U — AU = f possui solugio U € D(A4;), dada f € X*?
Assim, devemos resolver para U € D(A4;) o sistema

{ —g(2)U"(z) = MU (=) = f(a) (z € )
~g(2)U"(x) + Mi(z)U(22) = \U(=) = f(z) (z € Q) °

Em €, temos

U(e) = e-ceny (1) - [ e*(G(E)"G(””’)f(f);(l—g).

1
De a > 5 vem que £ € §)o implica 26 € Oy dal a expressao M;(z)U(2z) é conhecida
para z € {}g. Mais explicitamente,
dn

1 1 2¢
U(26) = NOG)-Geay (_) _ % MEm-6e) £y 2T
) 2 /1/2 fn) 9(n)
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Assim, podemos escrever a segunda equagao na forma:

—g(2)U(z) — AU(z) = f(z) — Mi(z)U(2z)

cuja solugao é

U(w) =~ [ " COSN(e) - U] 5

onde foi usado o fato de ser U (g—) =0.

d¢
9(¢)

Mas,
MAEU(26) = - () o) (Lm0 g) L.
2 1/2 g(n)
Assim,
df z 1 1
= — [%_eMG()-G(2)) —_ MG(§)-G(=)) MG(3)-G(29)) 7. ) =
Ue) = e O+ e M) (3)

— 52 }EO- G<’-‘>>M(§)( % NGn)-G(28) f(p) ( )) ‘(ié)
g(n

1\ d¢
— AC()-GE) [z MGEO-CEO) A (£)U (_) .

~{fgperee-oe [f(é) + M(E) (fffa Nom=EeR (”)%)} %} |

Temos

/;2 OGO A1 (£)17 (%) 5_]% _ ( /jz MGG 3y (5)9((%) U (_)

Usando a notagdo

(A, ) :/; NGOG pr. (E)g‘(ig)

podemos escrever em ),
U(e) = OB ()0 (5) = a1, 2).
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Note que

[((1—a; — az)mo(A, z) 0 0 0
armo(\, z) (1 —ag)w(X, z) 0 0
ﬁ'Mo(/\, :L') =
azmo(A, T) 0 (1 —a1)mo(A, z) 0
\ 0 azm(A, z) a3\, z) (A z)
T a dé‘ T _ dé‘
— MG(§)-G(2¢)) _ = MG(§)—-G(28)) .0y gy 5
onde mo(A, z) = /ane k;éf)g(g) , To(A, ) = —/a/2 € ko(ﬁ)g(f)
— [T MEO-GO) L) %
e7r(/\,:c)_/G/2e k(é)g(ﬁ)
Por outro lado,
(1 — 1 —a2)7r1(/\,;c) 0 0 0
am(A, ) (1 — az)m(A z) 0 0
erl (/\, :C) =
azmd(A, ) 0 (1 = aq)m(A, z) 0
L 0 aznd(\, z) arm(\, z) (A, z) /
z _ dé‘ T _ d{
— A(G(8)-G(2¢)) > = MG(E)-G(26)) 1.0 ) >
onde (M) = [ e ? d’:(Og(O, whe)= [ e RO
= [ MGO-6O) ()25
(A z) = /a/ze KE)

Notagao 3.1 Para: =0,1,

b (/\, %) 1= mi(A), 7} (/\, %) = (), T, (/\, %) = T ( ), QA'M,- (/\,f, %) = CQM.'()\, f)-

Para que as expressoes para U(z) definam uma fungio de D(A;) devemos ter satisfeita

. - . o 1
a seguinte condi¢do de compatibilidade, ou de continuidade de U(z) em = = ~:

2
xl&- :T%
que das expressoes para U(z),z € 1, e ¢ € {2y vem

U (%) = (AU (%) — &m0 f)
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ou seja

(iaa3) — 1)U (5) = bu 0 ) (i = 0,1).
Se det(7a,(A) — Id) # 0 entdo, A € p(A;) pois podemos resolver de modo unico para
U (—), e assim, para cada f € X* existe uma dnica U = U, € D(A4;),t =0,1.

2
Neste caso,

U(z) = Ux(z) = (A — Md)™ f)(=)

1 1 z dé
MGE)-GNr, (L) _ MG(E)~Glz)) £y %8 Q0
c U (2) /1/2 ¢ f(é)g(f) (=€)

eME(E)=G@N i (A, 2)U, (%) — (N, o) (z € Qo)

para todo A € p(A;) e vemos que o operador resolvente de A’ é compacto (i = 0,1).
Caso contrario, isto é, det(7p,(A) — Id) = 0 entdo, com f = 0 a equagdo de compa-
tibilidade é

(Aa (V) = Id)U (%) —0

pois {AM‘()\,O) = 0, e podemos achar Uy € D(A;) ndo trivial, com A4;U\ = AU, ou
seja, A € 0(A;) = o,(Ai),2 = 0,1. O espectro de A é constituido dos A € € tais que

0=[(1 - a1 —az)mo(A) — 1][(1 — az)w(A) — 1][(1 — a1)mo(A) — 1][r(A) — 1]

ou seja,
o) = —— () = —— mg(A) = —— ou x(N) = 1
0 _1—(01+O{2)’ —].——az, 0 _1'—01 o
O espectro de A; é dado analogamente pelas raizes de
()= V) = =, 1) = 1 ou 7(N) =1
T — = = O = 1.
! 1—(a1+a2)’7r1 l—ag, 1—C¥1 b

1 .
Se X € o(A;) temos com U, (-2—) € Nucl(#a,(A) — Id) que a auto-fungio correspon-
dente é

1
AGR)-G@) (E) (z € )

Ur(z) = MG(2)-G(=) » 1
NOW-CENiy (1, )05 (5) (o € )

para z =0, 1.
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¢ Localizacao dos Auto-Valores de A4; (: =0,1)

Observamos que as fungoes

= [ oce-ceng e X ooy = [ oaceo-cen o %
(A)_/a/2 e HE) e7r,(/\)-—/;/2 NN () 5 (i =0,1)

s&o analiticas sobre € e estritamente decrescentes quando restritas a reta real.
De fato: Se A;, A2 € R, entdo Ay < Ay = 1(GO)=G(2)) 5 A2(GE)-G(2)) para todo
¢ € Qq, posto que G é estritamente crescente. Além disso, k(£) > 0,k;(¢) > 0 se

ce(33)

Lema 3.3 Se y; (¢ = 0,1) € continua, ndo identicamente nula sobre 2, entdo 7;(\) <
m(A) se A € R,1=0,1.

Como 7(—00) = +00,7(+00) = 0; mi(—00) = +o00, mi(+00) = 0;z = 0, 1; existe uma
Unica raiz real das equagoes seguintes:

r;(A)=m(i=o,1),wO(A)= —

T(A) = ——, m(A) =

1—C¥1 ].—'C!g,

en(A) =1

Caso do Espectro de Ay
Suponha 0 < aq, a2 < a1 + a2 < 1. Sejam A2, A9, A3, A4 reais tais que

1 1 1
To(A) = T————=, mo(A)) = ——,7(}3) =

Tl — (g + ) 1—oq’ 1 — oy

en(Ag) =1.

Temos de m(AY) > mo(A)) que A < Ad e de 7(A3) > 7(A4), que A < A4
. 1 , 1
Se a2 < oy entdo — o > T dai, mo()\9) = —a > e = m(A3) > mo(A3)
e portanto, A3 < AJ.
Em resumo:

Corolario 3.1 Suponhamos 0 < a3 < a; < a; + ay < 1 e que g € continua, ndo
identicamente nula sobre Q). Entao,

A <A < A) < Ay

Lema 3.4 Se, além das hipdteses do Coroldrio 3.1, g(2z) < 2g(z), para todo z € §
entao
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(i) Se A € € e mo(A) = mo(A]), entdo A = A ou Re()) < A\ (k = 1,2).
(it) Se A € € e w(A) = m(A)), entdo A = A3 ou Re()) < AS.
(i11) Se A € € e m(A) = n(Ay) =1, entdo A = Ay ou Re()) < /\‘;.

Em cada caso, eziste em cada faiza vertical do plano complero, apenas um nimero
finito de tais A.

Em particular temos o:

Corolario 3.2 Se além das hipdteses do Coroldrio 3.1, g(2z) < 2¢(z) para z € Q,
entdo existe ¢ > 0 tal que VA € €, se m(A) =1 entdo, A=Ay ou Re()) < Ay —e.

Caso do Espectro de A4,

1 1
- /\1 —
1_(al+a2)’ Wl( 2)

Sejam A}, A}, AL, A4 os reais tais que m(A}) = — o)
—ay

m(A3) =

1
1—(11 e 71'(/\4) = 1.

E imediato que Al < Al e Al < Ay. Se a; < @ entdo AL < AL De fato, neste caso,

1 1
m(A}) = e 21—a = n(A3) > m1()}) donde AL < AL

Corolario 3.3 Suponhamos 0 < a; < as < a; +az <1 € uy continua ndo identica-
mente nula sobre ). Entdo, ! < A} < A} < Aq.

Lema 3.5 Se além das hipdteses do Coroldrio 3.3, temos g(2z) < 2g(z) para z € Q,
entao

(i) VA e C,m(A) =m(A)(k=1,2) = A= Al ou Re()) < AL.
(i) VX2 e €,m(X) =7(A\)) = A = A} ou Re(A) < A}
(iit) VIe C,r(A) =7(A) =1 = A = A ou Re(X) < \g.

Em cada caso, em cada faiza vertical do plano complezo, eriste apenas um nimero
finito de tais A,s.

Em particular temos o seguinte:

Corolario 3.4 Nas hipdteses do Lema 3.5, existe € > 0 tal que

Ve O'(Al),RC()\) < Ag — €.
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. 1 . , , L .
Corolario 3.5 Se0 < a1 = =a< 3 Hi (: = 1,2), € continua, ndo identicamente

nula, entdo
(1) A< A< A<y
(it) A} < A} < AL < Ag.
Se além disso, po = p1 temos mo = w1, 73 = 79, A = A1, A3 = Al e A§ = AL

¢ Comportamento Assintético de e

i . 1 , T )
Consideraremos nesta secao: 0 < a; < oy < 27 Ho continua, nao identicamente nula

1
sobre Q, ¢(2z) < 2¢(z), para z € Qo e a > 5

Entéo, dos resultados da sub-secio 3.2.4, temos A? < A} < A < A4 e existe g > 0
tal que,se A € € e m(A) = 1, entdo Re()) < Ay — €.

@ oy é
Dada ¢ = ¢2 e X%, 4 denota a coluna | ¢, | e ¢ a coluna | 0
¢Z ¢3 ¢3

Teorema 3.5 Eristem fungdes Sxo, Ryxg, Rayg € Ray, tais que paratoda ¢ € X*, ezis-

tem constantes reais Cé” (¢1), 032) (55)) , C((,s) (¢>(3)) e Co (@) para as quais podemos
escrever parat > 0

e (#1) Sxo z1 (¢, é1)
vig o | 50 @ Ry | | 22 (e6)
Mol (¢(2)) Raxg z3 t,¢(2))
e™Co (¢) Ray, 24 (t, 9)
onde 0s z; (¢t = 1,- - -, 4) verificam

lim_ e ™z (t,¢1) = 0

€0 (1,69 =
)

0
t-lj-ri-noo e—t,\gz:; (t’ ¢(2) =0

L e—tA —
tlgnoo e *Mzy(t,4) = 0.
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Prova. Temos a seguinte decomposicao de X*:
X* = Nucl(Ag — A\Id) & Im(Ag — A\yld) =R - {U,,} & Im(Ao — A\41d)

onde

e’\*(G(%)_G(I))Uh (%) (z € )

U}‘4($) = 1y_ N 1
MGGz, (A, 2)U,, (§> (z € Qo)

com U, (%) € Nucl(fag (M) — Id).
Como

—(011 + 02) 0 0 0

armg(Ag)  —a 0 0
Tm,(Aa) — Id

(1271'0(/\4) 0 (]. — 01)71'0(/\4) -1 0

\ 0 [87) a17r8()\4) 0}
0
temos que U, (-;—) é da forma 8 (c constante), posto que, de
c
(1= a1)mo(A9) —1 =0 e A < Ay, segue-se (1 — a;)mo(Ag) —1 # 0. Dai, tomando
0
U, (%) = g teremos
e—MG(%)
0
0 e~ MG(2) (z € )
Onul=) o | comBale)= { e M@ r (A7) (2 € Qo)
Rd/\4($)

Denotando por Py a projecio de X* sobre R - {U),} relativa a decomposicio de X*,
temos Po¢ := Co(¢)U,, e podemos escrever

0

¢¢) 0

a-rs= (% ) + 0
¢4 — Co(¢) R,
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Assim, com ¢ na forma: ¢ = Co(¢)Uy, + (Id — Po)¢ temos

@)
eM"(]S - 6/\4t00(¢)U)\4 + et.AO(Id — P0)¢ = e/\4tCO(¢)U/\4 + et.Ao ( ¢4 ¢ (¢)Rd)‘4 )

(3)
Denotemos a sub- matrlz principal 3 x 3 de e por e, correspondente ao sub-

operador principal .AO %) cujo problema correspondente é

(dS s

— == 9(@) =+ (1 = (o1 + 2))ko(2)S(22)
| dzl —g(z )_dﬁ +(1 = e)k(z)Ra(22) + a2 kd(2)S(22)
%2_ — _g(x)dd]j:z + (1 — al)k0($)R2(2$) + a2k0( )5(2‘1")

S(O) = SO,Rl(O) = R(1)>R2(0) = R;

Entao,
0 (3)
etog = eMICo(S)U,, + g + ( e‘“‘oogﬁ(*”) ) .
[eo(1d — Po)él,
Ja sabemos que existe €y > 0 tal que, para todo ¢ € Xt et >0
le*e(1d — Po)g|| < Koe ||| (3.6)

onde Ky > 1, é independente de ¢. Além disso, €t t45” ¢ um sermgrupo fortemente
continuo e compacto se t > G(1), gerador infinitesimal de .AO O problema de

auto-valores para .A , em analogia com aquele para Ao, nos leva a

1 1 1

A€ & mo) = Ty ) = T ou ) =

l—al'

Entio, o(AY) N R = {19, A9, A%}
onde 1

1—011'

mo(A}) = T—(mta) ,m(A3) =

e mo(X3) =

1-— (8%))
Além disso,
A < A) < Al
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De fato, o problema: ”"Para quais A € €, dada f©® € X3, existe U® ¢ D(A(()S)) tal
que, .A(()S)U @) — AUB) = f®)? ” possui a seguinte solugio tinica
Ui() = (A" = Md)™ fO)(z) p
MEE-G@ ) (%) — J§,eNEO-GE) f(3)(§)g(_§) (z € )

e/\(G(%)_G(I))ﬁMé@(’\’x)U(S) ( ) &Mg:‘)(/\af(s)’x) (.’2} € QO)
para todo A € p(A(()a)) = {A € C: det(r,, (3)(/\) — Id) # 0}.

Sexe oA = {reC: det(wM(s)( ) — Id) = 0}, temos com f® = 0, que
6M(3)(/\7f(3)7x) =0e,
1Y_G(z))77(3
O)(z) = e’\(G(j) Sy (%) i (z € M)
e,\(G('5)—G(ac))7}M(g3)()\’:Z:)U/(\ ) (%) (z € Qo)

é uma auto-funcio de A relativa a \ se, e somente se, (Tpp(A) — Id)US’) (%) = 0.
0
Mas, det(7, ) (A) — Id) = 0 se, e somente se,
0

1 1 1
m,w()\) = ou mo(A) =

7!'0(/\) =

1—-(12 l—al'

A auto-fungio correspondente a A\ é determinada por (# M(s)(/\ ) — 1d)Uxg (%) 0.
Mas,

(1= (o1 +2))mo(A3) —1 0 0
(g (39) — 1d) = ( (A 0 0 )
azmo(A3) 0 (1—a1)mo(A]) —1

0
e como A < A9 < A3, temos U(O % ( c ) (¢ constante). Tomando ¢ = e X%G(3),
0

temos
0 -2G(z)
3) _ B . _ e '3 ((17 € Ql)
U/\g (z) ( lAé(x) ) onde R1,\3(m) { e—z\gG(x)(l —a)m(A3,z) (2 € Qo) ~

Sendo A3 auto-valor estritamente dominante para A{()s) , denotando por P(ES) a projegao

de X3 sobre Nucl(AY) — A\3Id) =R - {Uig)}, onde PP ¢ := C((,s)(gb(S))Ui;), temos
X =PO¥Xx%q (Id - P X3
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Dai,

0 ¢1
B3 = ( ag3)(¢(3))Rl,\g ) + ( $2 — 033)(¢(3’)Rug )
0 ¢3

o (3) ) .
e a acio de et sobre ¢(*) é

b
et 4(3) = eAStc(§3’(¢<3>)U§§’ + et4” ( $2 — CS(¢®)Ryp0 )
b3
0 [e4” (1d — P)¢),
— C(S)(¢(3)) AgtU(B) + tAB) (3N 4(3) + 0
=} MUY [e4” (Id — P{P)¢), " o
0 [et4o " (Id — Py™)81)],

(2)
Denotando por A o operador dado por
)
o) (€47 0 0
et = 0 0 0

. (3) .
obtido de e zerando-se sua segunda linha e segunda coluna,

(3)
[e4” (1d — P{)$), — [ &
temos que o termo 0 é igual a e 0 {.
[et46” (1d — P9, $3

4@
Notamos que e

Cauchy seguinte:

é gerado sobre X x {0} x X pelo operador A(()2), do problema de

' % = —g(x)% + (1 — ((11 + 02))k0(x)5(2x)
doO
g v =0
| 22 - g0 4 (1 - an)ko(e) Ba(22) + aako(z)S(20)

g0
com condigado inicial | 0 emt = 0.
R
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Sabemos que existe 6(()3) > 0 tal que para toda ¢ € X3, e todo t > 0,

45" (1d — B)g)| < K086 (37)
onde K§* > 1 é independente de ¢®.
S 1
Por sua vez, os auto-valores de A sdo as rafzes A € € de mo(d) = ———m8
1 . 1 - (1(11 + az)
— (2) — {)0 )0 0y —
ou m(A) = — Temos, o(Ag’) N R = {1}, A3} onde 7o()}) = (o1 T o2) e
1 —
mo(A9) = . com A? < M. A auto-fungio de A{? correspondente & A pode ser
—
d ) g de R ¢~*2G(=) (z € )
tomada como Ug! = | 0 | onde Rasg(#) = | _st0e)(1 _ a)my(A,2) (z € )
228

Analogamente, temos para X x {0} x X a decomposi¢io seguinte

zZ
e N,
Xx{0}xX=PPz+1I-PPz

r—

onde P(§2) representa a projecio de Z em Nucl(A((,2) —MId)=R- {Ug)} dada para

(& _ _ 0
0 - ( ° ) P50 = cP@u@ = 0 |easim
$3 C(¢2) Rypg
N 1
(1d— P3")¢® = 0

83 — CE($@) Rypg

Dai,

— ( 5 — — A 32
etAf,” ( 0 _ etAgz)¢(2) _ e"gtC’((,Z)(cﬁm)Ug) + etAE)?)(Id _ Péz))qs('-’)
P3

0 no! N
— e (1d — F™)¢)]
- e,\gtcé2)(¢(z))U/(\§) + 0 + 0 ° '

——

[ (Id — PP)¢@), 0
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o elemento (etAEJQ))u temos que, e’ & o gerador infinitesimal
do operador .A(()l) do problema

(1)
Denotando por e

dt dz

{ B B ia- (a1 + 2))ko(z) S (22)
S(0) = S°

A componente [etAgz)(Id - Pé”)@]l é igual a etAgl)qbl. Sendo )\ a raiz real de

mo(A) = ——4mM8M8
0( ) 1-— (a1 + CY2)
estritamente dominante, podemos decompor X como

e o espectro de A(()l) dado pelas raizes desta equagio, e A}

X = PVX + (Id - P{")X com PV : X — Nucl(A — \1d) = R - {Sy}
onde

e—,\?G(x) (x € Ql)

S,\(l)(:v) = { e_,\‘l’G(a:)(]_ — (a1 + @))mo(A3,2) (z € Qo)

e P{V¢1 := C§Y(4")Sys.

Assim,

0 (1)
1 = C(6M)Spo+(Id—P{M)4" e dai, e ¢y = MO (§ M) Spote40 (1d—P{) 1.

Sabemos que existem 6(()2) > 0,6((,1) >0e Kéz) >1, K((,l) > 1 tais que

le4”(1d — P)g0)| < K{DeO4=47) 90| (¢ 2 0) (3:8)
para toda ¢ € X4,
(1) —elV) '
|47 (1 = BP)aull < E§De 4= g (2 2 0) (3.9)

para toda ¢; € X.
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Em resumo, podemos escrever:

0 0
g =Co(d) | | |+ ;
Ry, [etAo(Id -— P0)¢]4
( RO 0
+e/\gtcé3)(¢(3)) 8\3 + [eMg”(Id _ pé3))¢(3)]2
\ 0 0
(0N | 0
— 0
Mt p(2) — —
+e 0 (¢ ) R‘Z,\g + [et-Ag )(Id _ P§2))¢(2)]3
0 0
S)\? etAgl)(Id — Pél))¢1
0 0 0
+eMtC) (1) o |t 0
0 0
Mais explicitamente,
2 (41)S)g 4 (14— R0,
0 3
oy — | €HC (8 Rug | | [ (Td = BV)gV,
3 ($@) Ry [et4? (1d - PP)6@),
eM'Co(#)Ran, [et4o(Id — Po)¢),

com
e~ [et 48], ~ C8Y(41) S
e [et 48], ~ C5V($)Rypg
e840 g], ~ C(¢@) Ry,
e~ Mtetog], ~ Co(¢)Rar,

quando ¢ —» oco. O

e Comportamento Assintético de e

. ) 1 , .. .
Nesta sec¢ao, consideraremos: 0 < a; < a; < 2 g1 continua, ndo identicamente nula

sobre Q,¢(2z) < 2g(z) paraz € Qg e a > %

85



Da subsegao 3.2.4, temos A] < Al < Al < A\ sendo o( A1) N R = {A\], A}, A}, A\q} onde

o(A;) é constituido pelas raizes A € € de m(A) = (o 7o)’ m(A) = oy
")) = - _lal ou 7(}) = 1.

. A s
Sendo ¢ = ? | usamos as notacdes ¢ = | ¢, | e @ = 1.

?3 P2

¢4 ¢3

Neste caso temos o seguinte:

Teorema 3.6 Ezistem fungbes Sy, Ry, Ryy € Ray, tais que para tode ¢ € X4,

existem constantes Cl(l)(¢1), Cl(z)(qﬁ(z)), CI(S)(¢(3)), C1(¢) para as quais podemos escre-
ver

,\ltC(l)( )S/\i 21t é1)
AL /\ltc(2)(¢(2 )R A 22(t ¢(2))
eTie= AltC(S)( (3))R A + 23(t, ¢(3))
’\*1"0'1(975)]111)\4 24(t7¢)
tais que 1
tliglo eMNz=0 (i=1,2,3) e hrn e Mz = 0.
Explicitamente
—NG() (z € ) 1
S 1 == € 1 1 1 —_— —
10 ={ 1000~ (o i) (o) PP D gy
~A36() (z €M) 1
R =€ 1 1y _
1)\5(‘7;) { e—/\éG(x)(l - 052)7"1()\%,37) (x € QO) onde 7"1()‘2) 1— a2a
-AG(z) (:1: €N ) 1
Rou(z) =4 © 1 1
w50 ={ Dot e o) ey == g

e_’\4G(”) (:L' c Ql)

Ry, (z) = { e MG (A, z) (z € Qo) sendo m(Ay) = 1.

Prova. O teorema se obtém, através da decomposi¢io do espaco X* em virias
etapas. Em primeiro lugar, temos

X* = Nucl(A; — A\Id) ® Im(A; — \yId)
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0

sendo Nucl(4; — Agld) = R - {U,,} onde U,, = g e a projegio de X*
Ry,
sobre R - {U,,} é denotada por P, sendo P;¢ := Ci(¢)U),. Notamos que
— P)b = ¢ _
(Id— P)¢ = ( ba— Cr(d)Rar, )’ De AUy, = AU, temos

Mg = e1(Pd+ (Id — P)p) = e™Pd + etM1(Id — P)¢

e (e41(Id — P)g)®
= eMC (@)U, + < [et4:(Id — P)¢l, )

0 tAL(T ] _ (3)
= eMIC1(P)U, + ( 0 ) + ( (e (Ido F)e) )
[et4(Id — Py)d),

Além disso, existe &; > 0 e K; > 1 tais que para toda ¢ € X4,

le 4 (Id ~ P)g)|| < Kre®+=]ig], ¢ > 0. (3.10)

Denotando por A?’ o operador do sub-problema

' flg — —_ g(x)% + (1 — (a1 + 02))]91(37)5(21")

< %1_ = g(z)% + (1 — ag)k1(z)Ry(22) + a1 k1 (2)S(22)
dR, dR, 0
T 6(0) 22 1 (1 = a)k(@)Ba(22) + cakl(2)S(20)

S(0) = S°, Ry (0) = R, Ry(0) = Ry(0)

\

tA; A

temos que a sub-matriz principal de terceira ordem de ™™ coincide com e , semi-

grupo fortemente continuo gerado por A(ls), o qual é compacto se ¢ > G(1). Assim,
(3) , . .~

(e (Id — P)¢)®) = et ¢, De forma analoga fazemos a seguinte decomposicio

de X3 (ou X3 x {0}) correspondente ao auto-valor dominante A} de A®:
X% =pPPX*e (Id — PP X3
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sendo Pl(g)X3 = Nucl(Ags) — AId) em que Pl(a) € a projecao espectral associada ao

0
auto-valor A} de A e denotada por P{¥¢® := cB (gt /(\? onde U ,(\? = ( 0 )
Ron

(3
é tal que A(3 /\lUil) e sendo Uy = U83 , temos também A, Uy = A3U .

Além disso, P® )X3 Nucl(A® — A\Id) =R {Ug)} Assim,

et4” 43)
_ etA( )(P(3)¢(3) +(Id - P(3))¢(3)) — e,\ltcv(3 (¢(3)) + AP )(Id Pl(3))¢(3)
0 )

_ 6*5’01(3)(¢(3))U§?) n ( 0 ) n ( (etA1 (Id— P1(3))¢(3))(2) ) .

3 ® 0
(47 (1d ~ P90
Notamos que existem 5 )>0e K( ) > 1 tais que

|47 (1d = PP < K447 (¢ 2 0), (3.11)

para toda ¢® € X3, Denotando por A§2) o operador do sub-problema

=~ g(@)% + (1 (e + ) b ()S(22)
| D )T 4 (1 - albs (@) Ra(22) + o (2) S (2)

| 5(0) = $°, Ry(0) = R

temos que a sub-matriz principal de ordem dois de ¢4 coincide com o semigrupo
(2) , . 3 2

et gerado por A{? sobre X2. Além disso, (et"‘g )(Id — PEYg@@ = et )¢(2).

Sendo A} o auto-valor estritamente dominate de Ag2) cujo auto-vetor correspon-

0

dente é U}y = ( 0 ) temos A )U(z) = /\lU(z). Escrevendo Uy = Ry )
2 Rl)\é 2 0
0

temos também -AIU,\; = /\%UA;' A decomposicao de X2 relativa a A} é X? =

Nucl(AgZ) —x\%]d)@]m(A(f) —A}1d) onde Nucl(A(12) —AId) =R. { } € a projegao

88



correspondente sobre Ug) denotamos por P1(2) com P1(2)¢(2) = Cl(z)(gb(z))U/(\z). Dai,

e §@) = 147 (PP @ 4 (14— PP19®)

0 A _ p@y\4(2)
_ L2 @)y 77(2) [ (1d — P™)¢'?)]
= e C17 (¢ )UA; + ( [et““gz)(ld— Pl(z))¢(2)]2 ) + ( 0 1],

Sendo .Agl) o operador relativo ao sub-problema para aprimeira equacdo, temos

( (1)
[etAlz)((l)Id . 131(2))¢(2)]1 = et b1 .
= 47 (P + (Id — PI)g1) = eMtc{D(¢1) Sy + €47 (1 = V)

S)‘i

onde .Agl)SAi = A1Sx e, sendo Uy = 8 , temos também A,Uy; = AUz Pl(l)
0

é a projecao relativa & decomposi¢io X = R- {Su} @ Im(.Agl) —MlId) e PMg, =

(1) S

ci’(¢1) AL

Os z;,5 no enunciado do Teorema 3.6 correpondem a z, = [e™1(Id — P)dl,, 23 =
(€47 (Id — P®)¢®),, 25 = [0 (Id — PP)¢)], e 21 = &4’ (Id — PV)g,. O

e Comportamento Assintético de (e"‘lef’%)n.

Consideramos nesta se¢do que as taxas de mutagio sao iguais a o, ou seja, 0 < a3 =

a =a< 5> que as fungoes po e p1 sdo continuas, nao identicamente nulas sobre {2,

1 .
a > = e além disso, que ¢g(2z) < 2¢(z), para todo = € Q.

Consideremos as seguintes
Notagao 3.2 Sejam

K = mdz {K07K17K(()3), 1(3)?K(()1),K1(1)}

€= min {60,61,683),553)>5(()1)’€g1)}’

conforme (3.6)-(3.11).

Para 7 > 0 e ¢ € X*, o comportamento assintético de (e”*1e"™4)"¢ para todo n
arbitrariamente grande é dado pelo seguinte teorema:
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InK
Teorema 3.7 Suponha g(2z) < 2¢(z),parazx € Qy. Se T > L, existem em
€

L(X*; X), operadores ndo negativos S = S(r,-), Ry = Ri(7,-), Ry = Ra(7,-), Ra =
Ry(7,-) tais que para todo ¢ € X*,

e—nr(z\?+)\i) [ eT.AleT.Ao)n

( é, — 5(7, ),
e—mT(3+21) [(eArem o) gl, — Ry(T,9),
e [(erAierdoyrgl — Ty(r, @),

e~ 2nTAs [(e™1em4)d], — Ry(r, ¢).

Prova. Temos do Corolério 3.5 que: A} < AJ < A < Ay e A} < A} < A} < A4 onde,

1
(M) = 1,7(A3) = == 7(A3). Dai, A3 = A}. Além disso,
1 1 1 1
o) = 1= malA8) = T, () = i ma (M) = T,

a(Ao) NR = {A, A0, 03, M} e a(A) NR = {AL, A}, AL, A}

O auto-valor Ay é estritamente dominante para Ay e para A; e a fungdo
0
0
0

Rax,

Nucl(Ao — AId) = Nucl(A; — \Id) = R - {U,,} dai, as decomposicdes de X*,

correspondentes a A4 sdo:
X*=R-{U,}®Im(Ay— I4Id) e X*=R- {Ux} ® Im(A; — A\yId)
as quais sao respectivamente devidas & Ag e a Aj;.
Convém observar, no entanto, que as projegdes Py, P, : X* — R - {U,,} sdo distintas:
para ¢ € X* qualquer, Pop = Co(¢)Us, e Pod = Ci(¢)Us, com Co(¢) # Ci(9)-

Além disso, obviamente, Py¢ e P;¢ sao auto-fungoes de ambos os operadores Ay e
A, relativas ao auto-valor A4. Podemos entao, escrever para ¢ € X4,

Uy, = satisfaz AoU,, = AUy, AUy, = MU,,. Temos além disso,

n

(71T ) g = {2(62(%0“1))'\”130 + e(z(n_(j_l))_l)’\"H50)(5150)j-1} ¢+ (6160)" ¢

= (3.12)
onde 6; := e™1(Id — P,) e §:= €™ (Id — P,). Além disso,
0 3
@ore=| 0 |+ (6”‘(13)6’; "o ) . (3.13)
[(6160)" ],
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De fato,
e™0p = ™ Py + €™ (Id — Po)dp = €™M Podp + 609

eAeT Aoy — TMTAID gt (TALS b = oM P G L eTAG o
Dali, com 609 = P18o¢p + (Id — P1)bo¢ temos
e™he™og = M Pid 4 ™M P 6od+ ™A (Id — Py)od = €2 Py + €™M Pbod + 61606
Assim procedendo, temos para n = 2:
(e™1e740)2¢ = ™M Py + 2 M Pyb160¢p + €M Py8pd + 7 Py8ob160¢ + (8160) 9,
e para n = 3:

(er.Aleer )3¢ — GGT)“POQS + 64TA4P05160¢ + 627’\4P0(5150)2¢
+€57'\4P150¢ -+ 637)‘4P1(505160¢ + 67-/\4P160(6160)2¢ + (6150)3(25.

Assim, a férmula(3.12) pode ser provada por indugao finita. Da férmula (3.12) usando
as desigualdades (3.6)(3.10) temos

” e—2nm (eT'Al eTAo)"
<X {(KlKoe"T(EOJrEl))j—l + Koe ™ (KlKoe—f(so+el))j"l}
+ (f(lKoe_T(’O'”l))n |

= {1 + Koe_‘”\‘} Z;‘;l (K1K06"7(50+51))J—1 + (K1K06‘7(50+61))

(3.14)
Denotamos por simplicidade,
89 = 47 (1d — PP, 63 = 747 (1d - PY),

—

68 = A7 (1d - PP), 60 = A7 (1d - PP),
89 = e A (1d — PV) e 6 = ™47 (1d — PDY).

Temos com estas notacoes,

A @ = 8PPy 4 eTASS)( Id — P)¢® = PP g® 4 6343,

P!
Observamos que PI(S)PO(S) = P()(B)Pl(a) = 0. De fato: Dado 9 € X3,¢ = ( ¥? | temos

¢3
0 0
PPy = cP@uy) =cPw)| o |, PPv=cPw)u =cPw)| Rug |
R2,\; 0
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Célculo direto mostra que C1(3)(¢) em Pl(s)zb depende apenas de 1/:6) enquanto que

0
CéS)(tb) em P(§3)1/) depende apenas de (3, isto é, P0(3)¢ = C(§3’(¢(2))Rug ( 1 ) e

0
. 0
P1(3)1/) = 01(3)(11)(2))R2,\§ 0 |, logo a afirmagao decorre do fato de que (P1(3)¢)(2) =0
1

e ((Pé?’)z/))@))~ = 0. Em particular,
59 PO = 0P _ g,

Assim, podemos escrever

A e 4 ¢ = (e85 B 4 e PO 1 56§ 6

AP [ p(3) ) —
= e ( 47 (F ° #9) 7 ) & e PP AT 3@ 4 5680 43,

Podemos ainda escrever,

rA® A
e e™ ¢y
eT A 745 4(3) = ( 0 )
0
0 0
2
+ [erA(f) (5(()3) ¢(3))( )L pROY: [CTAY“) ( Pé3)¢(3)) (2)] (3.15)
2
0 0
_ 0
+e‘r/\épl(3) er,AE)Z)(;Z;) + ,9_, N
[5§3)emﬁ”¢(2)]
3
Dai, temos
[eT.A(la)e‘r.Ags)(b(B)- — e‘r.A(ll)eT.Agl) ¢1
11

[emﬁ” A 5] = [em‘f’ (5g3>¢(3))""’] +em [ew“f) (p(§3)¢(3))‘2’]
12 2 2

i

[e" A r A ¢(3)T — [ef,\g PI(B)ew@@] + [5§3)6T’:§) @]
3 3 °
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(emg‘*) oA ¢(3)' < om(Ag+A1)

4]

A 4 ¢(3)j < (%) (1 - Kés’e'"f»”) ES
L 2

'em(;’*) oA ¢(3). < em(AH23) (1 + K1(3)e‘”(13)) ”¢(3) ” .

Por outro lado, temos

(1)
e’ 0 0 \
T.A(a) TA
e = H(r) "4 1-a) 0
0
eTA(l—a)__eT-Agl) 0 eTA(l—a)/
© 1)
e™A 0 0 )
AP Al (1 ral
el =1 -a) — ™A1’ "1-a) 0
W(T) 0 e"'A(l—a)/
onde

H () = aff e 9008 (A7) d, com €3 () (2) = K3 (¢) o (22)

W ()% = afg et (A7) du, com € (9) (2) = K (2) 0 (22)

sendo Azl_a) (¢ =10,1) o operador A(j_4), F da Observagio 3.1 com pup = p; e
A(1—a) = A,y de (1.12) com p =1 — . Com isto, temos

1 1
eTAY oA 0 0
A A3 3) rAl A
e e ) ¢ = H, (1) e M-a)eTA1-a) 0
0
Wi (7) 0 eTAa-0e 4w
onde y
1 1) 1 Al
H(r)= (eTA(l—ﬂ) — ™ ) et 4 e™- H (1)
e

Wi (r) =W (r) ™45 4 e7Au-a) <CTA?1—°) — eTAgl)) )
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Observamos porém que é valida a seguinte formula

¢ eT.A(ll) eTAgl) 1/)
e‘r.Ags) eT.Aga) 0 — 0
0 0

0 0
0
(2)
" [e“‘ﬁz) (eTAE,”) ( 15 )] + (3) @ v
0 2 e‘r.A1 6TA‘() 0
0 3
Dai, podemos calcular
(eTA(ll)e"Agl))Z 5 ( 0 \
1
(1) (1)
(6"'44(13)37"'483))2 ¢(3) = + eTA(lz) (CTAE’S))(Z) eTAll eTAOl 3}
0 0 ,
i
0 \ 0 /
0
( \ 0
0 (2)
rAl 2
+ ) e foererto-) [eTAg) (6‘()3)¢(3)) ]
o (e h :
e‘r.A1 eT.Ao 0 0
\ o /1,
0 0
+eT)‘g eTA%l—a)eTA(l—c-) [eT'A(lz) (P()(3)¢(3)) (2)]2 + eT’\:ls 0
0 e A=) ¢ AN —a) [Pl(s)eTAgz)(;(‘;)]
3/
0
0

o T2y —
3,7'A(1 @) ‘rA(1 @) [5%3) T.A(()2) (2)]
3
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Dai, temos

[y

S 627'(/\g+/\;) (e’r(/\?‘*'/\%“/\g“/\é) + 1 + I((g3)e—‘rs‘()3)> “¢(3)“

2

< 62T(A§+,\g) (er(xg+,\}—,\;—,\g) +14 143)6_7553)) “¢(3) H _

[eeeys]

3

Analogamente,

3
(1) (1)
A A
(eT 1™ ) oM

3
(eT,A§3)eT_Ag3)) ¢(3) - 0

\ 0 )
( 0 }
0
¥ rAD A
ca o [ ”30°) o
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0

+ (fBTA(ll-or)e"“1(1—a.))2 [e-rAgz) (6(()3)¢(3)) (2)] 2

0

0

+e™s (eTA(ll—a)erA(l_a))z [67,4(12) (P(gs)¢(3))(2)J
2

0
0
1™ 0
(crta-neoear)” [POer AP g00]
0
n 0

e dai
[losyn
2 (3.16)
< 37 (A3 +2) (ezf(xgﬂ}—xg—xg) +14 1{83)6_75(()3)) "¢(3)“
[l<osyr
3 (3.17)
< 2 (M+2) (ezr(Ag+A§-A;—,\g) 114 Kl(a)e—fegs)) ”¢(3)“.
Finalmente podemos escrever
A er A eT’\(l)eTA(ll)Pél) A gAY (Id — Pél)) (3.18)
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onde e74:” (Id — PV == 68, Dai,

eT.A(ll) e’T.Agl)

<D {1y ke )
Também de (3.18) podemos escrever

2 1
eT AN T A emgerAg”Pél) eT AT g ASD
1) .1 0 (M (1 M
+er A 5 {eﬂleml PM 4 er 55)}

2
0 4 CORACY! 0 41 o) €}
= ™ eT Al Pél) (eml e™ A ) e oAl 5(()1)67,41 Pél) (em, 5(()1))

donde

2 2
1) 1) 1
(6TA(‘ e s ) ” < (3iN) {1 + KEPemet” | (Kél)e_”gl)> }
Analogamente
g s
3 2
(emﬁ”emg”) _ (emg”emgl)> {(emg” emg”) }
1 1 1 1 1
= (eTAg )eTAg )) {eT/\?e‘r.Ag )Pél) (e‘r,‘l(1 )er.A(() )) + er’\(l)eT‘A(ll)(s(gl)eTA(ll)Po(l)}
2
1
+ (eT‘A(l )eT.Agl)) (eT.A(ll)6él))
(1) (1) 1 1 1 1
= CT)‘? {(eT.Al e™% ) eT.Ag )PO(I) (erAg )6T'A(() )) + (eT.Ag )eT.A(()l)> e‘rAgl)&(()l)e‘rAgl)Po(l)}

2 3
vt (AR (A ) (o)

(3.19)

Assim,

3
(emgUeMg)) < o7 (A+21)

2
(e'r.Agl) eTAg]))

2
< ¥ (M+4) {1 + K{Vem<" 4 (Ké”e-feé")
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ou ainda de (3.19)
3 2 3
(e‘r,A(ll)e‘rAgl)) “ < 637()‘?+)‘i) {1 + Kél)e—regl) + <K(gl)e—7'egl)) + (Kél)e—'regl)) }

Continuando assim, temos de (3.18)

4

(e‘rA(ll)e‘rA(()l)>
— (e'r.A(ll)eT.Agl)) {(e‘rA(ll)e‘rAgl)> eT‘A(ll)Po(l) (e‘r.A(ll)e‘rAgl))}

1 1 1 1 1 1
n (emg ) A )) {(emg ) A ’) er AL g0 g AS )Pél)}

CORpTE) o AW p(1 W 1)) ? (1) 4@ W 1)
+ (e'r.A1 e'r.A0 ) e‘r/\le‘r.A1 Pé ) (e‘r.A1 6(() )) + (e‘rA1 eT‘Ao ) (e‘r.Al 60 )
— e‘r/\‘l) (eT.A(ll)eT.Agl)) {(eT.A(ll)eT.Agl)) CT'A(II)Pél) (eT.A(ll)e‘r.A((,l)>}

1 1 1 1 1 1
4er™ (eTA(l )emg)) {(emg >emg)> e A 50 o4 )Pél)}
2

rert () {2 0 (A7)

3 4
e e A B (A 60) 4 (40 50)

e dai

. |
< e (s0) 3 (e,

” T.A(l) 'r.A(l)
=0

Destes calculos podemos facilmente provar por indug¢ao finita que

“ (eT.A(ll) e‘r.Agl) ) "
In K

Finalmente de (3.14),(3.16) (3.17) e (3.20) juntamente com 7 > _ ou seja,

Ke™™ < 1, temos a conclusdo do teorema. O

n 1 7
<e nr ,\0+/\ Z (K(l —TEE))) (n > 1) (320)
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¢ O Problema (P).

As consideragdes da. Observacio 3.2, onde foi colocada para o Problema (P), a
questdo de determinar o comportamento assintético para tempos arbitrariamente
grandes, das distribuigbes de tamanho das sub-populagbes sensiveis e resistentes,
no modelo para o crescimento de uma populagio de células tumorais submetida
a uma terapia alternada mediante a acdo de duas drogas anti-blasticas "non-cross
resistants”, e com taxas de destruigdo respectivamente po e 1, sdo confirmadas
nesta secdo, desde que fagamos algumas modificagbes convenientes devidas as si-
milaridades determinadas por Hy, H; : X§ — X*. Considerando as notagdes
introduzidas nesta segéo o nosso problema é o de conhecer o comportamento de
(eTAl eTA°) ¢ = (H{'e™ H;Hy'e™ Hy)"$ para n arbitrariamente grande. Pode-
mos enunciar um resultado analogo ao Teorema 3.7 para o Problema (P).

Seja K := || HyY||||Ho|||lH ||| Hy|l K&, onde K é definido na Notagao 3.2.

InK
Teorema 3.8 Suponha g(2z) < 2¢(z),paraz € Qo. Se T > nT-, existem em

,CA(X(‘)‘;XO), operadores ndo negativos S = S’(T,-),ffl = Rl(Ta')vR2 = R2(T”)’Rd =
Ry(7,-) tais que para todo ¢ € X*,

eI [(H e Hy Hy e Ho) g, — S(r, ),

e OGN (Bl Hy Hylem4o HoYr ] ¢)

e—n'r()\g-l—)\:ls) [(Hl—'leTAl HlHa'leT-AO HO)"¢] — Rz(T, QS),

e~ 2nT A [(Hl—lerAl HlHo—le'r.AoHo)nqg] — Rd(T, ¢)

L]

i
%
[
—
o

Prova. Sejam as seguintes notagoes:(: = 0,1) (j = 1,2,3)

(a) T),- = H,_IRH, e 3,— = H{15;Hi
ONCAINE
HOD AP g,

= g, pO) .= gEIPOE)  §0) = s ge) o era? -

1 3

Explorando a particular forma diagonal dos operadores H;, e usando procedimento
analogo ao da prova do Teorema 3.7, as seguintes observagoes sio verdadeiras:

(c) HiP;= H'P; = P;, Pi=PH; &=6H;, [5&)], =66,

(d) Neste caso, obtemos uma férmula andloga & (3.12) substituindo na mesma, Py
por PoHy, Piég por PLH,éy e 6180 por 6160, outra andloga a (3.13) substituindo
na mesma (eTA(la)eTAgs))"qS@) por (eTA(ls)eTAgs))"qS(S). Dai, temos uma férmula

analoga a (3.14) onde aparece o fator ||Hy'||||Hol|||Hi||||[H1|| multiplicando
KlKQ.
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Procedendo desta maneira obtemos a prova do teorema. O
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Conclusao

A importancia do estudo da firmaco-resisténcia devida a mutagles genéticas es-
pontaneas como propriedade intrinseca de uma populacdo de células tumorais, foi
mostrada em Vendite (1988) quando da consideracdo de modelos para o cresci-
mento de populages de células tumorais sujeitas a mutacio genética espontanea de
células sensiveis em células resistentes, submetidos a tratamentos quimioterapicos.
Ver tamberh Bonazza et al. (1986:a,b); Bonazza et al. (1987).

Ainda em Vendite (1988) foram considerados alguns modelos matematicos com estru-
tura de tamanho para o crescimento tumoral e para o controle da resisténcia celular
a farmacos anti-blasticos, em que as células da populagdo estio sujeitas a reprodugao
por fissdo bindria em duas partes iguais: um modelo (T') sugerindo tratamento com
a aplicagdo de um tnico firmaco agindo continuamente sobre a sub-populagao de
células sensiveis e outro modelo (T'A) sugerindo tratamento com associagao de dois
farmacos "non-cross resistants” igualmente ativos agindo alternadamente e de ma-
neira contiinua sobre as sub-populagdes que lhe sio sensiveis em intervalos de tempo
previamente fixados. Analisando o comportamento das solugdes para tempos arbi-
trariamente grandes, mostrou-se a existéncia de uma distribui¢do de tamanho estavel
para a sub-populacao das células resistentes para (7T') e para sub-populagao das células
resistentes a ambos os fdrmacos para o periodo antes de associagdo de farmacos para
(T'A). Estes resultados sio de grande relevancia dentro da farmacologia anti-blastica,
devido a existéncia de alguns firmacos fase especificos tais como a Vinblastina e o
Metotrexato.

Nesta tese, dando continuidade a estes trabalhos, mostramos alguns resultados
tedricos os quais sugerem terapias alternativas para tratamento de tumores de uma
maneira mais eficaz, onde esteja envolvida uma estrutura de tamanho, seja com a
aplicagdo de apenas um firmaco com poder de destruicao instantinea ou continua
no tempo, seja com a associagido de forma alternada de dois farmacos anti-blasticos
como no modelo (T A).

O modelo (T) para tratamento com a aplicagdo de um 1nico farmaco consiste de
um sistema de equagoes diferenciais parciais lineares com duas densidades, tama-
nho dependentes, de células sensiveis (s) e de células resistentes (r) e o modelo para
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tratamento com associacao de dois firmacos (T'A) constitui abstratamente um pro-
blema de Cauchy ndo autonomo, ou ainda, um problema de evolugao nas densidades
de células sensiveis (s) (a ambos os firmacos), células resistentes (r1) (ao primeiro
farmaco), células resistentes (r2) (ao segundo farmaco) e células resistentes (rq) (a
ambos os farmacos).

Nosso objetivo nesta tese foi o de analisar matematicamente os seguintes modelos
tamanho dependentes:

(TI) para o crescimento tumoral no qual se supde que a sub-populagio sensivel sofre
destruicdo instantanea a uma taxa tamanho dependente em cada instante de
uma sequéncia fixada,

(TA) para o crescimento tumoral no qual se supde uma associacao alternada de dois
fArmacos "non-cross resistants”, cada qual agindo continuamente em intervalos
’ q
de tempo de uma sequéncia fixada.

Na anélise de Vendite (1988), adaptando as técnicas de Diekmann et al. (1984),
utilizou-se argumentos da teoria de perturbagdo de semi-grupos fortemente continuos
e de teoria espectral para semi-grupos eventualmente compactos, isto €, compac-
tos apods algum tempo finito ndo nulo, tendo uma condigdo técnica sobre a taxa de
crescimento das células da popula¢do em fungdo do tamanho. A compacidade nos
semi-grupos implica que o espectro dos operadores lineares envolvidos sdo puramente
pontuais e discretos e também decorre em cada caso, a existéncia de um auto-valor
real o qual € estritamente maior do que a parte real dos demais (estritamente domi-
nante) e além disso, é um auto-valor simples. Dai, através de decomposi¢ao espectral
apropriada, obtem-se para cada modelo, a distribuicdo de tamanho estavel para a
sub-populacio resistente como sendo uma auto-fungio normalizada de tal auto-valor
dominante, o qual vem a ser o parametro malthusiano da sub-populagao resistente
em questao.

Na solugao de nossos problemas, também como acima, representamos os operadores
envolvidos por matrizes triangulares inferiores. Exploramos este fato para garantir
existéncia e unicidade de solugdes fracas nos problemas e que os semi-grupos forte-
mente continuos de operadores lineares gerados, podem também ser representados
por matrizes triangulares inferiores.

Este fato nos levou de inicio a considerar em cada modelo anteriormente estudado, um
procedimento de decomposi¢do do espago em soma direta, segundo os sub-operadores
principais e utilizar em cada etapa os resultados de compacidade, obtendo assim um
resultado de ezisténcia de distribuicdo de tamanho estdvel para cada sub-populagdo
no modelo estudado.

Com isto chegamos a uma defini¢do de distribuig¢ao de tamanho estavel mais adequada
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aos modelos para o crescimento de populagoes de células tumorais sujeitas a mutagao
genética, e que nos parecia desconhecida anteriormente. Os nossos resultados foram
obtidos no sentido da nossa defini¢do:” cada sub-populacdo possui intrinsecamente
uma distribuicao de tamanho estdvel e um parametro malthusiano”.

Formulamos no capitulo 2, o problema (T'I) considerando a taxa de destruigao ins-
tantanea constante, como um problema de Cauchy abstrato sujeito a variagoes ins-
tantaneas ou com impulso e embora ndo tenhamos neste caso um semi-grupo de
operadores gerando a solugdo, consideramos uma nogao de solugdo do mesmo, utili-
zando o semi-grupo fortemente continuo obtido estudando-se o periodo anterior ao
uso de farmacos no modelo para tratamento com a aplicagao de um tnico farmaco.
Mostramos usando a positividade deste semi-grupo que a sub-populacido das células
resistentes possui 0 mesmo comportamento assintético para tempos arbitrariamente
grandes, isto é, mesma distribui¢do de tamanho estavel e mesmo parametro malthu-
siano obtidos para o modelo no periodo anterior a aplicagao de farmaco. Por outro
lado, a sub-populaciao das células sensiveis possui a mesma distribuicio de tama-
nho estavel obtida para o modelo no periodo anterior a aplicagdo de farmaco, porém
seu parametro malthusiano aparece perturbado em func¢io da taxa instantanea de
destruicdo ur e do parametro 7 usado para representar o intervalo de tempo entre
uma aplicagdo e outra seguinte do fairmaco. Com isto, pode-se escolher pr e T con-
venientes de modo que a sub-populagio sensivel tenda assintoticamente a extingao
e a populacido tumoral tenda assintéticamente a ser totalmente resistente, o que se
assemelha aos resultados obtidos anteriormente para o modelo correspondente, sem
estrutura de tamanho.

O estudo do problema (7T'I) considerando-se varivel a taxa de destrui¢do instantanea
é bem mais complexo. Mesmo o estudo em fase de desenvolvimento que fazemos para
o problema analogo para o ciclo celular de Diekmann et al. (1984), onde consideramos
variavel a taxa de destrui¢ao instantanea ja da uma boa idéia dessa complexidade.
Para o problema (T'A) que é estudado no segundo paragrafo do capitulo 3, a nocao
abstrata de solucao é considerada discretamente como uma composi¢do de solucoes
de problemas parciais utilizando-se dos semi-grupos que descrevem tais problemas.
Neste caso mostramos que se é feita uma escolha apropriada do intervalo de duragao
da aplicagdo de cada farmaco representado por 7, temos que cada sub-populagao tem
uma distribui¢do de tamanho estavel: ”para tempos arbitrariamente grandes, a razao
entre a distribuicao de tamanho de qualquer sub-populagao em um dado intervalo de
tamanho e a distribui¢do de tamanho total da sub-populagio de células considerada
é constante, independente do tempo”.

Gostariamos de observar que o problema correspondente ao ploblema (T'A) onde se
supoe a associagao alternada de dois farmacos igualmente ativos agindo instantane-
amente, pode ser estudado combinando as técnicas empregadas na tese.
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Para finalizar, convém mencionar que os resultados que obtivemos nesta tese sido
analiticos, de natureza tedrica, sendo portanto necessaria sua validacdo com alguns
experimentos em laboratdrio, a fim de que os mesmos possam ser utilizados clinica-
mente.
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Lista de Notacoes

(Y110, (2511 1D

8o

espagos de Banach.

operador linear densamente definido sobre um espago de Banach.
tamanho de uma célula.

taxa deterministica de crescimento individual.

taxa de mortalidade (per capita, por unidade de tempo).

taxa de reprodugdo (per capita,por unidade de tempo).

taxas de mutacao.

tempo necessario para uma célula crescer do tamanho minimo
até o tamanho z.

probabilidade de uma célula atingir o tamanho = sem morrer.
probabilidade de uma célula atingir o amanho z sem se reproduzir.
probabilidade de uma célula atingir o tamanho = sem morrer

ou se reproduzir.

o , N a
espaco das fungbes continuas sobre {2} as quais sdo nulas em 3

munido da norma do supremo .

espago de operadores lineares limitados sobre X.
espago produto de X de poténcia n > 1.
componente z-ésima de U € X".

espectro do operador A.

espectro pontual (auto-valores) do operador A.
conjunto resolvente do operador A.

dominio de um operador A.

parte real, parte imaginaria do nimero complexo .
nucleo do operador A.

imagem do operador A.

operador identidade.

projecao num auto espago do operador A,.
projecdo num auto espago do operador Ay).
submatriz principal de ordem j da matriz M.
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Ap) operador no caso do ciclo celular .
A) operador no caso anterior ao tratamento com um unico farmaco .
Ag, 0, operador no caso anterior ao tratamento com associagdo alternada
de dois farmacos .
Ao r operador no tratamento com um unico farmaco .
Ag, A1 operadores no tratamento com associacio alternada de dois farmacos.
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