Calculo Variacional: problemas classicos, aspectos
tedricos e desdobramentos

Este exemplar corresponde a redacao
final da dissertacao devidamente
corrigida e defendida por

Gabriel Loureiro de Lima

e aprovada pela comissao julgadora.

Campinas, 14 de junho de 2004.

Profa. Dra.: Vera Licia Xavier Figueiredo
Orientadora

Profa. Dra.: Sandra Augusta Santos
Co-orientadora

Banca Examinadora

1.Profa. Dra.: Vera Lucia Xavier Figueiredo
2.Profa. Dra.: Sueli Irene Rodrigues Costa
3.Profa. Dra.: Yuriko Yamamoto Baldin

Dissertagao apresentada ao Instituto

de Matematica, Estatistica e Computagao
Cientifica, UNICAMP, como requisito parcial
para obtencao do Titulo de MESTRE

em Matematica.



Calculo Variacional: problemas cldssicos, aspectos
tedricos e desdobramentos

Este exemplar corresponde & redacio
final da dissertagio devidamente
corrigida e defendida por

Gabriel Loureiro de Lima

e aprovada pela comissio julgadora.

Campinas, 14 de junho de 2004.

Profa. Dra.: Verg Licia Xavier Figueiredo
Orientadora
)

Banca Examinadora

1.Profa. Dra.: Vera Liicia Xavier Figueiredo
2.Profa. Dra.: Sueli Irene Rodrigues Costa
3.Profa. Dra.: Yuriko Yamamoto Baldin

; Dissertagao apresentada ao Instituto
de Matemadtica, Estatistica ¢ Computacio

Cientifica, UNICAMP, como requisito parcial

para obtengdo do Titulo de MESTRE

em Matermética.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

1628¢

Lima, Gabriel Loureiro de
Célenlo  variacional: problemas cldssicos, aspectos iefricos ¢

desdobramentos / Gabriel Loureiro de Lima — Campinas, [S.P. 5.n.], 2004.

Orientadores : Vera Licia Xavier Figueiredo; Sandra Augusta Santos
Dissertagio (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matemética, Estatistica e Computacio Cientifica.

1. Céleulo das variaghes. 2. FungBes convexas. 3. Lagrange, Equagdes de.
L Figueiredo, Vera Licia Xavier. I Santos, Sandra Augusta. Il Universidade
Estadual de Campinas. Instituto de Matemitica, Estatistica ¢ Computacio

Cientifica. IV. Titulo.




Dissertacio de Mestrado defendida em 14 de Maio de 2004 e aprovada pela Banca
Examinadora composta pelos Profs. Drs.

b oA /

E?/éfﬁ{:g /éécf? fresire el
Prof (a). Dr (). VERA LUCIA XAVIER FIGUEIREDO

%k@d«;' €

Prof (a). Dr (a). SUELI IRENE RODRIGUES COSTA

v f ﬁ /g; ,{1’;; .z'jj,
Spialne ] Arsninn 2
Prof (a). Dr (a), YURIKO YAMAMOTO BALDIN
P 2




Resumo

Este trabalho encaminha um estudo do céalculo variacional para com-
preender e situar seus problemas classicos, reinterpretando-os, quando
possivel, em outros contextos e buscando desdobramentos. Foram abor-
dados os problemas classicos, os problemas isoperimétricos, as condi¢oes
necessarias e as condigoes suficientes para a existéncia de extremos, a mi-
nimizagao de funcionais convexos e a teoria de Hamilton-Jacobi. Muitos
exemplos foram incluidos com a finalidade de compreender a matematica
envolvida e torna-la mais atraente. Para finalizar, foram apresentadas
propostas de projetos, com as quais os professores podem abordar alguns
conceitos fundamentais do calculo variacional com seus alunos.

Palavras-Chave: calculo variacional, multiplicadores de Lagrange,
convexidade, Lagrangianas, Hamiltonianos, projetos.



Abstract

This work presents a study of the variational calculus, focusing on
the understanding and interpretation of its classical problems and related
developments. The isoperimetric problems, the necessary and sufficient
conditions for the existence of an extreme, an overview of the minimi-
zation of convex functionals, and aspects of the Hamilton-Jacobi theory
are approached as well. Examples are included, along the whole text, to
illustrate and provide better appreciation of the theoretical development.
Finally, suggestions of student research projects concerning fundamental
concepts of the variational calculus are presented.

Key-words: variational calculus, Lagrange multipliers, convexity,
Lagrangians, Hamiltonians, student research projects.
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Apresentacao

Na busca das origens do Célculo Variacional somos remetidos aos antigos gregos, que
ja conheciam as propriedades isoperimétricas do circulo e da esfera, tais como “entre
todas as curvas planas fechadas de mesmo comprimento, o circulo encerra a maior
area” e “entre todas as superficies fechadas de mesma area, a esfera encerra o maior
volume”. No século XVI, expoentes como Pierre de Fermat e Isaac Newton investi-
garam problemas de origem fisica. O primeiro estabeleceu o principio minimizante
do raio da luz, e o segundo pesquisou a superficie de revolucao de menor resisténcia,
no contexto da balistica. O desenvolvimento do Célculo Variacional como disciplina
matematica propriamente dita comegou com os irmaos Bernoulli (Jacob I e Johan-
nes I), inspirados pelo problema da braquistécrona (curva de tempo minimo). Foi
no século XVIII, com as contribui¢oes de Leonhard Euler e Joseph Louis Lagrange
que o Calculo Variacional tornou-se uma ferramenta efetiva.

Naturalmente, a consolidacao desta area de estudo vem ocorrendo paralelamente ao
desenvolvimento da prépria Matematica, alimentando-o e sendo sustentada por ele.
Vale mencionar que trés dos vinte e trés problemas propostos por David Hilbert no
Congresso Internacional de Matematica (Paris, 1900) estao relacionados ao Célculo
Variacional [2].

Neste trabalho os problemas classicos do Célculo Variacional servem como ponto
de partida para o desenvolvimento da teoria. Estes problemas sao abordados sob
as perspectivas histérica, analitica, algébrica, geométrica e computacional. Neste
sentido, sao inicialmente apresentados no Capitulo 1 e revisitados ao longo do texto,
a medida que os ingredientes tedricos sao explicitados. Por exemplo, o problema das
geodésicas ¢é apresentado no Capitulo 1, e é retomado no Capitulo 2, no contexto
dos problemas isoperimétricos, e no Capitulo 5, sob a dtica da convexidade. Além
disso, no Capitulo 7 este problema é o tema de um dos projetos propostos.
Consideramos muito importante o professor apresentar exemplos praticos e de vi-
sualizacao aos alunos depois de formular uma teoria bem geral. Isso, em nossa
opiniao, facilita a compreensao e serve também como motivacao para que o aluno
ganhe autonomia para desenvolver, por conta propria, outros estudos a respeito do
tema.

Procuramos incluir no texto diversos exemplos, tanto de aplicagao direta quanto
mais sofisticados além de ilustragoes que auxiliam o encaminhamento e o acompa-
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X CONTEUDO

nhamento da teoria. A maioria das figuras foi produzida com o programa Mathe-
matica. Outras foram escaneadas, conforme mencao a fonte na legenda.

Sem duvida, o recurso computacional disponivel para a preparacao deste trabalho
agregou-lhe um diferencial com relacao a dissertagao [1], cujo objetivo foi fornecer,
de maneira sistemética, um estudo do Calculo Variacional cléssico, aplicando-o a
problemas relevantes da Fisica. A contribuicao do presente texto é composta de
duas partes. Na primeira, faz-se a compilagao dos ingredientes tedricos necessérios
para compreender, situar e, quando possivel, reinterpretar os problemas classicos do
Calculo Variacional. Esta compilagao estd entremeada por exemplos e ilustragoes
para a teoria. Na segunda parte sao encaminhadas propostas de projetos visando
resgatar o problema da geodésica e o problema da braquistécrona com os olhares
historico, fisico, geométrico, analitico e computacional. Este resgate procura engajar
o estudante em um trabalho autonomo, na busca da compreensao e apropriagao da
matematica envolvida.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1 sao apresentados
os problemas classicos da geodésica, da braquistocrona e da superficie de revolu-
¢ao de area minima, juntamente com uma introducao aos ingredientes bésicos do
Célculo Variacional, com destaque a equagao de Euler-Lagrange. Os problemas iso-
perimétricos sao detalhados no Capitulo 2, em especial os problemas de Dido e Kel-
vin, e o caso mais geral. No Capitulo 3 sao detalhadas as condigoes necessarias para
a existéncia de extremos (de Weierstrass, de Legendre, de Jacobi, de Weierstrass-
Erdmann, e a condi¢ao de diferenciabilidade de Hilbert). As condigbes suficientes
para a existéncia de extremos sao apresentadas no Capitulo 4, incluindo-se os re-
sultados preliminares necessarios. O Capitulo 5 trata da minimizacao de fungoes
convexas, com as principais defini¢oes e resultados, e alguns exemplos aplicados.
O Capitulo 6 contém um resumo da teoria de Hamilton-Jacobi, que permite resol-
ver problemas variacionais mais complexos, e é utilizada em aplicacoes da Fisica,
Quimica e Engenharia. Finalmente, o Capitulo 7 é dedicado aos projetos. Apds
uma breve introducao a filosofia do trabalho com projetos, e exercicios preliminares
envolvendo problemas de otimizacao para funcoes de varias variaveis e multiplica-
dores de Lagrange, sao encaminhadas duas propostas de projetos tendo como temas
‘Geodésicas’ e o ‘problema da braquistécrona’. Consideracoes finais e as referéncias
bibliograficas consultadas concluem o texto.



Capitulo 1

Problemas Classicos

1.1 Introducao

Neste primeiro capitulo apresentaremos alguns problemas classicos do calculo varia-
cional: geodésicas, braquistécrona e superficie de revolugao com area minima. Além
disso, trataremos também de alguns conceitos tedricos basicos do cédlculo das va-
riagoes, com destaque para a famosa equacao de Euler-Lagrange que serd a primeira
ferramenta que nos possibilitara determinar candidatos a extremos de funcionais.

Iniciaremos o capitulo apresentando uma nota histérica sobre os problemas de

maximos e minimos e sobre o calculo variacional.

1.2 Um pouco da histéria do calculo variacional

Os problemas que se referem a valores de maximos e minimos sao bem mais atrativos
que outros problemas matematicos de dificuldades comparaveis. Isso ocorre devido
a uma razao muito simples: estes problemas idealizam nossos problemas cotidianos.
Em varias situacoes queremos comprar um objeto com o menor preco possivel, reali-
zar o maximo de trabalho num determinado tempo, alcangar um objetivo realizando
o menor esforco. Da mesma maneira, a natureza também é guiada por principios
de maximos e minimos. Por esta razao os fisicos tém estudado intensamente esses

problemas. Podemos citar véarios exemplos neste sentido: caminho percorrido pela



2 CAPITULO 1. PROBLEMAS CLASSICOS

luz, movimento dos planetas, movimentos de liquidos e gases, caminho percorrido
pelas ondas de radio, e o préprio corpo humano, cujas traquéias trabalham com o
minimo esfor¢o e maximo rendimento. Essas sao as principais razoes para o estudo
desse tépico e do desenvolvimento de varias teorias para sua resolucao.
Provavelmente, o problema de maximo e minimo mais antigo de que se tenha noticia
seja o de Dido. Dido, filha de um rei fenicio, refugiou-se no norte da Africa depois
que seu marido foi assassinado. Foi-lhe prometida a extensao de terra que ela pu-
desse cercar com o couro de um boi. Diz a lenda, que ela preparou com o couro uma
longa e fina correia e cercou um terreno semi-circular beirando o mar Mediterraneo.
Essa é a lendaria histéria da fundagao de Cartago. A lenda de Dido é retratada na
Eneida de Virgilio [13, p.48]. De acordo com [25], os mapas das cidades medievais
européias mostram que normalmente elas também tinham a forma de semi-circulos.
Em uma liguagem mais atual, o problema de Dido consiste em encontrar dentre
todas as curvas planas de um dado comprimento, a que engloba a maior area. Po-
demos perceber com isso que maximos e minimos tém despertado o interesse da
humanidade ja ha muito tempo, uma vez que o problema de Dido data de 850 a.C..
O problema de Dido deu origem aos chamados problemas isoperimétricos, que estu-
daremos no capitulo 2. Problemas extremais aparecem ainda na geometria grega de
Euclides, Arquimedes (287-212 a.C.) e Apolonio (262-190 a.C.) e em outras areas
da matematica, como algebra e anélise.

Por um longo tempo, cada problema extremal era resolvido individualmente. A par-
tir do século XVII comecam a ser desevolvidos métodos gerais de resolucao destes
problemas. Mateméticos como Pierre de Fermat (1601-1665), Isaac Newton (1642-
1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) criaram métodos que serviram de base para vérios ra-
mos da teoria de problemas extremais como programacao matematica e calculo de

variagoes.
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Como neste trabalho vamos focar nossa atencao no calculo variacional, daremos mais
alguns detalhes a respeito de seu surgimento e evolugao como ramo da matematica.
Os primeiros indicios de problemas tipicos do calculo variacional aparecem com os
gregos, que tinham o conhecimento de que o circulo é a curva de um dado perimetro
que engloba maior area. Como j& vimos anteriormente, esse problema é conhecido
como problema de Dido.

Em 1630, Galileu Galilei (1564-1643) formulou, parcialmente, o problema da
braquistécrona quando comparou o tempo de descida por um segmento circular
com os tempos correspondentes a descidas por poligonos inscritos e por outros arcos
unindo os pontos dados.

Em 1686, Newton propods o problema da superficie de revolucao com resisténcia
minima: calcular a forma de uma superficie de revolucao que atravessa uma massa
de liquido oferecendo resisténcia minima, que é um problema tipico do calculo vari-
acional.

Porém, podemos dizer que o desenvolvimento do calculo variacional comecou, de
fato, em junho de 1696 quando Johann Bernoulli (1667-1748) publicou no jornal
cientifico Acta Eruditorium uma nota com o seguinte titulo: “Um novo problema
que convido os matemadticos a resolver”. Este problema é a versao que conhece-
mos do problema da Braquistécrona: Sejam A e B dois pontos dados em um
plano vertical. O problema da braquistocrona consiste em encontrar a curva que
uma particula M precisa descrever para sair de A e chegar em B no menor tempo
possivel, somente sob a acao da forca da gravidade. Johann Bernoulli propos, em
1697, um método para resolvé-lo que dependia de uma analogia com o problema
de determinar o caminho percorrido por um raio de luz em um meio com indice de
refracao variavel. Esse método, no entanto, nao era facil de ser aplicado a outras
situacoes.

Nesse mesmo ano, James Bernoulli (1654-1705), irmao de Johann, resolveu o proble-
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ma de uma outra maneira, que lhe permitiu também resolver, em 1701, um problema
isoperimétrico: os problemas isoperimétricos sao aqueles nos quais queremos mini-
mizar ou maximizar uma func¢ao impondo alguma restricao, como por exemplo que
uma outra funcao se mantenha constante. Esse método desenvolvido por James era
muito eficiente para a resolucao de uma grande variedade de problemas de maximos
e minimos. Foi entao que Leonhard Euler, aluno de Johann que estava muito envol-
vido com o trabalho dos irmaos Bernoulli, passou a estudar e a aperfeicoar o método
de James, até que em 1744 publicou A method for discovering curved lines having a
maximum or minimum property or the solution of the isoperimetric problem taken
in its widest sense. Uma das principais descobertas presentes neste trabalho ¢é a

equacao diferencial

d
%fy’_fyzo

que ganhou o nome de equagao de Euler.

Com o passar do tempo, os mateméaticos comecaram a sugerir problemas de grande
dificuldade e o método de Euler tornava-os ainda mais complicados. Entao, em 1762
e 1770, Lagrange publicou um método analitico que permitia deduzir, de fato, qual
a equacao diferencial das curvas que minimizavam problemas mais gerais. Assim,
uma grande variedade de problemas fisicos e mecanicos puderam ser resolvidos. Esse
método de Lagrange trocava a funcdo y(x), presente nas integrais a serem minimi-
zadas, pela funcao y(x) + dy(x). Euler prontamente adotou o método e as notagoes
de Lagrange e chamou dy(x) de variagao da funcao y(z) e 01 de variacao da inte-
gral. E por isso que esta nova teoria que estava sendo desenvolvida ganhou o nome
de calculo das variagoes ou calculo variacional. Lagrange também reformulou
o problema da braquistdcrona e aplicou sua idéia para problemas mais gerais com
fronteiras moveis e encontrou as condigoes de transversalidade.

Em 1786 Adrien-Marie Legendre (1752-1833) examinou a chamada

segunda variacao 62/ de uma integral para encontrar um critério com o qual
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pudesse distinguir se o candidato a extremo fornecia um maximo ou um minimo.
Com auxilio de uma transformacao que nao explicou de maneira conclusiva, encon-
trou as condicoes f,,, > 0 para minimos e f,s,, <0 para maximos.

Em 1837 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) reexaminou a transformagao da se-
gunda variacao com a qual Legendre trabalhou e descobriu uma maneira de saber
quando a condicao de Legendre vai falhar ou ser satisfeita. A consequéncia mais
importante desses estudos de Jacobi foi a descoberta dos pontos conjugados e sua
importancia na teoria do calculo variacional.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) também teve grande importancia
no desenvolvimento do calculo variacional. Ele encontrou uma condi¢ao necessaria
para extremos envolvendo sua funcdo E(x,y,p,y’). Além disso, foi o primeiro a
demonstrar uma condicao suficiente com o auxilio da nocao de campo.

O problema de encontrar curvas de comprimento minimo (geodésicas) em uma su-
perficie também pode ser formulado como um problema de cédlculo variacional. Este
problema foi proposto pela primeira vez pelos irmaos James e Johann Bernoulli.
Euler encontrou uma equagao diferencial para geodésicas. Continuando nesses estu-
dos Carl Friedrich Gauss (1777-1855) introduziu, em 1825, o conceito de curvatura
geodésica e Pierre Ossian Bonnet (1819-1892) definiu, em 1848, uma geodésica como
sendo uma curva que possui curvatura geodésica nula. O problema das geodésicas
também foi estudado detalhadamente por Gaston Darboux (1842-1917) em seu livro
Théorie des surfaces de 1894.

Temos também contribui¢ées importantes de David Hilbert (1862-1943) como, por
exemplo, sua condigao de diferenciabilidade para arcos extremais e sua mo-
dificagao na demonstracao da condicao suficiente de Weierstrass, introduzindo sua
integral invariante.

Também nao podemos deixar de citar as contribuicoes de Willian Rowan Hamil-

ton (1805-1865), que com seus estudos em sistemas dinamicos desenvolveu a teoria
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hamiltoniana, extremamente 1til para a resolucao de problemas variacionais envol-
vendo situacoes fisicas e mecanicas.

No século XX destacamos os trabalhos de Oskar Bolza (1857-1942) e
Jacques Hadamard (1865-1963). Bolza, por exemplo, deduziu uma quinta condigao
necessaria para ocorréencia de extremos.

Procuramos com esta secao dar uma idéia geral de como se desenvolveu o calculo
variacional que passaremos a estudar a partir da préxima segao.

Para esta segao tomamos como referéncias os textos de [3], [13], [17], [33], [38] e [11].

1.3 Formulacao de alguns problemas

Nesta secao formularemos alguns problemas classicos do calculo variacional para que
o leitor possa comecar a compreender o tipo de situacao com que trabalharemos e

que tipo de ferramentas precisaremos ter.

1. Curva plana de comprimento minimo

Qual a curva plana ligando dois pontos fixos que tem o menor comprimento
de arco?
Suponhamos dados os pontos (z1,y1) e (x2,y2), com z; < x5 e consideremos

uma curva suave da forma

y =y(x), yx) =y e ylz) =1 (1.1)

ligando estes pontos. Sabemos que o comprimento do arco (1.1) é dado por

To d
I= / V1+(y)2dx onde y =y (x) = d—z (1.2)

Entao nosso problema se resume a encontrar uma funcao y(z) tal que (1.2)

assuma o menor valor possivel.
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2. Geodésicas

Dados dois pontos na superficie de uma esfera, qual o arco, em sua superficie,
que liga os pontos dados e tem o menor comprimento possivel? Generali-

zando este problema temos: dados dois pontos na superficie

g(a,y,2) =0, (1.3)

qual é a equagao do arco pertencente a (1.3) e ligando esses pontos, que tem
0 menor comprimento?

Para formular este problema de maneira geral escrevemos a equagao (1.3) na
forma paramétrica, com parametros u e v. Isto é possivel se forem satisfeitas
as hipéteses do teorema da fungdao implicita ', [29, p.?] um resultado de cardter

local. Temos entao

x = z(u,v); y = y(u,v); z = z(u,v). (1.4)

Em termos das diferenciais de u e v, o quadrado da diferencial do comprimento

de arco pode ser escrito como

(ds)* = (dz)” + (dy)* + (dz)* =

e P s P Wge P O
= (audu+ avdv) + (0udu+ aUdv) + (8udu+ aUdv) =
P(u,v)(du)? + 2Q(u, v)dudv + R(u,v)(dv)? (1.5)

onde
P(u,0) = (o + (P02 4 (27, (16

!Seja U um aberto em IR™ e seja f : U — IR uma funcio de classe C? em U. Seja (a,b) =
(a1, ++,an_1,b) € U e assuma que f(a,b) =0 mas D, f(a,b) # 0. Entdo, existe uma bola aberta
V em IR"~! centrada em a e uma fungio g : V — IR, de classe CP, tal que g(a) = be f(z,g(x)) =0
para todo x € V.
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Rlw,v) = (207 1+ (P4 (e, (1.7

Oz Ox 8y@ 0z 0z

No caso em que as curvas u = cte sdo ortogonais a v = cte na superficie (1.3),
() ¢ identicamente nulo.
Vamos fixar nossos pontos na superficie como sendo ¥ (uy,v;1) € ¥ (ug, v2) com

ug > uy. Consideraremos arcos cujas equacoes sao dadas por
v =v(u), v(uy) = vy, v(ug) = va. (1.9)

O comprimento do arco sera dado, de acordo com (1.5) por

I= /:2 \/P(u,v) +2Q(u, v)v" + R(u,v)v"? du, (1.10)

onde v/ = v'(u) denota a derivada 2. Novamente, nosso problema ¢ encontrar

uma funcdo v(u) que minimize a integral (1.10).

. Problema da Braquistécrona

Sejam A e B dois pontos dados em um plano vertical. O problema da braquis-
técrona consiste em encontrar a curva que uma particula M precisa descrever
para sair de A e chegar em B no menor tempo possivel, somente sob a agao
da forca da gravidade.

Vamos supor que os pontos A e B estejam no plano xy, que y seja o eixo
vertical e x o eixo horizontal. Consideremos o caminho como sendo y = y(x).
Assumimos que a particula tenha uma velocidade inicial v; e que as coorde-

nadas de A e B sao, respectivamente, (z1,y1) e (22,y2) com y(z1) = y; e

y(r2) = yo.

ds

o> 0 tempo total de

Como a velocidade ao longo da curva é dada por v =
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descida é

X2 x2 12
1:/ ds :/ VITY g, (1.11)
T1 v x1 v

Para calcular v como uma funcao das coordenadas dos pontos A e B, usamos
o fato de nao estarmos considerando a presenca do atrito no problema. Assim,
o decréscimo da energia potencial é acompanhado por um igual acréscimo da
energia cinética, isto é:

1 1
§m’02 — §m012 =mg(y — y1). (1.12)

vi?
2g

1 [™ [1+y?
I = —/ \/ dz. 1.13
\/2—g T Y—"Y ( )

Nosso problema entao ¢ escolher a fungao y(x) que minimiza (1.13).

Portanto, v = 1/2¢g(y — yo) onde yy = y; — (%) e entdo, o tempo de descida

fica

4. Superficie de revolucao de area minima

Dados dois pontos (z1,y1) e (z2,y2) buscamos passar de um para o outro
ao longo de um arco y = y(z) tal que a rotagao desse arco sobre o eixo x gere
uma superficie de revolucao cuja area incluida em z; < x < x5 seja minima.

Assumiremos que y; > 0, ¥ > 0 e y(x) > 0 para todo z tal que x; < z < .

Buscamos entao minimizar a integral

z2
I= 27T/ y\/1+y%dz, (1.14)
1

que ¢ a area da superficie de revolugao, através da escolha apropriada da funcao
y =y(x) para a qual y(z1) = y1 e y(z2) = ya.

Percebemos que nestes quatro problemas citados sempre chegamos em um novo

problema que consiste em encontrar uma funcao que minimize uma integral. E
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desse tipo de problema que trata o cédlculo variacional, que comecaremos abordar
na se¢ao seguinte.

A referéncia para esta secao foi [15].

1.4 Um lema basico do calculo variacional

O lema a seguir é basico para o desenvolvimento da teoria do cédlculo variacional.

Lema 1 Se 21 e z3, xy > x1, sao fixzos e G(x) € uma fungdo continua particular

para x1 < x < X9 € se

/I2 n(x)G(z)dx =0 (1.15)

1

para cada escolha da fungao diferencidvel n(x) tal que

n(z1) = n(x2) =0, (1.16)

concluimos que

G(z) =0V z tal que x; < < x9. (1.17)

Demonstracao:

A prova desse lema baseia-se na contrapositiva: mostra-se a existéncia de pelo menos
uma fungao n(x) para a qual (1.15) nao é satisfeita quando G(x) é tal que (1.17)
nao vale.

Suponhamos entao que (1.17) nao vale, isto é, 3 2/, 1 < 2’ < 5 tal que G(2') # 0.
Sem perda de generalidade vamos supor que G(z') > 0. Pela continuidade de
(3, existe necessariamente uma vizinhanca de z’, digamos, =} < 2’ < x5, na qual
G(z) > 0 em toda vizinhanga. Mas entao (1.15) ndo vale para toda escolha permitida

de n. Por exemplo, consideremos a funcao definida por

0 para 1 < z < ),
n(z) =< (z—2))°(x—a,)° para ) <z < b, (1.18)
0 para x5 < x < xo.
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Para esta fungao n particular (que é continuamente diferencidvel e satisfaz (1.16)) a
integral (1.15) fica:

/x2 n(z)G(z) dx = /I2 (z — ) (z — 24)°G(z) da. (1.19)

z1

Como G(z) > 0, para ) < x < 2}, o lado direito de (1.19) é estritamente positivo,
contradizendo a hipotese (1.15). O caso G(z’) < 0 é andlogo e assim, o lema estd

demonstrado. O

Esta demonstracao que fizemos pode ser adaptada caso precisemos pedir que 7(x)
possua derivada continua de qualquer ordem. Neste caso, consideramos na demons-

tracio n(z) = [(v — 2})(zh — x)]k—i—l

no subintervalo z{ < x < 2, e zero para o
restante do intervalo r; < x < x5 e dal procedemos de maneira analoga a feita
acima.

O texto desta e das proximas trés segoes foi escrito inspirado em [15].

1.5 A equacao de Euler-Lagrange

Nesta secao iremos obter um resultado extremamente importante do calculo varia-
cional: a equacao de Fuler-Lagrange. Ela serd a chave para comecgarmos resolver os
problemas propostos na secao 3.

Assumiremos que existe uma func¢ao duas vezes diferenciavel y = y(x) satisfazendo

as condigoes y(x1) = 11 e y(x2) = ya e que forne¢a um minimo para a integral

I :/ 2f(x,y,y') dx. (1.20)

Buscamos agora, responder a seguinte questao: Qual a equagao diferencial satisfeita

por y(z)?
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Sejam w1, T2, Y1, Y2 dados, f uma funcao de x, y e 3y’ duas vezes diferencidvel com
respeito a essas variaveis ou quaisquer combinacoes delas. Observe que cada integral
dos problemas apresentados na se¢ao 3 é um caso particular de (1.20).

Construiremos agora uma familia de “fungoes comparacao”de um parametro. De-

notaremos essa familia por Y (x) e a definimos por

Y(x) =y(z) + en(x), (1.21)

onde n(x) é uma funcao diferencidvel arbitraria para a qual

n(r1) = n(r2) =0 (1.22)

e € é parametro da familia.

Note que o que fizemos foram variagoes na fungao y(z), isto é, somamos a ela um
ntimero € multiplicado por uma outra fungao n(z). Dai vem o nome cdlculo das
Variacoes .

Assim, para cada fungao n(x) temos uma familia, da forma (1.21), com um tnico
parametro. E, para cada n(x) dada, cada valor de € designa um tinico membro dessa
familia. A condigao (1.22) nos garante que Y (z1) = y(x1) = 1 e Y(22) = y(x2) = ya,
isto é, todas as “funcoes comparacao”possuem o mesmo ponto inicial e final da
fungao y(x). A principal vantagem de escolher essa familia de fungoes da forma
(1.21) é que, escolhida a funcao n(z), a fungdo y(x)(que estamos assumindo que
minimiza (1.20)) é um membro dessa familia Y'(z), quando escolhemos ¢ = 0 como
parametro.

A separagao de qualquer curva y = Y (x) com relagdo ao arco y(x) é dada por
en(x). Para cada escolha permitida de n(z) é possivel escolher uma vizinhanga de
¢, digamos, —¢p < € < €y na qual o produto |en(x)| é arbitrariamente pequeno para
qualquer x entre x; e xs.

Se em (1.20) trocarmos y e 3’ por Y (z) e Y'(x), respectivamente, obtemos:

I(e) = /I2 f(z,Y,Y")dx, (1.23)

x1
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onde, para uma dada fungao n(x) essa integral é claramente uma funcao de e. O

argumento Y’ é dado, de acordo com (1.21), por:

Y =Y'(z) =y (z) + enf (). (1.24)

Dessa maneira, quando € = 0, podemos trocar Y e Y’ por y e 3/, respectivamente.
Entao, a integral (1.23) é um minimo com respeito a € para € = 0, o que estd de
acordo com o fato de y(x) ser o arco minimizador de (1.20). Isso mostra que a
escolha de n(z) ndo importa.

Reduzimos entao nosso problema inicial a um problema de minimizacao ordinaria
de calculo diferencial com respeito a tnica variavel e.

Do calculo diferencial de uma variavel sabemos que uma condi¢ao necessaria para
€ = 0 ser um minimo de I é que a derivada primeira de I com relacao a € se anule
em € = 0, ou seja,

I'(0) = 0. (1.25)

Precisamos entao calcular a derivada de (1.23) em € = 0. Para isto precisamos de
um resultado que nos permita derivar uma integral e entao recorremos ao teorema

seguinte, apresentado em [22, p.312].

Teorema 1 Considere uma funcdo f : [a,b] X [c,d] — IR e suponha que a derivada

parcial %(m,p) existe e € continua em |a,b] X [c,d]. Se a integral:

b
Fo) = [ fap)do (1.26)
existe para todo p € [c,d], entao F(p) € diferencidvel e
’ bof
Fip)= | #-(x.p)de. (1.27)

~Ja Op
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Demonstracao:
Vamos considerar

F(p) — F(po) _ /b (f(ﬁmp) - f(xapo)) A (1.28)

b —Po P — Do

Para o termo da direita aplicamos o Teorema do Valor Médio que nos da %(x, ) com
¢ dependendo de x. Subtraimos entao fab g—;;(m, po) dz de ambos os lados e usando o

fato de que para fungoes integraveis | f; flx)dx| < ff |f(x)| dz temos

S/
a

Como g—£ é continua no compacto [a, b] X [c, d], ela é uniformemente continua, isto é,

(x, &) — g(l’,po) dx. (1.29)

‘F(p)—F(po)_/abaf o

—(x,po) dx
D— 1o 8p( o)

af
dp

para p — pp suficientemente pequeno a diferenca do lado direito de (1.29) pode ser
majorada para todo x por um ¢ arbitrariamente pequeno. Isso mostra que (1.29)

estd proximo de zero e que F' é diferencidvel, tendo (1.27) como derivada. [

Usando este resultado obtemos

I, [m(ofay ofov’\ .  ["[(df  Of
de_[(e)_/m (aY 9 oy ae)d‘”_/xl <8Y77+6Y’n dz (1.30)

de (1.23) com o auxilio de (1.21) e (1.24).

Como para € = 0 é equivalente trocarmos (Y, Y”) por (y,y’) temos, de acordo com

(1.25) e (1.30), que I'(0) = f;f(g—gnjt 58—5/77/) dx = 0. Integrando por partes o segundo

termo desta integral obtemos
21o0f d [(0f
I'0) = - —— = dr =10 1.31
0= [ |5~ (a7)] 3

Como (1.31) precisa valer para toda n escolhida, usamos o Lema 1 e obtemos que

of d (Of\
o s () =0 32

devido a (1.22).
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Essa equacao é conhecida como Equacao de Euler-Lagrange e é geralmente de
segunda ordem. Sua solucao, para qualquer problema do tipo dos enunciados na
secao 3, nos dd uma funcdo duas vezes diferenciavel que fornece um minimo (ou
méximo) para a integral do problema. O integrando f(x,y,%’) de (1.20) é conhecido
como funcao lagrangiana ou, simplesmente, lagrangiana.

Devemos observar que a condigao I’(0) = 0 nao ¢ suficiente para termos um minimo
de I(€) quando € = 0. De fato, podemos ter também um ponto de méximo ou ponto
de inflexao. Existem varios problemas nos quais nao temos condicoes de saber se
I'(0) = 0 indica um maximo, minimo ou ponto de inflexdo. Chamamos entao de
extremo o valor de I(0) nestas trés situagoes. A funcao y(x) que fornece um ex-
tremo para a integral / é chamada de fungao extremal. Entao, a funcao y(x) que
satisfaz a equagao de Euler-Lagrange (1.32) e que satisfaz as condigbes iniciais é,
por definicao, uma funcao extremal para a integral.

Percebemos que a teoria desenvolvida até aqui ainda é bastante limitada. Para
tentar contornar estas limitagoes foram desenvolvidas outras teorias ou teorias com-

plementares, que aparecerao no decorrer deste trabalho.

1.6 Alguns casos de integrabilidade da equacao de
Euler-Lagrange

Com algumas hipéteses adicionais, obtemos os seguintes casos mais simples em que

a equacao de Euler-Lagrange é de facil integracao:

1. Se f é explicitamente independente da variavel dependente y.

Se f é explicitamente independente da variavel dependente y, entao g—i =0e

(1.32) se torna
d of

d of of _
dz "0y’

3y = O (1.33)

)= ou
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onde C; é uma constante arbitraria.
Entao nossa busca por uma funcao extremal foi reduzida a resolugao de uma

equacao diferencial de primeira ordem envolvendo somente ¢y’ e x.

Exemplo 1.1 Determinar as fungoes que, ligando A = (1,3) e B = (2,5),

sao lagrangianas do funcional

2
To@) = [ @)1+ ) do
1
A equacao de Euler-Lagrange para este funcional fica

d
[+ 27%y] =0
e, portanto, de (1.33) temos que

1+22% =C

o que, integrando, nos da

com C] = % A fim de se escolher qual hipérbole desta familia passa pelos

pontos dados, obtemos o sistema

3=01+0Cy
Cy
5=—+C,
5 + Cy
o que nos fornece C1 = —4 e (5 = 7 e assim, a lagrangiana procurada é
4

ylx)=7— =
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Agora, se além de nao depender explicitamente de y, f for expli-

citamente independente da variavel independente z, a derivada parcial

9 ¢ uma funcio ¢ de y/ somente e, dai,

oy’
dx (8y’) N dx(¢(y =2 (dx) de? 0

Para valer para qualquer ¢,

d2
Py _,
dx?
e, portanto
dy
-2 = (O,
dx 2
isto é,

y(x) = Coz + C.

Deste modo, quando f depende explicitamente s6 de ¢/, as funcoes extremais
sao necessariamente funcoes lineares de x. Isso mostra que a menor distancia,

no plano, entre dois pontos, é a linha reta (item 1 da secao 3).

Exemplo 1.2 Encontrar as lagrangianas do funcional

Tiy(a)) = / VI 9P de

sujeito as condigbes de fronteira y(a) = A, y(b) = B, que fornece o compri-
mento de qualquer curva y(z) ligando (a, A) e (b, B). E claro que o problema
equivale a determinar o caminho mais curto entre esses pontos.

A equacao de Euler-Lagrange para este caso fica

e dai temos que
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Colocando as condicoes de fronteira, obtemos como solugao do problema a reta

y(z) = lz:j(z’—a)—i—fl.

. Se ¢/ independe de z.

Supondo que 3" independe de x, temos a seguinte igualdade

d (,0f _ o, d (of\ of of ,_
i (5 1) =5 (5) ~ 53 -

(1.34)

Ly |24 o8 _0f

dy dx 0y ox
que sugere uma integral primeira 6bvia da equacao de Euler-Lagrange no caso
em que f é explicitamente independente da variavel independente x. Dai, como
% = 0 neste caso, vemos que a equacao de Euler-Lagrange (1.32) implica que

o primeiro membro de (1.34) se anula e entao

d [ ,0f of

_— A =0 0 — _f=C , 1.35

- (yay, v Yy =G (1.35)
onde (] é uma constante arbitraria. Assim, a fungao extremal pode ser obtida
com a resolucao de uma equacao diferencial de primeira ordem envolvendo y

e iy somente.

Exemplo 1.3 Determinar as lagrangianas do funcional

Tt = [ —Vl;y da

que ligam dois pontos dados (a, A) e (b, B) do semiplano superior.
O integrando deste funcional nao depende explicitamente de z, e dai a equacao
de Euler-Lagrange se reduz a

\/1+y’2_y, Yy _o
v i
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o que, simplificando, fica
yV1+y?=Ch,

onde C] = % Integrando a ultima equagao temos
(z+ C)* +y° =Y,

isto é, a familia das circunferéncias com centro sobre o eixo Ox. Assim, o pro-
blema terda sempre uma solucao e esta sera unica, por qualquer par de pontos
(com abscissas distintas) do semiplano passando uma e s6 uma circunferéncia
da familia mencionada.

Se forem dados dois pontos (a, A) e (b, B) obteremos, de acordo com o que foi

feito acima, o seguinte sistema de equacgoes
(a4 Cy)* + A* = Cy?

(b —|— 02)2 —|— 32 - 012,

e entao, podemos obter as constantes C e Cs. Para que as expressoes para

C e (5 se tornem mais simples vamos chamar

bQ—CLQ—I—BQ—A?
a—1>b '

Entao teremos:

Agora, note que se a = b o funcional nao fara sentido se continuarmos pensando
em y como fungao de z. Porém, se fizermos z = x(t) e y = y(¢) o funcional em
t fara sentido e poderemos obter a semi-reta perpendicular ao eixo Ox como
solucao. A figura 1.1 mostra a semi-circunferéncia solu¢ao para um par de

pontos dados.
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3

2

1

HE 4 6 8 10

-1 ‘. 'l'

-2 \\‘ 'I'

-3 ‘§‘~ "l'
Figura 1.1: Semi-circunferéncia solu¢ao para o par de pontos (a,A) = (1,1) e
(b, B) = (7,3).

Observagao: O exemplo 1.3 pode ser visto sob a seguinte perspectiva: dados
dois pontos (a, A) e (b, B) do semi-plano superior y > 0, definimos a distancia
entre eles a partir da métrica cuja expressao para o elemento de comprimento

de arco é
_da? + dy?

2
ds "

(1.36)

Com esta nocao de distancia, a fun¢ao minimizante do funcional

b 2
Jly(z)] = / —Vly“’ dz, (1.37)

ou, mais geralmente, do funcional

Tyl = /t L (1.38)

correspondera um arco de comprimento minimo conectando os pontos dados.
De acordo com a analise feita anteriormente, estas curvas serao arcos de semi-
circunferéncias centradas na reta y = 0 quando a # b e segmentos de reta
contidos nas semi-retas x = cte quando a = b. O efeito do denominador no
elemento de comprimento de arco (1.36), ou equivalentemente, nos funcionais
(1.37) e (1.38) em comparagao com o funcional do exemplo 1.2 é remover os

pontos da reta y = 0 e fazer com que a distancia entre (a, A) fixo e (b, B)
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aumente arbitrariamente a medida que B se aproxima de zero. Com a ter-
minologia geométrica adequada, diz-se que os pontos sobre a reta y = 0 sao
pontos no infinito. Além disso, com a noc¢ao de distancia introduzida por
(1.36) podemos interpretar as semi-circunferéncias centradas em y = 0 e as
semi-retas verticais * = cte como “retas”, com um modelo consistente para
a geometria plana denominado semi-plano de Poincaré, em homenagem a
Jules Henri Poincaré (1860-1934), seu idealizador. Neste modelo, dada uma
‘reta’q e um ponto A fora dela, podem ser tracadas infinitas ‘retas’ passando

por A e que nao cruzam ¢ em nenhum ponto.

Y

q2

11
L 4 111

A%

0 T

Figura 1.2: Esquema mostrando retas e retas paralelas na geometria de Lobachevsky;,
segundo o modelo de Poincaré.

Na figura 1.2, o ‘feixe de paralelas’ a reta ¢, passando pelo ponto A, esta loca-
lizado na regidao delimitada pelas ‘retas’ ¢; e ¢» (chamadas paralelas-limite,
pois tém em comum com ¢ apenas os pontos no infinito) e compreendida pelos
angulos /1 e IV. O semi-plano de Poincaré é um modelo para a geometria

nao euclidiana hiperbdlica de Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856).
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3. Se f nao depende de y'.

Se f nao depende de ¢/, a equagao de Euler-Lagrange se reduz a

of
—I\xr = O’

ay( Y)

que por nao depender de constantes indeterminadas, serd compativel com as

condigoes de fronteira y(a) = A e y(b) = B apenas em casos excepcionais.

Exemplo 1.4 Determinar as lagrangianas do funcional

/2
Tly(a)] = / y(2 — y)da

s

com as condigdes de fronteira y(0) =0, y (3) = 2.

Neste caso, a equagao de Euler-Lagrange se reduz a
20 — 2y =0,
isto é, a
y=uz,
relagao que satisfaz as condigoes de fronteira e neste caso, o funcional pode,
eventualmente, assumir um extremo. Agora, ao mudar as condigoes de fron-

teira, por exemplo, tomando y(0) = 0 e y (g) = 1, o problema se tornara

insoluvel, ja que essas condigoes de fronteira sao incompativeis com y = x.

. Se f é linear em relagao a /.

Suponha que f é linear em relacao a 3/, isto é,

f(@,y,y) = M(x,y) + N(z,y)y.

Neste caso, a equagao de Euler-Lagrange sera

OM  ON

oy oz
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isto é, uma equacao diferencial fornecendo, como o caso anterior, uma relagao
funcional que satisfarda excepcionalmente as condigoes de fronteira. No caso

particular em que numa regiao D do plano xOy se cumprir

OM 0N

=0
oy  Or ’
a funcao
flx,y,y") = M(x,y)dx + N(x,y)dy

serd uma diferencial total e, logo, o valor do funcional
b (b,B)
T = [ s )ie= [ e Nay
a a,A
nao dependerd do caminho de integracao. Em outras palavras, J[y(x)] assu-
mird o mesmo valor para qualquer y(z) admissivel e entdo o problema varia-

cional se torna sem sentido.

Exemplo 1.5 Considere o funcional

b
T@) = [ o + 209y

com as condigdes de fronteira y(a) = A e y(b) = B e com f linear em relacao

ay'.

Como, para este funcional
oM

ay
e
ON
i 2y,
temos que
oM  ON
oy o

e, portanto, (y*+2zyy’)dz é uma diferencial total. Assim, a respectiva integral
nao depende do caminho de integragao y(x) ligando os pontos (a, A) e (b, B)

e assim, o problema variacional nao apresenta nenhum interesse.
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Para os cinco exemplos desta segdo tomamos como referéncia a apresentacao de [27].

1.7 Geodésicas

Nesta secao focalizaremos o problema das geodésicas, que ja foi introduzido na se¢ao

3 e sera resolvido aqui de maneira bem detalhada.

1. Voltaremos agora ao problema apresentado no item 2 da segao 3: qual é o arco
de menor comprimento ligando dois pontos de uma dada superficie? Tal arco
é chamado geodésica da superficie. O caso especial no plano, proposto no
item 1 da secao 3 ja foi resolvido na segao 6 (a solucao é a linha reta). De

acordo com (1.10) a fungao integrando para este problema é

f= \/P +2Q’ + Ru"” (1.39)

onde P, () e R sao funcoes dadas nas coordenadas u, v da superficie. De
(1.32) com u e v fazendo os papéis de x e y respectivamente, a equacao de
Euler-Lagrange para (1.39) fica

%—i—%’%—i—vﬂ%—f d ( Q + RV >:0

20/P+ 200 + Ro®  du \ \/P 200 + Rv”

(1.40)

No caso especial onde P, Q e R dependem explicitamente sé de u, (1.40) fica

Q+ RV B
\/P +2Qv + Rv'?

onde C] é uma constante arbitraria. No caso ) = 0, que ocorre quando as

(1.41)

curvas u = cte na superficie sao ortogonais as curvas v = cte, v pode ser

expresso diretamente, em termos de u, pela seguinte integral

B VP
v(u) = Cl/mdu. (1.42)

Obtemos esta integral usando que v' = le—z e que P e R sao fungoes de u so-

mente. A constante de integracao em (1.42) e a constante C; sdo determinadas
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de acordo com as condigoes do problema, impondo-se que (1.42) passe pelos

pontos dados.

2. Ainda supondo que ) = 0, mas agora assumindo que P e R sao fungoes que

dependem explicitamente s6 de v, obtemos, de acordo com (1.35) e (1.39), que

Rv”
e - VPR =0 (1.43)
v
dv

I __
e como v’ = 2%, segue que

VR
w(v) = C’l/—dv. (1.44)
P2 — C\*P
3. Iremos considerar agora um caso particular: a geodésica ligando dois pontos

na superficie de uma esfera. Descreveremos a posicao dos dois pontos na esfera

usando a colatitude v e a longitude u. Entao
T = @ Sen v cos u; 1Y = asen v sen u; Z = acosv, (1.45)

onde a é o raio da esfera e 0 < u <27, 0 <o <.
De (1.6), (1.7), (1.8) temos que P = a?sen?v, R = a® e = 0. Entao, como
@@ = 0e P e R sao fungoes que dependem explicitamente s6 de v, usamos
(1.44) para obter

dv cot v

u= 01/ dv = — arcsen ——=—=+ C5. (1.46)
Va2sentv — Cy%sen?v (a/Cy)?* =1

Fazendo uma manipulacao trigonométrica neste ultimo resultado obtemos

a(sen Cy) sen v cos u — a(cos Cy) sen v sen v — B — 0, (1.47)

(a/Cy)* =1
que é a equagao da geodésica definida implicitamente f(u,v) = 0.
Usando entao (1.45) vemos que as geodésicas da esfera estao no plano
z

xsenCy —ycosCy — —————= =0 (1.48)
(a/Ch)* 1
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que passa no centro da esfera. Assim, o resultado é familiar: o arco de menor
comprimento ligando dois pontos na superficie de uma esfera é a interseccao da
esfera com o plano contendo os pontos dados e o centro da esfera, o chamado

arco do grande circulo.

. Iremos agora obter a geodésica de uma superficie de revolucao qualquer. Para

isto, consideremos a superficie S
P+ 2% = [g(a)]” (1.49)

gerada pela rotagao da curva y = g(z) com g > 0 sobre o eixo z. Uma

parametrizacao conveniente para esta superficie é:
r=u, y=g(u)cosv, z=g(u)senv (1.50)

com (0 < v < 27; a < u < b, ou seja, estamos considerando esta parametrizacao
de um aberto U = {(u,v) € R*0 < v < 2m,a < u < b} em S. Percebemos
também que (1.50) satisfaz (1.49). De (1.6), (1.7), (1.8) e (1.49) temos que
P=1+[¢ ()]’ R = [gu)]’, Q = 0, e portanto, as funcdes P, Q, R dependem
s6 de u explicitamente. Aplicamos entao o resultado (1.42) que nos da:
o(u) = Cl/idu = 01/ 1 tlg () du  (L151)
VI = CER gy la(w)]* —C?

e temos agora uma expressao que nos permite encontrar as geodésicas de qual-

quer superficie gerada pela rotacao de uma curva em torno do eixo x.

No dltimo capitulo deste texto iremos apresentar algumas sugestoes de proje-
tos que podem ser trabalhados com os alunos. Nestes projetos iremos comple-
mentar o estudo das geodésicas através de visualizacoes e construgoes usando
o Mathematica.

A referéncia bésica para esta sec@o foi o texto de [15].
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1.8 O problema da braquistécrona

Nesta secao iremos apresentar de maneira bem detalhada o problema mais famoso do
calculo variacional. Apresentaremos também uma variagao do problema envolvendo
atrito, além de fazermos uso de recurso computacionais para o estudo do problema.
J& vimos anteriormente que o problema da Braquistocrona foi proposto por Johann
Bernoulli em 1696. Na secao 4, vimos que o problema consiste em: dados dois
pontos A e B em um plano vertical, encontrar a curva que uma particula M precisa
seguir para sair de A e chegar em B no menor tempo possivel. Supomos que a

particula esteja sujeita somente a acao da forca da gravidade.

1.8.1 O problema classico

Com os casos vistos na secao 1.6 temos condicoes de resolver este problema. Da

secao 1.4, sabemos que o integrando

Vi
f= NS (1.52)

da integral (1.13) é explicitamente independente da variavel independente z. Pode-

mos entao usar o resultado apresentado no item 2 da segao 1.6 que fornece

([ OF _
Y (a_y/) -/ =0Ch (1.53)

De (1.52) obtemos:

y”° V1+y?
_ o 1.54
V=) 1+y?) VI 51

Resolvendo (1.54) para y' = %, integrando ambos os lados da expressao resultante
e escrevendo (; como uma constante arbitraria C; = \/Lfa temos:
v = K —" (1.55)
v2a—(y — )
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Para resolver esta integral substituimos
50
Y — Yo = 2asen 5 (1.56)
e com isso (1.55) fica
0
r = 2a/sen2§ df = a(f — sen ) + xy, (1.57)

onde xy é a constante de integracgao.

Reescrevendo (1.56) e combinando com (1.57) temos
x=2x0+a(d —senb), y=1yo+ a(l —cosh) (1.58)

para as equacoes paramétricas da requerida curva que faz com que a particula desca
mais rapido.

Reconhecemos estas equagoes como sendo as de uma cicléide gerada pelo movimento
de um ponto fixo em uma circunferéncia de um circulo de raio a que rola no lado
positivo de uma dada linha y = .

Essa resolugao do problema da Braquistocrona mostrada acima foi feita utilizando a
teoria do calculo das variacoes. Mas, como ja sabemos, na época em que o problema
foi proposto muitas solugoes foram apresentadas. A mais importante foi a de James
Bernoulli (1654-1705) que deu origem a um novo ramo de pesquisa na matematica:
o calculo variacional. Mas, muitas dessas solugoes eram extremamente interessantes
e geniais, como ¢ o caso da proposta por Johann Bernoulli, que é uma mistura
de fisica e geometria. Apresentaremos agora, como curiosidade, um esquema dessa

solucao de Johann Bernoulli.

1. Desca a particula por onde descer, quando ela tiver descido uma altura h, sua
velocidade serd +/2gh (Lei da Queda Livre). Nao sabemos, neste momento,

qual é a direcao dessa velocidade.

2. Pelo Principio de Fermat, sabemos que a luz viaja de um ponto para outro

no menor tempo possivel.
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3. Sabemos também, pelo fen6meno da refragao, que a luz tem uma velocidade
diferente conforme o meio em que se propaga (veja figura 1.3). Se tivermos
dois meios distintos, nos quais a luz se propaga com velocidades vy, vs, a lei
de refragao nos da

sen i, Ssen g

= = cte = K. (1.59)
(%1 V2

1
(%1

2 Vs

Figura 1.3: Esquema para o fenomeno da refragao da luz.

4. Imaginemos um meio 6ptico formado por laminas [y, [, --,[, horizontais e
finas tais que a velocidade da luz em cada lamina é vy, vs,- -, v, conforme
mostra a figura 1.4 . Entao, um raio de luz que parte de A e chegue a B,

seguird uma trajetéria como a indicada na figura 1.4 , de modo que

sen i

2N K (1.60)
Uj

E esse caminho percorrido pelo raio de luz é o que fornece tempo minimo para

ir de A a B com as velocidades indicadas.

5. Neste problema, sabemos que a velocidade, depois da particula descer uma

altura h é \/2gh. Entao, o caminho que da o tempo minimo sera o caminho



30 CAPITULO 1. PROBLEMAS CLASSICOS

l3 PN M3

Iy P}N Ha
M Hn—1

L, f—_ B

Figura 1.4: Meio 6ptico e a trajetéria descrita por um raio de luz partindo de A e
chegando em B.

seguido por um raio de luz num meio tal que a velocidade da luz varie conti-
nuamente com a descida h e seja precisamente /2gh. Mas, sabemos que, para

este caminho, teremos

sen [

V2gh
sendo i o angulo que tal caminho faz com a vertical (veja figura 1.5).

A

K, (1.61)

B

Figura 1.5: Angulo que o caminho descrito pelo raio de luz faz com a vertical.

6. Assim, a curva que da o caminho de tempo minimo compativel com a veloci-
dade indicada em cada altura , v = y/2gh é a que satisfaz (1.61).

Vamos, agora, ver que a cicléide é a curva que satisfaz esta condigao. A
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equacao da cicléide é x = ra — rsena, y = rcosa — r. Logo,

d
ézr—rcosoz, %z—rsena. (1.62)
Por outro lado,
ta dr 1—cosa
npy=-—= = —tan—
a dy —sen « 2
e, portanto,
tan pu = —tan%. (1.63)
Assim,
a
=|—=]. 1.64
=15 (1.64)
Também,
Q
v = +/2¢r(1 — cosa) = 2,/gr sen 3 (1.65)
Assim, de fato,
sen § 1
np_ 2 = cte = K, (1.66)

v 2sen §./gr 2. /g7
onde K nao depende de a. Portanto, a cicldide tem a propriedade que pro-

curamos e assim, ela é a solu¢ao do problema da Braquistocrona, como ja

haviamos obtido na resolugao variacional do problema.

Acreditamos que é de suma importancia o professor apresentar aos alunos varias
formas de resolver um mesmo problema, mostrando maneiras alternativas e de que
formas um determinado problema era resolvido na época em que foi proposto. As-
sim, os alunos poderao perceber o porqué do desenvolvimento de novas teorias, novos
campos de pesquisa na matematica e quais as importancias desse desenvolvimento.
No caso deste problema da Braquistdcrona, € interessante questionar também a idéia
intuitiva que a maioria das pessoas tém: o caminho que minimiza o tempo de descida
de uma particula a um ponto dado, num plano inclinado é a linha reta. E realmente

surpreendente que a resposta do problema seja um arco de cicldide e nao uma reta
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como a intui¢ao sugere. Levando em conta este fato, é interessante calcular o tempo
de descida pela cicléide e pela reta, com a mesma velocidade, para validar a solugao
encontrada pelos métodos apresentados nesta segao. E isto que faremos agora.

Vamos tomar os pontos A = (0,0), B = (7,2), C' = (27, 1) num plano inclinado e
considerar g = 10m/s?. Iremos calcular o tempo que uma particula leva para ir de
A a B por uma reta e por um arco de cicléide. Em seguida, faremos o mesmo para
os pontos A e C'. Para calcular os tempos precisaremos calcular a integral (1.13),

que pode também ser escrita como

/ Vity” +y/2 (1.67)

Primeiro Caso: avaliar o tempo que uma particula leva para ir de A a B num plano
inclinado pela reta y = %x e pelo arco de cicléide z = 0 —senf, y = 1 — cosf. Para

a reta, a integral fica

V1t S
t= / ——dx = 1.17769, (1.68)
40x

e para o arco de cicldide

t = 0.993459. (1.69)

Segundo Caso: fazendo os mesmos calculos s6 que agora para os pontos A e C', para

a reta y = 5= e para o mesmo arco de cicldide obtemos para a reta

2 1+ 471'2
t_/ Vo~ 2.845% (1.70)
10ac

e para o arco de cicloide

t = 1.57859. (1.71)

Por (1.68), (1.69), (1.70) e (1.71) podemos perceber que, de fato, a descida é mais
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rapida pelo arco de cicléide confirmando assim nossas respostas encontradas anteri-

ormente. Para estes cdlculos consideramos g = 10m,/s%.

Figura 1.6: Os dois segmentos de reta e os dois arcos de cicléide considerados,
visualizados simultaneamente.

1.8.2 Braquistécrona com atrito

E interessante também, apresentar uma aplicagao pratica do problema estudado
e, neste caso da Braquistécrona apresentado anteriormente, nao estamos em uma
situacao cotidiana onde o atrito e a resisténcia do ar devem ser levados em conside-
racao. Vamos estudar entao, o que acontece se tivermos o atrito sendo considerado.
(Nao consideraremos o atrito cinético porque seu efeito no problema é muito pe-
queno.)

Vamos tomar a origem como sendo o ponto inicial e orientar o eixo y como sendo po-
sitivo para baixo. Queremos encontrar a “curva de descida mais rapida” comegando
em (0,0) e chegando a um ponto arbitrario (a,b). Na figura 1.7 temos um esquema

das forcas agindo na particula.

Para um ponto (z,y) na curva, os vetores tangentes e normais podem ser escritos

em termos do comprimento de arco s como

de,. dy
T=—14-] 1.72
dsl - ds‘] ( )
e
d d
N=-3 % (1.73)
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mg

Figura 1.7: Esquema das forcas agindo na particula.

As forcas de gravidade e de atrito sao dadas por

. dx
F,=mgj e Fur = —pu(F,N)T = —ungT (1.74)

onde p € o coeficiente de atrito.

Entao, as componentes na direcao de T sao

dy dx
F,T = mg-= e F., T = —pumg— Ta (1.75)
Escrevendo a Primeira Lei de Newton usando essas componentes temos
dv dy dx
=2 = — = 1.76
at ~ "as — HMas (1.76)
e fazendo a substitui(;éo ’UZ;) %d(df) em (1.76) e depois integrando com relagao
a s temos:
1
S0t = gly — ) ou v =/2g(y — pa) (L.77)

ds

e entao aplicando a regra da cadeia para v = ¢

e usando a formula do comprimento

de arco para % para resolver para 2 como funciao de z, podemos obter o tempo
dzx dt )

total

1.78
29@/ ) (1.78)

Escrevendo a equacao de Euler—Lagrange para (1.78) obtemos

1+ () A+ py) + 20y — pa)y” =0 (1.79)
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que através de duas substituigoes e uma integragao por fragoes parciais se reduz a

1+ _ ¢ )
(1+wy)  y—pe '

para alguma constante C' nao negativa.

Entdo, substituimos y' por cot(4) em (1.80) e obtemos uma solugdo paramétrica
para nossa curva. Denotando a parametrizacao da cicléide por z.(6) = p(f — sen )
e y.(0) = p(1 — cosf) a nova curva de descida mais rdapida para o problema da

Braquistécrona é dada por

2(0) = 2.(0) + pp(1 —cosO) e y(0) = y.(0) + pup(6 + sen ). (1.81)

Figura 1.8: Comparagdo entre a cicléide (curva 1) e a curva solucao da Bra-
quistécrona com atrito (curva 2).

As parametrizagoes em (1.81) e para a cicldide em (1.56) sdo vélidas para 0 < 0 < §;
onde p e ; precisam ser tais que a curva passe pelo ponto final (a, b).

A figura 1.8 mostra uma comparacao entre a cicléide e a nova curva que obtemos
no caso em que consideramos o atrito.

Para construirmos a figura 1.9 precisamos determinar p e f para que a curva termine
no ponto desejado. Para isto, impomos que z(,p) = 3 e y(0,p) = 0.3. Este é um
sistema nao-linear que nao é simples de ser resolvido diretamente. Uma forma efici-
ente de resolve-lo é fazer uma estimativa grafica da solucao via intersecao de curvas
de nivel. Estas curvas de nivel devem ser consideradas numa regiao [0y, 0f| X [po, py]

que nos permita visualizar a intersecao desejada e assim, obter uma estimativa inicial
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i S 2 3
“m--- (3.03)

Figura 1.9: Comparacao entre a cicléide sem atrito e a curva solucao da Bra-
quistécrona com coeficiente de atrito p = 0.1.

para 6 e p. Feita esta estimativa, usamos um método numérico (como, por exemplo,
o método de Newton, que é apresentado em [35] ) para refinar tal solugao. Desta
maneira, obtemos p e 6 desejados. Dai, usando (1.81) no funcional (1.78) obtemos o
tempo de descida pela curva solugao do problema com coeficiente de atrito = 0.1.
Este tempo é t = 0.7654, o que significa que a descida por essa curva é 20.3% mais
lenta que pela cicléide sem atrito, ja que o tempo de descida pela cicldide sem atrito
é de t = 0.63623. Se substituirmos x.(f) e y.(#) no funcional (1.78) obteriamos qual
seria o tempo de descida pela cicléide, ainda considerando = 0.1. Esse tempo é
0.77439, o que mostra que a descida pela cicléide com atrito é 21.7% mais lenta que
pela cicléide sem atrito. Essas comparacoes mostram que, de fato, ao levarmos em
consideracao o atrito, a cicléide deixa de ser a curva de descida mais rapida. Neste
caso, o mais rapido é descer pela curva (1.81).

Nesta figura 1.9 temos uma comparacao melhor entre a curva mais rapida deste pro-
blema com coeficiente de atrito g = 0.1 (curva 2) e a cicléide sem atrito (curva 1).
Note que a cicldide fica acima da nova curva solucao.

Embora este novo modelo leve em consideragao o atrito, ele ainda nao descreve
o problema de maneira fiel a realidade. Isto porque nao leva em consideracao o

atrito de Coulomb® [10]. Se considerarmos o atrito de Coulomb , e levarmos em

2 As forcas de atrito de Coulomb resultam da interacao entre corpos que estdo em contato. Tém
orientagoes opostas as forcas aplicadas na direcdo do possivel movimento. A expressdo para tais
forgas foi obtida por Coulomb como sendo F' = pN, onde p é o coeficiente de atrito e N é a forca
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Figura 1.10: ITlustragao mostrando curvas solugbes da Braquistécrona com diferen-
tes coeficientes de atrito. A curva que estd abaixo de todas ¢é a cicléide (u = 0)
(t = 0.855871), as que estao acima da cicléide representam as curvas mais rapidas
de descida considerando p = 0.04 (¢t = 0.912734), ;= 0.08 (¢t = 0.992069), = 0.1
(t = 1.04977), p = 0.12 (¢t = 1.13532), u = 0.16 (¢ = 1.80516), nesta ordem,
da cicléide para cima. Os valores de t entre parénteses correspondem ao tempo de
descida pela curva considerada.

consideragao que

dx
cos ¢ = I

teremos que a forca normal para este caso é

dg
N =mgcos ¢+ mv—.
dt

Também ¢ interessante notar que, neste caso com o atrito de Coulomb, quanto maior
o coeficiente de atrito, mais a curva de descida mais rapida se aproxima de uma reta.
Além disso, a ciclide fica sempre abaixo das curvas com atrito. E exatamente isto
que mostra a figura 1.10. Para a construcao dessa figura, fizemos um raciocinio
analogo ao feito na construcao da figura 1.9. Esta situagao com o atrito de Coulomb
é tratada de maneira detalhada em [2]. Exploraremos um pouco mais desta situacao
nos projetos apresentados no ultimo capitulo deste texto. Para os calculos dos

tempos apresentados nesta subsecdo utilizamos g = 32.174ft/s*> = 9.8m/s* para

podermos comparar com os resultados apresentados em [23].

de interagao entre os corpos, que é normal ao plano definido pelo contato dos mesmos.
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Essa abordagem do problema da Braquistécrona e suas variagoes utilizando ferra-
mentas computacionais € interessante porque possibilita que os alunos verifiquem
suas intuicoes matematicas e passem a explorar questoes sobre as quais nunca ha-
viam pensado anteriormente. Se houver tempo durante as aulas, o professor pode
fazer alguns ensaios com seus alunos utilizando esferas de metal e cicléides de pa-
pelao para que o problema possa ser concretizado e os alunos possam visualizar
melhor a situacao com a qual estao trabalhando. Alguns exemplos destas ativida-
des podem ser encontrados em [21]. A cicléide é uma curva muito especial, nao
¢ somente braquistécrona. Tem outras propriedades muito interessantes. Vejamos

algumas delas:

1. A area por baixo da cicléide é exatamente trés vezes a area do circulo que lhe

da origem,;

2. O comprimento da cicléide é 4 vezes o do diametro do circulo que lhe da

origem;

3. A cicléide é tautocrona, isto é, é a curva de tempos iguais.
Essa propriedade, descoberta por Huygens explica que se conseguirmos cons-
truir um péndulo tal que o peso descreva um arco de cicléide, entao nao im-
porta que a amplitude seja maior ou menor. O seu periodo serda sempre o
mesmo. Assim, se construirmos um relégio de péndulo com esta caracteristica,
mesmo que a amplitude variar, o péndulo continuara marcando o tempo cor-

retamente.

Em [21], encontramos diversas atividades que podem ser feitas pelo professor com
seus alunos a fim de facilitar a visualizagao dessas propriedades da cicléide. Traba-
lharemos um pouco mais com essas propriedades da cicldide nos projetos do ultimo
capitulo deste texto.

Nossas referéncias para esta secao foram os textos de [21], [23], [2] e [45].
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1.9 Superficie de revolucao de area minima

O objetivo desta secao é dar uma visao geral do problema da superficie de revolucao
de adrea minima.

Ja vimos na secao 3 que o problema da superficie de revolucao de area minima con-
siste em: dados dois pontos (z1,y1), (22, y2) buscamos passar de um para o outro
ao longo de um arco y = y(z), cuja rotagao sobre o eixo x gera uma superficie de
revolucao cuja area incluida em x; < x < x5 seja minima.

Assumimos que y; > 0, y2 > 0 e que y(z) > 0 para todo 1 < x < x9. Minimizare-

2
I= 27r/ y\/1+y?de (1.82)
z1

que é a drea da superficie de revolucao através da escolha apropriada de y = y(x)

mos entao a integral

para o qual y; = y(x1) e yo = y(z2).
O integrando de (1.82) é explicitamente independente de x e entdo podemos usar os
resultados da secao 6 para obter a integral primeira da equacao de Euler-Lagrange.

Com (1.82) a equagao (1.35) fica

12
\/lei— = — Yy 1+ y? = (1.83)
Y

e dai obtemos diretamente que

1 1Y
=—C, | ——=dy = —Cicosh™ ' = +C. 1.84
! 1/ V2 = O Y 1o C e (184)
ou ainda, se escrevermos C7 = —b, Cy = a e b positivo, (1.84) fica
y:bcoshx;a. (1.85)

A equag@o (1.85) representa uma curva chamada catendria e a correspondente
superficie de revolucao sobre o eixo x é chamada catendide de revolucgao. Preci-

samos ajustar as constantes arbitrérias a e b para que a catendria passe por (z1,1),



40 CAPITULO 1. PROBLEMAS CLASSICOS

(x2,y2). Vamos ver agora quando isto é possivel.
Escolhemos uma familia de catendrias na qual cada membro passe pelo ponto (1, y1).
Entao, cada membro da familia é dado por

1 —a

y1 = bcosh T (1.86)

O problema ¢ entao decidir, se existir, qual dessas catenarias passa pelo segundo

ponto (x2,ys). Na figura 1.11 sdo mostradas varias catenérias passando por (z1,y;).

Figura 1.11: Ilustracao extraida de [15, p. 31] mostrando catendrias passando por
(z1,21).

Tomando esta figura como base faremos algumas afirmacoes sem provar:

1. cada membro da familia definido por (1.85) e (1.86) é tangente a curva trace-

jada OF, a envoltéria da familia;

2. nenhum membro da familia passa por um ponto B que é separado de (z1,y;)

pela envoltoria;

3. um, e somente um, membro passa por um dado ponto F' na envoltoria do qual

¢é ponto de tangéncia;

4. através de qualquer ponto G nao separado de (z1,y;) pela envoltéria passam

dois membros da familia.
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Com essa discussao, percebemos que a catendria nem sempre € solucao do problema.
Se, por exemplo, o ponto (xg,ys) estd em B, nenhum membro de (1.85) passard por
ele e concluimos que a superficie de revolugao de area minima nao é gerada por
nenhuma curva da forma y = y(z), onde y(z) é duas vezes diferenciavel. Pode-se
mostrar que, neste caso, a area minima € gerada por linhas quebradas cujos trés
segmentos sao dados porz =21 (0<y<y)y=0 (11 <z<a9)ex =19 (0<
y < ys). Essa solugao é chamada solugao descontinua de Goldschmidt. Em [//]
é feito um estudo bem detalhado a respeito da existéncia ou nao da catenaria como
solucao deste problema. Aqui, ndao estudamos este problema com tantos detalhes
porque a teoria que temos até este ponto é ainda bastante limitada para isto.

Para esta segdo tomamos como referéncia principal a apresentacao de [15].

No capitulo seguinte estudaremos uma outra situagao do calculo variacional: os

problemas isoperimétricos.
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Capitulo 2

Problemas Isoperimétricos

2.1 Introducao

Conforme ja citamos no capitulo 1,um dos problemas de otimizagao mais antigo de
que se tem noticia é o Problema de Dido (850 a.C.). Este problema pertence a
classe dos chamados Problemas Isoperimétricos. Os problemas isoperimétricos
sao aqueles nos quais queremos minimizar ou maximizar uma integral impondo al-
guma restricao, como por exemplo que uma outra integral se mantenha constante.
Isto ficard mais claro nas proximas sec¢oes deste capitulo.

Os problemas isoperimétricos comecaram a ser estudados ja ha muito tempo. Na
inacabada obra de Descartes (1596-1650), Regulae ad Directionen Ingenii, encon-
tramos passos iniciais no estudo desse tipo de problema. E nesta obra que Descartes
comeca a pensar numa maneira de mostrar que o perimetro de um circulo é maior
que o de qualquer outra figura de mesma area, que é o dual de um dos proble-
mas isoperimétricos classicos. Mas Descartes nao chegou a mostrar o que desejava.
Para ele, bastava provar o fato para algumas figuras particulares e dai concluir, por
indugao que o mesmo vale para todas as demais figuras. E o chamado Pensamento
Indutivo. Mas, sabemos que nao podemos concluir nada apenas estudando algu-
mas figuras particulares. E preciso que seja feita uma demonstracao geral do fato.

Duzentos anos depois da morte de Descartes, o fisico Lord Rayleigh (1842-1919)

43
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investigou os tons das membranas. Os tambores sao normalmente de forma circu-
lar, mas podem ser construidos com qualquer forma. Lord Rayleigh comparou os
tons principais de membranas de diferentes formas, porém de igual area e sujeitas
as mesmas condigoes fisicas. De todas as membranas estudadas, a circular é a que
possui tom principal mais forte. Note que se trata de um problema isoperimétrico,
porque queremos obter um tom principal mais forte impondo que as membranas
tenham todas a mesma area.

Estes sao alguns exemplos que ilustram a importancia desses problemas, que téem
merecido atencao dos matematicos ha muito tempo. Atualmente, existem ferramen-
tas mais avancadas que permitem estuda-los com maior rigor e precisao. Veremos, a
partir da proxima segao, que o calculo variacional é uma dessas ferramentas que au-
xiliam no estudo dos problemas isoperimétricos. Este texto introdutério foi escrito

tendo como referéncias [33] e [11].

2.2 Problemas isoperimétricos simples

O chamado problema isoperimétrico simples consiste na determinacao dos ex-

tremos do funcional
= [ fewy)is (2.1)
1
no dominio das fungoes y = y(z) € C'[x1, 7o) satisfazendo as condigoes
ol = [ gtegyydo =1 (22

yx) =y e ylza) =1y (2.3)

onde [ é um numero dado.

Assumimos que as funcoes f e g s@o continuamente diferencidveis até a segunda
. . - , . ,

ordem, inclusive, em relacao a x,y,y’ para x; < x < x5 e quaisquer y, 1’ .

Denotamos por y(x) a func¢do extremal e introduzimos uma familia Y (z) de “fungoes

comparagao”. Porém, aqui nao podemos expressar Y (z) como sendo simplesmente
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uma familia de um parametro, porque qualquer mudanca no valor desse parametro
alteraria o valor de J, que deve ser mantido constante, de acordo com (2.2). Assim,

introduzimos uma familia com dois parametros
Y(x) =y(x) + emi(x) + eama(x) (2.4)

onde 71 (x) e no(z) sao fungoes diferencidveis arbitréarias tais que

(1) = m(r2) = 0 = ma(r1) = Ma(2). (2.5)

A condigao (2.5) assegura que Y (z1) = y(x1) = 1 e Y(22) = y(z2) = y2, como
desejamos, para todos os valores dos parametros €; e €;.

Trocando y(z) por Y (x) em (2.1) e (2.2) obtemos

I(e1,6) = /J»‘z f(z, YY" dx (2.6)

J(€e1,€6) = /m g(z, YY) d. (2.7)

1

E claro que €; e €5 nao sao independentes, ja que J é mantido constante. Entao, de

(2.7), segue que hé uma relacao funcional entre €; e €5 dada por
J(€1,€2) = cte. (2.8)

Sendo y(x) a atual fungao extremal temos, devido a (2.4), que (2.6) é um extremo
com respeito aos valores de €;, €2 que satisfaz (2.8) quando €; = €; = 0, para uma
escolha arbitraria, consistente com (2.5), das fungoes 7, e ns.

O procedimento feito acima reduz nosso problema isoperimétrico simples ao ja co-
nhecido problema de encontrar as condi¢oes para as quais a fungao I(e;, €3) possui
um extremo sobre a restrigdo (2.8). Para resolver esse problema usamos o Método
dos Multiplicadores de Lagrange que é adaptado ao caso dos funcionais pelo

teorema seguinte.
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Teorema 2 - Teorema de Euler Qualquer ponto critico y = y(zx) de

Iy] =/ Qf(x,y,y’)dl’

no dominio das fungoes sujeitas as condig¢oes
2
/
o= [ oepf)de =1, yle) = e o) =
x1
e que nao for ponto critico do funcional Jy| serd, ao se escolher convenientemente

o nimero \ (multiplicador de Lagrange), um ponto critico para

]*:/ [y y)de, yla) =y, ylz) =y
e onde f* = f+ Ag.

Assim, para resolver o problema isoperimétrico simples introduzimos a funcao de
€1, €2

I" = I(e1,€2) + A (€1, €3) = / [ (x, Y, Y") dx (2.9)
z1

onde, de acordo com (2.1) e (2.2),
f =f+Ag. (2.10)

A constante A é chamada multiplicador de Lagrange. Seu valor é determinado
de acordo com com as condigoes de cada problema ao qual o método é aplicado.
Segundo o Teorema de Euler e os resultados acima, quando ¢; = ¢ = 0, devemos

ter
or-  or
661 N 862 N

0. (2.11)

De (2.9) e (2.4) segue que

or / Of oY of vy
86]‘ N z1 6Y an 8Y’ 86]‘ N

B T2 af* af* , L
—/ml {aynj%—wn]}dx j=1,2. (2.12)
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Sabemos que quando €; = €2 = 0 podemos trocar (Y,Y”) por (y,y’) e temos entdo

oI w29 fr af* | .
_ Lo 19 2.1
€, /m { ay * oy } o 7=1 (2.13)

devido a (2.11). Integrando por partes o segundo termo do integrando de (2.13) e

que

usando (2.5) obtemos

Devido ao lema 1 do capitulo 1, temos que estas relagoes de (2.14) se resumem a

of d [0f\
Oy dax (8@/’) -0 (219)

que é a equacao de Euler-Lagrange, a ser satisfeita pela funcao y(z), que fornece um

equacao diferencial

extremo para (2.1) sob a condi¢ao de (2.2) ser mantido com um valor fixo.

A solugao da equagao (2.15) é uma funcdo que envolve trés quantidades indetermi-
nadas, duas constantes de integracao e o multiplicador de Lagrange A. Se a solucao
de um dado problema isoperimétrico do tipo discutido acima existe, essas quanti-
dades podem ser determinadas usando as condigoes y(z1) = y1 , y(z2) = y2 € o fato
que a integral J de (2.2) é um valor constante. Para esta parte tedrica nossas re-
feréncias basicas sao [27] e [15]. Resolveremos agora um dos mais famosos problemas

isoperimétricos simples, o problema de Dido.

2.2.1 O problema de Dido

J& falamos um pouco sobre o Problema de Dido anteriormente. Vamos agora re-
solvé-lo lembrando que o problema é o seguinte: Determinar a curva fechada de
comprimento 2/ que delimita a regiao plana de drea maxima.

E claro que a curva que estamos procurando deve ser convexa, j que, caso contrario,
poderia-se aumentar a area da regiao delimitada sem modificar o perimetro fazendo

a substituicao de qualquer arco concavo BC'D pelo seu simétrico em relacao a uma
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secante (veja figura 2.1). Assim, é conveniente abordar primeiro o problema de en-
contrar a linha y = y(x), y(—a) = y(a) = 0 de comprimento I, [ > 2a, que delimita

junto com o segmento —a < x < a a regiao de area maxima.

Figura 2.1: ITlustragao mostrando que a curva solucao do problema deve ser convexa.

Assim, temos que encontrar o maximo de

Ily(x)] = / ") de (2.16)

no dominio das fungbes para as quais y(—a) = y(a) = 0,

Jy(z)] = /_a \V1+y?de =1 (I > 2a). (2.17)

Consideramos entdo a fungio f* = f + Ag = y(z) + A/ 1 + y'* e o funcional

I = () do = / ' [y(x)ﬂm] dz. (2.18)

—a

Escrevemos entao sua equagao de Euler-Lagrange

of* d (8f*) d Ay Ay
_f e (Y V1M i (219
dy  dx \ 0y dz \ \/1+y? V1+y? ' (2.19)

de onde vem que

Z—y ___ztG (2.20)
TR @)

e integrando temos

(z+C)* + (y + Cy)* = N2 (2.21)
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Logo, a curva procurada é um arco de circunferéncia de centro (—C7, —C3) e raio A.
Vamos entao determinar essas constantes usando as condigoes de fronteira y(—a) =

y(a) =0 e a restrigao J[y(x)] = [. Assim, de

Cy2 =\ — (Cy —a)’ (2.22)

Cy2 =X —(Cy +a)’ (2.23)

vem que C; =0, Cy = VA2 — a? e entao

Y=V — 12—\ - @2 (2.24)

Yy = ——. (2.25)
A condigao J[y(z)] =1 leva a

“ A l
[ = — 2 dr = 2)arcsen - & — = sen —. (2.26)

Ca VA2 — 22 A A 2A

A raiz A = )\ da equacio (2.26) é o valor procurado de A. Entdo, Cy = v/ \* — a2.

¢ — sen & (mediante a

Precisamos agora ver se Ao existe. De fato, tendo reduzido )

substituicao % =t) aformasent = 2l—“t, bastard observar que, em virtude de Ql—“ <1,
o grafico de y = sent e areta y = Zl—at se cortarao num ponto distinto da origem, ou
seja, Ay existe.

Dai, concluimos facilmente que a solucao do problema inicial é o arco de circun-
feréncia com extremidades (—a,0) e (a,0), centro (0,1/A* — a?) e raio A\g. De-
pendendo do comprimento [ da curva, a solugao para o problema serd um arco de
circunferéncia menor ou um arco de circunferéncia maior. B exatamente isto que
mostra a figura 2.2. Se as extremidades forem livres, a curva solugao serd um semi-
circulo. E nessa situagao que o problema de Dido ¢é retratado na Eneida de Virgilio

[13, p.48].
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0.5

Figura 2.2: Ilustracao mostrando que, dependendo do comprimento da curva, a
solugao do problema pode ser um arco de circunferéncia maior ou menor.

O problema de Dido esta relacionado a um fenémeno que podemos observar facil-
mente. Se no interior de uma pelicula de dgua e sabao flutuar um fio preso pelas
suas extremidades a e b (figura 2.3), entao este adquirird, ao atingir sua posigao de
equilibrio estavel, a forma de um arco de circunferéncia. Isto ocorre, segundo [25],
porque na posicao de equilibrio a energia potencial tem que ser minima. Mas a e-
nergia potencial da superficie liquida é diretamente proporcional a sua area. Assim,
no estado de equilibrio estavel, a area da pelicula liquida se torna a menor possivel
e, portanto, a area sem liquido se torna a maior possivel, adquirindo entao a forma
de semi-circulo (ver figura 2.4). Em [25] sdo abordados vérios problemas envolvendo

peliculas de sabao.

7N\

a b
Figura 2.3: Ilustracao mostrando um fio, preso por suas extremidades, flutuando no
interior de uma pelicula de sabao.

Devemos destacar também que, para os problemas isoperimétricos, vale a chamada
Lei da Reciprocidade que diz os pontos criticos de (2.1) no dominio das fungoes

sujeitas a condigao (2.2) coincidem com os pontos criticos de J[y(z)] no dominio das
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7\

a b
Figura 2.4: Ao atingir o equilibrio, o fio procura tornar a area liquida da pelicula a
menor possivel formando uma semi-circunferéncia.

fungoes para as quais I[y(z)] = cte.

Pela Lei da Reciprocidade, decorre da solucao do problema de Dido, que de todos
os contornos delimitando uma regiao de area dada, o de menor comprimento sera
circular.

Esta abordagem do problema de Dido foi feita com base na referéncia [27]. A seguir
apresentaremos um pouco mais de resultados tedricos para que possamos resolver

outro exemplo de problema isoperimétrico simples.

2.2.2 Funcionais em forma paramétrica

Se 0 dominio de um funcional compreender curvas que nao podem ser dadas como

y = y(x), serd necesséario recorrer a representacao paramétrica destas, a saber
r = p(t) y = (t) para ty<t<t (2.27)
com ¢(t) e 1(t) continuamente diferencidveis e satisfazendo a condigao
do\? a2
— — 0. 2.28
(dt) i (dt 7 (2.28)

Nestas condigoes, um funcional de aspecto

t1
L= [ ftayagit= [ ft.oy.aq i (2:29)
c to
onde = = fl—f, Y= %, nao dependera da parametrizagao adotada se, e somente se, o

integrando f nao depender explicitamente de ¢ e for homogéneo de grau 1 em z, 7,
isto é, se

f<t7‘/L‘7 y7 ki? kQ) - kf(tJ I‘? y? ‘/’t‘? y)? k > 0' (2'3(:))
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Se uma curva C, parametrizada por (2.27) for um extremal do funcional (2.29) na
classe das fungoes suaves ligando dois pontos (zg,yo) € (z1,y1), entdo p(t) e ¥(t)
obedecerao as equacoes de Euler-Lagrange

af d (9f\ of d (of\
a—x—a(%)—o ° a—y‘a(a—ﬁ‘“ (231)

A fim de resolvé-las, deve-se caracterizar a parametrizacao adotada impondo um
vinculo a 4 e 3. Por exemplo, se impusermos @2 + y? = 1, significa que estamos
usando como parametro o comprimento de arco.

Como um recurso adicional, é interessante também apresentarmos a Equacgao de

Euler-Lagrange na forma de Weierstrass, que é

1 fzy_fy;t

—= = (2.32)
T fi(d? 4_92)3/2
onde r ¢é o raio de curvatura da solucao e f; a funcao
o=l J T (2.33)
) T -2y

Para o desenvolvimento desta se¢ao tomamos como referéncias bésicas os textos de
[27] e [45].
A seguir, usando esta teoria de funcionais na forma paramétrica, resolveremos o

Problema de Kelvin.

2.2.3 O problema de Kelvin

Admitindo que sobre o plano zy se distribui uma massa de densidade continua
wu(z,y) e dada uma curva suave por partes C' com extremidades Pj, P, encontrar a
curva de comprimento fixo [ que une P; a P5 e delimita, junto com C, a regiao D
de maior massa possivel.

Definindo-se a funcao

Viz,y) = /u(% y) dz, (2.34)
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usamos a formula de Green para escrever a massa como

//Dﬂ(a:,y)dmdyz//Dg—‘;dxdy:/rvagy (2.35)

onde I' é o contorno constituido por uma curva L de extremidades P; e P, e pela
curva dada C'. Denotaremos por K o valor conhecido da integral curvilinea calculada

ao longo de C e adimitiremos que L esteja na forma paramétrica
x = z(t) y =y(t) para to <t <t. (2.36)
Podemos escrever entao

//Dﬂ(x, y) dxdy = /t:l V(x,y)ydt + k. (2.37)

Assim, reduzimos nosso problema a determinar o maximo do funcional

I, = / Vet (2.38)

to

no dominio das curvas sujeitas a restricao
t1
/ V2 +grdt =1. (2.39)
to

Consideremos entao a funcao F' = Vy + A\\/4? + 2 e escrevemos sua equagao de

Euler-Lagrange na forma de Weierstrass. Para isso calculamos F,,; = ‘?9—‘;, vi = 0,
Fip = W e F1 = W e dai, a equacao de Euler-Lagrange na forma de
Weierstrass fica
1 10V
-=——. 2.40
r  AOx ( )
Se levarmos em conta a definigao de V(x,y), esta equagao tem a forma
1 plz,y)
- = 2.41
r )\ ) ( )

onde 7 é o raio de curvatura do arco que maximiza o funcional (2.38).
No caso particular em que p(z,y) = cte, a curvatura serd constante, isto é, qualquer
arco que maximize (2.38) serd um arco de circunferéncia.

Para a resolugao deste problema tomamos como base a apresentacao feita por [27].
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2.3 Problemas isoperimétricos: caso geral

No caso mais geral, o problema isoperimétrico consiste em encontrar o extremo de

um funcional

Z1
Y1, 92, -+, Yn] = / F@ Y92, Yns Y- Y,) da (2.42)
zo

no dominio das fungoes sujeitas as condigoes
ye(10) = Y ye(r1) = yp, k=1,2,...,n (2.43)

T1
/ 9Ty, Y2, o Yns Yy - Y d =1 i=1,2,...,m, (2.44)

zo

onde [; sao numeros dados.

Seguindo a idéia que usamos no caso do problema isoperimétrico simples, iremos
introduzir uma familia de “fun¢ées comparagao”Y (x) com m+1 parametros e aplicar
o método dos multiplicadores de Lagrange. Concluiremos dai que a fungao y(z) que

fornece um extremo para (2.42) precisa satisfazer o sistema de equagoes de Euler-

Lagrange
g]ytk—%(g;g)zo k=1,....n (2.45)
onde -
ff=r+ Z Aigi (2.46)
i=1
e as constantes Ai, A9, ..., A, sao multiplicadores indeterminados cujos valores sao

encontrados de acordo com as condigoes dadas em cada problema.

2.3.1 Uma outra abordagem para o problema das geodésicas

Sabemos que a distancia entre dois pontos dados no espaco, medida ao longo de um

arco suave x = x(t), y = y(t), z = z(t) ligando esses pontos, é dada pela integral

to
= / 2 4 y? + 22 dt, (2.47)
t1
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onde t1, t5 sao os valores de t que correspondem aos pontos dados. Se queremos que

o arco da menor distancia entre esses pontos esteja na superficie
G(z,y,2) =0, (2.48)

entdo analisamos as fungoes que fornecem um extremo para a integral (2.47) com
respeito as fungoes continuamente diferenciaveis x, y, z que satisfazem (2.48) e que
sao determinadas em t = t; e t = ta.

Definimos entao a fungao

[r=Vi2+ 9+ 2+ pt)G(z, y, 2). (2.49)

Assim, para (2.49) o sistema de equagoes de Fuler-Lagrange fica:

oG d (& oG d [y oG d [z
T2 (Z) =0 2 (Y) =0 T2 (Z) =0 (250
For dt(f) My dt(f) M dt(f) (2.50)
onde, para simplificar, estamos denotando f = /12 + % + 22 = %.
Isolando a funcdo p(t) em (2.50) temos o seguinte par de equagoes
&%) &%) £

oG~ oG aG
or dy 0z

(2.51)

que, juntamente com a equagao da superficie dada (2.48), determina as equagoes da
geodésica.
Vamos aplicar (2.51) ao problema da geodésica em uma esfera, ja resolvido no pri-

meiro capitulo utilizando outros meios. Escrevemos entao

P4yt —a*=0 (2.52)

9G _ 9, 9G _

para (2.48) (a é o raio da esfera). Temos entao 5= e =2y, 9¢ = 22 e assim,

as equagoes (2.51) ficam

fe—af _fy—9f _ fi—if

202 2uyf2  2zf? (2:53)
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Igualando os dois primeiros membros de (2.53) juntamente com os dois tultimos

temos o seguinte par de equacoes

yizoy f_ZTye (2.54)
yr —zxy f 2y —yz

ou, ignorando o membro central,

Lyi —zy)  L(zy—y2)

. — = . — (2.55)
yr —xy Y — Yz
E dai integrando obtemos
O .
rrGE _ Y (2.56)
r+Ciz y
Uma segunda integracao nos da
T — ng + C’lz =0 (257)

que é a equacao de um plano passando pelo centro da esfera, cuja interseccao com
a esfera é o arco do grande circulo que ja obtivemos como geodésica da esfera no
capitulo 1.

Para esta segdo também tomamos como referéncias basicas os textos de [27] e [15].

Para essa abordagem das geodésicas a referéncia utilizada foi [27].



Capitulo 3

Condicoes Necessarias para
Extremos

3.1 Introducao

Até agora a unica condicao que temos para estudar extremos de funcionais é a
Equagao de Euler-Lagrange, que como ja vimos, é uma condi¢ao necessaria para a
ocorréncia de extremos. Neste capitulo apresentaremos outras condigoes necessérias
e daremos exemplos de como trabalhar com essas condigoes.

Estudaremos as condicoes necessarias de Weierstrass, de Legendre, de Jacobi e
a condigao da diferenciabilidade de Hilbert. Além disso definiremos pontos
conjugados e a equacgao de Jacobi.

A teoria apresentada neste capitulo serd fundamental para o estudo das condigoes

suficientes para a ocorréncia de extremos de funcionais, que seré feito no capitulo 4.

3.2 Algumas consideracoes preliminares

Antes de enunciarmos e demonstrarmos as condi¢oes necessarias daremos algumas
defini¢oes que serao utilizadas durante o capitulo.

Primeiramente, definiremos a classe dos arcos admissiveis da forma

y=yx) r1 <x <19 (3.1)

27



58 CAPITULO 3. CONDICOES NECESSARIAS PARA EXTREMOS

para os quais a integral

€2

I= / f(z,y,y) dx (3.2)

1
tem um valor bem definido. Dai entao, nosso problema se converterda em encontrar,
dentre todos os arcos admissiveis unindo os pontos (x1,y(x1)) e (x2,y(x2)), aquele
que minimiza a integral (3.2). Para definirmos esta classe dos arcos admissiveis,
assumimos que existe uma regiao R formada pelos conjuntos de valores (z,y,%/)
para os quais o integrando de (3.2) é continuo e tem derivada continua de todas as
ordens. Estes conjuntos de (x,y,%’) no interior de R sdo chamados de conjuntos
admissiveis. Um arco (3.1) é chamado de arco admissivel se ele e continuo e
tem uma curva tangente continua exceto, possivelmente, em um ndmero finito de
“bicos”, e se 0 o conjunto de valores (x,y(x),y' (x)) sdo todos admissiveis de acordo
com a definicao dada acima. Para um arco admissivel, o intervalo z; < z < x5 pode
sempre ser subdividido em um numero finito de intervalos nos quais, em cada um,
y(x) é continua e tem derivada continua. Em um ponto x onde a curva tem um
“bico”a derivada y/(x) tem dois valores denotados por y/'(x — 0) e y/'(z + 0)
Sabemos que se y(x) fornece um extremo para (3.2) entdo, a equagao de Euler-

Lagrange ¢ satisfeita. Consequentemente temos que

fy’:/zfydx"'c (3.3)

onde ¢ é uma constante.
Um extremal é, por definicdo, um arco admissivel com derivadas primeira e se-
gunda continuas satisfazendo a equacao de Euler-Lagrange e (3.3). Ao longo de um

extremal a equacao de Euler-Lagrange pode ser escrita na forma

d / "
%fy’_fy:fy’x+fy’yy +fy’y’y _fy:O (34)

que é uma equacao diferencial de segunda ordem.
A partir deste momento passaremos a usar a notagao E, que indica um arco F

ligando os pontos a e b. Se um arco F34 varia tal que seus pontos finais descrevem
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simultaneamente duas curvas C' e D veja figura (3.1), entdo a diferencial do valor

da integral I ao longo deste arco é

dI(Es4) = f(z,y,p)dx + (dy — pdz) f,(z,y,p)|3 (3.5)

em cada posi¢ao na qual o arco é um extremal (p é a inclinagao de Ejsy).

6

Figura 3.1: Tlustracao do arco FEj34 cuja variacao faz com que seus pontos finais
descrevam as curvas C e D.

Para uma demonstracao desse fato veja [3]. Este resultado vale também em cada
posigao onde as equagoes de Euler-Lagrange e (3.3) s@o satisfeitas. As diferenciais
dx, dy em (3.5) sao aquelas das curvas C' e D nos pontos 3 e 4 da figura acima e
os valores inseridos por p na diferenca indicada sao as inclinacoes de Fs34 nesses dois
pontos. Definiremos agora minimo forte e minimo fraco para um funcional. Uma
curva y = y(x) ¢ um minimo forte para o funcional [y] se existe algum § > 0 tal
que I[y] < I[z] para todas as curvas z = z(z) tais que |z(t) — y(t)| <9, t; <t < t,.
Uma curva y = y(x) é um minimo fraco para o funcional I[y| se existem § > 0 e
o > 0 tal que I[y] < I[z] para todas as curvas z = z(z) tais que |z(t) — y(t)| < 4,
th <t <tye|Z(t)—yt)] <o, t1 <t <ty Uma definigdo andloga vale para
maximos.

Estamos assim em condigoes de enunciar e demonstrar as condigoes necessarias de
Weierstrass e de Legendre. E o que faremos na préxima secio.

Para o desenvolvimento desta secao tomamos como base os textos apresentados em

3], [ e [8]:
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3.3 Condicoes de Weierstrass e de Legendre

Antes de enunciar a condigao de Weierstrass precisamos definir a fungao excesso

de Weierstrass. Esta funcao é dada por

E(jj’y,yl,yl) = f(xayvyl) - f(xayvy/) - (Y, - y,)fy’($7y7y/)v (36)

onde Y é uma fungao qualquer Y (x) diferencidvel. Note que E(z,y,y’,Y’) é a fungao
f(z,y,Y") menos os dois primeiros termos da expansao de f(z,y,Y”), pela Férmula

de Taylor, em poténcias de (Y’ — ¢/).

Teorema 3 - Condigao Necessaria de Weierstrass Em todo elemento (z,y,y')

do arco minimizador de (3.2), F19 :=y = y(x), a condi¢do
E(z,y,y,Y') >0 (3.7)
precisa ser satisfeita para todo conjunto admissivel (x,y,Y") diferente de (z,y,y').

Demonstracao:
Escolha um ponto 3 arbitrario no arco minimizador F5 e um segundo ponto 4 nesse
arco, tao préximo de 3 tal que ndo haja nenhum “bico”de F15 entre eles (veja figura

3.2).

1

Figura 3.2: Ilustragao geométrica da idéia usada na demonstracao.

Pelo ponto 3 passamos uma curva arbitraria C', de equagao y = Y (x). O ponto 4

pode ser unido a um ponto moével 5 em C por uma familia a um-parametro de arcos
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FEs4 contendo o arco E3; como um membro quando o ponto 5 estd na posicao do
ponto 3. Essa familia pode ser facilmente construida. Considere, por exemplo,

Y(a) —y(a)

Ty —Q

y(z,a) = y(x) + (24 — ). (3.8)

Para x = x4 todos esses arcos passam pelo ponto 4, e para x = a eles interceptam a
curva C. Para a = x3, a familia contém o arco extremal F34, ja que na intersecgao
do ponto 3 de F34 e C temos Y (x3) — y(z3) = 0 e a equagao da familia se reduz a
equagao y = y(x) do arco Es34. Se a integral I(FE2) é um minimo entao é claro que,

como o ponto H se move ao longo de C para o ponto 3, a integral
x5
I(Cys + Esy) = / J@,Y,Y') da + 1(Esy) (3.9)
x3

nao pode ter valor menor que o inicial I(Fs4), que ocorre quando 5 estd no ponto
3. Evidentemente, no ponto 3, a diferencial dessa integral com respeito a x5 precisa
ser nao negativa.

A diferencial de I(Fs4) em (3.9) na posigao Es34 é dada por (3.5) quando a curva D
da féormula é trocada pelo ponto fixo 4, no qual dxy = dy, = 0.

Como a derivada da primeira integral da expressao (3.9) com respeito ao seu limite
superior ¢ o valor de seu integrando nesse limite, segue que quando 5 esta em 3,

temos para a diferencial de I(C35 + Ej54) 0 seguinte valor no ponto 3:

f(xa Y7 Y/)dl' - f(xa Y, y/)dx - (dy - y,dx)fy/(l', Y, y/) (31())

As diferenciais nesta expressao pertencem ao arco C' e satisfazem a equacao dy =
Y'dx e no ponto 3, a ordenada de C' e F sao iguais e, portanto, a diferencial de (3.9)
¢ dada por

[fl, 9, Y") = flx,y.y) = (V' = y) fy (2,9, 9))dx (3.11)

no ponto 3. Como esta diferencial precisa ser positiva ou zero para um ponto 3 ar-

bitrério e o arco C' passa por ele, isto é, para todo (z,y,y’) em Ej5 e todo elemento
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admissivel (x,y,Y”), temos demonstrada a condigao necessaria de Weierstrass. [

Observagao: Para um elemento (z,y,y'(x —0)) em um “bico”do arco minimizador
a prova feita acima nao se aplica, pois dai, sempre havera um “bico” entre o elemento
e o ponto 4 a ser escolhido em Ej;. Mas, de acordo com [3], pode-se modificar a
prova para dai fazer uso de um ponto 4 precedendo o “bico”e conseguir o resultado

desejado para o elemento em questao.

Corolario 3.1 - Condicao Necessaria de Legendre Em todo elemento (z,y,y')

para um arco minimizador By ==y = y(x) a condi¢ao

fyy(@,y,y") =20 (3.12)

precisa ser satisfeita.
Demonstracao:
O coeficiente de dzx na expressao (3.11) é a funcao excesso de Weierstrass, que com

auxilio da férmula de Taylor, pode ser expressa na forma

1
E(Ia Y, y,7 Y,) = §(Y/ - y/>2fy’y’(xa Y, y, + Q(Y, - y,)) (313>

com 0 < 6 < 1. Se considerarmos Y’ tao préximo de y’ quanto possivel, obtemos
diretamente o resultado desejado e, portanto, a condi¢ao necessaria de Legendre esta
demonstrada.l]

Para esta segao, nossa referéncia béasica foi [3].

3.4 Condicao necessaria de Jacobi

Antes de enunciarmos a condicdo de Jacobi, precisaremos fazer algumas consi-

deragoes tedricas. Comecgaremos definindo elemento regular e pontos conjugados.
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Definicao 3.1 O elemento (zg,yo,y;) ¢ chamado um elemento regular se
fyy (To,y0,y)) # 0 e é chamado elemento singular se fy (2o, y0,y,) = 0. Um
extremal é chamado de extremal regular se ele consiste apenas de elementos re-

gulares.

Um ramo de pesquisa atual muito importante na matemaética ¢ a geometria rie-
manniana, na qual os conceitos de geodésicas e curvaturas, diretamente relaciona-
dos, sao fundamentais. Dada uma variedade M e um ponto p em M, considere o
subespago, de dimensao dois, ¢ do espago tangente a M em p. A curvatura K da
variedade M em p, segundo o, indica quao rapidamente “se afastam”as geodésicas
que saem de p e sdo tangentes a o (para maiores detalhes consulte [7]). Para for-
malizar precisamente esta velocidade de afastamento das geodésicas, a equagao de
Jacobi e a teoria dos pontos conjugados sao fundamentais. Assim, podemos perce-
ber a importancia da teoria que estamos estudando em areas atuais de pesquisas na

matematica.

Definicao 3.2 Dizemos que o ponto a* é um ponto conjugado de a se a equagao

d

- %((fy’y’(%yu y))') + [fyy(% v, y') — %(fyy’(x»% y')Nv =0 (3.14)

tem solugao v > 0 no intervalo (a,a*) com v(a) = v(a*) = 0.

Para simplificar (3.14) escrevemos

Q(x) = fyy(:r,y,y’) - %fyy’(ajvy?y/) (3'15)
P(x) = fyy(2,9,9) (3.16)

e dai, (3.14) fica
L (P@y) + Q= 0. (3.17)

dx
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A equagao (3.17) é chamada de Equagao de Jacobi.
Para que esta defini¢ao fique mais clara, daremos dois exemplos nos quais determi-

naremos os pontos conjugados de um certo ponto a.

Exemplo 3.1 Determinar, se existir, um ponto conjugado para a = 0 no caso

em que P(z) =1e Q(x) = —1.

Se P(z) =1e Q(x) = —1 a equagado (3.17) fica —v” —v = 0. Uma solugao para esta
equagao é v(x) = senx, pois v'(x) = cosz, v”(x) = —senz e dai senx — senx = 0.

Temos que v(0) = 0 e queremos achar um ponto a* no qual v(a*) = 0, isto é,
sena* = 0. Isto ocorre em a* = 7 e, portanto, m ¢ um ponto conjugado de 0. Fare-
mos uma interpretacao geométrica deste exemplo apds a apresentacao da condigao

necessaria de Jacobi.

Exemplo 3.2 Determinar, se existir, um ponto conjugado para a = 0 no caso

em que P(z) =1e Q(z) = 1.

Neste caso, a equacao (3.17) fica
—v" 4+v=0, (3.18)

cuja solugao é da forma v(z) = e**. Substituindo esta solu¢io em (3.18) obtemos
A = *£1 e, portanto, a solugdo geral de (3.18) é v(z) = Cye” + Cre™™. Assim,
v(0) =0=C) + Cy =0= C; = —C e, portanto, v(z) = Ci(e” — e~ *). Queremos
achar um ponto a* tal que v(a*) =0, isto é, Cy(e* —e @) =0=C; =0o0ua* =0

e, assim, nao existe ponto conjugado para a = 0.

Daremos agora algumas definigoes e resultados que facilitarao a demonstragao da

condigao necessaria de Jacobi.
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Assumiremos que o funcional I[y] é definido em um subconjunto aberto Y de um
espaco linear normado S. Se yg € Y, h € S, entao yo + h € Y para todo h tal que
||h|] < d para algum § > 0 e I[yo +th] sera definido para todo t € IR suficientemente

pequeno.

Definigao 3.3 A fungdo §7[h| é chamada de primeira variacdo de Gateaux

para I[y| em y =y, se, para t € IR, existe

§1[h) = %I[yo + th] ) (3.19)

para todo h € S.

Definigao 3.4 A funcao §%I[h] é chamada de segunda variagao de Gateaux
para I[y] em y = yo se, para t € IR, existe
d2
§2I[h] = @I [yo + th] (3.20)

t=0

para todo h € S.

Definicao 3.5 Para um dado espaco de funcgoes ¥ C S, H C S é chamado espago

de variagoes admissiveis de X se, paratodoy e X ehe H,y+ h € X.

Definicao 3.6 O subconjunto H* C S é um espaco linear de variagoes ad-

missiveis de X C S se:
1. paratodoy € Y etodohe H*, y+ h € X;

2. paratodo h, k€ H* e A\, u € IR, \h + uk € H*.
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Teorema 4 Se I[y] assume um minimo (mdximo) relativo em y = yo em X, 3
admite um espaco linear de variacoes admissiveis H* e se %[ [yo+th] existe prozimo

det =0 e é continua em t = 0 para todo h € S entao, € necessdrio que
§I[h] =0 e 6%I[h] >0 (L0) (3.21)
para todo h € H*.

Demonstragao: ver [30].

Lema 2 Se f,/(x,yo(x), yo(z)) > 0 para todo = € [a,b] e se (a,b) possui um ponto

conjugado de a, entao, é possivel encontrar uma fun¢ao h € H* tal que
§*I1h] < 0. (3.22)

Demonstragdo: ver [30].

Teorema 5 - Condigao necessaria de Jacobi Para um extremal regular y =
yo € C?[a,b] fornecer um minimo para Ily|, é necessdrio que (a,b) ndo possua

pontos conjugados de a.

Demonstracao:

Sabemos que se y = yo fornece um minimo para I[y], entdao, pelo teorema 4 é ne-
cessdrio que §?I[h] > 0 para todo h € H*.

Pelo coroldrio 3.1, é necessario que fy (2, yo(x), yo(z)) > 0. Como y = yp ¢ um
extremal regular temos que fy (2, yo(x), y5(x)) > 0.

Agora, se (a,b) possui um ponto conjugado de a, entdao, pelo lema 2, é possivel
encontrar h € H* tal que 6*I[h] < 0 o que é uma contradi¢do. Assim, a condigao

necessaria de Jacobi estda demonstrada. [
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Apresentaremos agora algumas defini¢oes que nos permitirao fazer uma interpretacao
geométrica do exemplo 3.1 e conectéd-lo ao problema da geodésica na esfera.

Definigao 3.7 Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores' J
ao longo de v é um campo de Jacobi se satisfaz a equagao de Jacobi para = € [0, al.
Defini¢ao 3.8 Seja v : [0,a] — M uma geodésica de M. O ponto y(z() é conju-
gado de 7(0) ao longo de 7, com zy € [0,a], se existe um campo de Jacobi J ao

longo de 7, ndo identicamente nulo, com J(0) = 0 = J(x).

Consideremos entdao S™ = {(z1, -, 7p41) € R 22+ -+ 2,12 = 1} a
esfera unitaria de IR™™'. Seja 7 : [0, 7] — S™ uma geodésica de S™, parametrizada
pelo comprimento de arco, ligando os pontos antipodas 7(0) e (7). Seja w(z) um
campo paralelo ao longo de v com (w(z),7'(x)) =0 e |Jw(x)|| = 1. Entao, o campo

J ao longo de v dado por

J(x) =senzxw(zx), x¢€]l0,7]

é um campo de Jacobi, ja que satisfaz a equacao de Jacobi como vimos no exem-
plo 3.1. Este campo satisfaz a condigao J(0) = J(w) = 0. Portanto, ao longo
de qualquer geodésica v de S™, o ponto antipoda ~y(m) é conjugado de v(0). As-
sim, a condicao necessaria de Jacobi falha e, portanto, a geodésica nao minimiza o
comprimento da curva passando pelos pontos antipodas. Essa é uma interpretacao
geométrica do exemplo 3.1 que mostra a importancia da teoria dos pontos conjuga-

dos. A referéncia para esta interpretacao geométrica foi [7].

A teoria desta sec@o foi desenvolvida com base no texto [30] e os exemplos seguem

a apresentagao de [14].

IPara maiores detalhes sobre campos de vetores veja o capitulo 4 deste texto.
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3.5 Mais duas condicoes necessarias

Nesta secao apresentaremos mais duas condi¢oes necessarias para a ocorréncia de
extremos de funcionais. Estas condigoes nao sao tao praticas de serem aplicadas
como as apresentadas nas segoes anteriores.

Sabemos que se y(x) fornece um minimo para o funcional I[y] entao a equagao de
Euler-Lagrange precisa ser satisfeita, o que ja vimos que é equivalente a (3.3) valer
para alguma constante c. Observe que o segundo membro de (3.3) é uma fungao
continua de x em todo ponto do arco minimizador Fis := y = y(z). Assim, o pri-

meiro membro também precisa ser continuo e dai entao, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.2 - Condicao necessaria de Weierstrass-Erdmann. Em um

“bico” (z,y) do arco minimizador Fis a condigao
fy @y, (z = 0)) = fy(z,y,y'(x +0)) (3.23)
precisa valer.

Além disso, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Corolario 3.3 - Condicao da diferenciabilidade de Hilbert. Proximo de
um ponto do arco minimizador Fi onde f,, é diferente de zero, o arco sempre tem
uma segunda derivada continua y”(z).

Demonstracao:

Seja (z,y,y’) um conjunto de valores em Ej, nos quais fy,, é diferente de zero e
suponha que (z+ Az, y+ Ay, v+ Ay’) também estd em Fio e que ndo ha “bico”entre
eles. Se denotarmos os valores de f,/ correspondentes a estes dois conjuntos por f,

e fy + Afy, entao, com o auxilio da Férmula de Taylor, com resto de Lagrange,
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obtemos que existe 6 € (0,1) tal que

Afy/ . 1 / / / _
A—x = A—w[fy’(x + Az, y+ Ay, y + Ay) - fy’(%%y )] =
! ! / / Ay
= fyo(x 4+ 0Ax,y + 00y, y' + O0AY) + f(x + 0Az, y + 0Ay, 3y + 0Ay )—M +
/ Ay
+ fyy (x + 00z, y + Ay, y' + 0AY) (3.24)

Az’

AAf;' tem o limite definido f, quando Az se

Nesta expressao, o primeiro membro
aproxima de zero, porque a integral de (3.3) tem f, como derivada e os primeiros
dois termos do segundo membro de (3.24) tem também limites bem definidos. Dai,
segue que o ultimo termo precisa ter um tunico limite, e como f,, # 0 isto é
Ay

! i3 3 ’ . 7’ .
existe. A derivada f,,, é diferente de zero préximo

verdade somente se y” = lim 32

do elemento (z,y,%y’) no subarco de Fi5. Consequentemente, a equacao de Euler-
Lagrange pode ser resolvida para y” e dai segue que y” precisa ser continua perto
de cada elemento (z,y,y’) do tipo descrito no corolério. [

Esta secao foi desenvolvida tendo como referéncia bésica [3].

3.6 Exemplos

Nesta secao faremos alguns exemplos de como aplicar as condi¢oes necessarias vistas
ao longo do capitulo. Um dos exemplos que apresentaremos servira para mostrar

que de fato essas condicoes sao apenas necessarias.

Exemplo 3.3 Verificar, utilizando as condigoes de Weierstrass, Legendre e Jacobi,

se a fungao y dada pode ser fun¢ao minimizadora do funcional dado:

Tly) = / W) + () de (3.25)

com y(0) =0, y(1) = k e a fungdo y = kx .
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Para este problema a funcao de Weierstrass 3.6 com Y’ = p fica
E(z,y,y',p) = (0 +1") = (¥ +k°) = (p—k)k(2+3k) = (p — k)*(1+p+2k) (3.26)

e dai £ < 0 para todo p < —(2k + 1). Assim, a condi¢ao de Weierstrass nao é
satisfeita e y = kx ndo pode ser um minimo forte para o funcional (3.25).
Agora,

fyy =2+ 6y =246k (3.27)

para a funcao dada y = kx. Como, f,y =2+ 6k > 0 < k > —%. Assim, a
condicao de Legendre é satisfeita se k > —% e y = kx é um candidato a minimo
nesta regiao. Reciprocamente, a condicao de Legendre f,.,, > 0 nao é satisfeita para
todo z € [a,b] se k < —3. Assim, y = kx ndo minimiza I[y] para k < —3.

Para y = kx temos

P = fy’y’ (33, Yy, y,> =2 + 6k (328)

Q= fur.0./) — ey ,9,4/) = 0. (3.29)
Neste caso, a solucao da Equagao de Jacobi é h(z) = c1x + ¢y. Agora, h(0) = 0
requer que ¢g = 0 e assim qualquer h(x) nao trivial ndo tem pontos conjugados em
(a,b). Portanto a condicao necesséaria de Jacobi é satisfeita e entdo y = kx é um

candidato a minimo de (3.25), o que conclui este exemplo.

Exemplo 3.4 Considere o funcional
b AV )
Iy = / W) =y, (3.30)
0

com y(0) =0 e y(b) = 0.
Como f,,y = 1, a condic@o de Legendre ¢ satisfeita para todo x € [0, b]. Os extremais
para este problema sao y = Cjcosz + Cysenx, com C; = 0 para que y(0) = 0. A

outra condigao requer que Cysenb = 0 e dai y = 0 é um extremal admissivel. Para
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b#nm,n=1,23,---eleétnico. Nesse caso, I[y] = 0 para o unico extremal. Entao,
a condicao de Legendre nos diz que y = 0 é um candidato a minimo do funcional
(3.30). Vamos verificar agora se, de fato, y = 0 fornece um minimo para (3.30). Seja
h(z) = sen(%"). Considerando o extremal y = 0, a diferenca Iy + eh] — I[y] serd
dada por

I [esen <%>} = ;/Ob |:7;—220082 (%) — sen® (%)} dr = i—Z(WQ —bv?).  (3.31)
O lado direito é negativo para b > 7. Assim, o tnico extremal admissivel y(x) = 0
que satisfaz a condi¢ao de Legendre nao fornece um minimo para I[y]. Para o caso,
b= nm, n > 2, os mesmos calculos mostram que y = 0 ainda nao ¢ um minimo.
Este exemplo mostra que a condicao de Legendre é, de fato, apenas necessaria, pois

o funcional satisfaz a condicao mas nao minimiza o funcional.

Exemplo 3.5 Vamos considerar agora o mesmo funcional (3.30) do exemplo an-
terior s6 que agora sob a oOtica das condigoes de Weierstrass-Erdmann e de diferen-
ciabilidade de Hilbert.

Para este funcional, temos f, = 3’ e, portanto, pela condigao de Weierstrass-
Erdmann, a continuidade de f,; em um “bico”de um extremal requer que y', =y’ .
Em outras palavras, 3’ é continua em cada um dos “bicos”possiveis e assim y(x)
precisa ser suave.

Observe também que, para este funcional, f,/,, = 1 e dai, as condicoes de Weierstrass-
Erdmann e da Diferenciabilidade de Hilbert combinadas nos garantem que um ex-

tremal desse funcional é pelo menos de classe C?.

Exemplo 3.6 Vamos voltar agora ao primeiro problema que analisamos no capitulo 1:
qual a curva plana, ligando dois pontos fixos, que tem o menor comprimento de arco?
Vejamos o que nos dizem as condigoes necessarias deste capitulo quando elas sao

aplicadas a este problema.
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Vamos considerar os pontos A = (1,0) e B = (3,4) tais que y(1) =0 e y(3) =4. O

3
:/ \/1+y?da. (3.32)
1

Resolvendo a equacao de Euler-Lagrange para este funcional obtemos a reta y =

funcional a ser minimizado é

2r — 2 como extremo do funcional (3.32) que satisfaz as condigdes y(1) = 0 e
y(3) = 4 dadas. Escrevendo a fungdo de Weierstrass 1.6 com Y’ = p para este

funcional temos

/

Y

Vit

E(r,y,y,p) = V1+p = V1+y2— (p—y) (3.33)

e levando agora em consideracao nosso extremo temos

E(z,y,y,p) = V1 +p? V5 — \/_ —2). (3.34)

Agora se impomos que E(z,y,y’,p) > 0 obtemos, através de alguns calculos simples,
que esta desigualdade vale para todo p e assim, para este extremal a Condigao
Necessaria de Weierstrass é sempre vélida e, portanto, a reta y = 2x — 2 é um
candidato a minimo forte do funcional (3.32).

Temos também para este funcional

/1 +y/2 y/2
ry = — 3.35
fyy 1 +y/2 (1 +y,2)3/2’ ( )

— V5
25

que avaliada no extremal y = 2z — 2 fica fy > ( e, portanto, a Condicao
Necessaria de Legendre também é satisfeita.

Vamos ver agora o que nos diz a Condi¢ao de Jacobi. Temos aqui

P(x) = fyy = \2/_55 (3.36)

Q(I’) = fyy — %fy’y’ =0. (337)



3.7. PROBLEMAS VARIACIONAIS COM FRONTEIRAS MOVEIS 73
Assim, a equacao de Jacobi fica

d (P(z)v) —Q(z)v =0 <= dix (\/—Sv'> =0<= v(z)=cx+c. (3.38)

dx 25
Impondo a condi¢ao v(1) = 0 obtemos ¢; = —¢y e, portanto, v(x) = —cox + co. Seja
a* ponto conjugado de 1. Entao v(a*) = —cpa™ + ¢g = 0 <= a* = 1. Assim, nao

existe ponto conjugado para 1 e, portanto, a condi¢ao de Jacobi é satisfeita .

Logo, as condigOes necessarias vistas neste capitulo nos dizem que a reta y(z) =
2z — 2 é um candidato a minimo forte de (3.32).

Os exemplos apresentados no decorrer desta secao foram desenvolvidos seguindo a

apresentacao de [11].

3.7 Condicoes necessarias para problemas varia-
cionais com fronteiras madveis

Nesta secao, iremos deduzir condi¢oes necessarias para problemas variacionais cujas
fronteiras sao moéveis. Iremos estudar este problema para dois tipos de funcionais e

apresentar alguns exemplos.

Vamos continuar considerando o funcional

J(y) = / flz,y,y) de.

Procuraremos seus extremantes na classe das fungoes reais diferenciaveis, definidas
no intervalo [a,b], com variagdes mais gerais que as consideradas anteriormente.
Para isso, vamos estudar a famililia de curvas y = ¢(x,\) com A € [0,1] em que
é(x,0) = y(x) € D'a,b] e x variando no intervalo [a()),b(\)]. Estamos supondo
que as curvas ¢(z, A) sdo definidas em [a — €, b+ €] x [0, 1], tendo derivadas continuas
até segunda ordem.

Adotando a notacao Ay, = (a(N),d(a(N),\) com Ay = A para A = 0 e B, =
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(b(N), &(b(A), A), com By = B se A = 0, vamos assumir que Ay e B, descrevem
curvas 7 e 7y, respectivamente, de classe C! tal que, para cada A temos ¢(x, \) e v

transversais em Ay e ¢(x, \) e v, transversais a By (veja figura 3.3).

1

Figura 3.3: Ilustragao geométrica da situagao que estamos considerando.

Sendo my, e mp, os coeficientes angulares das retas tangentes a v, e 2, respecti-

vamente, temos

g l ?
ma = a(\) — a(0)

Mas
Qb(a()‘)v /\) - ¢(a(0)’ 0) = (CL()‘) - CL(O))QZ%(@, /_\) + )‘gb)\((_l’ 5‘)7

onde @ = a()), para algum A € [0,1]. Temos entdo

a(A) — a(0) ¢(a(A), A) — ¢(a(0),0) _ a(A) — a(0) 6o(@\) + oa(@ N).  (3.39)

A a(A) — a(0) A
Fazendo A — 0, vemos que
d
—(a(A
PN
existe e
%(a()\)) [pz(a,0) —mal + ¢r(a,0) = 0. (3.40)
A=0
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Analogamente,
d
—(b(A
0|
existe e
d
OO [62(6,0) —ms] + ¢(b,0) = 0.
A=0

Vamos introduzir agora a seguinte notagao

ox(z,0) = oy(x)

d(a(d)\)\),k) g — Sy
“)
ao longo de 7, e, analogamente,
d(bg;?,)\) g — Sym
df;(i\) - 5

ao longo de ~».

Se em (3.39) fizermos A — 0 obtemos
0ya = 6zay'(a) + dy(a)

e, de maneira anéloga,

dyp = dzpy'(b) + 0y(b).

75

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Estamos considerando o funcional J definido sobre os elementos da familia ¢(z, \),

tomando A\ como variavel, isto é:

1(A) = J(o(2,y))

e, queremos calcular I'(0) onde f = f(z,¢(x,\), p.(x,\)). Temos entdo, com o

auxilio da Regra de Leibniz e da Regra da Cadeia
b [ df db(\) da(\)
ro= [ [4] e
a0y LAN] o d\ dA

1|

r=b

A=0 A=0

r=a
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b
:/ [aféy(x>+af oy(x >} da + 8wpf(b,y(b),y' (1)) — dzaf(a,y(a),y (a)).

dy 0y’ dx
(3.44)
Integrando por partes a expressao
/ fy— d z)dr = f,dy(x / dy(z fy dx,
substituindo em (3.44) e, usando as igualdades (3.42) e (3.43) obtemos
b d b
10 = [ 5 gt vt do + Gatr 58 +buty) (3.45)

que é chamada de Primeira Variacao Geral de J.

Podemos observar que, no caso em que as extremidades sao fixas, temos dxy4 =

dxg = 0ya = dyp = 0 e, entao obtemos um resultado ja conhecido

50,0 =10 = [ [1,- 5| svto)as

Se 1 e v9 sao dadas pelas equacoes

entao, 0y, e dyp estarao relacionadas com dx 4 e dxp pelas equacoes
oya = f'(a)dwa

dysp = ¢ (b)oxp

pois,

fla) =t = =) S vy 151 R
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e, analogamente

, 5
g =22

N 51’3'

Entao, podemos escrever a primeira variacao geral de J na forma
b d
10 = [ |5 Sto |t ot

+oxp [fy(9'(2) = (2) + floy + 6a fy (' (2) =¥/ (2) + [,

e, supondo que y = y(x) é ponto estaciondrio para .J, devemos ter I'(0) = 0.
A equacao de Euler-Lagrange deve ser satisfeita e as quantidades dx4 e dxp sao

independentes e, portanto, obtemos as seguintes condigoes necessarias
[y (' (@) =y (x) + fl,o, =0 (3.46)

[y (f'(2) =4/ (2) + fl,, = 0 (3.47)

chamadas Equacoes de Transversalidade.

2

Exemplo 3.7 Determinar a distancia da pardbola y = z* a reta y =z — 5.

O problema consiste em minimizar o funcional “comprimento de arco”

I(y) = / I+ de

com a condicao de que os pontos extremos estejam sobre as curvas dadas por

f(x) = 2% e g(r) = x — 5. Escrevendo as equacoes de transversalidade para
este caso temos
Th 2+ 2o—y)—L | =0 (3.48)
T+ (- —L | o (3.49)
Vity?],
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Por outro lado, resolvendo a equagao de Euler-Lagrange, obtemos extremantes da

forma y(z) = kix + k2 e, como as condi¢oes de transversalidade y(a)

y(b) = g(b) devem ser satisfeitas, obtemos
kia + ky = a?

k1b+k2:b—5

De (3.48) e (3.49) segue
ki

1+ k*+ (20 — k) ————= =0

Vitk®
k1

VIt k2

L+ k®+ (1 —ky)

= 0.

fla) e

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Resolvendo o sistema formado pelas equagdes (3.50), (3.51), (3.52) e (3.53), obtemos

ki =—1,ky=3/4,a=1/2eb = 23/8 fornecendo entdo o extremal y(x)

Assim, a distancia sera dada por

Yo 192
1

Teorema 6 - Se o funcional J(y) tem a forma

b
J(y):/ Az, y)\/1+y?dx

—x+3/4.

onde A(z,y) # 0 nas extremidades, as condi¢oes de transversalidade sao do tipo

1 1

?Jl(a) = _f’(a) e y/(b) = —m7

isto €, as condigoes de transversalidade se reduzem a condicoes de ortogonalidade.

Demonstracao:

Consideremos a equagao para um dos extremos (para o outro a demonstracio é

andloga)

[f+ (' =yl =0
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Para f = A(x,y)/1 + y"?, temos

Az, y)/1+y? + M(f’ - y’)] =0

V1+y?
ou ainda,
Az, y) (1 + f'y)

VI

Mas, A(z,y) # 0 para x = a, o que implica em

=0.

r=a

1+ fY],— =0

ou seja,

demonstrando assim o teorema. U

Exemplo 3.8 Voltando ao problema da Braquistécrona, vamos considerar nova-

mente o funcional

e
J(y)—/o 7 dx

tal que yo = y(0) = 0 e (b,y1) estd sobre uma reta vertical z = b. Neste caso, na
equacao

62(f — ' f)l + [0y fylt = 0

temos dx = 0, dy, = 0 e, portanto, a equacao fica

0

r=b

y/
[\/@ /1 + y/2
e, dai
y'(b) = 0.

Por outro lado, os extremantes sao cicléides dadas pelas equagoes paramétricas

k
T = 51(% — sin2¢) + ky
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k
y = ?1(1 — cos 2t).

Levando em considera¢ao que y(0) = 0, obtemos ky = 0 e fazendo a mudanga de

parametros 2t = 7, temos

y(r) = %(1 — COST).

Usando, agora, a condigao de transversalidade y'(b) = 0, vem

o-[t].- 58] st
A P ey ldrdr|,_, BL(1—cosT)

o que implica em

=0

1
Zsent =0
sen

com 0 <7 <27 elogo 7 =m, temos

k 2b
b=—m e k= —.
2 s

Assim, um extremo para o funcional J serda tomado somente sobre a cicldide dada

pelas equacoes

x(7) = %b(T —senr)
y(r) = 2?b(l — COST)

com 0 <7 < 27.

Vamos agora estudar os problemas com fronteiras moveis para funcionais do tipo

b
J(y,Z)—/ flx,y, 2y, 7)) da.

Estaremos interessados em determinar extremantes de J com extremidades méveis,
sobre duas superficies regulares S; e S5. Suponhamos que a curva procurada seja

dada por
f(@) = (z,y(x), 2(x))
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e consideremos a familia de curvas definida por

G(]I, )‘) = (.T, 925(‘7:7 )‘)7 w(% A))

com A € [0,1] e tal que

G(JJ,O) = (.’L’, gZﬁ(l‘,O),’(ﬁ(]?,O)) - f(l’)

Vamos supor também que, para cada A, G(z, \) tenha derivadas de segunda ordem

continuas e adotar a notacao
A/\ = ((I()\), ¢(a<)\>a )‘)7 ¢<a(/\)v )‘))

A(] =A e B(] =0.
Nestas condigoes, o funcional J, definido sobre os elementos G(z,\) passa a ser

funcao apenas de A, isto é

b(A)
a(A
para o qual vamos calcular I'(0) de maneira andloga a que fizemos no caso anterior

e usando a mesma notacao. Feito isso, obtemos
b d b d
! = - ! —_— !
I'(0) = / lfy dxfy} oy(x) dz + / [fz dxfz] 0z(x) dr+

+ox(f —y fy — 2 f)|0 + Sy fyll + 021"

que ¢ a Primeira Variagao Geral de J.
Considerando que a curva dada pelas equagoes y = y(x) e z = z(z) é um extremante

de J, as integrais acima se anulam e entao, obtemos a condicao geral

5:1}(f - y/fy’ - Z,fZ’)|Z + 5yfy’|2 + 5Zfz’|g =0.
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Observagao: Se o ponto A = (a,y(a), z(a)) estd fixo e B varia sobre uma curva de

equagoes y = ¢(z) e z = ¢ (x), temos
oyp = ¢'(b)oxp

5ZB = @/Jl(b)él'B

e, entao a condicao

se tranforma em

[f+ @ =) fy + @ =),y 028 =0

e, pela arbitrariedade de dxp obtemos

|f+ (@& =)y + (@ = 2) farl,oy =0

Observacgao - Suponhamos que A esteja fixo e que B move-se sobre uma superficie

de equacdo z = g(z,y). Entao, 0z = f,0z + f,0y e a condicdo (3.54) se reduz a

[f - y/fy’ - Z/fz’ + gxfz’]x:b 0rp + [fy’ + fz’gy]x:b dyp =0

e, como dxp e 0y sao independentes, obtemos
[f - y/.fy’ - Z,fz’ + gxfz’]m:b =0

[fy’ + fz,gy]:t:b = 0
Exemplo 3.9 Achar a distancia do ponto B = (1, 1,1) a esfera unitéria de raio 1.

O problema consiste em minimizar o funcional

J(y(x), z(x)) = / V1+y?+ 22%dx
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com a condigdo do ponto A = (a,y(a),z(a)) estar sobre a esfera. Sabemos, pelas

equacoes de Euler-Lagrange, que os extremantes de J sao do tipo
y=kix+ky e z="Fkyx+ky (3.55)
e, como a reta em questao deve passar por B, temos
ki +ka=1 e ks+ky=1 (3.56)

Pela observacao anterior, as condicoes de transversalidade tém a forma

/2 _ /
V1Ity?+ 22— Y + - — 2 - =0
/1+y/2+212 1_x2_y2 /1+y/2+212 —
(3.57)
y/ ! _y/
+ = 0. 3.58
\/1+y’2+z/2 \/1+y/2+212 \/1_56.2_y2]m:(z ( )

Substituindo (3.55) em (3.57) e (3.58) e notando que z(a) = /1 — a? — y(a) (j& que

A estd sobre a esfera), temos
z(a) —ksa=0 e kiz(a) — ksy(a) =0 (3.59)

€ COo1mo

yla) =kia+ ko e z(a) =ksa+ky (3.60)

obtemos de (3.56), (3.59) e (3.60) os valores ky = k3 = 1 e ky = k4 = 0 e entdo, o

extremante de J terd as equacgoes

Como A esta sobre a esfera, devemos ter
ad+at+ad=1

ou seja,
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Se

entao

Se

entao
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a =

V3
3

J(y, 2) :/;g\/gdx:\/g—l.

V3

a=——

3

5

J(y,z):/lsx/gdx:\/g—i—l

3

e, portanto, podemos concluir que a distancia de B até a esfera é v/3 — 1.

A referéncia basica para esta segao foi o texto de [1].

No proximo capitulo apresentaremos as condigoes suficientes que nos permitirao

classificar com precisao o tipo de extremo obtido.



Capitulo 4

Condicoes Suficientes para
Extremos

4.1 Introducao

Com a teoria desenvolvida até aqui temos condigoes de encontrar extremos de um
funcional, mas nao conseguimos saber se este extremo ¢ de fato um minimo, maximo
ou ponto de inflexao. Isto ocorre porque as condigoes de ocorréncia de extremos que
temos até agora sao todas apenas necessarias.

Nos problemas que resolvemos ao longo dos capitulos 1, 2 e 3 foi relativamente
simples classificar os extremos mesmo tendo somente condigoes necesséarias. Porém,
existem problemas em que pode se tornar complicado classificar um extremo usan-
do apenas essas condig¢oes. Neste capitulo apresentaremos elementos da teoria de
campos e dai partiremos para enunciar e demonstrar condigoes suficientes que nos
permitirao afirmar com toda seguranca qual o tipo de extremo encontrado para
determinado problema. Procuramos incluir varios exemplos no decorrer do capitulo

para que a teoria possa ser ilustrada e melhor compreendida.

85
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4.2 Extremos fortes e fracos

No inicio do capitulo 3 j& definimos maximos e minimos fortes e fracos. Retomare-
mos estas defini¢oes, s6 que agora de maneira mais formal utilizando a linguagem

necessaria para o desenvolvimento do capitulo.

Notagao - A partir desta secao adotaremos a seguinte notacao:

C™(z,y): espago das fungdes continuas no intervalo (x,y) que possuem derivadas
continuas, até ordem n neste intervalo (n = 1,2, --);

C™(U): espago das fungoes continuas no conjunto U que possuem derivadas continuas,
até ordem n neste conjunto (n =1,2,--);

C(U): espago das fungoes continuas no conjunto U.

Assumimos que o funcional I[y] estd definido em um subconjunto aberto de um
espaco linear normado S. Os funcionais com os quais estamos trabalhando no calculo
variacional estao normalmente em C*[a, b], que é um espaco de fungdes que possui
uma norma bem definida. Dependendo do tipo de norma introduzida, diferentes

conceitos sao obtidos. A aplicacao

[ 1w Z%:ctb?\f(x)\ (4.1)

estd bem definida em C'[a,d] e satisfaz as condi¢oes necessérias para definir uma
norma. Essa norma definida em (4.1) é chamada norma fraca e denotaremos o
espago linear fracamente normado C'|a, b] por C} [a, b].

Também a aplicagao

1711 = max| ()| + sup |/ (z) (4.2

a,b
estd bem definida em C'[a,b] e satisfaz as condi¢oes necessérias para definir uma
norma. Essa norma definida em (4.2) é chamada norma forte ¢ denotaremos o

espaco linear fortemente normado C*[a, b] por C![a,b]. Definiremos a seguir vi-
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zinhancas fracas e fortes.

Definigao 4.1 Uma J-vizinhanca N? (i) de y = yo(x) € CL[a,b], isto é, o con-
junto dos pontos {(z,y)| = € [a,b],|y — yo(x)| < 6} é chamada de J-vizinhanga

fraca de y = yo(x).

Definigao 4.2 Uma §-vizinhanca N?(yy) de y = yo(z) € Clla,b], isto é, o con-
junto dos pontos {(z,y,y)| = € [a,b], |y — yo(z)| < I, |y — yi(x)| < 6} é chamada
de 0-vizinhanca forte de y = yo(x).

Definigao 4.3 A fungdo yp € ¥ fornece um minimo relativo forte para /[y
em Y, onde ¥ denota o espago de fungoes, se I[y] — I[yo] > 0 para todas as fungoes

y € ¥ para as quais y € N (), para algum ¢ > 0.

Definigao 4.4 A fungao yo € ¥ fornece um minimo relativo fraco para [[y]
em Y, onde ¥ denota o espaco de fungoes, se I[y] — I[yo] > 0 para todas as fungdes

y € ¥ para as quais y € N2(yp), para algum ¢ > 0.

Na préxima se¢ao introduziremos um estudo introdutoério da teoria de campos.

Para estas defini¢oes tivemos como referéncia bésica o texto [30].

4.3 Campos

Iniciaremos agora um pequeno estudo sobre teoria de campos, no qual veremos resul-
tados fundamentais para a compreensao e demonstracao das condigoes suficientes
para ocorréncia de extremos. Ja falamos um pouco sobre campos ao tratar, no
capitulo 3, dos campos de Jacobi.

Podemos definir campo da seguinte forma: considere uma familia a 1-parametro
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de extremais, isto é, solucoes suaves da equacao de Euler-Lagrange. Pedimos que
nao haja duas curvas correspondentes a diferentes valores do parametro passando
pelo mesmo ponto de um certo dominio simplesmente conexo A no plano xy e que
nao haja nenhum ponto de A pelo qual nao passe nenhuma curva dessa familia de
solugdes da equagao. Entao, essas curvas irdo associar a cada ponto (z,y) de A um
vetor (1,4'), onde 3/ é a inclinagao do extremal passando por (z,y). A colegao de
todas essas diregoes associadas aos pontos de A é chamada de campo em A. De

maneira mais formal, esta definicao fica:

Definigao 4.5 Seja A um dominio limitado e simplesmente conexo no plano xy.
A funcao vetorial (1, ¢(z,y)) define um campo F = {(1, ¢(z,y))| (z,y) € A} em A
para I[y] se ¢, ¢, € C(A) e se cada solugao de y' = ¢(x,y) em A é um extremal de
Ify]. A fungao ¢(z,y) é a fungao inclinagdo do campo no ponto (z,y). Esta

funcao é tal que ¢y = ¢(z,y).

Definigao 4.6 O extremal y = yo(z) € C'a,b], y(a) = ya, y(b) = y, de I[y]

estd incluido em um campo F de I[y] se:

1. O campo F' é definido em um dominio simplesmente conexo A que contém

N (o) para algum & > 0.

2. A funcéo y = yo(x) é uma solugao em A de 3y = ¢(x,y).

Lema 3 Se y = Y(x,¢) representa uma familia a 1-parametro de solugoes da
equagdo de FEuler-Lagrange em S = {(z,c¢)] A < x < B,c; < ¢ < ¢3} tal que
Y (z,¢o) = yo(x) para algum co € (c1,¢2), Y, Y", Y/ Y. € C(S) e Ye(x,¢p) # 0 para

todo x € |a,b] C (A, B), entio y = yo(x), x € [a,b] estd incluido em um campo.

Demonstracao:
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Sejam 19 = yo(xo), o € [a,b] e
S'={(z,y,¢)] A<z <B,c;<c<cy,—00<y<oo}.

Entao, y — Y(x,c) € CHS"), no — Y (xg, o) = 0 e Y, (g, o) # 0.

Assim, pelo teorema da funcao implicita, existe em S’ um paralelepipedo aberto
P = {(z,y.0)| |z — 20| < ao,ly —ml| < fo,lc — co| < 7} tal que em Py =
{(z,y)] |*r— x| < o, |y — mo| < o} podemos resolver y — Y (z,c) = 0 unicamente
para ¢, isto é, obter ¢ como uma fungao ¢* de z e y, ou seja, ¢ = ¢*(z,y), (z,y) € B
e |c—co| < o para (z,y) € By, ¢*(z,y) € C'(P). Entao ¢*(x,Y(x,c)) = c. Re-
petimos entao o mesmo argumento para cada xy € [a,b] e obtemos uma cobertura
aberta de y = yo(x) de [a,b] por retangulos. Pelo Teorema de Heine-Borel', um
nimero finito desses retangulos, digamos, Py, Py, -+, P, cobrird y = yo(z) em [a, b].
Seja P = J;_, P;. Entéo, existe um N?(yo) C P. Escolhemos a enumeragio destes
retangulos P, de tal maneira que os retangulos com indices consecutivos se inter-
ceptam. Como ¢ = ¢*(x,y) é unicamente determinado em cada Py, os valores de
c*(x,y) tem que coincidir nas porg¢oes em que os retangulos se interceptam (veja
figura 4.1) e segue que ¢ = c¢*(x,y) € CH{N2 (yo)).

Mostremos agora que (1,¢(x,y)) define um campo em N(y), onde
oz, y) = Y'(z,c*(z,9))

Primeiramente

o(z,y) =Y'(x,¢ (2,)) € C' (N, (%)),
0u(w,y) = Y"(,¢ (2,)) + Y!(2,¢"(2,9))c;(2,y) € C1(Ny (),
Oy(w,y) = Y'(x,¢" (2, y))cy (2, y) € C'(Ny (%))

Agora
oz, Y (x,c) =Y (x,c"(x,Y(x,¢)) =Y'(x,¢)

1Se B ¢ IR™ ¢ limitado e fechado e se U é uma cobertura aberta de B, entdo, existe uma
subcobertura finita de U para B.
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A a LA ] Y

Figura 4.1: Ilustragao da idéia usada na demonstragao, extraida de [30, p. 135]

ja que ¢*(z,Y (x,c)) = c¢. Assim, a familia 1-paramétrica de extremais y = Y (z, ¢)
¢ uma familia 1-paramétrica de solugdes ¢y’ = ¢(x,y). Finalmente, yo(z) = Y (z, cp)
por hipétese. Entao, ¢(z,y) satisfaz todas as condigoes estabelecidas nas defini¢oes

4.5 e 4.6 e o resultado esta demonstrado. [J
Para tornar o lema mais claro, vamos ilustré-lo com um exemplo:

Exemplo 4.1 Considere o seguinte funcional

I[y] :/o V1+y?dx (4.3)

com as condigoes y(0) =0 e y(1) = 1.

Suponha que estamos querendo minimizar este funcional. O extremal para este pro-
blema é y = yo(x) = x, e dai entdo, y = Y (x,¢) = v+ ¢ é uma familia a 1-parametro
de solugoes da equacao de Euler-Lagrange 3" = 0.

Portanto, Y (z,0) = x + 0 = x (¢o = 0 neste caso). Deste modo, Y (z,¢) = = + ¢,
Y'(z,¢) =0, Ye(z,c) = 1, Y/(x,¢) = 0 sdo continuas e Y.(x,c) = 1 # 0. Assim,
y =z, x € [0,1] estd incluido em um campo F' = {(1,1)} ja que ¢(x,y) = 1.

y =Y (z,c) = cx+c—1 é outra familia 1-parametro de solugdes da equagao de Euler-
Lagrange e Y(z,1) = x (¢o = 1 neste caso). Como Y (z,¢) = cx+c—1,Y"(z,c) =0,

Yo(x,c) =2z +1eY/(x,¢) =1 sao continuas e como Y.(z,¢) =z + 1 # 0 para todo
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x > —1, vemos que y = z, z € [0,1] estd também incluido em um campo defi-
nido por (1,(y + 1)/(x + 1)), * > —1, j& que ¢*(x,y) = (y + 1)/(z + 1), temos
o(z,y) =Y (x,c*(z,y)) = (y+ 1)/(x + 1) neste caso.

Este exemplo, além de ilustrar o lema anterior, mostra que o extremo pode ser in-
cluido em um campo de varias maneiras. Ou seja, o campo nao é unico, ha pelo

menos um campo no qual o extremo esta incluido. E isto que o lema 3 nos garante.

Seja y = yo(z) o extremo de um funcional, y = y;(z) € Ca,b], y1(a) = y(a),
y1(b) = y(b), assuma que ||yo — y1||w < 9, isto é, y1 € N2 (yo) e considere a variacio

total

AT = Ifyr] — I{yo] =/ [f (2, 1(2), y1(2)) = f (2, 90(x), Yo(2))] dz. (4.4)

Se estamos interessados em descobrir que tipo de extremo yo(z) fornece para I[y],
precisamos avaliar qual o sinal de Al em (4.4). Precisamos entdo, encontrar uma
maneira fcil de estudar este sinal. E isto que faremos a partir da préxima secao.

Neste estudo tivemos por base as referéncias [30] e [3].

4.4 Integral invariante de Hilbert

Nesta secao estaremos interessados em obter algum resultado que torne simples a
andlise do sinal de Al em (4.4).

Para o que faremos agora, assumimos que o extremal y = yo(x) estd incluido em um
campo F, ou seja, uma funcio vetorial (1, ¢(z,y)) esta definida em N2 (yo) e ¢(x, )
satisfaz as condicoes estabelecidas anteriormente.

Se y = yi(z) € N’(yo), entdo, em cada ponto (z,y;(z)) de y = y;(x) ha uma
inclinagao associada y'(z) = ¢(x,y}(x)) que é a inclinacao do campo e a inclinac¢ao
yi(x) da curva y = yi(x) (veja figura 4.2).

Assim, a expressao

h(xvyhy/l) = f(x,yl,qﬁ(x,yl))—i-
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/ =
- -
Figura 4.2: Tlustragdo extraida de [30, p. 138] com as inclinagdes da curva e do
campo.
- (b(xa yl)fy’<x7 Y1, ¢(x7 yl)) + yify/(l'a Y1, (b(l', yl) (45>

é definida para todo ponto da curva y = y;(x) € N2 (yo)
Demonstraremos agora um resultado de David Hilbert (1862 - 1943), que serd a

chave para o estudo do sinal da variacao total.

Teorema 7 Se o extremal y = yo(z) estd incluido em um campo (1,¢(x,y)) que

cobre N (yo), entdo a integral

b
Uly] = / Bz, (2), ¥ (x)) dz (4.6)

¢ independente de y = y;(z) € C'[a,b] e depende somente de yi(a) e yi(b) ao longo
de yi(x) € N2 (yo) e f € C*(R), onde R denota o dominio

R={(x,y,y)] A<z <B,ly—yo(z)| <9, —0c0 <y <oo,la,b] C (A B)}.
A integral Uly,] em (4.6) é chamada de Integral invariante de Hilbert.

Demonstracao:

Devido ao que assumimos sobre ¢, y; e f, a integral Ul[y;] existe.

Sejam P(x,y) = f(z,y, ¢(x,y))—d(x,y) fy (2, y, d(x,y)) e Q(z,y) = fy (2, y, d(z,y)).
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Entdo, ao longo de qualquer curva suave y = y;(z) € N2 (yo)

/h@wmm%@»wz/ﬁmamu»+m%mmmmwa (4.7)

fica

b (b,y1(b))
[ @@= [P Q). (49)

a,y1(a))
essa integral sendo uma integral de linha.

Se mostrarmos que P,(z,y) — Q.(7,y) = 0 para todo (z,y) em N2 (yo) entdo a
invariancia de Uly,] é estabelecida (devido ao que sabemos sobre campos conserva-
tivos).

Temos Py = fy + fydy — by fy — Olfyy + fyy @yl € Qo = fya + fyy da-

B assim, P, — Qo = f, — fya— fyy® — Fy[06, + 6.

Em cada ponto (x,y) em N2 (y) hd uma inclinacio v’ = ¢(z,y) associada, tal que
(z,y,d(x,y)) é um elemento de um extremal unicamente determinado y = y(z) que

satisfaz v/ (x) = ¢(x,y(x)). Entao

Y'(x) = oz, y(2)) + oy(x,y(2))y (2) = du(z,y(z)) + Oy (2, y(x))d(z, y(z)).

Como y = y(x) é também uma solu¢ao da equagao de Euler-Lagrange, isto é

fo(@,y(@), o ()= fya(z,y(@), ¥ ()= fyy (@, y(2), ¥ (2)y (2) = fyry (@, y(2), ¥/ (2))y" (x) = O

temos em cada ponto (z,y) em N2 (yo) que Py(z,y) — Q.(z,y) = 0.
Assim, existe uma fungao W = W (x,y) € C*(N?(yo)) tal que Wy (z,y) = P(x,y) e

Wy(z,y) = Q(x,y) e, conseqiientemente

b (b,y1(b))
[ @ = [ @) = W0 0) W @)
a a,yila
(4.9)
isto é, Uly1] ¢ independente do caminho e depende somente das coordenadas dos

pontos inicial e final, demonstrando assim o teorema. []
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Na secao seguinte, utilizaremos este teorema para fazer uma transformacgao na va-
riacao total e finalmente obter uma maneira facil de estudar o seu sinal. Continuamos

tendo como referéncia bésica para esta se¢ao o texto [30].

4.5 Transformacao da variacao total

Vimos na se¢ao anterior que Uly;| como definido no teorema 7 é independente de
y = y1(z) ao longo de y = y1(z) € N2 (yo) e depende somente das coordenadas dos

pontos inicial e final. Em particular,
Ulyi] = Ulyo] se yi(a) = yo(a), 31(b) = yo(b). (4.10)

Tomemos agora Uly] para y = yo(x). Entao, yi(z) = yo(z), ¢(z,40(x)) = yo(z) e

obtemos

b
Ulyo] =/ Lf (@, v0, 4h) — Yoy (@, Y0, Y5) + Yo Ly (2, Y0, yo)] da. (4.11)

Portanto, ,
Ulyo) = / £ y0(), v (x)) dex = T]yo) (4.12)

e entao podemos escrever a variagao total da seguinte forma

Al = I[yn] — Iyo] = I[y1] — Ulyol = I[y1] — U], (4.13)

logo

/[f(sv,yl,yi)—f(m,y1>¢(x,y1))+(¢(9€,y1)—yi)fyf(w,y1,¢(w,y1))]d:v- (4.14)

Aqui, é assumido que y = y1(x) € N2 (yo) e yi(a) = yo(a), y1(b) = yo(b).
Se introduzirmos a funcao £ de Weierstrass, a variacao total pode ser escrita da
seguinte forma

AT= / B, (2), 8(e, 12 (2)), ¥, (x)) da (4.15)

e dai temos o resultado a seguir:
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Teorema 8 Se o extremal y = yo(x) estd incluido em um campo F que cobre N2 (yo)

e se
E(z,y1,¢(x,31),94) = 0 (4.16)

para todos (z,1y1) € N2 (yo) e todos —o0 < y| < oo, entdo, y = yo(z) fornece

um minimo relativo forte para I[y| (Para um mdzimo relativo forte, a condi¢ao é

E(l‘,thb(fb,yl),y/l) < 0)

Demonstracao:
A= [ Ble.n(e). oo, (@) (@) do = Tln] = Tl 20, (417

o que encerra a demonstracao.[]

4.6 QOutros resultados preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que necessitaremos para demonstrar
as condigoes suficientes. Demonstrados estes resultados, as condigoes suficientes

estarao automaticamente demonstradas.

Lema 4 Se (xo,%0,y4) € um elemento reqular e se f € C*(Ry) onde Ry é definido

como sendo o dominio tridimensional

Ro={(z,y,p)| |z — 0|l <a,ly—yol < B, |y =yl <7}, (4.18)
entao, existe um paralelepipedo aberto Py definido por

Po={(z,y,p)| [v— x| < o,y —yol < Bo,|p—pol < do} (4.19)

tal que a equagao de Euler-Lagrange pode ser transformada por meio dep = fy(x,y,y')

no sistema de equacoes diferenciais ordindrias

Yy =(x,y,p), P =V(z,y,p) (4.20)

onde ®, ¥ € C'(P,)
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Demonstracao:
Introduza p = fy(z,y,y’). Seja (xo,yo,y,) um elemento regular e P o dominio

definido por (4.19). Seja S o seguinte dominio 4-dimensional
S=A{(z,y.¥,p)| |z —zol <a.ly—wol <B,1y =yl < [p—pl <}

onde Po = fy’(an Yo, yé)
Assumimos que f(z,y,y) € C*(Ry). Entao:

fy’<x7yay/) —pE CI(S)
fy’(x()aymyé)) —po=0

fy’y’('IOv Yo, yé)) 7& 0.

Assim, pelo teorema da funcao implicita, existe em S um paralelepipedo aberto

P={(z,y,y',p)| |z —xo| <o, |y — ol < Bo. ¥ — vl <0,[p—pol <o}

tal que, em P, podemos resolver f,(z,y,y’) — p = 0 unicamente para y’

y' = ®(x,y,p) (4.21)

onde |y — yj| < 7o para (z,y,p) € Py e onde ® € C1(P).

Assim, se definirmos

U(z,y,p) = fylz,y, 2(z,y,p)) (4.22)
entdo, ¥ € C'(Ry), ja que f € C*(Ry) e ® € C(Py).
Pela equacao de Euler-Lagrange temos

dp d
dr = @fy’b/:@(w,y,p) = fy(ffa y»y/)|y’=<1>(x,y,p) (4-23)

e obtemos entao que a equagao de Euler-Lagrange pode ser escrita como o seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordindarias

d

Yy dp
A R 4.24
T (z,y,p), o (z,y,p) (4.24)
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com & U € C''(F), demonstrando assim o lema 4. [J

s

Teorema 9 Seja A < a, B > b e assuma que o extremal y = yo(z) € C'(A,B) ¢
reqular em (A, B). Se f € C?(R) onde

R={(z,y.9)] A<z <B,|ly—wl <ayly —yl <}, (4.25)

existe um dominio

D = {(z,y,p)| a1 <z <by,|y—1yo| <6, |p—po| <5}, (4.26)

para algum 6 > 0, onde po(z) = fy(z,y0,Y)) e A < ax < a, B> b >0btal que a
equagdo de Euler-Lagrange pode ser transformada por meio de p = fy(x,y,y') no

sistema de equacoes diferenciais ordindrias

Yy =®(z,y,p), P =Y(x,y,p) (4.27)
onde ®, ¥ € C'(D).

Demonstracao:

Por hipétese, para todo xy € (A, B), (xo,yo(x0),y)(z0)) é um elemento regular.
Assim, pelo lema 4, existe um paralelepipedo aberto, como definido em (4.19), tal
que vale (4.20) e ®, ¥ € C'(P,). Vamos agora aplicar o mesmo argumento para
cada ponto do intervalo [a,b] e seu correspondente elemento de y = yo(z) e obter,
desta maneira, uma cobertura aberta do conjunto compacto y = yo(z), p = po(x),
x € |a, b] por paralelepipedos (veja figura 4.3).

Pelo teorema de Heine-Borel, um numero finito desses paralelepipedos, digamos,
P, P, --- P, cobre este conjunto compacto. Seja P = UZ:1 Py, e assuma sem
perda de generalidade que os P, sao enumerados de maneira que os paralelepipedos
consecutivos se interceptam. Como temos um numero finito de paralelepipedos e

paralelepipedos consecutivos se interceptam, existe um dominio D, como o definido
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Figura 4.3: Tlustragao extraida de [30, p. 60] mostrando a idéia usada durante a
demonstracao.

por (4.26) tal que D C P. Como @, ¥ sdo unicamente definidos em cada paralele-
pipedo da cobertura aberta, segue que ® e W precisam coincidir na por¢ao comum

de P,_1 e B,.. Assim, ®, ¥ € C''(D) e o teorema estd demonstrado. [J

Teorema 10 Se (a, b] nao possui um ponto conjugado para a, entdo existe um A > 0

tal que (a — A, b] nao possui ponto conjugado para a — A.

Demonstracao:

Suponha que nao exista um A > 0 tal que (e — A, b] ndo possua ponto conjugado
para a — A. Entao, denotando por z7 = ¢(z1) o ponto conjugado de um ponto x,
com @ continua numa vizinhanga de z, temos p(a — A,) < b para {A,} — 0, e
assim, pela continuidade de ¢ na vizinhanca de a—A,,, lim,, . p(a—A,) = ¢(a) < b
e desse modo existiria um ponto conjugado a* de a, o que contradiz nossas hipoteses

e, portanto, o teorema esta demonstrado. [
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Teorema 11 Sey = yo(x) € C'(A, B) é um extremal reqular em [a,b] C (A, B), se
f € C3(R), onde

R=A(z,y,9)] A<z <B,ly—yo(z)| <an, |y —yp(x)] < B} (4.28)

e se ndo hd ponto conjugado de a em |a,b], entdo y = yo(x), x € [a,b] estd incluido

em um campo F'.

Demonstracao:
Seja po(z) = fy(x,yo(z),yo(z)). De acordo com o teorema 9, existe um dominio
D ={(z,y,p)| a1 <z <by,|y—yo| <9, |p—po| <d}onde A <a; <a<b<b <B,

0 > 0 e onde a equagao de Euler-Lagrange pode ser trocada por

Yy =®(z,y,p), P =Y(x,y,p) (4.29)

tal que ®, ¥ € C1(D).

Seja (xo, A, ¢) € D. Entao, (4.29) tem uma tinica solugao y = y(x, A, ¢), p = p(x, A, ¢)
que satisfaz as condigbes iniciais y(zg, A, ¢) = A, p(zo, A\, ¢) = ce v, P/, yx, Ye, Pr € De
sdo continuas ao longo da solugao em D (ver [J]).

Como (a,b] ndo possui um ponto conjugado para a, existe um A > 0, onde
0 <A <a-—a tal que a — A nao tem ponto conjugado em (a — A, b] (de acordo
com o teorema 9).

Vamos agora determinar as solugoes de (4.29) tais que
yla—A) =yola—A)

pla—A)=c

com (a — A,yo(a — A),c) € D, isto é, |c —po(a — A)| < A.
Denotamos essas solugoes por y = Y (z,¢), p = P(x,c). Obtivemos entao uma

familia a 1-parametro de solucoes da equacao de Euler-Lagrange que passa pelo
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ponto (a — A, yo(a — A)) e contém o extremal y = yo(z) para cog = po(a — A).

Como

Y(a— A c)=1yola—A)

para todo ¢, temos

Y;(.I’, C)x:a—A =0

e, em particular

Y;(SL’, c— O)x:afA = 0.
Como 1 = Y.(x,¢y) é uma solugdo da equagao de Jacobi, e como, por hipGtese
(a — A)* > b temos

Yo(z,00) #0 para a— A<z <b (4.30)

e, em particular, para todo z € [a, b].

Vamos agora demonstrar que y = Y (z,c) satisfaz as hipdteses do lema 3 para
x € (a, ) onde [a,b] C (o, ) e ¢1 < ¢ < g, onde a, (3, ¢1, ¢y serdo determinadas
posteriormente.

Como @, ¥ € C'(D), as solugoes y = Y (z,c), p = P(x,c) sao fungoes continuas de

¢, ao longo de D, e, em particular
Y (x,¢) — yo(z)| + | Pz, ¢) — P(x, co)| < |e — cole¥@et2), (4.31)

onde yo(z) = Y (x,¢y). Para a compreensao de (4.31) veja [9]. Seja 0 < Ay < by —b
e seja

¢ — co| < de Hbr=Arta—a) (4.32)
De (4.31) e (4.32) obtemos

Y (z,¢) —yo(x)] <6
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para todo x € (a — A, by — Ay) e
‘P(J},C) - P(‘T760)| <9

para todo x € (a — A, by — Ay). Assim, se tomarmos

c1=co— Sekb1—Ai1—at+A)

o = o + de Fbr—A1—atA)

entdoy = Y(x,c) € D,p= P(x,c) € Dparatodoa—A <x <bj—Ajec; <c < .
Sejacg=a—A, fp=b —AreS={(x,¢)] ap<z<fo,c1 <c<cy}. Entao Y,
Y., P, P. € C(S) (veja [9]) e assim:

Y! 0

L= &[é(x,Y(:c,c), P(z,c))] = @Y. + ®,P. € C(9).

d

T da

Entdo, Y, Y", Y,, Y/ € C(S).

Y” [@(x,Y (z,¢), P(z,c))] = ©, + @Y+ O, P = O, + O, + O, ¥ € C(S).

Por (4.30), Y.(x,¢p) # 0 para todo x € [a,b] e assim, pelo lema 3, y = yo(z) estd
incluido em um campo F em [a, b], demonstrando assim o teorema. [

Nossa referéncia basica para o texto desta secao foi [30].

4.7 Condigoes suficientes de Weierstrass
e de Legendre

Finalmente, nesta secao, ja estamos em condi¢oes de enunciar as condigoes suficientes
de Weierstrass e de Legendre que sao, na verdade, um resumo dos resultados obtidos
nas segoes anteriores.

Seja o funcional

Iy] = / f(z,y,y) dv (4.33)
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no dominio das fungoes sujeitas as condicoes de fronteira

y(a) = Yo, y(b) = vo. (4.34)

Teorema 12 - Condicao suficiente de Weierstrass Para que uma curva Y seja
um extremante fraco do funcional (}.33) com as condigoes de fronteira (4.34)

basta que se cumpram as sequintes trés condigoes:

1.'Y € uma solugao da equagio de Euler-Lagrange para (4.33) satisfazendo as

condigoes de fronteira (4.34).

2. Pode-se incluir Y num campo, o que acontecerd, por exemplo, ao se cumprir

a condi¢ao necessdaria de Jacobi.

3. A funcio E(x,y,d(x,y),y") conserva o mesmo sinal para as coordenadas x, y

de pontos suficientemente préoximos de Y e quaisquer valores de y' proximos

de ¢(z,vy).

Cumpridas estas trés condigoes, Y serd um maximante se F < 0 e um mini-

mante se £ > 0.

Para que Y seja um extremante forte do funcional (/.33) bastard que se cumpram

as condicoes 1, 2 e

3" A funcio E(z,y,é(z,y),y) conserva o mesmo sinal para as coordenadas x,

y de pontos de uma vizinhanca de Y e para quaisquer valores atribuidos a y'.

Cumpridas estas trés condicoes, Y serd um maximante se £ < 0 e um mi-

nimante se £ > 0.
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Demonstracao:

Decorre diretamente dos resultados demonstrados nas se¢oes anteriores. [

Teorema 13 - Condigao suficiente de Legendre Para que uma fungao y(z)
seja um extremante fraco do funcional (4.33) no dominio das fungdes sujeitas as
condigoes (/.34), basta que além das condicoes 1 e 2 de Weierstrass se cumpram
para qualquer x, a < x < b ey = g(x) a relagio f,,(z,y,y") > 0, implicando que
g(x) € um minimante, ou, fy(x,y,y") <0, implicando que §(z) € um mazimante.
Para que §(z) seja um extremante forte de (4.53) com as condigoes (/4.34) basta
que, em lugar da condi¢cao 3’ de Weierstrass, se cumpra para as coordenadas x,
y dos pontos de uma vizinhanca de §(x) e para qualquer valor atribuido a ', a
relagao fyy(x,y,y') > 0 significando que §(x) € um minimante, ou, a relagdo

fyy (2, y,y") <0 significando que §(zx) € um mazimante.

Demonstracao:
Decorre diretamente dos resultados demonstrados nas secoes anteriores. []

Esta secao foi escrita inspirada no texto [36].

4.8 Aplicacoes das condicoes suficientes

Nesta secao faremos alguns exemplos de como aplicar as condigoes suficientes estu-

dadas.

Exemplo 4.2 - Qual a curva plana ligando dois pontos fixos A = (1,0), B = (3,4)

satisfazendo as condigoes y(1) = 0, y(3) = 4 que tem o menor comprimento de arco?

Este problema ja foi estudado de forma bem detalhada nos capitulos 1 e 3. Aqui
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iremos nos preocupar apenas em aplicar a condicao suficiente de Legendre.

V142

J& sabemos que o extremal para este problema é y(z) = 2z —2 e que f,,y = )

ou seja f,r,, > 0 para qualquer y'. Isto significa que a condi¢ao necessaria de Legen-
dre é satisfeita para qualquer y/'.

No capitulo 3 vimos que nao existe ponto conjugado para 1 em [1, 3] e, portanto, a
condigao necesséria de Jacobi também é satisfeita, isto é, y(x) = 2z —2 estd incluido
em um campo.

Assim, y(x) = 2z — 2 satisfaz as trés condigdes da condicao suficiente de Legendre

e entdo, y(x) = 2z — 2 é um minimo forte para I[y].
Exemplo 4.3 - Problema da Braquistécrona
Este problema ja foi considerado no capitulo 1. Sabemos que o funcional associ-

1 2 1 + y/2
Iy = — \/ dx. 4.35
[ ] V 29 T Y—"%Yo ( )

Suponha aqui que yo = 0, x;1 = 0, x5 = a e dai o funcional fica

e ey,
Tl = == /0 e (4.36)

e entao colocamos as condicoes de fronteira

ado a ele é

y(0) =0 e y(a) =y (4.37)

Vamos estudar agora o comportamento deste funcional.

Resolvendo a equagao de Euler-Lagrange para este funcional (como jé fizemos no

capitulo 1) obtemos a seguinte familia de cicl6ides:

r=C(t—sent)+ Cy
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y = C(1— cost).

Impondo a condigao de fronteira y(0) = 0 teremos Cy = 0 e portanto:
x = C(t —sent)

y = C(1 —cost).

Pelo ponto B = (a,y;) passarda uma certa cicléide
r = R(t —sent)

y = R(1 — cost)

com R determinado de modo tnico ao se impor a restricao a < 27 R.

Vejamos agora se hé algum ponto conjugado para 0 em (0, a). Se fizermos y(t) = 0,
obtemos t = 27 e dal a* = z(2r) = Rt — Rsent = 27R e entdo, a* = 27R
é ponto conjugado de 0. Mas, como impusemos que a < 27R, temos que (0,a)
nao possui ponto conjugado e, portanto, para qualquer y; > 0, existe uma regiao
compreendendo o arco OB na qual a familia de cicléides com centro na origem
formard um campo.

Além disso,

1
fyy (2, y,Y) = >0
Y V(1 +y2)*?

para qualquer valor atribuido a 3.

Entao, pela condicao suficiente de Legendre, a cicléide
r = R(t —sent)

y = R(1 — cost)

serd um minimante forte para o funcional (4.36). Isto prova que, de fato, a cicldide
é solucao do problema da Braquistocrona, validando o resultado encontrado e dis-

cutido no capitulo 1.
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Exemplo 4.4 - O problema de Euler - Determinar a forca minima P, que
aplicada a extremidade de uma barra elastica vertical na direcao longitudinal, pro-

voca a flexdo desta.

Vamos supor que a barra seja cilindrica e que seu comprimento seja [, £ o mdédulo
de Young ? [10, p.267] para o seu material e I o momento de inércia da segao trans-
versal em relagao a uma reta passando pela sua linha média.

E conveniente escolher um referencial com o eixo Ox vertical, orientado para cima
e de modo que o ponto de apoio da barra coincida com a origem.

Se p denotar o raio de curvatura da barra deformada e ® o angulo constituido
pela tangente a sua linha média e o eixo Oz, entao, em virtude da Lei de Euler-

Bernoulli o potencial da barra associado as forcas de flexao sera

EI (11
U =— [ =dS. 4.38
' 2 Jo p? ( )

Por outro lado, a diminuicao do potencial provocada pela deformacao da barra sera
!

Uy = Pl — P/ cos p dS. (4.39)
0

Logo, se considerarmos nulo o potencial da barra nao deformada, esta adquirira,

apos a deformacao, o potencial

!
1 1
U=U,—-U, = / (QE]P + P cos go) dS — Pl. (4.40)
0
Levando em consideracao que p = % e que, a0 se examinarem apenas pequenas
deformacgoes,
o1 ¥
cosp ~1— o

2 A razdo entre a tensao e a deformacio é constante para qualquer material, no caso de a tensdo
nao ser muito grande. No caso de deformacao de somente uma dimensao devido a tensao, esta
razao é denominada médulo de Young.
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podemos escrever

1 [ dp\? 1 [ do\?
U=-= EI(-Z) —Po*| dS~ = ElI| LX) — Py
2/0 (dS) 14 2/0 (m) 14

Um sistema mecanico adquirindo na posicao de equilibrio a menor energia potencial

dx.

possivel conduz o problema a analise do comportamento do funcional

J[(p]:/ol EI (fl—i)Z—ng?

Vamos entao escrever e resolver a equacao de Euler-Lagrange associada a este fun-

!
dr = / [EIg” — Po?] du. (4.41)
0

cional. Temos f(z,¢, ') = E1p? — Py?* e daf a equagao de Euler-Lagrange fica

ElY"+Pp=0
que pode ser escrita como
¢ +a*p=0 (4.42)
onde
P
2 —_
ot =
Resolvendo (4.42) obtemos
o(x) = Cysen ax + Cy cos . (4.43)

Levando-se mais uma vez em consideracao que se examinam pequenas deformacgoes

se poderd escrever tan ¢ ~ ¢, donde, dado que tan ¢ = 3’ resulta
y'(z) = Cysen ax + Cy cos ar

e, portanto,

y(x):_Clcosa:L'jLC’gsenazv_’_C‘ (4.44)

« «

O fato da base da barra permanecer na origem das coordenadas é equivalente a
condigao de fronteira y(0) = 0 de onde vem que C; = C' = 0 e entao

y(x) = G sen ax (4.45)
«
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e esta funcdo y(z) é uma solucdo da equacdo de Euler-Lagrange que satisfaz as
condigoes de fronteira.

Vejamos agora o que ocorre com fr (2, ¢, ¢'). Temos

f@/ = QEI(,OI
e, portanto,
fgo’np’(l'a @, 90,) =2E1>0 (446)
sempre e, assim, um arco do tipo
Cy
y(x) = —senax
o

deixara de ser um minimante apenas se nao satisfizer a condigao de Jacobi (porque
dai o arco nao estard incluido em um campo). Em, particular, a linha média da

barra nao deformada nao sera um minimante se a equacao de Jacobi
17 . " 2,
El2"4+Pz=0 ou z"+a’2=0

admitir uma soluc¢ao nao trivial satisfazendo a condi¢ao z(0) = 0 e se anulando no

intervalo (0,7). Como a solugao geral da equagao de Jacobi para este caso é
z = Asenax,
a fim de que uma solugdo nao trivial se anule em (0,[) é necesséario que
1>

Quer dizer, deve-se cumprir

de onde a forca critica de Euler se da por

2

m
P = 5 El (4.47)
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e a esta forca corresponde a flexao da barra

y(x) = 1Cy sen ?x (4.48)
m

Estes exemplos foram desenvolvidos inspirados em [27].
No préximo capitulo, desenvolveremos a teoria sobre minimizagao de fungoes con-
vexas, que consiste em outra importante ferramenta para a resolugao de problemas

variacionais.
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Capitulo 5

Minimizacao de Funcoes Convexas

5.1 Introducao

Neste capitulo veremos que é relativamente simples minimizar funcoes convexas.
Utilizaremos as Variacoes de Gateauz, definidas no capitulo 3, para caracterizar a
convexidade de uma funcao J em um subconjunto S de um espago linear Y. Dai
entao, a fungao convexa serd automaticamente minimizada por um y € S no qual a
variacao de Gateux se anula. Apds desenvolvermos a teoria e darmos alguns exem-
plos diretos, que servirao apenas para nos familiarizarmos com os novos conceitos,
partiremos para os exemplos mais interessantes: exemplos de aplicacao destes con-
ceitos em problemas fisicos (projétil de revolugao com arrasto minimo, problema da
catendria, minimiza¢ao do consumo de combustivel de um foguete) e geométricos
(geodésicas em um cilindro). Trabalharemos, também, com problemas com res-
tricoes convexas e aplicagoes destes problemas.

Para todo o desenvolvimento deste capitulo tomamos como referéncia bésica o texto

de [12].

5.2 Revisao de algumas definicoes e resultados

Nesta segao faremos uma revisao de algumas defini¢oes e resultados ja conhecidos

que serao importantes no desenvolvimento do capitulo.

111
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Parad =1,2,3,---, seja IR? denotando o espaco euclidiano real d-dimensional. Seja

f:DCcR— RR.

Resultado 5.1 Quando D contém uma vizinhanca de um ponto zy extremal de
[, na qual f tem derivadas parciais f;,,j = 1,2,---,d continuas , entdao para cada
vetor u C JR? unitério, a derivada direcional

flzo + eu) — f(l"o)} _ of

Ouf (o) = lim = 5

e—0 €

=0.
e=0

Definicao 5.1 O vetor gradiente V f é definido por

Vf = (fwm fér27 T f33d)
e, entao 0, f (o) pode ser expresso por
Ouf (o) =V f(20).u,

onde o ponto denota o produto escalar.

Resultado 5.2 Em um ponto x( extremal temos

Definicao 5.2 A funcao f é dita convexa em D quando ela tem derivadas parciais

continuas em D e satisfaz a desigualdade
f(z) = f(zo) + Vf(z0).(x — x0) Vz,20 € D. (5.1)
Observe que (5.1) também pode ser expresso como: para cada = € D

flz+v) > f(z)+ Vf(x).o, (5.2)
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com z+v € D. Podemos dizer também que uma fungao escalar f(y) = f(y1,y2, -+, Yn)

é dita convexa se, para todo par de pontos z e w, temos
fOw+ (1= X2)z) < Af(w) + (1= N)f(2)

para todo A € [0,1]. Em uma dimensao, é facil perceber a idéia geométrica da
convexidade: o grafico, entre dois pontos z e w, de uma fungao convexa esta sempre

abaixo do segmento de reta unindo (z, f(z)) e (w, f(w)) (veja a figura 5.1).

Figura 5.1: Idéia geométrica da convexidade em uma dimensao.

Resultado 5.3 Quando f é uma funcao convexa em D, entao ela assume um valor

minimo em cada um de seus pontos extremais em D.

Observe que uma fungao convexa nao precisa ter um ponto extremal (estacionério),
mas quando xy é estacionario e f é convexa, entdo, Vf(zg) = 0 e, portanto,

f(z) > f(xg), isto é, zp é um minimo de f.

Resultado 5.4 Quando f é estritamente convexa em D, isto é, (5.1) vale em
cada xg € D com a igualdade ocorrendo se, e somente se, x = xg, entao f pode ter
no maximo um ponto estacionario e, portanto, pode ter no maximo um ponto de

minimo no interior de D.
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Definicao 5.3 Dizemos que um espaco de funcgoes Y é um espago linear se a
soma de funcoes em Y e o produto dessas fungoes por escalares ainda pertecem a

este espaco Y.

Seja agora J uma funcao de valores reais definida sobre um subconjunto S de um

espaco linear Y.

Proposicao 5.1 Se as funcoes J e G1,Gs, -+, G, sao definidas em S, e para cer-
tas constantes Ai,--+, \n, Yo mMinimiza J=J+ MG+ MGy + -+ NG, em S
[unicamente], entdo yo minimiza J em S [unicamente] quando colocamos a restri¢ao

Gyo = {y €S Gj<y) = Gj(yO)aj = 1,2,"',Tl}.

Demonstracao:

Para cada y € S

J(y) = J(y) + Z/\jGj(y) > J(yo) = J(yo) + > XGy(uo):

J=1

mas quando y € Gy, entdo J(y) > J(yo), j& que os termos envolvidos em G, tém
os mesmos valores em cada lado da desigualdade. [A unicidade é claramente preser-
vadal.

Assim, o resultado estd demonstrado. [

A partir daqui usaremos a seguinte notagao: quando f = f(z,y,z) € C(([a, b]) x IR?)

ey € Cla,b], entdo fly(x)] = f(z,y(x),y'(x)).

Proposicao 5.2 Se f = f(x,y,2) e g = g(x,y,2) sdo continuas e eriste uma
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fungao A € Cla,bl], para a qual yo minimiza [unicamente/
P = [ fuwas
em D C C'a,b], onde f = f + g, entdo yo minimiza [unicamente]
F = [ s
em D sobre a restricao
Ax)gly(x)] < Ax)glyo(x)], Vz € [a,b]. (5.3)

Demonstracao:

Se y € D, entao,

e entao,
b
Fly) — Flyo) > / M) (glyol@)] — gly(2)]) de > 0

quando (5.3) vale.

Também, se F(y) = F(yo) sobre as condigdes (5.3), entao

/ A(@)(glyo(2)] — gly(@))) da = 0

e F(y) = F(y) [a unicidade é possivel se, e somente se, y = yo)

Portanto, a proposicao estda demonstrada. [J

5.3 Funcoes convexas

Nesta secao introduziremos o conceito de fungoes convexas via variacao de Gateaux.

Para isto comecaremos relembrando a definicao de variacao de Gateaux.
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Definicao 5.4 Seja J uma funcao de valores reais em um subconjunto de um espaco
linear Y. Para y, v € Y, a variagao de Gateaux de J em y na direcao v é dada

por :
dJ(y;v) = lim Ty +ev) — J(y)

e—0 €

quando o limite existe.

Quando f € C*(IR?) temos para A = (x,v,2), B = (u,v,w) € IR que
51(A, B) = Vf(A).B,
onde df é a primeira variacao de Gateaux de f. Além disso, f é convexa se
flA+B) — f(A) > Vf(A).B=03f(A,B) (5.4)

e estritamente convexa quando a igualdade vale se, e somente se, B = 0. Podemos
observar entao, que a minimizacao de uma funcao convexa f pode ser particular-
mente simples de ser estabelecida, ja que um ponto A no qual V f(A) = 0 claramente

minimiza f. A desigualdade (5.4) sugere a seguinte definigao:

Definicao 5.5 Uma funcao de valores reais J definida em um conjunto S de um
espago linear Y é dita [estritamente] convexa em S se quando y e y+v € S entao
dJ(y;v) é definida e

J(y+v) = J(y) =2 0J(y;v)

[com igualdade valendo se, e somente se, v = 0].

Proposicao 5.3 Se J ¢ J sdo funcoes convexas em um conjunto S, entdao, para
cada ¢ € R, 2J e J+ J também sio convezas. Além disso, essas funcoes podem

ser estritamente convexas se J for estritamente convexa (para ¢ # 0).
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Demonstracao:

(AT + T)(y +v) = (T + T)(y) = ATy +v) = () + Ty +v) = T(y)) =
A5J(y;0) + 0J(y;0) = 8(T + J)(y;v)
sey, y+v e S. Isto estabelece a convexidade de J + J (quando ¢ = 1) e de *J

(quando J = 0). Além disso, quando J é estritamente convexa e ¢ # 0, entdo a

desigualdade precisa ser estrita, exceto no caso trivial v = 0. [

Proposicao 5.4 Se J € [estritamente] convera em S, entdo cada yo € D para o

qual §J(yo;v) =0 V yo+v € S, minimiza [unicamente] J em D.

Demonstracao:
Se y € D, entao com v =y — 1o
J(y) — J(yo) = J(yo +v) — J(yo) = dJ(yo;v) = 0

[com a igualdade se, e somente se v = 0].
Assim, J(y) > J(yo) [com igualdade se, e somente se y = yo| e esse é o resultado

desejado. [

5.4 Funcoes integrais convexas

Nesta secao daremos inicio ao estudo de resultados que nos permitirao estabelecer a
convexidade de funcionais e, desta forma, comecar a resolver problemas variacionais

sob a éptica da convexidade.

Se f = f(z,y,2) e suas derivadas parciais f, e f, sdo definidas e continuas em

la,b] x IR?, entdo a fungao integral

Fly) = / f(a,y(@). ¢ (z)) de = / Fly(@)] de
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tem, para Yy, v € C'[a, b], a variagao de Gateaux

b
5F(y;v)=/ (fyly(@)]o(@) + foly(@)P (2)) da (5:5)

onde usamos a abreviacao genérica
fly(@)] = f2,y(z),y (x)) (5.6)

e entao fyly(z)] = fy(z,y(2),y'(z)) e f.ly(z)] = f.(z,y(x),y'(x)). Assim, a conve-
xidade de f requer que, Yy, y +v € C'|a, 1],

fly+v) = fly) = 0f(y;v)

ou que

b b
/ (@) +v(@)] — fly(@)) dz > / Lly@e(@) + L@ (@) dr.

Dai segue a desigualdade entre os integrandos da tltima expressao, isto é, para cada
x € (a,b)

fly(@) +o(@)] = fly(@)] = fyly(@)]o(@) + Lly(x)]'(2), (5.7)
ou de (5.6)

f(xay +Tv, 2+ ’LU) - f($7y7 Z) > fy(xaya Z)U + fz(flfyy, Z)wa (58>

V(z,y,2), (x,y +v,z +w) € (a,b) x IR?, onde temos incorporadas as abreviagoes
y=vy(x),v=uv(x), z=19y(z), w=1'(z). A desigualdade (5.8) diz que f é convexa

quando x é fixo, conforme ira estabecer a definicao seguinte.

Definigao 5.6 A funcao f = f(z,y,z) é [fortemente] convexa em S C IR3 se f e
suas derivadas parciais f, e f. sao definidas e continuas nesse conjunto e se elas

satisfazem a desigualdade

f(l‘,y +tv,z+ U}) - f(x,y, Z) > fy(x7y7 Z)U + fz($7y, Z)wv (59)
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V(z,y,2) e (z,y + v,z +w) € S [com a igualdade em (x,y, z) somente se v = 0 ou
w = 0].

Observe que a variavel x é fixada nessa definicao de convexidade. S6 trabalhamos
com as derivadas parcias de f com relacao as variaveis y e z. E claro que se [ é
convexa em IR? entdo também é convexa no sentido da defini¢gao (5.6). Devemos
observar que convexidade estrita implica convexidade forte, e que, em geral, con-
vexidade forte é mais fraca que convexidade estrita. O significado de convexidade

forte sera visto a seguir.

Teorema 14 Seja D um dominio em IR* e para a, e by dados, seja o conjunto S =

{y € C'a,b] : y(a) = ay,y(b) = by; (y(x),y'(x)) € D}. Se f(x,y,z) € [fortemente]

conveza em |a,b] X D, entdo,
b
Fly) = [ f(wota). @) do
¢ [estritamente] convexa em S. Assim, cada y € S para o qual
d
@] = fyly(@)]
em (a,b), minimiza [unicamente] f em S.

Demonstracao:

Quando y, y +v € 5, a desigualdade (5.9) mostra que em cada x € (a,b)

fly(@) +o(@)] = fly(@)] = fyly(@)]v(@) + fly@)'(2) (5.10)

[com a igualdade somente se v(x) ou v'(z) = 0 pois entdo v(z)v'(x) = 0].

Integrando (5.10) temos

| o)+ vle) = @D dn = [ (Alu@lo) + Ly @) da,

ou, com (5.5) e (5.6)

Fly+v) = F(y) > 6F(y;v),
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e, entao, F' é convexa.

Além disso, na presenca de (5.10), a igualdade entre as integrais, representada por
essa ultima funcao F' é possivel somente quando a igualdade vale quase-sempre em
(5.10). Para maiores detalhes veja [12].[Se f(z,y,z) é fortemente convexa isso se

torna possivel somente se o produto

entao v*(z) = cte = v*(a) = 0 quando y e y + v € S. Portanto, v = 0 e entao F é

estritamente convexa.] Finalmente de (5.5), cada y para o qual

L @] = fly()

em (a,b), nos da
b d b
S0 = [ 4 (L)o@ do = Lly@)o()] =0
quando y, y +v € S. Entao, pela proposicao (5.4), y minimiza [unicamente] F' em

S. O

Quando y nao aparece explicitamente, isto é, quando f = f(z,z) somente (ou
f = f(2)), entdo f, =0 e para um intervalo I, f(x, z) sera [fortemente| convexa em

la,b] x I se, para cada x € |a, b
flz,z+w) — f(z,2) > fo(z,w)w Vz,z4+w e ] (5.11)

[com igualdade em z se, e somente se w = 0]. Com isso podemos enunciar o seguinte

teorema:

Teorema 15 Seja I um intervalo e seja S o conjunto S = {y € C'a,b] : y(a) =
a;, y(b) =0by; y'(x) € I}. Entdo, se f é [fortemente] convexa em [a,b] X I, cada

y € S que fornega f.(x,y'(x)) = cte em (a,b) minimiza [unicamente/

Fly) = / f(r. (2)) de
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em S.

Demonstracao:
Segue imediatamente de (5.11) considerando f,, = 0 no enunciado e na demonstracao

do teorema 14. O

Corolario 5.1 Se f = f(z) € [estritamente] convexa em I e

bl—CLl
m =
b—a

el,
entdo yo(z) = m(x — a) + a; minimiza [unicamente]

b
Fly) = / f(,y (@) de

em S.

Demonstracao:
Se yp(x) =m € I, entdo yo € S e f.(y)(x)) = f.(m) é constante em (a,b). Assim, o

teorema 15 ¢é aplicavel. [J

5.5 Funcoes [fortemente] convexas

Para podermos aplicar os resultados da secao anterior vamos precisar que as fungoes
sejam [fortemente| convexas. Nesta se¢ao, iremos estudar técnicas para identificar

tal convexidade.

Vamos comegar com o caso simples f = f(z,z), onde como ja vimos, a desigual-
dade da defini¢ao de convexidade forte de f(z,z) em [a,b] x I é dada por (5.11). A
proposigao seguinte ird relacionar a ocorréncia de (5.11) com uma condi¢ao simples

sobre f,, o que iré facilitar muito nosso trabalho.
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Proposicao 5.5 Se f = f(z, 2) e f.. sdo continuas em [a,b]xI e para cada x € |a, b,
foz(x,2) > 0 (exceto, possivelmente, em um conjunto finito de valores de I), entao

f(z,2) € fortemente convexa em |a,b] x I.

Demonstracao:
Para x € [a,b] fixo, seja g(z) = f(x,2) e assim, ¢"(2) = f..(x,2) > 0 em [ exceto,
possivelmente em um conjunto finito de valores de I. Entao, integrando por partes

para z,¢ € I dados e distintos,

¢ ¢
9(&) —g(z) = / gt)dt=(§—2)g'(2) +/ g'(t)dt > (§ — 2)g'(2),

onde a ultima integral é estritamente positiva por hipdtese, independente se z < &
ou £ < z.

Entao, com w = £ — z, retomando a defini¢ao de g, concluimos que

flz,z+w) — f(z,2) > f.(z, 2)w,

quando w # 0 e isto estabelece a convexidade forte de f(z,z). O

Faremos agora alguns exemplos para percebermos como aplicar este iltimo resul-

tado.

Exemplo 5.1 A fungao

T,z =sen®z + 2*
flz,z)

é fortemente convexa em IR X IR ja que

for(z,2) =2>0.
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Exemplo 5.2 Para r # 0,

Fa,2) = ViTF 2
¢ fortemente convexa em IR x IR, pois Vz € IR

z

o) = =

e, portanto,
1 22 r?

(T, 2) = — = > 0.
fuxl@,2) VIZ+ 22 rE 4z (r2 4 p2)3

Exemplo 5.3 A funcao

f(z,2) = 2° + (senz)2?

com
fae(z,2) = 2(senx)

torna-se convexa somente quando senx > 0, isto é, em [0, 7] x IR e fortemente con-

vexa somente quando senz > 0, isto é em (0,7) x IR.

Apresentaremos agora alguns fatos que podem ser uteis na resolucao de proble-
mas utilizando convexidade. Deixaremos as demonstracoes destes fatos a cargo do

leitor.

Fato 5.1 - A soma de uma funcgdo [fortemente] convexa com outra(s) funcao(oes)

conveza(s) é também [fortemente] convezxa.

Fato 5.2 - O produto de uma funcao [fortemente] conveza f(x,y, z) por uma fun¢dao
continua [p(x) > 0] p(x) > 0 é também uma fungdo [fortemente] convexa no mesmo

conjunto.



124 CAPITULO 5. MINIMIZACAO DE FUNCOES CONVEXAS

Fato 5.3 - f(z,y,2) = a(z) + B(x)y + v(x)z é (somente) convexa para quaisquer

fungoes continuas o, 3, 7.

Fato 5.4 - Cada funcao [fortemente] convexa f(x,z) (ou f(x,y)) € também [for-
temente] conveza quando considerada como uma funcio f(x,y,z) em um conjunto

apropriado.
Exemplo 5.4 A funcao
f(l',y, Z) = _Q(Senx)y + 2

é a soma de uma funcio fortemente convexa 2? (fato 5.4) com a fungao convexa
—2(sen )y (fato 5.3) e, assim, f é fortemente convexa em IR x IR? (fato 5.1).

Similarmente,
g(z,y,2) = =2(senz)y + 2° + 2*\/1 + 1

é a soma de uma funcao fortemente convexa f(z,y, z) com a fungao convexa z21/1 + y2

(fato 5.2) e, entdao g(x,y, z) ¢ também fortemente convexa em IR x IR?.

5.6 Aplicacgoes

Nesta secao resolveremos dois problemas praticos usando a teoria de minimizagao
de fungoes convexas. O primeiro problema trata das geodésicas em um cilindro e o
segundo é um problema fisico, que trata da minimizacao do arrasto no caso de um

projétil de revolucao.
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5.6.1 Geodésicas em um cilindro

Para encontrar as geodésicas na superficie de um cilindro circular de raio unitario,
usaremos naturalmente as coordenadas cilindricas (#, z) mostradas na figura 5.2 para

denotar um ponto tipico.

P,

1 Y
0

Figura 5.2: Coordenadas cilindricas usadas no problema e a curva geodésica.

E 6bvio que a geodésica unindo os pontos P, = (01, 21), P» = (01, 22) é simplesmente
o segmento vertical conectando-os. Entao, vamos considerar o caso em que P, =
(02, z9) com 0y # 0;. Podemos supor que 0 < 5 — 6, < 7 e considerar as curvas que

podem ser representadas como o grafico de uma funcao

zeS={zeC'0,0]: 2(0;)=2z, j=12}
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As coordenadas espaciais de uma tal curva sao

(x(0),y(0),2(0)) = (cos@,sen b, z(9)),
e entao, quando z € S, a curva resultante tem comprimento

/62\/ )’ +2/(0)*do = Wd@ (5.12)
01

Com uma mudanga de varidvel trivial, o integrando de (5.12) corresponde a funcao

do exemplo 5.2 da secao 5, que é fortemente convexa. Entao, pelo corolario 5.1

concluimos que:

Entre as curvas que admitem representacao como o grdfico de uma fungdao z € S, o

comprimento minimo € dado unicamente b por aquela representada pela funcao
Zo(e) =2z + m(Q — 01)

para
21 — 22

01 — 0,

que descreve uma hélice circular ligando os pontos dados.

m =

5.6.2 Projétil de revolugao com arrasto minimo

Um dos primeiros problemas resolvidos via idéias variacionais foi proposto por New-
ton em seu Principia em 1686. Consistia em encontrar o modelo da parte dianteira
de um projétil de revolugao que sofresse o minimo de arrasto (resisténcia) quando ele

se movesse na agua, com uma velocidade unitaria constante e na direcao de seu eixo.

Iremos adotar as coordenadas e geometria mostradas na figura 5.3 e assumir que

a pressao (resisténcia) em um ponto da superficie da parte dianteira do projétil é

'Dados dois pontos em um cilindro existem infinitas hélices (geodésicas) ligando-os, mas apenas
uma delas minimiza o comprimento de arco.
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? ? Movimento

Figura 5.3: Ilustracao mostrando as coordenadas e a geometria adotadas no proble-
ma.

proporcional a raiz quadrada da componente normal de sua velocidade. Entao, se ¢
denota o angulo entre o eixo x positivo e a tangente a um ponto da curva meridio-
nal de comprimento [ cuja rotacao determina a superficie da dianteira, desejamos
minimizar l
/ cos?(m — (s))2mx(s) cos ¥(s) ds. (5.13)
0

Como cost(s) = 2'(s) quando 1 + y/'(2)? = sec?1)(s), queremos minimizar

F(y) :/ (14 ¢/ (2)?)  da (5.14)

em S ={y € C'a,1] : y(a) = h, y(1) =0, y(xr) > 0}, onde supomos que as
constantes positivas a < 1 e h sdo dadas (a = 0 é excluido por razoes que serdo

vistas adiante).

Agora, se
x
fwe) =1
entao
—2zx
2\, 2) =
F R =
e para x > 0
2x(32%2 — 1
fzz(xa Z) = ( ) 5
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quando |z| > \%
De conhecimentos fisicos esperamos que 3y’ < 0, e, pela proposicao 5.5, f(x,z) é
fortemente convexa em [a, 1] X <—oo7 —\/ig} Assim, pelo teorema 15, sabemos que
se
weS ={yeS: y()<-1/V3, zelal]}

entao

—2xy/ () V2
—— =cle = —
(1+y?(2)) ¢

para uma constante positiva c, entao yy minimiza f em S’. Fazendo u = 1 + y”*(x)

[z, y (2) =

Y

obtemos

u? — 2c%2%u + 2¢%2? = 0.
Resolvendo para u, temos
u = c*2? + cx(?z? — 2)1/2,
provando que c*a® > 2 (o que exclui a = 0). Entao,
—V2eay/ (z) = u? = 222 (u — 1)
e assim,
Y (z) = —V2cz|(2?® — 1) F ca(Pa® — 2)1/2]. (5.15)

Integrando (5.15) e incorporando a condigao de fronteira y(1) = 0 temos

y(x) = 2732 {02(1 — 2 —2(1—-2?) F 4c/1 12(c2? — 2)'? dt} , (5.16)
onde ¢ serd determinado, se possivel, para satisfazer y(a) = h quando y'(z) < \_/—%
Dependendo das constantes particulares é possivel considerar somente um dos sinais

de (5.16). Na prética, é mais facil escolher ¢ > 2 e entdo determinar os valores de

a e h = y(a), o que pode ser feito por integracdo numérica de (5.16), mantendo

y(r) < 7
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Cada solugao nao trivial obtida fornece um modelo de parte dianteira do projétil de
revolucao que ocasionard arrasto minimo, no conjunto admissivel S’. Isso é usado
para torpedos e misseis que se movem em um meio no qual a Lei de Newton para a

resisténcia possa ser assumida.

5.7 Funcoes convexas com restricoes

A convexidade também pode ser uma vantagem para minimizar funcgoes J quando
estas sao consideradas restritas a um outro conjunto de fungoes G (como nos pro-
blemas isoperimétricos). E isso que vamos estudar nesta se¢ao através de resultados

tedricos e exemplos aplicados.
Levando em consideracao o teorema dos Multiplicadores de Lagrange estabelecemos
o seguinte resultado:

Teorema 16 Se D € um dominio em IR?, tal que para alguma constante N\, j =
1,2,---,N, f(z,y,2) e A\jg;j(z,y,2) sao convexas em [a,b] x D [e pelo menos uma

dessas funcoes € fortemente convera neste conjunto/, seja
N
F=r+>_Ng. (5.17)
j=1

Entao, cada solucdo yy da equacao diferencial

LIy = Fylyte) (5.18)
em (a,b) minimiza [unicamente]
F(y) = [ flyta))do (5.19)

em

S={yeC'a,b]: yla)=yo(a), yb) =yo(b); (y(x),y'(x)) € D}
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considerando as restricoes

b
Gily) = / g9ily(x)ldz = Gi(y), j=1,2,---,N. (5.20)

Demonstracao:
Por construcio e pelo fato 5.1, a funcio f(z,y, z) é [fortemente] convexa em [a, b] x D

e entdo, pelo teorema 14, yo minimiza [unicamente]

Fly) = [ Flu@)de = o) + 30650

em S e dal é s6 aplicar a proposicao 5.1 demonstrando o resultado desejado. [J

Veremos agora exemplos de como trabalhar com este resultado. Comecaremos com
um exemplo mais simples e terminaremos o capitulo apresentando, na préxima secao,

dois exemplos aplicados.

Exemplo 5.5 - Minimizar

em S = {y e C0,1]; y(0)=0, y(1) =0}, quando y esta restrito ao conjunto

{yeﬂmjy G@yiﬂﬁuymzl}

Primeiramente observemos que f(x,y,z) = 22 é fortemente convexa, enquanto
g(z,y,z) =y é somente convexa em IR x IR%. Assim, fazemos

flz,y,2) =22+ Ny

e queremos encontrar A tal que Ag(z, vy, z) é convexa quando a equacao diferencial

LIy = Fly(a)] (521)
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tem solucao yg € S para a qual G(y) = 1. Agora, como g é linear em y e z,

Ag(z,y,z) = Ay é convexa para cada A real. Neste nosso exemplo, (5.21) fica

d A
L) =x on y'@) = (5.22)
e daf a solugao geral de (5.22) é
22
y(x) =cx+co+ e
As condigdes de fronteira y(0) =0 = ¢ e y(1) =0 = ¢; + 4 nos déo
A
yo(z) = —Zx(l — ) (5.23)

que esta em S.
O teorema 16 nos garante que (5.23) minimiza F' em S sobre as restri¢oes G(y) =

G(yo). Agora, precisamos escolher A de maneira que G(yo) = 1. Entao,

At A
G(vo) 4/0 x( x)dz 51
e, portanto,
A= —24.

Assim, a solugao do problema é

yo(z) = 6x(z —1).

5.8 Dois exemplos de aplicagoes

Nesta segao iremos apresentar duas aplicagoes fisicas desta teoria de minimizagao

de fungoes convexas sujeitas a restrigoes.
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5.8.1 Cabo suspenso - o problema da catenaria

Para determinar a forma que um longo cabo inestensivel assume, devido ao seu peso,
quando ele esta suspenso por suas extremidades, em alturas iguais, como mostra a
figura 5.4, utilizamos o sistema de coordenadas mostrado e o Principio de Bernoulli
que diz que a forma assumida pelo fio serd a que minimiza a energia potencial do

sistema.

Figura 5.4: Ilustragao da situacao - problema considerada.

Supomos que o cabo tem comprimento L, peso por unidade de comprimento W
e que os suportes sao separados por uma distancia H < L. FEntao, utilizando o
comprimento de arco s, ao longo do cabo, como variavel independente, a forma do
cabo sera especificada por uma fungéo y € C*[0, 1] com y(0) = y(L) = 0, a qual tem

associada a ela a energia potencial dada por

F) =W [ yls)as

Além disso, para que a distancia entre os dois suportes seja obedecida, a funcao y

precisa satisfazer a restricao

G<y>=/oLmds=/ode<s>=H,

onde z(s) denota a posi¢ao horizontal de um ponto em uma distancia s ao longo do
cabo e, assim, obtemos x'?(s) + 3?(s) = 1. Claro que |¢/(s)| < 1 e se |[¢/(s1)] = 1,
entao o cabo precisa ter uma ponta (uma protumberancia) em s;.

Agora f(s,y,2) = Wy é somente convexa em [0, L] x IR?, enquanto g(s,y,z) =
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—v/1 — 22 é fortemente convexa em [0, L] x IR x (—1,1). Entao, pelo fato 5.1, a
funcao f(s, y,z) = Wy —Av1 — 22 é fortemente convexa quando A > 0. Assim, pelo

teorema 16, para A > 0, buscamos uma solugao y para a equacao diferencial

em (0, L) que esteja em
S={yel'0,L]: y(0)=y(L)=0, |y(s)| <1 Vse(0,L)}.

Para este exemplo, a ultima equacgao diferencial fica

d Y (s) _
ds ( 1 —y’Q(S)) -

Y'(s)
1 —y?(s)

onde trocamos a constante A por WA e introduzimos uma nova constante c. Podemos

ou

=s+c, (5.24)

supor que y é simétrico sobre L/2, o que estda de acordo com mnossa intuicao fisica
sobre a forma assumida pelo cabo. Se tomarmos

=3

segue que y'(l) = 0, e entdao, de (5.24), ¢ = —I. Devemos lembrar também que
precisamos determinar somente y em [0, (], onde esperamos que y" < 0.
Entao, de (5.24) temos que
2
2 _ (S B l)
yos) =53
AN+ (s—1)

em [0,[] e dai, com y(0) =0

y<s):/05 C=D o e

A2 4 (t— 1)
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ou

= /A2 (1 —5)2 = VA2 42 (5.25)

em [0,[]. Agora, podemos supor que A > 0, porém, temos que satisfazer a relagao

de restricao
L
/ V1—y2(s)ds=H
0

ou com a simetria assumida

l
/0 VI— P ds = 5 (5.26)

Substituindo (5.25), (5.26) fica

/ (1 —s) / _H
)\2 l — S A2+ l — 3 2 ’
ou com a substituigdo trigonométrica (I — s) = Atanf, pedimos que para o =
arctan %
@ H H
h(a) = cot 0df = — = —.
(o) = cot v /0 sec 5= T
Agora,

(log(sec o + tan o))

) =

tan «

™

¢ continua e positiva em (0,%) e, entao, pela Regra de L’Hospital com a — 0 e

a — /2, os limites dao

respectivamente. Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, h assume cada valor

em (0, 1) pelo menos uma vez em (0,7/2). Assim, existe a € (0,7/2) para o qual

e, para esse Q,

A=lcota >0,
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o que nos daria o y(s) procurado.

A curva resultante ¢ definida parametricamente em [0, [] por

y(s) = VA2 + (1 —5)2 — VA2 +[2

#(s) :/Osmdtzg—)\senhl (lgs)

o que corresponde a bem conhecida catenaria.

Dentre todas as curvas de comprimento L unindo os suportes, a catenaria sera a

que dard energia potencial minima e representara entao a forma final do cabo.

5.8.2 Minimizando o consumo de combustivel de um foguete

Um foguete de massa m ¢é acelerado verticalmente para cima da superficie da Terra
(que assumimos estaciondria), a uma altura h em um tempo 7', por uma forga mu de
seu motor, onde u é a aceleracao do foguete. Se supusermos que h é bem pequeno,
m e g, onde g é a aceleracao gravitacional, permanecem constantes durante o voo.
Desejamos, entao, controlar o impulso para minimizar o consumo de combustivel
medido por ,

Flu) = / W2(E) dt (5.27)

0

para um dado tempo 1" de voo.
Ainda que T possa variar posteriormente, consideremos primeiro o problema no
qual T é fixo. Usamos a Sequnda Lei de Movimento de Newton para concluir que

no tempo t, o foguete na altura y = y(t) tem obrigatoriamente a aceleragao
y=u-—g. (5.28)

Impondo as condigbes iniciais y(0) = ¢(0) = 0 e y(T') = h, entao

e dai, integrando por partes obtemos
T

y(T) = / (T — 1)ii(t) dt — (T - 1)i(2)

0
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De (5.28) e usando as condigoes iniciais segue que

h:y(T):/O (T—t)u(t)dt—gTTQ.

Assim,
2

G(u) = /0 T(T — tyu(t)dt = h + % K (5.29)

e entao, minimizaremos F' em S = {u € C[0,T], u > 0} levando em consideracao
a restrigao (5.29).
De acordo com o teorema 16, introduzimos uma constante A e observamos que o

integrando modificado fica
ft,u,z) =u® + \NT —t)u

que é fortemente convexo para todo A, ja que o segundo termo é linear em u. Além

disso, f. = 0. Entdo, a equacdo de Euler-Lagrange para esta nova funcao fica

fulu(®)] =0 =2u(t) + (T —t).

Um uy € S que satisfaz esta equacao é da forma

A

onde A < 0 serd obtido de

K:/O (T—t)uo(t)dt:—§/0 (T—t)%ht:—T

ou

e entao obtemos

o (t) = w (5.30)

Observe que de (5.29) e (5.30) segue que

T K2 T KZ
F(uo):/o ug(t)dtzg—/o (T — 12t = 2B _
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3(2h+¢T?)* h?*  gh  ¢*T
T — 3 p—— + pp— + - 9

e podemos usar calculos simples para minimizar esta expressao com respeito a 1" e

entao obter o tempo 6timo de voo

1/2
T - (ﬁ) .
9
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Capitulo 6

Teoria de Hamilton Jacobi

6.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos uma nova forma de resolver problemas variacionais: a
Teoria de Hamilton Jacobi. Esta teoria é de grande importancia no calculo va-
riacional, ja que possibilita a resolu¢ao de problemas mais complexos de maneira
relativamente rapida e muito elegante. Ao longo do tempo, fisicos e quimicos tém
utilizado amplamente esta teoria em problemas aplicados importantes, conforme ve-
remos no decorrer do capitulo.

Nosso estudo se iniciard com a forma canonica da equacao de Euler-Lagrange e os
sistemas Hamiltonianos. Em seguida estudaremos as transformacoes canonicas, a
equacao de Hamilton Jacobi, suas solugoes, os principios variacionais de mecanica e
encerraremos o capitulo estudando um método para resolver a equacao de Jacobi.
Procuraremos durante o texto apresentar exemplos para que os conceitos vistos pos-
sam ficar mais claros para o leitor.

As referéncias basicas para esse capitulo sdo os textos [27] e [14].

139
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6.2 Forma candnica da equacao de Euler-Lagrange
e sistemas Hamiltonianos

No capitulo 1 apresentamos a equacao de Euler-Lagrange. Vamos agora estudar

uma outra maneira de escrever esta mesma equagao.

Denotaremos, a partir deste momento, a derivada de f(x,y,3’) com respeito a y’
por p, isto é

p=fy(z,y.9) (6.1)
Trabalhando entao com (x,y,p) ao invés de (z,y,y’), resolvemos (6.1) para y' em

termos de p, x e y e escrevemos

Y =wv(z,y,p). (6.2)

Introduzimos, entao, a fungao Hamiltoniana

H(z,y,p) =py — f(z,9,9). (6.3)

Usando (6.1) e (6.2), podemos escrever (6.3) como

H(x,y,p) =py — f(z,9,9) = pv(z,y,p) — f(z,y,v(x,y,p)). (6.4)

A relagao (6.4) é chamada de transformada de Legendre.

Mais adiante, aparecerao as vantagens de trabalharmos com a quantidade p ao invés
de ¢ e, assim, desenvolver o célculo variacional em termos da Hamiltoniana (ao
invés da Lagrangiana) com o auxilio da transformada de Legendre. Primeiramente,

vamos escrever a equacao de um funcional suave g(z) em termos da Hamiltoniana.

Teorema 17 Em termos da Hamiltoniana H(z,y,p), o extremal suave y(z) de La-
grangiana f(x,y,y") e p(x) = fy(z,y(z), ¥ (x)) = f;(:v) satisfaz o sistema Hamil-
toniano

jy=H, e p=H, (6.5)
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onde f(x) = f(z,ij(x), p(z)).

Demonstracao:

Basta calcular lf[p, ﬁy e dai
Hy, =0+ pb, — fyi,=0=7
Hy :Is@y - fy - fy/@y = _fy = __{fy’] =D

e assim, o resultado estd demonstrado. []

O sistema Hamiltoniano (6.5) é conhecido como forma canénica da equagao de
Euler-Lagrange e as varidveis {y, p} sao chamadas de varidveis canénicas.

Devido ao teorema 17, a forma canonica da equacao de Euler-Lagrange também ¢é
um condi¢ao necesséaria para a ocorréncia de extremos. Assim, para obtermos um
candidato a extremal podemos, ao invés de resolver a equacao de Euler-Lagrange,
resolver o sistema Hamiltoniano (6.5). Veremos agora um exemplo de como traba-

lhar com o sistema hamiltoniano.

Exemplo 6.1 O problema do oscilador harmoénico envolve o seguinte funcional

a ser minimizado

[ 3imt)? ko) da,

isto é, a Lagrangiana para este caso ¢
1 N2 2
5 m(y)” = ky7].

Vamos escrever a equacao de Euler-Lagrange e a equacao na forma canénica para
este problema e comparar os resultados obtidos.

A equacao de Euler-Lagrange para este funcional fica

d
fy— %(my’) =0& my"+ky=0. (6.6)
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Para este problema temos
f y = my/ =p

e, portanto,

/

_ b _
y=— v(z,y,p).

Assim, a Hamiltoniana para este funcional fica

1 2
H(z,y,p) = pv(z,y,p) = f(z,y,v(z,y,p)) = 5 [— + ky?}
e dai, pelo teorema 17,
p
Hy, = m =y (6.7)
e
—H,=—-ky=9p < —p = ky. (6.8)
Agora, usando (6.7) e (6.8) temos que
! — _@
m
e, portanto
my” + ky = 0. (6.9)

Vemos entao que a equagao (6.9) é exatamente igual a equagao (6.6) obtida pela
equagao de Euler-Lagrange na forma que ja estavamos habituados. Isso ird sempre
acontecer. Neste exemplo, p ¢€ o momento e H é a energia total da massa em mo-
vimento. Esse é o caso de uma lagrangiana associada a um sistema dinamico de

particulas.

Geralmente, sempre que a evolugao de um fenémeno dinamico é caracterizada por
duas varidveis y(z) e p(x) e governada pelo sistema de equagoes diferenciais or-
dindrias (6.5) para algum H = H(z,y,p), o sistema dinamico é chamado de sis-

tema Hamiltoniano. Esses sistemas aparecem naturalmente na modelagem de
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fenomenos dinamicos nao necessariamente relacionados a mecanica newtoniana ou
ao calculo variacional. Assim, a teoria de sistemas hamiltonianos também pode en-
contrar aplicacoes em outras areas além do calculo das variagoes. Devido a uma
convencao em sistemas dinamicos de particulas, p e H sao frequentemente relacio-

nados ao momento e a energia do sistema que esta sendo modelado.

Definicao 6.1 Quando a varidvel independente z nao aparece explicitamente, um

sistema de equacoes diferenciais ordinarias é chamado de sistema auténomo.

Os sistemas dinamicos autonomos possuem algumas propriedades especiais. Temos,

por exemplo, a seguinte lei de conservacao de energia:

Teorema 18 Se a hamiltoniana ndo depende de x explicitamente, isto é, H =
H(y,p), e se o par {y(z),p(z)} € uma solu¢io do sistema Hamiltoniano (0.5),
entdo, H(z) = H(y(z),p(x)) é uma constante, isto é, H(z) = Hy para alguma

constante Hy.

Demonstracao:

Este resultado segue diretamente de

dH - - _ _ _
dr - Hyy/ + pr, = H,H, + Hp(_Hy) =0

e, portanto
para alguma constante Hj, demonstrando assim o teorema. []
Como H se refere, geralmente, a energia do sistema dinamico, o teorema 18 implica

que a energia do sistema é conservada. Assim, um sistema dinamico com hamilto-

niana nao dependendo explicitamente de x é chamado sistema conservativo.
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No exemplo 6.1 temos um sistema conservativo, pois

2

Tlp
H(z,y,p) = 3 [E +k’y2] :

6.3 Transformacoes canonicas

Nesta secao iremos estudar um tipo de mudanga de variaveis, que chamaremos de
transformacao canonica e com isso, comecar a desenvolver uma maneira de simpli-

ficar nossas resolucoes dos problemas.

Pelo exemplo 6.1, a equagao de movimento para o oscilador harmonico simples pode

ser dada na forma do sistema Hamiltoniano

_p’ — ]gy = Hy’

/

p
:—:H
Yy m P

com
1 2
H=— [p_ + k‘yQ] .
2 |m
Suponha, agora, que desejamos trabalhar com um novo conjunto de variaveis Y e

P ao invés de y e p, onde

Y = h(z,y,p), P=g(z,y,p) (6.10)

Escrevemos, entao, o sistema Hamiltoniano em termos de Y e P e obtemos assim
um novo sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Por exemplo, a mudanca de
variaveis

Y=p P=-—y (6.11)

transforma o sistema Hamiltoniano em

Y'=kP, —P = (6.12)
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O sistema (6.12) é um sistema Hamiltoniano com uma nova Hamiltoniana

21 m

1[y?
H* == {— + kPQ] . (6.13)

Uma mudanga de varidveis da forma (6.10) nem sempre preserva a estrutura de um

sistema Hamiltoniano de equagdes diferenciais. Por exemplo, a mudanca de variaveis
Y=¢ P=p (6.14)

transforma o sistema Hamiltoniano em

1
Y'= —PY, —P' =KinY (6.15)
m

que nao é um sistema Hamiltoniano, pois (6.15) nao deriva de

2 m

1 [p? 1 [P?

ja que se houvesse uma Hamiltoniana H* para a qual

PY
Hp = —
P m
e
Hy = KlInY,
teriamos

H* = KY(InY — 1) + h(P)

para alguma funcao h da variavel P somente. Agora,

dh

precisa ser uma fungao de P somente. A primeira relagdo de (6.15) requer entao

_PY dh

H; = —
P m dP

0 que nao é possivel para qualquer fungao h(P). Dai segue que (6.15) nao é um

sistema Hamiltoniano.
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Uma transformagao do tipo de (6.10) é chamada transformacao canénica se ela
transforma um sistema Hamiltoniano (nas varidveis y, p) em outro sistema Hamil-
toniano (nas novas variaveis Y e P). Em outras palavras, uma transformagao
canoOnica preserva a estrutura Hamiltoniana do sistema de equacoes dife-

renciais ordindrias. Entdo, a transformagao (6.11) é canonica e a (6.14) nao.

Exemplo 6.2 Vamos considerar a seguinte mudanca de variaveis

1 p2
Y == |k + 5 1
2{y+m} (6.16)

P =0Q(y,p) {msml (%) - kx} (6.17)

para o oscilador harmonico simples, onde

2
Qy.p) =y + (6.18)

Para reescrever o sistema Hamiltoniano em termos das novas variaveis Y e P dife-

renciamos ambos os lados de (6.16) e (6.17) com respeito a x e obtemos

r_ / l o £ B _ —
Y = kyy' + —ppf = ky (m> + 2 (—ky) =0 (6.19)
P =Q |Vmksin™! LA oy o +Q |—k+ mk QY — ye : (6.20)
Q Q? y?
e
Com ,
Ql yy/+ % 0
— 5 =0,

a expressao para P’ fica

P =—kQ+ VmkQy' _ kQ {mi - 1} =0 (6.21)

Q2_y2
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onde a expressao do oscilador harmonico simples foi utilizada em (6.21). Entao, a
transformagao dada por (6.16) e (6.17) ndo sé é candnica, como o sistema transfor-

mado é tao simples que a solugao é trivial
Y=Y, P=F. (6.22)

A solucao do sistema original segue entao diretamente de (6.16), (6.17) e (6.22):

? 2Y [2Y
fﬂL%:TO, Py = TO Vmksin™! i — kx

ou
2Y, k k
y =1/ sin (\/—ZB+M)> p = /2Yymcos (\/—fc+u> (6.23)
k m m
onde
H= 2mY,

Esse exemplo e toda a discussao feita nesta secao sugerem um método diferente
e indireto para resolver a equacao de Euler-Lagrange de um problema variacional
ou sistemas Hamiltonianos: encontrar uma transformagao canonica que transforma
um dado sistema Hamiltoniano em outro sistema Hamiltoniano de forma particular-
mente simples. Se o novo Hamiltoniano nao depende das variaveis canonicas novas

(e velhas), isto é, H*(z,Y, P) = H*(z) entao temos Y =Yy e P = P,.

6.4 A equacao de Hamilton-Jacobi

Nesta segao iremos apresentar a famosa equacao de Hamilton-Jacobi e continuar
desenvolvendo o método indireto, citado na secao anterior, de resolver os sistemas

Hamiltonianos.
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Para encontrarmos uma transformacao canonica especial que fornega um novo sis-
tema Hamiltoniano Y’ = P’ = 0, iremos trabalhar com uma versao variacional do

problema. O problema variacional aqui seré para as variaveis y e p.

b b
JMMZ/ﬂW—H@&mwﬂj/f@%n%ﬁww (6.24)

O funcional J[y, p| é obtido de

b
Jm:/fm%wm

expressando f(z,y,y’) em termos de H(z,y, p) pela transformada de Legendre (6.4).

Temos entdo, a seguinte equacao de Euler-Lagrange para J[y, p]

d - _
%[fy’] = fy,

d - _
%[fp’] = fp

ou

p=-H, 0=y —H, .
Isto demonstra o seguinte teorema

Teorema 19 As solugoes do sistema Hamiltoniano (6.5) sao os extremais de J[y, p|

em (0.24).
Similarmente, o sistema Hamiltoniano transformado
— P = Hy, Y = H (6.25)
sao as equagoes de Fuler-Lagrange de
- b
J|Y, P] = / [PY'— H*(x,Y, P)| dz. (6.26)

Podemos usar (6.10) para expressar o integrando de (6.26) em termos de y e p para

obter
b
J[Y,P]:/ G(x,y,p,y,p) dx. (6.27)
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Nao é necessdrio que G(x,y,p,y',p") e fla,y,p,y,p') = py — H(z,y,p) sejam
idénticos para o sistema (6.5) se transformar em (6.26) por meio de uma trans-
formacdo canonica (6.10). E suficiente que (6.24) e (6.26) tenham os mesmos extre-

mais.

Definicao 6.2 Os integrandos f(z, z,2') e G(x, z,2') de
b b
3ol = [ fas ) de ol = [ Gz ) da
sao variacionalmente equivalentes se, para alguma fungao ¢(z,2) € C? temos
f(z,z,v) = Gz, z,v) + pu(x, 2) + p.(, 2).v

Com z = (21,29, +,2,) € U = (V1,Ug,-++,0p), 0 Vetor @, = (Yo, Pry,** P2, ) € 0

gradiente no espaco z e ¢,.v é o produto escalar de duas quantidades vetoriais.

Teorema 20 Se f e G sao variacionalmente equivalentes entao elas geram os mes-

mos extremais.

Demonstracao:

A conclusao segue de
b b
Jolz] = / (@22 do = / (G2, 2, ) + (3, 2) + u(, 2)2/] da =

= [o(@, 2(2)]la + Jale] = [p(b, B) = ¢(a, A)] + Jg[2].

O termo ¢(b, B) — ¢(a, A) nao afeta a forma da equacao de Euler-Lagrange de Jg[z].

Assim, Jr e Jg tém os mesmos extremais. [

Para a Lagrangiana f(x,y,p,y’,p') = py' — H(z,y,p) associada ao sistema Hamil-
toniano (6.5), temos z = (21, 22) = (y,p). Suponha que G(z,y,p,y’,p’) é a Lagran-

giana do sistema Hamiltoniano transformado (6.25) expresso em termos de (z,y, p)
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com a ajuda da transformacio canonica (6.10). Para G e f terem o mesmo sistema
hamiltoniano (6.5) como equacdes de Euler-Lagrange, é suficiente que G e f sejam

variacionalmente equivalentes, isto é

[y, p, v, p) =G, y,p. 9. D) + o (x,y,0) + ¥ oy (x,y,p) + P'op(x, y, p)

para alguma funcao ¢ = ¢(z,y,p) € C?. Da expressio f = py — H(x,y,p) e
G(z,y,p,v,p') = PY' — H*, a relacdo entre f e G pode ser escrita como

py — H(x,y,p) = PY' — H*(2,Y, P) + 0. + ¢, + ©pp/

ou

pdy — Hdx = PdY — H*dx + de. (6.28)

A forma de (6.28) sugere que se tomarmos y e Y como as primeiras varidveis (ao invés

de y e p) com (6.10) reescrito tal que p = gi(z,y,Y) e P = go(z,y,Y), tomamos
do = ppdx + pydy + pydY
tal que (6.28) se torna
(p—@y)dy — (P +¢y)dY — (H — H* + ¢, )dx = 0. (6.29)

A equagao (6.29) ¢ satisfeita se

P = Py, (630)
H " =H+p, . (6.32)

Dado ¢(x,y,Y), (6.30) pode ser resolvida para um dado Y em termos de x, y e p. O
resultado pode ser usado para eliminar Y do lado direito de (6.31). Teremos entao

Y e P em termos de x, y e p; eles determinam a forma de h e g em (6.10). Por esta
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razdo, ¢ é chamada de fungao geradora da transformagao (6.10). Assumimos que

(6.10) possa ser invertida, isto é, que podemos escrever
y=h(x,Y,P), p=g(z,Y,P). (6.33)

As relagoes inversas (6.33) servirao para eliminar y e p do lado direito de (6.32)
para uma dada H* como fungao de =, Y e P. A transformacao (6.10) induzida pela
fungao geradora ¢(x,y,Y) é candnica porque, por construgao, Jg associado com H*
tem os mesmos extremais que Jg associado com uma dada Hamiltoniana H. Vamos

resumir esta discussao com o seguinte teorema

Teorema 21 Se, com p = ¢, e P = —py, a fun¢io p(x,y,Y) € C* induz uma
transformagao (6.10) que pode ser invertida para y e p dados em termos de x, Y e
P, entao a transformagao € candnica. Ela transforma o sistema Hamiltoniano (6.5)

em outro, com seu Hamiltoniano H* dado por H + ¢, (expresso em termos de x, Y

eP).

Pedimos que a fungao ¢ seja de classe C? para podemos inverter (6.30) e (6.31).
Se quisermos, podemos tomar y e P como as varidveis priméarias (ao invés de y e Y)

e escrever (6.28) como
pdy — Hdz = d(PY) — YdP — H*dx + dp = dp — YdP — H*dx,
onde ¥ = PY + ¢, ou
(p — )y + (Y —p)dP — (H — H* + ¢x)dx = 0. (6.34)

A equacao (6.34) é satisfeita por
p=1thy; (6.35)

H*=H+, . (6.37)
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As primeiras duas relagoes determinam P e Y em termos de y e p e fixam as formas
de h e g em (6.10). O Hamiltoniano H* é dado por (6.37) e pelas relagdes inversas
(6.33).

Para uma solucao simples do sistema transformado, gostariamos de um novo Hamil-
toniano H* independente de Y e P. De fato, seria 1util que H* = 0, pois, dai, com

y e Y sendo as varidveis primdarias e H* = 0, (6.31) ficaria

H(z,y,p) + ¢z(x,y,Y) =0

ou com (6.30)
H(z,y, oy(z,y,Y)) + ¢ulz,y,Y) = 0. (6.38)

A equagao (6.38) é uma equagao diferencial parcial nao linear de primeira ordem
para a func¢ao desconhecida (z,y,Y’). Note que Y nao aparece explicitamente em
(6.38) e a solugao ¢ é determinada somente como uma fungao de x e y pela equagao
(6.38) com Y carregado como um parametro.

Para um dado Hamiltoniano H(x,y,p) a equagao diferencial
H(z,y,¢y) + o =0 (6.39)

¢ chamada equagao de Hamilton-Jacobi para o correspondente sistema Hamil-
toniano.

Resumimos essa nossa discussao através do resultado seguinte.

Teorema 22 A equacao de Hamilton-Jacobi (6.39) determina a fungdo geradora
o(z,y,Y) e, com isso, a transforma¢ao canonica especial (6.30) e (6.31) para a
solugao do sistema Hamiltoniano (6.5). A solugdo de (6.5) é obtida pela resolugao
de (6.31), isto é, P = @y(x,y,Y) para y obtendo y = y(z,Y, P) e entdo, usando
esse resultado em (6.50) obtemos p = p(x,Y, P) onde Y e P sao duas constantes

arbitrarias.
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Nao nos preocuparemos aqui com resultados tedricos que garantam a existéncia da
solugao da equacao de Hamilton-Jacobi; discutiremos um pouco sobre a solucao da

equacao e seu correspondente sistema Hamiltoniano.

6.5 Solucoes da equacao de Hamilton-Jacobi

Para a transformagao (6.10) induzida por ¢(x,y,Y) ser invertivel, a solu¢do da
equagao de Hamilton-Jacobi precisa depender do parametro Y = (Y3, --,Y,). Note
que ¢(x,y,Y) é determinada para uma fungao arbitraria de Y.

Se H é independente de x tomamos ¢ = ®(y,Y) — E,, onde E é uma constante que
geralmente depende dos parametros Y7, Y, -+, Y, isto é, £ = E(Y). Em termos de

®(y,Y) a equacdo de Hamilton-Jacobi se torna
H(y,®,) = E. (6.40)

Para um escalar y, a equagdo de Hamilton-Jacobi (6.40) é uma equacao diferencial
ordindria com E como parametro. Ela é muito mais simples de ser resolvida que a

equagao de Hamilton-Jacobi original, que é uma equacao diferencial parcial.
Exemplo 6.3 Voltemos a considerar o exemplo do oscilador harmonico simples.

Ja vimos que a Hamiltoniana para este problema é

1 2
H:—{kyQ—i—p—}.
2 m

Como H nao depende de z, podemos trabalhar com a forma reduzida (6.40) e obter

mky* + @3 =2mY (6.41)

onde temos E = Y (= Y}), pois y é um escalar (e, assim, Y também). A equacao

diferencial ordindaria separavel para ® (6.41) pode ser escrita como

y
¢, = /2mY — mky? ou (I):/ \/2mY — mky? dy,
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isto é,
o(z,y,Y / \V2mY — mky?dy — Y.

Segue de (6.30), (6.31) e (6.32) que

P =@, = 2mY —mky?, (6.42)

P=- ——m/y ! d +x—x—,/msin’1 s (6.43)
o \/2mY — mky? Y k 2y .

—H*=Y — H(y,®,) = Y—l(ky+ 2)zo. (6.44)

A relagao (6.44) é simplesmente uma integral primeira da equagao de movimento

(equacao de Euler-Lagrange) para o problema

1 p2
Y =- 242, A4
2 (ky m) (6 5)

Para verificar que, de fato, temos os resultados desejados iremos calcular P’ e Y.
Y = kyy' + L = ky (£> + L(ky) =0
m m m

k p

wY
Plzl— m i = —\/_

=0,
k 1—ky? m

2y

onde usamos o sistema Hamiltoniano (6.7), (6.8), (6.9) para eliminar y' e p/. A

solu¢do do problema original pode, entao, ser obtida de (6.43) e do fato de P ser

uma constante arbitraria, isto €,

y(z) = \/% sen <\/§[m - p]) , (6.46)

onde Y também é uma constante arbitraria.
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6.6 Principios variacionais de mecanica

Uma das areas de aplicagao mais importantes do calculo variacional é a mecanica
classica: o estudo da evolucao de fenomenos dinamicos envolvendo objetos que po-
dem ser idealizados como particulas ou corpos rigidos.

O estado de um fenomeno é caracterizado por um niimero de variaveis dinamicas,
suas posicoes e velocidades. A evolucao de um fenémeno é determinada por um
sistema de equacoOes diferenciais ordinarias governando essas varidveis dinamicas.
Essas equagoes diferenciais apropriadas podem ser deduzidas de leis fisicas (como,
por exemplo, as Leis de Newton) postuladas para o fenémeno.

Nesta se¢ao, estaremos interessados em um método alternativo de obter essas equagoes
que governam o movimento usando algum principio variacional para o fenomeno.
Um desses principios variacionais mais utilizados em mecanica classica é o principio
de Hamilton, que apresentaremos a seguir juntamente com outros principios im-

portantes.
O principio de Hamilton-Ostrogradsky

Suponha que sobre um sistema de n pontos My(zk, Yk, 2x) de massa

my (k=1,2,---,n) sujeito a m < n vinculos holénomos'

¢](1‘,y,2,t)20 (j:1a277m) (647)

atuam certas forcas

Fk(Xk7Yk7Zk) (k - 1,2,"',771)

que admitem um potencial

U= U(l‘k, Yky 2k t)

1Vinculo que pode ser expresso por um nimero de equacoes entre as coordenadas generalizadas
do sistema e o tempo.
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tal que

ou ou ou

A energia cinética do sistema sera dada por

-1 i my (2% + G + %) (6.48)

5 . .
k=1
Nestas condigoes, considera-se a classe dos movimentos cinematicamente possiveis,
isto é, compativeis com os vinculos (6.47), que levam o sistema de uma configuragao
A no instante t = t3 a uma configuracao B no instante ¢ = ¢;. Segundo o principio
de Hamilton-Ostrogradsky, o movimento real do sistema passando da posicao A &
posicao B, durante o intervalo de ty a t;, torna estacionaria a integral
t1
J = / (I'+U)dt, (6.49)
to
quer dizer, para este movimento d.J = 0.
Trata-se assim, de um problema variacional no dominio dos sistemas de 3n funcgoes
Xi(t), Yi(t), Zk(t), (k = 1,2,---,n) definidas em [to, 1], com valores dados nas
extremidades deste intervalo e sujeitas aos vinculos (6.47), isto é, um problema com
extremidades fixas e restrigoes.
O emprego dos métodos dos multiplicadores de Lagrange introduz a fungao auxiliar
m
F=T+U+> N(t)y;
j=1

e o respectivo sistema de equagoes de Euler-Ostrogradsky

midy — Xp— Y A\ 22 =0
j=1

8xk
mkyk — Yk — zm:/\J(t)% = 0
= Yk

midh — Zi — > N(t) 2L =0,
=1 3zk
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um sistema de equacoes diferenciais que descreve o movimento do sistema.
O principio de Lagrange

No caso particular em que os vinculos ¢; e o potencial U nao dependem do tempo,
o sistema conserva a sua energia total, quer dizer, T'— U = cte.

O principio de Lagrange estipula que no dominio dos movimentos cinematicamente
possiveis e satisfazendo a condicao T'— U = h = cte, que conduzem o sistema da

posicao A no instante t; a posicao B num certo instante ¢, a integral

t
/ 2T dt (6.50)
to

se torna estaciondria.
Este principio se formula em termos de um problema variacional com vinculos
¢j(x,y,2) = 0 (j = 1,2,---,m), com a restricio nao-holéonoma suplementar

T — U = h e uma extremidade variavel.
O principio de Jacobi

Se explicitarmos o tempo de (6.50), chegaremos ao principio de Jacobi, que diz
que a trajetoria v que conduz um sistema holonomo conservativo de uma posicao A

a uma posi¢ao B torna estacionaria a integral

/ V2(0 + 1) ds. (6.51)

Agora que estabelecemos estes trés principios devemos observar que: o funcional
(6.49) representa a ac¢do no sentido de Hamilton, o funcional (6.50) representa a

acao no sentido de Lagrange e o funcional (6.51) a acao no sentido de Jacobi. Os
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principios mecanicos aqui estudados sao chamados de principios da agao esta-
cionaria ou, as vezes, principios da acao mininima. Os possiveis extremos dos
funcionais mencionados serao sempre um minimo. Vejamos agora um exemplo de

aplicacao destes principios.

Exemplo 6.4 - Deduzir, do principio da agao minima, o movimento de um ponto

sobre o qual atua apenas a forca da gravidade.

Para resolver este problema iremos admitir que a massa do ponto seja igual a 1

e que o eixo O, aponta para cima. Podemos escrever entao que
U= —gy. (6.52)

Pelo principio de Jacobi, qualquer trajetoria cinematicamente possivel v deve tornar

a integral
J = / V2(U + h)ds (6.53)
g

estaciondria. Reescrevendo (6.53) usando (6.52) obtemos

J = / V2(h — gy)\/1 +y2 d. (6.54)

A equacao de Hamilton-Jacobi para este funcional fica

)
Yr—[2h =29y —| 5~ ) =0,
Ay

(02)” + (2y)* = 2(h — gy).

ou seja,

Admitindo a integral geral

1
cp:Ax—l—/\/Qh—ng—A2dy:Ax—3—(2h—29y—A2)3/2+B,
g
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onde A e B sao constantes arbitrarias, decorre que a equacao da Lagrangiana de

(6.54) sera

ou

onde A e C sao constantes indeterminadas. Isto segue do fato da Lagrangeana ser

dada pela relacao

dp C
0A 27
Em particular, passardo pela origem, isto é, satisfarao a condigao y(0) = 0, as

trajetorias parabdlicas da familia monoparamétrica

Ly, VI
= ot T4

Z.

6.7 O método da separacao aditiva

Com o que vimos até aqui ja pudemos perceber que a equacao de Hamilton-Jacobi
nao necessariamente simplifica o processo de obtencao de um extremal para uma
dada Lagrangiana. Com as equagoes de Hamilton-Jacobi tinhamos que resolver um
conjunto de equacoes diferenciais ordinarias e, agora, temos que resolver a equagao
de Hamilton-Jacobi que é uma equacao diferencial parcial. Em geral, equacgoes
diferenciais parciais sao muito mais dificeis de serem resolvidas do que equagoes
diferenciais ordinarias. Porém, ha uma classe, nao trivial, muito importante de
problemas nos quais a solugao da equacao de Hamilton-Jacobi é praticamente direta.
Essa classe de problemas tem a caracteristica particular de p(x,y,Y’) ser uma soma
de fungoes, cada uma envolvendo somente uma componente de .

Por simplicidade, vamos limitar nossa discussao para sistemas conservativos, isto €,

nos quais H nao depende explicitamente de z. Nesse caso, podemos considerar

QO(ZL’, Y, Y) = ¢(y7 Y) - E(Y)ZL‘
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e trabalhar com a equagao de Hamilton-Jacobi reduzida (6.40) e obter

H(y,¢y) = H(y1, Yo, Yns G150+, On) = E, (6.55)

onde ¢, = a%. Para muitos Hamiltonianos, a solu¢do da equacgao (6.55) é da forma
oy, Y) = d1(y1,Y) + @2y, Y) + -+ + dn(yn, V), (6.56)

onde Y = (Y7, ---,Y,) assume o papel de um parametro. Em outros casos, somente

uma das varidveis {y;} é aditivamente separada em ¢(y,Y).
Para ver quando é possivel termos uma solucao aditivamente separada da equagao
de Hamilton-Jacobi, consideramos o caso no qual H depende de y; e ¢; somente

através de uma combinagao hi(yi, ¢1). Entao

H(y, be) - H(hl(yla ¢1)a Y2, 5 Yn, ¢27 Ty ¢n) (657)

Para este caso, buscamos uma solugao para ¢ da forma

6y, Y) = o1y, Y) + 0(y2. -+ Yn, Y), (6.58)

isto é, (6.40) se torna

H(hl(yla¢1)7y2a'"7yn7¢~27"';¢n):E- (6.59)

A equagao (6.59) precisa ser vélida para todo y; enquanto todos os outros y; sao
mantidos fixos. Quando y; muda, somente h;(y;, ¢1) é efetuado em H. E dai, segue

que hy(y1, ¢1(y1)) precisa ser independente de ¥, isto é,

hl(ﬁUlaél) = al(Y)7

onde o ponto indica a diferencia¢do com respeito ao argumento (neste caso yi) e a;

é um parametro constante. A equagao (6.59) agora se torna

H(a17y27”';yn79527"'7¢n):E-
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Se Y5 € o também sé aparecem em H na combinacao ha(ys, ¢2), 0 mesmo argumento
usado acima nos dé que a variavel y, também precisa ser aditivamente separada em

o(y,Y), isto &,

oy, Y) =1y, Y) + d2(2.Y) + &(ys, -+, Yn, Y)

com ¢ e ¢o determinados pela equacao diferencial ordinaria

hie (Y, 1) = ar(Y) (k= 1,2), (6.60)
ja que (6.40) se torna uma equagao diferencial parcial para q@(yg, e Un, Y)
H(a17a27y3a"'7yn7$3a"'7§5n) = k. (661)

E agora, ¢ evidente que uma solugao de (6.40) na forma (6.56) é possivel se H depen-

der de todos os yi, e ¢ somente através de n combinagoes hg(yx, o), k = 1,2+, n.

Exemplo 6.5 - O movimento de uma particula no espago sujeita a acao de um
campo uniforme na dire¢ao y3. (Um exemplo de tal sistema é o movimento de uma

particula de massa m sujeita a gravidade g.)

Pelo principio de Hamilton, a Lagrangiana para este sistema é
r . . .
F = om(yi® + 45" + js%) — mgys.

A Hamiltoniana correspondente é

1
H = o (p1® + p2° + p3°) + myys,
m

onde pp = Como H nao depende de t a equacao de Hamilton-Jacobi redu-

zida (6.40)

Uk
p
é

apropriada para este problema e obtemos entao

{mgys + ﬁ@ﬂ + {ﬁﬁ] + {%W] = E. (6.62)
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A equagao (6.62) é da forma hi(yy, ¢1) + ha(y2, ¢2) + hs(ys, ¢3) = E. Dai, segue

que ¢ pode ser tomado na forma (6.56) com

Sk =uar (k=1,2)

¢3732 + 2m29y3 +a1? + ay? = 2mkE.

Essas relagoes podem ser integradas para obtermos

Ok = ar(yr — yro) (b =1,2)

Y3
/ \/QmE —ai? — ax? — 2m2yz dz.
Y3

(6.63)

(6.64)

As constantes de integracao sdo escolhidas para que yx(0) = yi,, £ = 1,2,3. Os

parametros a;, as e E/ podem ser renomeados para Y, Y, e Y3, respectivamente,

para ser consistente com o que foi desenvolvido nas se¢oes anteriores. Com (6.63) e

(6.64), obtemos para (6.30) e (6.31) p; = Y, pa = Vs,

ps = —mgys + R(y3,Y)

Y3 1
—szyk—yk/ ——dz (k=1,2)
vsy L(2:Y)
Y3 1 p
ysy L2, Y)

onde

Rys, Y) = \/2mYs — V12 = Vy? — 2m2gys,
As condigoes iniciais yx(0) = yg, sdo equivalentes a Py =0 e P, = —y,, (kK = 1,2)

e, entao, as relacoes acima nos dao

/y3 1 |: 1 ( >:| Y3
m dz = |—R(z,Y =t
oy RV mg

0

Yy

(6.65)

(6.66)
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A equagao (6.65) pode ser simplificada para obtermos

1 1
y3<t> = Ys3o + ER(Z/?)W Y)t - §gt2

As trés constantes indeterminadas Y7,Y5 e Y3, que s@o as componentes de Y, sao

obtidas ao colocarmos as condigoes iniciais 4y (0) = vg,, (k =1,2,3).

Para este exemplo, a abordagem do problema pela teoria de Hamilton-Jacobi fi-
cou desnecessariamente complicada, ja que se usarmos a equacao de Euler-Lagrange
obteremos uma solugao quase direta. Mas este nao é sempre o caso, principalmente
para problemas envolvendo movimento planar em um campo de forca central. O
exemplo mais conhecido desse tipo de problema é o movimento de um planeta em

torno do Sol (ignorando o efeito de outros planetas).

Exemplo 6.6 - Movimento planar de uma particula sujeita a agao de um campo de
forga central caracterizado por V(y) = V/(r), onde r é a distancia radial da origem

do referencial.

Em coordenadas polares (r,6), no plano do movimento, a Hamiltoniana para este

problema é

1 1
H=—p?%+ =ps?
5 (pr + 5P ) +V(r)

que segue do principio de Hamilton e da transformada de Legendre. Como H é
independente de ¢, entao a equagao de Hamilton-Jacobi reduzida (6.40) também se
aplica a este problema

1

2 _
2m7“2¢0 =k

H(r,0,¢r,¢0) = ﬁw +2mV ()] +

com a funcdo geradora dada por ¢(t,r,¢,Y1,Ys) = o(r,0,Y1,Ys) — Et. Notemos

que 0 e ¢y aparecem em H somente na combinagao (¢y)? e podemos igualar a uma

constante ag?.
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Devemos também observar que H nao depende de 6 explicitamente. Neste caso,
chamamos a coordenada € de coordenada ciclica. Para uma coordenada ciclica

podemos escrever

¢(Ta 97 Y) = ¢(T7 Y) + CL@Q

e transformar (6.40) em
[, + 2mV (r)] + ag® = 2mEr®.

Essa equacao pode ser rearranjada para escrevermos

b, = \/ZmYl —2mV(r) — };i; = R(r,Y),
onde identificamos Y5 = ag ¢ Y7 = F e, entao
sr.) = [ Re vy s
0
onde rg = r(t = 0) e 3, é uma constante de integragdo que nao interfere no movi-
mento da particula e que pode ser obtida. Nesse caso, temos

gp(t,T,H,Y):YQQ—Ylth/ R(&,Y), d¢.

T0

Por (6.42), (6.43) e (6.44) obtemos

Pr = R(T7Y)7
Do = ag = Yo,
" m
_P’I‘ = _t+/ df)
o B(§Y)

L
Py —6— / e
’ w REY)E
O estado inicial da particula r(0) = ro e 8(0) = 6 requer que P, =0 e Py = 6. A

expressao para P, torna-se entao uma equacao para t como uma fungao de r

d¢. (6.67)

_fTom e[ m
= /7"0 R(£)Y) it /ro \/mel —2mV(§) — ng;
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A expressao para Py nos da 6 como uma funcao de r

" P ' Do
-0y = | —L0 __ge— de, (6.68)
" CREY) / g\ /2mvy —2mV () - 25

onde podemos escrever py para Y. Em outras palavras, a nova coordenada canonica
Y, é agora identificada como sendo o momento angular da particula e o resultado
Y, = 0, garantido por nossa escolha de ¢, implica que: O momento angular de
uma particula em movimento sujeita a acao de uma forca central é con-
servado.

As equagoes (6.67) e (6.68) dao a solucao geral do problema. A equacao (6.68) da
a relacdo entre r e 0, isto é, a equagao da trajetéria. Ja a equagdo (6.67) nos da a
distancia r como uma funcao implicita do tempo ¢, que pode ser explicitada para
obtermos r como funcao de t explicitamente.

A segunda lei de Kepler para o movimento planetario é um caso particular desse
resultado.

Para movimentos planetdrios, temos que V' (r) = =2 e, do que foi feito acima sabe-

mos que a equacgao geral da trajetoria é

dr.

e—/ il
r2\/2mE+2mc7° — %2

Integrando esta expressao obtemos

- ()

2mE + m2e

0 = cos™

2
ag

tomando a origem de # tal que cte = 0 e chamando

a’ 2Fa?
p=—", e=|1+— (6.69)
mco mcg
podemos escrever a equacao da trajetéria como
P
— =1+ ecosf. (6.70)

r
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Essa é a equagao de uma segao conica. De (6.69) vemos que se £ < 0 entdo a
excentricidade e < 1, isto é, a dérbita é uma elipse e 0 movimento é finito.
De acordo com as formulas da geometria analitica, o semi-eixo maior e o semi-eixo

menor da elipse sao dados, respectivamente, por

a=-—L_ =g
1—e2 2777

2
b— p g

V=) \emlBE]

Os focos da elipse serao dados por

p
Tmin = m =a(l —e),
L =a(l+e).

Tmaz = (1 — 6)
Assim, obtivemos para a érbita do movimento uma equagao que descreve uma elipse.
Ela corresponde a primeira lei de Kepler para movimentos planetarios. Ob-
terifamos o mesmo resultado através da equagao de Euler-Lagrange ou pelas equacoes
de movimento da mecanica Newtoniana. Porém, seria muito mais trabalhoso. Para

este exemplo, além de [11] tomamos como referéncia [25].



Capitulo 7

Projetos

7.1 Introducao

Os trabalhos de J. Dewey [15] e W. H. Kilpatrick [20] sdo pioneiros no uso de
projetos no ensino, e preconizavam, ja na primeira década do século vinte, que o
aluno se tornasse “ator da sua formagao, por intermédio de aprendizagens concretas
e significativas para si” ([, p.193]).

O ensino e a aprendizagem do Céalculo vem se beneficiando com vérias iniciativas
envolvendo o uso de projetos no ensino. Costa e Grou apresentam as primeiras
reflexoes sobre o uso de projetos no ensino de Célculo de uma e varias variaveis
na Universidade Estadual de Campinas [10, 11]. Segundo estas autoras ([10, p.10],
“ ...0s procedimentos utilizados em experiéncias desta natureza estao baseados em

fatores que transcendem ao Célculo: envolvimento, iniciativa e entusiasmo de alunos

e professores.”

O uso de projetos no ensino de Célculo visa dar um carater mais flexivel & ementa
rigida de uma disciplina obrigatéria dos cursos de Ciéncias Exatas e Engenharias. Os
artigos [12] e [19] relacionam aspectos histéricos e fisicos ao tema a ser trabalhado, e
aliam modelagem matematica a ferramenta computacional para resgatar os conceitos
de Calculo. Indo além, os projetos podem também promover uma maior integragao

entre as diferentes areas do conhecimento na medida em que os alunos compreendem

167
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a repercussao destes conhecimentos na sociedade e na cultura. Como exemplo de
tais atividades convida-se o leitor a conhecer os trabalhos [20] e [32], que exploram
temas ambientais, como a questao do lixo na Universidade, e curvas de nivel e o

vazamento de um navio petroleiro.

Os projetos desenvolvidos por alunos ingressantes na Universidade que cursam a
disciplina de Célculo de uma variavel podem ser um importante instrumento capaz
de fazer a transicao do ensino médio para o ensino superior e mostrar a relevancia

do Célculo neste processo transitério [37, p.127].

Pretende-se neste capitulo explorar o recurso didatico do projeto por meio do es-
tabelecimento de uma ponte, agora entre o Calculo e o Célculo Variacional. Neste
sentido, este capitulo se inicia com uma secao de exercicios preliminares envolvendo
problemas de maximos e minimos de vérias variaveis utililizando o Teorema de La-

grange.

A seguir sao apresentadas duas sugestoes de projetos envolvendo tépicos classicos do
calculo variacional explorados sob os olhares analitico, geométrico, historico, compu-
tacional e fisico. Estes projetos destinam-se potencialmente para estudantes de final
de graduacao e de pés-graduacao. A primeira proposta trabalha com geodésicas e a
segunda com o problema da Braquistécrona. Elas envolvem uma abordagem tedrica
dos assuntos e também possibilitam que os alunos visualizem, por meio de progra-
mas computacionais com recursos graficos, algébricos e simbdlicos, alguns resultados

vistos na teoria.

Vale ressaltar que os recursos computacionais colaboram para a compreensao do
carater local das solugoes dos problemas variacionais sob consideragao. Resultados
de existéncia (e unicidade) de solu¢do nem sempre favorecem a construgao e visu-
alizagao efetiva deste objeto matematico. Tanto no caso das geodésicas quanto no
problema da braquistocrona, os recursos graficos, numéricos e algébricos, aliados

ao conhecimento dos conceitos envolvidos e dos pré-requisitos, proporcionam um
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conjunto de ferramentas para se levantar conjecturas e buscar elementos para com-
prova-las ou verificar que nao sao validas. A medida que o computador simplifica os
procedimentos algébricos e favorece a visualizacao grafica, pode fornecer subsidios
para ousarmos mais e irmos mais longe, indagando, explorando e buscando para

além do que ja foi construido e apreendido.

7.1.1 Exercicios preliminares

Pré-requisitos: Méximos e minimos em vdrias variaveis [16] e Teorema de La-

grange, que sera enunciado a seguir.

Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (caso geral com m restri¢oes de
igualdade em IR")
Sejam f, g1, ..., gm fungoes de classe C'! de n varidveis e seja £* um extremo (maximo

ou minimo) local de f no conjunto vidvel

D={xecR"|g(x)=Fi,...,gn(x) =kn}

Suponha que Vg; (), ..., Vgn(x*) sdo vetores linearmente independentes (condigao
de regularidade em x*). Entdo existem ndmeros reais Aj,..., \* (multiplicadores

de Lagrange) tais que (&*, A*) é um ponto critico da funcao Lagrangeana

L(z, A) = f(z) = M (g1(x) = k1) =+ = Ay (g () — Fim) -

1. Dentre os pontos do elipséide

onde a > b, prove que aqueles que estao mais proximos da origem se acham

sobre o plano x = 0.



170 CAPITULO 7. PROJETOS

2. Considere a reta de equagao y = r — 5 e a curva 22 + (y — 2)? = 4. Encontre o
ponto (r, s) na reta e o ponto (¢,u) na curva que realizam a distancia minima

entre a reta e a curva, seguindo as seguintes etapas:

(a) Faca um esbogo da situagdo para compreender o problema.

(b) Formule matematicamente o problema: minimizar o quadrado da distancia
entre os pontos, sujeito aos pontos pertencerem, respectivamente, as cur-
vas dadas, definindo a funcao objetivo e os vinculos. Note que as funcoes

envolvidas possuem quatro varidveis: (r,s,t,u).

(c) Utilize a restri¢ao “(r,s) pertence a reta’para reduzir a dimensdao do

problema, que passa a ter trés varidveis e um tnico vinculo.

(d) Resolva o sistema de Lagrange resultante e analise o(s) resultado(s) ob-
tido(s).
(e) Faga um novo esbogo para visualizar a solugao encontrada e valida-la

graficamente.

3. Defina duas elipses disjuntas em IR? e encontre os pontos que realizam a
distancia minima entre ambas. Como roteiro, baseie-se nas etapas do item an-
terior, mas observe que neste caso o problema permanece com quatro variaveis

e duas restricoes.

Y
.

Figura 7.1: Ilustracao para a situacao problema sugerida no item 3, com as solugoes
demarcadas

Este problema e o anterior estao propostos em [l&].
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4. O problema a seguir foi inspirado na abordagem presente em [11]. Utilizando
o método dos Multiplicadores de Lagrange, podemos demonstrar duas desi-
gualdades extremamente importantes em andlise matematica: a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii e a desigualdade de Holder.
A desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii foi demonstrada em IR™ por
Cauchy em 1821, por Bunyakovskii para integrais em 1859 e por Schwarz para
integrais duplas em 1885. Ela estabelece o seguinte: para nimeros arbitrarios

Q1,Q9,+,apn, by, ba, -+ b, temos a seguinte desigualdade:
arby + -+ apby < (a2 4+ a7+ b)Y

Jé a desigualdade de Holder foi demonstrada por Holder em 1889 e estabelece
que para numeros nao negativos ai, as,- -+, ap,b1,bo, -+, b, e parap > 1, ¢ =

p%l vale a seguinte desigualdade:
arby + -+ apby < (arP 4o anP) P (0 4 b)Y

Com o auxilio dessas desigualdades podemos demonstrar importantes resulta-
dos de analise matematica, principalmente sobre normas.

Agora, trabalhando com problemas de maximos e minimos em varias variaveis:

(a) Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii. Sugestao:
com base na desigualdade, escolha a funcao objetivo adequada e trabalhe

com a restri¢io x5 + x5 + -+ + a2 = B?

(b) De maneira andloga, demonstre a desigualdade de Holder. Sugestao:
leve em consideracao o fato de esta desigualdade valer para niimeros nao

negativos, e adapte a idéia usada em 4a.

(¢) Definimos a norma euclidiana de z = (21, 29, - -, 2,) por

lellz = /23 + -+ 23
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Demonstre que esta norma satisfaz a desigualdade triangular
2 +yll2 < llzll2 + [lyll2-

Sugestao: utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii.

(d) Mostre que a norma-p,

lzllp = llzlP) ',
k=1

p > 1 satisfaz a desigualdade triangular. Sugestao: utilize a desigualdade

de Holder.

5. Nos itens anteriores trabalhou-se com problemas de méaximos e minimos de
varias variaveis. O calculo variacional aparece entao, como uma continuacao
desta teoria para problemas mais gerais. Comprove isto fazendo uma pequena
nota historica sobre a evolugao dos problemas de méximos e minimos e seus

métodos de resolucao. Uma boa referéncia para isto é o [capitulo 1 deste texto]

e [11].

7.2 Projeto sobre geodésicas

Por dois pontos quaisquer sobre uma superficie, ha infinitos caminhos na superficie
que os ligam. Se existir uma curva de menor comprimento entre estes dois pontos,
entao ela é denominada uma linha geodésica (ou geodésica).

De acordo com [25], o primeiro artigo sobre o menor caminho entre dois pontos
numa superficie geral, De Linea Brevissima in Superficie Quacunque Duo Quaelibet
Puncta Jungente (On the Shortest Line on the Arbitrary Surface Connecting Any
Two Points Whatsoever), foi publicado por Euler em 1732.

Este projeto tem por objetivo tragar um panorama das geodésicas com os elementos

tedricos desenvolvidos no texto.
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7.2.1 Geodésicas na esfera

Esta parte do projeto tem por objetivo revisitar conceitos de Geometria Analitica,
Calculo de varias variaveis, Analise, Calculo variacional e Geometria Diferencial re-

lacionados ao tema das Geodésicas.

Pré-requisitos: coordenadas esféricas [16], equacao de plano[10], distancia geodésica
[34], teorema da Funcao Implicita [30], comprimento de arco [capitulo 1 deste texto],
equagao de Euler-Lagrange [capitulo 1 deste texto], geodésicas sob o ponto de vista

da geometria diferencial [34].

Geodésicas via Geometria Analitica

1. Como a superficie da Terra pode ser considerada esférica, o problema de de-
terminar qual o menor caminho entre dois pontos em uma esfera sempre teve
grande destaque. Faga uma pesquisa e encontre exemplos que ilustrem a im-
portancia dessa idéia. Uma sugestao seria pesquisar sobre a cartografia e as

grandes navegacoes.

2. As cidades de Dallas (Latitude, Longitude) = (32°N,97°0) e Nagasaki
(Latitude, Longitude) = (32°N,180°L) estao sobre o mesmo paralelo. Uti-
lizando coordenadas esféricas localize-as na superficie da Terra. Suponha o

raio da Terra 6375km.

3. Determine a equacao do plano P; que passa pelas duas cidades e é pararelo ao
eixo z. Visualize este plano juntamente com a superficie da Terra e as duas

cidades.
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4. Determine a equacgao do plano P, que passa pelas duas cidades e pelo centro

da Terra. Visualize-o juntamente com a superficie da Terra e as duas cidades.
5. Obtenha a curva intersecao do plano P; com a superficie da Terra.
6. Obtenha a curva interse¢ao do plano P, com a superficie da Terra.

AR

Y

Figura 7.2: O caminho mais curto entre Dallas e Nagasaki (arco de cima) e a linha
de rumo (loxodromia) obtida no item 5.

7. Utilizando produto interno de vetores calcule a distancia, na superficie da
Terra, entre as duas cidades considerando as curvas obtidas em 5 e 6.
Atencao! Neste céalculo, considere sempre o menor dos arcos de circulo entre

as duas cidades.

8. Compare os resultados obtidos em 7.

Uma maneira popular (e mais antiga) de descrever geodésicas ¢ chamé-las de curvas
de menor distancia entre dois pontos numa superficie. Isto é verdade certamente
para o plano, onde as geodésicas sao segmentos de retas, que dao a menor distancia
entre quaisquer dois de seus pontos. Mas vejamos o que ocorre com a superficie
esférica. Pode-se estabelecer que a menor distancia entre dois pontos P e () na
esfera é ao longo de uma geodésica, que neste caso é um grande circulo formado
pela intersegao da esfera com o plano que passa por P, @ e o centro da esfera (veja

figura 7.3).
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Figura 7.3: Um grande circulo na superficie da Terra.

Mas existem dois arcos de grande circulo entre dois de seus pontos e somente um
deles é a curva de menor distancia, exceto quando P e () sao os pontos finais de
um diametro, denominados pontos antipodas, quando ambos os arcos tém o mesmo
comprimento. Este exemplo da esfera também mostra que nem sempre é verdade

que por dois pontos passa uma tnica geodésica: quando P e () sao pontos antipodas

qualquer grande circulo por P e () é uma geodésica [39, p.140].

9. Escolha duas cidades na superficie da Terra que nao estao no mesmo paralelo
e nem no mesmo meridiano. Tente visualizar o menor dos arcos do grande
circulo que passa pelas cidades escolhidas. Isto é sempre possivel? Por que?
Qual o resultado de analise que nos permite afirmar algo a este respeito? Dé
um exemplo mostrando um caso onde a visualizacao desta curva nao é possivel.

Sugestao: tenha em mente o Teorema da Funcao Implicita.

Geodésicas via Calculo Variacional

10. Queremos estabelecer que o caminho mais curto entre dois pontos na esfera
é um arco do grande circulo pensando nesse problema como um problema de
minimizar o comprimento de um arco ligando dois pontos. Escreva a expressao

que fornece o comprimento de arco entre dois pontos dados em uma esfera.

11. O problema de encontrar o menor caminho entre os dois pontos dados na

esfera se transforma entao no problema de minimizar a integral obtida em
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12.

13.

14.

15.
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10. A area da matematica que trata deste tipo de problema é o Calculo
Variacional. Tente resolver este problema da mesma maneria que resolveria
um problema usual de maximo e minimo. Quais as dificulades encontradas?

Sugestao: comece pensando em encontrar pontos criticos.

Enuncie e demonstre algum teorema que forneca uma maneira de derivarmos
uma integral e assim podermos calcular os pontos criticos do problema que

estamos considerando. Sugestao: veja o [capitulo 1 deste texto] e [22]

Utilizando o resultado obtido em 12 é possivel encontrar os pontos criticos
para este problema. Com base nisto, tente encontrar uma condicao necessaria
para uma curva y = y(z) ser um extremal do problema, isto é, ser uma curva
candidata a minimizar a integral desejada. O objetivo deste item é chegar na

famosa Equacao de Euler-Lagrange.

Com base no que foi feito em 13 encontre uma curva candidata a extremo
do problema considerado. Com isso sera possivel obter um arco de grande
circulo como geodésica. Sugestao: consulte o [capitulo 1 deste texto| e estude

detalhadamente a secao que trata da Equacao de Euler-Lagrange.

==

Figura 7.4: Um meridiano e o equador da esfera.

Com base no que foi visto no decorrer do projeto, discuta o cardter local das
geodésicas, justificando-o. Note que esta resolugao do problema via calculo
variacional nao nos da os meridianos e o equador da esfera como geodésicas

(ver figura 7.4).
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16. Algo mais: Geodésicas via Geometria Diferencial e Fisica

(a) Equilibrio de um fio elistico sobre uma superficie: imagine um
fio elastico colocado sobre uma superficie e fixado em dois pontos. Ao
adquirir a forma do caminho mais curto entre estes pontos, este fio se
poe em equilibrio e este equilibrio é estavel (isto é, se o tirarmos desta
posicao, alargamos este fio, e o mesmo tendera a reduzir-se, tomando
novamente a posigao inicial). E possivel obter o seguinte resultado: para
que um fio elastico sobre uma superficie esteja em equilibrio é necessario
que em qualquer ponto deste fio a normal principal coincida com a normal
a superficie [31, p.56]. Podemos entao dar uma definigdo de geodésicas

levando em consideracao este resultado.

Definicao 7.1 Uma geodésica numa superficie é uma curva tal que em
cada um de seus pontos, a normal principal coincide com a normal a

superficie [31].

i. Prove que uma curva numa superficie para a qual o plano osculador’
passa, em cada um de seus pontos, pela normal a supeficie neste
ponto, é uma geodésica [31, p.56] [25, p.116].

ii. Mostre que um arco de grande circulo satisfaz a definicao de geodésica
dada acima [31, p.57].

iii. Encontre um método de obter os meridianos e o equador da esfera
como geodésica. Sugestdo: uma boa referéncia para isto é [341] que

trata o problema via geometria diferencial.

(b) Principio de Hertz: Um ponto que se move em um plano por inércia

descreve uma linha reta (o primeiro principio de Newton).

1Seja a(s) uma curva. O plano gerado pelos vetores o/(s) (vetor tangente & curva) e n(s) (vetor
normal a curva) é chamado de plano osculador.
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Um ponto que se move por uma superficie sem acao de qualquer forca

externa, descreve uma geodésica.

e Mostre que, no caso da esfera, um ponto em sua superficie, se nao

sofre acao de qualquer for¢a externa, se move por um grande circulo

[31, p.62].

7.2.2 Geodésicas em superficies planificaveis

Esta parte do projeto tem o objetivo de apresentar ou revisar o conceito de isome-
tria, que pode ser muito util no tracado de geodésicas. Este conceito pode simplificar

consideravelmente o estudo das geodésicas de certas superficies.

Pré-requisitos: isometria [31], equacao de Euler-Lagrange [capitulo 1 deste texto],
condigbes necesséarias de Legendre e de Jacobi [capitulo 3 deste texto], minimizacao

de fungoes convexas [capitulo 5 deste texto.

1. Dé a definicao de isometria.

2. Demonstre que se S e S’ sao superficies requlares, N : S — S’ é uma isometria
e o ¢ uma geodésica em S, entdo N(«a) é uma geodésica em N(S) = 5"

Sugestao: consulte [0].

3. Considere um cilindro circular de raio 1. Usando as equagoes de Euler-
Lagrange obtenha os candidatos a geodésicas: retas, hélices circulares e, em
particular, circulos (veja figura 7.5). Veja que estes candidatos devem satisfa-

zer as condigoes necessarias de Legendre e de Jacobi.

4. O cilindro e o plano sao localmente isométricos. Construa uma isometria do

cilindro no plano. Prove que, de fato, a expressao encontrada é uma isometria.
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Figura 7.5: Curvas candidatas a geodésicas no cilindro.

5. Usando os resultados de 2 e 4 visualize as geodésicas no cilindro.

6. Obtenha, novamente, a hélice circular como geodésica do cilindro s6 que agora
analisando, sob o ponto de vista da convexidade, o integrando a ser estudado.

Sugestao: uma boa referéncia para este topico é o [capitulo 5 deste texto].

7. O plano e o cone também sao localmente isométricos. Construa uma isometria

local entre eles e mostre que é, de fato, uma isometria.

8. Levando em consideracao 2 e 7 visualize as geodésicas no cone.

Figura 7.6: Trecho de uma geodésica no cone.

9. O problema a seguir foi retirado de [12]. Considere o cone circular mostrado na

figura 7.7. Para encontrar curvas geodésicas da forma 6 = 6(r) unindo pontos



CAPITULO 7. PROJETOS

180
(r1,01) e (r2,6;) assumimos, sem perda de generalidade, que r; > ry > 0,
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Figura 7.7: Tlustragao extraida de |

problema 9.
(a) Suponha que 6§ € C'[ry, ry]. Derive a fungao comprimento de arco L(6).

Ela é convexa?
(b) Quando 05 # 0, prove que L(6) é minimizada unicamente em

D ={0€ C'ri,rg] : 0(0) =0, O(ry) =0},

por § = bsec™!(ry/c), desde que a constante ¢ possa ser escolhida tal que

9(7’2) = 92.
(¢) O que acontece quando 05 = 07
10. Desdobramento: outras superficies planificaveis - Crie uma nova su-
perficie planificavel, faga um estudo analogo ao que foi feito no decorrer desta

parte do projeto e inclua alguns aspectos novos. Boas sugestoes de superficies
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planificaveis e algumas aplicacoes interessantes podem ser encontradas nos

seguintes sites:

WWW.javaview.de
Www.ime.unicamp.br/“calculo/modulos/intcil.

O primeiro site contém, dentre outros materiais, geodésicas em diversas su-
perficies poliedrais. J& o segundo site ¢ um moédulo animado sobre intersegoes
de cilindros. A respeito de geodésicas em superficies poliedrais uma outra boa
referéncia é [31] que, além disso, trabalha também com a idéia mecanica de

geodésica como linha de tensao minima.

7.2.3 Geodésicas em superficies de revolucao mais gerais

Pré-requisitos: equacao de Euler-Lagrange [capitulo 1 deste texto], parametrizacoes
de superficies de revolugoes gerais [capitulo 1 deste texto], Rela¢ao de Clairaut [27],

problemas isoperimétricos [capitulo 2 deste texto].

O objetivo desta segao é discutir um pouco sobre as geodésicas em superficies de
revolucao mais gerais, analisar alguns resultados tedricos e algumas consequéncias

interessantes.

1. Obtenha, via equagoes de Euler-Lagrange, as equagoes das geodésicas de uma

superficie de revolucao geral.

2. Escolha alguma superficie mais simples, como, por exemplo o cilindro, e tente
visualizar, sob a Otica de 1 suas geodésicas. Isto é sempre possivel? Quais as
dificuldades encontradas? Compare-as com as observadas no item 9 da secao

7.2.1.
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N\

Figura 7.8: Geodésicas em superficies de revolucao mais gerais.

3. Considere superficies de revolucao parametrizadas por

x = f(v)cosu, y= f(v)sinu, z=g(v).

Discuta sob que condigoes os meridianos e os paralelos desta superficie de
revolucao sao geodésicas. Sugestao: pesquise sobre plano de simetria e a

relagdo deste com as geodésicas. Veja, por exemplo, [31, p.61].

4. Pesquise em livros de geometria diferencial o que diz a Relagao de Clai-
raut. Demonstre esta relacao a partir do que foi feito em 3. Sugestao: esta

abordagem ¢é apresentada na obra [0].

5. Usando a Relagao de Clairaut mostre que qualquer geodésica de um para-

boldide de revolucao

Z:ZEQ—f—yQ

que nao seja um meridiano, se auto intercepta um numero infinito de vezes.
Visualize isto usando o Mathematica. Sugestao: uma boa referéncia para

este item ¢ [0], j& que o autor explora de maneira detalhada este problema.
6. Desdobramento - Problemas Isoperimétricos e Teorema de Clairaut

(a) Consulte o capitulo 2 deste texto para formalizar a definigado de Problema

Isoperimétrico.
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(b) O problema isoperimétrico mais famoso é o Problema de Dido. Pesquise
a historia deste problema, escreva seu enunciado e resolva-o com base no
Teorema de Lagrange, sem utilizar conceitos do célculo variacional. Su-
gestao: pense como nos problemas de méaximos e minimos com restri¢oes

trabalhados nos exercicios preliminares.

(¢) Resolva agora o mesmo problema sé que utilizando a equagao de Euler-

Lagrange e os conceitos abordados no capitulo 2 deste texto.

(d) O problema das geodésicas também pode ser tratado como um problema
isoperimétrico. Obtenha o arco de grande circulo como geodésica da es-
fera utilizando esta idéia. Sugestao: minimize o comprimento do arco
ligando dois pontos na esfera levando em consideracao que o arco mini-
mizador deve estar na superficie G(z,y, z) = 0. Este problema é tratado

na se¢ao 3 do capitulo 2 deste texto.

(e) Utilizando as idéias usadas no item 6d demonstre o seguinte teorema:
Teorema de Clairaut Em qualquer ponto de uma dada geodésica sobre
uma superficie de revolucdo, o produto do raio do paralelo pelo seno do
angulo constituido pela geodésica e o meridiano é o mesmo (veja figura

7.9). Este problema é abordado de maneira detalhada em [27].

7.3 Projeto sobre a braquistécrona

Este projeto tem por objetivo explorar de maneira detalhada o problema mais fa-
moso do calculo variacional que é a Braquistocrona. Abordaremos o problema da
maneira tradicional como aparece nos livros de calculo variacional e, em seguida,
faremos duas outras abordagens mais realisticas, levando em consideracao o atrito
envolvido na situacdo. Estas abordagens mais reais se baseiam em [23] e [2].

O enunciado do problema da Braquistécrona é o seguinte:
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Figura 7.9: Ilustracdo extraida de [27, p. 139] mostrando o angulo citado no enun-
ciado do Teorema de Clairaut.

Sejam A e B dois pontos dados em um plano vertical. Encontrar a curva que
uma particula M, se movendo no caminho AM B, precisa descrever para sair de A

e chegar em B no menor tempo possivel, somente sob a acao da forca da gravidade.

A

Y

Figura 7.10: Tlustracao mostrando trés dos possiveis caminhos que a particula M
pode percorrer para ir de A até B.

7.3.1 Braquistocrona sem atrito

Nesta subsecao trataremos do problema da Braquistécrona da maneira usual como
aparece nos livros de cdlculo variacional. Ainda nao estaremos considerando o atrito

e, portanto, trata-se de uma situacao menos realista.
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Pré-requisitos: equagao de Euler-Lagrange [capitulo 1 deste texto|, Lei de Snell e
Principio do Menor Caminho da Luz [capitulo 1 deste texto|, campos de extremais

[capitulo 4 deste texto], condi¢oes suficientes para extremos [capitulo 4 deste texto].

1. Qual o resultado que vocé espera encontrar para este problema?

2. O problema da Braquistocrona é de fundamental importancia na histéria do
calculo variacional. Faca uma pesquisa abordando a origem deste problema,
os matematicos que se empenharam em resolvé-lo, os métodos de resolucao
estudados e com isso ilustre a importancia deste problema para o calculo va-

riacional.

3. Faca um modelo teérico do problema usando as leis da fisica e obtenha um

funcional a ser minimizado.

4. Obtenha, via equacao de Euler-Lagrange, um candidato a minimo para o fun-

cional encontrado em 3.
5. A solucao encontrada em 4 concorda com o que vocé respondeu em 17

6. Escolha alguns pontos A e B e, com o auxilio do Mathematica, compare o
tempo de descida pela reta, pela cicldide e por alguma outra curva que voceé

escolher.

7. O problema da Braquistocrona também pode ser resolvido utilizando principios
de ética, como a lei de Snell e o principio do menor caminho da luz. Modele
e resolva este problema sob este ponto de vista. Uma referéncia para esta

abordagem ¢é o capitulo 1 deste texto.

8. Mostre que a solucao do problema da Braquistécrona, isto é a cicldide, esté

incluida em um campo de extremais. Sugestao: veja [12, pp.284-286].
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9. Usando o que foi obtido no item 8, mostre que a cicléide satisfaz as condigoes
suficientes de Legendre, e portanto, é, de fato, a solucao do problema da
Braquistécrona. Sugestdo: uma boa referéncia para este item é o [capitulo 4

deste texto].

10. Algo Mais: Propriedades da Cicléide. A cicléide além da propriedade de
ser Braquistocrona tem também outras propriedades interessantes, ja mencio-

nadas no capitulo 1 deste texto e que sao encaminhadas a seguir.
(a) Mostre que a area delimitada por um arco de cicldide e o eixo das abcissas
é igual a trés vezes a area do circulo que gerou a cicléide.

(b) Existe alguma relagao entre o comprimento da ciclide e o diametro do

circulo que a gerou? Qual é essa relacao? Demonstre-a.

Figura 7.11: Tlustragao extraida de [21, p. 170] mostrando um arco de cicléide, o
circulo que o gerou e a area delimitada entre o arco de cicldide e o eixo das abcissas.

(c) Tente fazer uma simulagao no Mathematica mostrando que a cicléide é
também tautdcrona, isto é, se pusermos uma cicléide para cima, como na
figura 7.12, e deixarmos cair duas bolinhas por ela abaixo, uma do ponto
M e outra de N (veja figura 7.12), elas chegardo ao ponto mais baixo da
cicléide, o ponto P, ao mesmo tempo. Cite uma possivel aplicacao desta

propriedade.
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Figura 7.12: Ilustracao extraida de [21, p. 164] mostrando uma bolinha partindo do
ponto M e outra do ponto N na cicldide.

7.3.2 Braquistécrona com atrito - situagao 1

Nesta parte do projeto comecaremos a considerar o atrito no Problema da Bra-
quistocrona. Isto fard com que o problema fique mais proximo da situacao real.

Porém, esta é ainda uma abordagem simplificada, que foi inspirada em [23].

Pré-requisitos: equagao de Euler-Lagrange [capitulo 1 deste texto], problema da

Braquistécrona com atrito [23].

1. Até agora o problema da Braquistocrona foi considerado sem atrito. Levando
em consideragao a abordagem presente em [23], inclua o atrito neste problema

e o formule.

2. Utilizando a equacao de Euler-Lagrange obtenha um candidato a solucao para

este problema.

3. Faca uma comparacao, utilizando o Mathematica, entre as curvas solugoes

encontradas no item 2 e no caso do problema sem atrito.

4. Utilizando o Mathematica construa uma tabela comparando o tempo de
descida pela curva solugao com o tempo de descida por outras curvas. Explique

detalhadamente seus procedimentos para o calculo do tempo.
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5. O que acontece com a curva solucao a medida que o coeficiente de atrito

aumenta? Visualize esta situacdo no Mathematica.

6. Este modelo leva em consideracao todos os fatores acrescentados quando o

atrito é envolvido no problema? Por que?

7.3.3 Braquistocrona com atrito - situacao 2

Nesta subsecao do projeto abordaremos o problema da Braquistécrona com atrito,
s6 que agora de maneira mais realista, levando em consideracao o atrito de Coulomb

conforme a abordagem presente em [2].

Pré-requisitos: equagao de Euler-Lagrange [capitulo 1 deste texto], problema da

Braquistécrona com atrito de Coulomb [2].

1. Como o problema da Braquistécrona deveria ser modelado para descrever, de
fato, a situacao de maneira mais real? Qual resultado fisico deve ser levado em
consideracao? Sugestao: referéncias para este item sao a [segdo 8 do capitulo

1 deste texto] e [2].

2. Produza sua versao da figura 7.13, obtendo e verificando os resultados ne-
cessarios para construir essa figura. Bons apoios para este item sao a [segao 8

do capitulo 1 deste texto] e [2].

3. O que deve ocorrer com os tempos de descida a medida que o coeficiente de

atrito cresce? E com a curva solucao?

4. Faga uma simulagao no Mathematica para comparar o tempo entre as curvas
solugoes com diversos coeficientes de atrito e a cicléide sem atrito. Escolha
outras duas curvas e compare também com as curvas solugoes. Sugestao: para

calcular os tempos tenha por base os célculos feitos em [2] e observe que tudo
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Figura 7.13: Ilustracao mostrando uma comparacao entre as curvas solucoes da
Braquistocrona com atrito a medida que o coeficiente de atrito aumenta. A curva
que esta abaixo de todas é a cicléide (1 = 0). Da cicléide para cima, os coeficientes
de atrito aumentam.

estd dependendo do ¢ final, isto é, do ¢ que faz com que a curva termine no

ponto desejado.

5. Escreva um mini-artigo relatando os principais conceitos trabalhados e apren-

didos no decorrer deste projeto.
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Capitulo 8

Consideracoes finais

Neste trabalho o Calculo Variacional foi abordado sob a perspectiva dos problemas
classicos. Tais problemas serviram de ponto de partida, sugerindo uma forma e uma
ordem mais ou menos natural de abordar os elementos tedricos necessarios para um
tratamento analitico cuidadoso. Para complementar o panorama sobre o Calculo Va-
riacional e situéd-lo na pesquisa atual em Matematica sugerimos a leitura do artigo
[24], no qual o autor destaca a potencialidade do caminho aberto pelos problemas
classicos e quanto ainda h& por ser explorado do ponto de vista tedrico. Questoes
como a suavidade das solucoes dos problemas variacionais, mesmo aqueles advin-
dos da natureza, de carater geométrico ou fisico, bem como a prépria existéncia
de solucoes revelaram-se intrigantes, desafiando pesquisadores a construir contra-
exemplos nao triviais para problemas ‘geometricamente razoaveis’. Este é o caso do
problema proposto pelo matematico japones Kakeya e do contra-exemplo de Besico-
vitch, de 1927 (cf. [21]). Vale ressaltar que o possivel cardter analitico das solugoes
dos problemas regulares propicia a investigacao em diversas linhas, como por exem-
plo na teoria das singularidades ou na teoria de Morse (Marston Morse, 1892-1977).
Também nao podemos deixar de mencionar os ingredientes indispensaveis da anélise
funcional no desenvolvimento de métodos para encontrar solucoes generalizadas de
problemas variacionais.

A elaboracao de propostas de projetos envolvendo o conteido apresentado nesta

191
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dissertacao possibilitou novas vivéncias educativas, tanto para o orientando quanto
para as orientadoras. Neste processo de revisita do texto e criagao das propostas
houve um amadurecimento e maior dominio do contetido trabalhado, ampliando
a confianca para ir além. Como fonte inspiradora para outros projetos sugerimos
o livro de Hildebrandt & Tromba [25]. Trata-se de um material valioso para o
aprofundamento das idéias subjacentes ao Calculo Variacional, e que transita dos
problemas classicos a topicos de pesquisa atual, contextualizados historicamente.
Naturalmente, o carater desafiador que permeia o trabalho com projetos fez-se pre-
sente no planejamento e na elaboracao das propostas sugeridas nesta dissertagao.
A construcao efetiva das geodésicas em superficies de revolugao, por exemplo, nao
¢ uma tarefa simples. Ao deparar com esta questao vivencia-se a lacuna entre os
resultados de existéncia (e unicidade) e a exibigao da solu¢do. Para o problema da
braquistécrona, por sua vez, recursos auxiliares, como estimativa grafica da solucao
de sistemas nao lineares via intersecao de curvas de nivel convenientes, seguida de
um método numérico para refinar tal solucao, podem ser bastante titeis para o esta-
belecimento das constantes determinantes e especificas das curvas a serem tragadas
e cujo tempo de percurso se deseja calcular.

Ao propiciar a descoberta, a metodologia de ensino com projetos integrada com a
ferramenta computacional favorece a producao de conhecimento pelos envolvidos. O
material disponivel em http://www.ime.unicamp.br/“calculo/ambientedeensino/
mostra, por exemplo, registra uma experiéncia vivida pela equipe do Célculo com
Aplicagoes no segundo semestre de 1999. Gostariamos que as propostas sugeridas
neste trabalho inspirassem outras iniciativas nesta linha, com integracao dos parti-

cipantes e compartilhamento de vivéncias e saberes.
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