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RESUMO

Neste trabalho demonstramos que ¢ problema de Cauchy associado a eguacgde de
Korteweg-de Vries com dado inicial no espaco de Scbolev H4(R), € bem posto localmente
para 8 > —3/4, onde a nogdo de boa postura inclui existéncia, unicidade, a propriedade de
persisténcia da solucdo e dependéncia continua da scluggo com relacio ac dado inicial . Este
resultado é baseado nos trabalhos de Bourgain em [3] e Kenig, Ponce e Veja em [16]. Nossa

analise se baseia num argumento de ponto fixo nos espacos de Bourgain.
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ABSTRACT

This work is devoted to the study of local well-posedness for the Cauchy problem
associsted to the Kortewsg-de Vries equation in the classical Sobolev spaces H¥(R), with
s > —3/4, where the notion of well-posedness includes existence, unigueness, persistence
property of sclution and continuous dependence of solution with respect to the initial data.
This result is based on the works of Bourgain (see [3]) and Kenig, Ponce and Vega (see [16]).

Our analysis is based in an argument of fixed point in the Bourgain spaces.

v



Sumario

Agradecimentos . . . . . ... Lo i
Besumo . . . . . . . o e e e e e e iii
Abstract . . . .. . . L e e e e e e v
Introducao 1
Lista de Simbolos 5
1 Preliminares e
1.1 A Transformadade Fourier. . . . . . . .. . .. ... ... ... ... ... 7
i.1.1 A Trapsformada de Fourierem LYR™) . . .. . ... ... ... ... 7

1.1.2 A Transformada de Fourier no Espaco de Sehwartz . . . . . . . . .. 13

1.1.3 A Transformada de Fourier em LER"™) . . . ... .. ... ... ... 17

1.2 Distribuicbes Temperadas . . . . . . . . . . . ..o 18
1.3 OsEspagesde Sobolev . . . . . . . ... L. L. 23

2 Uma estimativa bilinear para o termo nio linear da equacio de Korteweg-

de Vries 27
2.1 OsEspagosde Bourgaln . . . . . . . . . . ... 27
2.2 Algumas Desigualdades Fundamentais . . . . ... ... .. ... ... ... 32
2.3 AEstimativaBilimear. . . . .. .. ... 44



vi

2 Principais Resultados 49
3.1 OeonceitodesolucBo . . - . . . . L ..o e 49
3.2 Existéncla . . ... L. L L e e e 64
3.3 Unicidade . . . . .. L 67
3.4 Dependéncia Continua do Dado Inicial . . . . . ... . ... oL 71

Befer&ncias . . . . . . . L 76



Introducgao

Neste frabalho estudaremos ¢ problema de Cauchy também chamado de Problema de

Valor Inicial ou simplesmente PVI associado a equaclo de Korteweg-de Vries

2
B + Fu+ 4, <?—> =0
2 Lz eR (0.0.1)

u(z, 0) = up(x)
onde ug € H*{R) com s > —3/4.

A equagio de Korteweg-de Vries, também chamada simplesmente de KdV, recebeu esse
nome em homenagem a D.J. Korteweg e G. de Vries que a deduziram em 1895 (veja [17])
come um modelo matemaético para a propagacgao de onda, em uma direcio, sobre a superficie
de um corpo de agua e governa o comportamento de ondas de pequena amplitude ¢ longa
longitude quando comparadas com a profundidade da dgua. Ao contririo do que se imaginou
por algumas décadas apds o seu descobrimento, a equacio de Korteweg-de Vries nfo governa
apenas o comportamento de ondas no meio aquatico, mas também em outros fluidos e
aparece como modelo matemdtico de diversos sistemas fisicos, descrevendo por exemplo o
comportamento de ondas hidromagnéticas fracas ¢ ondas fon-acisticas que sdo ondas nio
lineares se propagandc em um plasma (veja [19]).

O PVI (0.0.1) tém sido estudado utilizando-se diferentes técnicas, uma delas € o método
de espalhamento inverso (inverse scattering}, com o qual, sob certas condigbes de regularidade
e decaimento assintético do dado inicial, vérios resultados tém sido estabelecidos (veja [91).

Para o estude do PVI (0.0.1) com dados iniciais pouco regulares, tem se adotado nos

filtimos anos um enfogue gue permite abordar as guestbes de existéncia, unicidade, a pro-



priedade de persisténcia da solucio (& soluc@o descreve uma curva continua era X, sempre
que ug € X e dependéncia continua da soluglo com relagio a0 dado inicial. Quando
todas essas questdes sao respondidas afirmativamente dizemos que o problema de Cauchy é
hem posto ou tem boa postura local ou global. Com este enfogue o PVI (0.0.1) tem sido
considerado nos espacos de Sobolev cldssico H*(R).

Utilizando técnicas como regularizacio parabdlics e teoria de eguactes quase lineares, os
trabalhos de Bona e Smith [2], Bona e Scott [1], Saut e Temam [24] ¢ Kato [11] mostraram
que o PVI {0.0.1) é bem posto localmente (no tempo) em H*(R) para s > 3/2. Assim,
utilizando este resultado e leis de comservacao também estabeleceram boa postura global
(no tempo) em H°(R) para 5 > 2. Em [14], Kenig, Ponce e Vega melhoraram o resultado

anterior para s > 3/4 locabmente e 5 > 1 globalmente, usando a quantidade conservada

Elu) = «f} Jf [(u:ﬂ)2 - %u?’} dz. (0.0.2)

]
(O método utilizado por eles depende fortemente do cardter dispersivo da equagio KdV,
fazendo uso de efeitos regularizantes globais do tipo Strichartz [26] e do tipo Kato [11]. Os
métodos usados neste trabalho s8o interativos e utilizam a equacio na forma integral de

Duhamel

u(t) = Withug -+ N{u, u) (0.0.3

onde {W{#) her é @ grupo associade ao terme linear da equaggo e

N(u,v)(t) = j Wit s) @(w)m(s)> ds (0.0.4)
3}

é o termo ndc linear da férmula de Dubamel. A idéia neste trabalho é aplicar o método
interativo de Picard, assim ¢ encontrado um espacgo de Banach X*® (do tipo espago-tempo)
com a mesma regularidade de H°®, tal que o operador bilinear IV aplica X°* x X®* em X*. O
proximo passo no estude do PVI (0.0.1) foi dado por Bourgain em [3], introduzindo novos
espagos de fungBes, baseados na transformada de Fourier espaco-tempo associada ao operador
linear &, + 02, WNestes espacos ele mostrou gue existe uma bos estimativa “bilinear’para

o termo ndo linear da equacio KdV, a qual permitiu mostrar boa postura local para ¢
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PVI (0.0.1) em L*{R). Dai utilizendo a lei de conservagio

Flu) = j[’az dz (0.0.5)

®
segue-se imediatamente boa postura global neste espaco. Posteriormente, Kenig, Ponce e
Vega em [15] e [16] refinaram as idéias introduzidas por Bourgain ¢ methoraram o resultado

de boa postura local em H*(R) para s > —5/8 e s > —3/4 respectivamente. No tltimo, o

argumento chave para a obtengdo de tal resultado é a estimativa bilinear

18w, v}y, ,, <l vk, , (0.0.6)

associada a forma bilinesr Blu,v) = %(u@;}m, 1u0s espacos de Bowrgain X, para s > -3/4
e~ ={s) € (1/2,1). O passo seguinte para melhorar o indice s para o qual o PVI (0.0.1}
é bem posto foi dado por Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka e Tao em (3] no ano de
2002, onde utilizando ¢ método chamado Fmétodo, o qual & baseado emn umas guantidades
quase-conservadas para o fluxo da KdV, conseguiram mostrar que o PV1 (0.0.1) € bem posto
globalmente em H*{R) para s > —3/4. Vale observar que em [16], Kenig, Ponce ¢ Vega
notaram que a estimativa bilinear {0.0.6} falha para s < —3/4 e assim o operador ndoc linear
N definido em {0.0.4) comega a se comportar muite mal para s < —3/4. Além disso, um
pouco mais tarde Bowrgain em [4] mostrou que de fato que a aplicagio ug — u(f) que leva
o dado inicial pa solucdo deixa de ser analitica {ou igualmente C®) quando s < —3/4, isto
foi refinado posteriormente no caso C? por Tzvetkov em [27). Para 5 = —3/4 a estimativa
bilinear também falha nos espagos de Bourgain, como foi observado por Nakanishi, Takaoka
and Tsutsumi em [20], ervbora isto ndo exclua o fato da aplicagdo ug — u{t) ser analitica
era H%4(R).
Para o Problema de Valor Inicial Periddice ou simplesmente PVIP associado a equacéo
Kdv
3,315—}—821&“%52(3;) = {
| ulz,0) = uolz)

onde ug € H°(R}. Os primeiros resultados de boa postura local e global obtidos para baixa

teR, z€T (0.0.7)

regularidade, foram obtidos por Bourgain em [3]. Em [16], a estimativa bilinear obtida por



Kenig, Ponce e Vega no caso periddico também possibiliton melhorar o resultado para o
PVIP (0.0.7) em H°(R) com s > —1/2. Em 2002, Colliander, Keel, Staffilani, Takacks e
Tao em [5] mostraram boa postura global para o PVIP {0.0.7) em s > —1/2.

(3 objetive desta Tese consiste em demonstrar de forma detalhada o resultado de boa
postura local para o PVI (0.0.1) obtido por Kenig, Ponce ¢ Vega em [18]. Vale observar
que aqui explicamos detalhadamente o conceito de solugdo, a unicidade e a propriedade da
persisténcia da solug@o que sfo apenas observadas no artigo.

Este trabalho € organizado como segue. No capitulo 1, apresentamos a teoria bésica
para o desenvolvimento dos capitulos posteriores. Na se¢do 1.1 definimos ¢ apresentamos
propriedades importantes referentes a fransformada de Fourler em LY[R™), no espago de
Schwartz S(R") e L*(R"). Na secho 1.2 apresentamos uma breve teoria sobre distribuicdes
temperadas, na secdo 1.3 tratamos sobre os espagos de Sobolev, onde merece destague o
Teorema do Mergulho de Sobolev que é muito utilizado neste trabalho. O capitulo 2 é todo
dedicado a estimativa bilinear do termo ndo linear da equagio KdV. Tal capitulo € dividido
em t1és segdes, na se¢io 2.1 definimos e apresentamos as principais propriedades dos espacos
de Bourgain, na segao 2.2 desenvolvemos as ferramentas necessarias para obter ¢ estimativa
bilinear na sec@o 2.3. No capitulo 3 demonstramos os princiapis resultados deste trabalho.
A secho 3.1 é dedicada a esclarecer © conceito de solucio utilizado neste trabalho e também
de estabelecer algumas estimativas que aliadas a estimativa bilinear propiciam a obtencio
dos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continus da solugio com relagio ac
dado inicial que sBo os conteddos respectivamente das secbes 3.2, 3.3 e 3.4, a propriedade de
persisténcia da solugao é inerente a uma propriedade dos espagos de Bourgain que é mostrada

na se¢Bo 2.1, por isso no capitulo 3 ela é apenas observada na secio 3.2



LISTA DE SIMB(

s C{R"} : Espago das fungdes continuas em R™, com valores complexos.
e U°(R") : Espace das fungdes suaves em R", com valores complexos.
s (y(R™} @ Subespaco de C(R"} das fungdes que tém suporte compacto,
s {5°(R™) : Subespaco de C™{R™} das func¢des que tém suporte compacto.
e (,(R") : Espaco das fungbes continuas e limitadas em R™.

e C(R™; X) : Espaco das funcdes continuas e limitadas de R™ em X.

e I7(R%), 1 € p < oo : Classe de fungbes Lebesgue integrdveis.

e L™ (R") : Fungées essencialmente limitadas em C.

e S(R") : Espago de Schwartz.

e S/(R") : Espggo de distribuigtes temperadas em R™.

s H*(R") : Espaco de Sobolev.

s (J(R") : Espaco das fungoes de decrescimento lento.

s f: Transformada de Fourier de f.

e f : Transformada inversa de Fourier de f.

Observamos que para ndo carregar a notacio, utilizaremos a letra ¢ para denotar diver-

sas constantes positivas que poderBo variar de uma linha a outra, mas que dependerio de



parametros que estardo claramente estabelecidos em cada caso. Igualmente com o propdsito
de simplificar a notagie, adofaremos um simbole sspecial para wm fermo gue gparece com

frequéncia neste trabalho, s saber
E=00+§) VvVieR" (0.0.8)

Também observamos que f{¢), denotard nma fungéo da varidvel £



Preliminares

Neste capitulo temos como objetive apresentar a teoria bésica necessaria para o desen-
volvimento dos capitulos posteriores deste trabalho. Algumas demonsiracses serfo omitidas,
mas indicaremos precisamente onde encontré-las. Comecemos com o tmportante conceito da

transformada de Kourier.

1.1 A Transformada de Fourier

Nesta secio estudaremos a transformada de Fourier. Comecamos estudando tal conceito
para funcdes em L*(R™), mas posteriormente veremos que 3 transformada pode ser conside-

rads em outros espagos, nos quais ela possui propriedades particulares muito importantes.

1.1.1 . A Transformada de Fourier em L'(R")

Definicdo 1.1.1. Seja f € LYR"). A transformada de Fourier de f, denotada por F{f) ou
i, ¢ a fungdo dada por,

— f — i —i{z.£)
FUNE) = FO) = g Rj e~ 1(z) dx, (111
onde x = {13 Tn), E=1{&,. .5 ER™ ¢
(z.8) = Z%‘ £ (1.1.2}

-4



SECAQC 1.1 s A TRANSFORMADA DE FOURIER 8

¢ o produto interno usual de R”

- No que segue veremos algumas propriedades importantes da transformada de Fourler

em L'{R"), inicialmente vejamos dois resultados que caracterizam este objeto.

Teorema 1.1.1. Seja | & LYR®), entdo
(i} A-lei que associa f — f, define uma transformagdo linear de L*(R”) em L%(R™),
satisfozendo
1/ lleo < (2m)E 112 (1.1.3)

(it) A fungdo fR® — @ € continua.

Demonstracio: (i) A linearidade da transformacio segue diretamente da Definigdo 1.1.1.

Além disso, para qualquer £ € R™, temos

fen< (27?),'%fie“ifz'é'}f($)15$ﬂ (2n)7% [lf(ﬁ?}%dfﬁ = (27)" 2| ]I (1.1.4)
i i

Bn
Dai, tomando ¢ supremo em relagdo a £, obtemos (1.1.3). Tal desigualdade nos permite
concluir que a transformada é uma aplicagdo linear continua de L*{R™) em L=(R").

A igualdade em (1.1.3) vale para f > 0, cu seja, F(0) = ||flle = (27) 2| fll,-

(i} Dado k € R™, temos

Fe+h) - FOL< (2m)°3 f F@)e 9 ~ 1{dz < (2m)73 f 2f(a)ldz.  (11.3)
BM Bo

Aplicando o Teorema da Convergénceia Dominada de Lebesgue, obtemos
lim | F(6+h) — F©)] =0, (1.1.6)

o que nos informa que f:R® — @'é continua. B
Na tentativa de caracterizar a transformada de Fourier de uma fungéo em L*(R"), wma
. questdo natural surge. Serd que a tramsformada de tal fungio também pertence a L'(R™)7

. O préximo exemnplo mostra que a resposta para a questdo anterior é negativa,

Exemplo 1.1.1. Sejamn = 1 e f{z) = x_1.4{z) e fungdo caracteristica do intervalo -1, 1]
Entio f & L'(R™).
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Solugho: Claramente f € L*{R"}, desta forma podemos calenlar a sua transformada que é

dada por
i 7 17 VI et e
Frey — — —imE.,, o f - ming g o ¥2E€ T T € 1.1.7
O = 2= [ e = —= [ema- -2
XD -1
on 864,
Vi ; { o se £A0;
VT frey = 1.18
ﬁf(@ _ (1.1.8)

L 1, se E=0.
Agora, observe que embora f ¢ LY{R™), é fécil ver que H (6} — O guando |} - 0. B
No exemplo anterior observamos wma caracterizacio do comportamento no infinito da
transformada de Fourier de uma funcio em L'{R"™) bem particular, mas o préximo Teorema
mostra que este acontecimento nfo é um fato isolado, ou seja, esse comportamento vale para

gualquer f € LY{R™), tal resultado é conhecido como o Lema de Riemann-Lebesgue.
Teorema 1.1.2. (Riemann-Lebesgue) Seja f € LYR"), entio f(&) — 0 se |£] — oo.

Demonstracao: Fazendo um cdlculo sernelhante ao que fizemos no exemplo 1.1.1, podemos

mostrar que o resultado vale para funcbes “degrau”no R", pois tal fungo é a combinacéo
linear finita de funcbes caracteristicas.

Para o caso geral em que f € L'{R"), usamos o fato que f pode ser aproximada por
uma funcao “degrau”h. Deste modo, temos f = b+ (f — k), onde (f — k)" tem norma
I/l suficientemente pequena e A(§) — 0 se i€] — oo. Logo, F(&) — 0 se |&] — oo, e
temos a validade do resultado para uma f € L*(R™) arbitrdria. Para ver mais detalhes desta
demonstragéo, consulte [10] ou [7]. B

Observamos que combinando o Teorema 1.1.1 item (ii) com o Teorema 1.1.2, vemos que
se f € L'(R"™), entdo fecC, (R™), o espago das fungbes continuas que se anulam no infinito.

- No espaco vetorial L'{R") podermos definir uma operaciode “multiplicagio”, esta opera-

¢éo & a convolucdo que definiremos a seguir.

Defini¢o 1.1.2. Sejam [ e g € LYR"), a convolugdo de [ e g € dada pele férmula

(F *g)(z) = j F(z — v)oly) dy, (119)
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gue € definida pare quase todo x € R™.

Uma importante desigualdade envolvendo a convolugio de duas fungdes € a Desigualdade

de Young qgue apresentaremos 4 seguir.

s

Proposicao 1.1.1. {Desigualdade de Young) Sejom f € LP(R"), g € LY(R"}, com.
i

1 1
p.q € [1.0¢] satisfazendo ; - p = 1o ~ para algum r € [L.oc]. BEntdo f=g € LT(R") e
L =gl < (1A allglle- (1.1.10)

Demonstragao: Consulte por exemplo [10]. o

Na préxima proposicdo observaremos algumas propriedades algébricas ds convolugio

entre fungdes.

Proposicio 1.1.2. A convolucdo entre funcdes quando definida tem as seguinies proprie-
dades algébricas

(i) f=g=g*f;

() M xgi=f*{Ag), A€ &;

(i) (f=g)*xh=f={g=h);

(iv) Flg+h)=(fxg)+ (F=h)

Demonstracao: Basta aplicar a Definicdo 1.1.2. ]

O préximo Teorema revela a relagdo existente entre a transformada de Fourier da con-

volucio e a transformadsa das fungdes envolvidas.
Teorema 1.1.3. Sejam f.g € L*{R"), entac
(f =gV (&) = @m)Ef(E3(8), (L11y

ou sefa, a transformada da convolugdo de duas fungées € o produto de suas transformadas a

menos de uma constante.
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Demonstracdo: Utilizando o Teorema de Fubini e wina mudanca de varidvels, obiemos

(Fror (@ = (2m)°3 j e 5 g)(z) da

Rzi.
= @0t [ [ - peayas.
R R™
= {2@}”%fje“é{x'§}f(z ~ yiglyi dz dy
B" R™
= (27;)“?‘[ j( g“i(z-é}e-é{y-é)ei(yﬁ}j(_:5 —gly) dr dy
k‘?n }Rﬂ
= (2n)7% j{ e gly) f e HETIE fly — y) de dy
Rn e
= @t [ 5@ a [0 a
' E”
= (2mEf{9)3(e). (1.1.12)
o que mostra o resultado desejado. &

Na proxima proposigao apresentaremos algumas propriedades importantes da transfor-

mada de Fourier, cujas demonsiracoes sio bem simples.

Proposigdo 1.1.3. Seja f € LYR"), entdo
(1) Se Ty, f(z) = flz — k) denota a translacdo por h € R™, temos

(Taf)(€) = e 08 fg) (1.1.13)
£
(7D F () (E) = (T_nf)E)- (1.1.14)

(i) Se é,f(x) = flax) denota uma dilatagao por a > 0, temos
(GO = a™" fla2e). (1.1.15)
(iii) Se g € L*(R™), temos a formula de multiplicacdo

J/ fwewar= [ rwawdy (1.1.16)
Rn B
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(iv}) Se | denoia o conjugeda de f. entdo

F&) = fl~&h (1117}

A relacdo existente enfre a transformada de Fourier e a diferenciacio € descrita pelo

proximo resuitado.

Teorema 1.1.4. Sejam f € LYR") ez, f € LY(R"), onde z, denota a k-ésima coordenada

de z. Entdo [ € diferencidvel com relagdo o &, ¢

&f : -
I e = (w6 (1138)
3
Demonstracao: Seia b = (0,. .., kg, ..., 0} = hiep wm vetor ndo nulo. Entdo combinando

{1.1.14) com o Teorema da convergéncia de Lebesgue, segue que

0f o) _ ﬁm{f@+mef@ﬂ

é%; RO hk .
) ~ieh) _ R
= Jlm Kf”“““"f];:m”—) f} 3%
= {—izpf(z))(L). (1.1.19)
como queriamos mostrar =

Dada a transformnada de uma funcdo em L' (R"), obtivemos uma férmula para caleular a
sna derivada parcial pelo Teorema anterior. Serd que € possivel, obter uma reciproca deste
resultado, ou seja, dada a derivada parcial de uma funcgio L' (R™) podemos obter uma férmula
para calcular a sua transformads desde que ela faga sentido? Desde ja adiantamos que a
resposta é afirmativa, mas para estabelecermos ¢ resultado precisamente, necessitaremos

introduzir a seguinte definicéo.
Definico 1.1.3. Uma funcdo f € LY(R™) € diferencidvel em L (R") com relagéo o k-ésima
varidvel se existe g € L*(R™} tal que para h = hpep

[ k) - f@)
i, [

hk
RT:

~glz}) dz =0, {1.1.20)

se tal funcio g existe (neste caso € dnica) ela é chamada de derivada parcial de | com relagio

a k-€sima coordenade no norma LH{R").
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Teorema 1.1.5. Seja f € LMR™) e g sua derivads parcial com relacic a k-ésima wvaridvel

na norma LY{R™). Enifo

8(8) =& f16). (1.1.21)

Demonstraco: Utilizando o Teorema 1.1.1 item (i) e a Proposicdo 1.1.3 item (i}, podemos

SRCTEVET

1 — e~ HER
——i—~} =0 (1.1.22)

i |66©) - fie) |

o que mostra o resultado. =

Encerramos esta subsecdo observando que infelizmente, quando trabalthamos com fungdes
em LYR™), a transformada 71 L} R™) — O (R*) é um operador linear limitado, injetivo,
mas nao é sobrejetivo, por isso surge a necessidade de desenvolver a teoria da transformada,
num subconjunto de L'{R") onde a teoria seja mais rica, e é justamente isso que faremos na

préxima subsecio.

1.1.2 A Transformada de Fourier no Espaco de Schwartz

Na subse¢ao anterior vimos que é possivel desenvolver a teoria da transformada de Fourier
tomando funcdes em L*(R"), todavia é extremamente conveniente introduzir um espaco de
fungdes “muito bem comportadas”para estudar a aplicacdo f — f , tal espaco € o conhecido
espace de Schwartz gue definiremos a seguir, tal espago recebeu esse nome em homenagem
a0 matemadtico Laurent Schwartz, criador da teoria das distribuigdes. Antes da definicdo
estabeleceremos algumas notages.

Seja N = {0,1,2,3,...} o conjunto dos nimeros naturais. Denotaremos por N” ¢ con-

junto das n-uplas de inteiros née negativos o = {&,. .., a,) chamadas multi-indices. Se o é
multi-indice e z = (z1, ..., z, ) escreveremos
n
!&Em E ey =y v O, (1123}
j=1

% =zPz5? . aln (1.1.24}
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e
5& s 5&3 aae 5%
= cee . (1.1.25)
gz= %?J (a:c;;?} (ang (1.1.25)
{Jtilizando as notagls acima, uma equacdo diferencial parcial linear de ordem m
Hotag
Goy,..,e b R 12
Qiga ﬂ-( >§x&1§ Gz §$§“ u(:’g) f(x} {1 1 6:3
toma & forma
3 au(z)dulz) = f(z). (1.1.27)
jal<m

Agora podemos definir propriamente o espaco de Schwartz ou das funcles rapidamente

decrescentes.

Definigac 1.1.4. O espago de Schwartz ou das fungbes rapidamente decrescentes, que de-
notaremos por S{R™), € a colecio das funcbes f: R® — T fais que f € C{R") ¢
1£llas = sup [z°0°f(z)| < o0 (1.1.28)
TR

pare quaisquer multi-indices o, 3.

A Definicdo 1.1.4 nos informa que os elementos de S(R") tendem mais rdpido a zero do
que ¢ inverso de qualquer polinémio, guando |z| — co. Um exemplo de fungdo pertencente
ao espaco de Schwartz para o caso unidimensional ¢ f : R — R definida por f{z) = e~

O conjunto S(R™) é um espaco vetorial sobre os complexos e tem uma topologia natu-
ral induzida pela familia de semi-normas {1.1.28), mais precisamente, S(R™} é um espago
métrico completo, quando munido da métrica definida por

tf.0)= 3 2 e =l (11.99)

Agora examinaremos a relagio existente enire o espaco de Schwartz e alguns espacos
que aparecem frequentemente neste trabalho. Em primeiro lugar notemos que C§F(R™), o
espago das funcdes pertencentes a U°(R™) gue possuem suporte compacto (se anulam fora
de um compacto} estd contido em S(R"). No entanto, CFP(R") & S(R™), pois a fungho
f:R* s R, definida por f(z) = e"1#/2 pertence & S (R™), mas nio pertence a CFP(R™).
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Observamos também que S(R™} & LP{R™) para todo p € [1, co]. Uma conseguéncia imediata
deste fato é que a Definicio 1.1.1 bem como as propriedades estabelecidas na subsecio
anterior também valem no espago de Schwartz. Além disso, S{(R™) é denso em LP{R"™) para

todo p € [1, 00}, ou seja, se £ € [P(R"), existe uma seqiléncia {f)7°, em S(R") tal que
fim [{fi— flly = 0. (1.1.30)

O espage CF°(R") também € denso em LP(R™). Para p = oo o espago S{R™) ndo é
denso em LP(R")}, pois caso contraric estarfamos admitindo que toda funcho em L¥(R™)} &
continua, wma vez gue o Hmite uniforme de funcles continuas € sempre continua.

No prdximo Teorems trataremos da relacdo existente entre [, 3%f ¢ a transformada de

Fourier de f no espace S(R"), justamente para enfatizar a elegéncia da teoria neste espago.

Teorema 1.1.86. Se f € S(BR"), enldo f, z*f e 0°f pertencem g S{R"™} para tode multi-

indice o, Além disso, velem as seguintes formulas

(@ F) &) = (=) (= fT(8) (1.1.31)

e
@i =i fle). (1.1.32)
Demeonstragdo: Para ver a demonstracao consulte {23]. =

A igualdade (1.1.32) do Tecrema anterior, mostra que a transformnada de Fourier no
espage S{R") leva o operador diferencial 8 no operador de multiplicacio por i®l£2, o que
permite reduzir equagtes diferenciais com coeficientes constantes em equactes algébricas.
Agora, observando que o operador ~ : S{R"®) — S(R"} é invertivel, podemos resolver
o problema algébrico e através da inversio da transformada obter a solucao do problema

diferencial. No que segue definiremos a transformada inversa.
Definicao 1.1.5. Seja f € S(R"), a transformada de Fourier inversa € definida pela férmula

(F7i)z) = flz) = (22)7% j/ S8 £(€) de (1.1.33)

Rﬂ.



SECAQ 1.1 = A TRANSFORMADA DE FOURIER i

Evidenternente f estd bem definida, pois S(R™) ¢ L*(R™). Repare também que a trans-
formada inversa € um objeto do mesmo tipo que a transformada de Fourier e tem portanto

o mesmo tipo de propriedades. De fato, temos
flz) = fi—=z) Y e R™ (1.1.34)

Além disso,

fr=f=f" Yf € SR, (1.1.35)

o que justifica o nome transformada inversa e a notacio F 1.
Encerramos esta subsecfio apresentando o importante Teoremsa de Plancherel que serd

muito utilizado ao longo deste trabalho.
Teorema 1.1.7. {Teorema de Plancherel) Seja f € S{R"), enido
1 Fllze = [ £l = U Fllze. (1.1.36)

Demonstragao: Na verdade mostraremos algo mais geral. Sejam f,g € S(R™), conside-

rando o produto interno (f, g} que induz a norma de L*(R™), obtemos

(e = ] f(2)3@) dz = f (@)l d
R" ®n

— @0t [ [0 fe acas

BRe B
- f fyemy? [0 asds.
nw e

- [fos-gux= [ fer@d=f.9), (1137)
R® fr el

onde utilizamos (1.1.33) e uma mudanga na ordem de integracio. Agora tomando g = f em
(1.1.37), obtemos a relagao entre f e f na norma L2 Para obter a relacic com a inversa,
basta aplicar o resultado obtide com k= f. B

O Teorema de Plancherel possibilitard definirmos a transformada de Fourier num espaco

muito conveniente o L*{R™), como veremos na préxima subsecio.
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1.1.3 A Transformada de Fourler em L*(R")

A transformada de Fourier ndo pode ser definida em L*{R™}, através da Definicao 1.1.1,
uma vez que 2 integral que aparece ali nfio faz sentido em geral se f € L*(R"). Veja por

exemplo no caso n = 1, a funcio definida por

fm=d & s TElood) (1.1.38)
z7t, s€ z € (1,00),
pertence a L?{R™}, mas ndo pertence a L*(R™). No entanto, a transformada de Fourier tem
uma definiciio natural neste espaco e sua teoria é particulamente rica desde que L?(R") é
um espaco de Hilbert.

(O Teorema de Plancherel nos informa que a transformada de Fourier define um operador
linear contfnuc ~ : (S(R™),|l.lle) — (S(R™}, 1.1z}, que é wna isometria na norma L*, ou
seia, preservam tal norma. Deste modo, tanto s transformada como a transformada inversa
podem ser extendidas como operadores lineares contimios de L2(R") em L*(R™). Veja o
Teorema 6.2 em [10]. Em particular, como S{R™) ¢é denso em L*(R"), se f € L*(R") e
[F)5 | é uma seqiiéneia em S{R™) convergindo a f em L*(R™), temos

f=lmfe e f=lmf (1.139)
Combinando {1.1.39} com (1.1.35), obtemos
fr=f=F" Vi e LA (R"). (1.1.40)
A discussfo anterior mostra que a seguinte definicio faz sentido.
Definicao 1.1.8. A transformada em L*(R™) € dada por
F: L*R®) — LYR™
foo— FH=1
onde | € dado por (1.1.39), ou seja, fé definida unfvocamenie come extenséo da fransfor-
mada em S(R™).

(1.1.41)

Encerramos esta subsecdo, observando gue valem resuitados andlogos aos j4 enunciados
para a transformada em L*(R"). Em geral, basta considerar os resultados em S(R™) e aplicar

um argumento de passagem ao limite.
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1.2 Distribuicoes Temperadas

O proposito desta secho € estudar a classe de fungbes generalizadas associadas ao espaco
de Schwartz S(R"). Os conceitos estudados na secio anterior serdo extendidos a essa classe de
funcbes generalizadas, » teoria desenvolvida é essencialmente a mesma, contudo necessitamos
fazer algumas modificagbes apropriadas.

Consideremos o espago S(R™), munido da métrica {1.1.29). Observamos que S{R"}
munido desta métrica é um espago métrico completo € que tal métrica ndo provém de uma
norma, provém da familia de seminormas definida em (1.1.28). Autes de estabelecermos o
espaco das distribuicdes temperadas, precisamos introduzir uma nocio de convergénels em

S({R™), isso motiva a seguinte definicio.

Definigao 1.2.1. Uma segiéneie (o, )5_, em S(B™) converge o » € S(BR") se, e somente
se
im ||¢m — ollas =0 Yo, 3 ¢ N, (1.2.1)

onde a familia de seminormas ||.|l,.3 € definida e {1.1.28). Neste caso, denotamos 2, = .

Agora podemos definir o conjunto das distribuicfes temperadas.

Definicao 1.2.2. Uma aplicagie T : S(R™) ~ @ € uma distribuicdo temperada se

(i) T ¢€ linear,

(ii} T ¢ continua, isto €, se pm — o, entdo T{pm) — T{g) em €.
Em outras palavras, T’ ¢ uma distribuicdo temperada, se T € um funcional linear continuo.
O conjunto de todas as distribuicdes temperadas € um espago vetorial sobre € que denotare-

mos por S'{R"), ou seja, o espago das distribuicdes temperadas € o dual topoldgico de S(R™).

Notacgao: Frequentemente utililizaremos o simbolo (|} para denotar a acdo de um elemento
T € 5(R™) em S(R™), ou seja,

T} ={T,¢) com TSR e e SR (1.2.2)
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No que segue precisaremos de uma nogio de convergéncia no espaco 5 (R™). isto motiva

a seguinte definigac.

%

Definicac 1.2.3. Dizemos gue umg segiéncia (T,)7_, em S'(R") converge a T' € S'(R™)

el

3E, € SOWMENLE ¢

lm (Tn @)= (T,0) Yo SERY. (1.2.3)
Neste caso, denotamos 1o, 5T

Agora tentaremos Telacionar as distribuicGes temperadas com fungdes usuais. Um resul-

tado simples nesta direcfo é descrito na préxima proposicio.

Proposicie 1.2.1. Se [ € LPR"), para p € (1. o] entdo | define uma distribuicdo fempe-

rada pele seguinte formuls
Tio) = [ e Yo S@. (124
R‘n

Demonstragao: A linearidade de T € imediata. Para mostrar a continuidade de 7y, basta

tomar uma seqiiéneia (R )2, que converge a ¢ em S(R™) e mostrar que T(y,,) converge

a Tp{p) em €. De fato, aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

T (om) = Tl S USlleellm — @llzs com ptsgi =1 (1.2.5)

Agora, aplicando o limite na desigualdade anterior e utilizande ¢ Lema 5.1 em [10}
que nos informa que convergéneia em S{R™) implica convergéncia-em L9(R"}, obtemos o
resultado desejado. P

A Proposi¢io anterior motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 1.2.4. Diremos que uma distribuicdo temperada T provém de uma funcdo em

LP{R™}, se eziste uma [ neste espaco tal qgue T = T5.

Observamos que a igualdade (1.2.4) além de nos permitir relacionar as distribuigBes

temperadas com fungbes em [P, permite escrever, as seguintes inclusbes

CE®™Y) € S(R™) ¢ LP(R™) C S'(R™) com pé [L,00]. (1.2.6)
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Vale ressaltar que nem toda distribuicéo temperada provém de uma fangdo, o exemplo
cldssico para justificar isso ¢ a distribuicdo ¢ de Dirac cenirade no ponto z € R°, que €
definida por

b{0) = plz) Ve SR (1.2.7)

No que segue extenderemos & operacio de derivacio e a transformada de Fourier para o

espago 5{R™).

Definicao 1.2.5. (Derivada de Distribuicao) Sejam T € S5'(R™) e a um multi-indice,

definimos a derivada de T por

(85T, ¢) = (~1){T, 8% Yo SERY. (1.2.8)

i

Observamos gue se f € S{R), vimos na segio anterior que 3 sua derivada f € S(R).

Assim, f’ define uma distribuicBo temperada pela igualdade (1.2.4}. Agora repare que
o) = [ ooty de = fop@lz - [ e do
R E
= (~1LTs(¥) Vo € S(R). (1.2.9)

Desta forma vemos que a definicio de derivada de distribuigio temperada é coerente, no
sentido em gue apesar de ser uma defini¢lo bastante abstrata ela generaliza o que fazemos
com derivadas de fungtes bem conhecidas.

Agora vamos considerar a transformada de Fourier em S'(R™).

Defini¢ac 1.2.6. (Transformada de Distribuigdo) Seje T € S'{R") definimos o trans-

formada de Fourier de T e respectivemente a transformade inversa de T por

(FT),0) ={T.Fle)) VeeSR) (1.2.10)

(FTHTY, @) = (T, F ) Y € S(R™). (1.2.11)

Observamos que esta definicBo é coerente com a teoria desenvolvida na seclo anterior.
Por exemplo considere uma funcéo em f € S(R™), entdo sua transformada f também per-

tence a este espaco, logo define uma distribuicio temperada pela equacio (1.2.4), utilizando
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Proposicao 1.1.3 item (ill}, obtemos
Ty(0) = [ f)ol)dz = [ r@pta)dz = T1(9) (1.2.12)
B» R®
para qualguer ¢ € S(R™).

Teorema 1.2.1. A transformade F : §'(R™) — S/(R™) € um isomorfismo topoldgico, ou
seja, ela € continua com inverse continue no sentido da Definicdo 1.2.3. Além disso valem

as formulas

FFYT)=T=F"'FT}) VTeS R (1.2.13)

Demonstragio: A demostragio de (1.2.13) segue diretarnente da definicdo da transformada

em S'(R") e da validade desta propriedade no ambiente S{R™). Para a continuidade tome
uma segiiéncia {7}, que converge a T em S'(R"}, ndo é dificil mostrar que a seqiiéneia
(FT,),, converge a FT em S'(R"). &

O proximo resultade € wma espécie de generalizacio do Teorema de Plancherel para

distribuicoes.

Teorema 1.2.2. A transformada de Fourier ¥ : S'(R*} — S'(R™) deiza o L*{R") inva-

rianie

Flee: AR — LARY)

€ um operador linear unitdric {preserve a norma do L7 e € sobrejetiva ), o mesmo vale para

a transformada nwersa.

Demonstragdo: Consulte [23]. =

No que segue generalizarernos a relacio entre transformada e derivada de distribuico.
A experiéncia nos indica que devemos esperar que valha a férmula F{9°T) = g2 F(T).
No entanto precisamos definir o que significa o produto £% por F (T} em S'(R™). Isto motiva

a seguinte definigdo bem mais geral.
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Definicdo 1.2.7. Seja @ € C=(R"), dizemos que & ¢ de crescimenio lenio se, e somenle
se, para todo multi-indice o, existe uma constante Clo) e um inteiro ndo negativo N{o) tal
que

1070(x)] < Claj{l + 1z Yz e R (1.2.14)

( conjunto de todas as fungbes de decrescimento lento é denotado por J(R"}. A defini¢io
anterior nos informa que os elementos de Q{R™) sho funcdes tais que elas proprias e todas as
suas derivadas sac Hmitadas por polinbmios fora de alguma bola cenirada na origem, cujo

raio depende da ordem de derivagio.

Definigao 1.2.8. Segjam T € S'B™) e @ € Q(R") definimos o produte da distribuicde T

com o funcdo  pela seguinte formula.
(8T, 0y = (T, Py) Yy e S(R™L (1.2.15)

Observe que o produto estd bem definide pois claramente o produto @y pertence ao
espago S(R™).

Agora podemos formular o seguinte resultado.

Teorema 1.2.3. Seja T € S'(R™) entdo valem as férmulas

BF(T) = (—i)* Fz°T) (1.2.16)

F(8°T) = g F (T (1.2.17)

onde x*T (respectivamente £ F(T)) denota o produto da fungio &(x) = z* (®(&) = £€2) com
o distribuicdo T {F{(T)).

Demonstracao: Segue diretamente da Definicio 1.2.8. =

Encerramos esta sec@o obsevando que para nfo carregar a notagdo, daqui por diante
passaremos a denotar os elementos de S'(R™) por f, g, h, u, etc., ou seja, usaremos a notagao
usual de fungl0, mas fica subentendido gue quando falarmos de derivada ou transformada
destes elementos estaremos sempre falande no sentido da distribuigho. Em particular a

distribuiggo T definida em {1.2.4} sers identificada com f.
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1.3 Os Espacos de Sobolev

Mesta sec¢do temos como objetivo apresentar os espagos de Sobolev classico H9(R™) e
examinar algumas de suass propriedadss. Os espacos de Sobolev com 5 > § medem por
exemplo diferenciabilidade de fungbes e L*(R") e constitnem wma ferramenta fundamental
para o estudo de equacdes diferenciais parciais. Introduziremos o espaco de Sobolev de ordem
s € R através da transformada de Fourier em S'(R"), porque tal definicio é mais adequada

para o nosso trabalho.

Definicio 1.3.1. Sejo s € R. O espago de Sobolev de ordem =, denoiado por H*(R") € o
subespaco de S'(R") definido por

H®) = {f € S(RY): (L+1g)Ef(6) e @)} (13.0)
onde ¢ produto em {1.3.1) € como o definido em {1.2.15).

Observamos pelo Teorema 1.2.2 que tomando s = 0 temos, H(R") = L*(R™). O espaco
de H*{R™) com s € R é um espago de Hilbert quando munido do produto interno definido

por

(o = [ @+ 1eP)y f(e)5E) de. (132
R
A norma correspondente € dada por

lifllgs = \@j (1+l£|2)sif(£)i2d£) ; (1.3.3)

que denoctaremos simplesmente por || fl|, quando nio houver perigo de confusio.

O préximo Teorema retine algumas propriedades basicas dos espacos de Sobolev.

Teorema 1.3.1. Sejam s e s’ € R, entdo
(i) A transformada F : H(R™) — L2(R", {1+ [£1*)° d€) € um operador linear unitdrio,
ou sefa, € sobrejetiva e preserva a norma.

(i1) O espago de Schwariz S(R™) € denso em H*(R™).
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(i) Se s > &, entdo HY(R™) C HY(R*). Além disso a inclusdo é continug e densa.

(iv) O dual topoldgico de H*(R™) {0 espace dos funcionais lineares continuos de H*(R"™}
em @ ) que € denotado por (HY{R™))Y € isomeiricamente isomorfo ¢ H ¥ (R"),

(v} A derivada 8% € wma aplicagdo linear continua de H*(R™) em H*~*(R") para qualguer
mulii-indice o, salisfazendo o] < k.

{vi} Se 5 > n/2, entdo H*(R") € wmna digebra comutativa com reloglo 4 operacio de
maultiplicacio de fungdes ponto o ponto, isto €, se f.g € HY(R™), entdo fg € H(R"). Além
disso, temos

[ gilae < ()| Fllaellgll e

Demonstragdo: Consulte (23] B

O Teorema 1.3.1 mostra em particular que os elementos de H*(R™), com s > 0, sio
fangdes de guadrado integrdvel, mais precisamente sio distribuicbes {emperadas que provém
de fangdes em L*(R™), pois neste casc temos H°(R®) C H(R") = L%(R"). Issc é falso em
geral para s < 0, pois a distribui¢io & de dirac pertence a H™"(R"), sempre que 7 > n/2.
Para mais detalhes sobre isso, consulte [10].

No préximo Teorema veremos uma caracterizacio do espago de Sobolev H™(R®) com

m € N.

Teorema 1.3.2. Seja m € N. Entdo f € H™(R") se, ¢ somente se, f € L*(R") ¢ parg
todo multi-indice o ol que |o| = oy + -~ + o, < m as derivadas 8°f € L*(R"), onde as

derivadas sdo celculadas no sentido da distribuicdo. Além disso, as normas

2

fllam e ST ez (1.3.4)

laism

sdo eguivalentes.

Demonstracio: Consulte [23]. =

No gue segue apresentaremos um resultado que permitird relacionar “derivadas fracas”



CAPITULO 1 ¢« PRELIMINARES 2%

comn derivadas no sentido cléssico. Antes apresentaremos o seguinte lema que praticamente

prova o resultado que desejamos.

Lema 1.3.1. Sejas € R, Ses > n/2, entdo
— g (13.5)
T+ 4 18
Rﬂ
ou sejo, {1+ 167727 e LFR™).

Demeonstracio: Introduzindo coordenadas polares, temos £ = ry, com 7 > Qe v € SH{0).

Assim, d€ = 7" 'drdo, onde do é a medida de superficie em S0} = {z € R" : |z| = 1}.

Desta forma, temos

i _ Y3 1 et B 7 Pl
f G © T f f Aoy Hdo=en f grapd 129

&» iy © o
onde w, é a 4res de S'{0). A dltima integral em (1.3.6) no intervalo [0,1] é finita, pois
o integrando € o quociente de dois polinémios em que o denominador naoc se anula, assim

temos a integral de uma funcéo continua e limitada. Assim, resta estimar

7 rm i ot i 12
____d < - — 145
f =y r < f R dr J[[?‘ dr
1 i 1
,},.nwzs o0 1
h L’L - 23} . 2s—n’ (1:37)
o que mostra o resultado. ]

Agora podemos enunciar o seguinte resultado que nos informa que se s é suficientemente
grande ent@o os elementos de H°{R™} tem boas propriedades de regularidade, tal resultado

é conhecido como Mergulho de Sobolev.

Teorema 1.3.3. (Mergulho de Sobolev) Seja s > i;i + k. Entdec H°(R") € tmerso con-
tinugmente em CL (R™), o espaco das funcées com k derivadas continuas que se gnulam no

infinito. Além disso, vale o desigualdade

e < el Fllas (1.3.8)

onde a constanite ¢ depende de 5.
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Demonstracio:

(i) S8e k = 0, consideremos f € H*(R") e mostremos que f e LYR"). Utilizando a
desigualdade de Holder, obtemos

3

Al = f Flo)las = f L+ €351 + |61 F(0)) de
B B

2

< (ﬁ] EZ%%ETT&&) 11l < o0, (13.9)

onde a integral € limitada devido ao Lema 1.3.1.
Agora combinado o Teorersa 1.1.1, o Teorema 1.1.2, a equacdo {1.1.35) com {1.3.8),
obtemnos

i
H

1l = 1) e < @m) 72| fl < (20)72 (Rf (1«-}«%512)*345) HAlles (1310

o que mostra a inclusio continua de H*(R") no U {R").

(i1 Se & > 0, considere f € H*{R") com 5 > n/2 + & pela parte (v} do Teorema
1.3.1 tem-se que J%f € H**(R"), para todo multi-indice o satisfazendo |of < k. Como
s—k > n/2, temos pelo caso k = 0 que 8°f € C(R™), Yia| < k. Dai f € CE(R™) e temos
a inclusfo continua desejada. B

Encerramos esta secio enunciande outro resultadc sobre espacos de Scbolev que serd

utilizado neste trabalho, cuja demonstragfo pode ser encontrada, por exemplo, em [18].

Teorema 1.3.4. Se s € (0.n/2), entdo H*(R™) ¢ continuamente imerse em LF(R™), com
p = 2n/{n—2s}, ouseja, s =n(1/2—1/p). Além disso, para f € H*(R") com s € (0,n/2},
temos

flle < eln, s)HD° fll2 < cllfllae, (1.3.11)

onde D f(£) = (€1 f)-



Capitulo 2

Uma estimativa bilinear para o termo nao

linear da equacao de Korteweg-de Vries

Neste capitulo temos como cbjetivo estudar um dos resultados bédsicos deste trabalho,
que permitira mostrarmos boa postura local no tempo para o problema de Cauchy associado

a equacido Korteweg de Vries em H*(R), com s > —3/4.

2.1 Os Espacgos de Bourgain

Nesta secio definiremos os espagos de Bourgain introduzidos em {3] e veremos as suas
principais propriedades e também apresentaremos ¢ principal resultado deste capitulo que é

a estimativa bilinear do termo néo linear da equacio KdV nestes espacos.

Definicao 2.1.1. Sejam s.v € R, 0 espago de Bourgain denotado por X, .. € o subconjunto
de §'(R?) definido por

X, = { we S®): I, = [f ©%6™ 1 P drae < m} , (2.1.1)
{ 73 }
onde o =7 — & e (&) = {1+ [¢]).

A definicBo do espago de Bourgain, nos informa imediatamente gue este espago é isomorfo

80 espaco comn peso LZ_{{£)%{s)?), portanto é um espaco de Banach.

27
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As seguintes propriedades dos espacos de Bourgain serfo muito utilizadas nas demons-

tracoes ao longo deste trabalho.
Proposigao 2.1.1. Sejam 5.7 € R, enido o espago de Schwartz S5(R*}€ denso em X, ..

Demonstracio: Sejam u € X ., e £ > ) arbitrarios. Consideremos a aplicacao

€ eR —w(g,7) =alg, 7+ &) € L™, (212)
Como o espagoe S(R?) é denso em L2({£)®{r)?"), existe uma v € S(R?) tal que
lle — vil etz < € (2.1.3)
Agora observe que (£, 7) +— w{€,7 — £%} € S(B?), o que nos permite dizer que existe
¥ € S{R?) tal que ¢(¢, 7} = w(é, 7 — £%). Desta maneira, temos
19— llar = 19 — dllaggnirry = o — vllagemeine <o, (2.14)
o que mostra a Proposicao. B

Proposicao 2.1.2. Sejam s € R e v > 1/2, entdo X.. esid imerso coniinuamenie em
Cy(Re: H*(R)), o espago das funcbes continuas e limitadas ne norma de H*(R) na varidvel

temporal.

Demenstracio: Seja ¢ € S(R?), utilizando as definicfes das normas obtermos,

lellEpmaay = sl = sup ] Pl de
< [ 1o swplolie)r de = j (€)% sup |e~ " SO de
R Z = H
- J’;<§>281ie***f'“s?(?)<f)i|%go<md@ (2.15)

Como v > 1/2, o Teorema 1.3.3 nos informa que H'(R} — C,(R). Nio é dificil ver

também que Co(R) C C(R) N L™ (R). Assim, utilizando {2.1.5) podemos escrever

Il gy < € j# () e P (€)% ey 44

——

- A ey f e SR (O ()2 drde

= o [ e [ e+ e are
® R
el (2.19)
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onde utilizamos a Proposicio 1.1.3 item (i}. A desigualdade (2.1.6) nos informa que a
aplicagio
1€ R oty € (R} (2.1.7)

& limitada. Agora restas mostrar gue tal aplicagio € continua. Para mostrar continunidade

temos que estimar

e+ 1) — (Ol = [ (©716TE= h)(E) - SN de. (2.1.8)

Como ¢ € S{R?), podemos mostrar que ¢(t} € L} (R). Além disso, temos

e

S&,7) = O] (), (2.1.9)

onde adotaremos sempre a convengdo que as varidveis r e £ 880 levadas nas varidveis £ e 7

respectivamente pela transformada de Fourier. Definindo para guase todo £, a aplicacio

9(8) = P(B)(E), (2.1.10)

segue por (2.1.9) que e € LL(R). Desta maneira faz sentido aplicar a férmula de inversio

em gg. Aplicando (2.1.10} em (2.1.8), obtemos

ot + B) — () By = _[@Wm 6+ R) — g de
| i
¢ f (£y% f e g, (T)eh — 1]dr] dE
B hicd
< cj[(@% j{ [ — U@(g, 7} dr{ de. (2.1.11)
R
Agora repare que

f]{eih*" — 1}@(E, )] dr < Q/r {@(&, 7)) dr < oo, (2.1.12)
)it B

para quase todo ponto £, pois integrando a desigualdade (2.1.12) na varidvel £, temos que

a integral dupla de ¢ é finita, porgue v € S(R?). Logo a integral interna também ¢ finita.
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Assim, considerando o limite guando & — 0, e o Teoremsa da convergéneia dominada de
Lebesgue obtemos & continnidade de ©(2). Assim, podemos reescrever a desigualdade (2.1.8),

da seguinie forma
H{pﬂ(}s{ﬁz;if"'{ﬁj} < C§§<P§§XM7 Vo & S(sz (2.1.13)

Para o caso geral, consideremos u € X, .. Pela Proposicho 2.1.1, existe numa seqiiéncia

o

(0m)., em S{R?), tal que @, — uem X, ,. Como o espago de Bourgain ¢ um subconjunto

de S'{R?), temos
Om—u e SR (2.1.14)
A desiguaidade (2.1.13}, nos informa que (@.)5_, é uma seqgiléncia de Cauchy em
Cy(Ry; H3(R)), como tal espago € de Banach, segue que, existe [ € Gy(Ry; H°(R)) tal que
©m — [ em Co(Ry; H°(R)), assim temos
Om—f em  S'(RF). (2.1.15)

Pela unicidade do limite temos u = f. Desta forma passando ao limite em {2.1.13),

obtemos
Hulloyme @y < ellullx,.., Vue X, (2.1.18)
o que mostra a imersao continua. &
Estabelecidas as principais propriedades dos espagos de Bourgain podemos apresentar o

principal resultado deste capitulo, que serd demonstrado na segiio 2.3, antes porém necessi-

tamos da seguinte definicfo.
Definicao 2.1.2. Sejom s,v € R. Nés definimos a forma bilinear
Blu,v) = —éé‘m{uv). (2.1.17)
para toda v, v € X, .
O principal resultado deste capitulo € garantido pelo seguinte teorema.
Teorema 2.1.1. Seja s € (—3/4.0], entéo existe v € (1/2.1) tal que
1B(3, u)|ix,, < cliullk, . (2.1.18)

Gﬂdﬁ k7 E ,X.c;_“.'-
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Para demonstrarmos o Teorema 2.1.1 reescreveremos a estimativa (2.1.18) em uma forma

equivalente, a gual serd mals conveniente para os nossos céleulos. Definindo
p=—s€0,3/4) (2.1.19)
segue da Definicio 2.1.1 quese u € X, = X_,,, entdo

flemy=(r =&y ug,m) € L*(RY (2.1.20)

1Flzee = lullx,, = llulix_,.. (2.1.21)

Agora, utilizando o fate

e

G (w? )&, 7) = c&l@x4)(¢,7) (2.1.22)

nds podemos reescrever (2.1.18) da seguinte forma

1Bl 0)lix,,me = |1 = €7 1E™ Bl 22z
= cll{r — &) HE " E(a* D)l 2z (2.1.23)

Agora aplicando a defini¢go do produto de convolugdo ns igualdade anterior e utilizando

(2.1.20) podemos reescrever {2.1.18) em termos da fun¢do f como

dfzéiﬁ i

v _ 5 fE— &7 —n){f—&)° flE, )€
By, u)llx,,., = ¢ kj (r—7) — (€~ &P (m — &y |
Liz2
< cllully,, = cllflifz (2.1.24)
£

onde k = k(£,7) :(7‘ — £3>1m¢<€>p'

Assim, o Teorema 2.1.1 pode ser reescrito da seguinte forma equivalente

Teorema 2.1.2. Seja p= —s € [0,3/4), ent@o existe v € (1/2.1) tal que

E £ JE~ &, 7= )€~ &) fl&.m))” » 2
T ff (rmr-E-arr  mogp o) Sl

I

lr272

£

(2.1.25)
onde f € L*(R).
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Na secdo 2.3 nos provarernos a seguinte versdo do Teorema 2.1.2, que afirmamos ser wm

resultado mais geral.

Teorema 2.1.8. Seja p = —5 € {(1/2 3,’- v, existe v € (1/2,1) tal gque para qualguer
A e {1/2.9] com v~ <wmin{p - 1/2:1/4 ~ p/3} segue gue
H ]
| FE= &7 = m)E — &)° FlEL )& .
dm <c ;
l!( m,c-‘;}l»—- f ({r—7)— (£~ &P (n - &7 d&dn < ”ﬁigg;z/
(] sz
(2.1.26)
onde o constante ¢ depende de p, v € — . Além disso, (2.1.26) oinda vale para p = U,

comn € (1/2,3/4] e~ € (1/2.~].

Num primeiro momento pode até parecer estranho afirmarmos que o Teorema 2.1.3 €
uma versdo mais geral do Teorema 2.1.2, pois repare gue fizemnos uma restricdo na hipdtese
sobre o valor de p, o méiximo que poderiamos afirmar por enquante € que (2.1.25) segue
de {2.1.26), tomando 7' = -y, desde que tomemos p = 0 ou p € (1/2,3/4). No entanto,
mostraremos na segao 2.3 com o aunxflio do Teorema das Trés Linhas que o caso p € (0,1/2],
seguira dos casos p = O e p € [1/2,3/4). Portanto, o Teorema 2.1.3 é realmente um resultado

mais forte do que ¢ Tecrema 2.1.2.

Na proxima segdo desenvolveremos as ferramentas que permird provar o Tecrema 2.1.3

na secao 2.3

2.2 Algumas Desigualdades Fundamentais

Nesta se¢do temos como objetivo desenvolver as ferramentas necessérias para provarmos
o Teoremna 2.1.3 na proxima se¢go. Comecemos com o seguinte lema, que nos revela algumas

desigualdades que serdo fundamentals para ¢ nosso intuito.

Lema 2.2.1. Seja £ > 1/2, enido existe ¢ > O tal que

1 ¢
Jf z— o)z~ 5% dz < o — B2’ (2.2.1)
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‘ 1 c
e (LT , (222
| e S e 222

j[ - }2{1& —GE e < m (2.2.3)
e ) F{f—3
j[ <g;>2{1—f)i/m dr < ("’{L_é%ﬁ’z”‘”v (2.2.4)
frl s

onde ¢ é uma constante que pode depender de {, mas ndo depende de o nem de 3.

Diemonstragio: [lustremos como so demonstradas estas desigualdades no caso concreto

da designaldade (2.2.2), as ouiras sio bem semelhantes. Assim, pela simetria das fungbes
nas regides consideradas € suficiente mostrarmos para o caso em que o > §. Para isso

consideremos as seguintes estimativas

a—1
1 1 r V2 c
S 1+ |z])"%de < c< —, 2.2.5
Wf (x}*+/la — z| 243 1+ el va+l {a)z ( )
-1
onde utilizamos respectivamente os fatos de 2 < g»vaéw , £ > % e o > {) para obter as
designaldes em (2.2.5).
Se o > 1, entéo
1 {2
e dr < ] -9 AiTa
;f{ (zy*/|a - = (1+ } KA NG (1+a)
9 2641 7 -
< & VT2 (2.2.6)
(1+a) (o)
Seli<a<li, temos
r 1 j[ 1 1 {a)d e
d:z:<ca2=c 2 < . 2.2.7
| R R

o
z

Agora resta as estimativas da integral nos imtervalos {0, 2a + 1] e [2a + 1,0), para

gualquer a > @
2a+1 2o+l

/ 1 j[ g = Y1+ 214 a o
(¥ la — 2] T (Lo N {1«*&)25 = (1+a) ~ (o)t

o

(2.2.8)
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(2.2.9)

A0
i) ¥ dr <

i
140

2ol

(@)t
&

© e
1
j[ {z)*/|la — 7|

Utilizando as estimativas (2.2.5) & (2.2.9) conclutmos a desigualdade (2.2.2).

Bl

Agora utilizando as designaldades do Lema 2.2.1, deduzivemos trés proposighes, gue

L=

praticamente demonstram o Teorema 2.1.3.
Proposigao 2.2.1. Sejem ~ € (1/2,3/4] e~ & (1/2,~], entdo existe ¢ > 0 tal que
d’f; dglj g [ {2.,2.,1@}

1
1) = {§ — E)%F

R%W (if {ry — €27 {{r —

Demonstracio: Da hipdtese que 7' > 1/2 segue de (2.2.1} que
c
dn £ : 7
T g saE - a)®

(2.2.11)

1

j (g — &2 {(r —n) — (E— &%

onde consideramos ¢ = £ ¢ f =7 — (£ ~ £)* em (2.2.1). Para integrar (2.2.11) com relagéo
(2.2.12)

a §; faremos a seguinte mudanga de varidveis
3
pe=r—8 +3GE -4

Agsim temos
dp
Z 3E(E — 28) (2.2.13)
1 dr — £% — 4y
&—§%i m—g——}, (2.2.14)
que € obtida resolvendo a equagao quadratica (2.2.12).
Desta forma temos
1£(€ — 28))]) = /1€ |\/AT — €8 — 4y (2.2.15)
e
dé, 1
= 2.2.1
du ~ /A -2 -4 2219
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gue é obtida pela aplicagiio do Teorema da Funclo Inversa em {2.2.12).
Agora, combinando as igualdades de {2.2.12) 4 {2.2.16) com s desigualdade (2.2.2) e
aplicando em {2.2.11), obtemos
+00

- L= (2.2.17)
| mrrmaae S

e

st
-

c 1
] fi P ey L T U

Deste modo, o membro & esquerda na desigualdade (2.2.10) é hmitado por

jé] ( c i&
(r =& \Jel72{ar - g,}w} ’
ou sela,

¢ (gl 1
(= @) lar — )8
Para vermos que a expressdo (2.2.18) é limitada em todo o R?, dividiremos o mesmo em

(2.2.18)

duas regides.

@) |7~ &> 3~

Nesta regiac temos

i513

1 1
> -
1+ 8- T 1+r— £

Observando que © termo da direita em (2.2.18) € limitado por 1, segue que 2 mesma &

(2.2.19)

majorada por

e (1§

W, (2.2.20)
gue é limitada para todo v < 3/4.
3
i I - &% < &L
Nesta regido temos
3 3
&P — |l < - |§; = 7| > = iéi (2.2.21)
Assim temos, |47 — £ > 4|7] — |€1° > |¢ !3, © que nos permite dizer que a expressic
(2.2.18) ¢ majorada por
el ;i—
(i€r) (2.229)

1+
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que claramente ¢ limitada por 1.

Desta forma & expressao {2.2.10) € limitada e a proposicéo esta provada. |

Proposicio 2.2.2. Sejam p= —s € (1/2.3/4), v € (1/2.3/4+ 5/3] e~ € (1/2.~], entéo

existe ¢ > O lal que

1

(€ — &) :
me_ &) (/f (r — 27 (1 —71) — (€ — &%)27 dﬁd&) e (223

onde A= A{f,7) € definida como

A={G.n) eR G2 L& 2 LiF—n) - -6 < n & < 7 -8} (2.2.24)

Demonstragio: Primeiramente nds observamos que em A, femnos

- €43 -a)=|(n - +r-n - - &) <2 - €. (2.2.25)
Assim vemos que A C U x R, onde
C={6eR: a2 LE-a]2Lir -8 +366aE-&) <2Ar -} (2.226)
Deste modo, pela desigualdade (2.2.1) temos

/. 1 LMl s -2 —e)

e

7 = 7 i
— & r—m) - (€& 1T (r— £+ 35 (£~

(2.2.27)
onde (.} denota a funcéo caracteristica do intervalo [~1,1]. Como na Proposicao 2.2.1, nds

usaremos a mudanca de varidveis

p=1 =&+ 386~ &) (2.2.28)

Deste modo, as igualdades de {2.2.13) 4 (2.2.16) aplicadas em (2.2.27) conduz as seguintes
desigualdades

(- &) (e — e (Eptaes
[ (Z52595) o o

S+ 36 (€ - & (7= +386(E ~an®
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(6 — &) 1
<e f 16 (6 &)l dp. (2.2.30)
(W jepre ) /ar 8 ‘
S 2% ‘

Fazendo algumas estimativas convenientes no integrando da expressdo (2.2.30), obtemos

as seguintes majoragdes

c f 1 €6 (& - &)
3 [£]2er(1/2) (ijgwh/gﬁ-w—;a_i
(i< 2 —£3
1 - - -&+3a-al” 1
N f N N - (2.2.31)

Agora, usando desigualdade tridngular, (2.2.28), (2.2.26) e aplicando a designaldade

(2.2.2), obtemos as seguintes estimativas para (2.2.31)

clr— gy ) (r — €8y ‘
]2+ j(ﬂ>2"’ ]W dp < lfiﬁ‘H 75 {ar — 8712 (2.2.32)

Desta maneira, a expressio

(£ - 3 c (r—g3% \ 3 clg®0-p (r o gByerr
(€, 7) = (7 — £3)1-7 (&)p (i /D) (4 — £3)172 ) TSy {7 — 3y (2.2.33)

limita a expressio (2.2.23).

Agora, para completar a demostragio resta mostrar que

133/ 4)—p e pty-1
$(E,7) = ciéi@p ti’r £ ;3}1!4 <c VEeReVreR (2.2.34)
&z+1)

;- para obter {2.2.34) temos que

Considerando a mudanca de varidveis 7 =
verificar

[1%7872 (¥(= — 3))t
(&) (g8z)t/

onde ¢; é uma constante. Para mostrarmos {2.2.35), consideraremos os seguintes casos.

(@ gl <t

Se z = 0, basts analisar o guociente

PlE,2) = <e VEeR e Vz R, (2.2.35}

1£|(8/4)-e

G (2.2.36)
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o qual € majorado por 152@/ 47277 oue & limitado desde que p > 3/8 Em particular, é
limitado para p € (1/2,3/4). Assim, 16(£, z)| < ¢, neste caso.
Se z # 0, basta analisar ¢ quociente

(g
G

que é limitado desde que p--v —1 < 1/4, ou seja, v < 5/4 — p. Em particular, a expressio

(2.2.37)

(2.2.37) é limitada para v < 3/4 — p/3. Logo, temos que 1¢(£, 2| < ¢, neste caso.
(i) |gf = 1.
Se jz} < 1, entdo (£%2)*% > 1. Logo, basta analisar a expresso

e gyt
G

(2.2.38)

que é ainda majorada por

EPEPREENTT_ poreepsanes,

i&le
que é limitada desde que —8/4 + p+ 3v < 0, ou seja, v < 3/4 ~ p/3. Assim, |¢{&, 2} < ¢,

(2.2.39)

neste caso.
Se lz] = 1, observe que jz - 3| < |z|+13] < 4]z, desta maneira basta analisar novamente
o gquociente (2.2.37}, para concluirmos que {6(£, z)| < ¢, neste caso.
Por (i) e (ii) a afirmacdo (2.2.35) se verifica, consequentemente a expressao (2.2.34)
também é verdadeira. Logo,
¢ € L={R%), (2.2.40)

o que completa a demonstragao. B

Proposigéo 2.2.3. Sejam p = —s € (1/2.3/4), v € (1/2.1) e~ € (1/2,%] comy — o' <
minip— 1/2:1/4 — p/3} entdo existe c > 0 tal que

1 [E120-a)eg (€ — &)
(r =& (é] (£)20 (1 — o d'rd&) <e (2.2.41)

(S8

&y r — 1~ (€ - &)%)
onde B = B(&. 1) € definida como

B={leneR/k-&4lznlEl2Lr-n - -8 < n-&LIr - < n — &1
(2.2.42)
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Demonstragao: Primeiramente observemos que em 5

~ &L=l & - (r-n - - < 2n - € (2.2.43)

Desta forma vemos que B C B' x R, onde

B={{eR/f-&l21L1&2LIn-& -3¢ -&) <2n - &} (2.2.44)

Agora observe que uma mudanca de varidveis na desigualdade (2.2.3), conduz 4 seguinte

desigualdade
T 1 ¢
g a— 2.2.45
J[ @B Y 2245)
onde 0 < A < X e A > 1. Assim, de {2.2.45) segue que
1
< (2.2.46)

e A N S R ey i T A Y Eh

onde consideramos a = &8 e B =7 4 (£ — £,)%

Deste modo, para obter {2.2.41) é suficiente limitar

[SIT

1&&2““9”&51(5 g \
(D)= (my “gf)’?" R\] (Ey2p{ry — £ — 3L, (£ — £))21-7 d§} 2 (2.2.47)

com [ = B' = B'(§;, ;) definido em (2.2.44).

Para simplificar nossos célculos dividiremos B’ em duas regides B; e B}, onde

~{eem/veae-ai<iin -1} (22.48)

o
= {ee By jin- gl sslese -6l <3 -1} (2249

Em B}, nfs podemos mostrar gue
i

5?’!"1 “f}ﬂ <l — &7 - 3886~ &) {2.2.50)

<]
€] < =fr — €81 (2.2.51)
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Desta maneira, utilizando {2.2.48), {2.2.50) e (2.2.51) temos

1ot

B S jf O e s
< moar \g o () % |
¢ i /5 () )
< ¢ { |gj2—#) 1 \%

{n — &7 &B, (£)%  (my — &5y d&}

[ \'
< c j’ ]5]2(1 s) de
‘<a—£ww“ﬂ (€)2e
5%7’1 §1a
! \
Z
<< 2—dg
= gy f e }
gl iin-¢f)
3—dp7 Eimi—EF 3
< o l 5 ia 21 B 1
T An Yty 3—4dpi,
c - 1 1 gty
S oo {m — &)%) = o{n — gya—e, (2.2.52)
e . - ; . 11 p . .
que é limitado, pois por hipétese v — v < min< p— 57750 ¢ que nos permite concluir
gue
1
T+ mps0 (2.2.53)

Para limitar 1{B}), nds dividiremos Bj em trés regides, B} ,, By, e Bj ..

Primeiramente {emos,

By, ={c < B de < laf < 2000} (2.2.54)
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Neste dominio, temos

cl+ln — &) < laf ~ ¢F (2255

Agora, combinando (2.2.49), a hipdtese que p > 1/2, uma mudanga de varidveis seme-

thante a que fizemos em (2.2.12)-(2.2.16), para ser mais exato y; = 7, — & — 386, (£ — &),

utilizando {2.2.4) e (2.2.53), obtemos as seguintes desigualdades

1{B3,)

que € limitado pois por hipétese v — ' + £ ~

I

IA

IA

A

IA

A

IA

B2l

c 20 — )%
{ry — &) f €7 — £ 886 & — &y

&1

AT

. | / (1+ jgpe? i)
mea | @R a e

[NTE

c 1 122 1 )
(s — & J'[ _H"%&%] & &EE G

¢
2.1

el

e | / IS ! da\}
(ry — &7 e L; 14 - éfl% (ry — & — &L~ &)y /}

z

£ f 1
T @}“f’_m%mp—z} ) {ry — gf — 3E5,{€ — £,))20-m

g

Bl

c { 1 f i 1 d \
<T1 — 5@7’—%%(294} K;&i% <ﬂ1>2(1-7} ;\/471 . 5& . 4.“*1% ‘m/}

jaar < B~ &5

cfry — €2)e=v+h0-20 [m - a?)zivw%)} :

it L (n -1
(n —&Yfstrr 1 . (12 — ‘fg)%‘%“‘?’ 1
(4 —gHE  jali T {dr; — €7 (r — €B)m
el — £5) 2= (2.2.56)

I
l<o
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Agora consideremos a regifo

B,y = {5 € By 1<4] < 5—?—} (2.2.57)
Neste dominio temos
60— 28] ~ el ~ 16—~ & (2.2.58)
e
i+ n = &) < 1ehlE - &) ~ [EP1E] < e (2.2.59)
Utilizando (2.2.59), (2.2.4), (2.2.49) e a2 mudanca de varidveis g, = 7, — &% — 38§, (£ —
obtemos

’ €20 ﬁ)f?- — £3y2e ‘\5
B
B < gy u SRoer s sk )

¢ g0
S g J[ € (r — & - 36,6 €y

ESEE

: Tﬁ%ﬂ (ef <@> o (i~ &~ 3&53(& — &) dg)

B3t

2{2p—1)
c f 1 1 i
{n—&)r-» ) L + | - 5%]13} (i — & — 366, (£ - &))2-) ¢

2,2

s

< c { i j’ 1 i p \
o n - 519’)7’_”%(2‘9—1} kifli% (1) 2 Sl — €3 T 4y #1)

lua < 2 - £3]

b=

< C(’f"l mé‘3)P 7#—.5(1 —2£) 1 [(Tl mé-13>2(-yw%}l

1k (13 — %)%
By
< efm — Sty (2.2.60)
e 1 op 5 p . -
que é limitado, pois i3 < T Assim, pela hipitese, sobre v e 7/, temos

;L P9
vy +r =<0
AT {2.2.61}
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Apgora resta estimar a integral em
Bia=1{¢€ B;: 100i¢] < {6} (2.2.62)
Neste dominio temos
16— 28] ~ & — & ~ &, i - &) << 16 (2.2.63)
2
4n — €8] ~ J&J°. (2.2.64)

Utilizando, (2.2.64)}, {2.2.4), (2.2.49), a mudanca de varidveis gy = n — £2 — 365, (£~ £},

{2.2.63} e aplicando raciocinic andlogo acs casos

anteriores, obtemos

e

I(Byy) < .| f L dé\
WS ey | g - saE e j
2,3
_é_
c 1 jf i 1 d
=gy e 0™ | i — 6 = am)
\\ b1 [ 2y —£ 3
1 [(n -0
< C(Tl - é-?)p—T 1 [<Ti El)'s 3 -
Gl | (- 23
$ c{’rl . §13>p‘7f+7—‘% 1 1 1 é‘% 1
lé‘l;"“ (7'1 - ';;“‘>Z
< (m - gl (2.2.65)
Lo . B 1 p _
que ¢ limitado, pois 67 > 7~ 3y 0 quenosi forma que
' 5
s andie m%—p~f6—£@. (2.2.66)
Assim, a proposicic estd mostrada. B

Desta maneira desenvolvemos as ferramentas que serfio muito 1iteis para a demonstragao

do Teorema 2.1.2 na préxima secio.
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2.3 A Estimativa Bilinear

Nests segio femos como objetivo mostrar o Teorema 2.1.3, dividiremos esta demons-
tracho em etapas para facilitar ¢ entendimento.

Hp=0

Neste caso, utilizando as notagdes A = (£, 7) e Ay = (£, 1), observamos que mostrar a

desigualdade (2.1.26), € equivalente a mostrar a seguinte desigualdade

|
Lﬁf&ﬁﬁiwhﬁﬁkkﬁi&g <clifizs, (2.3.1)

onde

A = —t ! ! (2.3.2)

S e e e e
Assim utilizando, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Proposicio 2.2.1, o Teorema de

Fubini, uma mudanga de varidveis e denotando por 7, o termo da esquerda na designaldade

{2.3.1), obtemos as seguintes majoracdes

I < \\Rf FOOFO = 2P day 5\&]“5)\)“ d}\a)

2

= H0DF = Mg RN |
< IFODFA= M)l 50 15O Mg
1 Lﬁ
= IO A lgag, WODFO - Mlg os
< (/UAM{/UA A w@&)
<

(« L (a)f? f 1F 2}l dg d}\l)
B2

1 2

- C[L HQﬂ%&)] | /ﬂm&ﬁﬂ) =clfl;  (233)
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que vale para qualguer ¥ € (1/2,3/4] e qualquer 7 € {1/2,].
(i) p € (1/2,3/4]

Neste caso observe que se
ST ou £ —-&al< 1, (2.3.4)

108 temos
{E)7{E — &)° < clE)”, (2.3.5)

que reduz a estimativa ao caso p = (. Desta forma podemos assumir que
&l =1 € €~ &l =1 (2.3.6)
Por shmetria nds podemos assumir também
r—n) = (E-&P < in — &, (2.3.7)

pois se considerarmos as mudangas de varidvels 7, = 7 — 7 e & = £ — § o termo da

esquerda em (2.1.26) nfo se altera e além disso por (2.3.7), obteremos
I~ &) < |ir —m) - (€ - &Pl (2.3.8)

Nés dividiremos a regifio de integragio em (2.1.26) em duas partes
m-glslr= e r=8I<in-4l (2.3.9)

que sio justamente as regides A e B, definidas respectivamente nas Proposiges 2.2.2 ¢ 2.2.3.
Para limitar o termo da esquerda em (2.1.26) na regido A basta utilizar & desigualdade
de Cauchy-Schwarz, a Proposicio 2.2.2 e aplicar raciocinio analogo ao empregado em {2.3.3),

para obter a mesma limitacio. Para limitar na regido B, considerando
FO) = [ FO0£0 = 0Bk () dh, (23.10)
B2

onde

k(A a) = 3 (&) (&~ £)°

T e ey - on-E-&RT S
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h={&,7), A = [, 7 e x(B) € a funcio caracteristica do conjunto B, temos que mostrar

a seguinte desigualdade

HFH 2 < el fllee. (2.3.12)
Pars mostrar a desigualdade anterior, utilizaremos o seguinte fato da andlise funcional
1 i
flieexz, ) = sup g lffg dpl, g€ L(X, o, ), [lglle £ 1\} (2.3.13)
Uix J

que & verdadeirs para p, ¢ € {1, 00), satisfazendo p7* -+ ¢! = 1. Assim para mostrar {2.3.12)

é suficiente mostrar & seguinte desigualdade
|

i

i
E [ Foan <l (BB G nlugg oz Vo £ 22 (23.14)
23

que ¢ obtida aplicande Fubini e a desigualdade de Cauchy-Schwarz duas vezes no termo da

esquerda. Dai, basta utilizar a Proposigao 2.2.3 e tomar g = 1 para obter (2.3.12). Desta
forma o Teorema 2.1.3 estéd provado. B

Observamos gue o Teorema 2.1.3 € equivalente ao seguinte resultado.
Corolario 2.3.1. Seja s € {(—3/4.1/2), entdo existe v € (1/2.1) tal que para qualquer
~ e (1/2,~ com v~ <min{p—~1/2:1/4 — p/3} segue que
1B wly, ., <clull’ (2.3.15)

onde o constante ¢ depende de s, v, v — ' e a forma bilinear B € definida em (2.1.17} .

Além disso, (2.3.15) ainda vale para s = 0, com v € (1/2.3/4] e~ € (1/2,7].

Na demostragéo do Teorema 2.1.3, observamos que a maior dificuldade fol limitar o
termo k(A, A;) definido em (2.3.2} no caso (i) e o termo k; (A, A1} definido em 2.3.11 no caso
{ii), em nenhum momento utilizamos o fato de termos considerado a mesma funcio duas

vezes no integrando da expressio (2.1.26), dai temos o seguinte resultado.

Coroldrio 2.3.2. Seje s € {—3/4.1/2), enido existe v € (1/2.1) tal gue para qualguer

~ e (1/2.7) com v —~" <min{p— 1/2:1/4 — p/3} segue que

1B ), . S e llullx,, ol (2.2.16)
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7

onde o constanie ¢ depende de 5, v, v — ' e a forma bilinear B € definide em (2,117} .

Além disso, {2.3.16) ainda vale para s = 0, com~ € {1/2.3/4} e ~" € {1/2.~].
O Corelario anterior nos informa gue a aplicacio
(u,vye X,y x X, — Blu,v) € Xo,, (2.3.17}

€ comtinua.

Observamos que o Teorema 2.1.3 e consequentemente os Coroldrios 2.3.1, 2.3.2 também
valem guando consideramos p = —s € (0,1/2], pois este caso é deduzido do Teorema da Trés
Linhas {veia [16]).

Assitn, dagui por diante quando fizermos referéncia ao Teorema 2.1.3 ou aos Corolérios
2.3.1, 2.3.2, fica subentendido que estamos utilizando s € {(~3/4,0].

Encerramos esta secho mostrando que & estimativa 2.3.16 falha para s < —-3/4.
Proposicac 2.3.1. Se s < —3/4 e v € R, entde a estimativa (2.3.16) falha.

Demonstracdo: Primeiramente mostraremos que se s < —3/4 e a desigualdade ({2.3.16)

vale, entdo v < 1/2. Para isso escolhemos N suficienternente grande, e consideramos os

vetores tangente e normal a curva (£, £%), ou seja,

A (1,3N7) (—3N2,1)

e denotando por Ry o retdngulo (N, N%) +a® + 87, com la] < N72, 8 < N¥? onde
as dimensbes de {Ry] sho escolhidas de maneira que (£,7) € By == |7 — £ < 10,
\Ry| =~ N™Y2, sua projecio no eixo ¢ tenha comprimento de aproximadamente N™2 e
no eixo 7 de aproximadamente N%? Agora considere By = —Ry ¢ R um retingulo para-

lelo & Ry, centrado na origem. Se f = x{R,)eg= X(EN}; nés podemos ver que

B(F, )6 7) = iy () £ X(Rr) (6,7, (2.3.19)

onde B(f,g) denota a forma equivalente de (2.3.16) como em {2.1.26).
Um simples caleulo mostra que x(R,) = x{By}E,7) ~ K,%ﬁx(ﬁ}(é, 7). Assim, obtemos

1 1 11 1
- N1/2 NB/2)(0-) p2s I‘vflﬁ Ni/e;’

1Bf e, (2.3.20)
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onde [[fll;z = igﬁy o =7, assim obtemos
1 1 111 c .
N2 BRG] N2s Nz yid 5 Wiz (2.3.21)
o gque nos informa
3 3
2+ 20-m+ 20 (2322)

como 5 < —3/4, teremos 7 < 1/2 o que fornece o resultado desejado.
No gue segue mostraremos que se s < —3/4 e a desigualdade (2.3.16) vale, entéo
v > 1/2. Isto € feito utilizando ym argumento semelhante ao empregado (2.3.10)-(2.3.14) ¢
polarizacio, considerando
# T h T—T
BloR6 = g ff R i T
(2.3.23)

que verfica a seguinte desigualdade || B|] 2, < cllglt 2z, lAlloz . Feito isto, utilizando raciocinio

andloge ao casc anterior, obtemos b > 1/2 se s < —3/4, 0 que mostra o resultado. B



Capitulo 3

Principais Resultados

Neste capitulo mostraremos o principal resultado deste trabalho que € boa postura local
para o PVI {0.0.1), para facilitar a compreenséo primeiramente explicitaremos o conceito de
solucao que estd sendo utilizado neste trabalho para posteriormente mostrarmos existéncia
e unicidade de solucdo bem como a dependéncia com relacBo ao dado inicial, s propriedade

de persisténcia da soluglo serd uma consequéncia imediata da Proposicio 2.1.2.

3.1 O conceito de solugao

Nesta seglo temos como objetivos esclarecer o conceito de soluglio que estamos adotando
neste trabalho e também obter algumas estimativas que permitira mostrarmos boa postura
local para o problema de Cauchy associado a equacio de Korteweg-de Vries em espagos de
Sobolev H*(R) com s > —3/4 nas se¢des posteriores.

O conceito de solugdo que adotaremos neste trabalbo provém da férmula de Duhamel,
ou seja do problema integral associado a equacéo de Korteweg-de Vries que chamaremos

apenas de Pl que é dado por
Z
W) = With — [ Wit — )o@, 3.11)
0

45
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onde ug € H*(R) é o dado micial e {W (1) },er € 0 grupo associado ao termo linear da equacio

KdV, que é definido através da transformada de Fourier por

(W (tuol™(£) v= e i (£). (3.12)

No que segue esclareceremos o conceitfo de solugio do PI1{3.1.1). Comecgamos observando
gue se up € H*(R], entfo teros imediatamente que W(tlup € Co(Ry; H°(R}). No entanto,
W (thug € X5, Com afinalidade de estudar o PI 3.1.1 no contexto dos espagos de Bourgain,
faremos uma meodificaciio no primeire terme do lado direito de {3.1.1) como segue.

Seja ¥ € OF(RYcom ¥ = 1lem [—1,1] e ¥ = 0 em [-2,2)°. Entéo para todo § > 0
temnos que aplicacio

&R — HR)

(3.1.3)
P B = W{5THW (B

pertence a Li(R; H*(R)} N Co(R,; H*(R)). Assim @ define uma distribuicio temperada em
§'(R%), logo faz sentido calcular sua transformada de Fourier. Nao € dificil mostrar que para

quase todo £ a aplicagéo

t — [R(8TOW (tJuo] (&)

pertence a LI{R). Assim podemos caleular a transformada de © pela férmula
[ OW {uo @] (€, 7) = [(BEOW (Bue)~ ()] (7). (3.1.4)

A proxima proposigio nos revela uma estimativa na norma de Bourgain do termo

(5 W (Huo.

Proposicace 3.1.1. Sejam s <0 e~y >

4=

. EBntdo para § € (0, 1]

1TETOW (ol < 877 o - (3.1.5)

onde Ve CF(R) com P =1em[~1,1] e P =0 em[-2,2%
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Demonstracdo: Utilizando (3.1.4), obtemos

[T OW (tuo(=)] "€ ) = [(TEHW (ue) (] ()
= [@(F " t)e™ (&)1 (r)
= (T (r — £ )io(€)
= cip{6)8T(6(r — £%). (3.16)

Desta maneirs temos

[ W Ry = €)% — ETEOW (Duol (€, )

!
Z2r2
5;4&1:.,

G(6(r - )] laa(e)P deir

= o [P -er

e Jf (&% | () (5?- jf 5@(5(7\* - 53}}52 (r - 53)2%31—} de.

Como
f G 6tr — )| (r-ar < ¢ j [ - g3)}]2 dr + ¢ j? - &2 (807 - g?»))[zdf
= ¢ f gi 1@:(;\) }2 i+ c / ;‘ﬁ @(A)rd/\. (3.1.7)
Temos - -
e ywEuwll < f (&) tao &) {52 f H Ve, 7 b ﬁf(A)lszl de
< f (&% [ao(O)? (c8 +c8" 7Y dg < 6 flug iy gy - (3.1.8)

onde utilizamos mudanga de varidveis e as hipoteses de v > £ e § € (0,1], o que mostra o
resultado desejado. =
No que segue discutiremos sobre o segundo membro da direita em {3.1.1). Primeiramente

consideremos f € S{R?) e t € R. Da definicio do grupe néo é dificil ver que & aplicacio

Y ER—s Wt —)f({¥) € C(R,; HY(R)) (3.1.9)
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para qualquer s € R, Desta forma 2 aplicacéo

g: R — HR)

R

£ (3.1.10}
t o glty= TW(t ) f(dY
0
estd bem definida como integral de Bochner em H*{R). Além disso, observe que
z 4
OIGER: f Wt — ) F)(E)dt = ] S8 Fi () di! (3.1.11)
0 o

e @ = }Lé (R}, desta forma faz sentido caleular a sua transformada inversa, donde obtemos

H
gz} =gt} () = ¢ f ezttt j e FE) (€)at dt. (3.112)
g

w

Agora observe que se h € L'(R) e ke EYR), uma simples aplicacdo do Teorema de

Fubini nos mostra que

i i £ £
jf R{thdt = f H{t)di' = J[ f e hir)drdt’ = f f T dt’} h(r)dr
O & g R iz o
caf 4 N
ezt T R 8”'1- .
= hitYdr = T. .
f{ﬁ L (7)d cf —— h(r)d (3.1.13)
e R

Assim podemos escrever g{t) como segue

gltYz) = ¢ f et gite’ f ¢ ;"i[e*if’%s FENEO () drde
R

z:z& ezig

fl&,r+e¥drde

"‘-«;

®
3 zi(:r ]

= Cj[ e "’téj[' =y f{f TYdrdE. (3.1.14)

® R

Seja ¢ € CF(Ry) tal que (7)) = Lse 7 € [-1,1] e p{7) = O se 7 € [-2,2]°. Entdo

podemos novamente reescrever g{t)(z) como segue

9(&)(&) = L{f)(2,1) + L1, (f)(=z, t) + 111, (t}(=, 2), (3.1.15)
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onde

) L3 g€ 1 R 7 \
I{f){z,t) = c [ e jr TR o(r — £33 f(¢,7) dr d¢ (3.1.16)

. W

&
zf:'r
IL(Hz,t) = c jf it f . 1} 1@l - &g, r)drde e (3.1.17)
HWT o
B

TIE(t)z,t) = fméeﬁé fg{fjﬁ){ o(r — ENFlE, Tydrde. (3.1.18)

Para manter o estudo do PI {3.1.1) no contexto dos espacos de Bourgain, uma modi-

ficagho do segundo termo da direita em (3.1.1) nos conduz a considerar o operador integral

em S{R?*) definido por
ColF) == BTN L(F)z, 1) + TE L (Fz,t) + Y@ DIz, (3119

Observamos que para nlo carregar a notacido tamnbém denotaremos por Gs a extensio deste

operador a0 espago X .. Repare que quando 6 <1 et € [-4,4], temos

Gs(f) = f Wt — ') f(¥)dt'. (3.1.20)
£}

A préxima proposicdo nos revela uma estimativa para o operador integral G5 na norma de

Bourgain.

Proposicao 3.1.2. Sejam s < 0, v € (1/2,1) e v € X, entdo para gqualguer § € (0.1],
temos

1Gs(ullx,,, < 337 flu]

Xomos (3.1.21)

onde G5 € definido em (3.1.19)

Demonstracdo: Consideremos inicialmente § € S{R?), e estimaremos separadamente ss

parcelas da soma que definem G em (3.1.19).
() 1w DL (B, -
Para limitar essa parcela inicialmente observemos que de {3.1.16) temos

eitlr—¢%) 1

G )L {filz, 1) = cT{d 1) PRl —.——~—:;-——-<p{7“——§3)ﬂ£,7'}d‘rd§, {3.1.22)
J f ir— &%)

T
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Usando & notacio o = 7 — £ e a expansioc em série de Taylor, ou seia,

e 1 == gkm}tkgkwl ,
m = 2 T (3.1.23)
e denotando por A{£. 7) a integral interna em {3.1.22), obtemos
oo
o skl k-1 et ot
h(E, ™) = f > — vl fEmydr= Z 5 f elo)f(&,m)dr.  (3.1.24)
U k=1
Logo, de (3.1.22) podemos escrever
'az‘..,”S
T L)z, b) _er ”‘EZ Y )gn(8)d (3.1.25)
R
onde ge() = | e plo)fle, ) dr
Consideremg;
N @0 ené's
A& T) =)~ U6 gk 6)- (3.1.26)
k=1

Nso é dificil mostrar que h € LYR,), desta forma temos a férmula de inversfio para a
transformada e ¥(6 1)L, (f)(z,1) = [h(¥)](x). Agora empregando um raciccinio anslogo

a0 utilizado em {3.1.4), obtemos

[TETLAHBE ) = [RE D] (). (3.1.27)

Seja t*U (51t} = §556FT(671¢) = §F ¥, {67 1¢). Observamos que para cada £ fixo a série
em (3.1.26) converge em L;(R), pois converge uniformemente para £ € [—~1,1] e é nula em
[-2,2]°. Portanto de (3.1.27), nds deduzimos

o=

REHLOETED = 3 T sl wE )

F=1

fl

[+:9] k o
¢S %gk (€8T (5(r — £%)). (3.1.28)
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Desta maneira temos,

if@{gw%ﬁw{'f){x’ t}gxs v

Agora repare que

f gl de

IA

= o3 H @ - eyaiBier - o)
F==1}

o0
= ).
E=1

T [ e

k! f f ey "”E@«(&I%éﬁ{éiﬂ)i?éfér}

s}

f G U ot (o) fg, ) dr

c j (&)

¢ 70@ =

c 11<£>s<

] @

H

&
!

P

o 5& g
> { / <f>2ﬂgk(5>12da}

o

/

7

—i»-m

/

o O

&
T =73 1 06T (6(r ~ £%)

[ +oo +oo

f [ e 53>2"f19k<f>22§5\’13;<5<v—wémﬁégda—}

/ |f<£,v->1czfr} &

Ir—£%<1

o0 o }

L] I Lﬁé?—

HLgr2

[SIT

OXy 0K

B3l

L

{ f (T>27{5‘§’;{5(T})§2d¢} (3.1.29)

Bk

2

id!k”1§90(a)!!f(£,'r}ld’r} d¢

2

p-

/ g%@mzf(a, o)l dr J it

jr—g¥<1

2

=& e g W T} dg

f’rwigﬁ(”’“})if(&ﬂ“)izd’f} !fmjgg}—gdf} dé
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< ¢ j 6 j (7 — 220D e I dr de = e £, (3.1.30)

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para limitar a outra integral ern (3.1.29),

basta proceder como na Proposigic 3.1.1. Desta forma obfemos

[ DI O, € 30 Ul SOV + 1) < YfL L (3131)
=1
(i) |2 D T Lineally,,
De (3.1.18)
e e ! -
L)z, t) =cjr8m§eﬁé jm[l —wlr — £ F(€, Ty dr dE. (3.1.32)
R R

Como a integral interna em (3.1.32) define uma funcéo em S{R), podemos denotar
fol8) = J[ = %) 3.1.3
R
Desta maneira temos

L)z, 1) = cj‘[esi"’g B E(E) = Cj( W () fol () dE. (3.1.34)
R

R

Observando que W(t}fo € H*(R) para todo s e [W(t)fo] € L}(R) entéo pela férmula de

inversao da transformada temos
T (f)z,t) = W(E)fo. (3.1.35)
Assim pela Proposigao 3.1.1, temos

W@ DIIL (N Oy, = [FEOW B felly, <" follygy . (3.1.36)
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Agors repare que
12

ol = [ @ f ~ olr - ENFE ) czf—ii
+on T oo 2 '
;28 §1w¢57m€3 »
< cj & _f BT 1Fe, )] ds} dé
. z
23 f(gn
<cfw© ] Mfgl&}ds
—eo e b
+oo . ’
N g 1
= wa (&) ) é’_{n fr — 3117 |7 - €3]y d?‘} dg
T ey fene 1
< C_j 3 !m£>1 1?._5312(1-7} } [/ 7 - ggig.v T’j!

+oo 400
< ¢ f e j’ (r— 20D f(g, Pdrde = cfl% . (3.1.37)

onde utilzamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
(i) €6 DL () D), .

De {3.1.17}
- 83’2:’“1 B . . 5
Pty =c j e j e - e - ONfenarde (3.1.38)
olr =€)

Considerande A(£,7) = f (£,7), entho h € 5(R?) e portanto

( - &%
1(F)(z, 1) = W (z,8). (3.1.39)

Agora, utilizando a Proposicio 3.1.3, podemos escrever

(9@ )L )y, = WG DR],, < s 2]R], | (3.1.40)

E.Y
seguindo raciocinio andlogo aos casos anteriores, ndo é dificil mostrar que ||7l] X = 1 lx,. -

Somando (i),(i1) e (iii}, obtemos

NGs{Fillx., < B2 f|Ix,, vf € SR, (3.1.41)
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o que nos informa que o operador G5 € continuo. Assim ele possul uma unica extensio

continua ao seu fecho ¢ slém dissso,
1Gs(W)llx, , < S lllx,., V€ X (3.1.42)

Antes de definirmos solugdo do problema integral faremos uma estimativa muito impor-

tante.

Proposicdo 3.1.3. Sejam s € R, % <y<1,de(01] eue X, ., enlde
K2t i eI {3.1.43}

onde ¥(t)=1parat € [-1.1] e ¥t} = 0 para t € [-2,2]°.

Demonstracdo: Seja u € S(R?), entio

[ e 0] €)= [(EETHE:E@) @] @) = [PEHEE)] )
= [T 0a(E D] (1) = [LEON () * B D)

= (5U(é7)) * U (6,7). (3.1.44)
Desta maneira femos
[l = 1© (=& [967Dulz, )€ s
= f f @ - & |[s86) « (e, 1] ()] drae
- f J;F (&Y r) {(5@(57))“’;(5,7}} (r+§3}}2d¢d5, (3.1.45)
Consideremos a
F(E) = f (Y2 5w(57)w }(«Hgﬁ (3.1.46)

Como [¥(6 lt)u(i}{rf)] (r)= {(5@(57)} * G, 7)](7), temos

U BT () = (69 67) < alE, I +€°) (3.1.47)
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Asgim temos,

P < j e D) dr e j e w B @)

o

< clgewﬁ%gg*iﬁ};@g}igl te f b

e B (6 ) (€ 1

el

e vt ao), + il v nuiel],

IA

(3.1.48)

onde aplicaros Plancherel e utilizamos a notaggo D) f = {|7]7 f (5 )17, Agora observe que
H . r— N 2 e p i
e e HuE©)| | < cllae i (3.1.49)

Pars estimar o segundo termo de (3.1.48) usaremmos a férmula de Leibniz para derivadas

fracionarias veja [15].

107 (f9) — 779l oimy < ol 107 Flliziey (3.150)

se 0 <v<lel<p< oo Aplicando esta designaldade com p = 2, f(t) = e“i*’esz@(é) e
g(t) = ¥(511), obtemos

cUDI(fa)liz
| DI(fg) — FDIglys +cffD]gllzs (3.1.51)
ellglie ID7 Flizz +cllF Dl gl

clliFmate r + &),

| D v tnuteen]

IN A

AN

+c }e““’g u{t)(¢

i | o7,

onde utilizamos Plancherel. Como + > %, podemos aplicar o Teorema do Mergulho de

Sobolev para obter

| cs@el,, el i@of, = clasrmaer+ ol e

Agora reunindo as estimativas (3.1.48), (3.1.51) e (3.1.52) obtemos

F&) < cl@E iz + i 8+ )}, + el = 7lya, - + &), jgﬂfg&{é‘l«} .
= cl@e Dz +cllr ~ & ae Dy, +ell+ | - &ae DI, o1,
clla+ =g prae Nl 1or el (3.1.53)

AN
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Logo,
ol < [0+ - Bl Dm0
Agora observe que uti}iz;dc Flancherel, ocbiemos
DT (e ), = %{wi*ém—}iﬁ; — f (78 |3 ar <8, (3159)
o que nos informa -
ileﬁf{é'li}uﬁxm S eI, Yue SR, (3.1.56)
Para obter © mesmo resultado em X, basta raciocinar por densidade, B

As Proposigbes 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 permitem definirmos de forma precisa o conceito de

solugdo do PI (3.1.1) (veja [6])}.

Definicao 3.1.1. Sejams e R, v > % e Ty < 15, definimos o espago X...[Ty. T5) por
Koo T, Do) = {0 0 v € Xon ). (3.1.57)

Em X, [T\. T3] consideraremos a norma

el e = 0 {0l © “limm =} (3.1.58)

Definicdo 3.1.2. Sejam s e v come no Teorema 2.1.3. Se uy € H*(R), dizemos gque uma
fungdo u € X, [—T.T] € solugio do PI (3.1.1) no intervalo [—T. T com dade inicial uy, se

exisie v € X, ., extensdo de v, tal que
i
ult) = W(thug ~ 5 Grio)(t)y  vYite[-T,7), (3.1.59)
onde G € definido em (3.1.19) e T < 1

No que segue mostraremos que a defini¢ao de solugdo ndo depende da extensao v utilizada
¢ além disso mostraremos que se u & solugho no intervalo [T, Tl e 7} < T, ent&o u também
é solugdo no intervalo [—T73, T3], isto serd o conteddo respectivamente das Proposicdes 3.1.4

e 3.1.5.
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Proposicio 3.1.4. Sejom s e v coms no Teoverna 2.1.3. Se vy e vy € X.. sdo fois que

vy (#) = v,(t) para dodo i € [T, 7, entdo
G828 = G (Bvi)(t)  Yie [-T,7TL (3.1.60)

Demonstracio: Suponhamos primeiramente que vy, va € S(R%) e que vi(f) = vy(2)

para todo t € [—7,T), entdie (8,93)(t) = (8.02)(¢) para todo ¢ € [-T,T}, como 9,07 e
8,03 € S(R?) é facil ver que Gr(G,07)(1) = Gr(8,03)(¢) para todo t € [T, 7.
Agora consideremos o caso geral em que v, e vy € X, ., séo tais gue v {t) = u{f) para

todo t € [T, 7. Seja 0 < § < T e tomemos uma fungio 1 € CF (R, ) tal que

1, se te [-T+471T 4,

51¢ 3.1.61
0, se téz[—_f{’wfmg,?—«g} . { )

n(t) =

Desta forma temos v, = nue em X, ., e sao vilidas as seguintes afirmacgdes

(i) Se ©wm € S{R?) € wm — v; em X, ., entio
Iin‘;c G802, ~ Bulnen)’) = Gr(8:0F — 8.(p)?) em X, .. (3.1.62)

(i1} Se v, € S(R?), entdo Gr(8,0%, —8:(nem)?)(t) = Oem H*(R) parat € [~T-+4, 78]
(i) Gr{8:v% — 8o }){t) =Cem H5(R) parat € [T +6,T — 4]
Com efeito estas afirmacbes so consequéncias do Teorema 2.1.3 e da Proposicdo 3.1.2

(i} Para mostrar este item, basta observar que

[Grioe(r’vl — el s, S @) [[0:ln™v] — 70)|

Asq-t
< T)Ga[(mor — nm) (mon + o),

< O v = nomlx, , oy +nemlly, ,  (3.1.63)
Da Propesigio 3.1.3 temos que ny,n — nv; em X, .+, donde segue que o limite de G (8.(nym)?)
quando m — oo & Gr{f.{nv;)*). De maneira semelhante mostramos que o limite de

Gr{8,02 ) quando m — oo & Gr{8,v7), o que mostra (i).
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(i) Be £ € =T +4,T — 8}, entéo
Grlfatl, — &lnen))(E) = Gr(8e, — (no.) ()

= Gp(d1 - )25

= [We-t - Pl@R) @ =0 (3164
o
em H°(R}.

(iii) Pela parte (i} e pela Proposicao 2.1.2, podemos escrever

lim Gr(8:47 — Oulnon))(t) = Crl(8? - Gu(mu))(H)  em HYR)  (3.1.65)

e por (ii) podemos dizer que a igualdade anterior é igual a 0 se t € [T + §,T — 4,
o que mostra (). Desta forms temos que Gr(8.v73{(8) = Gr(8,(nv)%){#) para todo
t € [T+ 8,7 —4¢]. comod > 0 é arbitrario, temos Gr(8,v?)(t) = Gr(Gu{nv 12t} em
H*(R) para todo t € (~7,T) e pela continuidade das fungdes consideradas esta igualdade

também vale em —7 e em T, o gque mostra a Proposicéo. =

Coroldrio 3.1.1. Sejam 5.7 como na hipdiese do Teorema 2.1.3 € uy e us, wy, wy € X,
tais que vi{t) = wa{t) e wi(t) = walt) pera iodo t € [-T.T), entioc GO (vyw)}(t) =
Gri8.{(vawa))(t) em H*(R) para tode t € T, 7.

Demonstracao: Basta utilizar a proposi¢io anterior e a identidade de polarizacio

1
wo= 2w+ )"~ (u—o)f]  Vuve X, (3.1.66)
para mostrar o Coroldrio. =

H
Proposigao 3.1.5. Se 5 <7 <1e0< T <T, entdo para toda u € X,y et € [-T1, T3]
temos
Cr(W)(t) = Cr,(w)(®). (3.1.67)

Demonstragac: Sejam u € X, , 1 ¢ (pn)5.; wma seqiéncia em S(R?) tal que p,, — u em

X, ~-1. Entdo pela Proposigio 3.1.2 temos G, (u) = lim G, {p.) e Gr,{u) = lim Gplem)

em X, .. Assim, temos

Gr, () ~ Gr,(w) = lm (G, (pn) — Crylpm)] em X, (3.1.68)
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Logo, pela Proposicio 2.1.2, podemos escrever
G, ()(8) = Cr (W)t} = m (G, (pm)(8) ~ Cr(pm)(B)] em H'(R), (3.1.69)

para todo t € (=73, T3], mas com £ neste infervalo temos G, (0 (£ G (@ 1 {2)=0. Assim,

Grlu){t) — Grlul{t) = 0 em H°(R) para todo £ € [~71, T3], 0 que mostia o resultado. &
Uma consequéneia imedista e muito importante da Proposico anterior € o préximo

resuitado.

Corolario 3.1.2. Seu € X,.[-T.7] € solugdo do PI (3.1.1) em [-T.T] com dado iniciul

ug e se 1y < T, entdo uji_n 7, € solucdo do PI(3.1.1} em [T\, 71] com dado tmicial ug.

Encerramos esta se¢ac com 1m resultado que serd de grande valia para as se¢Bes seguintes.

3
Proposicio 3.1.6. Sejams € R e = < v < v < 1. Enitdo pare qualguer § € (0,1] ¢

2
u € X, temos
(9@ 0l <™l (3.1.70)

onde B, = ;7’ . “”227 el(ty=1em[~1.1] e ¥() =0 em [-2.2]°.
Demonstracao: Primeiramente observemos que utilizando as notagdes

FRE) = (L + [E)°h(©),  Dih(e) =elh() (3.1.71)
e

Frg(r) = (L +1r)"9(m),  Dig(r) = |r"g(r), (3.1.72)

juntamente com (3.1.2) néo é dificil mostrar a seguinte relacio
fully,, = AT W (el 2, (3.1.73)

Agora utilizando, (3.1.73), a desigualdade de Holder ¢ o Teorema 1.3.4 com p = 4,

obtemos

T Jul

J(T(E )]

%o = | = W (eE DI,

< e T (ETW (T

iLgLf
1T E W () I

1
6

i

LEL3 L2Ls

DE(U(5 )W) Fu

(A

L= 67 16 ),

{Lg L3 PRy

IA

o8 || T(6  ju]

X (3.1.74)
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onde utilizarmos & hipStese de v > 1/2 na dltima passagem.

Agora utilizando a desigualdade de Holder, a desigualdade (3.1.74) e a Proposicio 3.1.3,

obiemos
[TE "l , < IRCN Y I TCRN
< eI (E Yl
< 5('?‘"7‘)/4'}’5{1w2"f}f2 EEU‘EEJ{S‘W 1 (31?5)
o que mostra o resultade. 5

3.2 Existéncia

Nesta secBo mostraremos existéncia de solugo para o PI (3.1.1) associado a equagéo
de Korteweg-de Vries. Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de existéncia
faremos algumas observacdes convenientes, comecemos relembrando o cléssico Teorema do

Ponto Fixo de Banach, cuja demostragio pode ser encontrada em [25].

Teorema 3.2.1. (Teorema do Ponto-Fixo) Sejam M um espaco méirico completo e
F M —— M uma contragio, ou seja, F ¢ tal que existern k € (0. 1) tal que para gquaisquer

x4y & M lem-se
| F(z) — Fly)l < kllz -yl

Entdo F possui um dnico ponto fizo, ou seja, existe um tnico £ € M, tal que F(3) = 7.
Agora nods observamos que se u € sohigdo do PVI (0.0.1) entdo para qualquer A > 0
ux(z, 1) = Audz, A) (3.2.1)
também satisfaz a equacgio KdV com dado inicial

ux(z, 0} = Aup(iz) (3.2.2)
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Deste modo, para 8 <, temos
ual, ) llgem) < Cunsh3™ s A= 0. (3.2.3)

No nosso caso s € {—3/4, 0], dai, podemos sem perda de generalidade considerar o PVI {0.0.1},

ou o PI{3.1.1) com dado inicial u, satisfazendo

uoll yagg) << 1, (3.2.4)

ou seja, com dado inicial arbitrariamente pegueno.

No que segue desenvolveremos os resultados para wma u, com A arbitrariamente pequeno,
gue por comveniéncia denotaremos simplesimente por u e diremos que o seu dado inicial
satisfaz (3.2.4}, mas pelo comentério feito em (3.2.1) e {3.2.2), 0s mesmos resultados podem
ser obtidos com dado inicial arbitrariamente grande.

Agora podemos enunciar o seguinte resultado que garante existéncia de sohigdo para o

PI (3.1.1).

Teorema 3.2.2. (Existéncia) Sejam s,v como no Teorema 2.1.3 e uy € H*(R) Enido
existe T > 0, (que depende da ||uoll guizy) € v € X, [~T. 7] tal que u € solugdo do PI(3.1.1)
no intervale [~T. T com dade inicial ug. Além disso, v € C{[-7.77: H*(R)).

Demonstragdo: Sejam s € (—3/4,0] e up € H*(R) satisfazendo (3.2.4). Para T € (0,1],

definamos o operador
i
Sp ., (v) = B(v) = T(EW ($lug — ;@(T“%) f Wt — YT )8 (A () dt. (3.2.5)
0
Agora escolhemos 7', de maneira que

4T gl oy < 1 (3.2.6)

onde § = 26+ {1 —2v}/2 com &, como na Proposicio 3.1.6. Aqui ¢ é uma constante genérica
que aparece nas estimativas dadas pelas Proposices 3.1.1, 3.1.2, 3.1.6 e pelo Teorema 2.1.3.
No gue segue mostraremos gue o operador ®(.) define uma contracdo na seguinte bola

fechada
B(2c¢uoll,) = {v € Xt Hvﬁxm < 2{:”%535} . (3.2.7)
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Para mostrar que @ : B{2¢ [jugfi,) — B{2clluell,), tomemos v € B(2¢ |jupll,) e utilizando

as Proposiches 3.1.1, 3.1.2, o Teoremsa 2.1.3 e 2 Proposicdo 3.1.6, obtemos

z %_l
1 : ;
o)y < ig\Bii‘:}W{t}ﬁ{}%%X&?“?‘% ‘@{T“lg}j[W{t_mg’}\yﬁiTﬁigf}ﬁz{g;ﬁ(g:>}di El
! !Xsr\,'
< el + T NB (BT 0P,
< cliull, + T lwT o)}
< clfuoll, + cTH#VETH0 ji?
< cllugll, + e TUB2T 0 42 |l 12
< clfuoll, + ¢ fluoll, (4277 uoll,) < 2¢fJuo, (3.2.8)

onde utilizamos (3.2.8).
Para mostrar que © ¢ uma contragio, tomemos v, 7 € B{2c |lug|],) e utilizando as Pro-

posicbes 3.1.1, 3.1.2, o Coroldrio 2.3.2 e a Proposigio 3.1.6, obtemos

@) — 2@y, < —i; (T 1) fW{t — YT N3, ((v* — 8H)(t)) dF
o

Koy

S eTE oW ) (o - 6)(v + )

%CT(lmiE?)/Z [ (T - Dix,, NET )+ ﬁ)|§xm,

Xa.'y—l

1A

1
S 5 Cgﬁ(l—?'}’)f"sz@ﬂ ”?} —_ E’“Xs.-y H'U - 'E“X&'T

e il I T (T T
< é (46T fluglty) llv — Bllx, , < % v — 35, - (3.2.9)

Desta forma ®(-) é uma contragio em B(2c|jugll,). Logo pelo Teorema 3.2.1, existe uma

fmica v € B{2c||up|l,}, tal que V£ € R, temos
E E4
v(t) = U(HW (Hug ~ 5‘1’(3’“‘*%) f W(t — YU T )8, (v {t')) dt (3.2.10)
o

ou seja,

v(t) = W)W (t)up — %GT(%Z{T*-}&(@E{-))}, (3.2.11)
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Agora, considerando u = v|_ryp, de (3.2.11), obtemos
ult) = W(thuy — %Gﬁ@mizﬁ}}{i) vt € [-T,T) (3.2.12)

o que nos informa, que u € soluglo do PI (3.1.1) no intervalo |7, T} com dado inicial us.
Agora como v € X, entdo pela Proposiciio 2.1.2 segne que a aplicagio ¢ € R — () €
H*(R) é continua. Em particular u € C{[-T,7}; H*(R)). Agora, como u é continua e é
solugio do PI (3.1.1), segue-se que u é solugdo do PVI (0.0.1). Esta afirmacBo decorre de

un resuitado geral cuja justificativa € encontrada em [21] E

3.3 Unicidade

Nesta se¢fio temos como objetivo mostrar unicidade da solugio para o PI (3.1.1) associado
a equacio de Korteweg-de Vries. Na demonstraciio da unicidade faremos uso da seguinte

Droposicac.

Proposicdo 3.3.1. Sejam s ey como no Teorema 2.1.3 eug € HY(R). Seue X, [-T.7] é
solugdo do PI(31.1) em [-T.T] com dado inicial ug £ 5 € (0. T} definimos @{f) := u(t + &}
parat € [—0—T.T —8]. Entao &t € X, [-6—-T.7T — 4] e & € solugdo do Pl {3.1.1} em

(&~ T.T — 8] com dado inicial {0) = u(5).

Demonstragio: Mostremos que & € X, [~6 — 7,7 ~ 4.

Como v € X, [T, T, existe v € X, , tal que u = v|,_y 5. Pela Proposicso 2.1.1, existe

uma seqiiéncia (¢, ),y € 5 (R?) tal que
Py — v em X,

Definimos ¥, (.1) = ¢, (x,1+§) para todo n € N, entdo (¢,), .y ¢ uma segiiéncia de

Cauchy em X, ., como tal espago é de Banach, segue que

Yy — T et X,
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paraumacerta ¥ € X, . Pela Proposicio 2.1.2 segue que ¢, — vey, — dem (R, H*(R}).

Dai, temos ©{z,t) = v{z,t + §}, ou simplesmente (1) = v{¢ + §). Portanto @ = 7}

Agora mostremos que se f € S(R?) entio temos

Grif){d+1) = WG (F)8) + Grs(fE+ o)) VYie[-6-TT ¢l

Com efeito, temos

St
Cr(f)e+1) = f W((t+6) - £)flt)dt

G4t

8]
&
= j Wt —t)F(£)dt + f Wit+ 6§~ ) {t)dt
Q 8]

& H
= WD) f W6 — ) F()dt + ] F(t' + )dt
0 O

= W(EHGT(F)) + Gros (Flu+ ) (), te[-6-T,T -5

[ T}

Agora observemos se f € X, : e f, € S(R?) é tal que f, — fem X,, 1 {0 que é

possivel pela Proposigio 2.1.1) e se definirmos f = lim 7,(f + 6} em X -1, entdo de {3.3.1)

1emos

Gr{f)(6 +1t) = W)Gr(F )8 + Gr_s(H)t) vte[-6-T,T -4

Assim resta verificar que para a extensfo © de 4 em X, se tem que

() = W(thu() — %GT_,;(am@%(z} Ve l[—6-T,T -4,

ou seja, 4 € solugiio do Pl em [-6 — T, T — §]. De fato, como ¢, — v e ¢y, — ¥ em X, .,

entéo pelo Teorema 2.1.3 temos

2 2 ~
62{101; - az@ € 5;:“’52 - 3x’ﬁ2 £ Xs;?——?.‘
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Logo 8.7 = 8,77, Assim temos

() = ult + 6)
- Wt §)up — gﬁf (8:0) (¢ = &)

-
i

= Wt + B — 3 [WHGr (0.°) () + Crus (32) ()

2
= w(t)u(s) — %GM (6,5) (5) Wie[-6-T.T - ),

= Wio) [Woa - 36 (57) ()] - 3672 (0) 0

ou seja, 1 € nma solucdo do problema integral com dado iniecial u(d). g

Agora podemos mostrar 8 unicidade de solugdo para o PI(3.1.1).

Teorema 3.3.1. {(Unicidade) Sejam s e 7 como no Teorema 2.1.3. Dados uq € H*(R) ¢
T > 0, existe no mdzimo wma solugdo v € X .[—1.T) do PI (3.1.1} no intervalo [-7T,7T)

com dado inicial ug.

Demonstragido: Sejam uy, up € X, [T, T] duas solugbes distintas do Pl em [T, T] com

dado inicial up € v;, v extensbes de v, u, respectivamente em X, .. Assim,

wslt) — () = ~ 5Cr (8:03) () + 5Cr (6:2])
= —5Cr (6. (3 1) ()
1

= ‘—§GT {65(’02 — ’U}_)('Uz -+ ‘U})) (t} Yt & [““T,T].

Pera d € (0,1) e 6 < 7, temos{uz ~ m}|;_s45 € Xs4[-0.8]. Seja w € X, , uma extensdo de

(ug ~ u1)];_s4 tal que

lwlly, <2 ” {ug ~ u}“){f"sﬁ}itxw{—aﬁg '

Entéo, pela Proposigio 3.1.5 e Coroldrio 3.1.1, se t € [~4, 8] temos

wslt) — wa8) = ~5Gs (0 (2 — 0wz + w)) ()

_ %@5 (85 [wlzs + i) (8).
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Logo, da DefinicBo 3.1.1, Coroldrio 2.3.2 2.1.3, e Proposicio 3.1.2 se segue que

i(uz - Ei}igmé,gz‘i

< e |G (8, v + "z‘ﬁ}])%%xm

i
H
X0 [-8.8)
< e |8, wl(vy + vk,
< o6 wlly, e+ iy,
= 8 lwlly, lfws +wllx,

< 2(359 “.2)2 -+ Uy ﬁxs‘ﬂ{ i; (UZ - ﬂ});[mé,ﬁ !lK 6.8] '
.y |V

_3i
Escolhendo ¢ :< min {T; (4{: fiog + vyl X, T 2> 9} entio

{ 1
Koy =88] =3 ;; (g — ﬁi)i?"&é?‘

!i {ug — ul)g[méﬁg

Ko nl-d8

portanto, {uz — u)|_s5 = 0.
(i) se 6 =T o teorema estd provado.

(ii) se § < T, chamamos de n a parte inteira de < e consideremos o conjunto
J={keN/k<n A u; =u; em [0,k8]}.

Repare que 1 € J, logo J é nfo vazio. Consideremos ky = max ./ e mostremos que n € J.

Se ko < nentfo ky + 1 < newu; =us em [0, kpd]. Como kpd < nd < T, entéo ao definir

81 (2) = uy (t + ko)
Vi € [—kod — T, T — kol.
fa (2) = up(f + kod)

Temos pela Proposi¢éo 3.3.1 que
U € Xs koo — T\ T — kod], Vi=1.2

e 7; é solugho do Pl em [—kyd — T, 7 — kod] com dado imicial #;(0) = u;(kyd). Logo, se

T = v (T -+ kp0), ¢ = 1,2, entdo ¥; é uma extensao de i; e portanto

o1 +vally, =13+ B2flx, -
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Como u; (ko8 = wa(ked) e (ky + 1)0 < nd < T, ouseja, § < T — kob, entho repetindo o

procedimento do inicio desta demonstracdo, obtemos
{’5«2 - ﬁz}ig—&a} = {}
ou seja, ui{f + kod) = u(f + kod) para todo £ € (—4§,4]. Donde concliimos que
uy = uy  em [{kg — 1)6, (ko + 1)6].

Logo, uy = uy em [0, [kg + 1)8] e assim ky + 1 € J o que contradiz a maximalidade de k.
Portanto, mostramos que J = {1,2,...,n}

Agora temos que u; = uz em [0, nd]. No Gltimo passo definimos

comi = 1,2et € |[-nd —T,7 —nsl. Uma vez que T — nd < § aplicamos o mesmo

procedimento do comeco da demonstragio com T — né no lugar de §, para obter

(dg — ﬁ'l)E[uné-—T,T-—né] = 0.

Logo, ui(t + né) = uz{i +nd} para todo ¢ € [~né —T,7 — nd], em conseqiidncia u,y = uy em

[0, T]. De maneira semelhante, se define
Gs(t) = w(t — ké) te€kéd—T,7T+ kd)

e k € J, entho se obtém que u; = up em [—7T, 7). Desta forma obtemos o resultado desejado.

3.4 Dependéncia Continua do Dado Inicial

Nesta se¢io temos como objetive mostrar que a solugio do PI {3.1.1) depende continu-

amente do dado inicial. Antes porém convém mosirarmos © seguinte Lema.
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Lema 3.4.1. Sejam s € R, :l_; <y <l,a<lb <b<eo € X, jobl eus € X[V, ¢ tal

gue uy (1) = us{t}) para todo ¢ € (V. b, Se definimos

u{t}, set e la,bl
ult) = 1{t) 1@, 9
ux(t), sei € (b ¢

. - ; hY
entdou € X, jude %3‘?1"13};,_@(;.{-] <c¢ (;2'2;11§§_-{___:_{Q“,)] + 11“‘2&1{___5_[;;’.«1) )

Demonstracgdo: Sejam v;,v; € X, tais que Uil = U ¢ 1y|yg = up. Claramente

vi(t) = vo{t) para todo t € [¥, 8]

Sejam 7, n € C§°(R] tais que

P(t) = ‘5
L 0, sei€ b +oo

??(i}:g 1, set € [b,¢]
{ 0, sete|—oo,¥]

i, set € g, ¥

e-+7n =1em [V, Consideremos

w(t) = (£, {I) + n(tiveli).

Ent&o pela Proposicio 3.1.3, we X, , ¢

lollx,, < e (Il ~ o, . ) - (3.41)

Além disso, temos w|,y = u. Logo, v € X, ,{a, ¢]. Da desigualdade (3.4.1) deduzimos que

el o < € (allx, o+ T2l )

Agora podemos demonstrar o teorema:

Teorema 3.4.1 (Dependéncia continua com relacic ao dado inicial). Sejam s e
come no Teorema 2.1.3, up € HY(R). T >0 eu € X,.[-T.T] a soluggo do P.L em [-T,T]
com dado inicial ue. Entdo eriste uma vizinhanga V' de ug em H*(R)} fal que para loda
iy € V emiste uma dnica solugdo @ € X, [~T.T) do P.I em [-T.T) com dado inicial .
Além disso, o aplicacto

g > 4

¢ Lipschitz de V em X, [T, 7.
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Demonstracio: Sejam V; uma vizinhanca de wg emn H*{R) com raiciguala le Gy € V. Seja

T, > 0talgue Ty < T e 4T {2100l +1) < 1 Como vimos na demonstracio do Teorema de
existéncia, a restrigdo sobre 7 garantia a existéncia de pontos fixos v e ¥ para os operadores
Gy, © Pa,m nas bolas B0, 2¢iluoll yoggy) © B0, 2¢ o)l o pa,) de X, ., respectivamente.
Entéoc

- , . 1 . Ty
v 5= UHW(E) (o — o) — 5 G, (Ballo + 7)o - D)}
Aplicando Proposicoes 3.1.1, 3.1.2, o Coroléric 2.3.2 e a Proposigic 3.1.6, obtemos
flv —9llx,, S IWEOWE) e — Go)llx,, +cliCnlGallv+ 0)(v — )],

1-2y N .
pomy T Ty 7 |1 8ul{v + B~ @)}éﬁxm_i

< cllug ~ i)
1=2v
I3

< ellup — fioll gz + Ty * T2 fio+ 8], v~y .

a7y

w0 (g, + ol ) o= Bl

< ¢ o = Toll ey + T2 (bl geguy + ol e, ) 1 = L, ,

< cilug — g

<c zi'ﬂ-ﬂ - '&G“HS{R) + CTEBQCQ (2 ”ﬁQHHS(R) + 1) “’U - ﬁi%x

Observandeo que

2°TF (2 ol e + 1) <

b

obtemos que
liv — '{F}gxsq < 2cfjug ~ ﬂﬂgiﬂs{k) . (3.4.2)

Sabemos, da demonstragio do Teorema 3.2.2 que 4 := ¥|_n ) € X,,[-T1,71] € a tnica
solugao do P.I em [—73,T:] com dado inicial &. Como u também é solugie em [—73,71] do

P.I. com dado inicial g, entao
s = il oy S 26 l1to = ol ey - (3.43)
Se ¢; € a constante da imersio X, , «— C(R,; H°(R)})}, entéo
u — @l gy < 200 o — foll oy V# € [T, T3] (3.44)

Agora, se Vi € uma vizinhanga de u{7}} em H?(R) com raio igual a 1, entdo se

@(T1) € Vi, temos também 4°TE(JJa(T1)ll, + 1) < 1. Repetindo ¢ procedimento anterior
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obtemos uma solugéo @, € X, [~T1, Ty} do problema integral em [~73, 7] com dado inicial

#(T,) e aplicando a Proposi¢go 3.3.1 a u, temos
fula+ T — &lié},{s’?;_z‘,_?rﬁ < cfju(hh) - @E(Tlmﬁsg}g} ‘ (3.4.5)
Dad, por (3.4.4)

fule = Th) —Hally, g 2y < clive — ol gomy

De maneira andloga, se V_; é uma vizinhanca de u{—7}} em H*(R) com raio igual a 1, entdo
se i(—~T:) € V_;, obtemos wma solugho &_; € X,.,[-71,71] do P1 em [T, T3] com dado

inicial u{—7}) tal gue
fu(t Ty —d_4 EEXS_T{MTL,TIE < cllug ~ ‘gff%?!w{a%}
Definimos uma funcéo w; em [-27%, 273] por
g1y +1t), sete 2T, ~Ti);

Wy (E) = ¢ a(t), set e [~T1,Ti];
?’:ég_(tmTl).} seic [Tj,gT]_].

Pelo Lema 3.4.1, se iy € X,,[—27%,271] podemos provar que ; é solugho do PI em

[--2T, 2T} com dado inicial @g. Se escolhemos
T, = min{T, (4c* a @, + 179} e V ={ip € Vo/a(Ty) € Vi A(~T3) € V_1}
onde % € solugo correspondente em [—T77,73] do Pl com dado inicial iy. De (3.4.2) temos
que a aplicagae
g — u{77)
¢é continua, logo V' é uma vizinhanca de %y com a propriedade de que se @y € V, entdo existe

uma tnica solugdo @; € X,,[~271,271] do Pl em {—273,271] com dado inicial 4, e pelo
Lema 3.4.1

o = @l peznorg S clllv =8l om0 = Bk, onm + e = Sadlx, onony)

< cllue — ﬂ@i%ys(g; (3.4.6)
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Para obter a desigualdade antferior, usamos ¢ fato de que, em geral se v € X, ;ja, bl coma < b
entdo v + ollx, -cb-g = ||8lix, ep- Como o tamanho de T; depende unicamente de
e, T e lluflx, .5 aplicamos o argumento anterior um ndmero finito de vezes e obtemos uma
vizinhanga V de u; em H*(R) e de uma constante ¢, que depende de T e de {lullc, (-rrigs @y
tal que se iy € V, o Pl tem uma tGnica solucie @ € X, ,[-7. T} em {7, 7] com dado inicial
fig €
3%'&5 — ﬁ“xm{w:r,;r; S c H?f' - ﬁ‘{}iigs -

Assim, se 9p € V, como & € X, [T, 7], entdo procedendo como anteriormente, existe wma
vizinhangs, V de iy em H® (R}, YV CV, tal que se Gy € V entdo o PI com dado inicial 4,

tern soluco dnica & € X, ,[-T, T} e

a—allx, rm < clito — ollgs -

Isto prova a continuidade da aplicaco do ponto de vista g € V. =
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