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INTRODUCEO

O operador de Laplace-Beltrami ou, simpiesmente,o Laplaciano
A & um operador diferencial eliptico definido sobre o espago das p
-formas de uma variedade Riemanniana M e que possu;, como veremos
no decorrer do trabalho, uma relagaoc bastante estreita com a geome

tris e a topologia do espacgo.

0 nosso objetivo é desenvolver de forma razoavelmente auto-
suficiente (tomando por base o progfama comumente coberto pelos alu
nos de Mestrado em Matematica da UNICAMP) o e§tqd6 dos fatos funda
mentais relativos ac Laplaciano sobre variedades Riemannianasg com-
pactas, dando particular atencao as propriedades eépectrais de A,
.Com esté fim, desenvolvemos o material bésico.que consiste, por um
lado, das definicOes e propriedades manipulatérias das formas dife
renciais e, por outro, do estudo local dos operadores diferenciais
elipticos. Assim, 0o capitulo I contém as propriedades refe-
rentes acs operadores diferenciais d, 6§ e A, ao isomorfismo x de
Hodge e a integracac de formas em variedades enguanto qué, no capi
tulo Ii, obtemos os resultados reiativos aos operadores elipticos,
usando como ferramenta as_séries ¢e Fourier e oOs Espagos de Sobolev,

Munidosdos reéultados obtidos até ai,provamos .no inicio do
capitulo IT o teorema de Hodge,que fornece as condig¢oOes necessa —

rias e suficientes para gque a eguagcao Aw = a tenha uma solugao w
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onde w e o sao p-formas diferenciais. Em seguida, provamos os re-
sultados fundamentais referentes ao espectro de A. Mostramos, en
particular, que o auto-espago associado a cada auto-valor de A tem
dimensao finita e que o.conjunto das p~formas de A constitul umn sis
tema ortonormal completo, de maneira que cada p-forma diferencial
da variedade pode ser aproximada uniformemente por combinagOes li-
neares de auto-formas. Mais adiante, expressamos os operadores d,
§ e A através da conexao Riemanniana de M e aplicamos os resulta -
dos obtidos ao caso particular da esfera Sn.

Além da importdncia que tem na Matematica pura, o'Laplaciano
aparece COR freqiiéncia surpreendente nas ciéncias em geral e & um
interessante ponto de contato entre a Geometria e a Fisica. Com
isto em mente, acrescentamos um apéndice ao final do trabalho con-
tendo, a titulo de ilustragao, aiguns fatos de Fisica associados ao
tema desenvolvido agui. Mais precisamente, mostramos como © conhe-
cimento do espectro de & e das multiplicidades dos seus auto-valo-
res fornece as propriedades termodinamicas de um gas ideaf confina
do no espacgo fechado M e deduzimos a eguacgaoc de estado que este gas
deve satisfazer, no caso em gque M é a esfera S?.

|



CAPITULC I

FORMAS DIFERENCIAIS E O OPERADOR |

DE LAPLACE - BELTRAMI

Neste capitulo, faremos uma breve exposigao dos fatos bésicos
relativos a formas diferenciais em variedades. No paragrafo 1, re-
sumiremos sem demonstracdo alguns resultados e défihigSes de alge-
bra linear (para os detalhes, pode-se consultar [Postnikov}). Em
seguida, introduziremos os cperadores d (diferencial exterior}, o
isomorfismo #% de Hodge,locXﬁiﬁﬂxmcial § e o operadoé de Laplace
~Beltrami A e definiremos os grupos de cohmologia de Rham de uma
variedade. Consideraremos, por fim, a integragao de formas em va-

riedades. A principal referéncia nesta parte € [F. Warner].

1. ALGEBRA EXTERIOR. Seja V um espacgo vetorial n-dimensional so-
bre IR e seja V* o seu dual. Definimos AR (v*) como o espago de
todas as fungaes k-lineares e anti-simétricas sobre V; ou seja,
t € X (v*) & uma aplicacao

T: V& ... &8V > IRl {(k fatores},

para a gual valem as propriedades akaixo: Vvl,...;vk, vjEEV, A€ TR



b%mm (utilizando a notagao T(yl,...,vk) = 1(l,...,;k))
| .

:i) T(L,ee., 371, 343', 4,00k = T, .0, 00 k) T, L.,

i1) t(l, ..., 91, A3, 341, ...,k = AT, .0, .. k)

iii) (), ...,n &) = (-1)" t(,...,k), onde n & elemento do gru

po de permutagoes Sk e (~1)" & o sinal de 7. Denotaremos

por A(V*) a soma direta

n

o rwm
k=0
onde _KQ(V*) = IR' ., Definimos em A(V*) o produto a : se 1€ Ak(v#)
e ue€ AR(V*),,O produte T A p €& um glemento—de Ak+£(v*) tal
que
(Thu)ﬂp.”k%):?%r b PDFTWUJ“.WW&HUMUGD,“,mﬂ&M) (1)

TES 4y

Como A{V*) & éerado por tais T e 1, o produto A estende-se a A(V¥)
por linearidade, ou seja, exlgindc que ele seja distributivo com
respeito & adigac vetorial. Com este produto, A(V*) & uma &lgebra
gradﬁada associativa com unidade. O produto A nao & comutativo em

. , k
geral, valendo a seguinte propriedade: se 1 &€ AN {V*) e TEEHR(V*L



entaoc,
paT= DY oAy o (2)

Se {el,“..,en} & uma base de V*, entfo {e®} & uma base de

%

A(V*), onde ¢ percorre todos os subconjuntos {1,...,n} e ey =

<n e ®-='{il,...,ir}. Se

= 8. A ... A€, com 1 < i.<...<i
i’ -1 r—

ll r

¢ = ¢, definimos e, = 1. Sejam VireeeaVy € V. Ent3o, a partir de

{1}, obtemos

€, neeene )@= 3 D"e @) ... e, (1)) (3)
*1 Tr TES 4 tr

Temos as seguintes propriedades:

i) 1 € AV¥), V* C A(V¥)

ii) A(V*}) & gerado por 1 e V¥

iii) e A e =0, Ve € V*

iv) aim A(v%) = (P) e dim A(V¥) = 2"

v) Se L :V* » V* & uma transformagdo linear, entdo L se es-

!

tende a aplicagao L : A(V¥) » A(V¥*), defﬁnida de maneira gque
L. seja um homomorfismo de algebra. L p#eserva 0 grau, ou se
ja, &L :ﬂk(y*) +fAk(y*). Em particular, £ :.An(ﬁ*J > An{v*),
. onde n = dim V. Como dim ﬂn(V*)'= 1, 7xiste um escalar A tal
r
f
ff

!



que L] = AI, onde I & a identidade de ﬁn(V*}. Este
N g : _
A (VE)

escalar € precisamente o determinante de L. Observamos que &

propriedade (iii) & equivalente a condigao “ey he, =oe, Aep,

ve ,e, € V*; as propriedades de (i) a (iv) caracterizam A{V*)
no seguinte sentiao: Se A' & outro espago vetorialsobre IR
satisfazendo (i)-{iv), entao A(V¥] e A' sao isomorfos. A(V¥)
& denominada Eﬂgeb&a exterion de V* e osseus elementos S30

chamados de formas sobre V.

DEFINICAC I.1.1. (isomorfismo ~}. Seja (,? um produto internoc em

V. Entac (,) . induz o isomorfismo

v Voo VE

v > ¥ =Av,

tal que v{u) =<{(v,u), Yu € V. A aplicacao v estende-se a um iso-

morfismo a nivel de formas:

v AP WY > AP(VF) tal que

mvl}\... AV ='r\u?.-'\... Ai‘f

0 produto interno de V induz un produto interno em A (V*),

estendendo-se por bilinearidade a definigdo



= detfﬂvi,uj> ) (4)

&

(cf. expressao (3}), e exigindo/qﬁe (w,7)= 0 se wE€ Ak(v*) ,
T € ﬂE(V*) com k#§. Decorre que, se {v],.;.,vn} & uma base or-

tonormal de V, entio {v,, A ... A ¥, [T <i. < ,,. <i <n} @&
- il ip - 1 p -

base ortonormal de AP (V*)}. Além disso, se

W= Iw Y A .. AV teremos

W ={Wr{; A - AG >:w(vi r---rv- ) (5)

Se {vl,..;,v } e {ul,...,u } sao duas bases de V, entao

n n
ﬁl A ey A %n e ﬁl A e A ﬁn s3o dois geradores de A" (V*) £ TR,
Logo ﬁl ALLs A ﬁn = A%l ALLo A Gn, onde A € o determinante da

transformacao de mudanga de base. Dizemos gue as duas bases defi-

nem a mesma orientagac, quando A > 0,
|

DEFINICAO 1.1.2. {operador s de Hodge). Seja EV um espaco veto-
I

rial n-dimensional com produto interno e com uma orientagao fixada,

i
i

{vl,...,vn} uma base o.n. positiva (ou seja,;que define a mesma
— - ) i . I . . .
orientagac pré-fixada, conforme foi'deflnldora01ma) e seja {er..”

en}—a hase dual. Definimos

—
—



s 1 APy » APy

estendendo por linearidade a condigdo abaixo:

em gue €, A .., A €, .
i Jq

TEOREMA 1.1.3. S3o validas as seguintes propriedades:
i) %1 = €y A eee A ey wleg Ao A en) =1
ii) sobre p-formas k% = (vl}p(n_p)

iii} se w,u € ﬂp(v*}, entao x (U A kW) = x{w A F o) = (w, U

iv) se w e AP(v*) e {vi peendVyon Vs peon Vs } € uma base o.
1 )<} N Jn-p

n. positiva de V, entao

y

(*w)(Jl,.;.,jn_p) = w(ll,...,lp

v} Seija Yg‘ Ap+l(v*) ~ AP (v*) a adjunta da multiplicagéo exte-

£ € y*, ou seja, (yg(v),w} =4y, 5 "M w), para
/

!

{

|

1P x (54 %) |
: [

rior por

v e ﬂp+ltv*} e we AP(v#). Bntio

y(v} =



Ji) Se ¢ € V¥, denotamos por Ep a multiplicagao exterior de p-

. formas por ¢ (pela esquerda). Entdo

AP (v*) EE—> AP (g, Eﬁi;—a AP+2 (g

e exata, ou seia, Im(gp) = ker(Ep+l).

vii) A aplicagio (-1)7P x £ x £ + (-1 o g o 4P ye) s P yH)
é um isomorfismo (necessitaremos deste resultado quando lidar

mos comn os operadores diferencials elipticos no capitulo II).

PROVA, 1) imediata

ii) basta verificar a agao de #x sobre um elemento do ti-

PO W=e, A...A e, , onde {ey,...,e } & uma base o.n. das
iy 5 _

1-formas e usar a linearidade de =* no caso geral. Assim,

|

WoAsw = e, AL, A en¥=(*W) A kEkw = (—l)p(n-p){**w) A xw ,

de maneira que {**vv~(wl)p(nﬂp)w] Axw = 0.
Mas a forma entre colchetes tem gue ser um miltiplo de w. Is

to sO & possivel se:

*k W = (-—l)P(nhP) W .

iii) basta lembrar que, se {el,...,en} & uma base ©.n. para



=@a, A...Ah e |1l <i o< ..,

a$ l-formas, entfo o conjunto {ei’ 1

i 11 .lp
<'i_ < n} & uma base o.n. para as p-formas, Neste Cas0, €y A % €5y =

=;e¢:,ﬂ xey = 0 ou 1 caso ¢ ¥ ¢' on ¢ = ¢', respectivamente.

0 caso geral decorre por linearidade das operagdes envolvidas.

iv) como sempre, & suficiente considerar w = e, = €y Aaws A€y

¢ vamos supor que e, seja a l-forma duval de Vi(ei = ﬁi). Note.

. .. i ;-.-;. r tg N v e sy N = =
que se {Rl, Rp} # {1, lp} entao e¢(vll vlp) 0
= (* e Y{v, ,...,V, )}, onde v, ,...,v.', V. yeee,v, -} forma

b J1 :]n__P 1y lP :]’ jn"P
nesta ordem uma base positiva, de maneira gque .a proposicac vale
neste caso. Se {21,...,£p} = {11,...,19}, entao os Indices £, e
ik sao iguais, a menos de uma permutagac 7, de maneira que
e (i ,...,4) = -7,
91 P

AnalogaTnte '

' . . _ T
(*e¢) (jlf"’fjnmp} ( l) ,r-
onde 7' & uma permutagao dos Indices jk' Usando a definigao de

x verifica~se facilmente que 7w' e 7 tém a mesma'paridade,o que .

conclui a prova.



vl g vlowd =y, Eoa W)

[ | =*{E A w) A % V]

:ﬁ(#l)p{n—p—l)g ARV A W)
=+((~1) PP (=1) (P7PIP s (g s #)] A W),

—_—*((_ljpnw A xx(E A *\)_}J

= ( (-1 FT * (& A #v),w) , VYp-forma w,

o gue demonstra a afirmacgao,

vi) Como £ A £ = 0, entao I Ep C ker gp+l. Resta verificar que,

se & Aw =20, entaoc w =& A v para alguma p-forma v. Considere

a base o.n. {el,...,en} das 1l-formas, em gque el = g (supondo
. - i C..i '
&t = 1) e w=2Z2w 1 ptl e, A... A ey . Entao
1 p+l
h I |
0 =& Awe=271w 1 ptl ey A, A LA el .
1 p+l
Quando w, # 0, teremos e, A e, A ... A e, = 0, de maneira
b 1 iq i.
] p+l
que e, & fator de e, A ...A e, . Colocando o fator e em
1l i i, 1
i} ptl
evidencia, teremos escrito w = e A v = F A v, para algqum v.

vii) Suponha que U, V, W sejam espacos vetoriais de dimensao fi-

nita com produto internc e gue a seguéncia
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A B
U -V > W

¢ exata (8 e B sao homomorfismos). Sejam A*:V »>U e B*:1W » V
os adjuntos de A e B respectivamente. Afirﬁamos que B*B +IAA*_
& ul isomorfismo de V. De fato,considere 0 # v € V. Se mostrar-
mos que a imagem de v- & nao nﬁla, teremOS'mostradé que B*B + AYAX
é um homemorfismo injetive. Como. V tem dimensac finita, esta apli

cagao tem que ser um isomorfismo. Considere
( (B*¥B +AR¥)v,v) = (Bv, Bv) + {A*y, A*v) .,

Se Bv # 0 = (B*B + AA*)v # 0. Se Bv = 0, entac v = Bu para al-

gum u € U, pois a sequéncia € exata. Entdo A*v # 0, pois, caso
contrario,
{A*v,u) = (Au,Au) = 0 => v = 0,

em contradicdo com a escolha de v. Aplicandc o resultado acima &
sequéncia exata do item anterior e usando a expressao dada no Item

(v) pare a adjunta da multiplicacao exterior por §, obtemos o re-

sultado esperado.
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2. FORMAS DIFERENCIAIS.
DEFINICAO 1,2.1. Se M" & uma variedade €, definimos

™ = u TmM
mEM

onde T M denota o espago tangente de M em m e as unioes - sao

disjuntas. Denotamos por m a projecaoc TM + M, que leva VET M em
m. A este espago pode-se dar uma estrutura de variedade c” enm que

1 & aplicacgao c”. Analogamente, definimos

an = U AR M

' mEM I
AM) = U A(T MY,
' mEM .

DEFINICAOC 1.2.2.Um campo vetorial X sobre M & uma aplicacgao
X:M -+ T, tal que 7 o X = identidade de M., X & um campo suave
se a aplicagao X :M + TM & diferenciavel (c”). 0 conjunto dos

campos suaves sobre M serd denotado por ¥(M).

DEFINICAC 1.2.3. De maneira andloga, definimos uma k-forma diferen
- : ' - . - k
cidvel p como sendo uma aplicacgao diferencilvel g :M -+ AT (M) tal

que 7 o ¥ = identidade de M. Mostra-se dque p €& uma k-forma
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diferenciivel se, dados os campos xl,...,xk € *(M), entao p(xl,

conr¥y) & uma funcdo real C, onde
ﬁﬁxl,...;xk)(m) = p(m)(xl(m),...,ka(m)J, -m & M

(consideracgoes analogas para A(M)). O conjunto das formas diferen
ciais, que por simplicidade também denctaremos por A (M) (Ak{M) DA
ra o espago das k-formas diferenciais), & um espago vetorial - com
respeito a adic¢do ponto a pontb e multiplicacao por escalar e & uma
Slgébra graduada associativa com elemento 1 {funcdo constante igual

a 1) com respeito & multiplicagdo a ponto a ponto.

TECREMA 1,2.4. Seja M uma variedade C . Ent3o existe uma fnica

'aplicagﬁo d:«A{M > A(M), denominada diferencial exterior, para a
"qual valem as propriedades:

1 a:afon » ¥ ey, x>0

1i) A(f) = df (diferencial ordindrio) , £ € A° ()

iii) se pe A5M) e Tt e A@M), entdo

d{py A~ 1) =4y A 1 + (-—l)k uoAdr

iv) d o d = 0.

PROVA. A demonstracic & direta, partindo da expressdo local das formas



(veja [Mercuri e Rigas) ). Observamos apenas gue, se

local de coordenadas com dominio U CM e (xl,.;.,

13

¢ & um sistema

xn) sao as fun

¢coes ccordenadas, entao {dxl,;..,dxn} & uma base para (TmM}* ,

¥m € U. Portanto {dx, A...A dx, |1 < i, < ... %
i i — 71
_ 1 k
base para ﬂk(U). Agsim, se G_ﬂk(M) temos
Py = ) a, Lodx . ALl A
4] '1ii1<--~<ikfﬁ ll...lk i,

onde as a sao fungoes reais sobre U, Além

il...J.k
ve se e somente se, para toda carta lecal (¢,0}, os
a, . sao fungoes diferencidveis. De fato
1,001 :
1 k
S 8
Uyeeady “(axi rest Bxi) ’
: 1 k
s oy - .
onde {+s—— ,+.., =—} sao os campos coordenades do
3xl Ix

i, < n} & um
x S a

disso, U & sua

coeficientes

sistema local,

Observamos ainda que, se w € A(M), entac (dw) (m) depende apenas

do conhecimento de w em alguma vizinhanca W de
ja f wuma fungao real suave tal gque f(m) = l; (df)
f(m') = 0, ¥m' € M\ W. Suponha ainda que w!w 0. E

/
M=0=4{fw) = df A w + fdw =2dw{m) = 0, Assim, se

il

tac (w - T)iw

/

TEOREMA 1.2.5. Se w € AP (M) e Ry i € -/(M) , entfo
j

f
:
|
!

m. De fato, se

(m) =0 e
ntao fw =0 em
Wiy = T!w, en

0 =0 = [d{w - 1)] (m) = dw(m)jﬂ art (m) .

~
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. P - -
E{dw)(xl""’Xp+l) = ‘E 1) Xi(y;hl,‘..,Xi,...,xp+l)) +
i i=0
b DI LK, X R R )
j‘(k - o j, e ) 1: 7 j! .. k: ..y p"l‘l

onde A gignifica omigssio e [+, +] & o colchete de Lie de campos ve

toriais.

PROVA. A demonstragio & direta, embora tediosa. Ela consiste em ve

rificar inicialmente gue o lado direito da expressao acima (que de . -

notaremos por ¢) & de fato uma (p+l)-forma, ou seja, que @ & an-

- . S e - L= —
tigsimétrica e, se £ e g sac fungoes em C {M,IR), entao

B(Ryyeen £ 4 G, oea X ) = EOX .

P+l +.

-kaf LA ,Xp_i_l)

] =
+ g@{_xl'_s-oyxk;-.-fxp_i_l} r k 'lfnol,p"l"l-

Portanto, para calcular @(m)(xl,...,xp}l), m € M, podemos escolher

extensotes arbitriarias de X, (m). Em particular, podemos considerar

_ 9y . .
0s campos coordenados Tt LT i,...,n, em uma vizinhanca de m

tais que 3%? (m) = Xi ;s 1= 1,...,pt), de forma que [aij ,5%;] =0
e
ptl i+l 3 2 3 )
¢(m} (X F e 2w ;X ) = z (—l) T W(..._".__’ LI ;........_._.r-. L r'_'_“"'__“_-)
1 Tptrl i=1 B.i axl aXi 8Xp+l
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Por outro lado,

. | | .
o 5 o
dw(m) (X,,...,X } = L [ A{ z- Wiy e e, 1)4%, A
L T LV P SO SR S pX, k
-1 A 1 s
3 3
A dx A Adxu, 1 ; ; ) =
11 lp BXl 8X_+l
R I I B 5,
F ! r I r
.. 3X, oK) X % 1

o gue conc¢lui a prova.

DEFINICAO 1.2.6. Sejam M e N variedades C° e ¢ : M > N uma
aplicagao c”. Entfo ¢ induz uma aplicacao w* : A(N) » A(M) da se-
guinte maneira: se f E-AO(M), entdao Y*(f) = f o Y; se W E ﬂk(N),

k>0 e v, €T M, 1 = 1,...,k, m€ M, entao

i

(Wrn) () (vypeee s ¥y) = W) W, () feee by (VD)

~ onde ¢* :TmM .+ T¢(m}N & a aplicagéo linear definida por ¥, (v) (g)=
=v{goyP, g€ Cm(N,IR) {também denotada por dy). ¥* estende-se

a todo A(N) por linearidade. Se w & AN), ¢*(w) & denominado

pull-back de w.
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TEOREMA 1.2,7. Verifica-se sem dificuldade gque ¢*w & uma k-forma

um homonor-

[0}

suave, sempre que w também o for. Além disso, ¢p*
fismo de &lgebra (U*(w A 1) = (¢*w} A (Y*1)). Temos ainda as se-

guintes propriedades:

i) d o ¢* = y* 0o d

ii) se 91 :M > N e ¢ +:tN > P, onde M, N e P sao varieda
o0

des C e v, v, s&0 aplicacdes C, entdo

X = * *
(¢, O wl) =} ol .

2

PROVA. i) se £ @ AC(N), entio Vv € T M

il

[@ o p*(£)] (v) A(f o Y) {v) = (&f o ap) (v) = p* (af) (v) =

[(* o @) (£)] (v).

Se w & uma l-forma schbre N do tipo w = df,

(d o p*) (w) = d(P*(df)) = d(d o Y*(£)) = 0
. - _
(V* o d) (w) = ¢*¥(adf) = 0,
de forma que & o ¥*(w) = p* o d(w}. No caso geral, usamos 0s re-
sultados ;cima mais a expressao local de w (ij = Eail"‘ikdxil A

A ..o n dx; ) e o fato gue p* & um homomorfismo de algebra.
k
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ii) Basta utilizar a regra de cadeia (v ,o0¢),=v o0, ).
- 2% 2, © %1,

DEFINI(GAO 1.2.8, Considere a sequéncia:

: a d d d

0— 20y O abog s 2md gy nmhoay g

A condicao d_ o 4 = 0 & equivalente a ker d_ D Imd_ .. O es
p - pd p = p-1 -

pago guociente

P = 1.
HdeR(M) ker dp/Im dp—l
& denominado p-€simo grupo de.cohomologia de de Rham de M. Se
w € ﬁp(M) & tal gue dw = 0, entao diremos que w & uma p-forma

fechada. Se w = d¢, ¢ € hp_l(M), w & denominada uma p-forma exa-

ta.

Observamos que, se ¢ :M > N €& uma aplicacgao Cm, P*  apli-

ca formas fechadas em formas fechadas e formas exatas em formas

" exatas, pols Y* comuta com d. Por esta razao, $* induz o homo-

morfismo

|

*P . 1P P
PrE 2 HE o (N) > HE o 0M)
Retornaremos aos grupos de cohomologia de de pham no capitulo III,

guando discutirmos o teorema de Hodge-~de thh.
. i
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3, O OPERADOR DE LAPLACE~BELTRAMI.

Lembramos que toda variedade diferencil@vel paracompacta M po
de ser munida de uma estrutura Riemanniana, ou seja, podemos defi-

nir uma aplicagao m +-(,)m , ¥m € M, onde <,)m € um produto

-,

interno em T M tal que,se X e Y € % (M}, entao

m + {X{m), Y(m})m

- - o 'y o L] » -
e fungao C . Uma variedade C com uma estrutura Riemanniana & de

nominada uma variedade Riemanniana. Recordamos ainda gque uma n-for
ma diferenciavel v sobre M gue nao se anula em parte alguma & de
nominada uma orientag@o para M. Claramente, uma orientagdo de M
induz uma orientacgao em cada espage tangente, de forma que podemos

definir, para cada m € M, o isomorfismo (cf. 1.1.2)
| . AP (m mE a-p *
#(m) o+ AT (T _M*) o+ A (T M*)

que induz o isomorfismo sobre p-formas diferenciais

*_:AP(M) > An_P(M) tal gue

'(num)=*mmmn

Epp : : Qe
Quande p = 0, o operador x define um isamorfismo entre A™(M)
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I . . e ~
e AT(M). Se 1l indica a funcao constante valende 1 em cada ponto, entao

a n-forma *1 & denominada forma volume e & uma orientacgao para M

DEFINICAO 1.3.1. (codiferencial). Seja M®  uma variedade Riemannia

na orientada. Definimos o oOperador

s i AP - AP ) tal que

5 = {—l)n {p+1)+1

*;i*_,

Sobre O-formas, & = 0.

DEFINICEO 1.3.2. (A). O operador de Laplace-Beltrami

mente,¢ Laplaciano) - A, & definido por

A= 84 + 48§ .

(ou,siﬁples—

No teorema abaixo, coletamos algumas propriedades de - A e §

ue se deduzem facilmente a partir das definicoes,
q
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TEOREMA 1.3.3. i) 8§ = 0

i) A= (@+8)°

iii) 8A = A6 = 6d§, dA = Ad = déd

iv) *4 Ax

if

v) se f,g € ﬂO(M), A{f g) (Af)g + £Ag -2 ( df,dg )

S Bogls
vi) se fe€e pA7{IR"), f£ =-13% — (para as coordena
i=} 3X7 -
i
das candnicas do "),
vii) se o = Za, . dx, A .., adx, é uma p-for-
1 ew el 1 1
-1 1 P
ma do IRn, Ao = X (Ba, Lo ydx, oA .., oA dx, .
i,...1 i i
1 P 1 P

TEOREMA 1.3.4. Sejam M e N duas variedades Riemannianas orien-
tadas € v : M > N um difeomorfismo gue preserva a orientacao (v,
manda base pogitiva em base positiva) tal que V¥Y¥m € M, u,v € TmM '

temos (u,v )} (m) = <¢*m(u), v*m(v)> {¢ (m)). {¥ & uma isometria) .

Entao,

*
AN LM (1)

PROVA. Com a notagao 1.1.1. temos (¢, (u),v ) (p{m)) =Cd,0*(V))(m), "
onde- u € TM e v €T N Conclui-se dal que ¢* @) = vt v
de maneira gque, se W, T € f\l(N), {5&*(_‘.«7), w¥* (1) ):“o* {w},‘p* () ) =

= {w,1) . Verifica~se por meio da expressao (4} em 1.l1l.1. que
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(e (w), o5(1) ) (m) =A{w, 72 (¢ {m}), w,'fé)‘;(N)" (2)

Lembramos que dev* = v*d. Assim, para provar (1) & suficiente ve-
rificar qué §‘¢*_= ¢ * Q. Seja N a forma volﬁme de N. Como ¢ pre
serva a orienﬁagao, e*(n) = cﬁ, onde ¢ > 0 e ﬁ & a forma volume
de M. Pelo que fol visto atrés, ¢ = {ep,cu) ={e*{m), ¢*(n}) =

={n,n> = 1 =¢ =1 e portanto ¢*(n} = p. Assim, dada uma forma

w € AN},

p¥) A e*(Rw) = prw oA Fw)

i

e*{w,w) n)

=({w,w) 0 ¢)p*(n)

{o* (W) ,e*{w) ) 1

H

M
p* (W) A * p* (W),

Como w & uma forma arbitraria e ¢ &€ difeomorfismo, temos g¢*

* ¢*, como queriamos verificar,
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4, INTEGRAGAQ.

Seja B uma n~forma definida em um conjunto aberto e limitado

d2 IR" e suponha que suporte(g) = {x € IRn.]B(x) # 0} estda conti-

do em um subconjunto fechado D C-IRn. Definimos entao

onde b & a funcgao real dada em B = b dxl A ... Adx . Considere
. : : _ n

L) o - n
agora uma variedade C orientada (M ,v) e uma n-forma.a sobre M
tal que K = suporte{a) & um subconjunto compacto de M. A compaci

dade de K assegura a existéncia de um niimero finito de cartas lo
N e

{ i = : i cC U ' (U a
cais (¢i,Ui), i 1,...,N em M, tais que K o Ui e wl(Li) é

um subconjunto limitado de R" para cada i. Assegura também = a

- . — Lo .
existéneia de fungoes Py cC M, IR), i =1,...,N, com supcrte (pi)
N

T 1 e ) pi(m) = 1, ¥m € K. Através de uma troca

CU, ,» 0 <p, L
1:

i i
(se necessario) na ordem das coordenadas de v, podemos assumir

que o pull-back w;(dxl Aee. Adx ) é& um miltiplo positivo da ori

entagio v, para i = 1,...,N. Definimos entao

N -1
[a- 3] eheem
M i=1 Jo (u)) !

lr
|
: - {;.. .
Os detalhes a respeilto da existencia das fungoes Di e ¢ fato que
: _ :
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a definigac acima independe da escolha destas fungoes e da escolha
da cobertura coordenada de K podem.ser encontradas em [ Warner].
Notamos apenas que a razao por tras deste lltimo fatec & que a com=
pcnente de uma n-forma {(em coordenadas locais) muda, sob uma troca
de coordenadas, por um fator igual ao determinante do jacokiano.
As coordenadas foram escolhidas de maneira gue este determinante
seja sempre positivo; podendo-se aplicar a férmulé da mudancga de

varidvel para integrails.

DEFINICAC 1.4.). Um dominio regular D C M & um aberto ‘conexo cu-
ja fronteira & uma subvariedade mergulhada em M, com codimensaoc 1.
Se D & um déminio reguiar, entao eﬁiste um campo € de vetores
normais unitériog N sobre 5D (para cada m &€ 38D, considere a cur
va com velocidade unitéaria Y.: (~e,g) » M tal que y(0) = "m ,
y(t) € D ge t < 0, y{t) € D se t >0 e «w'(0) 1 TmBD, e defi
na N{m) = y'(0)). Seja N a l-forma dual de N (¢f. 1.1.1). En-
tao (*ﬁ)(m) & uma (n-1l)~forma nao nula em TmBD para cada me aD.

Assim, a orientacgdc de M induz uma orientagac em 9D.

A seqguir,enunciaremos © tecrema classico de Stokes, cuja de-

monstragao pode ser encontrada em [Warner].
|‘

!

J

1

TEOREMA 1.4.2. (Stokes). Seja D um dominio regular em uma varie-

II
M e seja w uma (n-1)-forma com su
J .

porte compacto. Entac, |

dade n-dimensional orxientada
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{
J dw = | w
D Yap

CORCLARIOC 1.4.3. Se w € uma (n~1)~forma sobre uma variedade n-di

mensional orientada e compacta M tal gue 3IM = ¢, entao

'J dw = 0
M

DEFINICAO 1.4.4. Se f € AO(M) tem suporte compacto € D & um do-

minio regular, definimos

J' f:J f(_*l_}:J % f
D D ‘D

DEFINICAO 1.4.5. Em AP(M), M compacta e orientada, podemos defi-

nir um produto' interno, que denctaremos por [ ,] , integrando cpro

duto interno pontual:

[a,B}] = J .<G;B) = J a A *8 U;ﬁffﬂp(M}-
M M

Denotaremos por Il+§ a norma correspondente. Pelas propriedades
do operador & concluimos que [+ , +] & bilinear, simétrico e pesitivo

definido. Podemos estender [+, -] a todo A{M), exigindo que os va-

rios subespacos AP (M) sejam ortogonais.
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DEFINIGAO 1.4.6. w € A(M) é uma forma harmbnica se Aw = 0.

TEOREMA 1.4.7. M' & uma variedade riemanniana compacta, orientada
e sem bordo. Entao § & a adjunta de 4 com respeito ao produtc in

terno [+,+}, ou sela,-

[de,B) = [o,88] , Yoa,B € AGM).

PROVA. Podemos considerzr uma (p-l)-forma o e uma p-forma 8. Entao, .

dlaa #8) = (da) » #B + (*1}p"1 aAr dxB = (da) A *B -~ a A #88 ,

de maneira que

0_=J dla A #@) = J do A% .”J o A %68 = ([da,Bl - [a,088]
M ' M M ‘

COROLARIO 1.4.8. A & auto-adjunto, ou seja,
[Ac, B8] = la, 58]
COROLARIO 1.4.9, Ao = 0 <> do =0 e &a = 0.

PROVA. Basta verificar que
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t

% fAo, af [(dd +&d)u,n] = [Sa,dol + [da,do]

1ol + 1aat?

it

COROLARIO 1.4.10. As GUnicas funcdes harmdnicas sobre uma variedade

riemanniana compacta, orientada e sem bordo sac as fungdes constan

tes.,

PROVA. Imediata, a partir de 1.4.9.

COROLARIO 1.4.11. (Hopf}. Se f & AO(M), entao J (Af) = 0,
_ iy

PROVA. J AE =

| (a5} x1= g1} = I£,10 = 0.
Mo M ‘



CAPITULO II

OPERADORES ELIPTICOS

Seja M uma variedade Riemanniana orientavel e compacta, o

.

uma p-forma de M e A um operador diferencial eliptico sobre

P (a definicao sera dada adiante). Estaremos interessados em

"

determinar as condi¢des necessirias e suficientes para que a equagio Aw = a
tenha uma solugao w € ﬂp{M). 0 caso em gue A = A, O operador de
LaplaceFBeltrami, & de paiticular importénciame‘neste casc a res-
posta a0 problema acimg éldada pelo tecrema de Hodge, .que afirma
que Aw = o tem solugdac se e somente se o« & ortogonal ac espaco

das formas harmonicas, segundo © produto internoc [a, B] = J oA *B.
M

Mais adiante nos ocuparemos com O espectro de A e, neste caso, de-

vemos considerar o operador A = A = A,

— -

Vamos supor gue w € solugdo de Aw = o e que A% & o ope—

—

rador adjunto de A, com respeito ao produto interno [-,+]. Pode-

mos definir um funcional linear £ sobre AP(M) js]e)
Rle) = el , e € AP

Como [w,A%p] =|Aw,e] = lo,¢] , vale para & a sequinte propriedade
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~

L(A* p) = la,0] , ¢ & AP (1)

Um funcional 2 sobre AP (M) que satisfaca a condicaoc (1) & denomi~
nado uma solugac fraca de Aw = a. 0 piano para o que se segue @
verificar sob gue condigdes a eguagdo acimaadmite wma solugdo fra-
ca & e entdo, quando % & representado por uma p-forma w. Note que

se 2(B) = [w,8] para algum w € AP(M), entdo

[ Aw,e] = [W,E*¢]== Q(E*@ =

{arﬁo I Yo € ﬂp(M} = E\W = Q.

I

Neste contexto, provaremos os seguintes tecremas:

TEOREMA 2.1. Sedja o € AP (M) e & uma solugao fraca de Aw =0, En-

tio existe w e AP(M) tal que (B) =[w,B]1 , VYR € Ap{M). Conse-

~

guentemente, Aw = a,

TEQOREMA 2.2. Seja {an} uma sequéncia em Ap(M) tal que Hanﬁ_ic

e HEnnH < ¢, para todo n e alguma constante, ¢ > 0. Entao {un}
.r'
contém uma subsequencia de Cauchy. |

0 estudo local dos operadores elipticos ntilizard alguns fa-
. |II -
tos basicos sobre os Espagods de Scbofev, Faremos adiante um resumo

desses fatos. A exposigao seguird de perto o/capitulo 6 de [Warner]
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gue pode ser consultado quando uma demonstracao ou uma verificacao
de rotina for eventualmente omitida.
NOTACAO. Relacionamos agui as notagoes gue aparecerao com maior fre

quéncia no decorrer do capitulo .

n . n
¢ = (agre..,0) €2, fo] ( Z a?)l/z ; fal = I o,
1 n . i . i
i=1 i=1
Gy G o : '
Y2 ve nnn ' 0° = 1, Denctamos .por X, 2
, n
+ r

n o
se a,n €&, n = Ny Ny
i-ésima funcao coordenada de e X = (xl,...,xn). Se o € &

o o-&simo operador de derivagao

IRn

o
denotamos por D

c” o: R’ s ¢

P dencotarid o espago vetorial complexo das fungodes
2n~periddicas em cada variavel.
m w = E -
se y,B el , Y*B = L y;8, , se m=1 y«f=yB
i=1 [
/
m
oY = I el e jo] = {¢;¢)1/2

se Y0 € P ,
: B §
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- n ; B . . .
se ¢ € P ¢ £:m® -+ T & fungao C Zr-periddica, entao

fo = (fpl,...,f¢m) & P

L)

Denotamos por Q o cubo aberto de IR" : {p € IRnlo < Xi(p) < 2w,

i =1,...,n}. Usaremos as seguintes normas: gse 1y € P
.
Tyl = (l/2ﬂ)n/2(i w-¢}l/2 (norma L21, correspondente ao pro-
Q ' :
duteo intexrno
L n
Cy,ed = (1/2m) J Yoo
: ]
sup |yi. .Como antes, [, ] sera usado para e, R] =

e s "w =
Q

J a A xB , a,8 € AP(M). Uma funglo diferenciivel de classe C
M |

- ’ - o o« [vs] . —

sera chamada suave e o3 simbolos C CD e Cé(V) designarac, reg
m

r

pectivamente, o conjuntc de todas as fungaes suaves £ :Bin -+ C

de todas as funcgoes de C com suporte compacto e de todas as fun
i =
r

¢coes de C: cujo suporte estd contido em V. |
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1. OPERADORES ELIPTICOS

2.1,1. Um operador diferencial linear L, de ordem §, so

DEFINICAO
bre as funcoes suaves ¢ : me Em, consiste de uma matriz mw x m
(L,.) com :
1]
. L
4
o O
L.. = & a,.n,
13 fal =0 *J

X o ~ ~ n . .
cnde aij sao fungoes complexas suaves de IR com pelo menos
= %2. L & um

Q
4., . 5aoc

um afj 7= 0 para algum 1i,j e algum o tal que fal
operador scbre P, ou um operador periddico, se as fungoes 15

2r-peribddicas. Se I & um operador periddico e ¢ = (@l,.”;ﬁm)e P,.

entao

Agrupando ©s termos de mesma ordem, podemos escrever

=
1
I ™ =

p. (D) ,
J

.

;
j

onde cada Pj(D} & uma matriz m x m com elementcs da forma

X a®d®. Denotamos poxr L* o operador adjﬁnto de L com res-
[u} ::j _ J.JI .
pelto ao produto interno de P i {Le,p ) = <¢,L*m Y, Temos entao
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(Q/ U
TEOREMA 2.1.2. 1¥. = ¢ »p"a%,
+J fa]l =0 Jt

PROVA, Integracao por partes.

DEFINICAO 2.1.3. (operadores elipticos). Beja L = PQ(D} + ... +
PO(D) um operador diferencial de ordem §. Denotamos por Pj(n) a
matriz gue se obté&m substituindo p¥ por nm, onde npn = hhﬁ"'ﬂh)
E_JRn' e o€ %_r; . Dizemos que L & eliptico em x € R” se a ma-
triz P, (n) & nao singular em x para cada n # 0. L & dito elip

tico, se for eliptico em cada x onde estiver definido.

LEMA 2.1.4. L & eliptico em x <= L (o 1) (x) # 0, para toda fun-

- n I . ~
¢ao suave u:IR -» € com ui{x} # 8 e toda fungao real suave v

tal que ¢(x) =-0, mas dv(x) # 0.

1l

PROVA. L (0% u) (x) PR(D)(wgu){X)

- (3 a%% a0
fa] =8

=2 (_ ¥ aa(}{) (Da[ﬂg’ ) (X) )U(X)

Escrevendo d¢ = (?XE; IR s B entac !
1 x

L
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o

] _
%ty o= et e ® = e L G2y
: BXl 8x
! n
de maneira que L(&gu}(x) = f. Pp(d¢|x)u(x). Podemos escolher v
convenientemente, de maneira que g¢{x) =0 e dp]x = 1, para

n B , -
n € IR arbitrario, o gue prova a afirmacao.

OBSERVACAO 2.1.5. Seja a'é AP(M), p & M e (U,v) uma vizinhanga

coordenada de p tal que «y(U) = R". Através de v, podemos consi

n
P

derar oL]U uma funcio de ®’® em ®R™ c ﬂlm, onde m={(_) e A

- . n
como um operador diferencial em IR .

TEQOREMA 2.1.6. A é um operador eliptico sobre APy, o < p <.

PROVA. Mevenmos verificar que A(wza)(p) # 0, onde ¢ & uma funcio
real suave tal que ¢(p) =0, de(p) # 0 e a € AP (M) com o (p) #0.

Lembramos gque

b= 0P ggs b e PP Lgaa,

Temos também
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(@xdx (0%0)) (p) = (@%Ale) a xa) (p) = 2d¢ A *(dv A ).

Denotando por § a multiplicacfo exterior por  dv (p), resulta
{d*d*(wza))(p) = 2¢ *{E* A a(p)). Analogamente, *d*d(pza) =

= 2 »x{&* {(ga(p))), de maneira que

“oml) by ey atp),

MeZa) (p) = =2 [(-11°P xgxg + (-1)
que & diferente de zero em virtude de . 1.1.3(vii), o gque prova a

afirmacgao.

A fim de provar os teoremas 2.1. e 2.2, vamos reduzi-los a

problemas locals. Seja A um operador diferencial eliptico sobre
. . . n . = .

uma variedade riemanniana M conmpacta e orientavel. Abaixo,  re-

escrevemos © teorema 2.1 em uma notagao mais conveniente.

TEOREMA 2.1'. Seja f uma p~forma sobre M e 2’ AP+ R um

funcional linear limitado tal que 2'{(A%) = [f,¢], Ve € AP(M) En
tao existe uma p—fdrma suave m sobre M tal gque 2'{t) = fu,t],
vt € AP{M). Em particular, Au = f.
: : _ n

Seja {U,7) um sistema local de coordenadas com y{U} = IR e

a € APen, {dxil ALe. A dxi ] = {ei}iml,...;m & base das p-for-
n P ' / m
mas sobre U, onde m = [ ). Nestas cocrdenadas, d|., = £ a.e. =
- P I U 1=1 I

. i ! - .
= (ql;...,am}. Assinm, podemos considerar « uma fungao vetorial
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i.n m

:gﬂi > m™ e g", Reciprocamente, cada funcgao en Cj define uma
p;forma cemplexza sobre toda M, estendendo come zero fora do supor
te. Através de Y, A torna-se um operador diferencial parcial elip
tico L, de ordem 2, sobre as fungBes Ci de ", Seja L* o ad-
junto de 1. com respeito ac produto internc {,) de Cz (nao con

fundir com o produtc internc pontual usado no capitulo I). Estendg

mos o produto interno (,) a p~formas complexas da maneira natu-

ral: se uy s uz, vl 2 vz sao p-formas reais, entao [ul-+1u2 '
i == - .+. 4 v .

vy ot iv,] {ul,vl] F {u2,v2] 1({u2,v1] [ul,vzl). Transferindo

ao IR via carta local, obtemos um outro produtc interno (gque ain
da denotamos por [, ] ) sobre CZ. Tanto [,] como {,) sao inte—
grais de produtos internos pontuais. Por esta razao, existe uma ma
triz nao singular A cujos elementos sdo fungdes suaves de IR e

que se verifica facilmente ser hermitiana (transposta de A = con-

jugada complexa de A), tal que m,m]_: (v ,Ap), Ve,p € C:.

n 1
= E = = +
(se er dxi A ves A _dgi ;X 1,2,...,m (p ) e ¢ Z(@I
1 P T
2 el o2 ~ A LTy o 1, .2y,
+ lwi}eI ;Yo L(wj + 1wJ)eJ, entao * (v %} z (pI 1@1}
3 I,J
1 . 2 _ _ -
{wJ - 1wJ) -k(eI A *eJ) = ? wI(§ AIJ¢J)’ onde a: barra denota con

jugagio complexa e Ay = *{ep A-*eJ)). A adjunta de I scobre C,

ld . o0 .
com respeito a [,] € simplesmente A* restrita a Co' Afirmamos

que L* wvale
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De fato, Vi,p & CO

(L*e 40 = &, Ly) = [A 79, Ly | = 858 0, 4]

1

CAK® A Ty 0

Estendemos o funcional &' : AP(M) » R a p—formas complexas da ma-
CCO
o)

neira natural e definimos o funcional linear complexo sobre

-1
L) = L7 {A Tv)
Afirmamos que & @ representado localmente por uma fungao suave a
valores em V. Mais Precisamente
de p

TEOREMA 2.1.7. Se p € Bin, entac existe uma.vizinhanga W

n tal que

u : IR -+ mm
P

e uma fungao suave

L(E) =(u ,t) , Vvte€ cz(wp).

Por ora, vamos assumir a validade do teorema acima. Queremos
n
¥Yp,g € IR ’

mostrar que ele implica no teorema 2.1'. De fato,
f
u = u ¢, POls u e u tém o mesmo produto inter-
plw aw  alw nw q ]
P q | P g
no com todos os elementos de Cz(wprwwa. Porﬁanto ©s u podem ser
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. . - [ae}
naturalmente "colados” para produzir uvma funcao u € (C tal que

u| ,

. = up]w Vp € ﬂ{n. Seja agora {wi} una partigﬁo da unida-
P P -

de sobre IRn, subordinada a {W?}. Entao, se t € Cg ,

ple) = 2 z(pit) = 3 (u,¢it> = (u,t ).
1 .

Se ¢ € uma p-forma suave sobre M com suporte em U (onde U & a

vizinhanga coordenada utilizada atrds), 2'(v) = 2(B¢) = (u, Ap) =
= Ju,sl . Pelo mesmo argum@nto usado acima, as fungoes u para as
varias vizinhancas coordenadas que cobrem M, podem ser "coladas"
para formar uma p-~forma suave u (a valores reais) sobre M, tal
que L'(¢) = [u,e] .

Quanto ao teorema 2, sera suficiente vgrificar gue, ¥Ym € M,
existe alguma ?izinhanga de m tal qué, se v € uma funcgao suave
sobre M com suporte nessa vizinhanca, entao {wan} tem uma subse

guéncia de Cauchy: pois podemos cobrir M com um numero finito de-

tais vizinhangas e tomar uma particac da unidade Py ¥y subox
dinada a essa cobertura. Selecionamos, entdac, uma subsequéncia a
k
tal que ? 50 é de Cauchy para cada 3j. Dessa forma {an } & de
k X

Cauchy, pois
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<. LSPACOS DE EORCLEV,

Antes de prosseguir com as demenstragaes.dos teoremas 2.1 e
2.2 , faremos um pegueno regumo dos resultados necessarios sobre
os espacos de Scobolev, Comegaremos recordando alguns fatos bésicos
sobre séries de Fourier., Lembramos que os detalhes podem ser encon

trados em [Warner].

1 — g n ‘rn - . o - )
Seja ¢ € P (¢ :+ R" » @ & funcgao suave 2g-periddica em
cada variavel) e ¢ = (gl,‘..,gn) onde os £, sad0 inteiros. Defi-~

. = s o \ m
nimos ¢ f~ésimo coeficiente de ¥Fourier vy € de ¢ por

]

@F = {1/2w)n J @(x)ewixvgdx ’ - (1)
b Q .

onde X+ = xlgl + .., xngn. Podemos obter, por integracgao por

partes, a seguinte estimativa para os coeficientes 3
2,k :
o 1< o /xfglDy™ , veezt | (2)

onde Ck € uma constante gue depende apenas de ¢ e de suas deriva

das até ordem 2nk no maximo. Por meio de um teste integral, pode-

se mostrar gque a série

21/ e] 5
£



converge,se k > n/2, Naeste caso, 1 wa! < =, A série

ix-E

5
WY
)

e Bing

& denominada 4éidle de Fourndler de ¢. Assumiremos os sequintes fatos,

cuja demonstragéo Faz uso do teorems de Stone-~Welirstracss e da com—

pleteza do sistema trigonométrico.

TEOREMA 2.2.1 i) A série de Fourier de ¢ € P converge uniforme-

mente a ¢;

v(x) =3 ¢ e X5 . (1)
I .
E -
ii) por integragao por partes obtemnos (Duw)f = ang. Entao
(0%) () =2 % o775 (2)

£

iii) de (1) a da cortogonalidade 4o sistema trigonompdtrico obtém —

se a {dentidade de Parseval:

[ 7R
—

i ' . .
J o1? = @n™ e, |? . (
Q 3 ’

gque aplicada a (2) produz
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(4)

iv) dadeo um-inteiro nao negativo t, existe uma constante c > 0,

dependendo apénas de ¢t e n  tal gque

. ¢t .
craHelt e 1P < 5 %1% < sarlg)?yFe. |2 (5)
3 & 7 fa] =0 3 &

DEFINICAC 2.2.2. Dencotemos por S © espage vetorial complexo de
todas as sequéncias de vetores em ¢, indexadas por n-uplas de in

. o~ Jn
teiros £ = (gl,...,gn). Entao, se u € S5, u = {ug} com u, € C
' - . \9

Yi € 2", Definimos para cada s &€ & o© subesSpacgo Hy de §S:

B, = {uE s_|2(1+1&]2>slu512 < =} (1)

Segue como conseguéncia da desigualdade de Schwarz gque

pare)?) BT 20 v 1P e e D casle D v, 1D @

£ g £
Entao podemos definir em HS o preduto interno
g7 upev, (3)

(u,v) =
o)

€

cuja norma serd denotada “u”g. Poxr (21,
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[Cawy s dalb i, (/2 = s (4)

Como  Hy € um espacgo Ly cujo espago de medida & o conjunto de
todas as n-uplas de inteiros § com a medida de contagem {com peso

25- - . ) - L
)7}, ceoncluimos que WM. & um espago de Hilbert para cada s.

(1+]& 5

Observamos gue Se pode considerar P ¢ B , V¥s [devido 2 linha 5 de
s _
2.2.1) e que P € denso em n,, ¥s (se u € H , podemos aproximar
. = 5 -
u. na norma de H_  por elementos de P gue sao simplesmenie as sé

ries "truncadas® de u, com finitos termos nzo nulos). Além disso,

D" pode ser estendido a um operador sobre S:

(Dau}g a= g“ug_

Note gque quanto mais derivadas uma fungdo tem, maior o indice do
espago de Sobolev HS a gue pertence a série dos seus coeficientes
de Fourier.

Os elementos de H, podem ser considerados como séries for-
mais de Fourier. Um fato fundawmental (lema de Sobolev) é que, se
u € H, para & suficientemente grande, entdo a série de Fourier
formal determinada por u de fato converge a;uma funcao <¢om  um

|
certo ninerc de derivadas dependendo de 8., Mais precisamente,
:

f

. . n g =~ P
TEOREMA 2.2.3., (Sobeclev). So t© » ; - = H entao a série

i3

g
™
o
6]
ot
@]
=

63
]
O
}«J
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|

ugeix'g converge uniformemente, Portanto cada u € Ht’ Parsa
. n = . - T B "
T > 5 Corresponde a uma Iungso contlnua,
PROVA. Rasta mostrar que a série converge absolutamente, ou seja,
Llu. | < e,
E‘:‘ Fl
2. ~t/2 2.t/2
R R N e A AT I u, |
fefan g <N
o 2, ~t,1/2 2.t 2.1/2
<o THY0 s s ju 1) /
Ef<N 1| <H
{desigualdade de Schwaxrz)
<o TH Y v
£ l<n
série

A conclusac segue da observagao feita no inicio de que a

aw 1~
Z(l+!£[2) " converge se U » n/2,

!
1

)

I

2

£
. . ' T ! i x-
TEOREMA 2.2.4, Se¢ u € Ht ende t > n/2 +m, ‘entao pMu=yg ugelx 5
I -
|
converge uniformemente para {a] < m, Portanto, a este U correspen
. ix-& .. mo f
de a fungao Euge " de classe C. i
[ = J

=
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! o “y qnl 2)f al /2

PROVA. Basta notar que g7 = Egl e b “j‘1€|[3] < Ug]

repetir o argumento usado acima.

OBSERVACAQ 2.2.5. Da prova do teorema 2.2.3, concluimos gue se

t » n/2 entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que, Vg € P

lel < Clol
el < Clety

TROREMA 2.2.6. (Rellich). Seja {u'} uma sequdncia de elementos de

i, Vo . o
hu Htil, Se s < t, entao existe uma subsequéncia de u,

H coin
1

t
que converge em HS.

PROVA. Por hipdtese g(l+l£]2}t|u%|2 < 1, V¥i. Para cada &, os ele-

mentos da seguéncia {](l+iE]2)t/2 z|} =13 est3o todos limita
dos por 1, de forma gue a sequéncia
[(1+]f &}t/zug} , i=1,2,...

- I :
tem uma subsequéncia convergente em €. Usandc o processc diago-

nal,‘podemOs encontrar uma subsequéncia {n "} tal gue

0 Ja
'{{1+IE]2)t/zuyl}. .. converyge em g™ para cada L fixado. Para

t) J..z':lf.o»
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provarmos que esta Gltima seguéncia & convergente em U , s < t, &
=
£ > 0. Entao

suficiente verificar que & de Cauchy. Seja dado um

j‘ j’ 2 L " . ') jt j
e T TS EA T L Rl C PA T L R Tt w K s
[ £ <N ’ ’ ‘
o oo 3 ]
+ o a+|zin)” base 2)t]ugl - ugkiz (1)
EAE |
A segunda parcela € limitada por
- 3, 3, 3
N2(5 toy (1+ F,]Z)L(_]ugl]2 + 2|uElL iuak] +
Rk
jk 2 2 (s-t)
+ ]ug 17y < 4w

4N2(5“t} pode ser feitc <e/2, tomando N sufici

Como s—-t < 0,
entemente grande. A primeira parcela em{l)e limitada por
_ 2 3, Js
L (1+]g] )tlugl - ugki2 | (2)
£ f<N j
%s sequéncias { {1+

A soma 2) contém um nimero finito de termos e
2.8/2 94, S v ot Fraaia ! N o
£17) W convergem - para cada § fixade. Portanto, existe uma
’ !
maiores que J, entao

g
SAG

..I-
j e
Js i

> 0 tal gue,; se
;
l

|
3

condtante J
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3t

3, 3
Huf e 1

=

N
n
A
-
L)

(2) & menor gue /2 de forma que

DEFINICAD 2.2.7. Para cada inteiro t, definimos a transformagao

. e :
linear XK em 5, dada por

(xtq) , = (l+]C|2)t v oo u € 3,

2

No tecrema seguinte, colecionamos para referéncia alguns fa-

tos svbre os espacos H_. As provas se encontram em [Warner - feo-

fema G=13]7 .

TEQREMA  2.2.8. i) Seja s um inteiro nao negativo. Entao existem

constantes ¢ e c¢', dependendo apenas de s e n  tails que

s |
clol < ¢ 1p%i < c'lol _, v¥p € P
5 - s

Além disso, se s = 0, vale a igualdade

fpl = ilzplio , Yo € P

ii}) Se t < s, entao Huﬂt'¢ ﬂuHS , de forma que H_ C H _. Portan

to U H_ & um subsspacgo de 8, qgue denotamos por H_ .
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iv) K®
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é um subespaco denso de H_, para tods s.

& uma isometria de Hs sobye stZt’- com inversa

-1 . -t :
2 . i = !A; !. .
R : Eluls K "uf a2t (13

aplica Pem P. Se ¢ € P e +t > 0, entac

t
K = (1- 3 2n b - (2)
121 3

Além disso, Vs,t

V)

vi)

o
[ €8]
St

t Lt
(u;v)s3<U;Kv)(,‘t"‘=<K1}fV>SHtr VHIVEHS

5.

Se u € H e v E€H , entao
-] g~

+t

Rujvdy < tub v

Se u € Hs+t ; entao
bub_, o = sup | (u,v) ]/HVIIS“t
VGH’qwt

v#0



vii) Dades o3 inteiros L' < £ < t" e o real e > 0, existe uma
constante clg) > 0 tal que
Huﬂi i_E”uﬁﬁu 4 c(e)HvHEP ; Yu e Ht"
¢
viii) p% & um operador limitado de Hs+[u] en le, Vs,
;o Yu & Hs+f&]

a . -
| D ul < ful )
s - s+ o]

n . ~ NP ~
R -~ € uma fungao periddica suave. Entzo, dado um
c', com c dependen

ix) Sedja w :
inteiroc s, existemcomiantes positivas ¢ e
do apenas de s e n, € c¢' dependendo de &, n, w e suas dexriva
dag, tals gue '

, Vg € P (1)

bwell < clwl Ted + ctlel
woll < clhwh el el

Em particular, existe uma constante c" dependendo de w, s e n
tal gue :
lwel < c"liel ; Ye € F !
3 - =1 i
|
! .
w se estende por’ continuidade a  um

Assim, a multiplicacdo por
_ i

operador limitade em II_.
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n .1 . o~ = s ~
X ®mR™ - € uma fungao peviodica suave. Entao dadoc um

62
W
.
4
=

inteliro &, existe uma constante positiva ¢ tal que

[(wu,v}s - (u,ﬁvsb! <ol Iyl o4 HuHSmlﬂvHS)., | (1)
para todo u,v € H . Se s = 0, vale )
(wu,v}o = (u,wv 'S - ' (2}

- Voltemos aos operadeores diferenciais lineares. Vale o seguin-

te

TEOREMA 2.2.9. Seja L um 0perad§r diferencial parcial sobre P
de ordem § e seja s um inteiro. Entad existém constantes positi-
vas ¢, k e c¢', onde ¢ depende de n, m, £ e s, k limita os
valores absolutos dos coeficientes dos termes de maicr ordem em L
e c¢' depende de. n, m £ e s e de todos os coeficientes de L

e de suags derivadas até@ ordem £, tais gue

5 ' ] "ol
I[Lt,zl[s < ck[ho.[si& + C i'wlsh@;-—l . Yy € P (1)

En particular, existe uma constante c¢" tal que
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Yo & P (2}

=a
y
Ta

2 pitlal
g - v s+1 !

de forma que LI sc estende por continuidade a uw operador limita-

do de H a H para cada s.
s+t T~ s’

i

PROVA, (2) & consequéncia imediata de (1) e de fecaema 2.2.8{ii).
' o - o~ I

A desigualdade (1), para m=]l {em que ¢ € P & uma funcgac de IR
A - ) e " oo s

em € e L & apenas um operador da forma L a'bD” ao invés de uma

matriz), segue imediatamente do teocrema 2.2.8(vii e ix). Para m

qualquer, usamos o caso m=l e a degigualdade

Tol < oy UL el = €
[ o = const i?j Llj¢j"s P (@1; ,wm} P
rF

onde 3 constante depende, gquando muito, de m.’

ORSERVACAO 2.2.10. Se L & um operador sobre P de ordem £ e
w:R" + € & uma funcdo suave, entdo o operador M = wh - Lw, tal
gque My = w(l¢) - Liwp}), & de ordem £-1 no maximo. Conseguente --
mente, dado s, existe uma constante positiva tal que

, Y¢ € P | (1)

1 NS el
HN@HS < const,ly gt g1

TEOREMA 2.2.11. Se w & uma funcgao periddica real e suave e L
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¢ um operador diferencial de ordewm £ scbre P, entaoc existe uma

constante positiva tal que

2 : 2., '
) e P T X . oy cr A .| [ i
Ko (w u),Lu>S Lh{wu)ﬂs| E_CUJML.(kuLS+£ nuhs+£_l) (1)
para todo u € Hs+£ .
PROVA. ](L(wzu),Lu)S - (L(wu), L(wu))s[ <

|~

HCwl (wu) , Lu dg o (Dlwn), wlad | o+

|+

.Jr_

5

{L{wau), (WL - Lw)u)
+ | {Lw - wh) {wu), Lu)qf .

Aplicando o feorema 2.2.8(x) (lembrando que w & real), a sequn
da desigualdade do Jfeorema 2.2.9 e a desigualdade (2) do Zeohe-
ma 2.2.8{ix) no pr;meiro termo; e a desiqualdade de Schwarz, a GQ
éeﬁ.uagﬁo 2.2.210, os teoremas 2.2.9 ¢ 2.2.8 {(ix - desigualdade
{Zj)aos dois filtimos termos, obtewmos a desigualdade (1) acima.

De interesse particular acs operadores elipticos, vale a se-

guinte desigualdade.
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TEOREMA 2.2.12 {degigualdade fundamental). Seja L um  operador

eliptico sobre P de ordem & e s um inteiro. Entdo existe wma cons

tante c¢ > 0 tal que

f « ! |+ Dl v € H
il iy S c(ILuIS u S} ;  Yu st

PROVA. E suficiente provar (1) para todo ¢ € P, A prova congiste
de varias partes. Consideramos primeiro o caso de um operador elip
tico LO sobre P com coeficlentes constantes, que consiste apenas
do termo PQ(D), de major ordem. Se u € R"  com ufl e se £#0,

~ - . : , 2
entao como P, (£) é& nac singular, {Pgia)u[ > 0. Pela compacidade

da esfera Sn"l, existe uma constante ¢ > 0 tal que

]Pg(ﬁ)ulz >ec, Yu e £ com Jul = |g] = 1.
Segue dal gque, para tode u e £ em r "

p ()ul? > el

Portanto, para ¢ & P obtemcs a partir de (Z)Ee do fato que LO

tem coeficientes constantes gque
f



L
2

3
1n e1? = 2lp (61 12a+ig]4)®
0 s d 3
£
St 2.5
» congt. T|g "t}¢g|2(1+15 ) ® (3)
Entao
13 - 1| 2 - 2 T s
r . g Cs by, el o
‘HLOPHS 5 H?ds) > i10¢ﬂs Folel
' . L
> x]wﬁ]2{1+;g]2)s(1+constJ£[2 )
. 2 2,844 . 2
> const legf (1+[&]7) = const,h¢ﬂs+£ (4)

&

b

Considere agora um operador eiiptico periddico L ds ordem £,
e seja p € R, Provaremos gque existe uma vizinhangca U de p tal
que (1) vale para ¢ €P com suporte em U {coﬁ isto queremos di-
zer que o suporte de ¢ estd contido na uwniac das translagbes perid
dicas de U}. Seja L o operador a coeficientes constantes, deter

o
minado pela parte de mais alta ordem de L no ponto p. Porx (4) e pa

ra cada ¢ € P,

i

!

|
S sb BTl ATIIRENTL (5
lol o < kULt +hol ) ckULel + (D, ~Liph [+ Tol ) (5)

f
f _ '
onde Xk & uma constante. Pedemos escolher «» 0 menor que 1l/2¢k,
' i

a prépria constante ¢ do feoromal 2,2.9(3). Erm  wna

[

ocnde o
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vizinhanga suficientemante poeguena U de p, os ceoeficientes da
pérte de malor ordem de LO-*L saoc Mehores que £ em valor absolu-
to. Seja L um operador.periédico que concorde com LO~ﬂL sobre
uma vizinhanca U de p, se necessario menov gue '6, e gue tem 0%
coeficientes da parte ae ordem mais alta menocres que ¢ em valor

absoluto, em toda 2 parte. Segue de (5), do feonema 2.2.9(1) e da

escolha de ¢ gque, V¢ € P cowm suporte em U,

< s+ (1T 1Tl o+ Dol
% TS const {HImHS st o @ s)

I A

1 "
POl -+ | o st i .
COHSt.”LQ”S r 2HwHS+£ const.uyus+£ml + const nphs

Aplicando a desigualdade do teorema 2.2.8(vii) ao termo "¢Hs*£—l’
obtemos

< ALel  + Sled + c el
< const [L¢IS AR const. el

ﬁ"D“s+£ + 2

o que prova (1) para esses v's especiails.

. n . s n
Seja T o toro obtido como o guociente de IR pela rede
. . . n .,
2wZn, Os ahertos U obtidos acima para cada p € IR projetam so-
' noo, . .
bre uma cobertura aberta de T ., Se’ja {Ul,...,dk} uma subcobertu

ra finita e sejam Wyre e oWy, uma particac da wunidade subordinada

esta ccheriura, quoe satisriaz Y ow, = 1, ao invés da condigao



usual wi =

1. A existéncia de uma tal partigZo pode ser veri-
i=1
ficada, observande a prova de existéncia de uma particdo usual, co

k
)

capitulo I de |[Warner]. Considere agora as

em 1IR. Seja ¢ & F .

me a gue se encontra no
L h
IR

como funcgdes guaves periddicas de

W,
1
Entao, por 2.2.8(ix- e x) e pela forma especial da particao,

2 -
< W,
(?L W9, )s%-ﬁ < I (wii.o,wig )S+£

]
=

Fol =g, =

=

n

(6)

+ ConSt°Hw"8+gﬂ¢”5+gml

tem suporte em um dos abertos U obtidos acima, e co-

Comno .
1 Wl‘r"
mo existem finitos w,, entdo existem constantes tais gue o ltimo

termo de (6) &
v Il Lw @“2 + const H@Hz + const.lel ol .
; i" s e s - Y ) s+0-1

4

- < const.
i
RS

2 \ 2
[ o ¥ /) - I b - 1
< const. ?<L(wi¢),Ly)S 4 const.is“s + const.lwus+

L

(pelo feoiema 2,2.11).

f

N , 2 oy ! )
+ consF,ﬂth + COnSt.ﬂpHS+£ﬂ¢ﬂs+£Hl

= const. tLel
Pl

r
i
|

j
|



.2 o2 Z y
st lnet™ + st hol™ 4+ = el + net, lel”®
const. Ly “ const. ol 5 ey conest APTTIN

= [l

| A

7

.2 D C w2 : ' ..
Const.ﬁLwﬂs + const.h¢h; + w47 (pelo feoiema 2.2.8{vii)),

| A
u"h[b.) .
»]

de forma gue (1) vale para todc ¢ £ P e, por densidade para tedo

&
L_l HS+£ .

DEFINICAD 2.2.13, Se ¢ € P, o0 i-ésimo coeficiente de Fourier de

g (x+h}, h € H{nf & elh'g¢g. Pertanto, se u € S e h € Bin, pode.

mos definir a translacdo de u por h como o elemento

ih-E,
&

T bl o= e } e s - (1)
Considere o quociente abaixo, para h # 0:

o =y /By s Lt e /b)) e s (2)

Se ¢ € P, entao T, {¢)(x) = ¢(xth) e
- | |
¢ (x) = (p(xth) ~v(x)}/|h}

Observe que, se u & f_ , entao



de maneira Jgue Th' & uma isomeiria sobre Hs. Im particular, se
u e HS, tambén uh € H% para cada h. Pela desigualdade
ih.¢ 2 . . : 2 2
[{e™P°% -1}/ ihf1” = [ {cos hog =1}/ |n|]" 4+ |senh-T/|h|]
%
: 2 A
= 2{(l-cos h-£)/]h|” = 4 sen % h-E/]hiz
(4)

< mea?n? < are)h

se u € H_ .., entao 08 U estao limitados unifox

memente ha normna H-ﬁq . De fato,

Concluimos que,

h ' \
Il I]S < ”'uuls+l

Reciprocamente,

TEOREMA 2.2.14. Seja u € H_ e suponha que exista uma constante
. h . noo., o, - N
k tal gue lu “s <k, ¥h # 0 em IR . Entac u €& Hopq-
PROVA. Para cada inteiro positivo N, seja UN! 0 elemento de HS
que consiste da série de u truncada em N, ou seja,
|
_T u. , se 1E] s N f ]
(UN)r =R ] (1)
! o I £ i
oo, se O] 2N f



N
~

|
3

E suficiente provar gue 03 “uNH estao Llimitades uniformenente,

s+l
Seja {el,...,en} a base ortonormal standard de w e seja
h = te,. Entao
"
. it f :
ib- 2 et 2 2
e En/mn = e Fensat s g (2)

quando t - 0. Como h& apenas finitos & com || < N e como, por

hipdtese

a2 2 ihef 2 2

L1+ )S\ugl (™ 5~1) /1" < k7,

|&] <N
seque de (2) qﬁe
| 2 2 2
e S R LTS
{£] <
: 2.84+] 2 2 2

portanto, Hlugh .y = I (Q+[el") {ugl < nk” o+ dall,

L | <N

~

estdo limitados uniformemente @  entaoc

r!—
o]

de forma gue os HUN“5+1

Podemos enunciar agora o
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TEOREMA  2.2.15. Seja L uvw operador periddico eliptico de  ordem

. - g PO IR EE T = -
£, u € H—m’ v £ Ht & Lu = v, Intac u € Ht'f'}t'

PROVA. E suficiente provar gue se u e o e v = Iu €& HS g1 E0

tao u € HS¢1, Seja 0 # h ¢ rY e Lh o operador obtidc de L

substituindo-se cada coeficiente a« pox

{a(xth) - o{x}}/|hi.

Entac, Vy € P,e pur continuidade va € H__ , vale
h | | .
L’ = o’ - Pmw S
De (1) e¢ do teorema 2.2.12, obtewmos
h f h . Cpmn oy xde hﬁ . . ! h .
fu™l < const. IL{u")I o bocoust.iu gy S const. b (Lu) G g F
+ st HLh(T ull + const Huh# ' (2)
.COII . h i [ )

. . . — - e s ) h
Como o0s coeficiente o de 1. sas funcoes periocdicas suaves, 08 o .
5 : d

sac uniformemente limitados, de forma que (pelo feosema 2.2.8(viii}
HLh (T udl < const. ET, ul (3)
ARt g 2 "t ht g ! : '

[+
ek



onde a constante nao depende de h, Pe (2), (3) e das observacdes

feitas em 2.2.13 {(linhas 3 e 5), obtewos

< constoiial + const.ﬂuﬂs ;

I- h"
[ S ~

=}

onde o lado direito independe de h. Portanto, pelo Jeorema 2.2.14,

e H .
v s+1

3. PROVA DOS TECREMAS 2.1 e 2.2,

OBSERVACLO 2.3.1. A fim de concluirmos a prova dos teoremas 2.1
e 2.2 utilizando os resultados obtidos até aqui, devemos ajustar
os operadores diferenciais dg condigoes de pericdicidade. Seja L

um operadoer diferencial parcial eliptice de ordem ¢ scobre c” {(lem

bramos que ¢”® denota o espaco das fungdbes suaves de ®r" em EmL

nao necessariamente peribdico. I tem um adjunto formal IL* gobre

o

[+ .
C_ , com respeito ao produto interno de Co' Conmo no teorema 2.1.2,

“, ent3o L* = (L*.) onde L¥*, =
ij i

se L= (L..} onde ‘L,, = Ea?.D
iy i ij 3

:EDGEEI. L* ainda € um Operadér diferencial de ordem ¢, Seja
p € wR", Entio existe uma vizinhanga V de p suficientemente pe
guena € um operadof periddico eliptico 5 tal que I concorda com
L sobre V. De fato, denotemos pox LO o operador a coceficientes

constantes determinado por L em p. Como L & eliptico en Py,



o]
[

existe ¢ > 0. tal gue gualguery operacor cujons coeficientes esle-
jam a wenos de £ dos coeficientes cofrespondentes de Lo, & elipti
co. Entao, seja U uma vizinhanga de p; pequena ¢ suficiente pa-
ra estar contida om uam 2v-cubko (), éobre a qual o0s Eoeficieutes de

POr, no maximo, ¥

0 <¢ <1,

L diferem dog coeficientes correspondentes de L
sscolha uma funcao suave ¢ com

€ ;7 e seja VCVCU, E
¢ = 1 scbre V e tem suporte em U. Entao o operador

tal que

- - . . T . Y .
g eliptico sobre todo o IR e, claramente, pode ser estendido a
um operador periddico I gque concorda com L em V. Observamos
oo —
ainda que, se u € H e vy € CO(V), entac
{1)

(Lu,w)o = <u,L*g)O

, com ., € P. Entio,
T

I

De fato, seja ¢. +u em {-Fk
3 S

Ly 00 = (L0 = <;g;j,1,*gi>

de forma qgue
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[(Lu, v z

¢ FLfvy - )0 et , +ofw -, EI* |

o L 1'“ S“” ”5“1_9 r.}l» \.-'|I__a

< const. fu-y 0 ek + du =g,k TL*ed ,

- 5 s 5
que'converge a zero guando 3 - o,

Seja V, como acima, um conjunto aberto contido em um 2p~cubo, |

Sejam u e v & Hq, Diremos que uW e VvV sSao iguais em V ge

(u = v,o) = 0 ;o Ve € C o) (2)

Diremos gue um operador periddico L tem suporte em V  se Os coe
. . ) . ©w .
ficientes de I pertencem a CO(V) ¢ P. Agora, se L tem suporte

- ] | - L3 L ..,
em V e se os elcmentqs. u e v ooge Hs sao 1guaisy em V, entao

De fato, por 2.2.8(vi) & suficiente provar que (L{u-v),se) = 0,
o

Yo € P, Aplicando (1) {(com L = L)}, obtemos

(L(u-‘v),¢)o = {(u-nvl,L*p_%),

aque & zero por (2), 18 que LFp € ¢ (V) < P,
- 1]
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Estamcs finalmente em condigdes de provar os teoremas 2.1 e
2.2, Lembramos gue haviamos rceduzido o teorema 2.1 ao teorena

2.1.7 cue  reescrevenes abaixo
f L

. . n o~ ) __
TEOREMA 2.1.7. Se. p € IR, cntac existe uma vizinhanca W_de p

2

b
¢ um elemento u_ € P tal gue o) = (up,t )y, ¥t € Cg(wp).

PROVA. Seja @ um 2Zy-cubo contendo p. Escolha um conjunto aberto
V tal gue pe&VCVCQ e considere

-

‘Q’:’Q’Jlool_ - . (.,,)
CO(VJ_

‘Antes de mais nada, observames gque £ € um funcional linear limi-

o 1

o . - -_ .
tado sobre CO(V). Pois como V €& compacto, a norma HAx I (cf.

pag. 33) tem um maximo para x variando em V. Portanto, do fato

- .| r -
de &' ser limitado, obtemos (I-#' dJdenota a  noma asscciada ao

produto internc [,]).

SACIE 1 lp) | = ]2'(A“l¢)j < const.1A oy

1/2 -1 (1/2

const.f[Awlw,A#lw]} = const.{yp,A "9}

const. (bot 1871 1) Y2 < const, tel, vy € cv).

Lo
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Em segundo lugar observamos gue, de (i} e dos fatos abaixo [¢,h]
, . -1 . v el -
= Lo, A, tlg) = £ (A T¢), L¥ = AAY A To, o' {A%) = [f,e ], resul

ta

; L) = o Ga™he) = 167N = g0, v e Co).

R(L*e) = g7 (A "L*g)
I.Itl = f .

rPortanto ¢ & uma solugao fraca de
Como & & limitado, ¢ se estende a um funcional linear li-

nmitado sobre HO Existe assim, um elemento u ¢ HO tal que

glt) = (u,t) o ! YVt &€ HO (2)

Queremos mostrar gue, sobre uma vizinhanga de p suficientemente
concorda com um elemento de P,

pequena, o elemento U

Escoiha uma vizinhanga OO de p com 50 C V peguena o su-

ficiente para que exista um operador periddico eliptico L qgue con

corde com L sobre O (cf. Observagao 2.3.1). Escolha uma vizi-

nhanca O de p tal gque O c 0, e entao, escolha uma sequéncia

de v tals gue O C On e Onc On~l' para ca-

L

de vizinhancas On
da n=1,2,... . Para cada n >}, escolha uma fungan suave W, oque va-

le 1 sobre O_, tem valores entre 0 ¢ 1 e tem suporte em 0n 1- Seja
i

i

] .
" - (3



Entaoc
# == _'L..r l’:i = A7 :"'; - g v1 ' H
Ivl ‘1 \1IL Miu (4}
onde
My = Ew} - w. i . (5)

A fim de aplicar o Teorema 2.2.315, devenos determinar a gue
espaco de Sobolev pertence o lado direito de (4). Primeiro, afirma
E ‘

mos que
wlLu =y, f , L (6)

geguindo dai gue wlﬁﬁ E'CS(OO) e, portanto, pertence a HS para
gualguer 5. Agora, os dois lados de (6) pertencem a algum Hs, e

pelo teorema 2.2.8(vi) concluimos que para valer (6}, & suficien-

te provar que

. - _ - .
{ wlLu Wlf ;@ )O c , YWy P (7}

De fato, usando o teorema 2,2.8({x),

s L ., = i ]’:{’ o ) il Y f(}
{wlLu wof ,p)o Cwg L, e o {%l ¢)0

w )y — {E,wo0)

i :&"N TN
<z,.¢u, -Nl o 1



= L(L¥w.9) ~ (L5, p) = 0 .
1 1

—~

Portanto (6) wvale. Como L (e portanto 1) € um operador de ordem

2, entdo M & de ordem 1; portanto M.4 € H _. Assim, o lado di-

1 -1
reito de (4) pertcnce a H~1' Pelo teorema 2.2.15, concluinos gue
/ ez H.. Seja a Nl
Vq 1 ja agol
= & {
v, = Wyt (8)
Entao :
T, = woLa o+ MG o= ow Ta o+ v )
Tv2 5 1 qua M2 1 (9)
onde a 0ltima igualdade segue da linha 3, pois Mo = Lw, - w,L
tem suporte em Ol e u = v, em Ol' Argumentando como antes, ve

mos que o lado direito de (9} pertence a HO,u Portanto, pelo teore

nma 2.2.15, Vs € Hz. Continuando dessa maneira, obtemos
v =wili, con v €H (10)
n n n n )
Finalnente, seja W uma vizinhanga de p  com W <0 e geéeja
P P
w  uRa funciao que vale 1 sobre ¥, com valores entre 0 e 1 e
7 P

com suporte om0, Entao wa = wwrﬁ ¢ Y. TPortanto, por  (10)
N I - )



e

wa € H , ¥Yn. Pelo teorema 2.2.4, wi representa uma
. w —
ve U € P, Se £ CC (W), entao
o p
L)y = o{t) = (G,t>o = (ﬁ,wt)o

r
L

= (wﬁ;t)O = {u,t} ,

e o teorema estd finalmente provado.

[}
<

fungao sua-

POVA DO TEOREMA 2.2, Tinhamos verificado gue bastava mostrar gque

a sequéncia {$dq} de elementos de P tem uma subsequéncia de Cau-
Ll

chy {Qan } na norma H-ﬂo, pPoOig a norma H-ﬂo concorda com a nor-

k

ma L, em cé(oo) e as normas L, e I-I' sdo equivalentes em

CO(OO). De acordo com o teorema 2,2.6, a fim de provar qgue {wun}

tem uma subsequéncia de Cauchy na norma H-HO , & guficiente mos-
trar gue a sequéncia € limitada em B, . Segue do teorema 2.2.12
gue

const. (H]Ltpanii__l =+ [|E90tnﬂ__l)

“‘P{)ﬁn“} -
= S, . FiiNg + ;
= const. (4lpa I _q too, I _q)
< const.lebe b _4 7 00nst.u(L¢-f¢L)anwl +

o const.ﬂwurﬂ 1 .
S

4

{1)
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gora,
et < ol Vo= llelu @
n =1 - n n
< gonst.fevla 1% < const.lia I
- n n Lt
(2)

< gonst., b Aa 0
— n

Seja 1 uma fungao suave com valores entre 0 ¢ 1, que vale 1 sobre

0, © tem suporte em V, Entao,

(Lﬁ-pL)Gh :‘(Lﬁ-"pL){TGn) ;

de forina gue

H(L@-¢L)anﬁ_l = H(L¢‘“@L](T&n?ﬂ_l

< Const.ﬂTanHO
(3}

< const.lrtu ' < const.bo 0t
—= ! “n - 0

< Ii e & “ = Ii LS “ < Ct_}ﬁ&t - H iy X ” .I < Cons t o H 1§ H ! “;

oo
n

——



i, 2y, 3) e

be (1},

Hﬁ&n“l < congv. (¥

Por hipdtese laa ' e to
n D
¢ limitada em Hl

cia {ea 1 @
n

i A
n

SeROs

(4) , obi

it o+ da T
. T n

e a prova de

2:~

(5)

' sao limitadas. Portanto, a sequén-

2. esta completa.



CAPTTULO IIT

¢ TEOREMA DE HODGE E O ESPECTRO DE A

Utilizando os teoremas 2.1 e 2.2, provaremos ¢ Teoiema de
Hodge (paragrafo 1) e obteremos as propriedades fundamentais rela-
tivas ao espect¥yo e auto~espagos de 4 em variedades riemannianas com
pactas e orientadveis. Em seguida, expressaremos 0§ operadores a,
§ e A através da conexzo Riemanniana e cbteremos,; em particular, o
operador de Laplace-Beltrami em fun¢ao do tensor de curvatura da

variedade. Os resultados obtidos serdo aplicados, entao, ao calcu-

lo do espectro de A na esfexa s™,

1. O TEOREMA DE HODGE,

DEFINICAC 3.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e
orientavel. Denotamos por Hp o espago das p-formas harmdnicas ,

ou seja, HP = Kexh| e a(WPpny = fﬁm!w e A}, Lembramos

AP )

que haviamos introduzido o produto interno {g,8] = J o A% 8, onde
M

r
4

a © p sac formas diferenciais,



TECOREMA  3.1.2. (Hedge) para 0 < p < n, Hp tem dimensac Finita e

vale a seguinte decomposican ortogonal:

APy = APy B i

e
-

= ds (AP (m)) @ sanPon) e Hp

= afen) e sFen) v H (1)

.

Consequentemente, 2 equacgdo Ar = a tem solucdc w € AP se e

somente se a p-forma n € ortogonal a Hpk .

PROVA. Se dim H]j naoc fosse finitd, haveria uma sequéncia ortonor-
mal contida em Hp° Mas pelo teorema 2.2, eséa seqﬁéncia teria uma
subsequencia de Céuchy, o que & impossivel. Portanto, dim Hp & fi
nita. Cbserve que isto vale para um operador eliptico A Gualguer

om H = Ker A.
fe! P :

Para provar a decomposicac, seja {ml,.».,wp} uma base orto-

normal de H_. intio uma forma arbitraria em AY (M) pode ser escri
T :

ta univocamenie <Comc

£
g =5t ¥ losw:] w P (2)
i=1 +
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i
2 ~ - s . [ FY‘}
onde 2 € (#{ 37 , o complemento crtogonal de hp em AN (M),

Assim,

Fon o= Wt e i | | (3)
Queremos mostrar gue {Hp)l &= ﬁ(ﬂp(M)J, Temos que AP )y ¢ (Hp)l.
Pois se w € AP e o € le, entao
Aw, ol = [w,Aa}l = Q
L

Reciprocamente, afirmamos gue (Hn) c AP e0) . Antes’ de provar

. x
‘isto, necessitamos da segulinte desigualdade. Existe uma constante

c > 0 tal gque
18F < cEABl , VB € (Hp)l . | (4)

Suponha o contrario. Entao existe uma sequéncia {Bj} am (H )
con ﬁﬁjﬂ =1 e "EBjﬂ + 0. Pelo teorema 2.2, existe uma  subse-
gquéncia de Cauchy, gue ainda denctamos por {Bj}. Portanto,

lim [B.,¥] existe para cada @ € AP (). Definimos o funcional 1i-

ke

near § sobre A7 () pox

Lig) = Lim B0, v e AP r (5)

3 3 on



Claramente L & limitado e

i
o

—

()}

ElAvY = 2im [B.,48¢] = Limiag. ;v
‘i e J ~} }

Palav]

3 A = 0. Pelo Teorema 2.1 ,

de mancira gue § & aolugao fraca de

] J?-]- . " - .
cexiste R € AV (M) tal gue L0p) = {8,4] . Conseguentemente £, -~ 8.
J

Como W£.F =1 e 8. & (HP)'{_segue gue Ipl =1 e B € (Hr)“.

Mas pelo feorema 2.1, AR = 0, uma contradicio. Portanto (4) esztd

provado.

. . . , , }
Agora, seja ai:(Hp) . Definimos um funcional linear s0Obre

A (AF ) jalela

Line) =la,el , Y e iPon . (7)

~ P . ;
- c o )
vy v, H de manel

1=0 = [o, gl} = o, 502} . Além disso, £ & limita-

¢ estd bem definido, pois se Ao, = ho o

ra que {a,¢1 ~¥,

A(ﬁp(M}}. De fato, seiz w(EAp(M) e Y =o- Hip), onde

H{y) & a projecdo de v sobre Hp . Usando (4}, obtemos

Ja(aey | feap) | o= Lol | < fabipl

{ FAY

Claflapl = ¢ Haﬂﬂggﬂ



0
[

Pelo feorema de flahun-Banach (veije por excemplo, [ Rolmogorov e Fominl ),
‘s

"y
£ se estende a um funcional limitade sobre ﬁ}(M). Portante, & &

uma solugdo fraca de 4w = o, Pelo feorema 2.1, existe uma p~for-

ma o tal que Jw = o, de manelra que

T -

e a primeira linka da decomposicgio 1 estd provada. As outras 1i
nhas se obtem imediatamente da definigao de A e do fato que dw e

dt  8ao ortogonais Vw,TGEAp(M) ( [Sw,dt] = w,dd1] = 0),

OBSERVACRO 3.1.3. Da demonstragao do teciema de Hodgé concluimos

que, se - A & um operadeor eliptico auto-adjunto sobre AP(M), entao

oo = AP 0D) 8 Rer A,

onde a decomposicdo & ortogeonal.

Segue como corolario ac feorema 3.1.2 o importante  fecrema

de Hodge-de Rham:

TECREMA 3.1.4. Cada classe de cohomologia de de Rham de uma va-
riedade Riemanniana compacta e orientivel contém uma Gnica forma

harménica dque a representa.
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PROVA, Seija uw uma p-forma fechada. Pelo teorema de Hodge, u=do +

+ 6B + w, onde w & harmdnica ¢ a decomposicac & ortogonal. Como u,
a Bl s
wim £ 5

du e w sdo. formas fechadas, &f também & forma fechada

=0 oo = da,
de maneira gue @ pertence & mesma classe de cohomologia de u.  Se
w' fosse outro reprasentante harmdnico da classe de cchomelogia de

u, teriamos

Mas a decompesigac de u & dnica =w = w', .

2. 0 ESPECTRO DE A EM VARIEDADES RIEMANNIANAS COMPACTAS E ORIENTA-

VETS.

Antes de iniciarmos o estude do espectro de A, cabe a seguin-—
te observacdo, gue mostra O interesse geométrico que os autovalores
de A tem. Haviamos provado no capituleo T gque se ¢: M > N & uma

isometria entre duas. variedades Riemannianas, entao

N M ~ ) X '
onde A e A sao os operadores de Laplace-Beltrami em N e M

respectivanente e ¢* (w) @€ o pull-back de uma forma w. Se T E€AN)



¥

- - N . \ -
e auto-forma de A associada ao avteo-valor A, ontao

M .
. - r f . .
ou seija, e¢*{r) & auto-~forma de A asgsociada a A. Reciprocanmente,

i - M A - - ] N ]
se W & auto~forma de A, (¢ T)*{(w) & auto-forma de A associada
a0 mesmo auto-valor. De forma bhreve, o ¢spectrc de A € invariante

por isometrias.
DEFINICAO 3.2.1. (operador de Green}. Seija
D 1
G+ AT M) » {H)
P

tal gue G{u) & a Gnica sclugao de Aw = o - H(c) em {Hp)l (H(a) &

a projecdc de o em Hp}.

Damos a seguir algumas propriedades do operador de Green.

TEOREMA 3.2.2. ¢ & um operador linear limitado e & auto—adjunto
3 —L - . i -~ . oo x - .
em (Hp) . Além disso, G leva seguénciss limitadas em sequencias

contendo subsequéncia. de Cauchy.

. e L
PROVA. Denotamos por I o operador de projecgad sobre (Hp) . Note que

Al 2T ()T = A (AP (1)) & una bijecdo e que



[y}
it
—
[t
-t
S
<
=

E claro que G

Th

linear., ¢ & limitaedo (linha 4 em 3.1.2) e & au

to-adjunto pols A& tanbénm o &. Vamos supoy gue exista uma subseguén

cla limitada f; tal gue {G(BTJ} nao contém uma subsequéncia de

P
Cauchy. Entao {H{Bi)} = {ﬁai} & limitada e G(Bi) =y Nao pos-

sui subsequéncia de Ceuchy. Pelo tecrema 2.2, {u,} nao pode ser
. 1

limitada, o gque contradiz o fato de ¢ ser um operador limitado.

Portanto {G(Bi)} possui uma subsegquéncia de Cauchy.

i)

A seguir, emunclawes as propriadades  basicas do espectro e

anto-espagos da A,

: . - . 2] '
TECREMA 3.2.3, Considere o operador 4 sobre A (M), 0 < p < n, on

& uma variedade Riemanniana n~dimensional compacta e orien-

o

—

de ¥
tdvel. Entao

i) o espzctro de & forma um conjunto discreto {0 < Al 5
< ...} tal qgue li + @,

i) o avto~espago associado a Ai tem dimensao finita, Yi. (di

zemos que a multfipficidode de Ay & finita) e auto-espagos associa
: 2

dog a auto-vzlores distintos sao ortogonais, |
3&!"36\0 pelas :
iii} o conjunto &= p-auto-formas de A & denso enm ﬂp(M)cmm res
.[ . -

cito & convergincia uniformne e, com malor razao,com respeito a
p o T v

convergincia Lo .



PROVA, Em primeivo lugaer, os anto-valoras sio niimeros reails >0

pois, se u & una anto—iungﬁm associada ao auto-valor A, entio

- -

L2 , < .
yiulhT o= [Au,ul o= Bdul + Edul

Cbhgerve ainda que O € auvto-valor se ¢ somente so exisie uma p-fox

ma nac nula v tal gue Au = 0. Portanto, © autc-espaco de © &

H (se M & compacta e conexa, as fungdoes harmdnicas sdo constan-
tes, de foma que HD v IR e a multiplicidade de A = 0 & 1), Va-
mos estabelecer agora gue A possul wnm auto-valor positivo. Conside

1
re A restrito a (Hp) . Vimos que

o . : _ . oy
sao operadores inversos, ou seja, GA = AG = Indentidade de (ﬁp) .

Em particular, u & autoforma de 4 associada a X <> u & auto-

forma de G associada a 1/). Sela

no=suplGel , fgb =1 e v & (Hp)“‘-

{1

- . . L 1
Ent2o n o> 0 e Hgel < nlet , ¥e € {H )7, Vamos provar gue -
& ' n



Sera uNa sequéncia em

B
r 1. Entas, pelo feckema

auto-forma de fo 1
i
3.2.2

=1, ¥3 e FGel
! J

1e%e . - 0 !
3 j

2 2 2
< Gy T 207Gy, G L)
- j
< -nflee 1%+ % o o
Afirmamos gque ¥Ge, = e b - 0. De fato, seja wﬁ
J iy ' .
tac

0 « stﬂﬁG2¢. - nzg‘ﬂ > {w.,sz. - ﬂzw.}
s 3 Jo 3 J J

1
i

: ll LGy, ny .1
STAe TS

| 2
= [U,,60.] + nlyg. b
Lr)‘_‘]; lr’j] 1 d:] |

Y [ O, G0, = {Au.,u.l > 0), P
r kj! —j { '_ji‘ :l] - )

(H ) 1
P

w1
by

tal aque fe
’ J

(1}

= ij - Tw,. En-

L

(2)

> nllg !
> iy,

elo feahoma 3.2.2,

(Note que, i
{wj} contém uma subsequéncia (gue continuvaremos a indicar por {wj})

1

tal gquse {Gﬁj} & de Cauchy. befinimos em AP(M) o funcional linear

{

!

81

TS

2(8)

ye € AF )
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4= :

Ciavamente, & @ limitado. Além &ispo, ¢ € uma soluglo fracanio tri
vial de (A - 1/y}u = 0. De fato, obecarvande que A - 1/n & um ope

rador eliptico auvto~-adijunto, temos

i

LA = 1/n)e)

Tawm n{Ge_, (4 = 1/n)el
j-—'z-m I

= 1im n (4 - lfn)ij,g]

13

im [y, , ¢l =0,
j-}co J

pois ﬁmjﬂ + 0, o que nostra que £ € solucao fraca de (4 ~1/n)u=0

Vamcs supory gue £ € a solucao trivial., Neste caso
¢ _

R(B) = lim niGe Bl =0 , VB € 1Py .

j—)-oo
Como {ij} & de Cauchy, para todo ¢ > 0 e N sucicientemente
grande
c Gy . — G ||2 = G I52 i I Gw Fi2 -~ 2 G Gy ] ¥Yi,k » I
= )j k j -}; = j b k r F o -
Fixando 3§ e passando ao limite k - %, obtemos
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de forma gue n = 0, o que & falso, Aplicando o feehema 2.1 bt}

t

fuancional &, concluimos gque existe um o € ﬂP{H} tal que (-} =

= {m, +}, de forma que (A - 1/m)e = 0, como haviamos afirmado.

Provarenos agora a existéncia de uma sequ@ncia de outros auto

valores. Suponha que 14 temos os auto-valores

. 1 .
Seja R o subespaco de (H ) dado pela soma dos auto espacos as
n El ) I‘J a ——
, . . - L,
sociados aos li, i=l,...,n. Note gue Rh & subespago de (Hp) in

variante por A e G (hRn, GRn < Rn) e, portanto, G e A estdo bem

o . ~ 1 . .. .
definidas como aplicacoes de (Hp ] Rn) em si proprio. Seja-

e - T 1
= QUPILG:‘G‘H ; li(ﬁ“ = 1] & Y e (Hp & _Rl'l) .

.
el

b1 1/

Entao © mesmo argumento uvtilizado atris mastra que An E
“r

.

é autovalor de A. Como

(Hp@Rn YT D (Y GaRn) '

-1 R

concluimos < ou seija A< A
one el nn ’ I +1

A multiplicidade de cada A, e finita. Isto =zegue iwmaediatamen-

i

te da obsorvagao feita no iniecio da prova do  Lesrema de Hodge.



Tin

Provaremos agora oue a soguencia de autovalores nao tem pontos de

|

acumulagzo. Suponha gque ) seja um ponto de acumulag&o do  espeactlo

de 4. Entho existe umn subsequénecia {A,}  tal que Ai > AL B par-

ticular, {li} & limitada por uma constante ¢ > 1, Seja u, uma
- 1
avtoforma normalizada associada a Ai' para cada i. Entdo tAu.f =
Al 3.
=i . lubk 2¢, Vi. Pelo teorema 2.2, {ui} pogsni uma subseqguéncia de
ny -

—

Cauchy, o quo & iwmpossivel pols as formas u{s sao ortogonails pa-

ra indices diferentes ({Al - Ré)[ul,uzl = {l,ul,uq} - {uifl?uzl =

= fﬁul;u2] - [ul,Auzj = [ﬁul,uzi -~ [ﬂul,uzj = 0}, Istc conclui a
prova de (i} e {ii}.

Para provay (iii), provaremos primeiro gque o conjunto dag au-

[

to~formas & denso em ﬁp{M) com respeliitc a norma Lén Sejam AJ

N

< Xz < L..; 05 autevalores de A em ﬂP(M), onde cada autovalor os

td incluido tantas vezes guanto for a dimensac do seu autoespago .

Seja {u,} & sequéncia das auto-fungoes ortonormalizadas corres-

D .
pondentes, Se o € AT (M), queremos verificar que

. n
lim fa -~ ¥ fa,u lu.l =0
.- 1 1
) Sis=l

' k
Seja k = dim Hp. Denotando p = Ao, temcs G(R) =a-~ I {u,ui}ui.
i=1

Aseim,



3 n
G{E ~ I lautuld =GRy - B [Aa,u, 1G]
i=k+] o i=k+1 .
n
= G(R) - ) fa.Maju, /i,
ikl i 8/

=1
de forma gue
n n
be - L [o,udud =168 - ¢ [B,udu )t .~ (3)
i=1 L : i=k+1 o
n : I
‘Como B - £ f{g,v,Ju, € (H ® R ), a norma em {3) & menor ou
i=k+] ot rpoon

igual a n_ 080 {cf. parte (i)); que tende a zero guando n » «,

Isto prova a afirmacgao feita,

Podemos verificar finalmente qgue o conjunte das autoformas de

- ]
A e denso em hI(M) na noerma

lal = sup * {a A = o) (m) /2 .

Vamos assumir, por ora, que cxiste uma constante ¢ » 0 & um intedl

ro K suficientemaente grande tais que

N



fo -~ P {a)
1
1
onde ¢ = (1 +4Y o
A Ui

e

mas

Recta apanab
mente gue o tenha
de

T
R con

supcrie om wn

¥

1

|i [T
T

Como

(1),

demonstirar

suporbe contido

o POSSE

Que

{cf. capitule I1). TLambramos que,

valente i norma

ma de Sobpolev

N2
5 ! ] iz

p .

]

Ik . Pelo teorem
O

fo,u 1w, o em ogue continuanos cem ¢
3 .

{2}

&4 nomrma

oy
al

BoA = AP Obtoemnos
. A R
B <ot (LAY (o - }?r {ad ol
= C:1|‘u'° - Il “
; n(y)

quando noo e

> 0

Pura isto, vamos supor  inicial-
am alguma vizinhanga coordenada

identificada com uma fungac

P.

e asgim, com wsa funcao  de

neste caso, a norma il & equi-

Lin e eguivaiente d nor-



onde W & P & a fungao dn-periddica induzida por «. No caso geral,

i
£ S

devemos cobrir M com um nurero finito de vizinhangas coordenadas

as multiplicar ¢ por uma fungao suave convenierte,

I

J—
o
¥

2 am caqa uwna del

com supcrte ceontido nessa virinhanga, de maneira gque se possa apli

-
Fi

car o argumento acima enm cada wna das vizinhangas. A desigualdade

ok |

(4) fica estabelecida, tomando-se a malor constante ¢ dentre as
F

obtidas para cada sistema coordenado.

3¢.OS OPERADOPES DIFERENCIAILS ¥ A CONEXEO RIEMANNIANA.

3.3.1. Recordaremos rapidamente alguns conceitos geométricos. Pa-

ra os detalheg, o leitor pode consultar [Manfredo].

P n . : . . o . .
Seja M uma variedade Riemonniana munida da conexao Rimannia

"1
na. Um caminho diferenciidvel vy :[0,1} » M &€ uma geodésica se o

campo de acecleragaco Di/dt ao longo de y for identicamente nulo.

D/dt denota a derivada covariante ac longo de vy e vy & ©o canpo,

.

de velocidades. E um fato basico de geometria Riemanniana que,
ym € I, podemos cscolher uma vizinhanga U de m e um nimero real
e >0 tal que vv & T M com fvhk < g, existe uma Gnica geodésica
Yy (-2,2) » M satisfazendo as condigoes «y (0) = 0 e YV{O}:;V;

O ponto yvil} € M sera denotado por expm(v) (exponencial de v).

A geodésica Y oS8 @screve entao,



vyit) = exp (tv].
“m

exp (0} =n e (dexp ) (v = ¢ (0) =v. Uma aplicago

Note gue
do teorema da fun¢ao inversa permite concluir gue, Vm € M existe
una vizinhanga W de m e unm nlmero é > 0 tais que exp apli
ca a bola de raio £ centrada na orldem de TmM {BE(U)) difeomorfi-
caménte cobhre W. Se {el,..,,en} € uma bhase ortonomal de TmM ,

entio

exp. ¢ B (0) C rY o W
“m £
{ resoayl > 8XY e, kL, L0+ :
(kl’ Xn) > expm( lLl Xnen}

define um sistema de coordenadag sobre W (slsfema de coondenadas

noamads centrado em m ou; abreviadamente, s.n.).

Seja {a/axl,...,a/axn} a base dos campos coordenados do s.n.
sobre W. Observe qua, se t > y{(t) & uma geodésica gue parte de

m  entao, no sistema de coordenadas definido acima, y(t) se escre-

ve

Tt ) I

t 2 (tvl"‘°’ n

y < - . : n ; 4
onvie (v,,..,!vn) ¢ un vetor constante de IR . A velocidade vale
1 _



N
. . "}
Fie) = L v, oa
P B A .
i 1oy {t)
Notamos aindx que vale, no ponto =m, a sgguinfe propricdade
::'}- : . \ -
(V.o gy =0 , ¥Vi,j¢€ {1,...,n} (1)
Ere
a
De fato, a partir das propriedades fundamentais da conexaoc temos
’ 71 It
4 3
O — P_‘_..‘- = ...Q.( 5 v, .-.—('._) = }; v .,V Y4 J &
at dat ', o i dx, .o 31 o X,
i=1 i i,7=1 T i
dX .
5 scolhern . > Y, TV, = v, o= sa
e esgscolhermos (vl, ; n) tal que v 3 1 e Vi 0 e
k #1 e Jj, entao
3 2
= — -+ - .
0=V, X, v_ﬁw 0%,
90X, ] a%.
1
Além disso,
_ " o - 9 . LD -3
VoA ot vl uy Fly o a7 0
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i
!
i
A

de forma ¢ue V. qiw = 0 ao longo da geodésica particular esco

lhida acima, o gue comprova a afirmacdo,

HhY

3.3.2. Serd 4til expressar os operadores d, § e A através da co-

-

nexao Riewmanniana V. Isto permitird relacional® A c¢om invariantes

geométricos associados a curvatura.

Recordamos que a cada campo X € ¥ (M) pode-se assgociar a 1-
forma X={(¥,+). Analoganenta, uma 1-forma w estd associada através
da métrica ao campo © tal que w = (&, ). Podemos definir a acdo
da conexao Riemanniana sobrxe p~formas da seguinte maneira. Seja

¥ € ¥(M). Entac
. . - o,
_J_}' Vv, £ = Xf , £ € A (M)

| 7 G
%(VXU) W AT (M)

-
.
<

»
=

t

Y v atua como derivacao com relagﬁo ao produto & , ou seja,

Vx(q AT) o= (VXT) Ag o+ A (?XT) . w,T € A{M}.

- )
Verifica~se dirvetamente gque sge w € ﬂl(m) e X, Xl

" e ’Xpej‘f (I‘q),l .

'entég Uym = ﬁp(M) e



o2
oo

OBSERVAQARO  3.3.3. Tendo definido a agdo e V sobre formas,  fica
determinada a agdo do tensor de curvatura
R(X,Y} = [V , v, 1 - ¥ _ X, € (M)
( 7 X.F e lR,Y] f r s
IS
sobre formas, Verifica-se facilmente que
(3)

(R(X,Y)r) A w+ 1t A (R(X,Y)aw).

RELYIT & w

TEOREMA 3.3.4. Se mE M, © € A (M) e RyrooesX,) 980 vetores

ortonormais de TmM, entaoc

b= ¥ (-1) ,...,Ap+l),

' 1 - ol
.{dm)(m)(Xl,...,XP+l L (VXLwJ(m}(kl,?..,ki

1

X{ ;

PROVA. Observe que o lado direito da igualdade & uma (p+l1l)~forma .

Assim, podemogs considerar extensdes arbitririas dos vetores
cen~

3/8%, do s.n.
: i

em particular, podemos tomar os campos locais
= X.. Utilizando as identidades 1

trade em m, tais gque a/axi(m) = X
|
|

e 2, obhtemos

pt+l {11 - o+l 34 .!;' 5 5 N
ro(-1) (v, {.Ll)(}“r roee 1 Xipene X ‘1} = 5 {~17" X._»'{LU (""'.—,"r-«rf‘r““"f.--f‘-‘\":—'_"_})
ie1 ki _ i ekl 31 J? A%y g ?hp+l
. i!.

e o teorema 1.2.% conclul a prova.
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TECREMA  3.3.5. %o X, 1+, X 1 € base ortonorual dae

T M, entao
m

. n :
(5m)(m)(xi1,...,xi ) = § (VX m}(xk,xi ,.u.,xi ) .
1 P =1 k 1 p-1
PROVA. Como na prova de 3.3.4 , podemos congiderar as extensoes
do s.n.

i=1,...,n, onde os a/axi S0 0S5 Ccampos

8/ax, de XK,
faxy i
centradoe em m, de mahelra que vale a identidade 1. Pelos teoremas

Il‘*}_:)%—:{_ Tl -
# U ;re-u. . = 4 - ) . E )(J’ Foeow o= Fe i3
(@ % w) (m) (%, ’Xn~p+i) ki] ( 1} (vxk(km) Xy X, Xt
1’1+p-], .
- k+1 -
= L (-1 X o[xw(E, suee X saee;X )
. PG RN n-p+1’]
n-p+l . 1) 4l
=k '("l)k+1xyf(“l)n(9 )4k lw(Xp:Xn—p+2"-ern)]
k'TJ_ M FAN

n-ptl n (p+1) ;
v (=L g ) 00 X X))
k=1 }\k k" n-pt2 ; n

!

. I
Utilizando novamente ¢ feofewma 1.1.3 |, obhtenos

1
i
I
i
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(*d*)(m)(xnﬂph P O I (d-*m)(m){xl,.u.,xnﬂp+l}

n-ptl sy
) nip+l} - . ) .
= T (=17 (v, o) (X ,% mreor B Y.
=1 Xy X' n-pte n
. r 1 (ot O P
Conclnimos a prova, lembrandc que Sw = {~1} ()43 d*ow

DEFINICAO 3.3.6. Seja wﬁiﬂp(ﬁ)f {le...,Xn} uma base o.n. de

L] 3 . —  w 7 g . T 4

. I L - - - LI I - - - - R S
THM, m&e M e Y., ;Y &€ 1 M. Definimeo

I 1 i

}_f)

nop .
1 {w Vopeee ;¥ ) = T DI RE Y Jwl {m) (Y, .00 Y, LY e ree. .
Hi{w) (m) { 1 ,Yp) kil jil{ J\(kaaj)u} (1) { Yy ,Yj_l,xk, Y3+l ,Yp}

Verifica~se facilmente que H{w) & hp(M) e que & independente da
escolha da bhase ortonormal. Notamos também gue I« concorda com o

tensor de Ricci sobre l-formas (identificando l-formas e campos ve

toriais).

Embora nao sela utilizade neste trabalho, vale nmencionar o se

guinte teorema; que expressa 0 operador de Laplace~Beltrami atra-.

vés do operador H definido atrés.

TEOREMA 3.3.7. Seja w € ﬂp{M) @ xl,.,.,xn campos ortonormais em

ura vizinhanga de m € M tais que (Y, Xj)(m) = ., Entao
i



n
(Aw) (m) = = & (V_ V, u} (m) + H(w) (m)
s=1 ‘g g

3.3.4 e 3.3.5, obtemcs (notagao:

vt v

PROVA. Aplicando os teoremas

wlX., , (N, b = wlig e i)
J.l b 1 r
n
(8Aw) (ior.ee, i ) == 5 (v, dw)(k,i,, ... i)
1 P k=1 Xk 1 P
n
== 5 X (Bu(k, i, ..., 1)
k=1 1
n B F4+1 .
= - I xk{(v\,: w) (i ;. yL ) = % (=L w) (ki e ,i_.,“.,ip)}
k=1 Ak J=1 iy .
n n P ~
= LV, V) (i, e i)k B D VLY, (K, e, i i)
k=1 %k kL k=1 §=1 Xij . J P
p . -~
. , J+1 . . . _
(A0W) (L reve,d ) = % {=1) Xi (6w(1l,...,1.,. ;1)) =
jal - n N .
= DI e vy e Gedgs iy, i)}
4= 3 k=1 “k : -k
P n 2 -
== 3z DTN, v YOGt et )
3=1 k=1 i, 'k S
) /

de maneira gue
. J



WO
[

(."_'-,-',‘_;}) {‘] l;.w P ,i}_'}} = (6(3-5,'_\) (:‘Ll; v e pip) -+ {d‘\i-’)\!) (ilf e u o fip)
n
== V., VvV, w)(iy,...,1 ) +
k=1 i %kt P
n 12 :}'J N
om0 I, vy L YL el (i e i i)
k=1 j=1 Mt KL LR
] j
Como V. ¥V, - V. V, =VY_ V¥, ¥ v = R(X ,X, )
L 'R < Uy X : :
] X0 %% R R X A TXE L
j j 3 j j

no pontc m, obtemes o resulitade enunciado.

I
4. O ESPECTRC DE &5

Nesta seg¢ao, calcularemos o espectro e auto-espagos de 4 so-
- n . o ' .
bre as fungoes de O e provaremes alguns resultados relacionados

n
ao espectro de A sobre as p-formas de 5.

DEFPINICAC 3.4.1. Denotaremos pox Sz a esfera n-dinensional  de

. . . . 1+l
raio v, considerada como subvariedade mergulhada em IR com a

métrica canonitca.

DEFINICEO 3.4.2. Seja m € s? e {v,,...,v ) uma base o.n. de

T 87 . Podemos estender os v, A campos locais o.n., gue denotarc

m T Rahiat-t

NOs pPor Xi' tais gque (1} X, (m) = v, e (2} (vv xi)(m) = 0 paxa
3 i .

3



tode i e 5 € {1,...,n} (podemos construir oOs

tando og velores v paralelamente ao longo de geodésicas radiais),
. Ay e g R b} - b 1
Seja N o campo normal exterior a S Podemos estender N a un
nt1 '
mooem IR - por ransporte

campo definido em uma vizinhanga de

paralelo ao longo dos raios. Podewos também estender os campos Xi’

- L, kL .
i=1,...,n em uma vizinhanca m em IR ;, transzportando-os para-
., - . n+-1 e .
lelamente ao longo dos raios ate um ponto p € R e multiplican

, Ik . i D e o
do o vetor obtidc por i%i (ver figura), onde lpt & a distancia
a origem, Denoltalros por Xi, i=ly...,n, as extensoes lo-

assim obtidas e por X', 2 extensao de

do ponto
N. Assim de

cals de vy
finidos, os campos X{ csatisfazem

vf b = 0 1
[“1 . n+l] {1)
3 f
n+1
!
L ,
—_—R! (Note que X! in e X! sao -
| N { q i 7 a1 campos  Co
NT 7 . : .
- . ordenados de um sistema de tipo "polar® para
/_/_,__:.;-_-.-.;_-‘-:.-’,,»\ + ) .o -
L uma vizinhanga de m ne plano 2-dimensional
Lo '
1
.i; contendo os vetores v, e N} . Penotando
¥ o L
por D a conexdo de WM™, tewmos entao
. j

e
!



-
J 0 , L= onbl

D,y X' ) {m) =
£y ol (b, X5 (m) = —% X, ,i=1,...,n (2)

W

]
;
I N

Assim, se 1,3 # nti,

- LI v — > I ' -
(D .X' ; JX_,N)(m) (D fhj 'xn«!-le}

= =L, D XY m) = - d ¥y 2@

1 B : . . . : v TUF
Sabemos que,;, se M & una variedade Riemanniana imersa em IR L

e X,¥Y & ¥(M), entio

DY = 0¥+ o(X,Y) ,

el . _~ .
onde « (a 25 forrma fundamental da imersac] & um campo noymal a M,

bilinear e simétrico com relagdo a X e Y. Pelo que fol visto aci
n - A
ma, se M = Sr temos (usando a bilinearidade de o} gue

a v 1 — _]_;*_ ' r 1 . “
DY = V¥ - = (XWX (3)

Sl
Tk — ”
Py T % : (4)



L)
[y |

) , n w11 , ~ ) n L F
Denotarmos nor A :S}_ -+ 1R a inglusao do E;r em IR l. S¢
- > .okl . T & SIS 1IN . . ; .
e ﬂp(ix Yy, 4% (o} = n*(mr} & o pull-back de «, conforme foi
. — .o R . R n+1
1 & € ¢ denotarao 0s operadores em IR

definido no capiitulo T,

(.

estas notagdes tenos

e 4,6 os da esfera Sf. Com
L3
T Ty ~ Sy . T . ni.l i
TLOREMA  3.4.3, Se o ¢ uma p-forma de IR . E‘Sr ; {Xl""'xn}
- . n - . -
¢ base o.n. de Tmsr e X£+} ¢ o campo normal definido atras ,
entac
% (0} o~ 1% (Ao m) = Lk (X .o
[ Ad* (e} ~ 4% (Ac)] (m) ;{n‘_:‘lf'yml a (X X, )+
M 1 P
H*ZD*!'.«: 2 :
et Y (X, ;e X -~ = da{¥ X, ye04,%
r arpl O e ) s Gy Xy vy )
il i P 1 P
PROVA. Usaremos a notagao G(XE ,.,,,Xi ) = a(il,...,i ). Temos
- p
gue
A% (o) = A8i% (o) + &di* (o)
e
i* (Bu) = i*(dda + Sdo) ,
de forma que . AL*(x) - i*(Ag) = dASi*(a) - i*(dén) + §Ai* (a) -
& Denotaremos

~ 1% (3da) = dl8iF{n) ~ i¥(8a)] + &i*(da) - i¥ (§da).
i
v o= §iF{g) - i*{(§a). Usando as extensdes X! fdefinidas em  3.4.2

3.3.4,

teremos, polo teoroma
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o k43 -
Qi covny d ) = XN (=17 UV, Lo s, 1)
1 P - X, N i &
]&“1 1.
s
I
* oy k3 . -~ .
= i — - .
,_L: ( .I.) }‘-_l [(ll!"-rlky-"v.rl})) ) (l)
k=1 X
. noo. s L .
Obsaerve que, se X € TWS , 1. (X)) = X € Tmﬁﬁ . Pelo fepreme 3.3.5
terenos
foi* () - i*(gaj](il""'ik""’ip) =
n -
= n D, = ¥V, dal(l,d ,ves iy ronesi ) +
=1 Fi N ! K P
+ (DXI;_F':LD{) (n+l;llf LI ,lk; v v w ,lp) . . (2)

Utilizande as propriedades (1), (2}, (3) e (4) (3.4.2) das exten-
s0es Xi junto com a propriedade (2} da conexao (3.3.2), obtemos em:

uma vizinhan¢a de 1m:

-

(DX£+la)(n+1,i',..=,ikfn..,ip) 2 X£+1&(n+l’il"‘i’ik‘““’ip} -
"‘.]. . T + ]
- "-’"5‘:"‘"“ Ci(ll"i'l,l};...,lk;-‘n;l ) ) (-))



w
]

D Vs 'rl oA .. :: o . -
i X, Xi} (o)1 {3, 1 h]-‘;r 'lp)

1 . - . s g £ - .
= = ﬂ(ﬂ+1rllre.e;lkra»u;lp) para i ¢ {11,...,1k,e..,1p}
= 0 para i € {il,e..fik,...,ip}

n -
de forma gue n D - ¥ Jol (3,1, 0.0, , . 00,1l ) =

i=1 Xy Xy ol k P

n~(p~1) . ~ .

= —H---i:--'-—-w-'—" Ot (l‘l‘Jlnl r ll F AL L Y J_k Fe =+ F .-.Lp) -

Substituinds cm {2}, resulta:
. - . n-2 (p-1) , - .
T(ll, "’lk’*"’lp) = “”"EE_”_ a(n+1,1l,...,1k,-..,1p) +

-~

+ X! u(n+1,i],...,ik,...,i

n+1 p)°

Introduzinde a expressao acima em (1) e lembramos que [X£+1,X£ ]=0
k

em m, obtemos
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; ne-2Zpt d k+1 : 7
(15- (l F o . ’l. } = -“:W { L'\J (' L) .}; [y {li_! ]‘.I'J R LI L r - ',j. ) } -+
l I—) X k:_,} l]\_ l .k. T‘r
|2 -
e L ED ST el )
ntl 1 k
k=1 k
n-2p+2 s . a .
— T T T i %, - = - il E‘t L + . - . . o = i
1 \:-i-l{ { 1’ !111_)) .Cl ‘0 JIJJ,; lp) ’
- Iagl 4 : . - P : : i
+ kn+lihn+la(¢l,.vn,lp) dw(n+l,1p,...,lp)}
o= - ¥ 1 3 1 - D:mgj‘?i-z 3 4 i ——
Xn-ff‘ni-i.u(il“' . ,.1p) o v Xm_laul, “on ,lp)
_ n-2p+?2 9 s . R e f . .
r dO.v (nhil,l]_i [ o;lp) Xn+l (ClQ- (4‘1 }_1111; LN ) rlp)). (4)
Utilizando os.resultados acima {subgtituindo o por doj, rodemos

cEcrever:

[éi* (d(i) - i*(-é-fia.\] (i‘l’ ... ’_'i_ ) .:‘:.....-.....]_:_,..:_ du {Y}’i'lr ilf 2 . » !ip) +

+ %

.n+l(da{n+l,il,“,.,i ).

P
Somando a identidade acima com (4}, cobtemos ¢ resultado enunciado.

g Eanr B ' = p = N e 4 AHL -
COROLARTO  2.4.4, Se f & uma fungao real suave de IR T, entao



- | - LY i n
AL - {AF) ] = X f 4+ X X' F
{3 (i ] Fn) Lo On ~ n_'1_11 l}‘f'l‘{ n+l. n
fanc) P
iy xr
. _ n-+1 . _ ,
Considere p-formas de IR do tipo o= ¢dx, Y .
_ iy lp
com 1 < 1€ . < iw < ntl e suponha que ” & um polindmio har-
15 : - ey . . 2 Y \]{ I R I’l+]
aonico homogenso de grau Kk, ou selda, ¢ (hx)} = 3 ¢{x), para 2€R
. ) N+l - — A Y
e i eIll., Lenbranos que, em IR , Ao = (ﬁw)uxj AL L. oA dx, .
1 p
s N o o ) e - i+ 1 . ) .
de maneira gue o & uma p-forma harmonica de IR . Mostramos abai
n+1i .
do ti-

X0 que a restrigao a csfera de uma p-forima fechada de W

po descrito acima & de fato uma autoforma de A (o Laplacianc

Mals

fera). precisanente

TEOREMA 3.4.5., Se ¢ & una p~-forma fechada de an+l: ao tipo

crito acima {(harmonica e de grau k), temos (nas Condigées do

ma  3.4.3):

{(k+p) (n-ptk+1l)

da es

des-

feone

. Yo7 — * ok r
[Ad* ()] (m) {Xi Fawos ’Xi. ) = -2‘ i* (o} (m) (}xi Fees ,Xi )
1 P X 1 r
PROVA. Pelo feohema 3.4.3:
oA e ;- 0 — 1 A . 1
i_i'\lﬁ((l)] (m} (111" L] "lp) Xl’l'f"l!m Xn_}_l&<ll!= =t:lp) +
b Dm2ptZ oy I ali seoerdi ) (1)
r Nl 1 P

m



Obscervamos duo  iF{} (X, ..., X, 1} = U(Xi fees X, ), poOis 0s veko-
3 L . 1. ;
L » i3 lp
o S ¢ i -]
res Xiﬁ e5Lan em Pnurn Sena agora, 0 # p & IR um ponto na
. A )
vizinharca de m en que o canpos - X estao definidos. Pela for
; ' § i =
ma cOMO esLes Ccamnpos
de
) t
dX_I (Xj ] = dX1!
& i r
P 3
; . n " —
m = or L € & ., Entao
"

Rl

) -, o+
o) = (5P

a(il,,..,ip)

8 Xn+l

-

Derivar com Yespelio

t::

respeito a t em
Kyl oliqreendp) =
m
e
X ) b LI I j—
Xn+ljﬂ n+10(il’ d p)

Substituindo os

resultados acima em (1) .

J

foram construldos, eles satisfazem a igualda-

(X!} , onde t = Ipl o

-

50 .
X _I:J A

1ol

La(il;*--iip)(m) .

no ponto m consiste em derivar com

r, de maneira qgue

TR i) ()

r i I

) {(m).

(etp) Qobp=1) /. .
3 ufll,...,lp

:
!
_J' .
!IJ .

ohxtemos © afirmado.

!



OBESERVACEC  3.4.6. Cbtivencs via familia de auto-formas do
ciano da esfera, Dstas auto-foruas sac obtidas restringindo-ze &
_ . P n+l .
esfera as p-formas harmonicas fechadas do IR do tipo

sac polindmios homogéneos de grau K.

i

]

em gue as funcoes ai i

Vimos gue o operador # de Hodge & um iscmorfismo.entre AQ{M}
n-dinensional M, que man

=P o . .
e AP () para ura variedade Riemanniana
da formas fechadas em cofechadas (6o = 0) e wvice-versa. Vimosg tam-

bém gque » comuta com o Laplacianc, ou =eja,

M v = % &Ma , oo € A).

Assim, * & um isoworfismo entre o subespaco das (n-p) - autoformas
gl

fechadas de & F @ o subespago das p-autoformas cofechadas. Do
3.4.5 e das ohservagoes acima, concluimos gque os nimeros

Teoheoma

o

b

relativos As p-formas cofechada

formam um conjunto de auntovalores
Varos considerar,  agora, © Laplacianq sobre  as fangoos
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diferenciaveis do 3. (O~forwas), Utilizande o coholdlio 3.4.4 e

os argumentos de 3.4.5  obtemos gua, se P & um polindmio harmd-

. ~ ) ; okl -
nico ¢ homogeneo do grau ko em o] ; Bnuvaon
!
n -
,r L Gobn=1}) N
I {P} . I R S n' -
a8 < e
5 X b
r r

4o

Neste caso, {(O-formas)}, peodemos dizer {feorema 3.4.8) que 03 poli

5

nomics acima cggotam todas as auto-fungoes de A, de maneira que o

. - o - . 2
espectro de A sobre fungoes . o conjunto dos Ak = k(k+n-1)/r ;

¥ > 0 {em {Sallot et Meyaer] esta indicado sem demonstragao que  um

resultade analogo deve valer para as p-formas em geral, ou seja,

n
5 : ~ ; . ; -
gue o espectro de A relativo as p-formas fechadas da esfera &

exatanepte ¢ conjunto Gos Ak = (kt+p) {n-ptk+l), gue foram obtidos
em 3.4.5. Ndo iremos além com o especiro socbre as p-formas, pois
ainda nao estamocs convencidos da validade desta afirmacgao).

DEFINICAC 3.4.7. Dagui para frente assumirenos r = 1. Denotamos

por H o espacgo vetorial dos polindmios homogéneos de grau ke
- e 111 R %y R . e :
harmeonicos, em IR . N ovestrigao a 8 & um igomorfismo de Hk

sobre wl subaespaco lﬁ( do espago das fungoes rcals suaves sobre a esifera’

5 i

n ) , ) , - . }
C (87). Palo gue foi visto acima, H,  esta contido no auto-espago
Es .

associado a A, = k{k+np-1). Introduzimos também a notagao Pk para -

e
. . e - . ] n+l
de todogs oz polinGmiog homogeneos de grau ko em IR 2

Q QBmago



£ para a restricao £l e Be P,QE 8 P? cir,0)l = { | . n
5 L . g

& o produto interno introduzido no capitulo 1.

VIR YT A — - . LIk - Tt : ] : )
TEOREMA  3.4.8. O cspectro de S, com a métrica canonica, € o con

junto des A, = k{kin-1}), para Xk = C,1,... . O auto-vsipago asso-

k
ciado a A & ﬁ;' e a maltiplicidade de Ak & dada por
ntk=-2) (n+k~3} ... {n+lin 31
( 2) (-3} _Miw_j;__(n+2R“lJ
i
"no

LEMA 3.4.9, 82 k =406,1,... ,

- 2 2
P2k+1 B H2k+1 ¢ x ”2k~1 @ ... &rx Hl

e 08 subespacos destas decomposicgoes sao dois a dois ortogonais.

PROVA. Obhservamos gue PO = ff e P. = H.,. Portanto, & suficiente

o 1 1
mostrar que, se k > 0 e vale a decomposigao
. 2
p SR B
[ . H]{ I P k=72 ¥
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entao vale a decouposicac

2
P s e v .
"k42 k42 k
:‘!
Chascive gue H]F? S P} C P,‘?~ Dueremos mostrar em primeire lu-
: 42 o kT2 :
gar gue esta soma & ortogonal, © que eguivale a demonstrar {ver
P ; C oo 77 = o, 1
defindcar 3.4.7) a ortogonalidade de Hk4? e F. em C (&), Sa
: -2 k =

esta contido no auto-espaco associado a (k+2) (k1) .

bemos que Hk+2

Pela hipbtese de inducao, ?k estd contido na soma de aunto-espagos

relativeos a auto-valeores disztintos de (k+2) (n+k+1l). De acordo com

o teerema  3.2.3(ii), os auvto-espacgos de diferentes auto -valores

sdc ortogonals de forma que ﬁ£+2 e P s20 ortogonais. Para es-—
tabelecer o lema basta mostrar que se P & P, & ortogonal a_Pk;
Rl “ wntl,
entao P & harmdOnico (A P = 0), B claro gque A P .
R n+1l IRI"H— 1
Pela hipdtese de indugao, AT P =0 <A P & ortogonal a
S+l
22 . IR P
T 0 < 2% <k, ou ainda, < A P & or-

todos og ¥ TH , Com
k-2

togonal a todos o5 ﬁkm?ﬁ. Por simplicidade, escreveremos Af para

Ll

LRl = . n '
N e Of para o Laplaciano de 857, Sabemos

.0 Laplaciano de

que, se P € PP*?

AN

AD = AP + (k+2) (r)i‘]\*.ﬂl-l}"l}_

P
WH & ][.{].:.4.2)3 — P}{ A

P
k

entao,

1
T

Além disso, se P & ortogonal a
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Entao, Vil € i 5t tonos
% s

VAP 1) = (AT, H ) - (0+2) (nberd) (7,1 )
= [P,AH ] = (k=28) (n+k=22-1)[P,H} = 0 ,

de forma gque AP =~ 0, o que conclui a demonstracao.

antes de proasseguir, enunciamos o teorema de Stone-Weierstrass

[ela]

TEOREMA (Stone-Welrstrass) Seja M uma variedade cempacta C e

- - o . )
A uma sub@lgebra de C (M). Se A contém as constantes e separa pon

tos (ou seja, ¥Yx e yGM com xfy, existe £ € A tal que L{x}#

. - Q - , .
# f£{y)}), entao A & densc en C (M) na ncrra da convergencia unifor:-

me (¢ com mails razzo, na norna L7)°

0 teoresma acima nos garante, em particular,que @k PP & den-

! - . . .
so em C (5}, na norma da convergencia uniforme, De fato, os poll

- - n+1 - o ntl
nomios homogeneos de IR fornam una subalgebra de C (IR ) ogue

o

contém as constantes {polinémics de grau 0) e, se X::(Xl‘“f’%ﬁl)#

7y = (v",...,y]ll}; ant 3o X, 7 y, para algem i de maneira qgue
= A _il } e 1 1 N "
a fupgdo gue d3 a i-ésimg coordenada (P(x) = xi} sevara  os  dols
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pontos,

M ouma variledade Riemanniana compacta e orienta-
seja dado um subespage [, de
' i

pyuiy

LEMA 3.4,10. Scia

vel e suponha que, para cada i€ 1IN,
condigoes abaixzo sejam sabisfeita

oo

21w

[w'}]
C (M) tal gue as
i) Ve € Wi fem-se Ay = hiw (A & o Laplaciano de M).
7 - “1 oy
ii) A sona @ Hj & densa em € (M}, na norma LQ.
LEIN ’ : '
le ©M & o gonjunto dos Ai @ ﬁg & o auto-es-—

Entao, o espectro ¢
paco associado a Ai.
A, Considere

pertencemn ac espectro de

PROVA., [ claro que 05 li
b. Sse  x # 2, para todo i, entao
de ser

2 um auvto-valor arbitrario de
Hi para todo i, além
® ﬁi 2 denso em

o auto-espaco de ) € oxtogonal a

# {0} por definicdoc. Mas isto € impossivel pois
¢ (M), de forma que {Ai}iﬁﬁq contém todo o espectro de A.
k. r en-
i

Resta verificar gue, se ¢ & auto-fungdo associada a
v & Hi e denote por Pl¢) a projecac

tae ¢ € H. . suponha gue
L
de v em Wiu Entie v - Plp) ainda & uvma avto~funcio relativa a li

., i€ I, Mas isto & impossivel.
L ; ’

gue ¢ perpendicular a cada

PROVA DO TRCREMA  3.4.8. Basta notar gue
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]’{_ - U ¥ f}
. o e P L5 L, i
Agsim, o lado dircito ¢ denso em O (5] na norma L2 e a conclu-
sao decorre do Lema  3.4.10.
Regta verificar qgue a multiplicidade de AP’ que & dgual a
LS
dimensio de Hy , vale
(n+k~2) (n+k=-3} ... (n+lln . ' ‘ S
— et (n#2k-1) (1)

k:

Observamos primeiro gue dim 7, = { ). De fato, wea base para os

k i

polindmios homogénecs de grau k & dada pelos produtos da forma

o ¢
1 n+l . . -
eeo X Ul onde o8 i, Sao intelros > 0, Lo, =k Q . Bao
Xl N1 &l 8 ta s > 0, Eol e QS xl e
~ n+l v
as fungoes coordenadas de IR . Denotemos dim Pk = P{n+l, k) .
‘Podemos considerar Pk como soma dog subespagoes gerados por produ
e 8l - 8n
tos do tipc = {x - xn+1j com r fixo {(r=0,...,k) e ZBi=:knr,

172

de maneira que
P{n+l,k) = P(n,k) 4+ P{n,k-1) + .., + Pn,1) + 1L .

dizando a identidade

L
't

Por indugao sobre n e ut
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K
--loe L B . b
{ i ) - & { = ) '
r={} o

ra estabelecer (1Y, utillizawons os fatos aci-

obtenos o afirmado,. Par:

ma e a ldentidade

s N - TR - din t .
dim Jy dim Pk dim Fk—Z

2%



CALRS LIDEATS

O ESPLECTRO DE A B

kl

. - 3 .
O comportanento de ura particula em IRT, sew spin e com mas-—
e

sa m, suijeita a um votencial V:R™ x WM - W & determinado, s¢

gundo prescreve a Mecinica Ouintica na sua forwma mails tradicional,

por uma fungao ccnplexa _ .

suficlentemente regular que satisfaz, na aproximagao nio relativis

tica, a equacdo do¢ Schrddingen:

. di " h 3 3
ih e — e (B S S+ VY (1)

(i & uma constante vniversal com as dimenstes Fisicas de  monento

angular). Dizemos que a particula & Livie de polenciadls quando

Faremos a seguinte suposicao: se (M, {,?2 ) & wna variedade
Riemanniana com operador de Laplace~heltrami &, entac o comporta-

nento da particuls nas condictes definidas acima &€ determinado npor
(; I



wea funciao complexa

s Mo IR O 8,

s

a equacan

gue sakisfaz

VY, Vo Mox IR O+ IR

E interessanie considerar o problema da particula livie de

potenciais, em una variedade compacta (e orientavel). Podemos se-
parar a vaviavel temporal, escrevendo s
. L
“lyt
PxX,B) = ¢(x) e .
equacgac

= 0, resulta gue vy satisfaz a

Ssubstituindo em (2}, com V =

de auto-valores de Ac:

se a nossa suposicac & valida,daener

onde a grandeza ! corresponde,
detalhes, pode-se consulitar qualquer

gia da particula (para maicres
texto bisico de Mecanica Quintica como,por exemplo, [Cohen)). Assim,
colsas, gue a energia da par-

o feakrawa 3,2.3 afirma, entre outras
M e livre de potenciais ¢ guantizada, e

ticula confinoda em



os nivels de energia formam we conjonto crescente, som pontos de
acumuiagao; 0 « EJ < B, 9 .., GElogue Ej + e N case ga @s-
- 2 :
i . N - .
fera ﬁr de raio 1, 0 2zpectro de energias e dado por (Leonrema
3.4.8)
: " i
oo _kikin-1) o oM
% z 2%

onde n' & a dimensac de M. A multiplicidade de § ou, na ter-

k

minologia fisica, a "degenerescéneia do nivel E]“'vale;
"k

R k-3) ... (n¥l)s .
m Lmtke2) (ndk-3) Lo ndl)n oy
) .

Observe que o espagamento entre 0s niveis de energia varia propor-

¥ 2 . -
cionalmente a 1/r”. Assim, para esferas "grandes", ¢ aspecto quan

tico do sistema torna-se imperceptivel. De agora em diante, nao
mais poremos as aspas em “grande' ou "peqgueno". Notamos apenas

que, para particulas com a massa de protons, por exemplo, € r da

2
ool i - : -5
ordem de angstron (10 0 metro} , Q%-i— & da ordem de 10 e VvV
’ r® 2m

(eletron Voltg), uma guantidade de energia multo pequena mesmo con
siderando-se valores atomicos tipicos. Vemos, assim, que esforas

de dimensGes atdmicas poden ainda ser consideradas grandes.



A FUNCED DR PARTICAC - Indicaremos, agors, cono o conheciments do

espectro de

Hoe das multiplicidades dos auto-valores dao o conheci

mento completo da Permedinémica de unm sistema de particulas indig-—

tingulveis, livres

variedade compacta

Bt
Fh
-

Ldeaf confinado om

de potencials, cuijo movimento estd restrito A

M. 0 smodelo figico adotado agul & o de um  gas «

Sera conveniente considerar a seguinte fungdo, denominada em

Fisica Fuencto de Faridlcodo:
_ g

BE (0,4=) = 24,4, ;B = & me

onde m, & a multiplicidade do autovalor Aj e

adiante, indicaremos como ge obtém a partir de
macgoes fisicas relevantes cowo pressao, energla

etc, Adiantamos que, no "equilibrio térmico", o

de A. Mais

Z(M,{, ) as infor-

média, entropia,

parametro B se re-

laciona com a temperatura absoluta T do sistema por B8 = 1/kT

onde Lk & a denoninada constante de Boltrzmann.,

A geguir, enunciamos. algunas propriedades de Z. Por conve-
niénela, escrevemos Z{,0, Y ;B) = Z2{2), embova Z seja considera
de mals adisnte como fnngéo de B e do volune Riemanniano do espago.

.II
) (o] . “'IE . E ‘r
. . - o g - 3 .o
TEOREMA 1. i) A serie Z{2) = 1 mno converge unifommenente so-
bre [& 4w}, ¥B > 0, de fosma gue % defing uwa fungac continua

"o e
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-

da f,em (Q,+>).
ii) 2 determina 0 edpectro de A, no segulinte sentido: para

i =1, &£, & o (nico u tal que

LY 1y 4
o7 (gy - el

possul um limite finito > 0, para B -+ + o (note gue Z é fungao

decrescente de &, cdue tende a m guando £ + +w« 2 para + oo,
quandoc B 04), indutivamente, se L > 1 , &i e o tnico y  tal
guea

] i-1 (u=.1p
eUbZ(G) - % m., € J

1=0
possui um limite finito > 0 para B+ o,
- N ) o~ i _ . 2
ili) Se Z7 & a funcac de particgao de (M3’<'>]) e & de
(M2,(,)2), entdo a fungao de particeo 2 do cspago produto (Mlxmz,
o -~ + P 7. R
{, )l X(,)z) & o produto 2 21 22

PROVA. Veja [Bergex], a partiv da pagina 144,

TEOREMA 2. Para £ » 0, 2(B) pozsuil o seguinte desenvolvimento as-



A(B)y 0 (AuB) (a + af + (.0 +a b+ .0),
B0 * :
—[_

ol

onde as constantes A, gao invariantes Riemanniancs gue depander,

quando multo, da curvatura e de swas sucessivaes derivadas covarian

teg; por exerplo, a. ¢ o volume Riemanniano ds M e ay vale 1/6

T -

da integral, sobre M, da curvatuvra escalar.
PROVA: Vais [Berger] .,

LY

UM POUCO DY MECANICA ESTATISTICA. Considere um sistema composto por
N particulas livres de potenciads, confinadas no volume Riemanni
ano - a de {M,(,?) com uma energia total i. Supomos que B e N

. : . < 4 - . .
sejam quantidades que’ conservam ¢ gue o volule seja mantido cons-—
N J

tante. Bm cada instante de tempo temos a seguinte - degcrigao do
sistenazr

ha Nk particulas no nivel energético Ek, que tem multipli

cidade m, , pPara k=1,2,...

A especificacac .do nimero de particulas em cada nivel energéti
co constitui a descrigao de um mackeestado, em que a energia total
£, o nGmero de particulag & N = YN, e o voluwe e

kUK
a_.» O problema fundamental da Mecinica Estatistica consiste em de-

vale E = IN

terminar, no equilibrio, os nimexos médics W, das populagoes de

particulas em cada nivel Ekn



Para especificar o "estade quantico” de uwna particula, pode-

nan A energia Lo da pariicoula, mais um nitmero

3 sneia do nivel {(isto vem do

de 1 a m  gue corrosponds A A0Genaresods

falto que as uuto-fungoes de & formam un sistema completo) . Observa

WOS que, nas Fitusgoez
N, de forma gua & pouco provével que duas particu —

cada m o> > N
f k N

las se encontrem @i wm mesmoe estado quantico, no  mesmo instante.
Allw disso, devemos eépﬂar ama grande variagﬁo nas energias indivi
duais das particulas. A hipdtese fundamental que se faz em Mecani-
ca Pstatistica (postulado dg "iguais propabilidades a phiiond"™  ou,

ainda, "principic da ignorl@ncia®) & que fodos 08 estados quanticos

possuem a mesma probabifidade de serem ocupados.

Se temos Nk particulas no nivel Ek’ entio exlstem
N ' '
1 . . -
m . particulas poden ser distribuidas en-

N, + nodos em qua as N
k / k q T Tk

tre o5 m  estados quanticos (& razao do fatorial & que 28tamos
considerando particulas indistingilveis). Para o macroestado espe-

cificado acima existem
N ™

N.
iy 1.7 <
i . mz 2 .I%Cj:

S_?- T e " - . o o= 3 - T = & x
N, N, N,
L 2 k
microestados possiveis., Aduite-se gue, ge N,7 e a,, gao manti —
dos constantes, o cifade de cquilibrde do ghs corhesponde aguele
macteesiade pasta ¢ gqeal 0 maximo. Embora esta afirmacio tenha um

(TR —
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cariter probabilisitico, os desvion com relagao acs valores médios

das granderas termodinimicas 8erio maltbo pequenos, se o niimero de

particulas é muito grando (nas situvacces tipicas, N & da ordem de
24 .o : y i

107 7)., Rlém disso, pava alygunas gravdezas, ¢omno a encrgia por exem

ple, esses desvics podew ner facilmente calewlados a partir da fun

cdo de particao como veremos lnais adiante.

Para encontrar o macro-estado em que {§ o, o que € mais con-

veniente, In & & mixime, com as restrigoes

N = W= const,

._,
=
.’T\'

it

E = const.,

podemos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Nao fa-
remos as contas {(Veja [Zemansky!). Observamos apenas que o calculo
envolve a aproximacao de Stirling In N! &~ NInN -~ N. O resultado &

o seguinte. No equilibrio

~E. B

_— - = i }{ v 3
N, = N, & JELBY \3}

onde R & um dos multiplicadores de Lagrange. Assim,

- [
~{, A

me /mig) = N /N



[
}—r

dd a preobsbilidade do ocupaciao do nivel cnervadtico e

O logaritmo In gy Iol jdentificado, por Boltzmann, com a ¢t

-

fropla fexmpddndmica do sistoma:
S = klnd

(k & a j2 nencionada constante de Bolizmann). Note que a entropia

deve assumlir,. no equilibrio, um valor maximo.

Um avgumento termodinamico, baseado na identificacio  felta

! o

acima forneace {ver [Zemanskyl)

onde T & a tempcratura abscluta do sistema.

VALORES MEDIOS,

Considere que seja conhecida a fungao de particao 2z do sis
tema. Vamos supor, agora, que 2  esteja escrita em funcao do para

metro B associado 4 temperatura 7T, e em fungao do volume a , Foi
~E, (a )6 ' ©

. o . . - o o . oy e = T RS 2
visto atras gque mye /ﬁ(ﬁ,do) corresponde a probabilidade de
£

~ - . . . - -~ - -
ocupacao do nivel §, . Assim, se £ & uma fungao do nivel energe-

v
1Y

tico da particula, entio o valor médio (£) & dado por



LTR

- P
a @RIl ad ik

(supondo que as operaq&es sejam Justificiv

: :

ce medio da energia A

2dnda por

(E - ¢En)

particula (L) & dada por

¢
EY3

.
—

{(in Z2(B,a J)) (¢
O

.y

o
-k

s} . 0O desvic gquadréti-

2 .
= <g2> - {527 & dado por

In Z(ﬁfao) ,

o gue se verifica sem grande dificuldade.

Podemnos

ftaa |

Y= Nim e
K

1

o

N, . N

_ _m1.1 m2 2

£ = kin D=k In{-<r-pr— ¢ ot
[ LN

definir a pressao

P do sigtema como o valor medio

N,

‘i
LT 2
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>'r . L} -
Denotaremosg por &, ©s valores da energia para a esfera de

. AT B ) )
rato  r. Intao &P = Qy /x &
" A

. ol .
ou seja T’ = Tr~. Assim, uvma mudanga de escala da esfera corres-—
ponde, scqgundo a ultima igualdade, a uma mudanga na temperatura. Em
ontras palavrag, o gis na esfera de raio r & temperatura T equi

vale termodinamicamente ao mesmo gas em uma esfera de raioc r', a

. -2
tewperatura T{r/r’)".
rara concluir, deduziremos a equagao de esdfads do gas, ou se

o . ok . - - ol LI T | 1
ro de particulas, Chamemos de L(n) o volume da esfera unitaria S
. T ~ - n
O velums & de ST vale, entan, L{m)r ., Cono

o



L (_._j'(‘li, I - .
vy T ] = , Laemog
¥ Linix
)
10 5o =5
R ¢ _,i(L}p)\n
: ; . e 2 . Tl A
4 n(ﬁ} =N we S T T = Z(R,a ) . .
s po ® e ©

.y

Utilizando a equagao (5), obtomos

N 8 - N1 2 L

Po= o2 In g ff,a teo =2 Tm, i e TTOLIL g
R da &y A 7 _'kIn ak el be
k Ao '

Denotande, como & convencional, U =N{EL) (U & a enengia Lnfeana
do sistema) obternocs
2
P a = 1
s 1
i

1

Utilizando-se (4) o o desenvolvimento assintdHtico de 2{(R) (feore-
:I:.
U  em potencias de fA para . temparaturas

ma 2} podemos aproximar

- .. [ o R, ...‘__e:,,., w1 v -
altas. A]-.‘-"..?l‘.? ik WEas COnuas, olrbanm-go



AR . 1 , i .
Pa = kT~ T IR Al oo b A sy o4 L)
O N O 1 ¥l 2ORT
a G B o, :
I Z Lye ' : = .
= e , ete. Na aproximnacan mals  Jros-

onde A = = A —
; 1 i o
®) '’

seira {(temperatuias wuito altas)  teriamos

Pa o~ N L :
(o

que & a equacdo classica dos gases ideals. 0s outros termos corres

+

e}

€

ponden a correcdes devido & geometria nao cuclidiana do espago.
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