UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Departamento de Matematica Aplicada

Tese de Doutorado

BILHARES: ASPECTOS CLASSICOS E
QUANTICOS

Autor: Renato de Sa Teles

Orientador: Prof.Dr. Alberto Vazquez Saa

CAMPINAS
2012



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacgio Cientifica

RENATO DE SA TELES

BILHARES: ASPECTOS CLASSICOS E QUANTICOS

TESE de DOUTGRATH)

APRESENTALA AD NSTITUTO DE MATEMATICA,
ESTATISTION |2 COMPUTACAQ CIENTIFICA

DA UNICAMP PARA OBTENCAD DO TITULD DE
DOUTOR EM MATEMATICA APLICADA

ORIENTADOR: PROF. DR. ALBERTO VAZQUEZ SAA

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAD FINAL DA TESE DE DOUTORADO
DEFEXNDIDA PELO ALUNG RENATO DE SA TELES', E ORIENTADA
PELO FROT DR ALBERTO VATOUER SAA

Asainabuea do Orientador

CAMPINAS, 2012

| Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor receben avxdio financeito do CAPES & proventos
dn Universidade Federal do Vale da S&o Francisco (UNIVASF)



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA POR
ANA REGINA MACHADO - CRBR/S467
BIBLIOTECA DO INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICAE
COMPUTACAD CIENTIFICA - UNICAMP

Teles, Renato de Sa, 1972-
T236b Bilhares : aspectos classicos e quanticos [ Renato de Sa Teles.
= Campinag, 3P : [s.n.], 2012,

Crrientador: Alberto Vazquez Saa.
Tese (doutorado) = Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matematica, Estatistica & Computagio Cientifica.

1. Sistemas dindmicos. 2. Caos deterministico. 3. Caos quantico.
4. Bilhar {Matemtica). |. Saa, Alberio Vazquez, 1966-. |I.
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica,
Eztatistica & Computagao Cientifica. 11l Thulo.

Titulo em inglés: Billiards : classical and quantum aspects
Palavras-chave am inglés:

Oynamical systems

Deterministic chaos

Cuantum chaos

Billiards {Mathematics)

Area de concentragio: Matematica Aplicada
Titulagdo: Doutor em Matematica Aplicada

Banca examinadora:

Alberto Vazquez Saa [Orientador]

Rafael de Freitas Ledo

Jayme Vaz Junior

Roberto Venegeroles Mascimento

Maisa de Cliveira Temra

Data de defesa: 27-05-2012

Programa de Pds-Graduagio: Matematica Aplicada

i



Tese de Doutorado defendida em 27 de junho de 2012 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs, Drs,

Ao —

Frofia). Dria). ALBERTO VAZQUEZ SAA

s i—

Prof{a). Dr{a). RAFAEL DE FREITAS LEAO

Prof{a). Dria), JYMBVAZ WN

Profia). Dr{a), R{'.I'BERTI‘J NEGEROEES NASCIMENTO

e%ﬂ”

Prof{a). Dria). MAISA DE OLIVEIRA TERRA

1ii



v



mais uma vez,
agradeco ao povo brasileiro,
pelo investimento depositado

em minha formagao.



vi



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus pela vida e por ter me dado muito mais do
que eu poderia merecer.

Agradeco a todos aqueles, que de alguma forma, direta ou indiretamente, con-
tribuiram para a realizacao deste trabalho, a todos voceés serei eternamente grato.

Em especial, agradeco:

A minha familia: papai, mamae (que sempre acreditou e rezou por mim), ir-
maos, sobrinhos e as minhas trés meninas (que eu amo), em particular a minha mais
nova princesa (Alice) que veio me dar um estimulo derradeiro.

Ao prof. Dr. Alberto Saa, primeiramente pela confianca inicial, pelo excelente
projeto, pelo apoio e colaboracao durante todo o trabalho sem os quais nao seriam
possiveis a realizacao deste trabalho.

Ao Ricardo (meu irmao) por compartilharmos as mesmas dificuldades e sonhos.

A minha grande amiga prof® Dra. Maria Betanea Platzer pelas nossas conversas
de estimulo e carinho.

Aos professores Militao e Lino pelo apoio nos momentos dificeis e pelas con-
versas agradaveis.

A todos os meus colegas/amigos do IMECC, que tive a grata alegria em co-
nhecer.

A UNIVASF, em particular ao Colegiado de Administracdo e um agradecimento

especial aos professores de Matemdtica e ao professor Valdner (pré-reitor de ensino na

vii



época do meu afastamento), pela liberacao e o apoio para a realizagao deste trabalho.

Ao IMECC por ter uma excelente estrutura de trabalho e por ser um importante
centro de exceléncia para o Brasil, em especial aos funcionarios do programa de pos-
graduacgao pela presteza no atendimento.

A CAPES, pelo apoio financeiro.

A banca examinadora pelas sugestoes, criticas, pela paciéncia e pela compreen-
sao em avaliar o nosso trabalho.

Finalmente, pelo trabalho concluido Deus Seja Louvado.

viil



Resumo

Fizemos um estudo sistematico dos aspectos classicos e quanticos dos sistemas dinami-
cos conhecidos como “bilhares”. Introduzimos uma nova classe de bilhares classicamente
cadticos cuja dinamica quantica pode ser convenientemente descrita utilizando-se uma
aproximacao do tipo Galerkin, o que nos permitiu obter com boa precisao um grande
numero de autovalores e autofuncoes e estudar algumas propriedades estatisticas do
espectro de energia para esta nova classe de bilhares. Do ponto de vista da implemen-
tacao numérica, estudamos também os efeitos de tamanho finito da matriz associada

ao truncamento dos modos de Galerkin.

Palavras-chave: Bilhares, Caos Classico e Caos Quantico
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Abstract

We consider classical and quantum aspects of the dynamical systems dubbed as “bil-
liards”. We introduce a new class of classically chaotic billiards for which the quantum
dynamics can be conveniently described by a Galerkin type approximation, allowing us
to obtain with good accuracy a large number of eigenvalues and eigenfunctions and to
study some statistical properties of the energy spectrum of this new class of billiards.
From the numerical implementation point of view, we consider also the finite size effects

on the matrix corresponding to the truncation of the Galerkin modes.

Keywords: Billiards, Classic Chaos and Quantum Chaos
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CAPITULO 1

Introducao

A éarea de Caos Cladssico nasceu no final do século XTX, decorrente dos trabalhos
pioneiros de Poincaré (1854-1912) sobre Mecanica Celeste [1]. Uma das caracteristicas
marcantes dos sistemas cadticos, “a sensibilidade aos dados iniciais fornecidos”, ja
era verificada nos sistemas dinamicos! por ele analisados; nascia assim o fendmeno da
imprevisibilidade em estudos de sistemas dinamicos deterministicos. Outra area que
também deu os seus primeiros passos, nesta mesma época e no inicio do século XX,
foi a Mecanica Quantica (a mecanica do micromundo).

Essas duas areas tiveram um grande desenvolvimento em décadas posteriores,
mas continuaram, por um bom periodo, independentes até a década de 1970, quando
surgiram estudos pioneiros que as interligaram, veja por exemplo [2] que é uma das
referéncias classicas sobre o assunto. Posteriormente, o estudo quantico de sistemas
cujos analogos classicos sao cadticos, também chamado de Caos Qudntico?, proporcio-
nou uma subarea comum muito rica em problemas fisicos e matematicos de grande
relevancia, tanto teoérica, como experimental. Para o estudo do caos classico, o advento
do computador forneceu uma ferramenta muito poderosa na verificagao de aspectos

genéricos da analise de sistemas cadticos. O exemplo pioneiro nesta linha foi o trabalho

ntuitivamente, podemos pensar um sistema dindmico como todo fenémeno que evolui no tempo.
2Existe uma certa controvérsia em usar esta terminologia entre alguns pesquisadores; alguns pre-
ferem a terminologia “caologia qudntica” nao discutiremos sobre essa questao, veja por exemplo [3, 4].
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de Lorenz [5] relacionado & sua pesquisa sobre a questao meteorologica da Terra. Para
o caos quantico, o uso do computador também tem tido grande importancia, por exem-
plo, na resolucao numeérica de equagoes diferenciais parciais e também na analise, por
meio de estudos estatisticos e de simula¢oes computacionais, dos resultados obtidos.
Efetivamente, o uso do computador em ambas as dreas tornou-se quase obrigatério
para o estudo e o desenvolvimento da pesquisa atual.

Um dos sistemas dinamicos mais simples e mais estudados (cujos primeiros
estudos relevantes iniciou-se com G.D. Birkhoff em 1927 [0]), que podem apresentar
comportamento cadtico é a Mesa de Bilhar ou simplesmente Bilhar. Um fato curioso
¢ que, apesar de toda simplicidade que esses sistemas podem em algumas situacgoes
apresentar, eles tém fornecido uma grande quantidade de resultados e, muitas vezes,
com grande profundidade. O grande desenvolvimento e interesse experimentado pela
Teoria de Bilhares se deve, principalmente, aos seguintes fatores: sao considerados,
por muitos pesquisadores, como os melhores exemplos para a analise do caos deter-
ministico; muitos sistemas dinamicos de origem fisica que envolvem choques podem,
de certa maneira, serem reduzidos ao estudo de bilhares; estudos recentes na area de
caos quantico envolvem estudos detalhados de bilhares classicos e, além disso, eles tém
fornecido (desde o comego de seus estudos) um grande nimero de problemas em teorias
matematicas (como geometria, probabilidade e teoria ergédica) veja mais detalhes em
[7]. Neste sentido, bilhares sdo paradigmas na area de caos cldssico. Mas afinal, o que
sao bilhares?

Grosso modo, bilhares® sdo modelos matemdticos para muitas situacoes fisicas
onde uma ou mais particulas se movem livremente em uma regiao delimitada, sofrendo
colisoes em sua fronteira e/ou com as outras particulas. De uma maneira mais formal,
considere o caso de apenas uma particula pontual em movimento uniforme (com veloci-
dade constante) no interior de uma regiao plana ¢ (um conjunto compacto e conexo
de TR? ou no toro T?) e delimitada por sua fronteira 9Q (uma curva regular ou unido
de curvas regulares) onde a particula pontual sofre reflexdes (ou colisoes) elasticas, i.e.,
os angulos de entrada e saida, de sua trajetoria, sao iguais na fronteira. Quando se des-

creve o comportamento dinamico desta particula, da-se o nome de Problema do bilhar

3Mais geralmente, podemos considerar uma mesa de bilhar como sendo uma variedade Riemanniana

)
M com fronteira suave por partes e o sistema dindmico associado sendo o gerado pelo movimento de
uma particula pontual ao longo de linhas geodésicas em M, para essa visao mais ampla e geral consulte

[, 9.
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para a mesa (). Ao sistema dinamico, gerado por esta situacao, déa-se o nome de Bilhar,
veja por exemplo [7, 10].

Bilhares como sistemas dinamicos tém propriedades dinamicas bastante inte-
ressantes, a forma (geometria) do bilhar é essencial para caracterizar a sua dinamica
(i.e., o modo como um sistema dindmico evolui no tempo) que pode variar de completa-
mente regular (também chamada de integrével), para completamente cadtica (também
chamada de nao integravel ou de irregular) e ainda temos a dinamica mista (onde
dinamicas regular e cadtica coexistem em um mesmo sistema). Exemplificando, o movi-
mento de apenas uma bola em uma mesa de bilhar circular pode ser classificado como
regular [11], intuitivamente, podemos dizer que pequenas alteragdes na posigao inicial
da bola nao provocarao grandes distanciamentos de suas trajetérias. Por outro lado, o
movimento de uma bola no bilhar de Sinai [12] (que é um bilhar retangular com um refle-
tor circular em seu centro) ou no bilhar estddio de Bunimovich [13, 14] (que é um bilhar
retangular que tem dois lados opostos substituidos por contornos circulares) podem ser
classificados como completamente cadticos. Intuitivamente, nesses casos pequenas al-
teragoes nas condigoes inicias da bola podem provocar, com o passar do tempo, grandes
distanciamentos de suas trajetorias. Observamos que, no caso dos bilhares cadticos, a
teoria matemética conhecida nasceu no artigo de Sinai em 1970 [12] e dai em diante
houve muita pesquisa e grandes avangos, em particular na moderna teoria de sistemas
dinamicos e da mecanica estatistica (uma bela referéncia sobre os bilhares cadticos é o
livro de N. Chernov e R. Markarian [15]). Finalmente, para os sistemas com dinamica
mista, podem ocorrer as duas situagoes descritas acima (dependendo das condigoes ini-
ciais que sao fornecidas para a bola). O bilhar cogumelo “mushroom billiard” (cuja sua
forma genérica é uma semi-elipse justaposta a uma base retangular), proposto recente-
mente por Bunimovich em 2001 [16], tem sido um 6timo exemplo para o estudo dessa
dinamica, por varios motivos, o que tem proporcionado muitas pesquisas nessa area.
(Para maiores detalhes, dos assuntos discutidos acima, veja o capitulo 2).

Especificamente, o estudo (tanto classico como quantico) do bilhar cogumelo
de Bunimovich serd apresentado no capitulo 3, pois ele foi uma das motivacoes inici-
ais deste trabalho de doutorado. Adiantamos que uma das caracteristicas marcantes
que diferencia o bilhar cogumelo dos demais é que ele possui um espaco de fases inco-
mum; em palavras, temos que o seu espaco de fases é dividido em apenas duas regioes:

uma completamente integravel; e a outra completamente cadtica, sem nenhuma das
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hierarquicas ilhas Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)( [2, 17, 18, 19, 20]) imersas num
“mar de caos”, que estao presentes na grande maioria dos sistemas Hamiltonianos,
como por exemplo, no famoso mapa padrio (ou mapa de Chirikov-Taylor) [21]. Outra
caracteristica relevante que vale mencionar é proporcionada por sua forma (geometria)
ser muito simples, o que tem possibilitado analises e estudos mais rigorosos de suas pro-
priedades dinamicas [10, 22]. Recentemente, o estudo quantico do bilhar cogumelo foi
iniciado com o artigo de Barnett e Betcke (2007) [23], onde inimeras técnicas numéricas
e semi-analiticas foram introduzidas para tratar esse problema. Um dos objetivos desta
tese foi realizar um estudo deste trabalho, visando compreender e se possivel estender
os resultados 1a encontrados, para o préprio bilhar cogumelo ou para algum outro bi-
lhar, com particular interesse nas seguintes abordagens: (i) Verificacdo da Conjectura
de Percival [21]; (i) Andlise da Distribuicao do Espacamento dos Niveis de Energia
de Berry-Robnik [25] e (iii) As relagoes com a Teoria de Matrizes Aleatdrias [2]. Além
disso, para um maior enriquecimento de nosso trabalho, também fizemos um estudo
de sua dinamica classica. Apesar de nao termos conseguido estender tais estudos, o
conhecimento desses trabalhos foi de suma importancia na realizagao e nao obtengao
de nossos resultados.

O Bilhar Quantico, ou seja, o problema do bilhar classico do ponto de vista
quantico é mais sutil e complexo. Ele tem sido um paradigma para area de caos quan-
tico e seus estudos sao ainda recentes, sendo que, para certos bilhares, a dinamica
quantica nao é tao conhecida como a dinamica classica, isto se deve principalmente a
complexidade matematica necessaria para tratar o problema quantico associado. Muito
do que tem sido feito nessa drea de pesquisa se resume a estudos numéricos, simulacoes
computacionais e andlises estatisticas. Esse campo de pesquisa ainda carece de uma
teoria matematica completa, sendo assim, temos ainda muitas questoes em aberto, o
que proporciona um ambiente fértil para novas pesquisas. Muitos dos crescentes avancos
estao sendo possiveis gragas aos inimeros experimentos fisicos (pois os bilhares também
podem ser abordados experimentalmente veja-se, por exemplo, as referéncias [26, 27]);
como também pelas diversas simulagoes numéricas computacionais que estao sendo
feitas por diversos grupos de pesquisa entre os quais destacamos, os da referéncia [25].
Desta forma, podemos dizer, com certeza, que, tanto para o caso classico como para o
caso quantico de bilhares, os estudos computacionais e numéricos sao essenciais; sejam

para uma melhor compreensao das dinamicas envolvidas ou para as novas descobertas



cientificas.

Sabemos que a mecanica cldssica descreve corretamente o movimento de ob-
jetos no mundo macroscopico [29], mas no mundo microscopico a descrigdo necessita
da mecanica quantica [30, 31]. Também sabemos, por meio do Principio da Incerteza
de Heisenberg, que nao é possivel medir simultaneamente a posi¢do e 0 momento (ve-
locidade) de uma particula. Desta forma, na mecanica quantica nao tem mais sentido
em considerar-se as trajetorias usuais da mecanica classica. Efetivamente o que temos
é que o estado da particula é especificado por uma funcao de onda, cujo valor absoluto
ao quadrado é interpretado como uma densidade de probabilidade [30, 31]. Portanto,
para tratar o problema do bilhar quantico matematicamente, procuram-se as solucoes
estaciondrias (independentes do tempo) da equacdo de Schrodinger®, que é equivalente
ao estudo do problema de determinagao dos autovalores e dos autovetores da equacao
Helmholtz no interior do dominio do bilhar e com certas condi¢oes de fronteira, como
por exemplo as condigoes de Dirichlet [32]. Adiantamos que a resolugao analitica dessa
equagao s6 é possivel para dominios muito simples, por exemplo, para o bilhar retan-
gular [33]. Em geral, ndo se obtém as solugdes analiticas, conseqiientemente os métodos
numéricos tém sido usados extensivamente para os calculos dos autovalores e das auto-
fungoes por meios computacionais [23], o que continua sendo uma tarefa dificil de ser
feita, pois depende muito da complexidade da forma do bilhar quando é feita a imple-
mentagao do método numérico escolhido. Trataremos do bilhar quantico de um modo
geral no capitulo 2, e mais especificamente, nos capitulos 3 e

O problema do bilhar quantico também pode estar de fato relacionado com
uma outra famosa questao formulada pelo matematico polonés Mark Kac na década de
1960 [34]: “Sera que podemos ouvir a forma de um tambor?” Esta foi uma das questoes
iniciais no estudo do caos quantico. Grosso modo, para cada forma (geometria) de um
tambor corresponderia a uma tnica seqiiéncia (ou espectro) de freqiiéncias de vibragao
que dependeria da tensao da membrana e da forma do tambor. Sabendo-se, a priori,
esse espectro, seria possivel determinar de maneira tnica, a forma do tambor? (Na
verdade, essa questao também pode ser vista como o problema inverso de determinagao
dos autovalores e das autofungdes para o bilhar quéantico). A resposta para essa questao,
dada na década de 1990, é negativa [35], ou seja, existem tambores de formas diferentes

que possuem o mesmo espectro. Apesar disso, esta peculiaridade ainda continua sendo

4A equacdo que descreve a dindmica quantica de uma ou vérias particulas.
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uma das propriedades fundamentais de um sistema quantico, que esta diretamente
relacionado com o nosso problema, pois, para os bilhares® cadticos, é muito menos
provavel que existam dois espectros quase iguais, ao contrario dos sistemas regulares
[36]. Desta forma, também pode-se investigar o bilhar quantico deste ponto de vista.

Gostariamos também de salientar que podemos encontrar inimeras aplicacoes,
sejam elas tedricas ou experimentais, envolvendo sistemas de bilhares. Por exemplo, o
estudo das dinamicas desordenadas em um bilhar esta diretamente relacionado com a
Hipétese Ergodica (formulada pelo fisico alemao Boltzmann), veja-se a referéncia [7].
Os bilhares, inicialmente, tiveram grande importancia como modelos em problemas de
mecanica classica. Atualmente eles tém despertado um grande interesse teodrico, por
serem excelentes fontes para varios exemplos ilustrativos em diversas situagoes rele-
vantes e ainda por serem de grande utilidade em testes de conjecturas. De fato, os
bilhares apresentam comportamentos dinamicos de grande relevancia entre os casos
que podem, intuitivamente, serem classificados como os “mais ordenados” e os “menos
ordenados” tornando-os 6timas cobaias nesses estudos. No caso dos bilhares quanticos,
também estao surgindo importantes aplicacoes. Por exemplo, eles tém sido implementa-
dos experimentalmente usando cavidades reflexivas de microondas, atomos frios, pontos
quanticos, nos sistemas fisicos conhecidos como sistemas mesoscopicos entre outras situ-
acoes (uma boa referéncia sobre tais aplicacoes é [32]).

Este trabalho, foi organizado da seguinte maneira: o capitulo 2 apresenta breve-
mente uma revisao sobre os principais conceitos e resultados que sao explorados neste
trabalho. O capitulo 3 destaca o estudo sobre os bilhares cogumelos de Bunimovich em
seus aspectos classicos e quanticos. No capitulo 4 apresentamos os resultados, que foram
obtidos, como sendo a nossa singela contribuicao a pesquisa cientifica. Resumidamente,
introduzimos uma nova classe de bilhares classicamente cadticos cuja dinamica quantica
pode ser convenientemente descrita utilizando-se uma aproximacao do tipo Galerkin,
0 que nos permitiu obter com boa precisao um grande nimero de autovalores e auto-
funcoes e estudar algumas propriedades estatisticas do espectro de energia para esta
nova classe de bilhares. Finalmente, no capitulo 5 registramos os nossos comentarios
finais e os possiveis trabalhos futuros a ser realizados. Incluimos ainda, alguns apéndices

que julgamos importantes para uma melhor compreensao dos assuntos tratados.

5Que podem ser vistos como equivalentes aos tambores.



CAPITULO 2

Bilhares

Bilhares sao os sistemas dinamicos mais simples e mais utilizados para o estudo, na
Matematica e na Fisica, do Caos Classico e, recentemente, também do Caos Quantico.
Neste capitulo, temos como meta principal fazer um estudo detalhado desses sistemas.
A principio, para uma melhor compreensao do trabalho, faremos uma revisao sucinta
de alguns conceitos e resultados essenciais que serao tuteis em nosso texto. Para um

estudo mais detalhado desses topicos, sugerimos consultar as referéncias citadas.

2.1 Preliminares

Grosso modo, um sistema dinamico é a descricao matematica deterministica para a
evolugao temporal de um sistema, sendo que a varidavel tempo pode ter variacao con-
tinua ou discreta [37]. O que se deseja usualmente como um primeiro objetivo é o estudo
e a caracterizacao da dinamica destes sistemas, ou seja, procura-se descrever a evolucao
do sistema durante longos periodos de tempo e analisar o seu comportamento assin-
totico para t — oo (t é a varidvel tempo). Fisicamente, podemos pensar um sistema
dinamico como a evolugao temporal de algum sistema fisico, tal como o movimento de
alguns planetas sob a influéncia de suas respectivas forgas gravitacionais. Neste con-
texto podemos citar o famoso Problema dos Trés Corpos da mecanica celeste, veja-se

[38]. Os principais conceitos e resultados sao apresentados a seguir.
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2.1.1 Fluxos e Sistemas Dinamicos

A partir dos teoremas classicos de continuidade e de diferenciabilidade das solugoes de
uma equagao diferencial ordinéria (e.d.o.) com relagao as condigoes iniciais, podemos
obter os conceitos de fluzo e de sistemas dinamicos. O resultado abaixo, que decorre
desses teoremas mencionados (veja por exemplo [39]) define estes conceitos. A discussao

que se segue tem como referéncias principais [39, 10, 11].

Teorema 2.1.1. Sejam X : A C R" — IR" um campo vetorial de classe C",r > 1,
num aberto A C R" e xog € A. Entao existem ¢ > 0, uma vizinhanca V de xq e uma
aplicagio ¢ : (—e, €) x V. — A de classe C" tais que ¥ y € V, o(t,y) = pi(y) € a solugdo
do problema de Cauchy

&= X(x)
{ 2(0) =y, (2.1)

em (—¢,€).
Demonstracao: Ver [39]. O

Definigao 2.1.1. A aplicacao ¢ dada acima recebe o nome de fluxo local de X em
g € A.

Observagao 2.1.1. (i) Quando o campo de vetores X (dado acima) é completo, i.e.,
suas solugoes (de (2.1)) sao globais, fica assim definido o fluxo global de classe C",
o : R xA — A onde p(t,y) € a solugio de (2.1)V t € R,z € A e verifica-se as
sequintes propriedades:

(a) p(0,2) =2,V x € A, i.e., pog=1Ida;

(b) p(t+ s,2) = p(t, o(s,T)), 1.€., Pris = 10 s, €M A;

(c) @ € um difeomorfismo de classe C™ de A sobre A com inversa (o) ™' = p_;.

A reciproca, deste resultado, também € verdadeira, ou seja, dada uma familia a um
parametrot € IR, ¢ : IR x A — A de classe C",r > 1 com A C IR" aberto tal que
as condigoes (a-c) sao vdlidas, fica assim definido um campo de vetores C"~', X (z), tal

que ¢(t, ) € a solugio do problema de Cauchy

{ £ = X(a) (2.2)
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Vte R,z € A

(ii) Um difeomorfismo C",r > 1,f : A — A gera um fluxo ¢ : Z x A — A com
dn,z) = fYz) e fr=fofo--rofsen>0,f=T¢cfr=(f1)"sen<0, que
verifica:

(a) $(0,2) = x;

(b) ¢(m +n,z) = d(m, ¢(n, x));

(¢) ¢n € um difeomorfismo com inversa ¢_,.
Do teorema e das as observagoes acima temos a seguinte definigao.

Definicao 2.1.2. Um sistema dinamico, em um aberto A C IR", € a acdo de um

grupo G em A, i.e., existe uma aplicacdo

p:GxA — A (2.3)
(g,2) = @(2)

tal que
(i) ¢o = Ia
(ZZ) gbg@h = ¢g o ¢h,Vg, hedG

(111) ¢y € um difeomorfismo com inversa ¢_,.

Exemplo 2.1.1. (Sistemas Dindmicos Discretos) O exemplo protétipo de um

sistema dindamico discreto € um mapa iterado (observacao (i1)). Sejam f: 1 — I

uma aplicacio, com I C IR e considere ¢, = f* = fo f" 1= fo---of, comG=17Z.
——

n vezes
s

Claramente, a definicao acima € satisfeita. Uma excelente referéncia para o estudo

detalhado desse tipo de sistema € [/2].

Exemplo 2.1.2. (Sistemas Dindmicos Continuos) Neste caso o exemplo protétipo
€ o fluro de uma e.d.o. autonoma (i.e., que nao depende do tempo). Considere G = IR
e ¢(t,x) = ¢(x) dada pelos teoremas cldssicos de continuidade e diferenciabilidade
de solucoes de uma e.d.o., com relacdo as condicoes iniciais. Desta forma, podemos

conceituar fluros e conseqientemente sistemas dinamicos. Boas referéncias para 1sso

sao [59, /5]
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Observacgao 2.1.2. Em alguns contextos, citados nas referéncias, alguns autores usam
os exemplos acima como as definicoes de sistemas dinamicos discretos e de sistemas

dinamicos continuos, respectivamente.

2.1.2 Sistemas Hamiltonianos

Vamos discutir agora uma classe especial de sistemas dinamicos que aparece em uma
grande variedade de circunstancias seja na Fisica ou na Matematica. Sao os chamados
Sistemas Hamiltonianos, que sao regidos pelas famosas Fquacoes de Hamilton (2.0).
As propriedades especiais das equacoes de Hamilton, ja conhecidas, fornecem a estes
sistemas varios elementos que os diferenciam, tanto qualitativamente, como estrutural-
mente de outros sistemas dinamicos. Além da sua grande importancia em dinamica clas-
sica (mecanica cldssica) como sabemos, sua estrutura também tem grande importancia
na mecanica quantica.

Sabe-se que uma forma alternativa de formular a Mecanica Cldssica é utilizar
a funcao hamiltoniana no lugar da funcao lagrangiana, onde o ponto de partida ainda
continua sendo o Principio de Hamilton. A evolucao temporal do sistema dinamico sera
descrita pelas equacoes de Hamilton em vez das equagoes de Lagrange. As equacoes de

Lagrange para um sistema com n graus de liberdade sao dadas por

d (0L oL
(=) 2= 2.4
dt (3%) 0g; ! (24)

que formam um conjunto de n equacoes diferenciais de segunda ordem dependentes do
tempo (1 < i <n). O Formalismo Hamiltoniano transforma essas equagoes em um novo
conjunto de 2n equagoes diferenciais dependentes do tempo, s6 que todas de primeira
ordem. Essas equacoes diferenciais de primeira ordem, quando combinadas, levam as
mesmas equagoes diferenciais obtidas pelo Formalismo Lagrangiano que, por sua vez,
eram as mesmas obtidas pelo Formalismo Newtoniano. Observamos que estas formu-
lagoes, em certos contextos, sao todas equivalentes. Operacionalmente, a formulacao
Hamiltoniana apresenta varias vantagens técnicas em relagao a de Lagrange como, por
exemplo: a unicidade das solugoes no espaco de fases; a obtencao das transformagoes
canonicas; o estudo da teoria de perturbagao e uma certa semelhanca entre a descri¢ao

Hamiltoniana da mecanica cldssica e da mecanica quantica. A forma mais imediata
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de se obter as equagoes de Hamilton, a partir das equacoes de Lagrange, é por meio
de uma transformacgao conhecida como Transformacdo de Legendre. Os detalhes desta

discuss@o podem ser obtidos nas seguintes referéncias [29, 11, 15, 16, 17], entre outras.

Definicao 2.1.3. Sejam V C R" x R" x IR um aberto e

H:V - R (2.5)
(¢,p,t) — H(q p,t)

de classe C?.

O sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem

dg;  OH
dt N 8pi
= - 2.

com 1 <i <n é chamado Sistema Hamiltoniano (ou Sistema de Hamilton ou ainda de

FEquagoes de Hamilton), e a fun¢io H € dita Hamiltoniana do sistema.

Observagao 2.1.3. (i) Vale a pena ressaltar ainda, que o espago de fases dos sistemas
hamiltonianos apresenta uma estrutura geométrica mais simples do que a dos outros
sistemas dinamicos, chamada estrutura simplética, veja [77, //];

(i1) Da estrutura destas equagoes resulta que para o caso em que a fung¢do hamiltoniana
H ndo depende do tempo, o valor de H permanece constante durante a evolucao temporal
de q e p (i.e., dH/dt = 0). Identificando o hamiltoniano H como a energia E do
sistema, temos que ela se conserva para sistemas que nao dependam do tempo, ou seja,

E = H(gq, p) =constante.

Lembramos que um sistema Hamiltoniano é chamado Sistema Conservativo
se, durante a evolucao temporal, existe a preservacao do volume no espago de fases, ou
seja, se tivermos inicialmente uma superficie fechada S; e dada a evolugao temporal de
cada ponto desta superficie (por meio das equagdes de Hamilton). Temos que, a nova
superficie Sy formada (num instante futuro qualquer) sera fechada e cobrira um volume
no espago de fases igual ao volume coberto pela superficie S;, de acordo com o Teorema

de Liouville ver (o teorema vale para o caso auténomo ou nao, sendo que para o
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caso autonomo a prova é imediata veja a observagao (ii)). Temos assim, que os sis-
temas hamiltonianos autonomos sao conservativos. Sistemas que nao sao conservativos
sao chamados Sistemas Dissipativos.

Em varios sistemas dinamicos podemos encontrar quantidades que sao conser-
vadas ou invariantes por certas transformacoes, quando isso ocorre, essas quantidades
sao chamadas de constantes de movimento. Sabemos que um dos fatores que influ-
enciam diretamente esta invariancia, é a simetria do sistema, por exemplo, temos a
conservacao do momento linear em sistemas invariantes por translagao e a conservagao
do momento angular em sistemas invariantes por rotagoes. No nosso caso, quando um
sistema dinamico é classificado como conservativo, temos que a energia do sistema é
conservada, ou seja, ela se mantém constante durante toda evolucao temporal do sis-
tema. Um resultado importante que segue do teorema de Liouville é o Teorema de
Recorréncia de Poincaré (ver o teorema ). Grosso modo, ele afirma que as tra-
jetorias de sistemas Hamiltonianos retornam arbitrariamente proximas de sua condi¢ao

inicial, sendo que essa afirmacao vale para quase toda condicao inicial.

Teorema 2.1.2 (Liouville). O volume no espago de fases é preservado sob fluxos Hamil-

tonianos (associados as equagoes de Hamilton (2.0)).
Demonstracao: Ver [17]. O

Teorema 2.1.3 (Poincaré). Suponhamos que ® € uma bijecao que preserva o volume
de uma regidgo limitada D C IR". Entdo para qualquer vizinhanca U C D existe um
ponto que retorna (por meio de ®) a U depois de um nimero finito de iteragoes de P,

ou seja, ®"(x) € U para algum n € IN.

Demonstracao: Ver [17]. O

2.1.3 O Teorema KAM

Nesta subsecao, pretende-se brevemente discutir o teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-
Moser), que garante sob certas condigdes, a existéncia de uma dinamica “quase-regular”
para sistemas Hamiltonianos quando esses sofrem “pequenas pertubagoes”. Antes dessa
discussao fornecemos alguns conceitos e resultados importantes, para o seu melhor

entendimento.
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Lembramos que uma transformagao de varidveis (i.e., uma mudanca de va-
ridveis) no espago de fases de um sistema dinamico sera de interesse, se ela preservar a
forma canonica (ou padrao) das equagoes de movimento. De forma mais precisa, dadas
as varidveis canonicas (q, p), a hamiltoniana H(q, p,t) e as equagdes de Hamilton (2.0),

estamos interessados na transformacao invertivel

Qz:Qz(qapat)> Pz:Pz(qapat)a Z:]-a y (27)

desde que seja possivel encontrar uma fungao K(Q,P,t) tal que as equagoes de movi-

mento nas novas variaveis tenham a forma padrao das equagoes de Hamilton, ou seja,

dQ;, 0K
dt 0P
P, 0K
T~ oo (2.8)

Uma condigao suficiente para a validade de (2.7) e (2.8) é que a equagao (obtida

usando o principio variacional):

n

(pidg; — P,dQ;) + (K — H)dt = d®, (2.9)
>

i=1

seja verdadeira, para alguma fun¢ao ®(q,p,t). Esta equagao serve para caracterizar

uma transformagao canoénica (veja mais detalhes em [18]), temos a seguinte definigao.

Definicao 2.1.4. A transformacao invertivel (2.7) é chamada candnica se existem

fungoes K(Q, P,t) e ®(q, p,t) tais que a equacio (2.9) seja satisfeita.

Observagao 2.1.4. Ressaltamos que na formulacao hamiltoniana as coordenadas gene-
ralizadas (q=q(t)) e os momentos generalizados (p=p(t)) sio varidveis independentes
entre si, tornando possivel considerar mudancas de varidveis no espago de fases que
preservam a forma das equacgoes de Hamilton, isso possibilita escolher varidveis canoni-
cas que simplifiquem a hamiltoniana e, de certa forma, facilitem a resolucao das equacoes

de movimento.
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Recordamos que, para qualquer fungao das varidveis canonicas F'(q, p) no es-
paco de fases, é valido:
d—F ={F,H} (2.10)
dt ’
sendo H(q,p) a hamiltoniana do sistema e para quaisquer fungdes F' e G o colchete ou

paréntese de Poisson {F,G} é definido como:

OF 0G  OF 0G
F = — 2.11
{ ’ G} ; (an' Op; Op; 8%) ( )

Observagao 2.1.5. Uma das principais vantagens de se escrever as equacoes de mouvi-
mento de uma fungdo, no espago de fases, na forma (2.10) reside no fato que o colchete
de Poisson € invariante sob transformacoes canonicas. Além disso, também € possivel
estabelecer uma caracterizacao bdsica de canonicidade para transformagoes no espaco

de fases em termos de colchetes de Poisson, detalhes em [/5].

Um outro conceito que gostariamos de recordar, é o que se refere a integra-
bilidade de sistemas Hamiltonianos conservativos (veja a definigao ), que é uma
generalizacao de sistemas separdveis os quais nao abordamos aqui, mas podem ser con-
sultados, por exemplo, em [18, 19]. Normalmente, ¢ muito dificil encontrar sistemas
dindmicos cujas equagoes (2.0) sejam resolvidas analiticamente. Sendo assim, o pro-
blema de integrabilidade de sistemas Hamiltonianos é muito complexo. Contudo, existe
uma maneira geral onde as solugoes explicitas podem ser obtidas através da resolugao
de um numero finito de equagoes algébricas e calculando um nimero finito de integrais,
ou seja, a solugao é obtida por meio de quadraturas (isto significa exprimir a solu¢ao do
problema em termos de integrais de fungdes conhecidas). Tais sistemas Hamiltonianos
sao chamados sistemas integraveis sequndo Liouville ou apenas sistemas integraveis,
como exemplo, sistemas com apenas um grau de liberdade sao sempre integraveis, pois
sua fun¢ao Hamiltoniana H(q,p) = E é uma integral de movimento o que ja basta para

termos a integrabilidade do sistema.

Definicao 2.1.5. Um sistema hamiltoniano conservativo com N graus de liberdade e
hamiltoniana H(q, p) com (q,p) € U C R* (U aberto) é dito um sistema integrdvel se
existe N funcoes (também chamadas integrais) Fy = H, - - - | Fy satisfazendo as sequintes

condigoes:
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(i) As fungoes F;, i = 1,--- N sao independentes em U exceto, possivelmente, em
conjuntos de medida nula,

(i) {F;, F;} =0, 4,j=1,--- N, i.e., as N funcoes estao em involugao.

Desta forma, sistemas Hamiltonianos integraveis podem ser “resolvidos” em
algum sentido. Essa discussao pode ser resumida pelo seguinte resultado obtido por

Liouville.

Teorema 2.1.4 (Liouville). A solucio das equagoes de movimento (2.0) de um sistema

integravel é obtida por “quadratura”.

Demonstracao: Ver [50]. O
A exigéncia de que um sistema integravel tenha N constantes de movimento
independentes implica que as trajetorias do sistema no espago de fases estao restritas

a uma variedade N-dimensional (i.e., uma superficie N-dimensional)

onde os k; sao as N constantes. Além disso, pode-se provar que a exigéncia das N
constantes F; estarem em involucao restringe a topologia da variedade ( ) a de um
toro N-dimensional, [17].

Prosseguindo com a nossa discussao temos que, nem sempre as variaveis “mais
naturais” sao as mais adequadas para efetuar determinados calculos. Desta forma,
alguma mudanca de variaveis pode ser conveniente. No nosso caso, para resolver as
equacgoes de Hamilton associadas, a escolha ideal de variaveis é aquela que torna trivial
a integragao das equagoes de movimento. Assim, a introdugao de um conjunto de novas
variaveis para certos campos hamiltonianos, denominadas varidveis ac¢ao-angulo, tem
grande importancia. Salientamos também que podemos dizer que um sistema Hamilto-
niano é integravel, se existe uma transformacgao canonica para as variaveis agao-angulo
[37, 48].

Podemos resumir, mais precisamente, a discussao acima por um resultado que

foi provado por Arnold [17]. Defina o conjunto:

My = {(q,p) € R*"|Fi(q,p) = ki, i =1,--- , N}. (2.13)
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Teorema 2.1.5 (Liouville-Arnold). (1) My, € uma variedade diferencidvel, invariante
sob a dinamica gerada por (2.0);

(2) Se My for compacta e conexa, entao ela € difeomorfa ao toro N-dimensional
TV = {(61,--- ,0x) mod 27}

(3) O fluxo gerado por (2.0) define em T wm movimento quase-periédico, i.e., nas

coordenadas angulares § = (6y,--- ,0y) temos

o
gt (k) = (wi(k), -+ ,wn(k)).
(4) As equagoes de Hamilton (2.0) podem ser resolvidas por quadraturas, mais precisa-

mente, numa vizinhanca em M, podemos construir uma transformacao de coordenadas

— — —

(L,0) — (q(L,0), p(1,0)),

sendo I€ B C RY (B aberto) e § € TN. Nestas coordenadas a Hamiltoniana se escreve

como

— —

H(q(L,0),p(1,0)) = K(I),

com equacoes de movimento dadas por:

dr, 0K,
@&~ g D=0 2
&g, 0K, . _
il a[i(D—wz(I)- (2.15)

Essas equagoes podem ser resolvidas trivialmente por integracdo, obtendo-se:

I = constante, 2.16)
0 =0, + (I (2.17)

onde J(1) € um vetor N-dimensional das componentes da velocidade angular.
Demonstragao: Todos os detalhes podem ser encontrados em [17]. O

Observagao 2.1.6. (i) De acordo com as equagoes (2.10) e (2.17) é possivel veri-
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ficar que pequenos desvios nas condicoes iniciais de um sistema integrdvel crescem line-
armente com o tempo e assim dizemos que o movimento em Ssistemas integrdveis €
chamado movimento regular. Para os sistemas nao-integraveis podem, em certas
regioes do espaco de fases, apresentar uma alta dependéncia sensitiva as condigoes ini-
clais, ou seja, pequenos desvios nas condigoes iniciais podem crescer exponencialmente
com o tempo tornando o comportamento do sistema imprevisivel; este tipo de mouvi-
mento € chamado movimento irregular ou cadtico [/5]. Um exemplo importante
de nao-integrabilidade é o caso geral do famoso problema dos trés corpos estudado em
cursos de mecanica celeste ou de mecanica cldassica. Portanto, caos € uma caracteristica
peculiar dos sistemas nao integrdveis.

(i1) Salientamos ainda, que uma forma de representar as solugoes de (2.10) e (2.17) €
por meio de um toro N-dimensional, onde a varidvel acao fornece os raios constantes

do toro e a varidvel angulo fornece uma varidvel ciclica que evolui no tempo [37].

Uma questao famosa e de grande importancia é saber se a integrabilidade de
um sistema resiste a pequenas perturbagoes em sua dinamica. Sabe-se que a existéncia
de sistemas (Hamiltonianos) integréveis é rara [51]. No entanto, com o auxilio desses
sistemas integraveis pode-se obter uma informacao ampla sobre o movimento de muitos
sistemas nao integraveis importantes, neste caso, considera-se a solucao do problema in-
tegravel como uma primeira aproximagao para esses sistemas. George Birkhoff e Enrico
Fermi, assim como outros matematicos e fisicos, acreditavam que pequenas perturbacoes
de um sistema integravel destruiriam a integrabilidade por completo, mas o que ocorre
é que em sua maioria os toros do sistema integravel sobrevivem a uma perturbagao,
porém, de forma distorcida, enquanto outros sao destruidos. O teorema proposto por
A. N. Kolmogorov em 1954 [17] e provado por Jiirgen Moser [20] e V. I. Arnold [18, 19]
em 1962-63, conhecido como teorema KAM, responde espetacularmente quais sao os
toros destruidos e quais sao os toros preservados e como isso influéncia a dinamica de
um sistema integravel quando ele sofre pequenas perturbagoes [15].

Em muitas situagoes é conveniente, quando isso for possivel, representar um
sistema hamiltoniano qualquer, como a soma de sua parte integrével (nao-perturbada)
mais a sua parte nao-integravel (perturbada) com o objetivo de encontrar solugoes
aproximadas que sdo somas de sua solucdo exata (parte integrével) com as correcgoes

devidas (parte nao-integravel). Desta forma, para este estudo consideramos os sistemas
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gerados pela hamiltoniana

H.(q,p) = Ho(q,p) +cHi(q,p), (2.18)

sendo Hj integravel e e suficientemente pequeno. Como Hj ¢é integravel podemos esco-

—

lher varidveis agao-angulo (I, ) e assim considerar o sistema gerado por

H.(1,0) = Ho(I) + e Hy(L,6), (2.19)
sendo I € B C RY, (B aberto) e § € TV.

A solugao do movimento nao perturbado (¢ = 0) é dado, de acordo com o

teorema , por

1(t)

(t)

I, (2.20)
G + B(Io)t. (2.21)

onde &(Iy) = % é a freqliéncia nao perturbada.
Portanto, a curva solugdo é uma curva ao redor do toro invariante I'y, = {Ip} x
TV. As trajetérias sobre o toro podem, de certa maneira, serem analisadas em relacio
a sua periodicidade ou quase-periodicidade por meio do vetor velocidade &(Iy). Dois
casos podem ocorrer:
Se as freqiiéncias WJ(Iy) sdo fregiiéncias nao-ressonantes ou racionalmente in-
dependentes, i.e.,

kd(Io) #0, V k € ZM\{0}, (2.22)

entao cada Orbita é densa.

Por outro lado, se as freqiiéncias J(Iy) sao fregiiéncias ressonantes, i.e.,
k&(Ip) = 0, para algum k € ZN\{0}, (2.23)

entao o toro pode ser decomposto em outros “menores” com as mesmas propriedades
anteriores a decomposicao.
As solugoes correspondentes sao chamadas quase-periodicas. E elas serao peri-

6dicas se, somente se, todas as freqiiéncias em J(Iy) sdo fregiiéncias racionalmente
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dependentes, i.e.,
S(Iy) = k€, para algum k € ZN\{0} e £ € RR. (2.24)

Como exemplo, no estudo da dinamica do sistema solar as solugoes quase-
periddicas correspondem ao movimento estavel dos planetas (isso significa que os plane-
tas ndo se colidem e nem escapam para o infinito); a questao que surge é se elas persistem
para perturbacoes suficientemente pequenas ou nao? Esta questao também é conhecida
como o “problema da estabilidade” para o sistema solar.

Kolmogorov observou que, a maioria dos toros onde as freqiiéncias sao nao-
ressonantes sobrevive sob pequenas perturbagoes. Entao, o préximo teorema enunciado
por Kolmogorov e provado por Arnold (para fluxos) e Moser (para mapas), que fi-
cou conhecido como o teorema KAM, (mas as vezes também é chamado teorema de

Kolmogorov) se verifica, ou seja,

Teorema 2.1.6 (KAM). Se as fregiiéncias de um sistema Hamiltoniano integrdvel

Hy sdo racionalmente independentes' e suficientemente irracionais®

, entao para € Su-
ficientemente pequeno a grande maioria das solugoes do sistema perturbado (2.19) €
quase-periodica e so diferem ligeiramente das solugoes do sistema nao-perturbado. Nesta
situacao, temos que todos os toros ressonantes e parte dos toros nao ressonantes desa-
parecem, mas esse conjunto € pequeno (i.e., tem medida nula) quando comparado com

o conjunto de toros nao ressonantes, que sao preservados sob tais perturbacoes.

Demonstragao: A demonstracao é nao trivial e nao costuma ser dada em livros textos
sobre o assunto. Na maioria desses livros encontra-se esbocos ou apenas comentarios
sobre essa prova. Recomendamos consultar os artigos originais de Kolmogorov [17],
Moser [20] e Arnold [18, 19]. O

Finalizamos esta secao fornecendo duas ferramentas essenciais e usuais para
detectar e medir a caoticidade de um sistema dinamico qualquer, a saber, as Transfor-

macoes de Poincaré e os Expoentes de Lyapunov.

sto equivale a dizer que o sistema Hy é ndao degenerado, i.e., det(0%Hy/0I?) # 0 veja-se [17].
2Isto significa que esses nimeros irracionais sdo mais irracionais do que outros, isso ocorre quando
eles satisfazem uma certa condigao Diofantina [17].
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2.1.4 Transformagao (ou Mapa) de Poincaré

As vezes é 1itil reduzir o estudo de sistemas dinamicos continuos (ou fluxos) ao estudo de
sistemas dinamicos discretos (ou mapas) pelo uso da técnica, desenvolvida por Poincaré
(1881), chamada Método da Se¢io de Poincaré. A partir desse método determina-se um
mapa, chamado mapa de Poincaré (ou também chamado mapa de retorno), que fornece
importantes informacgoes sobre o sistema estudado. O mapa de Poincaré, associado
a uma Orbita fechada I' de um campo vetorial X é um difeomorfismo P (a prova
deste resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [39]). Este mapa descreve o
comportamento do campo X em uma vizinhanca de I'.

Para definir o mapa de Poincaré, seja ¢; o fluxo associado a equacgao diferencial
i = X(z), e suponha que S C IR" é uma subvariedade® (n — 1)-dimensional. Se p € S
e (p,X(p)) ¢ T,S (isto significa que esse par nao pertence ao espago tangente a S
passando por p), entao dizemos que o vetor (p, X (p)) é transverso a S em p. Se (p, X (p))
é transverso a S em cada ponto p € S, dizemos que S é uma secao para o fluxo ¢,.
Se p € S, entao a curva t — ¢;(p) (6rbita ¢(t,p)) passa por S, pelo menos, quando t
passa por t = 0. Talvez possa existir algum 7" = T'(p) > 0 tal que ¢p(,) € S. Neste caso,
dizemos que o ponto p retorna a S no tempo 7'. Assim, se existir um subconjunto aberto
>) C S tal que cada ponto de ¥ retorna a S, entao Y é chamada se¢ao de Poincaré. Desta
forma, podemos definir P : ¥ — S por P(p) := ¢7y)(p) com T'(p) > 0 sendo o tempo
do primeiro retorno a S. O mapa P é chamado mapa de Poincaré em X e T : ¥ — R

é chamado o mapa de tempo de retorno, veja a figura para uma ilustracao.

Figura 2.1: Uma segao de Poincaré ¥ e o correspondente mapa de Poincaré [72].

3Que pode ser vista como uma hipersuperficie.
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Muitas das caracteristicas do campo X, em uma vizinhanca de I, se refletem no
mapa P, por exemplo, as érbitas periddicas de X vizinhas de ' correspondem aos pontos
periédicos de P, que sdo os pontos ¢ € 3 para os quais P"(q) = ¢ para algum inteiro
n > 1. O comportamento assintético das érbitas de X proximo de I' também pode ser
obtido por meio de P. De fato, nh_)rrolo P"(q) = p implica que tlggo d(¢(t,q),T') = 0, para

mais detalhes veja-se [39].

2.1.5 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sao de suma importancia na caracterizacao do comporta-
mento cadtico dos sistemas dinamicos. Eles servem para medir a taxa de divergéncia
de trajetérias e, portanto, o quanto da dependéncia sensitiva as condigoes iniciais ha
no sistema dinamico. Intuitivamente, pode-se escolher uma trajetéria com inicio num
ponto arbitrario xy, envolvemos este ponto por uma esfera n-dimensional (hiperesfera)
com volume infinitesimal de condi¢Oes iniciais dado por um raio I'y. A evolucao tempo-
ral do fluxo fornecerd um comportamento assintético da taxa de expansao/contragao
local dos eixos desta hiperesfera infinitesimal deformando-a num elipséide cujos eixos
principais sao dados por I';, ¢« = 1,---,n. Desta forma, os expoentes de Lyapunov
sao definidos em relagao ao crescimento/decrescimento exponencial dos eixos principais
[';(t) do elipséide. Os expoentes de Lyapunov, num certo sentido, estao relacionados
com a idéia de contragao ou expansao de diferentes dire¢oes no espago de fases, veja-se

[53]-

Resumidamente, considere o campo de vetores, C"(r > 1),
&= f(z), v € R™ (2.25)

Seja x¢(xp) a trajetéria de (2.25) satisfazendo xo(xg) = x¢. Queremos descrever o
comportamento das 6rbitas de (2.25) préximas de x¢(x). Em particular, temos interesse
em conhecer a geometria associada as érbitas de (2.25) no que se refere a atragao e/ou
repulsao, em relacdo a érbita de referéncia x¢(zg). Para isto é natural, primeiramente,
considerar o comportamento das érbitas da linearizagdo de (2.25) proxima de x¢(xg)

dada por
¢ = Df(z(t)E, €eR™ (2.26)
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Sejam X;(x¢(xp)) a matriz solu¢do fundamental [39] de (2.20) e e # 0 um vetor em IR".
Entao o coeficiente de expansao/contragao na diregao do vetor e ao longo da trajetoria
x¢(xo) através de zg é definido por

Mo, e) = 1Xezm))ell (2.27)

A préxima definigao estabelece, precisamente, os expoentes de Lyapunov.

Definigao 2.1.6. Suponhamos o € R" e que a solugio t — x(xg) de (2.20) estd
definida ¥ t > 0. Seja e € IR" um vetor nao-nulo. O expoente caracteristico de
Lyapunov ou apenas expoente de Lyapunov na diregao de e ao longo da trajetoria

através de xq, para o fluxo x; € definido por

V(Xi(2e(0)), 20, €) = Tim ~logs(zo, €). (2.28)

t—oot

Observagao 2.1.7. (1) A equagio (2.28) € uma quantidade assintotica;

(2) Para o vetor nulo definimos

X(Xi(2e(20)), 20, 0) = —00;

(3) A matriz solucao fundamental X;(x¢(xo)) de (2.20) depende da solucio particular
ze(xo) de (2.25);

(4) O expoente de Lyapunov nao depende da variac¢io da condi¢io inicial.

(5) Sobre uma trajetoria fechada, o expoente de Lyapunov associado a essa dire¢io €
nulo. Nas direcoes perpendiculares a um atrator periddico, hd contracao do volume no
espaco de fases. Portanto, os expoentes de Lyapunov associados a essas direcoes sao
neqativos.

(6) Como vimos anteriormente, para os sistemas hamiltonianos vale o teorema de Li-
ouville, isto significa que dado um conjunto de condigoes iniciais (uma hiperesfera por
exemplo) o hipervolume deste conjunto no espago de fases € conservado no decorre da
evolucao temporal do fluro. Salientamos que isso nao vale em geral, por exemplo, para
sistemas dissipativos temos a contra¢io do volume. Ambas propriedades (conservagao e
dissipagao) podem ser caracterizadas usando os expoentes de Lyapunov, veja-se [55].

(7) A defini¢ao de expoentes de Lyapunov para mapas € bastante similar, [37, 53].
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Comportamento cadtico é caracterizado pela divergéncia exponencial de tra-
jetorias vizinhas. Neste caso, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o que
implica dependéncia sensivel em relagao as condi¢oes iniciais, para um estudo mais

rigoroso e mais detalhado consultar as referéncias [37, 39, 53, 51].

Observagao 2.1.8. Recorre-se, em geral, ao calculo numérico computacional para a
obtencao dos expoentes de Lyapunov, o procedimento para a computacao dos expoentes
de Lyapunov foi desenvolvido por Benettin et al (1980), veja [55, 50] para mais deta-
lhes desta discussao. Outros procedimentos computacionais que resultam no cdlculo dos

expoentes de Lyapunov podem ser encontrados em [5/].

2.2 Bilhar Classico

Como dito antes, bilhares sao alguns dos modelos de sistemas dinamicos mais simples
e mais estudados. A dinamica classica destes sistemas é bastante simples de ser obtida
e também de ser visualizada, especificamente no caso do bilhar plano, como veremos
adiante*. Em seu interior o movimento é ao longo de retas, com reflexoes especulares na
fronteira, de tal forma que o tipo de dinamica dependerd (exclusivamente) da geometria
de sua fronteira.

Neste sentido, bilhares tém sido empregados como sistemas modelos para o es-
tudo da dinamica cldssica e mais recentemente da dinamica quantica (quando conhecida,
a priori, a dinamica cldssica), pois s@o sistemas que possuem uma grande variedade de
comportamento dindmico: podendo ter a dinamica integrével (regular) ou a dinamica
cadtica ou ainda a dinamica mista. Salientamos que estes comportamentos dinamicos
sao diretamente refletidos nas propriedades dos sistemas quanticos correspondentes por
meio: de Estatisticas de Autovalores ou nas Estruturas das Autofuncgoes obtidas a partir
dos dados provenientes da resolucao da equacao de Helmholtz ( ), que consiste no
andlogo quantico para o bilhar cldssico. Na verdade, uma questao fundamental da drea
de caos quantico é verificar a influéncia das propriedades dinamicas classicas subja-

centes; a partir do comportamento estatistico dos autovalores de ( ) e também dos

4Além disso, como também pode ser observado, a obtencdo de resultados analiticos rigorosos vem
sendo conseguidos em casos especiais de bilhares, que tem enriquecido o nosso conhecimento sobre A
Teoria de Bilhares. Sendo assim, a descoberta e o estudo de casos particulares de bilhares tem fornecido
importantes ferramentas e muito conhecimento para estudos e aplicagoes a outros sistemas dinamicos
mais gerais.
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valores obtidos pelas autofungoes associadas. Tem sido conjecturado e verificado numeri-
camente que sistemas completamente cadticos podem ter suas caracteristicas descritas
por meio de estatisticas de Matrizes Aleatorias, quando sao obedecidas simetrias con-
venientes [57], enquanto as suas autofuncoes podem ser descritas usando o modelo de
sobreposicao de ondas aleatérias de Berry [58]. Para sistemas integraveis, espera-se que
os niveis de energia estatisticos possam ser descritos por meio de processos aleatorios
de Poisson [59], enquanto as autofungdes sdo bem descritas pela quantizagao de toros
[08]. Para os sistemas de dindmica mista a situagdo é mais complicada, mas Berry e
Robnik [25] baseado na conjectura de Percival [21] propuseram uma expressao para
uma distribuigao (conhecida como distribuigdo de Berry-Robnik) em termos de fragoes
das regioes regulares cldssicas presentes no espaco de fases (supondo que apenas uma
regiao cadtica predomina no espago de fases). Portanto, a investigacao das estatisticas
espectrais (ou estatisticas de autovalores), juntamente com a investigacao da estrutura
das autofuncoes, na drea de caos quantico, tém tido uma grande relevancia e tém sido
uma de suas principais linhas de pesquisa.

Apesar de todo o estudo ja feito na literatura cientifica, a dinamica classica de
certos bilhares continua a fornecer uma grande riqueza de desafios tedricos. Nesta secao,
estudamos detalhadamente esses sistemas, revisando conceitos e os principais exemplos
disponiveis, procurando destacar e caracterizar suas peculiaridades dinamicas que serao
utilizadas nos préximos capitulos. O estudo quantico ficara para a proxima segao.

Gostariamos de registrar que, tanto as figuras, como as simulagoes dadas a
seguir e no restante do texto, com excecao de alguns casos, foram geradas utilizando
o software Billiards desenvolvido por Lansel e Porter, veja o apéndice I e [60] para os

detalhes de seu funcionamento.

2.2.1 O Bilhar Plano e Algumas Consideragoes

Antes de fornecer as definicoes mais gerais sobre bilhares, discutimos, primeiramente, o
bilhar plano para um melhor entendimento de sua dinamica. Salientamos que a maio-
ria dos artigos cientificos sobre bilhares se restringe ao bilhar plano e a partir de seu
estudo sao feitas eventuais generalizacoes para dimensoes mais altas veja, por exem-
plo, [16] entre outros. As principais vantagens de trabalhar com o bilhar plano sao: as

simplificagoes de calculos e a nao necessidade de muitos preliminares; existéncia de im-
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portantes modelos fisicos que correspondem ao bilhar plano; visualizagoes geométricas
de sua variada dinamica (veja a préxima subsegao) e para o bilhar plano j& ocorrem
interessantes questoes de pesquisas que ainda se encontram em aberto (alguns desses
problemas podem ser encontrados, por exemplo, em [61]). Estes motivos tornam os bi-
lhares um dos sistemas dinamicos mais interessantes e conseqiientemente um dos mais
estudados por varios pesquisadores.

Para essa discussao utilizamos como referéncias [7, 11, 15, 16]. Um bilhar plano
é o sistema dindmico que descreve o movimento® (dinamica) de uma particula pontual
de massa m (as vezes também chamada de bola de bilhar) no interior de um conjunto
compacto e conexo @ C IR? (mas também poderia ser visto contido no toro T?), cuja
fronteira denotada por 0Q), é uma curva regular ou uma reuniao de um nimero finito de
curvas regulares (pelo menos de classe C® para que a curvatura, dessas curvas, seja de
classe C'). No interior de @ o movimento ¢ uniforme (velocidade constante) e a reflexao
na fronteira 0Q) ¢é elastica, ou seja, é obedecida a seguinte regra da Optica geométrica:

o angulo de incidéncia € 1gual ao angulo refletido veja a figura

Configuration Space

5 ‘ t=3.6503

Figura 2.2: Tlustragdo do movimento de uma particula pontual em uma mesa de bilhar
arbitraria para algumas iteragoes.

SFisicamente, temos uma particula pontual de massa m e momento p, = mv, movendo-se livre-
mente no interior do bilhar ao longo de linhas retas até ela encontrar a fronteira do bilhar. Reflete-se
especularmente sem mudanga na sua componente tangencial do momento e com trocas instantaneas
de sua componente normal do momento na fronteira. Observamos que um bilhar plano é um sistema
hamiltoniano com espago de fases de quatro dimensoes x = (q,p) e potencial V(q) = 0 se q € Q ou

V(q) =0 seqé Q.
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Como o movimento é uniforme no interior de () o sistema bilhar fica deter-
minado por suas sucessivas colisdes com a fronteira 9@). Desta forma, é conveniente
utilizar a fronteira do bilhar® para construir uma secao de Poincaré e no lugar do fluxo
(que geometricamente pode ser descrito pela reuniao de segmentos retos, no espago
de configuragao @), cujas ligagoes sao feitas apés cada colisdo com a fronteira 0Q)),
podemos considerar a transformagao (ou mapa) que a cada ponto da fronteira e a cada
vetor velocidade (tomado apés a colisao) faz corresponder as colisoes seguintes (se elas
estiverem bem definidas), ou seja, guardando a direcao e a posi¢ao de incidéncia (da co-
lisao) de cada trajetéria constroi-se o mapa do bilhar a tempo discreto. Temos o seguinte
processo: a cada ponto (g;, v;) € 9Q x S*7 corresponde um ponto (g;11,v;41) € 0Q x S,
por exemplo, para o ponto (qo, vg) fazemos corresponder o ponto (g1, v;) e para (g, v;)
fazemos corresponder o ponto (gq, v2) € assim por diante.

Vamos agora, fixar um ponto origem na fronteira 0¢) que podemos utilizé-lo
para medir o comprimento desta fronteira. Sejam 0Q); as componentes da fronteira
0@ = U0Q); (reunido finita) e n(q) o vetor normal unitdrio tomado no interior a 9@Q);
em ¢ € 0Q; (supondo que ¢ seja um ponto regular). Desta forma, define-se o espacgo de
fases M = {(q,v) | ¢ € 0Q,]||v|| = 1, (v,n(q)) > 0} onde estd determinado o sistema
dinamico que pode ser parametrizado pelo comprimento de arco s e pelo angulo ¢
entre os vetores n(q) e o vetor v apds a colisao (vetor de saida), ou seja, introduz-se
um sistema de coordenadas em M definido pelo parametro de comprimento de arco s
ao longo de 0Q e pelo angulo ¢ entre os vetores v e n(q). Entao podemos considerar
—m/2 < p <7/2e (n(q),v) = cosep.

Podemos assim, estabelecer a transformacao do bilhar que denotaremos por T’
tal que T'(so, o) = (81, 1) onde sy e s1 sao as coordenadas dos pontos qg, 1 € 0Q de
saida e chegada, respectivamente e ¢, 1 sao os angulos de saida das trajetérias em
qo € q1, respectivamente. De outra forma, seja ¢; € 0Q o lugar onde a reta orientada
por (go, vo) atinge primeiro a fronteira 9Q e vy dado por v1® = vy — 2(n(q),v)n(q), o

vetor velocidade da trajetéria apoés ser refletida em ¢; € 0Q; o mapa do bilhar, também

6 Adiantamos que o fluxo de um bilhar tem uma secdo de Poincaré natural, definida pelas conhecidas
coordenadas de Birkhoff. Essa escolha é usual, pois com ela o mapa de Poincaré obtido preserva o
volume, no espaco de fases, de uma sec¢ao de Poincaré parametrizada, [10].

"Observamos que a identificacio do espaco de fases do mapa do bilhar com 9Q x S! é possivel pois
toma-se ||[v]| = 1.

8 Aplicacdo da regra do paralelogramo.



2.2 Bilhar Classico 27

fica determinado desta maneira: T'(z) = T(qo,v0) = (q1,v1) = 1. Observamos que a
transformacao (ou o mapa) 7' (ou a sua inversa 7T~1) nao estd definida se q; ou g estd
num vértice da fronteira e serd descontinua nos pontos em que a trajetoria tangéncia
a fronteira. De fato, isso pode ser verificado analisando a derivada de T'. Suponha que
71 = (q1,01) = T(Zo) estd definido para Ty = (qo, Vo), entao para todo o = (qo, vo)

numa vizinhanga V' 3 Zy a matriz 2 X 2 nas coordenadas (s, ) (dada por, ver [15],

DT({IZO) _ 1 ToKo 4+ cos @0 70

2.29
COS @1 | ToKoK1 + K1 COSY1 + K1 COSYy Togki + COS 1 ( )

sendo k; = k(x;), © € IN a curvatura’ de dQ em ¢ e 7y a distancia entre ¢y e q1),
tem os seus coeficientes tendendo a infinito quando a imagem de (qo,vg) por T tende
a tangenciar 0Q), i.e., quando p; — £7/2. Portanto, a derivada de T nao é limitada
nestes pontos de tangéncia. Doravante, os vértices da fronteira, os pontos de tangéncia
e as imagens e pré-imagens por 1" de todos esses pontos denominam-se singularidades
de T e denotaremos o conjunto, assim formado, por D. Com esta restricao, prova-se
que T ¢ um difeomorfismo de classe C? no conjunto M \ D, [15].

Um outro fato, relacionado a transformacao T, que destacamos é que ela
preserva a medida dy = ccospdsdy (chamada medida de Liouville) onde ¢ é uma
constante de normalizacdo apropriada e dsdy é a medida de Lebesgue em M (ds em
9Q e dp em S*), veja mais detalhes em [15]. E com relacio a esta medida que fazemos

os calculos de todas as médias e de outras quantidades relacionadas aos bilhares.

Observagao 2.2.1. (1) As coordenadas q e v dadas acima sao as vezes chamadas de
coordenadas de Birkhoff [0] e caracterizam a dinamica do bilhar;

(2) As consideragoes acima, com os devidos ajustes e adaptacoes, podem ser genera-
lizadas para dimensoes mais altas em R ou em T? (toro d-dimensional) com d > 2;

(8) Pode-se mostrar também, que o mapa T estd bem definido num subconjunto Gs
denso em M\ D C M de medida de Lebesgue total [15].

Definicao 2.2.1. Ao sistema dinamico gerado por uma particula pontual no interior de

wma regido compacta e conexa Q C RY, d > 2, com reflexdes eldsticas em sua fronteira

9Lembramos que se 8 : I C R — IR" for uma curva regular de classe C* k > 2 parametrizada
pela fungao comprimento de arco s, entdo x(s) := ||#”(s)|| define a curvatura da curva em s. Se
[I18”(s)]| # 0 o inverso da curvatura define o raio de curvatura.
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0@ chama-se bilhar.

Na defini¢ao acima suponha-se que a fronteira 0Q) é formada pela reuniao finita
de superficies (n — 1)-dimensoes suaves (ou de subvariedades (n — 1)-dimensoes) 0Q);,
i=1,---,kcomk < oco. A fronteira dessas superficies suaves, quando existe forma um
conjunto singular de 9@ (como vimos acima em analogia para o caso do bilhar plano).
Definimos como antes, o vetor normal n(q) em ¢ € 9@ apontando para o interior do

bilhar () em um ponto regular de 0(Q), temos assim:

Definigao 2.2.2. O espago de fases do bilhar € dado por M = {(q,v) | ¢ € Q,||v|| =1}
e a projecao natural de M na fronteira do bilhar é dado por M = {(q,v) | ¢ € 0Q, ||v|| =

L, (v,n(q)) = 0}.

Na defini¢ao acima o conjunto M é o espago de fases do fluxo do bilhar (que é
denotado por {S'}), enquanto M é o espago de fases do mapa do bilhar.
Outra definicao de grande importancia para analisar a dinamica de um bilhar

se refere ao conceito de curvatura da fronteira ou de suas componentes ([15]) temos:

Definicao 2.2.3. Considere um bilhar plano. Seja 0Q; uma componente suave da fron-
teira 0Q). FEla € chamada dispersiva se a sua curvatura for positiva; ela serd chamada
focalizadora se a sua curvatura for negativa e por fim serd chamada neutra se a sua

curvatura for nula.

Observamos que as componentes dispersivas também podem ser chamadas de
convexas, um exemplo deste caso é o bilhar de Sinai que também é conhecido como
bilhar dispersivo. Para o caso de componentes focalizadoras, também chamadas de
concavas, o bilhar estddio de Bunimovich é o exemplo mais conhecido. O bilhar num
quadrado é um dos exemplos que apresentam componentes neutras. Salientamos que
em um mesmo bilhar pode-se apresentar os trés tipos de componentes em sua fronteira.

Para finaliza esta subsecao discuti-se brevemente, sobre as trés principais pro-
priedades que gozam os sistemas dinamicos cadticos. Isso nos ajudara a compreender
melhor os exemplos das proxima subsegao.

A moderna abordagem da dinamica hiperbdlica, nao apenas para bilhares, é
baseada no uso do teorema ergodico multiplicativo de Oseledec e no calculo dos expoentes

de Lyapunov [15]. Um outro critério mais geométrico que também tem sido muito
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usado para abordar a hiperbolicidade em bilhares sao os chamados Campo de Cones
Invariantes, cuja definicdo e detalhes podem ser visto em [15, 61, 62]. Neste caso, a
existéncia de um campo de cone invariante no espaco de fases do bilhar é equivalente
a existéncia de hiperbolicidade para o bilhar, com o uso dessa ferramenta, Wojtkowski
construiu varios campos de cones invariantes para varias classes de mesas de bilhares
[03].

Temos assim as seguintes propriedades, que podem ser observadas e/ou verifi-
cadas, para um sistema bilhar cadtico:

(1) A Hiperbolicidade que estd diretamente relacionada a sensibilidade as condigoes
iniciais e que pode ser medida calculando os expoentes de Lyapunov, veja-se [15];

(2) A Entropia positiva, intuitivamente, a entropia é uma medida que pode ser associ-
ada a informacao de eventos aleatorios do sistema, ou seja, entropia pode ser associada
a uma quantidade que mede a imprevisibilidade de um dado sistema dinamico, veja-se
[67];

(3) A Ergodicidade que, intuitivamente, significa que qualquer regiao do espago de
fases serd visitada pela trajetéria para quase todo ponto (veja os exemplos da proxima
subsegao e o apéndice A).

Cada uma destas propriedades pode indicar a existéncia de caos em um deter-
minado sistema bilhar. Como sabemos ainda nao existe uma definicao de caos ampla-
mente aceita por toda comunidade cientifica. Assim em algum sentido, cada uma destas
propriedades anteriores pode ser vista como uma possivel defini¢ao de caos [67].

Estas propriedades nao sao equivalentes em geral e nao tém implicacoes logicas
de uma em relacao as outras. Elas caracterizam diferentes aspectos do comportamento
cadtico de um sistema dinamico. Sendo que a entropia positiva e a hiperbolicidade sao
caracteristicas mais locais, enquanto a ergodicidade é uma caracteristica mais global. Na
proxima subse¢ao damos alguns exemplos de sistemas dinamicos (bilhares) que gozam
das propriedades acima e comentamos sobre a hiperbolicidade e a ergodicidade desses

sistemas (outros detalhes em [67]).

Observacao 2.2.2. Como registro, uma das definicoes de caos proposta € dada por
Devaney [2], sequndo a qual um sistema dinamico € dito ser cadtico se goza das trés
propriedades sequintes:

(i) Apresenta um conjunto denso de orbitas periddicas, ou seja, ele possui um elemento
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de regularidade;

(i1) E topologicamente transitivo, isto significa que ele possui uma drbita densa ou de
outra maneira o seu espaco de fases nao pode ser decomposto em dois subconjuntos
abertos invariantes;

(11i) Tem dependéncia sensitiva as condicoes iniciais, ou seja, ele apresenta imprevisi-
bilidade aos dados iniciais fornecidos.

Ja outros autores, definem os sistemas caoticos como sendo os sistemas que apresentam

algum ezpoente de Lyapunov positivo veja, por exemplo, Ott [37].

2.2.2 Exemplos de Bilhares e Suas Propriedades Dinamicas

Destacamos os principais exemplos de bilhares planos que, usualmente, sao utilizados
para ilustrar e estudar o comportamento dindmico desses sistemas (outros exemplos
de bilhares podem ser encontrados na literatura cientifica com enfoque mais tedrico
ou mais aplicado dos mais diversos). Para os nossos propositos, os bilhares que serao
apresentados nos fornecem um rico material de vérias situagoes, de grande relevancia,
que nos interessam.

Podemos dizer que, em particular, o comportamento cadtico em sistemas dinami-
cos classicos ja é um fenomeno bem estudado, especialmente em bilhares, mas ainda
desperta muito interesse em novas pesquisas, principalmente por ainda nao termos uma
Teoria do Caos completa. Neste sentido, o estudo de modelos particulares tem tido
grande importancia para a compreensao e desenvolvimento dessa teoria. No caso dos
bilhares a geometria da fronteira é o que determina suas propriedades dinamicas. Va-
mos ilustrar isto usando dois bilhares ja bem conhecidos: o bilhar circular e o bilhar
cardidide, que podem ser obtidos de uma mesma equagao parametrizada dada em co-

ordenadas polares, a saber,
p(p) =1+ecos(p), ¢ €0,2], (2.30)

sendo que para € = 0 obtém-se o bilhar circular e para € = 1 obtém-se o bilhar cardioide.
Dada uma condigao inicial arbitraria, podemos, a partir dela, obter as iteracoes (co-
lisoes com a fronteira) e visualizar geometricamente a dinamica destes bilhares, veja
a figura 2.3. Sabe-se que o bilhar circular apresenta dinamica regular (sistema inte-

gravel), veja [11] ou o teorema e sabe-se que o bilhar cardidide apresenta dinamica
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completamente caética [61] o que significa que as trajetérias vizinhas sdo separadas
exponencialmente como uma fungao do tempo (propriedade chamada hiperbolicidade)
e uma trajetéria tipica preenchera o espaco de configuracao disponivel uniformemente

(propriedade chamada ergodicidade) [6-1, 65, G06].
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Figura 2.3: (Acima) Uma trajetéria tipica em um bilhar circular (dindmica regular) e em
um bilhar cardiéide (dinadmica cadtica).(Abaixo) Exemplos de espagos de fases para estes
bilhares, respectivamente.

Mais especificamente para o caso do bilhar circular temos que os segmentos
de retas que aparecem no seu espago de fases sao ocasionados pelo fato que se uma
particula, apds o impacto com a fronteira, sair com um angulo ¢, todos os demais
choques posteriores desta particula ocorrerao sempre com o mesmo angulo ¢q, sendo
assim a representacao dos choques desta trajetéria no espacgo de fases estard restrita a
um segmento de reta horizontal. Em relacao ao espaco de configuracao as ligagoes da

trajetoria entre dois choques terao sempre o mesmo comprimento, e além disso, serao
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tangentes a uma mesma circunferéncia (que recebe o nome de curva cdustica veja a
defini¢ao 2.2.4, [7]).

Os melhores exemplos conhecidos de bilhares caéticos sao: o bilhar dispersivo de
Sinai (a mesa de bilhar tem a forma quadrada com um refletor circular em seu centro)
e o bilhar estddio de Bunimovich (a mesa de bilhar tem uma forma retangular com
dois contornos opostos circulares e focalizadoras), veja a figura 2.1 para uma ilustragao

destes dois casos juntamente com suas respectivas dinamicas.
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Figura 2.4: Uma trajetéria tipica em um bilhar de Sinai e em um bilhar estddio de
Bunimovich (em ambos temos dinadmica cadtica) com seus respectivos espacgos de fases.

A principal caracteristica comum, a estes dois bilhares, é o fato de possuirem
dinamica hiperbolica. Grosso modo, eles tém direcoes em que o mapa do bilhar se
expande e se contrai (diregoes estaveis e instdveis). Na verdade, eles possuem as pro-

priedades que sao usualmente associadas a existéncia de comportamento cadtico: de-
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pendéncia sensivel as condigoes iniciais, densidade de érbitas periddicas, etc.

Observacgao 2.2.3. (1) Os bilhares dispersivos de Sinai foram os primeiros casos apre-
sentados de bilhares com dinamica hiperbolica. Sinai deu uma prova rigorosa que esses
bilhares sao ergddicos (isto significa que apenas subconjuntos do espaco de fases que sao
invariantes em relacio ao mapa do bilhar possuem medida nula ou total) [12];

(2) Bunimovich, Chernov e Sinai foram os pioneiros a estudar e a fornecer importantes
resultados estocdsticos para os bilhares dispersivos. Podemos dizer, com certeza, que a
escola Russa teve e ainda tem um grande destaque no desenvolvimento da Teoria de
Bilhares;

(8) Bunimovich, assim como Sinai, também forneceu uma prova rigorosa que o bilhar
estadio € ergddico [15, 1/];

(4) Na verdade, tanto o bilhar de Sinai como o bilhar estidio possuem propriedades
mais fortes do que apenas a ergodicidade'®, ou seja, eles também sdao Sistemas mizing,
K-Sistemas e Sistemas de Bernoulli (temos que Sistemas de Bernoulli = K-sistemas =
Sistemas mizing = Sistemas ergddicos), as defini¢oes precisas destes conceitos podem

ser encontradas no apéndice

Definicdo 2.2.4. Seja I' C Q wma curva em um bilhar Q C R*. Dizemos que T €
uma cdustica'' do bilhar em Q se ela satisfaz o sequinte: se qualquer ligacio de alguma
orbita do bilhar for tangente a I', entdao todas as outras ligacoes desta mesma orbita

também serao tangentes a I'.

Um fato, ja bem conhecido, na literatura de bilhares é o seguinte: o espaco de
configuracoes QQ de um bilhar num circulo € continuamente folheado por circulos con-
céntricos em relacao a sua fronteira 0Q), o que implica que esse bilhar é completamente
integravel.

De outra forma, se o espago de fases M (que pode ser visto como uma superficie
ou uma variedade diferencidvel) esta folheado por curvas invariantes ¢ = constante, en-
tao o mapa T nao pode ser ergdédico. Um outro fato é que qualquer conjunto mensuravel

que é a uniao de curvas T-invariantes também sera T-invariante.

10Tam sistemas que apresentam graus de ergodicidade mais forte do que outros.
UEste termo é emprestado da Optica Geométrica.
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Uma outra maneira para verificar a nao ergodicidade de T é encontrar uma
funcao nao constante que seja invariante, ou seja, encontrar funcao F' : M — IR definida
por F(r, ) = ¢ suave tal que F(Tz) = F(z), Vo € M [67].

Definicao 2.2.5. [07] Se um sistema dinamico suave T : M — M em uma variedade
M (dim M = 2) admite uma funcao F' ndo constante suave e invariante sob T (ou

T-invariante), entao F' é chamada uma integral primeira e T' € dito ser integrdvel.

Supondo T': M — M integravel, entao toda superficie de nivel S, = {F(z) =
¢} é T-invariante, i.e., M pode ser folheada por hipersuperficies invariantes. No caso, que

tivermos dimM = d e se T : M — M admitir d — 1 integrais primeiras independentes

Fy, .-+ F; 1, entao M pode ser folheada por subvariedades T-invariantes de dimensao
um (curvas) {Fy(z) = ¢1, -+, Fy_1(x) = c4-1}, sendo ¢q, -+ ,cq—1 € R, veja a discussao
feita na secao ou em [67]. A definigdo seguinte é a que mais nos interessa.

Definigao 2.2.6. [07] Se M pode ser folheado por subvariedades T-invariantes de di-

mensdo um (curvas), entao o mapa T é dito ser completamente integrdvel.

De acordo com a definicao acima, o bilhar em um circulo é completamente
integrdvel. Uma outra maneira de verificar, no caso do bilhar circular, que o mapa T
¢ nao ergoddico é pelo cédlculo direto dos expoentes de Lyapunov usando, para isso, a
matriz derivada de T fornecida na se¢ao (observarmos que neste caso tanto o mapa
T como a matriz derivada 7" sao facilmente obtidas) detalhes podem ser visto em [(7].

Existe uma afirmacgao mais geral, dada para bilhares em elipse, que fornecemos
abaixo, cuja demonstragao foi dada primeiramente por Birkhoff, veja a figura para
uma ilustragdo da dinamica (integravel) deste sistema por meio do seu espaco de fases

e do seu espaco de configuracao.
Teorema 2.2.1. O bilhar em uma elipse € completamente integrdvel.

Demonstracao: Ver [65, (9]. O
O préprio Birkhoff também conjecturou (e ainda continua uma questdo em
aberto) que: “somente os bilhares em elipses sao completamente integraveis entre todos
0s bilhares delimitados por curvas planas convezras e suaves”.
Mais especificamente, o teorema anterior nos diz que o mapa do bilhar T" em

uma elipse é integravel, isto significa que existe uma funcao suave no seu espaco de
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Espaco de Fase: t vs angulo incidente Configuration Space
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Figura 2.5: Ilustragao da dinamica regular da elipse.

fases, chamada integral que é invariante sob 7T'. Esta afirmacao pode ser verificada por
meio de dois caminhos: um geométrico e outro analitico. Primeiramente considere uma

elipse

.]72 y2
St =1 (2.31)

no plano, com pontos focais em Fj e F5. Vamos comentar apenas o caminho geométrico o

analitico assim como outros detalhes, sobre este assunto, podem ser vistos na referéncia

[05].

Teorema 2.2.2. Uma trajetoria do bilhar dentro da elipse sempre permanece tangente
a uma conica fizada (elipse ou hipérbole) confocal . Na verdade, tem-se no bilhar eliptico
uma familia de cdusticas, que consiste de elipses e hipérboles confocais, veja a figura

Mais precisamente, se uma ligagdo da trajetoria do bilhar ndo intercepta o segmento
que liga os pontos Fy e F,, entdo todas as outras ligacoes desta trajetoria também
nao interceptarao o segmento F1Fy e assim todas essas ligacoes serao tangentes a uma
mesma elipse com focos em Fy e Fy; e se uma ligagao de uma trajetoria intercepta FyFy,
entao todas as outras ligacoes desta trajetoria interceptarao FiFy e todas essas ligagoes

serao tangentes a uma mesma hipérbole com focos em Fy e Fs.

Demonstracao: A prova, usa basicamente geometria elementar veja, por exemplo,
[ ) ] O
Podemos descrever o espago de fases do bilhar eliptico da seguinte maneira:

ele é folheado por curvas invariantes do mapa do bilhar 7. Temos que, cada curva
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representa uma familia de ligagoes tangentes a uma conica confocal fixada, estas curvas
T-invariantes correspondem as cdusticas do bilhar eliptico. Temos ainda uma curva em
forma de oo que corresponde a familia de ligagdes passando pelos focos (ela também é
chamada de “separatriz” das duas familias de curvas invariantes principais) e cujos seus
pontos de interseccao representam o eixo maior com duas orientacoes opostas que na
verdade é uma trajetoria de periodo 2. Outras trajetorias de periodo 2 é o eixo menor
representado pelos dois pontos centrais da regiao dentro da curva em forma de oo.
Um outro resultado, ja conhecido e de grande importancia, afirma que um sis-

2 nao é nem cadtico e nem integrdvel

tema Hamiltoniano (ndo apenas bilhares) genérico'
mas ambos [51], ou seja, sistemas completamente cadticos e sistemas completamente in-
tegraveis sao raros. A grande maioria dos sistemas Hamiltonianos tem dinamica mista,
i.e., ilhas de estabilidade (também conhecidas como ilhas KAM) encontram-se situadas
em um “mar caético” formado por uma ou varias componentes ergddicas (cadticas) cada
uma ocupando um subconjunto de medida positiva (volume) no espago de fases. Este
fato tem sido observado em varios experimentos computacionais (simulagdes computa-
cionais), mas ainda nao tinhamos provas rigorosas em sistemas dinamicos “naturais”
(por exemplo, os originados por equagoes diferenciais). No trabalho de Bunimovich
[10] isto é observado e provado para uma das classes mais representativas de sistemas
Hamiltonianos, a saber, os bilhares. Bunimovich introduz uma nova classe de bilhares
chamada Bilhar Cogumelo (Mushroom Billiard) que tem a forma, no seu caso geral,
de uma elipse justaposta a uma base retangular, veja a figura para uma ilustracao
deste bilhar juntamente com a sua dinamica. Ele também fornece neste trabalho, resul-
tados e provas rigorosas que caracterizam a sua dinamica. Apesar desta nova classe ser
nao-genérica ela é de grande relevancia para a andlise e para o estudo de tais dinamicas
coexistentes [10, 20, 27] e levanta a possibilidade de se provar rigorosamente para outros
sistemas mais sofisticados, mas de mesma natureza, a coexisténcia dessas dinamicas.
Veremos mais detalhes deste bilhar no proximo capitulo.

Na literatura disponivel, sabe-se que, sistemas Hamiltonianos com dinamica
mista sao famosos por apresentar grandes dificuldades de ser analisados rigorosamente,

pois as ferramentas desenvolvidas para os sistemas integraveis e para os sistemas cadti-

12Genérico, neste caso, significa que o conjunto em questao é formado por uma interseccdo contével
de conjuntos abertos e densos e de acordo com o teorema de Baire [70], o conjunto em questdo também
é um conjunto denso.
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Figura 2.6: Uma representagao genérica de um bilhar cogumelo de Bunimovich, junta-
mente com as suas trajetérias tipicas: regulares (azul e vermelha) e cadtica (preta) que
ilustram sua dinamica mista.

cos falham para os sistemas com dindmica mista (essas falhas sdo observadas nas fron-
teiras entre essas duas regioes). Dificuldades também surgem nas investigagoes numéri-
cas [22]. Desta forma, a nova classe de bilhares introduzida por Bunimovich é digna
de grande mérito por elucidar e proporcionar um melhor entendimento dessa dinamica
mista, além de fornecer oportunidades para novas pesquisas, por exemplo, o estudo do

bilhar cogumelo quantico.

2.3 Bilhar Quantico

Como se sabe caos quantico é o estudo de sistemas quanticos cujo limite cldssico (quando
h — 0) para esses sistemas é (em algum sentido) cadtico. Em estudos recentes, os
bilhares tém sido importantes paradigmas.

Como dissemos antes, o estudo de “estatisticas de autovalores quanticas” tem
sido de suma importancia assim como os valores obtidos pelas autofungoes desses sis-
temas quanticos, ou seja, o estudo espectral tem fornecido importantes informacoes
sobre a “dinamica quantica” dos sistemas bilhares. Quando os sistemas apresentam
limite cldssico integravel, a conjectura de Berry-Tabor [59] afirma que a estatistica dos

niveis de energia ¢ do tipo Distribuicao de Poisson e as suas autofuncoes podem ser
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descritas pela quantizacao de toros [55]. Por outro lado, quando os sistemas apresentam
limite cléssico cadtico, a conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmidt [57], afirma que as
estatisticas dos niveis de energia podem ser descritas por meio da Teoria de Matrizes
Aleatorias e as autofuncoes podem ser descritas por meio de modelos de sobreposicdao
de ondas aleatdrias de Berry [55]. No caso dos sistemas misturados tem-se (supondo
valida a conjectura de Percival, ou seja, no limite semiclassico o espectro de um sis-
tema dinamico genérico consiste de apenas duas partes distintas: uma regular e outra
irregular [21]) a distribuicio de Berry e Robnik [25] cujas contribuicoes de diferentes
regioes do espaco de fases nao estdao correlacionadas. Assim, neste caso, podemos cal-
cular uma sobreposicao de distribui¢oes com peso estatistico dependente da fracao que
elas ocupam no espago de fases cldssico. Ainda para os sistemas com dinamica mista,
temos uma outra distribuicao, conhecida como distribui¢ao de Brody [71] que é uma
familia a um parametro de distribui¢oes que interpola entre distribui¢oes de Poisson
e de Wigner (ou seja, entre os regimes integravel e cadtico), contundo ela nao possui
significado semiclassico [32, 72].

Para a verificacao estatistica ou numérica destas afirmagoes e/ou conjecturas
inicia-se o estudo obtendo e analisando os autovalores e as autofungoes para o problema

do bilhar quantico.

2.3.1 Formulacao Matematica

O problema do bilhar, correspondente, na mecanica quantica é dado matematicamente
pelo problema espectral do Laplaciano em um dominio compacto e conexo  C IR?, com
condigoes de fronteira homogeéneas de Dirichlet, ou seja, para tratar o bilhar quantico é
necessario encontrar as solugoes estaciondarias da equacao de Schrédinger, que se reduz
a determinagao dos autovalores e autovetores da equagao de Helmholtz ([2, 23, 32, 37,

, 05] entre outras referéncias). Assim, tomando condigoes de Dirichlet e unidades tais

que h = 2m = 1 resulta

_A¢n(q) = En¢n(q)> qe (2'32)
on(q) = 0, q€ N (2.33)
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sendo A = g—; + 53—;2 o operador de Laplace em duas dimensoes. Lembramos que na
representacao de Schrodinger o estado de uma particula é descrita no espago de confi-
guracoes € por uma funcao de onda ¢ € L*(92), onde L?(Q) é um espaco de Hilbert das

fungdes com quadrado integraveis em €2 ([73]) e a interpretagao de ¢ é dada por

/D |6(q)[*d’q (2.34)

que é a probabilidade de se achar a particula no interior de um dominio D C Q [30, 31].

Apenas para alguns dominios muito simples é possivel resolver analiticamente a
equacao (2.32) com (2.33); em geral, encontrar as solugdes analiticas para esse problema
ou é muito complicado ou praticamente impossivel. Desta forma, é necessario recor-
rer aos métodos de aproximagao (por exemplo o Método de Galerkin) ou aos métodos
numéricos (por exemplo o Método de Elementos Finitos), a fim de lidar com tais proble-
mas que nao podem ser resolvidos analiticamente, em particular, os métodos numéricos
téem sido usados extensivamente neste processo de calculo dos autovalores e das auto-
funcgoes e a partir dai simulagdes numeéricas tém sido realizadas e usadas para a andlise
desses problemas e também para a verificagao e testes de conjecturas como as citadas
anteriormente.

Na literatura cientifica disponivel, por exemplo [23, (1], existe alguns métodos
numéricos que vem se destacando na resolu¢ao do problema do bilhar quantico, como
o Método de Solucao Particular que foi empregado recentemente para tratar o pro-
blema do bilhar cogumelo quantico [23]. Discutimos esse método no préximo capitulo

e algumas de suas caracteristicas podem ser consultadas no Apéndice

Observagao 2.3.1. (1) O problema do bilhar quantico também, pode ser visto como o
“problema do tambor” ou da “membrana vibrante” que possui uma grande importancia
em aplicagoes fisicas e de engenharia, veja-se [75, 7/];

(2) Gostariamos de registrar que vdrios experimentos tém se mostrado de grande uti-
lidade nesse tipo de estudo, como por exemplo, os experimentos sonoros realizados ini-
cialmente por Chladni no século XVIII [32] ou por meio dos recentes experimentos que
faz uso de cavidades de microondas [7/];

(8) Como tinhamos adiantado costuma-se, no caso do bilhar quantico, abordar e tentar
responder as sequintes questoes: (i) A Congjectura de Percival que propoem o sequinte, no

limite semicldssico, correspondente as autofuncoes ¢, comn > 1, o espectro de energias
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de sistemas, com os seus andlogos classicos misturados, sempre apresentam duas partes
qualitativamente distintas: uma regular e a outra irreqular [2/]; (ii) A Distribuicio de
Berry-Robnik que faz predicoes sobre a distribuicao do espacamento do niveis de energia
(de acordo com a congectura de Percival) [25] e (ii1) A Rela¢do com a Teoria de Matrizes
Aleatorias que sao usadas para descrever, estatisticamente, propriedades dinamicas de

sistemas fisicos como, por exemplo, os bilhares quanticos [2].

Antes de fornecermos e ilustrarmos os resultados estatisticos relevantes que
usamos em nosso trabalho, vamos enunciar o teorema de Schnirelman [75, 706] que é

considerado um resultado matematico basico na teoria de caos quantico.

Teorema 2.3.1 (Schnirelman). Suponha que o fluzo do bilhar em um dominio limitado
Q com fronteira 052 seja ergddico. Seja {¢,} uma seqiiéncia de autofungoes normalizadas

do Laplaciano com condigoes de fronteira de Dirichlet (ou Neumann), tais que

— A¢y =N dn, Pnp, =0, / | ()| ?dx = 1. (2.35)
Q
Entdo existe uma seqiiéncia {n;}52, C IN de densidade igual a 1, i.e., lim & =1, tal
J—00 ]
que para todo subconjunto aberto V. C €2 tem-se
, area(V)
1 oy (2))Pde = ———=. 2.
Jgrolo/vm5 i(2)[de area(§2) (2.36)
Demonstracao: Ver [79] O

Este teorema afirma que quase todas as autofungoes nao podem, de maneira
alguma, admitir qualquer concentracao, ou seja, elas tém que ser uniformemente dis-

tribuidas sobre a mesa de bilhar .

2.3.2 Estatisticas Espectrais

Sabemos que a ligacao entre as mecanicas classica e quantica (quando fazemos h — 0)
é sutil e complicada, pois a mecanica classica (quando temos A = 0) é sutil e compli-
cada, por exemplo: as orbitas de um sistema classico que sao governadas pelas equagoes
de movimento de Hamilton podem apresentar previsibilidade (movimento regular) ou
imprevisibilidade (movimento irregular) como j& discutimos, dependendo das caracteris-

ticas da funcdo Hamiltoniana H(q, p) do sistema. Como ja vimos uma questao natural
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a ser considerada é como o estudo classico das Orbitas de uma sistema é refletido no
seu correspondente sistema quantico?

Pode-se atacar esta questao das seguintes maneiras. Uma delas é estudar a
dinamica de sistemas quanticos que sao classicamente cadticos, i.e., o estudo de estados
nao estaciondrios. Uma outra maneira é estudar os estados estacionarios e analisar a
forma das fungoes de onda [77].

Nosso interesse estd na analise das energias dos estados estacionarios, como
também em saber como a distribuicao dos autovalores de (2.32) {E,},enw de uma
Hamiltoniana quantica H=H (q, p) reflete o estudo cldssico das trajetérias geradas
pela Hamiltoniana classica H = H(q, p). Sabe-se que as energias {E,} dependem de
h. Desta forma, como explicitar assintoticamente uma expressao para E,(h), cujo erro
decresce quando h — 0 mais rapido do que o nivel médio de espacamento entre os
autovalores? Para os sistemas classicamente integraveis uma tal expressao pode ser
encontrada que é a conhecida generalizacao da Teoria WKB (Wentzel, Kramers e Bril-
louin) em uma dimensao, chamada Quantiza¢io EBK (Einstein, Brillouin e Keller).

Temos assim, que para os sistemas integraveis com N graus de liberdade vao
existir NV constantes de movimento o que implica que o movimento de uma particula
estd confinado em um toro N-dimensional num espago de fases 2/N-dimensional, veja
a subsec¢ao . Portanto, para energias baixas a quantizacao seleciona as energias E

desse toro onde as N agoes sao separadas por multiplos de A, i.e.,

sendo {n;},1 <1i < N os numeros quanticos, {I;},1 <i < N as agoes dadas por

I = j{ p;dg; (2.38)
Vi
em torno dos circulos irredutiveis ~; do toro e os «; sao constantes conhecidas como
indices de Maslov [2, T7].

Para o caso cadtico a situagdo acima nao se aplica [77] e neste caso, ainda nao
foi encontrada uma maneira similar de se fazer isso.

Sendo assim, procuram-se informagoes, por meio de propriedades médias da

distribui¢ao de energias, que podem ser definidas semiclassicamente [77]. Na analise do
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espectro uma quantidade de grande relevancia é a densidade de estados d(FE) definida

por 5
/ d(E)dE (2.39)

que fornece o nimero de estados com niveis de energias entre F, e Ej, [37]. Feito isso,
obtemos uma média espectral chamada de densidade espectral média (d(E)) que provém
de

d(E)=> §(E—E,) =Tré(E— H) (2.40)

e é dada semiclassicamente pela regra de Weyl [37],

(d(E) = TS (2.41)

sendo = o volume do espaco de fases classico correspondente as energias do sistema

menores ou iguais a um certo valor £ dado por
=(E) =/ d"qd"p,
(H<E)

ou seja,

dZ/dE = / §(E — H(q,p))d¥qd"p (2.42)

Pode-se dizer que a regra de Weyl equivale a idéia de um estado quantico por
volume (2h)N do espaco de fases. Apesar de (2.11) nao dizer nada sobre a caoticidade
quantica do sistema, pode-se obter duas informacoes importantes dela. A primeira nos
diz sobre o nivel de espacamento médio que é da ordem: (d(E))™' ~ (2rh)Y; e a
segunda é uma regra de quantiza¢ao aproximada que pode ser obtida integrando d(FE)
que é chamada escadaria espectral (spectral staircase) ou densidade cumulativa (as
vezes também chamada fungao de contagem de autovalores) e é dada por

E

N(E):=> O(E-E,) = /

que fornece o niimero de estados com energias menores do que um valor F, sendo © a

d(E)dE (2.43)

[e.e]

fungao degrau unitaria [37, 77]. Temos entao, veja [77] a regra que expressa a idéia que
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a curva suave da escadaria média deve interceptar as metades dos degraus em média,

dada por (veja a figura para uma ilustracdo de como elas devem ser):

N(E) =Z(E)/(2rh)". (2.44)

0 25 50 75 E 100

Figura 2.7: Gréficos de N(E) e N(FE) [65].

Para bilhares bidimensionais, N(F) pode ser dado pela equagdo de Weyl

— A L
N(E)= —E- —VE+C, 2.45
() 47 47 ( )
sendo A a drea do bilhar, L o seu perimetro e C' uma constante que depende do tipo
de bilhar, esta equacao pode ser usada para normalizar as energias e entao aplicar
isso para calcular as distribui¢oes P(s) (veja a discussao abaixo sobre P(s)) de modo
independente do sistema considerado. Além disso, um outro fato util que merece registro

é que tanto N(FE) como d(FE) podem ser decompostas em duas partes: uma suave que é

N(E) e d(E) (ou (d(F))), respectivamente e uma outra oscilante dada por Ny.(FE) :=
N(E) — N(E) e dys.(F) := d(E) — d(E), respectivamente [(1].

Para os sistemas quanticos limitados com N graus de liberdade, o nimero de
niveis de energia em qualquer pequeno intervalo [E, E + AE] diverge como AE/EY no
limite semiclassico quando A — 0. Uma outra quantidade estatistica particularmente
util, que pode ser definida, é a distribui¢ao de probabilidades P(s) dos espacamentos de

niveis de energia (obtido do histograma dos espagamentos) s,, := E, 11— FE,, sendo F, 4
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e E, dois niveis de energias adjacentes (os F,, sao rescalonados de modo que seu espaga-
mento médio seja unitario). Assim, podemos considerar P(s) como uma quantidade que
caracteriza estatisticamente o espectro semiclassico na energia F. Uma questao natural
que surge é como P(s) estd relacionado com o movimento cldssico na superficie de
energia F [25]7

Com o célculo das estatisticas espectrais para as seqiiéncias de niveis de energia,
do sistemas Hamiltonianos com limites classicos, obtém-se experimentalmente fatos
interessantes.

Para o caso de sistemas quanticos, no regime semiclassico, onde a Hamilto-
niana produz um sistema classico integravel Berry e Tabor [59] verificou que P(s) é

universalmente a mesma e é dada por uma distribuicao de Poisson, ou seja,
P(s) = exp(—s). (2.46)

Visto que P(s) — 1 quando s — 0 este comportamento é chamado de atracio de nivel.
Por outro lado, quando a Hamiltoniana produz um sistema classico caodtico, o resul-
tado para a distribuicao de espagamento de nivel provém do uso de Matrizes Aleatérias
(Ensemble Ortogonal Gaussiano (GOE)), que fornece uma boa aproximagao, isso foi
conjecturado’ por Bohigas, Giannoni e Schmidt [77] e deve ser dada por uma dis-

tribuicao de Wigner, por exemplo, temos

P(s) ~ gs : emp(—%sz) (2.47)

Agora, neste caso, P(s) — 0 quando s — 0 este comportamento é chamado de re-
pulsao de nivel, na figura ilustramos esses comportamentos para P(s) no caso do
bilhar em um circulo e em uma cardidide, respectivamente [05]. Pode-se observar boas
concordancias entre os resultados obtidos e as distribui¢oes esperadas.

Um estudo mais detalhado de toda a discussao apresentada acima, referente as
propriedades estatisticas do espectro, pode ser encontrado em [32, 37, 77] ou ainda no
livro de Ozorio de Almeida [75].

Para os sistemas com dindmica mista (caso intermedidrio), ou seja, quando o

espaco de fases é misturado no sentido que algumas 6rbitas com energia E envolvem-se

13Qutras situagoes sdo analisadas em [57].
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Figura 2.8: Distribui¢ao de espagamento de nivel para: (a) bilhar circular e (b) bilhar
cardiéide [65].

regularmente em torno de um toro N-dimensional e outras exploram regioes (2N — 1)-
dimensional caoticamente, os casos acima nao se aplicam.

Contudo, Berry e Robnik [25] propuseram (baseado na conjectura de Percival)
uma expressao P(s), correspondente para esses sistemas. Ela nos diz que na quantiza-
¢ao de sistemas com dinamica mista (por exemplo, o bilhar cogumelo) as contribuicoes
das regioes integrdveis e cadticas para P(s) devem sobrepor em uma forma ndo cor-
relacionada no limite semicldssico, i.e., uma sobreposi¢ao das distribui¢oes de Poisson
(integravel) e de Wigner (cadtica) com as suas contribuigoes relativas determinadas
pelos nimeros de volumes relativos do espaco de fases das regioes regulares e cadticas
existentes. Por exemplo, suponha que o espaco de fases classico possua apenas uma
regiao regular e uma regiao cadtica com densidades p; e po, respectivamente. Neste

caso,

P(s) = {pferfc(gms) + (2/)1/)2 + gpgs) exp <—%p§s2)} exp(—p1s).  (2.48)

sendo erfe(x) = % / e dt a funcao erro complementar. Observa-se facilmente que
no limite p; = 1, po = 0 recuperamos a distribui¢ao de Poisson e no limite p; = 0,py =1
recuperamos a distribuicao de Wigner para o ensemble GOE, veja mais detalhes e

ilustragoes em H. J. Stockmann [32].
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2.3.3 Estruturas das Autofuncoes

Em relagdo as autofungdes da equagao ( ), espera-se que a dinamica classica seja
refletida na sua estrutura. De acordo com a Hipdtese das Autofuncgoes Semicldssicas
[58] os autoestados devem se concentrar nas regioes que uma Orbita arbitraria explora
ao longo do seu tempo limite [79]. Esse fenomeno de concentragdo recebe o nome de
“cicatrizes” (que foi verificado primeiramente por Heller, [32]) onde localiza-se altas
densidades de probabilidade.

Temos que, para sistemas integraveis o movimento esta restrito a um toro n-
dimensional invariante enquanto que, para sistemas ergodicos a superficie de energia é
inteiramente e uniformemente atingida. Para o caso de sistemas ergddicos, isso é asse-
gurado pelo Teorema de Ergodicidade Quantica [30] (veja também o teorema ( ),
que nos garante que quase todas as autofungoes tornam-se equidistribuidas no espaco
de configuragoes no limite semiclassico, por exemplo, restringindo ao espaco de posi¢oes
temos

i [ [0, (a)F Py = 22 (2.9

Jj—00

para uma subseqiiéncia {¢,;} C {¢,} de densidade um. Portanto, para quase todas
autofungoes a probabilidade de se achar uma particula numa certa regiao D do espago
de posicoes €2, no limite semiclassico, é exatamente a mesma dos sistemas classicos
(lembramos que dada uma trajetéria (q(t),p(t)) de uma particula iniciando em (qo,po),
a probabilidade de se acha-la numa certa regiao D no espago de posigoes €2 é dada por

lim — /0 ola(t))dt = Z‘:)ll((gi (2.50)

T—oo 1’

para quase todas as condicoes iniciais (qo,pp), sendo yp a fungao caracteristica de D.
Desta forma, em sistemas ergddicos a probabilidade de encontrar a particula no in-
terior de D é exatamente o volume relativo desta regiao. Logo, uma trajetoria tipica
preencherd assintoticamente o espago acessivel de maneira uniforme).

Para uma ilustracao desta situacao, veja a figura para o caso do bilhar
circular (integravel) e para o caso do bilhar cardidide (cadtico). Pode-se visualizar que
no primeiro caso a densidade de probabilidade esta restrita as subregioes do bilhar
circular em concordancia com o caso classico, enquanto que para o caso ergodico a

densidade de probabilidade esta uniformemente distribuida sobre toda regiao do bilhar
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cardidide também em concordancia com o caso classico.

Figura 2.9: Representagao bidimensional das autofungoes de um bilhar circular (inte-
gravel) e de um bilhar cardidide (caédtico) refletindo (em termos de cicatrizes) as estru-
turas das correspondentes dinamicas classicas, nos gréficos de densidade de |¢,(q)|?> a cor
preta significa alta probabilidade [65].

Agora, em relacao aos sistemas com espaco de fases misto a andlise de sua
dinamica é mais complicada, pois ambos movimentos regular e cadtico coexistem.
Porém, de forma andloga aos casos anteriores, essa dinamica também é refletida na
estrutura das autofungoes da equagao (2.32).

Como dissemos, sistemas com dinamica completamente integravel ou com dina-
mica completamente cadtica sao casos raros, genericamente temos os sistemas com
dinamica mista. Sabemos que a transi¢gao da dinamica integravel para o caso de dinamica
mista, quando esta sofre pequenas perturbacoes, é descrita pelo teorema KAM. O que
nos leva a uma estrutura complicada do espago de fases onde as “ilhas de estabilidade”
estarao cercadas por um “mar de caos”. Para essa situacao veja a figura 2.10, que ilustra
o espaco de fases do bilhar chamado limacon, ele pode ser visto como deformacgoes do
bilhar circular, introduzido inicialmente por Robnik [31]. A equacao para este bilhar é
dada por

p(p) =1+ccos(p), € |—mmr|, €€]l0,1] (2.51)

e como ja tinhamos visto antes, quando o parametro vale ¢ = 0 temos o bilhar em um
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circulo (integrével), quando £ = 1 temos o bilhar em uma cardiéide (cadtico), estes sao
0s casos extremos, e para 0 < £ < 1 temos os bilhares com espago de fases misturados.
Verificou-se que as ilhas KAM persistem até ¢ = 0.5 [81], mas mesmo quando ¢ é
tomado arbitrariamente préoximo de € = 1 pode-se ainda encontrar “minusculas” ilhas
KAM [32]. Este caso nos ilustra o quanto é complicado a andlise e o estudo de sistemas

com espacgo de fases misturados

Figura 2.10: Tlustragao do espago de fases de um sistema misturado onde dindmicas
regular e cadtica coexistem (para ¢ = 0.3) [79].

Sendo assim, para os sistemas com espago de fases misturados, novamente a
hipotese das autofungoes semicldssicas vai implicar que os autoestados poderao ser
classificados no limite semiclassico, como regular ou como cadtico, isso vai depender
da regiao do espago de fases que eles vierem a se concentrar [79]. Para uma ilustragao
dessa estrutura, veja a figura , onde o grafico tridimensional de |¢,(q)|?, o gréafico de
densidade e a representacao quantica de Poincaré-Husimi (um tipo de se¢ao de Poincaré
quantica, veja detalhes de sua construgao no apéndice 13) sdo fornecidos, outros detalhes
podem ser consultados no trabalho de Arnd [79)].

Gostarfamos, de finalizar este capitulo salientando que existem outras quan-
tidades estatisticas que também podem ser muito tuteis neste estudo das dinamicas

quanticas, como por exemplo: a rigidez espectral (spectral rigidity) [32, 77]; a funcao



2.3 Bilhar Quantico 49

Figura 2.11: Gréficos tridimensional e bidimensional das autofun¢gdes em um bilhar com
espago de fases misturado, elas estao tipicamente concentradas nas ilhas de estabilidade
(regifo regular) ou estendem-se sobre o mar de caos (regiao cadtica). Isto claramente pode
ser visto nas representacoes de Poincaré-Husimi (projecao no espago de fases) situadas
no lado direito [65], veja também o apéndice B.

de autocorrelagao de autoestados (autocorrelation function of eigenstates) [32, 83], en-
tre outras. No proximo capitulo damos uma atencao especial para o caso do Bilhar

Cogumelo, tanto em seus aspectos classicos, como quanticos.



50

Capitulo 2. Bilhares




CAPITULO 3

Bilhares Cogumelos de Bunimovich

Em 2001, Leonid Bunimovich [16] apresentou uma nova classe de bilhares cuja sua forma
é a idealizagao de um cogumelo (mushroom) como o conhecemos tridimensiolnamente,
mas visto de perfil (em um plano).

Esses bilhares ficaram conhecidos como “Bilhares Cogumelos” (Mushroom Bil-
liards) ou também chamados de “Bilhares de Bunimovich”. Do ponto de vista classico,
sao objetos muito simples como todo bilhar, suas trajetoérias correspondem a linhas
retas que sofrem reflexao perfeita em sua fronteira. Uma de suas principais caracteris-
ticas (verificada para uma classe especial desses bilhares) é que seu espago de fases é
dividido em apenas duas regioes, uma completamente regular e a outra completamente
caotica, sem nenhuma das hierarquias KAM, que estao presentes na grande maioria dos
sistemas Hamiltonianos. Desta forma, essa nova classe de bilhares nos fornece exemplos
de sistemas com dinamica mista (dinamicas regular e cadtica coexistindo num mesmo
espago de fases), cuja geometria relativamente simples, tem proporcionado um estudo
analitico mais rigoroso de sua dinamica. Essa descoberta, tem tornado possivel resolver
questoes delicadas sobre os sistemas dinamicos que apresentam as ilhas de integrabili-
dade e o “mar de caos” coexistentes num mesmo espagco de fases [16, 27]. Nas proximas
segoes, fazemos um estudo desta nova classe, tanto em seus aspectos cldssicos veja [22]

e as suas referéncias, como em seus aspectos quantico veja [23] e as suas referéncias.

51
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3.1 Aspectos Classicos

Sistemas Hamiltonianos como se sabe, podem exibir comportamento regular ou cadtico
veja capitulo 2. Embora existam muitos exemplos de sistemas desses tipos, geralmente
o espago de fases de um sistema Hamiltoniano genérico é dividido em regides com
comportamento regular (as chamadas regides de estabilidade ou ilhas KAM) e as regioes
com comportamento cadtico (os chamados “mar de caos”).

Esses sistemas ficaram conhecidos no meio cientifico, como Sistemas Hamiltoni-
anos com Espaco de Fases Dividido. Tais comportamentos tém sido observados ja algum
tempo, tanto experimentalmente, como numericamente em uma grande variedade de
sistemas, mas nao existiam ainda exemplos claros e representativos, com provas rigo-
rosas, de tais situagoes. O trabalho desenvolvido por Bunimovich fornece tais exem-
plos e as provas rigorosas [16]. Nesses exemplos (que na verdade formam uma nova
classe), a coexisténcia de comportamentos diferentes é analisada completamente, isto é
de grande importancia, pois o estudo da Teoria do Caos necessita, devido em parte por
sua complexidade, de exemplos ilustrativos e intuitivos para uma melhor compreensao
dos diferentes comportamentos que um sistema dinamico pode apresentar, e a partir
dai tenta-se aplicar o conhecimento adquirido nestes casos particulares, em situacoes
mais gerais e complexas e também na construcao de uma Teoria do Caos mais sélida.

A dinamica classica dos bilhares de Bunimovich ja é bem conhecida, mas con-
tinua sendo uma area muito ativa de estudos e investigacoes. Vamos fazer adiante uma
revisao do estudo de sua dinamica, para isso usamos como referéncias principais, os
artigos: de L. A. Bunimovich [16] e o de M.A. Porter e S. Lansel [22].

Os bilhares de Bunimovich sao construidos usando a “desfocalizacao”, que
acreditamos (de acordo com Bunimovich) ser um mecanismo de geragdo de compor-
tamento caético (ou de hiperbolicidade), o exemplo padrao deste mecanismo, a saber,
o estddio de Bunimovich é um caso particular destes bilhares. De fato, verifica-se para
a familia de bilhar cogumelo mais simples (neste caso a semi-elipse é substituida por
um semi-circulo e admite-se uma simetria axial nos cogumelos), uma transigao con-
tinua entre o caso integravel (tendo o circulo como um caso extremo desta familia de
cogumelos) e o caso cadtico (tendo o estddio como o outro caso extremo desta mesma
familia de cogumelos), uma ilustracdo desta transigdo pode ser visualizada na figura

(efetivamente estes casos extremos sao dados pelo semi-circulo e pelo semi-estéddio,



3.1 Aspectos Classicos 53

mas como veremos ha proxima subsecao pode-se, de certa maneira, considerar o circulo

e o estddio nesta anélise).

Configuration Space
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Figura 3.1: Tlustragao da transicdo de um semi-estddio (dindmica cadtica) em um semi-
circulo (dindmica regular) por meio de uma seqiiéncia (quando fazemos r — 0, 0 <r < R)
de cogumelos (dindmica mista) com o suporte retangular medindo 2r (sua base) variando
de 2R (semi-estadio) para 0 (semi-circulo).

Observa-se ainda que o mecanismo da desfocalizacao tem sido considerado como
o mecanismo basico para a geragao de caos nos sistemas com dinamica mista, em vez de
mecanismos dispersivos (encontrado, por exemplo, no bilhar de Sinai), isso talvez seja
natural, pois o mecanismo de desfocalizacao ocupa uma posicao intermediaria entre os
sistemas com mecanismos dispersivos (cadticos) e os sistemas com mecanismos neutros
(integraveis) [16]. Para os sistemas dispersivos as orbitas vizinhas divergem, para os

sistemas integraveis a divergéncia e a convergéncia de suas Orbitas sao equilibradas e
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para os sistemas com desfocalizagao a divergéncia das dérbitas prevalecem (em média)
sobre a convergéncia das mesmas [10].
Para o que segue usamos as defini¢coes, notagoes e resultados que foram forneci-

dos no capitulo

3.1.1 Cogumelos e Suas Propriedades

Como dito antes os bilhares cogumelos podem ser construidos facilmente; pela justaposi-
¢ao de uma semi-elipse (que denotaremos por) S cuja regiao delimitada por ela sera
chamada chapéu do cogumelo denotado por H, com um retangulo (que denotaremos por)
P cuja regiao delimitada por ele sera chamada pé ou suporte do cogumelo e suprimimos
a fronteira comum. O diametro de S serd chamado base do chapéu H (observamos que
a nomenclatura é a mesma adotada por Bunimovich).

Podemos inicialmente, por simplificacao, considerar um semi-circulo em vez de
uma semi-elipse e supor que este cogumelo ¢é axialmente simétrico, quando isso ocorrer,
tais cogumelos serao chamados cogumelos perfeitos, veja a figura 3.2. Salientamos que

tais simplificacoes ainda conservam toda a riqueza da dinamica mista verificada no caso

de um bilhar cogumelo genérico como pode ser visualizado na figura

S

P

L

2r

Figura 3.2: Tlustracao de um cogumelo perfeito, o dominio ) é formado combinando o
semi-circulo de raio R com um reténgulo de altura h e largura 2r [10].



3.1 Aspectos Classicos 55

Feito isso, vamos agora ao estudo da dinamica do bilhar cogumelo. Seja A, C
M o conjunto de todos os pontos do espago de fases tais que as orbitas do bilhar
nunca deixam o chapéu do cogumelo. Verifica-se facilmente, que A, é um subconjunto
invariante em M (em relacao ao fluxo do bilhar {S*}) de fato em A, temos curvas
invariantes do mesmo tipo das curvas invariantes de um bilhar num circulo.

O resultado principal provado por Bunimovich descreve a dinamica do bilhar
cogumelo e nos diz que o conjunto A, possui medida positiva (volume) se r satisfaz
a desigualdade 0 < r < R e a sua dinamica é integravel, enquanto o seu conjunto
complementar M\ A, (i.e., o conjunto de todos os pontos do espago de fases onde pelo
menos uma Orbita penetra no pé do cogumelo) também possui medida positiva para r
em 0 < r < R, mas neste caso a sua dinamica é cadtica, veja a figura 3.3 para uma

visualizacao dessa dinamica, formalmente temos:
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Figura 3.3: Ilustracao da dindmica de um bilhar cogumelo perfeito (espago de configu-
racao e espaco de fases, respectivamente).

Teorema 3.1.1. Seja o fluzo no bilhar cogumelo perfeito e seja r tal que 0 < r < R.
Entao:

(1) p(Ar) >0 e p(M\ A4;) > 0;

(2) A proje¢io natural de A, em Q € continuamente folheada por cdusticas que sGo
semi-circulos concéntricos a S no chapéu do cogumelo com raios r'; r <r' < R;

(3) A restricao do fluro a M\ A, € ergddica, hiperbolica, mizing e forma um sistema

de Bernoulli.

Demonstragao: Ver [10]. O
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Ressaltamos uma ferramenta muito 1til, da éptica geométrica, que é usada
fortemente na demonstracao do teorema acima (nos itens (1) e (2)) como também em
outras demonstragoes da teoria de bilhares [15]. Além disso, com o seu uso é possivel
verificar que o bilhar em um semi-circulo é equivalente ao bilhar em um circulo e,
de forma analoga, o bilhar em um semi-estadio é equivalente ao bilhar em um estédio.
Essa ferramenta chama-se Truque de Construgao de Imagem (Image Construction Trick
(ICT)) cujaidéia é utilizar uma componente 0@Q); da fronteira dQ) dada por um segmento
de reta, afim de construir uma imagem refletida como em um espelho, em relagao a 9Q);.
Por exemplo, em um semi-circulo usamos o seu didmetro para a reflexao, assim as orbitas
em um bilhar no semi-circulo podem ser vistas como sendo as 6rbitas de um bilhar em
um circulo, ou seja, tornar-se possivel estender as orbitas do semi-circulo, o que nos
possibilita uma maneira de estudar e analisar a dinamica do bilhar num semi-circulo

como se fosse o bilhar num circulo, veja figura

Figura 3.4: Técnica de construgao de imagem [17].

Para o item (3) do teorema, em artigos anteriores [13, 14, 8] Bunimovich ja
tinha provado que, sob condi¢oes bem gerais, os bilhares limitados por arcos de circulos
e segmentos de retas sao hiperbodlicos, ergddicos, sistemas mixing e K-sistemas, como
as componentes de um bilhar cogumelo perfeito sao segmentos retos e arcos de circulos,
entao o resultado segue. E devido a outros resultados gerais, que também ja foram
provados, resulta que esses sistemas, em particular o bilhar cogumelo perfeito, sao de
Bernoulli [5, 86]. Como os detalhes dessas provas nos levaria a ter que acrescentar
muitos preliminares resolvemos omiti-los para nao estender demasiadamente o nosso
trabalho.

Um outro resultado, também fornecido por Bunimovich [16] é sobre uma es-
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timativa da taxa de decaimento de correlacoes para a restricao do mapa do bilhar
cogumelo na projegao natural de M \ A,. Seja A/ a projecao de A, induzida pela pro-
jecao de M em M. Lembramos que o decaimento de correlagoes pode ser visto como
um critério usado para medir o grau de caoticidade de sistemas dinamicos. Na verdade,
sistemas do tipo mixing, podem ser caracterizados por meio do decaimento de corre-
lagoes entre duas fungoes. O decaimento de correlagoes estd entre as mais importantes
conseqiiéncias de um comportamento cadtico e consiste no fato de que, depois de decor-
rido um intervalo de tempo igual ao tempo de decaimento da correlagao, os valores das
variaveis envolvidas no espago de fases tornam-se estatisticamente independentes, veja
mais detalhes no apéndice A. O proximo resultado também confirma, de uma certa

maneira, o comportamento caético do conjunto complementar M \ A,.

!/

Proposicao 3.1.1. Seja T a restrigio do bilhar cogumelo no conjunto M \ Al .r > 0.
Considere um par de funcgoes continuas de Holder' f,g em M\ A!. Entdo existe uma

constante C = C(f, g) tal que para qualquer n € ZZ tem-se
[ sag@an- [ @ [ gt < o
M\A, M\A; M\AZ

Demonstragao: Como o bilhar cogumelo perfeito possui apenas arcos de circulo e
segmentos retos essa proposicao segue de resultados recentes dados por Markarian [37].
(I

3.1.2 Outras Generalizagoes

Em seu trabalho Bunimovich também teve o mérito de fornecer e sugerir varias gene-
ralizagoes para o estudo do bilhar cogumelo, além de possiveis linhas de pesquisas entre
as quais o estudo do bilhar cogumelo quantico, o que de fato aconteceu com o trabalho
de Barnett e Betcke [23] em 2007. Tratamos do bilhar cogumelo quantico na préxima
secao.

Uma generalizacao imediata dos resultados acima é que eles continuam validos
para quaisquer cogumelos com chapéu semi-circular (ndo necessariamente simétrico

axialmente) e com mais de um pé (nao necessariamente retangular) obedecendo a tnica

Weja o Apéndice
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restricao que nenhum pé tenha distancia nula em relacao aos pontos extremos da base
do chapéu do cogumelo, pois neste caso nao haverd ilha de estabilidade (a condigao (2)

do teorema acima falha) veja algumas ilustracoes na figura

Configuration Space Configuration Space

0.8r

0.6

0.4

0.2

Figura 3.5: Tlustragao de algumas modificagoes do cogumelo perfeito, o primeiro acima
a esquerda nao possui ilha de estabilidade nos outros casos a dinamica permanece como
antes veja os dois ultimos casos onde trajetérias tipicas sdo ilustradas. (Destacamos ape-
nas os espagos de configuragoes por conveniéncia de economia de espago em nosso tra-
balho, mas também podemos observar a dindmica, como vista antes, nos espagos de fases
para estes casos).

Com os estudos feitos para o cogumelo perfeito, pode-se construir uma nova
classe de bilhares com espaco de fases dividido, que de certa forma, generaliza a classe
dos bilhares cogumelos. Esta nova classe recebeu o nome de honey mushrooms. Um bi-
lhar desta classe pode ser construido da seguinte maneira: considere um bilhar cogumelo
inicial ou de primeira geragao, em seu pé coloque um outro bilhar cogumelo (ou vérios),

este sera o de segunda geracao, no pé do cogumelo de segunda geracao coloque outro
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bilhar cogumelo (ou vérios), este serd o de terceira geracao e assim por diante. Podemos
assim construir os de geragoes posteriores (veja a figura para uma ilustracao de um
honey mushroom até a segunda geracao) desde que em todas geracoes obedecemos as
seguintes condicoes:

(i) Os chapéus dos cogumelos nao podem se intersectar;

(ii) Os pés dos diferentes cogumelos sé podem ser intersectar ao longo de suas fronteiras;

(iii) A area total deverd ser mantida finita.

Configuration Space Configuration Space
2 1 2 1
i 25.9956=24.9955 1=7.2832 |t=6.2832 | i |
t=0
- ol t=11.2832 | - ol |
b =9.2832 =10.2832 | b |
ol t=17.9958=16.9955 | ol |
Ll ) =20.9955 =18.9955= . 3l .
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Figura 3.6: Ilustragao de um honey mushroom, de suas trajetérias e de seu espago de
fases, respectivamente.

Fica facil de observar que uma das caracteristicas destes bilhares é que eles
podem conter um nimero arbitrario de ilhas em um tnico mar cadtico. Uma outra

propriedade que também é facil de ver, é que quando temos varios cogumelos (de varias
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geragoes) a fronteira deste dominio serd um fractal.
Seguindo a mesma idéia do teorema anterior temos o seguinte resultado para

os bilhares honey mushrooms.

Teorema 3.1.2. Seja Q um honey mushroom formado por n,1 < n < oo cogume-
los Ky, , K,. Entio o fluro do bilhar {S'} em Q possui n ilhas integrdaveis A,,,i =
1,---,n formadas pelas orbitas que nunca deizam os chapéus H; com raio r; dos cor-
respondentes cogumelos K;. Além disso, a restrigio do fluro {S'} ao conjunto comple-

mentar M\ U;_, A,, € ergddico, mizing e € um fluro de Bernoulli.

Demonstragao: Com as devidas adaptacoes é possivel repetir a demonstragao que é
feita para o teorema apresentada em [10]. O
Como sabemos, o circulo é um caso particular de uma elipse e no que diz re-
speito aos bilhares, a principal diferenca entre o bilhar na elipse e o bilhar no circulo é
a existéncia de duas (e ndo uma) familias continuas de cdusticas [7, 15]. Desta forma,
o proximo resultado, de grande importancia, generaliza parcialmente o teorema
(a generalizacdo nao é completa, pois é necessario impor, segundo Bunimovich, certas
condicoes sobre o comprimento do pé do cogumelo, para que valha um resultado similar
ao teorema anterior [16]). Esta nova situacao fornece algumas novas propriedades em
relagdo ao caso anterior. Substitua o semi-circulo pela semi-elipse no bilhar cogumelo
perfeito dado acima. Adiantamos que a existéncia de uma familia de causticas a mais,
implicard a existéncia de uma outra regiao de integrabilidade no espaco de fases deste
novo bilhar cogumelo, obviamente ela serd uma conseqiiéncia das curvas causticas tan-
gentes as hipérboles que aparecerao no chapéu do cogumelo, veja a figura para uma
ilustracao do seu espaco de configuracao.

Para o cogumelo eliptico, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3. Considere um bilhar cogumelo eliptico ). Entao o bilhar em @) terd
duas ilhas de integrabilidade se ocorre o sequinte:

(i) O pé do cogumelo eliptico nao intersecta as bordas do chapéu;

(ii) O pé de @ nao contém o centro da base do chapéu.

Se somente uma das condigoes acima for verdadeira, entdo o bilhar em @ possuird
apenas uma ilha de integrabilidade. Se ambas as condicoes acima sao violadas, entao ()

nao possuird nenhuma ilha de integrabilidade.
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Configuration Space

Figura 3.7: Trajetérias tipicas em um cogumelo eliptico: trajetérias regulares em ver-
melho (ciusticas de uma hipérbole) e em azul (cdusticas de uma elipse) e a trajetéria
cadtica em preto.

Demonstragao: Ver [10]. O
Podemos ilustrar o teorema acima, exibindo o espago de fases do bilhar cogumelo
eliptico, veja a figura 3.5, o que mostra a existéncia de duas ilhas integraveis, quando

as duas condi¢oes do teorema acima sao satisfeitas.

Phase Space: t vs incident angle
T T

)
T
.

.,

incident angle
rAT R WA -.-v.wa.r.;- ..._,.

-

Figura 3.8: Espago de fases de um cogumelo eliptico, observamos que as duas ilhas que
aparecem sao de mesma natureza das ilhas que aparecem em um bilhar eliptico ilustrado

no capitulo 2.
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Finalizamos esta se¢ao observando que generalizacoes dos bilhares cogumelos
em dimensoes maiores (d > 2) também sdo possiveis, mas nao faremos essa discussao.
Alguns detalhes sobre esta questdo podem ser obtidos no artigo de Bunimovich [16]. O
que vale ressaltar, de um modo geral, é que essas novas classes de bilhares proporcionam
intimeras possibilidades de pesquisas (para os diversos exemplos de cogumelos que po-
dem ser criados) além de possiveis resultados com provas mais rigorosas que podem ser
feitas; isso tem permitido e possibilitado o uso desse conhecimento em outras situacoes

de pesquisas, por exemplo, destacam-se os seguintes trabalhos [23, 26, 27].

3.2 Aspectos Quantico

Caos quantico é o estudo da dinamica quantica de sistemas cujos correspondentes clas-
sicos apresentam dinamica cadtica. A dinamica quantica de um bilhar cogumelo nao é
tao conhecida como a dinamica classica, o estudo dos bilhares cogumelos de Bunimovich
quanticos é recente, iniciado com o trabalho de A.H. Barnett e T. Betcke [23] o qual
serda a referéncia desta secao. Objetivamos fazer uma discussao sucinta desse estudo.
Salientamos que varias técnicas semi-analiticas e numéricas foram empregadas para
tratar esses bilhares. Esta discussao se torna importante, pois ela servirda como base
para o nosso trabalho de pesquisa, mas para nao estender a se¢ao muitos dos detalhes
serao omitidos.

Apesar do estudo ja feito, os desafios envolvidos sao grandes, dadas as dificul-
dades técnicas do problema. As principais caracteristicas presentes nesse trabalho sao:
(i) Um estudo estatistico em grande escala de autofungoes; (ii) Verificacdo numérica
da Conjectura de Percival com alta precisao e (iii) Confrontacdo das estatisticas de
autovalores com os resultados propostos pela Teoria das Matrizes Aleatérias.

Sabe-se que a natureza das autofungoes de um operador diferencial parcial
linear no limite semiclassico permanece um problema chave de pesquisa, pois quando
o operador é a quantizacao de um sistema Hamiltoniano classico o comportamento
das autofungoes dependerd de sua classe dinamica (como ja discutimos), por exemplo:
para aqueles que possuem dinamica hiperbdlica (ou cadtica), isso corresponderd no
estudo quantico, as autofungoes “irregulares” veja a segao para mais detalhes. O
estudo, para o entendimento desse mecanismo, é central na area de caos quantico, as

vezes também chamado de ergodicidade quantica [23]. Ressaltamos novamente, o grande
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mérito do trabalho desenvolvido por Bunimovich, pois o bilhar cogumelo introduzido em
seu trabalho [10] tem proporcionado importantes avangos nesta area e em varios outros

estudos de fenomenos como, por exemplo, a aderéncia (ou “stickiness”) de érbitas [20].

3.2.1 Formulagao do Problema

Resumidamente, seja uma particula pontual confinada em um dominio compacto e
conexo Q C IR? sofrendo reflexdes eldsticas na sua fronteira 9Q. Seu espaco de fases
coordenado é 2 x St = {(r,0)} sendo r := (z,y) € Q a posigao e § € S* a diregao
(momento) da particula pontual. O seu correspondente na mecanica quantica é o pro-
blema espectral do Laplaciano definido em € C IR? com condices de fronteira locais
homogéneas que podem ser tomadas sendo de Dirichlet (e unidades i = 2m = 1) tal

que

—Ag¢j(q) = Ejpij(q), qe (3.1)
¢i(a) = 0, g€ N (3.2)

As autofuncoes (que também chamamos de automodos ou apenas modos) ¢; podem
ser consideradas de valores reais e ortonormalizadas e os correspondentes autovalores
(que formam o espectro de energias) ou freqiiéncias podem ser tomados da seguinte
maneira £y < B, < E3 < --- — 00 e escritos como E; = ka-, onde os k; sao os
numeros de onda 27 dividido pelo comprimento da onda. Recordamos o fato que este
problema esta diretamente relacionado com a questao matemética proposta por Mark
Kac [31], conhecido como o “problema do tambor”, que possui indmeras aplicagdes [33].
O dominio 2 considerado nesse estudo [23] pode ser visto na figura 3.9, observamos
que a particula se move no dominio €2 sob a influéncia de um poco potencial infinito

bidimensional

0, se (z,y) €

oo, se (x,y) ¢ (3:3)

Vi(z,y) = {

Como dito antes, este problema é tradicionalmente atacado e tratado numeri-
camente. Discutimos como foi feito isso na proxima subsegao, antes disso, relembramos
que para os bilhares puramente ergddicos, o Teorema da Ergodicidade Quantica nos

garante que no limite £ — oo quase todos os modos ficam equidistribuidos, veja no-
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Configuration Space

05

t=4

0.7124
0

Figura 3.9: Dominio usado em [23], o raio do semi-circulo é R = 1.5 e o retangulo com
lados iguais a a =b=1.

vamente a secao 2.3. Para os bilhares com dinamica mista um tal teorema ainda nao
existe; assim estudos numéricos tornam-se essenciais para esses casos. O que se tem
para os sistemas com dinamica mista, como conjectura, é devido a Percival [21] que
afirma que os modos tendem a localizar em uma ou outra regiao invariante do espago
de fases, ou seja, em uma regiao regular ou em uma regiao caodtica. Testar esta conjec-
tura é um dos objetivos desse estudo numérico. Uma outra questao para os sistemas
com dinamica mista estd relacionada com a distribuicao do nivel de espagamento que se
conjectura ser uma caracteristica universal [25], assim como é para os sistemas comple-
tamente integraveis e também para os sistemas completamente cadticos (visto na segao

). Sendo assim, estuda-se as distribuigoes de espagamentos para os subconjuntos de
modos regulares e de modos ergddicos para obter informagoes que comprovem, pelo

menos numericamente, essas conjecturas.

3.2.2 Abordagem Numérica do Problema

Os métodos numéricos usualmente implementados para o calculo dos autovalores e das
autofungoes, do problema dado acima, sao baseados no uso de Diferencas Finitas ou
Elementos Finitos, ambos possuem as suas vantagens e/ou desvantagens, como por
exemplo: (i) As limitagdes técnicas no trato do problema computacionalmente; (i) A
escala de dados obtidos nesses estudos; entre outras, mais detalhes podem ser encon-

trados na referéncia [23].
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O Método de Solugao Particular (MSP) que foi desenvolvido por L. Fox, P.
Henrici e C.B. Moler [38] (a partir dos trabalhos de Bergman [39] e de Vekua [90])
para calcular os autovalores e as autofuncoes do Laplaciano em regioes planas tais
como os poligonos foi o método empregado por A.H. Barnett e T. Betcke em [23]. Esse
método por apresentar inicialmente algumas dificuldades relacionadas a computacao de
alguns dominios (principalmente aqueles que envolviam “cantos”), ficou por um bom
tempo quase sem ser utilizado até o momento que essas dificuldades foram contornadas,
deixando-o mais eficiente e estavel. Nesse trabalho de aperfeicoamento do MSP desta-
camos entre outras contribui¢oes o trabalho de Betcke e Trefethen [91] para uma revisao
e discussao do MSP original como também das melhorias que foram empregadas.

O MSP, como todo método numérico, apresenta vantagens e/ou desvantagens.
Entre as vantagens destacamos duas: (i) alta precisao no célculo de autovalores proximos
da precisao da méquina associados aos modos baixos e (ii) apresenta uma variante
acelerada para autovalores altos, denominado método de escala. Estas duas vantagens
possibilitam o calculo de um grande niimero de autovalores muito superior aos outros
métodos tradicionalmente utilizados [23] (este fato é o grande chamariz do trabalho
de Barnett e Betcke). A principal desvantagem, que talvez nao o faga tao popular,
estd relacionado a sua sofisticacao teérica o que pode dificultar a sua implementacao
computacional. Para uma discussao mais detalhada sobre esses aspectos sugerimos as

seguintes referéncias [23, 91, 92, | e para uma discussao mais sucinta veja o apéndice

Discutimos agora como o MSP aperfeicoado ou melhorado se aplica ao problema

proposto, de acordo com a referéncia [23].

Método de Solucao Particular

Fornecemos as principais idéias do MSP melhorado que estao presentes nas referéncias
citadas acima. Grosso modo, o MSP aproxima os autopares (E;, ¢;) de (3.1) e (3.2) por
meio de um espago de fungdes que satisfaga (3.1), mas nao necessariamente (3.2). Em
resumo, forme um conjunto de funcées base ou de solucoes particulares, {&,(r) bzt~
de tal modo que elas satisfacam a equagao —AE, = F¢, sendo E um autovalor teste,
mas nao satisfagam necessariamente a condi¢ao de fronteira dada em (3.2). Temos

agora como objetivo encontrar valores de E (para isso faga uma variagdo em F) tal que
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exista combinagoes lineares nao triviais z1£; + - - - + 2 n&y, que seja minima na fronteira
0€). Feito isso teremos boas aproximagoes para uma autofunc¢ao do problema do bilhar
quantico.

Mais precisamente, considere um espago de dimensao finita H(E) de fungdes

testes (as fungoes base discutida acima) para o parametro dado E como

H(E) = Span{gla e agN}

Defina as seguintes normas para u € H(E):

fulle = ( | |u<r>|dr)l/2
lullon = ( [ Jutwlar) "

Claramente, H(E) com o produto interno usual induzido pela norma usual acima é

para u no interior de ) e

para u na fronteira 0f2.

um espago de Hilbert. Defini-se uma funcgao erro de fronteira também chamada funcao

tensao como

tlu] == M. (3.4)
[lullo

Temos que t[u] = 0 para u € H(E) < u é uma autofuncdo e £ é o autovalor associado
no dominio 2. Contudo, na pratica trabalha-se com uma fun¢ao de erro minimo dada
por t,,(F) := min t[u], que fornece uma medida para o erro de uma aproximagao

ueH(E)
obtida do autovalor F, i.e., existe um autovalor F; tal que

|E — B
E.

J

< Ctn(E) (3.5)

sendo C' uma constantes de ordem 1 que depende apenas do dominio 2. Esta expressao
decorre de um resultado obtido por Moler e Payne [105] que estende e simplifica o
resultado obtido por Fox, Henrici e Moler ([$8] ou apéndice ). A partir dai, varia-se
E para obter uma minimizacao de t,,(E), cujos valores minimos serao os autovalores
aproximados para o problema com erro relativo dado por (3.5).

Desta forma, para a implementagdo do Método de Solugao Particular (MSP)
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trata-se das seguintes questoes: (i) De uma escolha adequada do conjunto base de
solugoes particulares e (ii) Do céalculo da fungao tensao t,,(£). Vamos discutir estas
questoes com mais detalhes seguindo [23].

Para a primeira questao, salientamos novamente que para obter as aproxi-
magoes precisas do autovalor e da autofungao pelo MSP é necessario escolher um con-
junto de fungdes base adequado. Barnett e Betcke [23] propoem um conjunto base que
fornece uma convergéncia exponencial para o erro relativo dado em (3.5), dependendo
do nimero N de fungoes do conjunto base.

Para isso, faga-se o uso da simetria do problema. O cogumelo proposto €2 é
simétrico em relacao a um eixo vertical passando pelo centro do semi-circulo, veja a

figura

Figura 3.10: A regiao Q é simétrica em relagao ao eixo vertical tracejado [23].

Tecnicamente, torna-se vantajoso explorar a simetria do bilhar cogumelo, pois
como sabemos certas propriedades da equagao (3.1) asseguram que as suas solugoes se
dividem em duas classes com relagao a reflexao especular no eixo de simetria: as pares e
as impares. Assim, todos os automodos serao ou pares ou impares, simétricos em relagao
a esse eixo de simetria. Todavia, é suficiente considerar para os calculos apenas uma das
metades do cogumelo, por exemplo, a metade direita do cogumelo que denota-se por
2. Os modos impares serao obtidos impondo condi¢oes de fronteira de Dirichlet nulas
em toda fronteira 0€)'. E os modos pares serao obtidos impondo condi¢oes de fronteira
de Neumann nulas no eixo de simetria denotado por I'y e condigbes de fronteira de

Dirichlet nulas na parte restante da fronteira 0€Y, veja a figura
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Figura 3.11: Metade do cogumelo desimetrizado usado para o calculo dos modos impares
e pares, utilizando coordenadas polares (r,0). Também usa-se a coordenada de fronteira
q € [0,L], sendo L o comprimento da fronteira I excluindo os segmentos adjacentes ao
“canto” da figura [23].

Os seguintes fatos gerais, que sao conhecidos, serao de grande utilidade:
(1) As autofungdes do Laplaciano sdo funges infinitamente diferenciaveis C*° no inte-
rior de um dominio, exceto possivelmente na sua fronteira;
(2) As autofungoes podem ser estendidas como fungoes C* por reflexao na vizinhanga
de cantos cujo angulo interior seja uma fracdo inteira de 7 da forma 7/a [33].

Temos que a tnica singularidade ocorre no canto de angulo reentrante 37/2
(no ponto comum das linhas tracejadas veja figura ), neste caso o = 2/3. Portanto,
nas proximidades deste canto qualquer a autofungao ¢; podera ter uma expansao por

meio de uma série de funcoes de Fourier-Bessel da forma

- . 2n
¢;(r,0) = ; ayJons3(k;jr) sin ?9, (3.6)
em coordenadas polares (r,0) de acordo com a figura e sendo J, a funcao de Bessel

de primeira espécie de ordem «. Esta expansao, obtida por Barnett e Betcke ja tinha
sido formulada no trabalho de Fox, Henrici e Moler [38] quando eles fizeram o estudo
da regiao €2 em forma de L, na verdade, elas sao as solugoes exatas de uma fatia com

angulo interior 7/, veja o apéndice 2. Assim desta forma, como sugestao, o conjunto
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base de func¢oes pode ser definido por
2
&n = Jans3(kr) sin 3”9,

sendo k? = E. Este conjunto base deve ser uma boa escolha, pois estas funcoes base re-
conhecem a singularidade no canto do angulo reentrante e também satisfaz as condigoes
de fronteira nulas nos segmentos adjacentes a esse canto (sao os segmentos tracejados
na figura ) [38]. Resta entdo minimizar a fun¢do tensao no restante da fronteira 0§
denotada por I', que exclui os segmentos tracejados. Seja ¢ € [0, L] a coordenada de
fronteira que parametriza I' e seja L = |I'|. Verifica-se facilmente que L =3 + 37/4.

A questao que surge agora é sobre a andlise da convergéncia das autofungoes
dadas pelo conjunto base escolhido, mas esta questao ja foi investigada (na tese de
Betcke [92] capitulo 6) e verificou-se que para os modos com pelo menos um canto de
singularidade, a taxa de convergéncia é de ordem exponencial. Isto implica que a fungao
tensao (3.5) admite convergéncia exponencial [23].

Vamos agora discutir a segunda questao. Para isso, considera-se um conjunto
discreto de pontos obtidos na fronteira e no interior do dominio considerado [92] (vale
observar que no MSP original s6 eram considerados pontos na fronteira). Mais pre-
cisamente, toma-se para o conjunto base de fungoes {,(r)}n=1.. y dado acima, M
pontos na fronteira, ou seja, {y,, -,y }- Defina as matrizes A, por a;, := &,(y;), i =
1,---, M, n=1,---,N e B como A, mas substituindo os pontos de fronteira por
pontos interiores ao dominio, ambas de ordem M x N. A fungao tensao t,,(F) pode
ser dada de diferentes maneiras (através de estudos ja realizados) como sendo o menor
autovalor generalizado do par de matrizes (AT A, BTB) ou como sendo o menor valor
singular generalizado do par de matrizes (A, B). A segunda abordagem foi empregada
por Barnett e Betcke [23] no estudo do bilhar cogumelo quantico. Obviamente, surgem
questoes sobre a analise numérica dessas abordagens: como o condicionamento das ma-
trizes acima; a estabilidade numérica dos calculos, entre outras. Essas questoes também
ja foram analisadas em diversos estudos como [33, 92], sendo assim para nao estender
muito a nossa discussao sugerimos a consulta as essas referéncias para os interessados,

alguns desses detalhes podem ser vistos no apéndice

Observacgao 3.2.1. (i) O MSP original [55] sofria de um problema de mal condional-

mento das fungoes bases para regioes complicadas, isso ja tinha sido observado por Fox,
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Henrici e Moler;

(ii) A reformulagao do MSP [91] como um problema de cdlculo do dngulo entre cer-
tos subespacos tem tornado esse método aplicdvel a uma grande variedade de dominios
planos:

(11i)) Em um outro artigo Betcke [05] faz uma revisio de vdrias versoes do MSP e
mostra que uma ferramenta satisfatoria para descreve-lo € a Decomposicao em Valores

Singulares Generalizada.

Para os autovalores altos, Barnett e Betcke [23] usaram uma variante do MSP
para calcular todos os modos impares, chamado método de escalamento (scaling method)
que foi introduzido por Vergini e Saraceno [9]; usa-se a mesma base dada anteriormente,
detalhes em [23]. Como uma ilustragao dos resultados obtidos por Barnett e Betcke veja
a figura onde se visualiza as caracteristicas de um automodo de energia alta no
espaco de configuragoes do bilhar cogumelo, acredita-se que este automodo pertenca a

uma regiao cadtica.

Figura 3.12: A densidade de probabilidade de um automodo de alta energia que pertence
a uma regiado cadtica [23].

Os resultados obtidos por Barnett e Betcke [23] foram altamente precisos. Os
modos impares foram obtidos resolvendo o problema de autovalores com condi¢oes de
fronteira de Dirichlet nulas na fronteira da metade do cogumelo, usando para isso o

MSP e a localizacao dos minimos por meio da fungao tensao (3.5). Para os modos pares
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foi imposto condigdes de fronteira de Neumann e de Dirichlet (como descrito acima),
usaram o MSP com uma funcao tensdo modificada [23], veja os resultados obtidos por
Barnett e Betcke na figura 3.13, onde é possivel visualizar concordancias com a dinamica

classica subjacente.

(b)

Figura 3.13: Gréficos das densidades para a metade do cogumelo: (a) modos impares e
(b) modos pares [23].

Em relagao ao espago de fases, Barnett e Betcke [23] utilizaram uma estrutura
um pouco diferente da fornecida pelo software Billiards de Porter e Lansel [22] veja a
figura 3.14, onde estao caracterizadas as regides integraveis e as regides ergodicas, veja
detalhes em [23].

Nesta linha, as figuras 3.15 e 3.16 obtidas por Barnett e Betcke, fornecem os
espagos de configuragdes e os respectivos espacos de fases quanticos (distribuigao de
Husimi), que verificam novamente concordancias com a dinamica cldssica subjacente,
[23].
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Figura 3.14: Secao de superficie de Poincaré (espaco de fases cldssico) com coordenada
de fronteira ¢ e o seno do angulo incidente p. Temos caracterizada as regioes integraveis
e ergédicas, [23].

Figura 3.15: Gréafico da densidade |¢;|* que é igual a zero nas partes brancas e maiores
do que zero nas partes escuras, [23].
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Figura 3.16: Espagos de fases quanticos (grafico das distribui¢coes de Husimi), [23].
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Como ultimo registro dos resultados obtidos por Barnett e Betcke sobre o bilhar
cogumelo quantico, relatamos o estudo sobre os niveis de distribuicao do espacamento.
Os dados obtidos foram confrontados com a predi¢ao de Berry-Robnik para sistemas
com dinamica mista, obtendo 6tima concordancia. Além disso, sao apresentados estu-
dos separados: para o caso de modos regulares, o que concorda com a distribuicao de
espacamento de niveis do tipo Poisson e para o caso de modos ergddicos que concorda
(com excecao de pequenos desvios) com a distribuicao de niveis do tipo GOE veja a

figura 3.17, todos os detalhes desses estudos estao em [23].

\ 800 800
\
1000 600 600
400 400
500
200 200
0 0 0

0 1 2 3 4 5 5 0 il 2 3 4
Figura 3.17: O primeiro grafico tem todos os modos confrontados com a distribuicao de
Berry-Robnik; no grafico do meio temos apenas os modos regulares confrontados com a
distribuicao de Poisson e por fim temos apenas os modos ergédicos confrontados com a
distribuicdo de Wigner para o caso GOE, [23].
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Salientamos que o trabalho de Barnett e Betcke é preliminar, mas é de grande
importancia como referéncia, assim vale destacar os resultados por eles obtidos, pois eles
podem servir para efeito de comparagao e/ou de confronta¢ao com outras investigagoes

futuras em situagoes similares.



CAPITULO 4

Resultados Obtidos

Neste capitulo, apresentamos os nossos principais resultados obtidos durante o de-
senvolvimento deste trabalho de doutorado. Propomos novos modelos de bilhares que
sao classicamente cadticos cuja dinamica quantica pode ser convenientemente descrita
utilizando-se uma aproximacao do tipo Galerkin, o que nos permitiu obter com boa pre-
cisao um grande numero de autovalores e autofungoes e estudar algumas propriedades
estatisticas do espectro de energia para esta nova classe de bilhares. Empregamos basi-
camente as mesmas ferramentas abordadas nos capitulos anteriores; esses novos modelos
serviram para que nbs pudéssemos testar e verificar conceitos, conjecturas e resultados
previamente discutidos. Salientamos que foi utilizado o software Billiards [60] para obter
os espacos de configuragoes e a andlise classica para esses bilhares. A andalise quantica foi
feita a partir de uma implementacao em FORTRAN do método de Galerkin. Do ponto
de vista desta implementacao numérica estudamos também os efeitos de tamanho finito
da matriz associada ao truncamento dos modos de Galerkin.

A nossa analise, neste primeiro momento, priorizou os aspectos quanticos para
esses bilhares, porém utilizamos informagoes extraidas de seus correspondentes classicos
por meio de simula¢oes computacionais que como dissemos sao primordiais neste tipo
de pesquisa. SituacgOes como essas sao usuais em pesquisa na area de caos quantico.

A base deste estudo quantico inicial é a estatistica dos niveis de energia. No artigo

75
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de A.H. Barnett e T. Betcke [23], discutido no capitulo anterior, destaca-se o fato de
que cerca de 16000 autofuncgoes e autovalores foram obtidos e considerados na analise.
Em nossos trabalhos conseguimos uma ordem de grandeza maior de autofuncoes e
autovalores para os bilhares que estao sendo propostos. Nas seg¢oes seguintes vamos
destacar algumas caracteristicas de nossos estudos, que também serao publicados em

um artigo futuramente.

4.1 Bilhar em Coordenadas Bipolares

Nesta secao, vamos apresentar uma nova maneira de abordar o uso de sistemas de
coordenadas ortogonais, especificamente na construcao e no estudo da dinamica de
sistemas bilhares.

A idéia central desta nova abordagem é utilizar a separabilidade da equacgao
de Laplace no sistema de coordenadas ortogonais adotado e depois aplicar o método de
Galerkin que é um método de aproximagao para obter resultados altamente precisos,
como serao fornecidos. Esta idéia pode ser aplicada para varios outros sistemas de

coordenadas ortogonais.

4.1.1 Primeiro Caso

Considere um bilhar plano Q C IR? que é obtido utilizando um sistema de coordenadas
ortogonais denominado sistema de coordenadas bipolares [95, 96, 97]; este sistema é
baseado nas famosas circunferéncias de Apolonio. Essas circunferéncias tém importantes
propriedades, a saber, suas intersec¢oes formam um angulo reto, as circunferéncias cen-
tradas no eixo y passam por dois pontos especiais, denominados focos que denotaremos
por Fi e Fy situados no eixo z, veja uma ilustracao destas circunferéncias na figura
Essas circunferéncias sao empregadas para descrever as coordenadas bipolares
que aparecem em diferentes bases de sistemas tridimensionais, como por exemplo, no
sistema de coordenadas toroidal entre outros. As principais aplicagoes das coordenadas
bipolares ocorrem na resolucao de certas equagoes diferenciais parciais, como por e-
xemplo, a equagao de Laplace ou a equacao de Helmholtz, cuja abordagem se d& por
meio do conhecido método de separacao de varidaveis. Para o caso da equagao de Laplace,

sabe-se que ela é separavel nas coordenadas bipolares, mas nao é o caso para a equagao
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Bipolar Coordinates: ¢ and T Isosurfaces
Foci are located at (-1, 0) and (+1, ()
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Figura 4.1: Conjunto de circunferéncias de Apolénio (coordenadas bipolares) [98].

de Helmholtz [99].

A relagao entre as coordenadas bipolares que denotaremos por o e 7 e as
coordenadas cartesianas x e y, (veja a figura para um esquema de descri¢ao) pode
ser definida por uma transformacao conforme (outras transformagoes também podem

ser usadas para obter o mesmo resultado, veja [100]) como fornecida abaixo:

z:x—l—iy:iacot(%), (=o0+ir, (4.1)

sendo a > 0. Considere F| = (—a,0) e F; = (a,0) como sendo os focos do sistema.

A equagao (1.1) produz as seguintes relagoes:

sinh 7 sin o
r=¢q———mm, y=a——, (4.2)
cosh T — coso cosh T — coso
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Figura 4.2: Descrigao das coordenadas bipolares usadas em nosso trabalho.

T

sendo 0 € [—3, 5], T € (—00,00) e com os seguintes fatores de escala

a
hy =hy = ———. 4.3
cosh 7 — coso (43)
Como a funcao cotagente inversa é dada por
1 z—1
cot™H(z) = = lo 4.4
(2) 2 L0 (44)
a equagao (1.1) admite rela¢do inversa dada por
. zZ+a
¢ =ilog : (4.5)
z—a
que fornece as seguintes relagoes:
(z — acoth7)? + y* = a’csc h*T, (4.6)
2% + (y — acot0)? = a® csc’ o, (4.7)

que sdo as inversas das relagoes (1.2), as equagoes (1.0) e (1.7) sdo circunferéncias ao
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longo dos eixos x e y respectivamente, veja novamente a figura

Observagao 4.1.1. Sejam Fy, Fy os focos do sistema e P = (o,7) o ponto de inter-
sec¢ao das circunferéncias obtidas pelas equagoes (/.0) e (4.7). Consideremos as cordas
PF; e PF,. Uma outra defini¢ao (mais geométrica) muito comum de coordenadas bipo-
lares (o,T) € por meio das equagoes (/.”), mas com a coordenada o do ponto P sendo
o angulo F1\PF, e a coordenada T := In g—;, onde dy = d(P, Fy) (distanica de P a Fy) e

dy = d(P, Fy) (distancia de P a Fy) [95].

Adotamos, por conveniéncia, para o nosso estudo um caso particular desses
“bilhares bipolares”, dentre os varios que podem ser construidos. Consideremos a = 1
e a regiao ) do bilhar dada pela circunferéncia obtida tomando oy = & e subtraindo a
regioes dadas pelas circunferéncias oy = 7, quando 7 = 1 e 7 = —1, veja a figura

para uma ilustracao dessa situacao.

Configuration Space

Figura 4.3: A regiao acima dos circulos menores serd usada para constituir o “bilhar
bipolar”.

O nosso estudo inicia-se, a priori, com uma investigacdo computacional da

dinamica deste bilhar. Observamos depois de fazer varias simulagoes computacionais
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que este bilhar, deve apresentar comportamento cadtico em seu espago de configuragoes
o que se traduz em uma regiao totalmente ergddica (a menos de regides de medida
nula) no seu espago de fases, veja a figura /1.1 para uma ilustracdo desta observagao
onde fizemos, usando o software billiard, pelo menos 250 iteracoes para varias condigoes
iniciais.

Configuration Space

£i8%,

0.5}

lo incidente

angu
.

-05p

Figura 4.4: Espaco de configuragoes e espaco de fases descrevendo a dindmica do bilhar
bipolar para varias condi¢des iniciais com pelo menos 250 iteracoes (colisdes na fronteira)
cada.
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A caracterizagao matematica desta dinamica classica cadtica é a principio muito
dificil, como sabemos a prova matematica da ergodicidade de bilhares, do ponto de vista
cléssico, s6 é conhecida para alguns casos particulares (bilhar de Sinai e bilhar Estadio).
Desta forma, estudos computacionais e numérico sao relevantes nessa analise inicial.

Por outro lado, o estudo quantico desse bilhar nos despertou um interesse
maior, pois como sabemos a equacao de Laplace é separavel em coordenadas bipolares
[99] e se considerarmos entdo o problema do bilhar quantico (definido anteriormente)
para o bilhar bipolar com condicoes de fronteira de Dirichlet apropriadas, podemos
tratar esse problema por meio de técnicas semi-analiticas de aproximacao, usando por
exemplo o Método de Aproximacao de Galerkin ou apenas Método de Galerkin (veja no
apéndice I um sucinta discuss@o sobre esse método). Neste sentido, resolvendo o pro-
blema quantico, também estariamos obtendo importantes informagoes que poderiam ser
luteis para o problema cléssico, pois como discutimos ao longo do trabalho deve existir
uma correspondéncia, de uma certa maneira, entre as dinamicas classica e quantica e
vice-versa.

Neste caso, vamos considerar as coordenadas bipolares (o, 7) com o € [0,27] e
T € (—00,00), veja a figura

Sabemos que a dinamica de uma particula de massa m sob a influéncia de um
potencial V (r,t) é descrita pela equagao de Schrodinger [30],

0 h?
ihaw(r, t) = —%v%(r, t) + V(r,t)Y(r, t), (4.8)

sendo V? = aa_;z + aa—; o operador Laplaciano. Na regido Q C IR?, considerada para
o bilhar bipolar tem-se V(r,¢) = 0, assim o bilhar quéantico (como visto na secao

associado ao bilhar bipolar cldssico) consiste em resolver o problema de autovalor do
Laplaciano com condigdes de fronteiras de Dirichlet homogéneas (usando a equagao

(1.8) independente do tempo t), ou seja,

— V%, = Ety,, (4.9)
Y(og,7) = (o, 7)=0 (4.10)
(o, 1) = Y(o,m) =0 (4.11)

sendo a fronteira 0€2 os contornos do bilhar bipolar, figura
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Figura 4.5: Espago de configuragao do bilhar bipolar oy é o arco superior, o; é o arco
central, 79 é arco inferior da esquerda e 71 é o arco inferior da direita.

O operador Laplaciano em coordenadas bipolares tem a forma [99],

V2 =

(cosh 7 — cos o) (8% 8%) (412)

a? Oo? + or?

sendo (—a,0) e (a,0) os pontos focais do sistema em coordenadas cartesianas. Como
foi dito a equacao de Laplace em coordenadas bipolares é separavel.

Desta forma, temos como objetivo introduzir uma base de autofuncoes ,, para
o Laplaciano em coordenadas bipolares, exigindo que elas satisfacam as condigoes de
fronteira do problema proposto acima. Usando o método de separagao de variaveis para

a equacgao de Laplace, podemos escrever

(o, 7) = x(@)p(7), (4.13)

e impor as seguintes condicoes de fronteira

O método de Galerkin funciona bem se escolhermos uma base de autofungoes



4.1 Bilhar em Coordenadas Bipolares 83

apropriada com cada autofuncao da base satisfazendo as condigoes de fronteira do
problema. Assim, das possiveis escolhas que podem ser feitas, a seguinte escolha é

adequada para os nossos propositos:

(o) = sin( o (a—ao)) (4.16)

g1 — 0y

, mm

Om(T) = sin ( (r — 7'0)) : (4.17)
T — 70

Claramente, pode ser verificado que as equagoes (1.10) e (1.17) satisfazem as

condigoes de fronteira do bilhar bipolar. Além disso, tais fungoes sao ortogonais em

relacao ao produto interno

(XnPms Xt Py ) = / XnPmXn P dodT (4.18)
Q

em L?(Q), isto &, {(Xn®@m, Xn'@m) = 0, se n # n’ oum # m’, sendo Q o interior do bilhar
bipolar.
Desta maneira as fungoes dadas em (1.16) e em (4.17) formam uma base orto-
normal de autofungoes para o operador Laplaciano em coordenadas bipolares, [101].
Temos entao, que a solugao da equagao de Laplace ( ), pode ser escrita como

uma expansao da base de autofuncgoes obtida acima, ou seja,
V(0,7 =) Ao Xn(0) @i (7). (4.19)
O nosso proximo passo é encontrar uma solucao teste na forma

UN(Uv T) = Z UnmXn (0)m(T) (4.20)

para o problema do bilhar bipolar quantico, isto é, queremos obter solugoes aproximadas
para esse problema que sejam combinacoes lineares dos N primeiros elementos da base

de autofuncoes do Laplaciano em coordenadas bipolares.
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Substituindo (1.20) em (41.9) temos

(S aamtalden®)) = B(Z aamtaloien(s))

n,m n,m

= — Z U VX0 (0) o (T) = E (Z anmxn(a)gpm(T)) ) (4.21)

n,m

Vamos agora aplicar o produto interno em ambos os lados da igualdade ( ),

ou seja,

= (000 3 T ) (1) ) = (@) B o)) )

n/,m’/ n/,m’/

agora usamos as propriedades da base, disso resulta num problema usual de autovalores
e autovetores de matrizes. Em particular, se mostrarmos que esta matriz tem espectro
do tipo “aleatério”, estara estabelecido a conexao entre caos classico e caos quantico
para o bilhar estudado, como esté discutido no apéndice

Desta forma, temos a seguinte expressao:

) 71_2 n/2 m/2 N )
<Xn()0ma \ Xn’QOM’> - _E <(0.1 _ 0.0)2 + (7-1 _ TO)Q) <Xn()0ma (COS T — CO8 U) Xn’@m’>
(4.22)
sendo
(XnPm, (cosh T — 08 )2 X @m') = Ot A — 2Brins Connr + St Doy (4.23)

com os elementos matriciais dados explicitamente por

1
Amm’ - Zémm’ (7-1 - 7-0)
) (—1)™+™ sinh 27 — sinh 27

(4(11 = 70)* + 72(m — m')?) (4(1 — 70)* + 7%(m + m')?)

— 2mm'7* (1 — 7o)

9 (—1)"+" sin o — sin o
(01 = 00)? = w*(n —n')?) (01 — 00)* — 7*(n +1')?)

Bpw = —2nn/7?(01 — o)
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(—1)™+™ sinh 7, — sinh 7
(=7 = w2 = ) (7 — P — 7m0 )

Coe = —2mm/m*(11 — 79)?

1
Dnn/ — —(Snn/ —

1 (o1 —00)
—1)"*" sin 20 — sin 20y

(4(01 — 09)%2 — w2(n — n')?) (4(01 — 00)? — 72(n +n')?)

— 2nn'n? (o) — 0p)?

Os principais resultados desta andlise sao apresentados abaixo:
(1) Distribui¢ao do Espagamento de Vizinhos Proximos P(s) na figura 1.0;
(2) Modos para baixas energias na figura 1.7;
(3) Modos para altas energias na figura 1.8;
(4) Funcao erro de truncamento na figura
Em todos os casos, cerca de 10000 autofungoes e autovalores foram considerados. Os
efeitos de tamanho finito das matrizes foram avaliados comparando-se os espectros

obtidos a partir de diferentes truncamentos.

GOE
Poisson --------

08}

0.4 H H

0.2 H

Figura 4.6: Graficos tedricos das distribuicoes de Poisson e de Wigner (GOE) com os

dados numéricos do espectro.
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Figura 4.7: Os primeiros modos para baixas energias, para N=1,2,3,4,5 e 6 respectiva-

mente de cima para baixo.
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Figura 4.8: Modos para altas energias, para N=501,502,503,504,505 ¢ 506 respectiva-

mente de cima para baixo.
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Figura 4.9: Fungao erro de truncamento no calculo dos modos.

4.1.2 Segundo Caso

Um outro bilhar plano que também pode ser considerado utilizando-se as mesmas coor-
denadas bipolares do caso anterior é o que possui a configuracao visualizada na figura
. A principal diferenca deste caso para o anterior é que, com esse contorno, a im-
plementacao do Método de Galerkin fica um pouco mais trabalhosa.
Como no caso anterior consideremos a = 1 e a regiao ) do bilhar dada pela
circunferéncia obtida tomando oy = % e subtraindo a regiao dada pela circunferéncia

6

obtida tomando o; = I, veja novamente a figura . A dinamica deste bilhar esta

g’
exibida na figura , por meio de seu espacgo de configuragao e seu espaco de fases.
Novamente, como no caso anterior, este bilhar bipolar apresenta dinamica cadtica, como
podemos verificar o seu espaco de configuragao e o seu espago de fases fornecidos. Toda
discussao feita na secao anterior de como proceder para estudar este bilhar, em sua
versao quantica, se aplica a este caso também.

O problema entao consiste em resolver o problema para o Laplaciano, com
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Configuration Space

t=18.8496

Figura 4.10: A regiao acima do circulo menor serid usada para constituir um “bilhar
bipolar”.

Configuration Space Espaco de Fase: t vs angulo incidente
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Figura 4.11: Espaco de configuragoes e espacgo de fases descrevendo a dindmica para o
bilhar bipolar para virias condigoes iniciais com pelo menos 250 iteragoes (colisGes na
fronteira) cada.

condicoes de fronteira de Dirichlet sobre o contorno do bilhar veja a figura 4.2, ou seja,

— V%, = E,n, (4.24)

Y(o0,7) = Y(01,7) =0 (4.25)
(o, —o0) = Y(o,00) =0 (4.26)
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Como visto antes, o operador Laplaciano em coordenadas bipolares tem a forma,

(cosh T — cos 0)? <82w 02w>

V) = (4.27)

+
a? do? ~ Or?
sendo (—a,0) e (a,0) os pontos focais do sistema em coordenadas cartesianas.
Mais uma vez, a idéia é introduzir uma base para as autofuncoes v,, adaptadas
as condigoes de fronteira do bilhar. Como o Laplaciano em coordenadas bipolares é

separavel podemos escrever

¥(o,7) = x(0)p(7), (4.28)

onde
x(00) = x(01) =0 4.29
p(—00) = p(c0) =0 (4.30)

Para este caso, a escolha seguinte mostrou-se conveniente

(o) = sin( nr (a—ao)) (4.31)

o1 — 0y
7_2
om(T) = e 7 Hpy(T1), (4.32)
sendo H,, := (—1)m672/2%e‘72/2, m =0,1,2,--- a representacao de Rodrigues para

os polinomios de Hermite de ordem m e n =0,1,2,--- [70].

Observagao 4.1.2. Lembramos que os polinomios de Hermite ocorrem, por exemplo,
na Mecanica Quantica, em solucoes do oscilador harmonico simples. Sabemos também

72

que H,,(T) sdo polinémios ortogonais com relagao a func¢io peso e~ | mais detalhes

veja [107].

Repetindo o mesmo raciocinio da subse¢ao anterior, claramente pode ser ve-
rificado que as equagdes (1.31) e (1.32) satisfazem as condigoes de fronteira do bilhar
bipolar (segundo caso). Além disso, tais fungoes sdo ortogonais em relagdo ao produto

interno

<Xn§0m7Xn’§0m’> ::/Xngoan’gpm’dadT (433)
Q

em L?(Q), isto &, {(Xn®@m, Xn'@m) = 0, se n # n’ oum # m’, sendo Q o interior do bilhar
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bipolar.
Desta maneira as fungoes dadas em (4.31) e em (4.32) formam uma base orto-
normal de autofungoes para o operador Laplaciano em coordenadas bipolares, [101].

O nosso proximo passo é encontrar uma solucao teste na forma
UN(Ua T) = Z anan(U)@m(T> (434)

para o problema do bilhar bipolar quantico, isto é, queremos obter solugoes aproximadas
para esse problema que sejam combinagoes lineares dos N primeiros elementos da base
de autofuncoes do Laplaciano em coordenadas bipolares.

Substituindo (41.31) em (4.21) temos

-V (zn; ) (zn; o)
= = Xt V(0 honl) = B malo)ion(s) ). (0.3

n,m n,m

Vamos agora aplicar o produto interno em ambos os lados da igualdade ( ),

ou seja,

- (xwlo)om(r) ;anmv2xn<o—>som<f>> = (rl)emr). E@ mnl@)nr)) )

agora usamos as propriedades da base. Da mesma maneira, como fizemos antes, isto
resulta num problema usual de autovalores e autovetores de matrizes. Em particular,
se mostrarmos que esta matriz tem espectro do tipo “aleatorio”, estara estabelecido a
conexao entre caos classico e caos quantico para o bilhar estudado, seguindo novamente o
apéndice (. Também é possivel obter as féormulas explicitas para os elementos matriciais,
apesar de ser bem mais trabalhoso. Como os resultados em si sao similares, aqueles que

fornecemos na subse¢ao anterior, eles serao omitidos.
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4.2 Bilhar em Coordenadas Parabdlicas

O proximo bilhar a ser considerado também provém de um sistema de coordenadas
ortogonais, chamado sistema de coordenadas parabdlicas, veja a sua representacao na

figura

\ N [

Figura 4.12: Tlustracao de parabolas confocais que sao usadas para descrigao das coorde-
nadas parabdlicas [103].

Este sistema de coordenadas tem importantes aplicagoes fisicas em mecanica
quantica. Por exemplo, emprega-se coordenadas parabdlicas na abordagem do problema
do atomo de hidrogénio sob a presenca de um campo elétrico. Ela é amplamente uti-
lizada ja que neste sistema, como se sabe, a equagao de Schrodinger se torna separavel

99, 102].

Consideremos, neste sistema de coordenadas, o bilhar  C IR? com a seguinte
configuracao, veja a figura que sao os graficos das seguintes equacoes: y = 212 — i
parav:%,y:—%x2—|—%parau:1ey:—éx2+2parau:2.

Escolhemos esta configuragao por ser mais conveniente para o uso do software
billiards. Porém acreditamos que qualquer um dos “retangulos parabdlicos” que podem
ser obtidos tenham a dinamica cadtica. Como foi feito nos casos anteriores, fizemos
simulagoes computacionais para véarias condigoes iniciais.

O resultado dessas simulagoes podem ser observados na figura , onde a
dinamica deste sistema bilhar é ilustrada em seu espaco de configuracao e no seu espago
de fases, o que evidéncia a existéncia de dinamica cadtica.

De modo analogo, como feito antes, no estudo das coordenadas bipolares, a

relacao entre as coordenadas parabdlicas bidimensionais, que denotamos por v e u e
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t=2.5

Configuration Space =1.25
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Figura 4.13: A regiao obtida é um dos “retangulos parabdlicos” mais centralizados em
4.12.
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Figura 4.14: Espaco de configuragoes e espago de fases descrevendo a dindmica para o
bilhar parabélico para varias condigoes iniciais.

as coordenadas cartesianas x e y podem ser definidas por meio de uma transformagao

conforme dada por

z=w?z=x+iy;w=u+iv (4.36)
que nos fornece
r = wv (4.37)
1
y = =) (4.38)

As curvas com v constante formam parabolas confocais voltadas para cima e
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as curvas com u constantes formam parabolas confocais voltadas para baixo. Todas
essas parabolas tém o foco localizado na origem veja figura . Além disso, temos os

seguintes fatores de escala para as coordenadas parabélicas (v, u),
hy = hy = V0% 4+ u? (4.39)

Outros fatos importantes sao: que tanto o laplaciano, como a equacao de Helmholtz sao
separaveis nas coordenadas parabdlicas, o que nos possibilita estudar e analisar o bilhar
quantico em coordenadas parabdlicas por meio de métodos nao apenas numeéricos. O

laplaciano em coordenadas parabdlicas é dado por

2 2
VU = ! (a v + 0 \I’) (4.40)

v2 +u? \ Ov? ou?

Assim, como feito na secao anterior, os procedimentos para realizar o estudo

quantico deste bilhar sao similares. Os detalhes farao partes de uma publicacao futura.

4.3 Bilhar em Formato de “Meia-Lua”

Por fim, construimos e estudamos um bilhar que teve como motivacao a figura de uma
meia-lua crescente (ou minguante) chamada de lunula de Hipdcrates, veja a figura ,
para uma ilustracio. A regidao Q@ C IR? que constitui este bilhar é obtida tomando como
fronteira um semi-circulo (contorno superior) e uma semi-elipse (contorno inferior).
Tomamos, em particular, um semi-circulo centrado na origem e de raio igual a 2 cuja

equacao ¢ dada por

Pyt =4=y=v4—a?

(a parte superior da equagao da circunferéncia) e uma semi-elipse com centro também
na origem e de raios iguais a 1 para o seu eixo menor e 2 para o seu €ixo maior cuja

equacao é dada por
2 2
x 9 x
— =l=y=4/1—-—
;Y Y 1
(a parte superior da equagao da elipse).
Por meio de investigacdo computacional (utilizando o software billiards, feita

a priori, nos leva a acreditar que este bilhar apresenta movimentos regular e caodtico
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Figura 4.15: Mesa de bilhar em forma de uma meia-lua.

coexistentes em seu espaco de configuragoes o que resulta em regioes regular e ergbdica
no seu espacgo de fases, ou seja, ele apresenta dinamica mista, a figura ilustra a
dinamica mista observada neste bilhar para pelo menos 500 iteracoes para cada dado
inicial.
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Figura 4.16: Dinamica observada na mesa de bilhar em forma de uma meia-lua, acima o
seu espacgo de configuragao e abaixo o seu espago de fases.

Mais especificamente, analisando essa investigacao computacional podemos ob-
servar que o espago de configuragoes deste sistema apresenta, dependendo da condicao
inicial fornecida, trajetorias que possuem o comportamento de um movimento re-
gular (ou integravel) e outras trajetérias tém um comportamento que descrevem um

movimento cadtico (ou irregular). No espago de fases isso se traduz em uma regiao de
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estabilidade (ilhas de estabilidade) envoltas por um “mar de caos” (regiao ergddica).
Para a nossa abordagem de estudos vamos considerar este bilhar visto como
uma subregiao comum de um circulo e de uma elipse, conforme a figura ilustra,
isso tem como objetivo explorar este bilhar a partir das propriedades geométricas e
analiticas conhecidas de circulos e elipses e também da dinamica ja conhecida do bilhar

em um circulo e em uma elipse.

Configuration Space

5688

Figura 4.17: Mesa de bilhar em forma de uma meia-lua (superior) visto como uma sub-
regiao comum do circulo com a elipse.

Sendo assim, sejam Fy = (—/3,0) =~ (—1.732,0) e F, = (1/3,0) = (1.732,0)
os focos da elipse considerada.

Prosseguindo com a nossa investigacao computacional podemos, ainda, obser-
var o seguinte:
(i) Analisando o espaco de configuracao e o espago de fases do bilhar meia-lua para
varias condigOes iniciais dadas, cujas Orbitas satisfazem uma certa condi¢ao no espago
de configuragao, nos leva a conjectura que existe no espago de fases uma regiao que é
inteiramente regular, veja a figura
(ii) Analisando, de forma andloga, o espago de configuracao e o espago de fases do
bilhar meia-lua, nos leva a conjectura que se algumas 6rbitas nao satisfazem essa certa
condicao, elas irao gerar dinamica cadtica no espaco de configuragdo e no espago de
fases, ou seja, regiao ergddica como podemos visualizar na figura , onde ilustramos
a dinamica mista verificada.

A primeira questao que surge naturalmente é como caracterizar essas regioes,

ou seja, quais propriedades as érbitas deste bilhar devem satisfazer, para pertencer a
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Figura 4.18: Orbitas regulares no espaco de configuracio e na regido regular do espaco
de fases.

Espaco de Fase: t vs angulo incidente
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Figura 4.19: Espago de configuracao e espago de fases do bilhar meia-lua com as
regioes regular e ergddica coexistindo, efetuamos pelo menos 250 iteragoes para diversas
condigoes iniciais.

uma dessas regioes? A relevancia de um estudo como este é muito grande, pois como
dissemos antes, a Teoria do Caos devido a sua complexidade e por ainda ser uma teoria
em desenvolvimento precisa de exemplos simples e com as suas dinamicas conhecida.
Assim, poderemos testar e/ou verificar conjecturas, além de propor e/ou formular outras
novas. A Teoria do Caos Quantico correspondente a Teoria do Caos Classico também
é beneficiada com tais estudos, pois possui muitas conjecturas que ainda precisam ser
verificadas.

Com as observagoes/ verificagoes computacionais feitas acima acreditamos que
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este bilhar possua dinamica mista com um espacgo de fases dividido, ou seja, dinamica
regular e cadtica coexistindo em seu espaco de fases. Objetivando comprovar essa
suposicao vamos considerar as retas perpendiculares ao eixo x, que denotamos por
r1 e ro passando pelos pontos F; e Fy, respectivamente. A interseccao destas retas
com a elipse serdo pontos que denotamos por A; = (—v/3,1/2) ~ (—=1.732,0.5) e
Ay = (v/3,1/2) ~ (1.732,0.5) respectivamente. Finalmente, vamos considerar duas re-
tas s e sy que passam pela origem e pelos pontos A; e A,, respectivamente. Estas duas
retas nos fornecerao a condi¢ao que desejamos, ou seja, dizer quando uma trajetéria é
regular ou é cadtica.

Especificamente, seja s; a reta que passa pelos pontos (0,0) e (—1.732,0.5), ou

seja,
1

Tox1.732"

e seja sy a reta que passa pelos pontos (0,0) e (1.732,0.5), ou seja,

y:

1

Y=o 1"

Conjectura: Se alguma ligacao de qualquer trajetéria cruzar uma destas retas, en-
tao essa trajetoria serd cadtica. Se todas as ligacoes de uma trajetéria qualquer per-
manecerem na regiao limitada por estas duas retas, entao essa trajetoria sera regular.

Uma outra questao que também surge € a seguinte: supondo que essa dinamica
mista seja verificada ou caracterizada de fato, a posteriori, sera que esse comportamento
também é refletido no correspondente bilhar quantico? E se fizermos o estudo do bilhar
quantico, a priori, tendo apenas as suposi¢oes computacionais sobre essa dinamica, em
que sentido o estudo quantico poderia ser utilizado para fornecer informacoes e fatos a
respeito do estudo classico?

Infelizmente, ainda nao conseguimos dar respostas afirmativas para essas ques-
toes, mas gostariamos de deixar essas indagacoes registradas para serem, possivelmente,

respondidas em estudos futuros.



CAPITULO 5

Comentarios Finais e Trabalhos Futuros

Neste ultimo capitulo, registram-se os nossos comentarios finais sobre o trabalho feito,

assim como, algumas perspectivas de possiveis trabalhos futuros a ser realizados.

5.1 Comentarios Finais

Este trabalho de doutorado teve como objetivo fazer um estudo sisteméatico dos as-
pectos classicos e quanticos dos sistemas bilhares, porém priorizando a parte quantica.
Também foi nossa intengao fazer uma revisao da literatura cientifica de forma resu-
mida sobre tais assuntos, procuramos destacar e caracterizar as principais propriedades
dinamicas desses sistemas. Para alguns poucos bilhares tais dinamicas estao bem carac-
terizadas, tanto computacionalmente ou experimentalmente, como matematicamente;
para outros, ainda faltam a caracterizacao matematica, principalmente, em relagao a
prova da ergodicidade no caso de sistemas bilhares cadticos. Neste estudo, exibimos
varios exemplos ilustrativos e representativos desses bilhares e de suas dinamicas.

H4 mais de uma maneira de abordar tal objetivo, procuramos mesclar nosso
estudo dando um enfoque tanto fisico como matematico. Sendo que abordagens mais
computacionais e/ou estatisticas também sao possiveis de serem feitas, também uti-

lizamos desses procedimentos. A matemaética para tratar o caos quantico nao esta tao

99
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desenvolvida quando comparada com a matematica para o tratamento do caos classico.
Sendo assim, o estudo do caos quantico necessita de ferramentas e abordagens que pri-
orizam tanto as analises numéricas como as de cunho estatisticas, ou seja, as simulacoes
computacionais e toda andlise a posteriori sao de suma importancia.

Neste sentido, o nosso trabalho visto por esses aspectos segue o mesmo espirito
de alguns outros que ja foram realizados sobre tais sistemas como, por exemplo, o
proposto por A.H. Barnett e T. Betcke [23] para o caso do caos quantico.

Em relagao aos nossos resultados obtidos, construimos novos sistemas bilhares
que sao “bem trataveis”, do ponto de vista quantico, por meio de ferramentas semi-
analiticas e nao puramente numéricas como muitos outros trabalhos sao feitos. Foi
possivel realizar um estudo semi-analitico do bilhar quantico (para estes novos bilhares)
utilizando sistemas de coordenadas ortogonais apropriadas, que essencialmente tornam
o Laplaciano separavel nessas coordenadas, como vimos no capitulo 4. Abordagens
como essas nao sao tao comuns de serem feitas, pelo menos nao temos conhecimento
de tais trabalhos, o mérito disso é a obtencao de resultados altamente precisos em
grande escalas. O que normalmente se apresenta sao estudos puramente numéricos
seguidos de analises estatisticas. Um outro fato inédito introduzido, é o uso do método
de Galerkin neste tipo de estudo, ou seja, fazemos o uso deste método no tratamento do
“bilhar quantico”. Apesar, de nao obtermos provas rigorosas, para estes casos propostos,
temos total convicgao, com base nos experimentos computacionais apresentados, que
tais resultados sao de fato consistentes. Doravante, tais resultados serao submetidos a

publicacao futura.

5.2 Trabalhos Futuros

Como dissemos, bilhares sao paradigmas para o estudo do caos cldssico e também para
o estudo do caos quantico. Tanto os bilhares classicos, como os bilhares quanticos, sao
modelos recorrentes em pesquisa atual, basta verificar as nossas referéncias para cons-
tatar a grande quantidade de artigos cientificos e/ou de dissertagoes/teses publicados
sobre os sistemas bilhares, sendo que, muitos outros trabalhos, nao listados, podem ser
encontrados nas mais diversas publicacoes cientificas existentes sobre esses temas, seja
no campo da fisica como no campo da matematica.

Como sabemos, ambas as dreas (caos cldssico e caos quantico) estao em pleno
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desenvolvimento, pois ainda ha muito a ser feito, principalmente, no campo da matema-
tica onde carecemos de uma teoria mais sélida, por ela estar em construgao [108],
mas também hd muito a ser feito do ponto de vista fisico [2, 10, 32]. Desta forma, a
pesquisa em sistemas bilhares deve ser atrativa por muito mais tempo ainda. Nosso
proximo objetivo de pesquisa sera aprofundar esses estudos, a principio do ponto de
vista matematico, procurando obter provas mais rigorosas dos fatos observados. Um
outro desafio que nos surge sera escrever uma publicagao, em lingua portuguesa, de
uma obra que versa sobre Bilhares Cldssicos e Quanticos para que possa servir de
referéncia sobre esses temas, o ponto de partida para essa tarefa serd o nosso trabalho,
o qual pretendemos fazer adaptacoes e complementacoes para este objetivo.

Outras possibilidades de trabalhos envolvem as dreas de ensino e pesquisa,
tanto em niveis introdutoérios, como avancados. Pretendemos desenvolver atividades
em ambas 0s campos como, por exemplo, projetos de iniciagao cientifica, de mestrado
e a longo prazo, se possivel, de doutorado. Além disso, o desenvolvimento de novas
ferramentas computacionais nessas areas se torna atrativo e promissor de ser realizado,
principalmente para auxiliar o estudo do caos quantico onde ha poucas ferramentas
disponiveis.

Generalizac¢Oes para outros sistemas mais gerais, assim como, estudos em outras

areas correlacionadas também se tornam possiveis e de grande interesse.
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APENDICE A

Topicos de Teoria Ergodica

Fornecemos algumas defini¢oes e observagoes sobre a Teoria Ergodica, que foram usados
neste trabalho, outros detalhes podem ser consultados nas referéncias [15, |. Neste
apéndice, assim como em todo texto estamos supondo alguns conhecimentos basicos
sobre a Teoria de Medida, [110]. Podemos dizer, resumidamente, que teoria ergddica é

a teoria onde se estuda as transformacoes que preservam medida.

Definigao A.0.1. Seja (2, A) um espago mensurdvel. Dizemos que uma transformagdao
T:Q — Q ¢ mensurdvel se T"(X) € A, VX € A. Dizemos que T : Q — Q é um

automorfismo se T € uma bijecio e ambas T e T~ sao mensurdveis.

Definicao A.0.2. Seja T : Q) — Q wma transformagao mensurdvel. Dizemos que uma
medida p € T'-invariante se Ty = p, neste caso, podemos dizer que T preserva a medida
L.

Definigao A.0.3. Dizemos que um conjunto Y C Q é T-invariante se T~(Y) =Y.
Definicao A.0.4. Uma medida p T-invariante, é dita ser ergodica se para qualquer

conjunto T-invariante Y C Q tem-se u(Y) =0 ou p(Y) = 1.

103



104 Capitulo A. Tépicos de Teoria Ergdodica

Uma das definigdes de ergodicidade para sistemas mais utilizada nos diz que
um sistema (Q, T, ) é ergddico se para toda f € Li(Q) a média temporal for igual a

média espacial, ou seja,

lim % /0 F(@a)dt = /Q F)du (A1)

S—o0
para quase todo x € €2, sendo ® o fluxo do bilhar.
Definicao A.0.5. Uma transformacao T : Q — € que preserva uma medida p € dita
ser mizing se para todo par de subconjuntos mensurdveis X,Y C Q) tem-se

lim w(T"X NY) = u(X)u(Y) (A.2)

n—~o0

ou (como pu(X) =pu(T"X))

lim [W(T"XNY) — p(T~"X)u(Y)| = 0, (A.3)

n—oo

isto significa que os eventos T~ "X e Y tornam-se independentes assintoticamente

quando n — 00.

Definicao A.0.6. Dizemos que uma funcio f : U — IR, U C IR" aberto, € chamada
fungao continua de Hélder com expoente v € (0, 1], se existir uma constate real C tal
que:

[f(x) = f)| < C -l —yl|[", Yo,y € U,

Sejam f, g € Li(Q) duas fungoes continuas de Holder. Correlagoes sao definidas

por

Co(f 9. T, ) =/

(foT™)gdu — / fdu / gdp (A.4)
Q Q Q

sendo assim temos uma outra maneira equivalente de caracterizar mixing, ou seja, o
mapa T : Q — Q é mizing se, e somente se, lim C,(f,g9,T,u) =0, Vf,g € LZ(Q)
A taxa de mixing de T é caracterizada pela Velno_c);aade de convergéncia de (A1), esta

propriedade é conhecida como decaimento de correlagoes.

Definigao A.0.7. Um automorfismo T : Q2 — Q que preserva uma medida pu € dito ser

de Kolmogorov (ou tem a K-propriedade) se para quaisquer subconjuntos mensurdveis
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B,Ay,--- A, C ) temos

lim sup |uw(ANB)— p(A)pu(B)| =0, (A.5)
=0 AcB(n)
sendo B(n) = B°(Ay, -+, Ay) a sub o-dlgebra gerada pelos conjuntos T™A;, ¥ m > n
ei=1,---,r; ou seja, podemos dizer que isto € uma independéncia assintotica entre o

evento presente B e todos os distantes eventos futuros em B(n).

Definigcao A.0.8. Um automorfismo T : Q2 — Q que preserva uma medida p € dito
ser de Bernoulli (ou tem a propriedade de Bernoulli) se ele for equivalente ao shift

(deslocamento) de Bernoulli'.

Intuitivamente, podemos dizer que os sistemas de Bernoulli sao tao aleatérios

quanto qualquer seqiiéncia obtida por sorteios de cara ou coroa de um moeda.

Observagao A.0.1. (1) K-propriedade também é chamada K-mizing.

(2) Pode-se provar o que tem sido chamado de hierarquia ergddica para sistemas dinamico,
ou seja, a existéncia de graus mais fortes de ergodicidade em determinados sistemas que
possuem uma determinada propriedade em relacao a outros sistemas que a nao possuem.
Temos que sistemas de Bernoulli = sistemas de Kolmogorov = sistemas mizing = $is-
temas ergodicos, ou seja, podemos dizer que sistemas de Bernoulli apresentam maior
ergodicidade que os sistemas de Kolmogorov que por sua vez apresentam uma maior
ergodicidade que 0s sistemas miring e que por vez apresentam uma maior ergodicidade

que os sistemas ergodicos.

Para um estudo mais detalhado, sugerimos consultar o excelente livro de N.
Chernov e R. Markarian [15] para o caso de bilhares ou o livro de R. Mané [109] para

0s casos mais gerais.

1Seja (€2, A,v) um espago de probabilidade. Consideremos o espago produto ¥ = QN munido da
o-algebra produto B = AN e da medida produto i = ™. O deslocamento de Bernoulli é a dupla
(o, ) onde ¢ : ¥ — ¥ é a aplicagdo dada por o((xn)n) := (Tnt1)n, veja mais detalhes em [109].
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APENDICE B

Topicos de Mecanica Semiclassica

Grosso modo, Mecanica Semicldssica (MS) é uma maneira de usar a Mecanica Classica
(MC) para resolver problemas da Mecanica Quantica (MQ), cujo objetivo é substituir
a resolucao da equacao de Schrodinger na MQ pela resolucao da equagao de Hamilton
na MC. Esta tatica comegou com a chamada velha MQ), ela foi revisada e melhorada
a partir da segunda metade do século XX e tem sido usada, principalmente, em caos
quantico onde os resultados apresentados sao altamente precisos [111].

Sabemos que o termo caos em MC designa, a partir da segunda metade do
século XX, um novo tipo de dindmica complicada (movimento irregular) com carac-
teristicas bem peculiares para determinados sistemas, como por exemplo, a separagao
exponencial de trajetorias vizinhas ao longo do tempo. Em oposto, temos o termo inte-
gravel (movimento regular) com caracteristicas bem mais simples e distintas da anterior.

A partir do nascimento da MQ e com o desenvolvimento da dinamica clédssica
surge a pergunta natural. “Existe na MQ algum tipo de dinamica andloga tal como na
MC”? O termo caos quantico surge em alusao ao termo caos cldssico, mas com uma
perspectiva de ser contextualizada na MQ, porém como sabemos existem varias dificul-
dades que nao permitem definir caos mediante propriedades intrisecamente quanticas,
pois como ja discutimos no capitulo 2, em MQ perde-se por completo o conceito de
trajetéria que é essencial em MC (para definir e estudar a dindmica cldssica), o que

nao permite, desta maneira, estabelecer uma conexao direta com o conceito de caos

107



108 Capitulo B. Tépicos de Mecanica Semiclassica

classico. Desta forma, os conceitos, as definigoes e critérios utilizados em MC nao pos-
suem equivalentes em MQ), destaca-se também que a existéncia do caos classico que
estd ligada ao fendomeno da nao-linearidade dos sistemas nao tem contrapartida no caos
quantico (a equacao de Schrodinger como sabemos é linear). Todavia, na MQ temos
sistemas que, vistos classicamente, sao integrdveis e outros que sao cadticos. Além disso,
pelo Principio da Correspondéncia a MC deve ser vista como o limite da MQ quando
h — 0, assim é razoavel que se trate, de algum modo, esses tipos de dinamicas classica
no contexto da MQ.

Atualmente, quando se faz o estudo quantico comparativo de sistemas que clas-
sicamente sao cadticos ou integraveis ele nos leva a conclusao de que o espectro quantico
de energia dos sistemas classicamente caotico e dos sistemas classicamente integraveis
distingue-se em relagao as flutuacoes espectrais. De fato, as flutuacoes dos espectros de
sistemas classicamente integraveis seguem a estatistica de Poisson, enquanto as flutu-
acoes do espectro de sistemas classicamente cadticos coincidem com as predi¢oes dadas
pela teoria de matrizes aleatérias. Desta forma, pode-se também dizer que estas dinami-

cas (regular ou irregular) estao, num certo sentido, presentes e tém suas peculiaridades
na MQ.

B.1 O Limite Semiclassico

Temos dois pontos de vistas para efeitos de comparagao de resultados classicos e quan-
ticos: o limite da M(Q) para escalas grandes e a quantizacao dos sistemas classicos. Para
sistemas classicos integraveis obteve inicialmente uma regra de quantizagao que permitia
decidir quais energias classicas continuas eram quanticamente possiveis, obtendo assim
um espectro de energia discreto. A partir do conhecimento da equacao de Schrédinger, o
calculo semiclassico que produz este resultado é a aproximacao WKB em uma dimensao
e a sua generalizacao para dimensoes altas EBK.

Para sistemas nao integraveis tal quantizagao nao se aplica. Esse problema s
foi resolvido por Gutzwiller [2], mediante o célculo semiclassico de sua formula para um
observavel puramente quantico, como por exemplo, a densidade de estados a partir de
grandezas puramente classicas como as 6rbitas periddicas de sistemas analogos classicos.

Como ja mencionamos a densidade de estados para um espectro de energia discreto { F; }
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define-se como

d(E)=> §(E - E) (B.1)

sendo d(E)dE o nimero de estados no intervalo [E, E + dE).
A férmula de Gutzwiller para a densidade de estados valida tanto para os

sistemas integraveis como para os sistemas caoticos é dada por

d(E) = % ZA,, cos(%Sr(E) — M;W> (B.2)

onde a soma ¢ realizada sobre todas as érbitas periddicas do sistema, incluindo as de
medida nula, as amplitudes A, dependem do periodo e da estabilidade da 6rbita em
relacao a pequenas pertubagoes, S, é a agao classica e por fim p, é o conhecido indice

de Maslov, mais detalhes em [2, 10, 32, , 112].

B.2 Funcao de Husimi

Vimos que, classicamente, a secao de Poincaré é uma ferramenta de grande utilidade
na analise e no estudo das caracteristicas de um dado sistema dinamico, apesar de
ser um recurso geométrico (que pode ser visualizado em baixas dimensdes) ela é de
grande auxilio e quando associada a outras ferramentas pode, de fato, servir como uma
“prova” da existéncia ou nao de comportamento cadtico em um sistema dinamico, como
por exemplos os bilhares.

Por outro lado, versoes quanticas de bilhares (como estudamos neste trabalho)
tem espectro de energia discreta e as manifestagoes das diferentes dinamicas (regular ou
cadtica) tém caminhos diferentes como ja vimos. A fun¢do de Husimi de um autoestado
quantico, quando utilizada, pode nos fornecer um padrao similar ao da secao de Poincaré
classica, o que seria, assim como a versao classica, uma ferramenta de grande auxilio
em nossas analises e estudos dessas versoes quanticas de bilhares.

Grosso modo, a fun¢gao de Husimi é uma projecao da autofuncao no estado
coerente em um espaco de fases. Desta forma, a funcao de Husimi fornece um método
de extrair uma secao de superficie de Poincaré quantica de um estado quantico. Sendo
assim, a secao de Poincaré quantica é o andlogo quantico da se¢ao de Poincaré classica.

Discutimos sucintamente sobre esse assunto, particularmente para o caso de sistemas
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bilhares cujas referéncias sao [113, 111] e para o caso geral tem-se [2, 112] entre outras.

B.2.1 A Funcao de Wigner no Espaco de Fases

Sabemos que uma fun¢ao de onda abstrata 1 é um vetor no espago de configuracoes
(que é um espago de Hilbert), sendo assim este vetor pode ser expresso em termos
de uma infinidade de representagoes ortonormais continuas ou discretas [112], onde a
interpretacao probabilistica se faz presente. Apesar do principio de incerteza de Heisen-
berg, Wigner [2] conseguiu definir fun¢des de (q,p), que denotaremos por W, (q,p)

associadas as autofungoes 1, (q) dada por

We(q,p) == m /d(w;ﬁ(q + @)tn(q — @) exp (—%M)- (B.3)

A funcao de Wigner é as vezes usada em analises semiclassicas em funcoes de onda, sob

certas condigoes veja [32].

Observacao B.2.1. Tem-se um formalismo sobre a funcao de Wigner, onde ela €

obtida por meio de um processo analitico usando a transformada de Weyl, [117].

A funcao de Wigner associada ao estado ¢ é uma func¢ao de (q, p), que quando
projetada sobre q ou p fornece a distribuicao correta de probabilidades nas represen-
tagdes de posi¢ao ou momento, mas W (q, p) ndo pode ser interpretada como uma dis-
tribuicao de probabilidades no espago de fases, por ser negativa na maioria das vezes em
algumas regioes do espago de fases [112]. Remediamos isto definindo uma nova fungao
conhecida como func¢ao de Husimi (que pode ser vista como uma versao suavizada da

fungao de Wigner [111]), detalhes em [I12].

B.2.2 A Funcao de Husimi na Fronteira

Segundo [1141], para uma solugao v, da equagao de Helmholtz (veja a se¢ao 2.3) com
energia £ = k2 a fungdao de Husimi H”(q,p) é dada por sua projecao em um estado

coerente, isto é,

Ky,

2
2@ ) = (52 ) 060, ol (B.4)
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sendo (11, ) = [, ¥1(q)¥a(q)d?q o produto interno em L?(2) e ¢4 o complexo
conjugado de 11; temos ainda, que os estados coerentes sao definidos por
1\ /2
B — 1/4 gik[(px—a)+(1/2)(x—q,B(x—q))]
= - detImB , B.5
s i= () (dearm e (B5)
sendo (q,p) € IR? x IR? o ponto no espaco de fases em torno do qual o estado coerente
é localizado, e B é uma matriz 2 x 2 complexa e simétrica que determina a forma do
estado coerente.

Um fato interessante é que tais fun¢oes de Husimi podem ser interpretadas

como distribui¢oes de probabilidade no espago de fases, pois elas satisfazem a relagao

(s Atha)2 = /]Rz /W a(q, p)HE (q. p)dpdq + Ok, (B.6)

sendo a(q,p) uma fun¢do no espago de fases e A é a sua quantizacao [111]. Além
disso, temos que as médias de todas funcoes de Husimi H”(q, p) sobre alguma energia
k? = E converge quando k — 0o para uma medida invariante normalizada na superficie

de energia,
lim —— 3" B8 (q,p) = —xa(@3(l - [pl) (B.7)
nA TA ’ ‘

sendo N (k) a funcao escadaria espectral (veja a segao 2.3), x é a fungao caracteristica
em Qe Aéadreade Q [I11].
Usando os fatos conhecidos para os bilhares classicos (como vimos no capitulo
a se¢ao de Poincaré cldssica é construida usando a fronteira do bilhar) pode-se obter
vantagens na obtencao da funcao de Husimi para os bilhares quanticos o que nos facilita
a construcao das se¢oes de Poincaré quanticas e com isso tem-se uma conexao entre
as dinamicas classicas e quanticas desses sistemas, permitindo assim anélises e estudos
comparativos dos respectivos comportamentos dinamicos, tais estudos ja foram feitos
e podem ser consultados em detalhes, por exemplo, em [l 14, | entre outros, veja
também os exemplos da subsecoes e , como sendo uma ilustracao do uso

dessas secoes quanticas na andlise da dinamica quantica dos sistemas bilhares.
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APENDICE C

Topicos de Teoria de Matrizes Aleatoérias

Faremos neste apéndice, uma curta revisao da Teoria de Matrizes Aleatérias (Random
Matrices Theory), que teve inicio por volta dos anos 1950 com o fisico E. Wigner em
seus estudos estatisticos dos niveis de energia de nicleos de &tomos pesados. Seguiremos
de perto as seguintes referéncias [32, , , ].

Em seus estudos, Wigner descobriu que as estatisticas das flutuacoes dos niveis
de energia desses dtomos pesados concordavam com as estatisticas das flutuagoes da
densidade de autovalores de certas matrizes, cujos seus elementos eram gerados aleatori-
amente de acordo com um distribuicao gaussiana. Temos assim, os chamados Ensemble
Gaussiano de Matrizes Aleatorias. Dyson (outro fisico que também é considerado um
dos criadores dessa teoria) demonstrou a existéncia de trés classes universais de matrizes
aleatorias obtidas a partir da equagao de Schrodinger padrao, sendo que, para classi-
ficar um sistema em uma dessas classes se faz necessario conhecer as suas propriedades
fundamentais de simetria.

Uma das quantidades estatisticas mais importantes nesse estudo ¢ a distribuicao
dos espagamentos entre os niveis vizinhos, pois acredita-se ter um carater universal (an-
teriormente na se¢ao 2.3 ja tinhamos discutido a importéancia dessa quantidade). Temos

que os espagamentos entre os niveis vizinhos de certos espectros (como, por exemplo,

113
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os obtidos dos bilhares integraveis) seguem a distribuigao de Poisson, ou seja,
P(s)=¢e"%, (C.1)

que estd normalizada e renormalizada para um espacamento médio unitario. Neste caso,
nao temos repulsao entre os niveis. Por outro lado, outros espectros (como, por exemplo,

os obtidos dos bilhares cadticos) estao sujeitos a distribuicao de Wigner, ou seja,
P(s) = Cs’e ", (C.2)

sendo # > 0, C' uma constante de normalizacao, « fixado supondo que o espacamento
médio seja unitario e 3 caracterizando os trés ensembles gaussianos existentes (a saber,
Ensemble Ortogonal Gaussiano (GOE), Ensemble Unitdrio Gaussiano (GUE) e En-
semble Simplético Gaussiano (GSE)). Os valores de [ estao relacionados com o tipo
de simetria presente no sistema, por exemplo, para o GOE temos # = 1, para o GUE
temos 3 = 2 e para o GSE temos § = 4. Nestes casos, temos repulsao dos niveis energia.

Como se sabe, as distribuigdes dos espagamentos nas situagoes dos ensembles
GOE, GUE e GSE tém grande importancia no estudo do caos quéantico. Detalhes sobre
a construgao desse ensembles podem ser encontrados em [117, | onde sdo feitas
construgoes para o caso de matrizes 2 X 2 de uma forma didatica. Daremos a seguir

uma visao mais geral, porém resumida de uma dessas construgoes.

C.1 Simetrias

Podemos dizer que Simetrias é um dos conceitos de grande serventia em Fisica. Se
todas as simetrias de um dado sistema forem conhecidas, entao o sistema pode ser
qualitativamente compreendido, no seguinte sentido, a sua solugao explicita pode nao ser
conhecida, mas mesmo assim caracteristicas fundamentais do sistema serao conhecidas.
Em mecanica classica, as simetrias estao associadas com as constantes de movimento.
Na mecanica quantica toda simetria dard origem a um novo numero quantico. Se o

operador Hamiltoniano H nao depende explicitamente do tempo ¢, entao a equacao de
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Schrodinger dependente do tempo escreve-se,

oy

— =H C.3
n% — 11 (©3)
que pode ser separada (por meio do método de separagao de varidveis [120]) com o uso
do “ansatz” .
Un(z,t) = Py (x) exp <%Ent) , (C.4)

tal que v, (x) satisfaz a equacao de Schrodinger estaciondria

Se simetrias forem conhecidas, o sistema pode ser simplificado. Para isso, ex-

pandimos as autofungoes 1, (z) em um conjunto de fungdes base ¢,,(z), ou seja,
’an = Z&anSm(l’), (CG)

tal que
(G b} = / 6 (1) () = b (1)

Substituindo (C'.6) na equagao (('.5) e usando (('.7), obtemos a representacao matricial
Z Hnmam = Enana (CS)
sendo H,,, os elementos da matriz de ‘H na base ¢,, dados por:

Hom = (0, Hor) = / & (1) Hbm(2)de. (C.9)

Portanto, o problema de resolver a equagao de Schrodinger pode ser reduzido ao pro-
blema de diagonalizagao da matriz H = (H,,,). Assim, pode-se fazer o estudo das
simetrias do sistema.

Resumidamente, em relacao as matrizes hamiltonianas desses sistemas, temos
que as matrizes do GOE possuem invariancias por reversao temporal e rotacional, veri-

ficadas experimentalmente. Neste caso, as matrizes sao simétricas (sob a agao de grupos
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de transformagoes ortogonais) e seus elementos sao nimeros reais. As matrizes do GSE
possuem invariancia por reversao temporal, mas nao por invariancia rotacional, veri-
ficadas experimentalmente. Neste caso, as matrizes (que sao invariantes sob agao de gru-
pos de transformagoes simpléticas) tém como elementos quatérnios reais. As matrizes
do GUE nao possuem invariancia por reversao temporal, verificada experimentalmente
e ainda nao foi verificado se ha ou nao invariancia rotacional. Neste caso, as matrizes
(que s@o invariantes sob a agao de grupos de transformagoes unitarias) sdo hermitianas

complexas.

C.2 Ensembles GGaussianos

Como a distribuicao de Wigner para espacamentos vizinhos préximos, é observada em
uma grande variedade de sistemas, temos que na teoria de matrizes aleatérias os detalhes
das interacoes de um sistema nao sao relevantes para o estudo das propriedades de
flutuagoes de seu espectro, bastando para isso conhecer a suas propriedades de simetria.
Por este motivo substituimos o Hamiltoniano por uma matriz cujo seus elementos sao
escolhidos aleatoriamente, mas nao com completa liberdade. Eles devem obedecer a
classe de universalidade do Hamiltoniano que queremos representar.

Exemplificando, para a classe ortogonal o Hamiltoniano pode ser representado
por uma matriz real simétrica, portanto para uma matriz de dimensao N temos N (N +
1)/2 elementos que sdo independentes. Num sistema completamente cadtico qualquer
conjunto de fungoes base deve ser, a priori, tao bom como qualquer outro. Vamos entao
obter a distribuicao de probabilidade dos elementos da matriz, que nos permitira saber
como gerar uma dessas matrizes.

A funcao de probabilidade dos elementos da matriz, ou seja, p(Hi, -+, Hyn)

nao pode depender das fungoes base usada. Isto nos fornece a propriedade de invariancia
p(Huy, -+ Hyn) = p(Hyy, -+ Hyy) (C.10)

sendo H' obtida de H por uma transformacao ortogonal H' = OHOT tal que OOT = I,.
Isso reduz consideravelmente o niimero de possibilidades para a forma de p(Hiq,- -+, Hyn)-

As funcoes de H,,, invariantes sob transformagoes ortogonais s6 podem depender dos
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tragos de poténcias de H, ou seja,
p(Hyy, - Hyn) = f[Tr(H), Tr(H?),--]. (C.11)
Exigimos também que os elementos da matriz nao estao correlacionados, ou seja,

p(Hyy, -+, Hyn) = p(Hu)p(Hiz) - - -p(Hyw). (C.12)

Desta forma, a unica maneira funcional para p(Hiy,---, Hyy) que satisfaz as duas

condigoes anteriores é dada por
p(Hyy, -+, Hyy) = Cexp|—BTr(H) — ATr(H?)]. (C.13)

Considerando B = 0, sem perda de generalidade (pois sempre podemos deslocar a
energia média, Tr(H)/N, para zero). Pode-se encontrar as constantes usando a condigao

de normalizagao
/P(H11>"' >HNN)dH11"'dHNN:]-- (014)

Para o caso ortogonal temos,

A N/2 24 N(N-1)/2
p(H11>"' aHNN) = (—) (—) exp [—AZHSm} (015)
g n,m

™

A constante A pode ser expressa em termos da variagao dos elementos diagonais da

matriz,
1
H? )= — C.16
(H2,) = 5 (C.16)
e para os elementos nao diagonais temos
(H2 ) — = (C.17)

Podemos concluir que o conjunto de todas as matrizes aleatérias, com elementos ma-
triciais satisfazendo a distribuicao ( ) definem o GOE. Analogamente, obtemos as
distribuic¢oes que definem o GUE e GSE, para isso exigimos que essas sejam invariantes

sob transformagoes unitarias e transformacgoes simpléticas, respectivamente.
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As expressoes sao:

p(Hyr, - Hy) = (é)Nﬂ(%)W—” exp {—A%[(HR)fler(HI)im] . (C18)

s s

para o GUE, sendo (Hg)nm € (Hy)nm as partes real e imagindria de H,,,, respectiva-
mente.
E para o GSE,

ptttn, i) = (2) 7 (2) 7 |4 S o B B 1] |

(C.19)

sendo (Ho)nm, (Hy)nms (Hy)nm € (H:)nm as componentes quartenionicas de H,,y,, [32].

C.3 Distribuicao de Autovalores

A funcao de distribuicao dos elementos da matriz dos Ensembles Gaussianos, dadas
acima, nao permitem uma comparacao direta com os dados experimentais, uma vez
que s6 conhecemos os autovalores e conseqiientemente o espectro de energia. Todavia,
tem-se a distribuicao dos autovalores que possui um interesse mais pratico e o seu
calculo pode ser feito a partir das fungoes obtidas acima e essas expressoes resultantes

para cada uma dos trés ensembles podem ser agrupadas numa tnica férmula, a saber,

1.N
P(Ey,---,Ey) = cte [ [ |En— En|’exp (—A > Eg) (C.20)
n>m n

sendo # um indice da classe de universalidade. Temos § = 1 para GOE, g = 2 para
GUE e 3 = 4 para GSE. Para 8 = 0 os autovalores nao estao correlacionados e tem-se
o Ensemble de Poisson. Nesta expressao pode-se observar o comportamento conhecido
como repulsao dos niveis de energia [32].

Para mais detalhes, sobre esta teoria e suas aplicacoes, sugerimos o excelente

livro de Stockmann [32].



APENDICE D

O Problema de Autovalores do Laplaciano

no Plano

Discutimos, resumidamente, algumas propriedades do seguinte problema

—Au = du, u€f (D.1)
u = 0, uedf (D.2)

sendo €2 um dominio compacto no plano. Posto desta maneira, o problema de autovalor
do Laplaciano consiste em determinar os autovalores A tais que o problema acima
admite solugoes u, nao triviais, com alguma condicao de fronteira imposta sobre u, como
condigbes de Dirichlet (no nosso caso) [101]. Este problema é cldssico tanto em Fisica,
como em Matematica, mas ainda desperta muito interesse e relevancia em pesquisas
recentes, principalmente em pesquisa aplicada [33].

Todos os autovalores de (1)), se existirem, sao positivos. Devido a compacidade
de Q, o conjunto espectral {\,} é puramente discreto, seus elementos podem ser orde-
nados como 0 < A\; < Ay < A3 < --- — 00 e as correspondentes autofungoes podem ser

escolhidas reais e tais que elas formam um base ortonormal para L?(Q), i.e.,
<UZ',UJ‘> = / uiujdx = 52J (D?))
Q
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sendo 0;; o delta de Kronecker.

Outros resultados de grande importancia, veja os teoremas abaixo, sao: o Teo-
rema das linhas Nodais' de Courant que afirma que as linhas nodais da j-ésima auto-
funcao u; divide Q2 ndo mais do que j subdominios (observamos que para a autofungao
associada ao primeiro autovalor \; verifica-se que ela nao tem linhas nodais); e a con-
hecida Lei de Weyl, que nos diz que os autovalores de (1)) ndo podem estar distribuidos

de forma arbitraria no seu espectro.

Teorema D.0.1 (Das Linhas Nodais de Courant). Sejam Q@ C IR" um aberto limitado,

conezo,
O< A <A< <\ < (D.4)

0s autovalores de (1)) em e uy,ug, -+ ,u;,--- as respectivas autofungoes associadas.

Entao u; possui no mdzimo j dominios nodais.
Demonstragao: Veja por exemplo [119].

Teorema D.0.2 (Lei de Weyl). Sejam Q C IR* um aberto limitado, conexo e
D<A <A< - <A< - (D.5)

0s autovalores de (1)) em Q. Entdo

A
Aj ~ % quando j — o0, (D.6)

sendo A a drea de €.

Demonstracao: Veja por exemplo [119].

Fornecemos alguns exemplos onde é possivel obter a solucao analitica para o
problema (D), em geral obtém-se solugoes numéricas ou semi-analiticas por algum dos
métodos numéricos ou de aproximagao, que se encontram disponiveis na literatura, veja

[33] para uma discussdo detalhada sobre o uso desses métodos.

1Se A; é um autovalor e u; é a autofungdo associada para o problema (1), definimos o conjunto
nodal ou linha nodal de u; por I'; = {x € Q|u; = 0}. As componentes conexas de Q\ I'; sdo chamadas
de dominios nodais de u;.
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Exemplo D.0.1. Para uma regiao retangular,
Q={(z,y) €eR*)0<z2<a,0<y<b} (D.7)

usando o Método de Separagao de Varidveis [/20] temos que as autofuncées (nao nor-

malizadas) sao dadas por

U (,7) = sm<m;m) sm<”%y) (D.8)

com o0s autovalores associados dados por

com m,n € IN.

Exemplo D.0.2. Para uma regiao circular de raio a, temos que as autofuncoes em

coordenadas polares, sao dadas por

U (1,0) = T (]mnr) [A cosmf + B sinmé)], (D.10)
a

sendo Jyn 0 n-ésimo zero da funcao de Bessel J,, de ordem m. Com autovalores asso-

. 2
Amn = (M) , (D.11)

ciados dados por

a

comm=0,1,--- en=1,2,---.

Exemplo D.0.3. Para uma regiago em forma de “fatia ilimitada” com um angulo in-
terior m/a o problema (1), usando o Método de Separaciao de Varidveis, tem solugao
dada por

u(r,0) = Jup(VAr) sinakf, ke IN\ {0}, (D.12)

para qualquer X > 0, sendo J.r uma func¢do de Bessel de primeira espécie e de ordem
ak. Essas autofungoes sao chamadas fungoes de Fourier-Bessel. Neste caso, o espectro é

continuo e serd discreto quando for feita alguma restricao da regiao tornando-a limitada.

Como se sabe, o problema de autovalores para o operador de Laplace também
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pode ser tratado computacionalmente por varios métodos numeéricos, e é isso que tem
ocorrido em varias situagoes de pesquisa o que tem proporcionado muito interesse em

novas investigagoes, [33].



APENDICE E

O M¢étodo de Solucao Particular e o Método
de Galerkin

Abordamos inicialmente, o Método de Solugao Particular que vem ganhando destaque
na resolu¢ao numérica do Problema Espectral do Laplaciano [23] e, na segao seguinte,
sera discutido o Método de Galerkin, um método de aproximagao ja muito utilizado
em diversas situacoes de pesquisa, tanto em problemas aplicados como também em

problemas tedricos, [33, 100].

E.1 O Método de Solucao Particular

Por ainda nao existir livros textos que discutam em detalhes o Método de Solugao
Particular (MSP), fornecemos alguns desses detalhes, destacando as principais carac-
teristicas deste método, de acordo com as seguintes referéncias [38, 91]. Vamos discutir
o MSP original e a sua versao aperfeigoada.

O Método de Solugio Particular (Method of Particular Solutions), cuja fun-
damentacao tedrica foi desenvolvida por Fox, Henrici e Moler (FHM) [88], calcula os
autovalores e as autofungoes do Laplaciano de uma regiao plana, tais como os poligonos.

Em linhas gerais, a esséncia do algoritmo deste método faz uso de expansoes

globais e de colocagao na fronteira.
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Para fornecer o principal resultado tedrico de [35], seja 2 C IR" compacto com
fronteira 0. Sejam p(x), ¢;(x),i = 1,...,n fungdes positivas definidas em Q e D um

operador diferencial linear auto-adjunto definido por

"0 ou
Du = —(q;=—
O problema de autovalor para D em €2 envolve solu¢oes nao nulas A e u de
Du+Apu=0, €, (E.1)

com condigoes de fronteira

As autofungoes podem ser normalizadas tal que

1
i /Q u?pdr = 1, (E.3)
sendo
M = / pdzx. (E.4)
Q
Nestas condigoes temos o seguinte resultado:

Teorema E.1.1. Sejam \* e u* aprorimacoes para o autovalor e para a autofuncao de

(F.1) e (I.7), mas nao necessariamente satisfazendo (I.2). Seja

€= i%%i%m (x)] < 1. (E.5)

Entao existe um autovalor A\ de D em ) tal que

|>\—>\*|<\/§5+52
M T 1 —g2

Demonstracao: Ver [35] O

A partir do resultado acima deve-se determinar algum método construtivo para
obter \* e u*, o método desenvolvido para isso a partir dos trabalhos de S. Bergman
[89] e I. N. Vekua [90] denomina-se Método de Solugao Particular [S8].
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Por exemplo, para o caso em que

o MSP produz
= cjda,(VArr)es? (E.7)

sendo (r,6) as coordenadas polares em (2, J,(-) a fungao de Bessel de ordem v e oy, \*,
¢; sao valores as serem determinados o que ird depender do dominio considerado [85]
veja discussao abaixo.

Vamos entao discutir, mais precisamente, o caso que nos interessa. A idéia
original central do método era considerar inicialmente, varias solugoes da equacao de
autovalores (1).1) para algum valor de A dado. A parti dai, testa-se uma variacdo para
A até encontrar uma combinagao linear nao trivial de tais solugoes que satisfacam a
condigao de fronteira (1).2) em uma amostragem de pontos distribuidos ao longo da
fronteira do dominio considerado.

A idéia empregada por FHM foi considerar uma aproximacao para a auto-
funcao, de uma regiao poligonal contendo um canto com angulo interior 7/a, o > 1/2,
por meio de combinagoes lineares de fungoes de Fourier-Bessel da forma ( ). Assim,

as solugoes particulares convenientes terao a forma
O (r,0) = Jou (V) sinalb. (E.8)

E a autofuncao pode ser escrita como
Z q Jul (r,0), (E.9)

e os coeficientes Cz ) devem ser determinados de tal maneira que satisfaca a condigao
(D.2). Temos que (I.9) é uma boa aproximagao para uma autofungao de (D.1) [92].
Para os arcos adjacentes ao canto com angulo interior 7/« temos ¢ = 0. Para o restante
da fronteira fazemos uma discretizacao, colocando pontos sobre a fronteira igualmente
espagados da forma z; = rjewf € 09 (uso da forma polar) com j =1,---, N, exigindo

que ¢(rj,0;) =0, j=1,---, N, oude forma equivalente, considera-se o seguinte sistema
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de equagoes nao lineares

AN)ec=0 (E.10)
sendo aj(\) = uD(r;,0;), j,l = 1,---, N os elementos da matriz A()\) e ¢ a matriz
dos coeficientes cl(N), Il =1,---,N. De acordo com o artigo de Fox, Henrici e Moler
obtém-se os zeros de detA()\) (variando os valores de \) e assim tenta-se resolver ( )

para esses valores de .

Observagao E.1.1. Uma grande vantagem do uso das funcoes (I2.5) é que elas satis-

fazem a equacao (D.1) e também as condigoes (1).2).

O estudo feito por FHM ilustra o MSP para um quadrado unitario como sendo
a regiao de estudo. Neste caso o MSP funciona muito bem [$8], porém quando se aplica o
MSP para uma regiao um pouco mais complicada, como por exemplo, a regiao em forma
de L, veja figura , onde existe um canto reentrante constatou-se alguns problemas
de instabilidade numérica. Como solucao para isso Fox, Henrici e Moler fizeram uso da
simetria da regido para reduzir esse problema a um dominio em forma de quadrado [35],

mas infelizmente, essa questao tornou-se uma limitacao do MSP. De fato, a aplicacao

Figura E.1: Regiao em forma de L [01].

do MSP para regioes mais complicadas poderia ter esse mesmo problema. Assim, as
questoes que surgem sao:
(i) O qué deu errado no MSP?
(ii) O que se pode fazer para contornar isso?
Betcke e Trefethen deram respostas positivas para estas questoes, com o grande

mérito de fornecer uma versao do MSP, chamada de Método de Solucao Particular
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Modificado, robusta e estavel que pode ser aplicado para a diversos tipos de regiao
satisfatoriamente [91].

Resumidamente, Betcke e Trefethen [91] mostraram que pelo fato do MSP
original examinar apenas os pontos de fronteira, dependendo do valor de \ (se ele esté
préximo ou nao do autovalor de (1D.1)) e como o método funciona semelhantemente
para qualquer valor de A quando N é muito grande, o método pode ter dificuldades
em diferenciar o que seriam as autofungoes verdadeiras do problema (1)), das fungoes
nulas. Todos os dados e os detalhes desse estudo podem ser encontrados em [91].

A modificagao proposta por T. Betcke e L.N. Trefethen em [J1] sugere, grosso
modo, que devemos usar, além de uma amostra de pontos da fronteira, também uma
amostra de pontos interiores ao dominio considerado e ao invés de minimizar um de-
terminante (quando o sistema é quadrado) ou um valor singular (quando o sistema é
retangular), minimiza-se um angulo entre certos subespagos.

Vamos discutir um pouco mais sobre a modificacao proposta por Betcke e
Trefethen, pois ela é essencial para a implementacao do MSP modificado, a referéncia
para isso serd [91].

A idéia chave do MSP modificado, é a restricao do conjunto de fungoes admis-
siveis para um conjunto delimitado de fungoes que estao distantes da funcao nula no
interior da regiao (2. Foi mostrado que essa idéia chave é equivalente a minimizacao do
angulo entre os espagos das fungbes que satisfazem a equagao de autovalores (D.1) e
o das fungoes que sao nulas na fronteira da regiao €2, ou seja, fungdes que satisfazem
(D.2). Para isso, seja mp o nimero de pontos colocados na fronteira de 2 e seja m;
o numero de pontos colocados no interior da 2. Assim, a autofuncao aproximada dis-
cretizada serd um vetor u € IR™ tal que m = mpg + m; com as fungoes (da base) sendo
calculadas nestes pontos da amostra. Desta forma, a matriz A(X\) em ( ) pode ser

reescrita como

Ap(A)

AN=100

Y

onde mais linha foram incluidas e o F' corresponde a fronteira e o I corresponde a
interior.
Denota-se A(A) = ImA(X) C IR™ o subespago das fungoes testes calculadas

nos pontos amostrais da fronteira e do interior de Q2. Uma base ortonormal de A(\)
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pode ser obtida usando a fatoragdo QR da matriz A(A) [121] dada por

(E.11)

Q@%=[Q“”],

Qr(X)

Assim, cada vetor unitario u € A(\) escreve-se como u = Q(A)v com ||v|| =
1, v € RY, onde N como vimos acima é o nimero de funcdes testes (funcdes da
base). Entao discuti-se o problema de minimizagao restrito (pois estamos interessado

em minimizar vetores na fronteira de (1), ou seja,

min  [1Qr(\ell (E12)
velR” | ||v]|=1
Seja ¥ o vetor solugdo que minimiza ( ), ele corresponderd ao menor valor

singular da matriz Qg()), denotado por a(X), tal que

o(A)= min [|Qr(A)v]| = [|Qr(A)]]. (E.13)
velR™|jv||=1

Em relagao a norma, para o vetor correspondente 4 = QU tem-se

1:HMP=H[Q“”]@H=HQA»MP+HQAMMPza%M+w@A»ﬂR@n®
Qr(A)

Portanto, uma autofuncao aproximada que tem valor minimo nos pontos de fronteira
também estard simultaneamente préoxima da norma unitdaria em relagao aos pontos
interiores, neste sentido as solugdes “falsas” que ocorriam antes (no MSP de FHM) séao
excluidas.

Uma importante caracteristica deste novo método é que ele encontra os auto-
valores de (1).1), analisando os valores de \ para os quais Qr(\) fica préxima de ser
singular.

Os detalhes desse estudo podem ser encontrado em [J1]. Para finalizar vamos

fornecer os resultados tedricos do trabalho de Betcke e Trefethen que fundamenta esse
novo MSP.

Definicao E.1.1. Sejam F e G dois subespacos. O angulo entres esses subespacos é
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dado por
cos Z(F,G) = sup (u,v). (E.15)

ueFveg,||ul[=|lv|[=1

Para o nosso caso, seja A()\) o subespago das funcoes calculadas nos pontos amostrais
que satisfazem a equagao de autovalores (I).1), mas nao necessariamente a condi¢ao
de fronteira (1D.2). Considere também o subespaco Dy C IR™ das fungoes calculadas
nos pontos amostrais que se anulam nos pontos de fronteira (1).2), mas nao satisfazem
necessariamente a equacdo de autovalores (1).1). Assim, o problema de autovalores
discretizado em pontos amostrais tem solugao nao trivial se, e somente se, os subespacos

acima tém uma interseccao nao trivial, isto significa que o angulo
d(A) == ZL(AN), Dy) = 0. (E.16)

pois pela definicao temos o sup quando o angulo é 0. O proximo resultado fornece uma

equivaléncia entre o valor singular e o angulo entre subespagos.

Teorema E.1.2. Para todo X\ > 0, o valor singular o(\) de (F.17) satisfaz
o(A) =sinp(\) = sin Z(A(N), Dy). (E.17)

Demonstracao: Ver [91]. O

A partir deste resultado fica facil verificar que o(\) = 0 equivale a ter ¢(\) =0
(neste caso usando a definigdo em termos de cosseno e o resultado acima). No caso
de “pequenos” angulos entre subespacos ¢(\) existem fungdes em A(\), com norma
unitdria, que estarao préximas das fung¢oes que se anulam na fronteira. Desta forma
essas fungoes serao necessariamente boas aproximagoes das autofungoes, de acordo com

0 seguinte teorema.

Teorema E.1.3. Sejam A()\), Dy C C2(2) NC4(Q) satisfazendo (D.1) e (D.2) respecti-
vamente. Definimos o produto interno em C*(Q)NC*(Q) por (u,v) := [, uvda+ [;, uvda
e com a norma dada por ||u|| := \/(u,u). Entdo com o dngulo de subespaco ¢()\) entre
A(X) e Dy definido por (£.15) e (I.10) existe autovalor Ay, tal que

A — Al

< ctan (), (E.18)
Ak
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sendo ¢ > 0 dependendo apenas do dominio 2. Além disso, para todo 6 > 0 e € := ctan ¢

existe uma funcao u € A(N) com ||ul| =1 tal que
5 e\ /?
[|u — ugl| §—<1+—2> + 0, (E.19)
o Q@
sendo o := )\m;g\l N e ug a projecao ortogonal normalizada de u no autoespaco de
n k n
k-
Demonstragao: Ver [91]. O

Concluimos a nossa revisao sobre o Método de Solucao Particular cujos deta-
lhes, exemplos de aplicagao e outras informagoes mais gerais podem ser vistos no artigo
de Betcke e Trefethen [91] ou no trabalho de tese de Betcke [92]. Apesar ter feito uma
discussao sobre MSP nao o usamos em nossos resultados, o préximo método (Método
de Galerkin) mostrou-se mais conveniente para os nossos propdsitos, no entanto como
o MSP fez parte dos nossos objetivos iniciais resolvemos inclui-lo em nosso texto como

referéncia para futuros estudos aplicado ao bilhar quantico.

E.2 O Método de Galerkin

O método de Galerkin, ja bem conhecido e muito utilizado, nos permite construir
solugdes aproximadas (solugdes semi-analiticas), para problemas que envolvem equagoes
diferenciais ou integrais. Vamos fornecer aqui a idéia basica que esta por tras deste
método, um estudo mais detalhado pode ser consultado, por exemplo, em [106].
Resumidamente, seja €2 C IR" uma regiao limitada suponha que queremos

encontrar em {2 uma solugao para o problema dado pela equacao diferencial
Llu) = 0. (E.20)

sendo L um operador diferencial de L*(Q) e u : Q@ — IR satisfazendo a condigao de

fronteira.
u(z) =0, z € 0. (E.21)

Observamos inicialmente que se u for solugao de ( ) em €2, entao a funcao L[u] sera
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ortogonal a qualquer funcio ¢ (x) € L?(Q), isto significa que

(L[u],v) == /QL[U([E)]’(/)(ZL')dx = 0. (E.22)

Sendo assim, primeiramente escolhem-se um espago co de dimenséo finita (adequado)
M, que chamaremos de espago teste, e uma base {&1(x), - -+ ,&,(x)} de fungoes, para M,
definidas em € satisfazendo a condigao ( ). Desta maneira, o método de Galerkin

consiste em obter uma aproximacao para a solugao u de ( ) da seguinte forma,

on =D (@), (E.23)

sendo a;, i = 1,--- ,n coeficientes desconhecidos que podem ser determinados de tal
modo que (L[¢,],&) =0, i=1,-+-- ,nem M (M com o produto interno induzido de
L?(2)). Geometricamente, podemos ver as aproximacoes , como as projegoes orto-
gonais da solugao desejada u num espacgo de dimensao finita. A titulo de curiosidade
podemos observar uma certa semelhanca (inicial) entre o MSP e o método de Galerkin.

A fungao ¢, assim obtida chama-se aproximagao de Galerkin para a solugao u
no espaco M, tal que ¢, — u quando n — oo. Salientamos que o sucesso da aplicacao
do método depende da escolha adequada do espago M e da obtencao de um conjunto
de fungoes base conveniente.

Ressaltamos novamente, que no método de Galerkin as fungoes base &;, i =
1,--- ,n devem satisfazer as condigoes de fronteira, na verdade sao essas condigoes
que fornecem um critério para escolha das fungoes base, além das propriedades de

convergéncia das mesmas.

Observacao E.2.1. (i) O Método de Galerkin tem sido muito itil na fundamentacio

tedrica de outros métodos, como por exemplo, o Método de Elementos Finitos, [100,
).

(i1) Sua aplicabilidade é muito grande na resolugao de equagoes diferenciais e integrais,

pois ele também pode ser empregado em questoes que envolvem provas de existéncia e

unicidade de solugoes que, como sabemos, tém grande importancia tanto teorica, como

prdtica para essas equagoes, veja [125] e as suas referéncias.

(11i) O método de Galerkin também pode ser aplicado ao problema L[u] = f, f €
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L?(Y), neste caso os coeficientes a; serdo determinados usando o sistema de equagoes

(Llgn] = £,€) =0, i = 1,0+, [100].
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Sobre o Software Billiards

Neste apéndice, temos como objetivo relatar o funcionamento do Software Billiards
desenvolvido por Steven Lansel e por Mason A. Porter [00], enfatizando os recursos e
as caracteristicas desse software que foram empregados em nosso trabalho. Nao temos
a pretensao de fazer um estudo completo sobre ele, pois nem todos os seus recursos
foram usados e também, devido a existéncia de uma documentagao ja pronta para esse
fim, que estd disponivel (juntamente com o software) em [60]. O Software Billiards é
um Graphical User Interface (GUI) criado em MATLAB que simula eficientemente a
dinamica de um bilhar classico, nos fornecendo uma importante e poderosa ferramenta
computacional que pode ser utilizada para fins educacionais ou de pesquisa cientifica
em diversas areas do conhecimento (como Computagao, Fisica e Matemadtica, etc).

O software tem sido utilizado e testado por varios pesquisadores, em diversas
situagoes, que envolvem o estudo e a andlise da dinamica classica de bilhares que pos-
suam formas (geometria) das mais diversas, sendo que, o seu funcionamento é muito
confidvel para as “mesas de bilhares” com contornos formados por segmentos de reta
e arcos elipticos. Em outras situagoes mais complexas esse funcionamento ainda nao é
tao confidvel, mas pode ser aplicado desde que sejam tomados certos cuidados [60]. O
uso desse software em nosso trabalho deve-se, essencialmente: a sua confiabilidade como
ferramenta de pesquisa, a sua facilidade de uso, por atender eficientemente nossos ob-

jetivos e ainda por sua generalidade em considerar varios tipos de mesas de bilhares, o

133
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que proporcionou uma boa economia de tempo, principalmente, em relagao ao trabalho

de programacao.

F.1 Funcionamento do Programa

Resumidamente, o programa é uma ferramenta de simulagdo do bilhar cldssico (um
modulo) desenvolvido em MATLAB com uma GUI, ele inicia-se executando a palavra
“billiard” na janela de comando do MATLAB que faz abrir uma janela inicial. Feito
isso, pode-se fazer simulagoes com as diversas mesas de bilhares pré-programadas, como
por exemplo: o bilhar em um circulo ou o bilhar em um estadio ou ainda o bilhar de
Sinai ou entre as outras opgoes, usamos algumas dessas configuragoes, tanto no capitulo

como no capitulo 3. Pode-se também criar, para simulacao, mesas de bilhares com
outras configuragoes diferentes das pré-programadas (fizemos isso nos capitulos 3 e 1).
Ambas maneiras de se usar o programa sao ilustradas em detalhes na referéncia [60],
porém o funcionamento do programa é muito simples e nao necessita, necessariamente,
a consulta a essa referéncia.

Em ambos os casos acima, a simulacao de fato sera iniciada depois que o usuario
fornecer os dados iniciais da particula, ou seja, a posicao inicial e a velocidade (angulo)
necessarios para iniciar a trajetoria da particula ou de outra maneira especifica-se um
ponto no espaco de fases da mesa de bilhar que foi escolhida. O programa permite
essas duas formas de entradas de dados iniciais na janela que se abre. Inicialmente,
também é fornecido a quantidade de iteracoes que se deseja executar na mesa de bilhar.
Depois que finalizar todas itera¢oes, uma nova janela irda aparecer em substituicao a
inicialmente aberta. Nessa nova janela, tem-se varias opc¢oes de consulta aos dados e
as informagoes sobre a mesa de bilhar previamente escolhida, como por exemplo: o
espaco de configuracao da mesa com ou sem as trajetérias iteradas; algumas opgoes de
espacos de fases; a possibilidade de salvar e exportar os dados gerados nessa simulacao;
a opcao de gerar e gravar um filme (animacao) do espago de configuragao e do espago
de fases, para uma dada condi¢ao inicial; a op¢ao de fornecer mais iteragoes para serem
executadas; a opcao de fornecer uma nova condi¢ao inicial para a mesma mesa de
bilhar, o que faz o programa retornar a janela inicialmente aberta; entre outras opgoes
disponiveis [60].

Em relacao a simulacao em si, temos que, a cada colisao com a fronteira a
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posicao e a direcao sao calculadas, sendo que a posicao é descrita por uma parame-
trizacdo do comprimento do arco da mesa e a diregao é descrita por uma angulo (em
radianos) medido com relagdo ao angulo horizontal.

Neste trabalho, escolhida uma mesa de bilhar para andlise, fizemos uso de
dois espagos em especial o espago de configuragoes (que sao as mesas de bilhares no
plano) com e sem as trajetérias e do espago de fases para essas mesas. No espago de
configuragao (a mesa de bilhar com a sua fronteira), sao registrados os segmentos de reta,
cuja reuniao de todos fornece a trajetéria da particula, ou seja, o fluxo do bilhar (veja
os exemplos nos capitulos 2, 3 e 1). O espago de fases é obtido usando o comprimento da
fronteira do bilhar que foi fornecido. As linhas verticais que ocasionalmente aparecem,
sao os registros das justaposi¢oes dos segmentos retos ou dos arcos elipticos, ou quando
essas partes diferentes estdo presentes na mesa de bilhar (veja novamente os exemplos
nos capitulos 2, 3 e 1). Para mais detalhes sobre o software, como também outras
informacgoes sobre a sua fundamentagao de funcionamento podem ser consultados na

documentagao em [60].
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