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Resumo

Na dissertacao foi estudado um problema eliptico em um dominio limitado com bordo
Lipschitz. Parte da fronteira deste dominio estd em movimento e oscila rapidamente na
variavel que representa o espaco, caracterizando-se assim como um problema de fronteira
livre com multi escala. Este problema tem aplicacoes, por exemplo, na construgao de
filmes semicondutores, levando-se em consideragao que a superficie do filme se altera pela
deposicao de vapor quimico. O estudo de tal modelo nos remete a questoes de existéncia
e unicidade para um sistema eliptico com condi¢oes de bordo do tipo misto acoplado a
uma equacao hiperbdlica através de uma condicao de fronteira livre. Além disso, um
resultado de aproximacao por homogeneizacao é demonstrado. De fato, provamos uma
estimativa na norma H'! para o erro que se comete ao aproximar a fronteira livre real por

uma fronteira livre homogeneizada.
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Abstract

In this dissertation we study an elliptic problem in a bounded Lipschitz domain. Part
of the boundary is moving and oscillates rapidly in the variable representing the space.
Thus, we have a multi-scale free boundary problem. This problem has applications, for
instance, in the construction of semiconductor films taking into account that the surface
of the film is changing by chemical vapor deposition. The study of such a model leads us
to questions of existence and uniqueness for a system involving an elliptic equation with
mixed boundary conditions coupled to a hyperbolic equation by means of a free boundary
condition. Furthermore, a result on approximation by homogenization is shown. In fact,
an estimate in terms of the H'-norm of the error committed by to approximate the real

free boundary problem by the homogenized one is proved.
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Introducao

Nesta dissertagao consideraremos um problema de homogeneizacao para a equacao de
Poisson com condicoes de fronteira mistas em um dominio para o qual parte da fronteira
varia no tempo e ¢é rapidamente oscilante na variavel que representa o espaco. Este
problema modela uma das etapas do processamento de filmes semicondutores levando-se
em consideragao que a superficie do filme esta mudando com o tempo por deposicao de
vapor quimico. Mais especificamente, um filme semicondutor é construido numa pastilha,
isto é, estrutura cilindrica de um cristal, geralmente o silicio, com diametro de 10-16 cm.
A pastilha sofre alteracoes numa camara de reacao, onde o fluxo g é injetado do topo da
camara fazendo com que o vapor quimico (plasma) se espalhe pela superficie da pastilha.
Porém, essa superficie ja é subdividida em muitas regides pequenas e de diferentes escalas,
que sao os componentes dos transistores. Cada transistor é de dimensao linear menor que
107% m; tem um condutor metélico no centro de sua face superior e isolante de éxido de
silicio no bordo [10]. Sendo assim, as propriedades fisicas da superficie da pastilha variam

significativamente, o que podemos denominar de um problema de multi escala.

Matematicamente, como um modelo simplificado, podemos supor que a concentracao

de plasma u® = u®(x,y,t) se difunde através da equacao
Aut =0

no dominio
Q.(t) = {(z,y) e R*;—a <z < a,ef(z,1) <y <b}.

Para cada t, a funcao f¢ descreve a superficie do filme, a qual é desconhecida a priori.

Assim, para resolvermos este modelo, devemos encontrar u° e

Fa(t) = {(Iay) | Y= 5f8(:p,t)},

Trata-se, portanto, de um problema de fronteira livre, isto é, parte da fronteira do dominio

considerado depende da solucao a ser encontrada.

Sob a fronteira livre, vamos supor que a deposi¢ao é dada por condigoes de bordo do
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W

Figura 1: Representagao do dominio

tipo Robin:

out

ov.
onde v, é a normal exterior a I'.(t) e p é rapidamente oscilante.

+ pu® =0 em ['.(1),

Nas demais partes da fronteira de €2.(¢), vamos impor que

0;u® =0 em x = +a,

u® = g(x,t) emy = 0.

Surge aqui o primeiro ponto delicado da analise desse tipo de problema: além das
condicoes de fronteira naturais acima necessarias para o estudo da equacgao de Poisson,
devemos ter uma condigao que relaciona a solugao procurada com a fronteira livre I'c(t).
Tal condigao se escreve para o nosso problema como sendo

aufe = puf [1+ (c0,59)%]"*.

Dessa forma, encontrar uma solucao para o problema que queremos modelar é equi-
valente a encontrar uma solugao (u®, f¢) para o sistema de equagoes acima: uma equagao
de difusdao para a concentracao u® em .(t) acoplada, através da condi¢ao de fronteira
livre, com uma equacao hiperbdlica para a funcao f¢ que descreve a evolucao da fronteira
livre I'¢(¢).

O sistema homogeneizado dado por
(Aug=0em Qy={—a <z <a,0<y<b},

ug = g(x,t) em y = b,
Orup(£a,y,t) =0,

kayuo—i—PuO:Oemyzo

2



Introducao 3

juntamente com a equacao hiperbdlica:

1/2

Ouf (z,&,1) = p(x, &, t)ug(,0,¢) [1 + (Oef(x,&,1))°]

f(@,8,0) = f(z,¢)

permite-nos estudar o problema e obter estimativas em H', calculando assim, o erro que

se comete ao aproximar a fronteira livre da fronteira homogeneizada.

No capitulo 1 deduziremos com mais detalhes o modelo geral. E preciso observar
também que, uma dificuldade extra é dada pela dinamica da fronteira livre préximo
da fronteira fixada. Para lidar com este problema, necessitamos introduzir hipoteses de
ortogonalidade no contato entre estes dois conjuntos. Tais hipdteses se traduzem em uma

condicao de fluxo nulo através das fronteiras laterais.

No Capitulo 2 estabelecemos formalmente o problema homogeneizado associado ao
sistema acima, isto é, os dados e a fronteira livre oscilante sao trocados por aproximagoes
ficticias homogeneizadas cujas caracteristicas globais sao, pelo menos formalmente, boas
aproximacoes para o modelo inicial. Nesse mesmo capitulo estabelecemos existéncia e

unicidade de uma solugao classica para o sistema homogeneizado obtido.

No Capitulo 3 demonstramos que o problema real (heterogéneo) possui uma tunica
solugao (cléssica).

Finalmente, no Capitulo 4, provamos um resultado que nos dd uma estimativa do

erro cometido ao se aproximar o problema heterogéneo pelo homogéneo na norma H*!.

Resultados gerais da Teoria de Homogeneizacao sao demonstrados no Capitulo 1.
Adicionamos ainda o Apéndice A com alguns resultados que necessitamos no decorrer do

texto e o Apéndice B descrevendo rapidamente o método das caracteristicas.

Os resultados apresentados nesta dissertacao sao baseados nos trabalhos de Friedman
et all em [11], [12] e [13]. Possiveis desdobramentos podem ser encontrados em [12], onde
um problema de controle 6timo é considerado. Um problema andlogo onde o movimento
da fronteira livre estd acoplado diretamente com a solugao foi considerado no artigo [15].
Gostariamos de citar também que problemas em dominios com bordo oscilante, mas com

fronteira estaciondria, foram estudados, por exemplo, nos artigos [1], [2], [3] e [4].



Capitulo 1

Caracterizacao do problema e lemas
de homogeneizacao

Neste capitulo iniciamos o estudo do problema eliptico com fronteira livre nao esta-
cionaria, que modela uma das etapas do processamento de filme semicondutor. Descreve-
mos o sistema que o caracteriza, de modo a torna-lo um modelo matematico apropriado,
incluindo condigoes iniciais, de bordo e de fronteira livre, bem como estabelecemos os

principais lemas de homogeneizagao a serem usados ao longo deste trabalho.

1.1 Apresentacao do problema

O processamento de filme semicondutor envolve diversas etapas. Estamos interessa-

dos em encontrar (uf, f¢), satisfazendo
Auf =0 em Q.(1), (1.1)
onde Q.(t) é um dominio bidimensional:
Q.(t) ={(z,y) eR*;—a <z < a,ef(z,t) <y <b}.
Denotaremos a fronteira livre por

I.(t) = {(z,y);y = ef(z,1)}

que representa o movimento do bordo do filme semicondutor. Na fronteira livre, a taxa
de variacao da concentracao é dada por
ou®
v,

onde v é a normal exterior a I'.(t) e o coeficiente de absor¢ao p estd oscilando rapidamente,

+pu® =0em I'.(2), (1.2)

dependendo de um parametro pequeno € > 0.

4



1.1 Apresentacao do problema 5

Queremos agora determinar a velocidade normal exterior da fronteira livre. Para isso,

consideremos a curva 7 : [—a, a] X R — [—a,a] x I'.(¢) definida por

V(@ t) = (2,ef*(z,1)).

Assim, para t fixado, o vetor tangente unitario de v é escrito como

0.7 1
T, = = 1,0, f9).
T 0] 1+ (garfE)?( )

O vetor normal N, ¢é escolhido ortogonal a T',. Entao com a prévia escolha de T’,, obtemos
1
N, =
V14 (€0, f¢)?

Sabendo que a evolucao da curva é definida pelo vetor normal em cada ponto (ver segdo

(—e0.f%,1).

2.4 de [5]) temos entdo a equagao
Oy = —VNN7,
onde Vy é a velocidade normal exterior. Fazendo o produto interno em ambos os lados

da equagao por —N, que ¢ unitario, segue que

eo, f©
[1+ (0, )22

Como I'.(t) se move em uma escala da ordem de ¢, temos que a equagao de continuidade

Va = —

na fronteira livre é dado por:

ous
ov.

=V em I'.(). (1.3)

Assim, por (1.2),
Vy = —epu’ em I'.(2). (1.4)

Para completar a formulacao do problema, escrevemos as condigoes de fronteira

u*=gemy=>0, (1.5)
sem fluxo nos bordos laterais, isto é,
Opuf(ta,y,t) =0 (1.6)
e com condicao inicial
fo(@,0) = f°. (1.7)
Assumiremos que as oscilacoes p e f° sao da forma
x x
p:p<$7_7t>7 f0:f0<$7_)7 (18)
€ €

5



1.2 Alguns lemas de homogeneizacao 6

e ainda que

g(x,t),p(x, &, 1), fO(x,€) sdo funcdes suaves, 1-periddica em &,

p>po>0,9g>0,9#0, e

(1.9)
axp(j:a7£7t) = 07 afp(iaafat) = 07
8xf0(:|:a,f) = 07 8§fo(:|:a7€) = 0.
As condigbes de (1.9) em = = =+a sdo cruciais na demonstragdo de existéncia e
unicidade de solugao. A grosso modo significam que, proximo das retas x = =+a, a

fronteira livre nao apresenta oscilagao e é perpendicular a estas retas (veja a introdugao
da Secao 3.1).

1.2 Alguns lemas de homogeneizacao

Os resultados aqui apresentados estao formulados de modo geral e correspondem a
teoria de homogeneizacdo. As demonstragoes estdo baseadas em [18] e [11]. Adiante,

restringiremos ao nosso caso particular e indicaremos as devidas adaptacoes realizadas.

Necessitaremos do lema de imersao abaixo.

Lema 1.1. Seja Q C R™ um dominio limitado com bordo suave e By = {x € Q,d(z,00) <
0}, 6 >0, onde d(z, A) denota a distancia em R™ do ponto x € R" ao conjunto A C R™.
Entao existe &y > 0 tal que, para cada 6 € (0,8y) e cada v € H'(Q), temos

[ollz2(85) < €820l 1.
onde ¢ € uma constante independente de § e v.

Demonstracgao. Devido a suavidade de 02 existe um dg > 0 suficientemente pequeno e
uma familia de superficies suaves S;, 7 € [0, &), tais que S, é a fronteira de um dominio
Q,CQ QD0 sem >7, U =Q a7 <d,00) < crsex €8S, 7€ [0,8),
¢y, 09 = cte, @\ Q; D B;.

Usando a imersao de L*(S,) em H'(Q,) (Teorema 1.2 de [18]) temos que

[v]lr2(s,) < esllvllma.),

onde ¢z é uma constante dependendo somente de €2,. Além disso,

lvlla @) < [Jvlla@)-



1.2 Alguns lemas de homogeneizacao 7

Desse modo, temos
/S 02dS < eallolEn) < callop

onde 7 € [0,d¢] e ¢4 é uma constante independente de 7. Integrando esta desigualdade

com respeito a 7 de 0 a d obtemos

) )
//stmg@/ o2y,
0 Sr 0

e usando coordenadas polares do lado esquerdo da desigualdade

V11 Z2(55) < cadllvllfn o).

donde segue o resultado. O

O lema a seguir é importante ao estudarmos convergéncia em problemas de homo-
geneizacao envolvendo termos nao lineares. De certa forma, ele nos da a convergéncia
fraca de fungoes rapidamente oscilantes para sua média. Veja, por exemplo, uma versao

analoga na segao 5D de [1].

Lema 1.2. Seja g : Q x R" — R uma fung¢ao mensurdvel e limitada, onde ) € um
dominio limitado com bordo Lipschitz. Suponha que: g(x,-) € 1-periddica e uniformemente

continua, para todo x € Q; g(-,&) € Lipschitz continua, uniformemente em &, isto €,

|g($7§) - g($0,§)| S L9|x - :L’0|

para quaisquer x, o € Q e todo & € R™, onde L, é uma constante que dependente somente

de g. Suponha ainda que

/ g(x0,€)dé = 0 para qualquer o € Q fivado, (1.10)
Q

onde @ =]0,1"={£:0<¢&; <1,j=1,...,n}. Entio a desigualdade

/Qg (x, g) u(z)v(x)dx

¢ wvdlida para todo u,v € HY(Q), onde ¢ é uma constante independente de ¢ € (0,1).

< celfull o vl i) (1.11)

Além disso, se F' satisfaz as mesmas condigoes de g, exceto (1.10), entdo para qualquer
Y e LYQ), temos

/QwF (:L‘, g) dx — /Qwﬁ(x)dx quando € — 0, (1.12)

onde F(z) = Jo F(z,€)d¢.



1.2 Alguns lemas de homogeneizacao 8

Demonstragao. Seja I° = {z € Z™";e(z + Q) C Q}. Definamos = J, ;- €(z + Q),

G = Q\ Q. Consideremos ainda as médias

. T
m(z) =¢ /E(HQ) g (2, x) dx,
W= [ e
n(x)=¢e" /( o u(zr)dx

para z € (2 + Q). Note que m, ( e 1 sao constantes em cada £(z + Q).

Observe que em €2;, temos

muv + (u —n)vg —m(u —n)v +n(v —¢)g —n(v — )m + (ng — (nm = guv

Assim,
/Qg (x, §>uvdx = /Gg <x, g) wvdzr+
x
+ /Ql muvdzx + /Ql(u — v <9 <$, g) - m) dz+ (1.13)
x x
+/an(v—C) (g<x,g> —m)dx+/an(g(x,g) —m>dl‘-
Sejam zg,x € €(z 4+ (). Sabendo que g é Lipschitz em x e uniformemente continua

x x
g <$7 _> —g <$07 _>‘ S Lg|x - .Z'o‘.
€ 5
Lembrando que f oY (xo, i—”) d¢é = 0 para qualquer z, € € segue que
J o (02 (e 2)) e
e(z+Q) € €
_ x x
S I 1 R C)IKE
(=4Q) € €
< 5_”/ Ly|x — xo|dx
£(24Q)

=¢e "Lge / dx
e(z+Q)

= (e,

em &, segue que,

im(z)] = ™"

(1.14)

onde C' é uma constante que independente de =, zo e {. A estimativa em (1.14) é assegu-

rada para quase todo = € €y, pois Q1 = J, ;- (2 + Q).
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Sabendo que ¢ e 7 sao constantes em £(z + @) e usando a desigualdade de Poincaré

para uma bola (Teorema A.2) nesse mesmo conjunto, temos

v = Cllz2)) < Ciell Vol 2y,

(1.15)
[ = nll2@) < CrelVulliz @),
onde C'; é uma constante que depende apenas de €);.
Calculando a norma de n em L?(Q;), obtemos pela desigualdade de Holder
2
Inl2eo = S / w(a)ds| dy
zers /(@) e(z+Q)
2
= Z gTmegn / u(z)dx (1.16)
z€I¢ e(24+Q)

< (/ u(:v)|2d$) (/ d:v) — [l
Z (z+Q) e(z4Q) LA

zele

O conjunto G pertence a é-vizinhanga de 02, com € = Cse, e portanto, aplicando o Lema

1.1, temos

lull 2@y < Cse'?llull oy
0]l z2@) < Cse'2|ollm @)

(1.17)

com ('3 uma constante independente de €, u e v.

Analisando a ultima integral de (1.13), notamos que:

[Lerlofe2)-myae=a

pois, como ( e 1 sao constantes em £(z 4+ @), temos

/Q1 ¢ng (fc g) dr = Z /g(zw) ¢ng (:c g) dr = ZEZIEQ]

cls

—Zé'rzm‘ o =Y (nm

zele zel®

xr
/ g <:U, —) dx
e(24Q) £(+4Q) 9

/ dr = (nmdzx
£(24+Q) Je(24Q) o

Agora, voltando em (1.13), segue que

o a2y mas] < | o (o Z) ]+ | ]
[ a(e2)-m)ao]+ | [ w0=0) (o (2. 2) - m)

Analisaremos cada parcela de (1.18) aplicando em cada uma delas a desigualdade de
Holder.

muvdzx| +

(1.18)
+
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Usando (1.17) e sabendo que g é limitada, temos que:

/ g (az‘, g) uvdx
a

< Cyllullz2@llvll 2@

< Cyellull groyllvll g @)-

Por (1.14),

muvdx
951

< Cellull 2 vl z2 ()
Usando (1.15) e notando que g —m também é limitada:

/Ql(u—n)v (g (m,§> —m> dx

< Csllu =l 2 lvll 2@

< Cse| Va2 1]l 22 02,)-

De (1.15) e (1.16):

/Q n(v — () (g <x,§> —m> dx

< Cellnllz@nllv = Cllz2

< Coel| V| 2ol 2 @u)-
Substituindo as expressoes acima em (1.18), obtemos

/ g (x, g) uvdx
G

< Caellullm@llvllm@) + Cellull 2 vl 2@ +

+ Csel|[Vul 2 0] 2200) + CoellVll 2 l[ull 2,

isto é,

< clellull @) l|v]| 51 @)+

/ g (a:', g) uvdx
a

+e([Jull L2y + VUl L2 (vl 2@ + IVVll20) — el Vull 2 Vol 2200

< clellullmr@llvlar @) + ellull mr vl g @)

= cellull zr@llvll @)

Resta-nos mostrar (1.12). Para qualquer ¢ € C'(Q), a convergéncia (1.12) é uma
consequéncia direta da desigualdade (1.11) parau =1, v=1eg (x, f) = F(z,§)— F(:c)
Aproximando uma dada ¢ € L'(Q) por fungdes em C*(Q) e sabendo que F(&,x) é
limitada, obtemos (1.12) para qualquer fungao ¢ € L*(€). O

O lema a seguir ¢ utilizado para concentrarmos a convergéncia préoxima da fronteira

livre.

10



1.2 Alguns lemas de homogeneizacao 11

Lema 1.3. SejaI' ={0 <z < L}, L > 0 e seja g uma fung¢ao continua em (z,§), x € T,
¢ e R, 1-periodica em & tal que

tAg@@Mfzﬁ (1.19)

Assumamos também que 0,g9 € limitada. FEntao existe uma constante C' tal que, para

quaisquer funcoes u,v € HY*(T),

/OLg (:1:, g) u(z)v(z)de

< 051/2HUHH1/2(P)HUHHU?(F) (1.20)

se )0 <e<l.

Demonstragao. Consideremos w = uwv; assim, estimaremos

/g (ZB, g) w(z)dz.

De (1.19) notamos que a integral

£
f@@zégm@%

estd bem definida e é 1-periddica em &, o que nos permite concluir que é limitada. Como

0 (2) =1 )

w(L) —w(0) = /0 O, w(z)dx

Integrando por partes e usando que h é limitada, podemos escrever

'/ 2, ) w(z)de / [%h <x§) —axh(x,g)‘u/g} w(z)dz
/ {h (x g) Dy — (awh(x,g) U/g) w(x)} dx

—h(0,0)w(0) + h (L, é) w(L)’

S C€””LUHH1(F)

Och = g, temos:
(1.21)

E=x/e

Além disso,

=&

<e

+ e

para qualquer w € H(T"). Pela desigualdade de Hélder e sabendo que g é limitada, segue

‘/ x— x)dx

11
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1.2 Alguns lemas de homogeneizacao 12

para qualquer w € L*(T).

Consideremos a fungao extensao G(s) = g(s,s/e), onde s € (—o0,00). Estendemos
também w a (—00,00) sem aumentar as normas L?, H'Y? ¢ H' mais que um fator C.
Denotemos por F a transformada de Fourier. Para qualquer w € H'(—o00, 00), definimos

wy e wq pela transformada inversa de Fourier tais que

Fuwy = (1+ |€)?) V4 Fwsgn{ FwFG},

(1.22)
Fuwy = (1 + €)YV Fw sgn{ FwFG}

Entao

| FGP?|Fw|? = | FG?|Fw: || Fuwsl,

pois o produto de Fw; por Fws, é igual a Fw. Lembremos que sgn(z) = Z/|z|, se z # 0,

sgn(0) = 0. Assim, pelo Teorema de Plancherel

s |2 = / (1 -+ |€[2)|Fun Pde < / (1+ €2 Fulde = [P,

lwaZ2 :/\Fw2!2d§3/(1+|£\2)1/2|fw!2d£= [l

Pela desigualdade de Holder e por propriedades da transformada de Fourier (Teorema 2

da segao 4.3 de [6])

= ‘ / fowdg‘

1/2 1/2
< ( / |fG||fw1|ds) ( / |fG|rfw2|df)
1/2 1/2
< (/}"G]:wld§> </]—"G]—"w2df)
1/2 1/2
< (/ Gwldx) (/ ngdx)

< O (elfwn || 1) 2 wo || 1

< Ce2wllfp e,

‘ / G(2)w(z)dz

o que implica em (1.20) O

12



Capitulo 2

O problema homogeneizado

Neste capitulo vamos considerar o problema homogeneizado, derivando formalmente

o sistema que o compoe, bem como provando existéncia e unicidade para esse problema

para algum tempo 7.

2.1 Derivagao formal do problema homogeneizado

Suponhamos que (u®, f¢) seja uma solug¢ao para o sistema (1.1)—(1.9), onde u® ¢é a

concentracao e f¢ é a funcao que determina o perfil da fronteira livre. Pelo Principio do

Méximo (Teorema A.1), u® > 0. Além disso, levando-se em consideragao a expressao para

Vv e (1.4), temos:
€0, f*

[T+ 0 FP

—epu® = —

de onde segue
1/2

Onf* = pu [1+ (0, 1°)°] .
Com isso, 0y f¢ > 0 e f¢ é crescente em ¢, ou seja,
€ > f€ — §0 f )
fE,t) > f(@,0) = £° (.2

Vamos assumir que
e _ r
ity = f (5. 5.t) + 0(e)
u(z,y,t) = up(x,y,t) + O(e)

(2.3)
(2.4)

onde a derivada de primeira ordem de O(g) é O(1). Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.1) e

desconsiderando o termo O(¢), temos

o f (:C, E,t) =p <x, g,t) uo(z,y,t) [1+ (Eaxfs)z} V2

3

13

(2.5)



2.1 Derivacao formal do problema homogeneizado 14

Fazendo £ = z /e e derivando (2.3) obtemos

€0, f(x,t) = €0, f(x,&,t) + Ocf(x, &, 1).

Assim, desconsiderando termos de ordem O(g) e observando que g é constante em relagao

a y, reescrevemos (2.5) como

1/2

Ouf (@, &,1) = p(x, &, thug(, 0,4) [1+ (Oef (2, £,1)°] 7, (2.6)

e como f(z,&,0) = f(x,0), temos:
f(@,6,0) = f(x,€). (2.7)

Usando novamente (2.4) e desprezando termos de ordem O(g), vemos que a funcao

ug satisfaz
Aug=0em Qp={—a <z <a,0<y<b},

up = g(z,t) em y = b, (2.8)
Opug(£a,y,t) = 0.

Para completarmos a derivacao formal do problema homogéneo, analisamos a con-
vergencia de fi(z,&,t). Aplicando a segunda parte do Lema 1.2 a fungao 0, f(x, &, t) (para

t fixado), obtemos a convergéncia fraca

@f(:c,f,t)4/018tf(:c,£,t)d§ quando € — 0.

Mas, utilizando (2.6), segue que

[ arenie= [ v im0 i @ en?] e,
= P(z,t)ug(z,t),
onde )
Pot) = /0 p(e,€,8) [L+ (06 f (. €, 1))7] V2 de. (2.10)

Por outro lado, definimos

Fr,t) = /0 F(a. €, 0)de.

de maneira que

/1 O f(x,&,t)dE = O F (x,t).
0

14



2.2 Existéncia e unicidade de solucao para o problema homogeneizado 15

Usando (2.3), podemos formalmente escrever

fz,&t) = f7(e€,1) + O(e).

Assim, integrando ambos os lados desta igualdade no intervalo [0, 1], vemos que é natural
assumirmos que F(z,t) é flat em x. Com isso, temos que 0, F(x,t) ~ 0 e, consequente-
mente,

O F ~ Vy = —0,uo. (2.11)

Portanto, de (2.9) e (2.11) obtemos

Oyup + Pup=0em y =0 (2.12)

Assim, pelo menos formalmente, a fungao ug satisfaz o problema eliptico homoge-
neizado (2.8) acoplado com a equagao hiperbdlica (2.6) para f(x,&,t) pela condigao de
fronteira em y = 0 dada por (2.12). Na préxima secdo demonstraremos que o sistema
(2.6)—(2.8) e (2.10), (2.12) possui uma unica solugao.

2.2 Existéncia e unicidade de solucao para o proble-
ma homogeneizado

Nesta segdo vamos provar existéncia e unicidade para o sistema (2.6)—(2.12). A
demonstragao segue baseada em [11] e em algumas etapas utilizaremos técnicas de [13].
Procederemos usando o Principio do Maximo, estimativas elipticas e o método das carac-

teristicas a fim de obtermos estimativas que nos auxiliarao aplicar o Teorema do ponto
fixo de Schauder.

Teorema 2.1. Suponhamos que g, p e f° satisfazem (1.8) e (1.9). Entao existe T > 0
tal que o sistema (2.6)-(2.12) possui uma unica solugdo classica (ug, f) para 0 <t < T.

Além disso,
Ocf(£a,&,t) =0, O.f(£a,&,t) =0, para qualquer € € (0,1).

Demonstracgao. A ideia é construir uma aplicacdo que provaremos ser uma contracao e

encontrar um ponto fixo. Para tanto, dividiremos a demonstracao em 4 passos.

Passo 1: Determinaremos o conjunto no qual queremos aplicar o teorema do ponto fixo.
Fixados M > 0, T' > 0, definimos

Kr={P € C([—a,a] x [0,T)); |P|lr= < M||p||p=; 0:P(x,t) =0 em x = +a}.

15



2.2 Existéncia e unicidade de solucao para o problema homogeneizado 16

Para cada P € Kr, a Teoria do Potencial (segao 6.5 de [16] ou o Teorema 6.31 de [14])
nos fornece uma solugao de (2.8) e (2.12). Seja ug esta solugao. Pelo Principio do Maximo

(Segao 2.6 de [20]), temos que

o (s )l o0y < 119 )l oo ((—asa)

para todo t € [0,7]. A teoria de regularidade eliptica para o problema de Neumann
(capitulo 1 de [19]) implica que, para qualquer ¢ € [0,T], uo(-,t) € C*(Q), 0 < a < 1.
Além disso, o fato de termos continuidade da solugao de (2.8) e (2.12) com relagao aos
dados de bordo implica que t — ug(-,t) é continua (veja o Lema 3.2 para uma situagao
andloga). Assim,

ug € C([0,7],0%()), 0<a<l.

Passo 2: Vamos obter a segunda parte do teorema. Seja f solucao do problema hi-

perbdlico (2.6) e (2.7) com wug sendo a funcdo do Passo 1. Diferenciando (2.6) em &,

temos: |
Ouef = Oepuo [1+ 3 f21"* + puo—————— 0 f (Dee f),
t£f ¢PUo |: Ef } p 0[1 —|—6£f2]1/2 §f< §§f>
ou seja,
Ocf 9711/2
Oct f —puom(aﬁﬁf) = Jepuo [1+ 0 f7]7 . (2.13)
3

Tomando r = ry (§,t) = O¢f(Fa,, t) em (2.13) e as condigdes descritas em (1.9) para
O¢p, obtemos
(14 7220, — pugrder = 0. (2.14)

Aplicando o método das caracteristicas (ver o Apéndice B), segue que as equagoes carac-

teristicas de (2.14) sao dadas por:

. 1+ 22]1/2’ (2.15)

i =0,
onde z é solugao de (2.14). Segue que z é constante e, por (1.9), em ¢t = 0, z = 0, ou seja,
r = 0:f(+a,§,t) =0, para qualquer £ € (0,1).

Diferenciando agora (2.6) em x temos

_ 271/2 971/2 ;
8txf = @Upuo [1 + 85f ] + pax(uo) |:1 + 85]0 :| + pug [1 N 8§f2]1/2 8§f(8§xf)

16



2.2 Existéncia e unicidade de solucao para o problema homogeneizado 17

Assim, por (1.9), (2.8) e conhecendo o valor de 0¢f em = = +a, segue que Oy f = 0, 0

que por (1.9) implica em
O.f(£a, &, t) =0, para qualquer € € (0, 1).

Passo 3: Utilizaremos agora a técnica de [13] para estabelecer via Principio de Com-

paragao (ver Teorema A.3) estimativas para O¢f e O f. Consideremos (2.6) e tomemos
Lif = 0if — puo[l + 9 f*)H* = 0.
Assim, se z; = at + b, entao
5121 =a — Pugy > O,

se a > pug. Em particular, como uy < g, podemos tomar a > pg. Para deter-
minar b, lembremos que z;(0) = b e que 23 > f° o que nos permite escolher b =

max{|f°], |0 f°], |0ee f°|}. Pelo Principio de Comparagao, segue que

fla,&,t) < at + max{|f°], |0cf°], |0ee f°]},

(2.16)
f(@,€,t) > —at +min{| f°,0cf°], |0ce S},
de modo que
£l < max{|f°[,10f°], 10ce f°I}, (2.17)
desde que T seja pequeno (dependendo somente de a e b).
Definamos agora
Q@fE@J—pwH:éﬁﬁﬁ@d—mwOﬂ+@ﬁrmzﬁ (2.18)

Seja zo = dt + b, com d > J¢pg. A funcao z, satisfaz
Loz =d—0— Ocpug [1+22}1/2 > 0,
para T pequeno, dependendo somente de b. Segue por comparagao novamente que
Ocf < 2,
se T é suficientemente pequeno. Similarmente,
Ocf > —2o.

Portanto,
106 fl oo ((—asax (0.1 x 1t1) < Ch, (2.19)

17



2.2 Existéncia e unicidade de solucao para o problema homogeneizado 18

se t < 1, com C dependendo de d e b.

Diferenciando (2.13) em &, temos

Oeef Oge f* Oec f”
P — OepugOe f ——>—— — pug———— + pugOe f ————— —
(Ot f) = Depro 5f[1+85f2]1/2 TSR Ef[1+8§f2]3/2
85f 2711/2 8§5f
— pug———"—— e f = Ogepup [1 + O + OepuoOe f ————75

Por comparacao, como antes, |Oge f| < et+b, onde e > Ogepg e T é suficientemente pequeno

dependendo somente de b. Assim,
Ha&fHLoo([,a,a]X(o’l)X{t}) S Cg, para cada t € [O, T] (2.20)

Analisando as constantes nas estimativas (2.19) e (2.20) vemos que temos continui-
dade com relagao aos dados fO, 9:f° e Jee f°. Segue que a solugao f de (2.6) e (2.7),

satisfaz:

fa a{f S C([O,T],CQ([—CL,(Z] X [07 1]))7 (221)

Passo 4: Vamos estabelecer a funcao em K que provaremos ser uma contracao. Sendo
f a funcdo do Passo 3, definimos (W P)(z,t) pelo lado direito de (2.10), isto é,

(WP)(z,1) = / P, €. 1)1+ (B (. €.4))2) /2.

Entao, por (2.21),
WP e C([0,T],C%([~a,a] x [0,1])),

e W P satisfaz a condic¢ao de fluxo nulo em = = +a. Da estimativa (2.19), segue que
WPl < (1+CH)2[pllze = Mllpllz~,

se M é inicialmente escolhido suficientemente grande.

Sejam P, P € Kp e ug e iy as correspondentes solucdes de (2.8) e (2.12). Definindo
U = uy — g, temos que U satisfaz:

;

AU =0em Qy={—-a<z<a,0<y<b},
U=0emy=0,

0,U(xa,y,t) =0,

0,U + PU = —a(P — P) em y = 0.

\

Segue de resultados de regularidade eliptica (Lema 6.29 de [14]) e da limitagao de @ que
[uo — 0| Lo (@ox(ey) < C3llP = Pllr(—aax{e}) (2.22)

18



2.2 Existéncia e unicidade de solucao para o problema homogeneizado 19

Consideremos agora (2.13) para Ogf referente a P e O f correspondente a P. A

diferenca entre elas satisfaz

0(Def = Def) — (uo — ﬂd@@f% + Oep [1+ 0ef?]
_ pagfaﬁ—ﬁfm ~ Oep [1 n 0&];2} 1/2] 0 (2.23)
[1 + 8§f2]
Usando (2.19) e (2.20) encontramos
max [|0cf — Oc fl L (—a.ax0.1)x{ty) < CaTilluo — Tol| oo (@ fey) (2.24)

0<t<Ty
para qualquer Ty < 7. Das definicoes de WP e WP e de (2.22) e (2.24) deduzimos que
WP =W P (-aax e
<owp [ 9l ) |11+ @ 0 - [+ Qeflor .01

< — Oc fll 700

< sup [p| max [[0cf = Oef |l (-aaxo1)xiry
< CuCsTh|luo — tol| oo (o x2y)

< CsCuCsTIIP = Pllioe(aaixt);

Logo, se
1

T 2050,C5

entao W é uma contragao em Ky, e portanto tem um tinico ponto fixo em Krp,. Dos passos

T

anteriores, temos que a solugao (ug, f) associadas com o ponto fixo P é cldssica. Pela

continuidade em ¢, qualquer solugao classica permanece em Kp, e é portanto unica. L[]

19



Capitulo 3

O problema heterogéneo

No capitulo anterior provamos existéncia e unicidade para o problema homogeneizado.
Agora vamos estabelecer a existéncia de um tempo T} para o qual o sistema (1.1)—(1.9),
que aproxima o sistema homogeneizado, possui uma tnica solugao classica em um intervalo
0 <t < T, independente de €.

3.1 Existéncia de solucao para o sistema (1.1)—(1.7)

Consideremos a seguinte mudanca de variaveis:

z = €€,
(3.1)
y =en.
Facamos
u(§,mn,t) = u(z,y,t
~( ) E ( ) (3.2)
f(&t) = f(z,1).
Dessa forma, o sistema (1.1)—(1.9) é equivalente ao seguinte:
- a a b
At =0em Q(t) =3¢ =(&§,n) | —— — f(&t - :
qi=0em Q) ={C=(Emn|-T<¢<IfEH<n<} (33
x b
Ol :I:g,n,t> = 0 para f(§,8) <7 < 2. (3.4)
i = g(e€,t) paran = - (3.5)
Como X
Veus(e€,en,t) = gvga,
segue que,
Vel g +ep(e€,6,6) @ =0 em n = f(£,1), (3.6)

20



3.1 Existéncia de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 21

onde 7¢ ¢ a normal exterior, dada por

175 _ (85f7 _1) )
v/ 1+ 8§f2

Além disso, por (2.1), em n = f(&, 1), temos

af(€t) = 0uf (1) = p (. Zt) 'l t) [+ (0.5°)7]
= (et & e, fe. 0.0 [1 o n]

1/2

(3.7)

F€.0) = f(2,0) = £ (2.2) = f°(€.€) (3.8)
Todos os dados p(e&, &, t), fO(e€,€) e g(e€,t) sao, por (1.9), suaves (em ¢) uniformemente

em e. Derivando (formalmente) a equacao em (3.7) com relagao a £ obtemos:

- _11/2 _11/2 Oer FO-
Octf = Oepli [1 + afo] + pOgti [1 + 5&#} +pﬂ%
1+ 02|
Fazendo 7 = Oc f (#a/e, t) e utilizando (1.9) e (3.4), temos que
[1+77] 2 Oyr — purder = 0. (3.9)

As equagoes caracteristicas de (3.9) sdo as seguintes:

é: _pﬂ’za
= [+,
2 =0,

onde z é solucao de (3.9). Portanto, procedendo como na demonstragao do Teorema 2.1,
temos que 8§f =0 em & = +a/e. Observe agora que, por (3.4), podemos estender @ por
reflexdo através do bordo £ = +a/e. Além disso, a fronteira livre refletida serd de classe
C?re pois 85]‘? =0 em & = ta/e. Observe que neste ponto foi essencial a hipétese (1.9).

A limitagao uniforme em ¢ dos dados citada acima nos motiva definir o conjunto

By abaixo, onde T > 0 é suficientemente pequeno:

Bim z{f(&w,o <t<Tif(Et) > %Coa 1FCo D)l < 2K, 106 F (1)1 < 2K,

10ce f (-, )| e < 2K ||Oge f (- t)lcg < 20 10 ()2 < M}-

Fixada f € B ur, seja @ solucao de (3.3)-(3.6). A limitacao uniforme em ¢ de g e o

Principio do Maximo implicam que % é também uniformemente limitada independente de

21



3.1 Existéncia de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 22

€. Segue que as estimativas Schauder sao independentes de € e valem através do bordo

¢ = +a (pela reflexdo). Em outras palavras, temos que
]| < C, (3.10)
para uma constante C* > 0 que independe de K, M e T e
s+, B)llezseay < Crc (3.11)

com C¥ independente de M e T.

Estamos em condig¢oes de demonstrar o teorema de existéncia para o problema apro-

ximante.

Teorema 3.1. Suponhamos que g, p e f° satisfazem (1.8) e (1.9). Entao existe T > 0
tal que o sistema (1.1)—(1.7) possui solugdo (us, f¢) no intervalo 0 <t < T.

Demonstragao. Vamos provar que, se 1" é suficientemente pequeno, existe uma solugao
(i1, f), com f € By .y do sistema (3.3)(3.6) com propriedades adicionais que, juntamente

com a mudanca de varidveis (3.1) e (3.2) nos fornecerao (u®, f¢) solugao de (1.1)—(1.7).

Passo 1: regularizacio por convolucdo. Fixemos f € B .M € seja @ solugdo de (3.3)-

(3.6). Pelas informagoes que ja estabelecemos antes do teorema, podemos considerar

(&, t) = p(e&, &, t)a(, f(&,1),1).

Na técnica que utilizaremos, necessitaremos que v seja suave em &. Portanto, sendo g

uma sequéncia regularizante em &, introduzimos as convolugoes

vs(&:1) = (s x v(-,))(€)

f5(€) = (w5 % [)()-

Passo 2: vanishing viscosity. Neste passo vamos introduzir uma familia de equagoes
com uma wviscosidade artificial (ver Definigdo A.5 e o Teorema A.6 )e utilizar técnicas
parabdlicas para provarmos estimativas para um problema regularizado. Para cada pu > 0

pequeno, seja h* a solugao de

1/2

8th‘u = U(g(f, t) [1 + (85h“)2] + M@gghu, (3.12)

com condi¢ao inicial

(€, 0) = £5(8)- (3.13)
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3.1 Existéncia de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 23

Procedendo de maneira andloga a da demonstragao do Teorema 2.1 podemos, através de
técnicas de comparacao parabdlicas, obter estimativas para h* independentes de p > 0.

Passamos a descrever os principais passos na obtencao de tais estimativas.
Seja
1/2
L,.(h) = 0h — vs(&, 1) [1+ (0ch)?]Y? + j0ech.

E claro que h* é solucio de L, (k) =0. A funcao ¢(§,t) = at + K satisfaz
L,(¥) =a—uv5(1t) =0
se a > vs(€,t) e K > h*(0). Logo, se tomarmos K = max{|fs|,|0c fs|, |0¢e f5]}, obtemos
W< vs(€, 0+ K

e também
R > —us(€, )t + K.

Diferenciando (3.12) com relagdo a &, obtemos que J¢h** satifaz
L,,(9ch*) =0, (3.14)

onde
hogh

1/2 . _ hoel
[1+ h2)'?

L,(h) = 0ih — Ocvs(&,t) [1+ h?] vs (&, t)

— pech

A fungao ¢(&,t) = bt + K satisfaz

!

L(6) =b—devs(&, 1) [1 +0e67]* > 0

i

se b > Ovs(€,1)[1+ 0§¢2]1/2 e T é pequeno dependendo apenas de K. Pelo Teorema de
Comparagao,
Ocht < ¢, (3.15)

se T é suficientemente pequeno e, analogamente,
Oeht > —o, (3.16)

Diferenciando novamente (3.14) em & e procedendo analogamente (usando as estima-
tivas ja obtidas) teremos
|Oceh”| < ¢, (3.17)

onde T' é pequeno e dependo somente de K. Portanto, de (3.12) concluimos
|01 < M, (3.18)
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3.1 Existéncia de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 24

onde M depende unicamente de K, desde que T seja suficientemente pequeno.

Passo 3: passando ao limite y — 07. Consideremos agora o problema
O = vs(&,) [1 + 0ch?] " (3.19)

com condigao inicial
h(¢,0) = f5(&). (3.20)

Pelo Lema 3.2 @ ¢é continua em ¢. Portanto, vs também ¢ continua em (,t) (na
verdade, suave em §). Segue do Teorema (A.6) que o sistema (3.19)—(3.20) possui uma

Unica solugao no sentido de viscosidade.

As estimativas do Passo 2 implicam que a familia (h*),~¢ é limitada nas normas C} e
Cg. Assim, por um argumento de Diagonal de Cantor, podemos extrair uma subsequéncia
de (h*),>0 que converge para uma funcao h* quando p — 0. Segue ainda que h* é a unica
solugdo (no sentido de viscosidade) de (3.19)-(3.20). A regularidade de h* segue da

regularidade de cada h*.

Passo 4: estimativas finais. Substituindo 4 em (3.12), diferenciando duas vezes com
relacao a &, obtemos
Och* Oce WM Och* Ogeeh*

12 +v
1+ @) L+ ()2

8t5§h“ :(9551)5 [1 + (agh'u)ﬂ + 2851)5

) (Oeh”)?
[1+ (Behm)2]*/?

Procedendo como no Passo 2 para utilizarmos o Principio de Comparagao, obtemos esti-

+ Maggggh“. (321)

mativas uniformes em p > 0 para as derivadas até ordem 4 de h*, o que nos possibilita
tomar o limite quando u — 0 em (3.21). Pela semelhanca, os detalhes serdo omitidos.

Obtemos entao que h* satisfaz:

Och*Occh*
Orech® =eevs [1+ (0ch)2]? 4 20005 —26 Y&
hee cevs [1+ (O¢h*)?] O )]
Oeh* Ogech” (Ozeh®)?

' 1+ (agh*)2]1/2 v [1+ <8£h*)2]3/2' (3.22)

Fazendo r = Ogeh* em (3.22) temos
Och* Och* 1
*)2 1/2_{—857“1)5 *)2 1/2+T2U5 ¥)213/2"
[1+ (9ch*)?] [1+ (9ch*)?] [1+ (9ch*)?]

re = Oeevs [1 4 (9ch™)?]*+2rdcvs

Usando o método das caracteristicas (da se¢do 3.2.2.c de [6]), determinamos a equagao

dp _ O
dt ([1+ (8511*)2]1/2 5) (10>t)’ (3.23)

caracteristica
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3.1 Existéncia de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 25

com
p(&,0) =& (3.24)
Por continuidade, se T' é pequeno,
Lodoy
2 7 d¢ T

Integrando (3.21) ao longo das caracteristicas, obtemos a desigualdade
|Dceh*(p(€1,1), 1) — Dech* (p(€2,1),1)| < [DeefO(E") — Dec fO(€7)]
t
+ / Al [a&h* (p(£17 S)v S) - afgh*(p<§27 5)7 S)} + A2 [U5(§17 t) - 05(527 t)] + (325)
0

+ Ag [Oecus (€1, 1) — vs(€2,1)] )ds,

onde |A4;| < K, j=1,2,3, com K ndo dependendo de . Segue que
|Oceh™|ce < 2K,

se T" é pequeno.

Passo 5: ponto fixo. Consideremos a aplicacao W definida por f — W f = h*. O que
mostramos nos Passos 3 e 4 é que W : Bg y — Bg oy desde que T' seja suficientemente
pequeno, dependendo de K, mas nao de d. Se Bg ys estd munido com a topologia uniforme,
entdo Bk é compacto. Da unicidade de solucao de (3.19)-(3.20) e por um argumento
andlogo ao do Lema 3.2, segue que W é continua. O Teorema do Ponto Fixo de Schauder
implica que W tem um ponto fixo h = hs. Fazendo 6 — 0 através de uma sequéncia
apropriada, obtemos uma funcao limite f que em conjunto com a correspondente u fornece

uma solugao para (3.3)—(3.8). O
Lema 3.2. Sejam f € By e @ solucio de (3.3)~(3.6). Entdo t — a(-,-,t) € continua.

Demonstracio. Sejam 0 < t; < t5 < T e consideremos os dominios Q(t;) e Q(ts).
Como 0 f = 0 em £ = +a/e, temos que existe uma aplicagio ®: Q(t;) — Q(t2) que é um
difeomorfismo em uma vizinhaga destes dominios. Assim, ®(¢;) converge para a aplicagdo

identidade quando t; — t5. Observemos que

||u<7 ) tl) - u('v ) t2)||L°° = ”u(7 K tl) - u<(1)(ﬁ(t1))7 t2)||L°°'

A fungao v = u(-, -, t1) —u(P(2(t1)), t2) satisfaz uma equagao eliptica da forma Ly, ,,v =0

onde Ly, 1, possui coeficientes suaves em t;,?2. Por unicidade, v — 0 quando ¢; — t5. [
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3.2 Unicidade de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 26

3.2 Unicidade de solugao para o sistema (1.1)—(1.7)

Nesta se¢ao demonstraremos que o problema heterogéneo possui uma unica solugao.
A demonstracdo, que é bastante técnica, utiliza as ideias de [13] adaptadas para nosso
problema. Além disso, utilizamos estimativas para func¢des harmonicas conjugadas em
dominios nao suaves que podem ser encontradas em [22]. Preferimos nao adicionar os

resultados de [22] nesta dissertagdo por fugir do escopo do trabalho.

Teorema 3.3. Suponhamos que g, p e f° satisfazem (1.8) e (1.9). FEntdo a solugdo
(us, %) de (1.1)~(1.7) (encontrada no Teorema 3.1) € unica em seu intervalo de existéncia
0<t<T.

Demonstragao. Vamos provar que o problema (3.3)—(3.8) possui uma unica solugao
(1, f) em seu intervalo de definicao 0 < t < T satisfazendo as estimativas uniformes
do Teorema 3.1. Dai, as mudangas de varidveis do inicio da Secao 3.1 concluirao a

demonstracao.
Suponhamos que (@, f) e (9, h) sejam duas solucdes de (3.3)-(3.8) e provemos que
U =10 e que f = h.

Podemos assumir que

17C,Bllcze IRC, Bllcze < €

e por isso, pelas estimativas Schauder, para qualquer § > 0,

Jad, -, t)HC?aa(Q‘lS)’ [ICE t)HC?v&(Qg) < Cs (3.26)
onde

A = {Emifen <n< flen+a}
e

05(t) = {(&msh(e, ) <n < h&. 1)+ 0}
Considere

V(t) =sup (&) = h(&, 1)) (3.27)

e definamos o dominio

mw—{@mxﬂaw—V@<n<9}.

€
Dessa forma, 0G; = {77 = g} U .S, onde
Si={n=rien-v}

26



3.2 Unicidade de solugao para o sistema (1.1)—(1.7) 27

7 , . 2 . /
¢ uma superficie de classe C'g’a. A normal exterior ao longo de S; é

—0cf,1
— (=9, 2 .
A/ 14 85f2
Sejam
D= Ot )], vy~ @D
JQ = (3n117+v 5 —(8mz7+v 5
n=f(&H)-V(t) n=h(&;t)
Por (3.26) temos em particular que
[J1llce < CV(2) (3.28)
e
[ llos < CV(E) + CIFC,8) — B, )z (3.20)

Consideremos agora a normal exterior a fronteira livre de (9, h) dada por

(_aﬁﬁv 1)

\/1+a§iL2.

Mo =

Utilizando novamente (3.26) estimamos:

| @i = 008, s, < €10 = Dehlczo: (3.30)
13

Usando a condicao de fronteira livre (3.6) para f e h e as estimativas (3.26)—(3.30),

concluimos
Op (U —0) + (1 — D ) < C||f = hl| . 3.31
fena-are@-ml ., <V -Hlera @)
Pelo Principio do Maximo e (3.31),
1@ = ) Dll =@y < CIOS — Behllca - (3.32)

Seja w o conjugado harménico de @ — ©. Entao, por (3.31) e denotando por 7 a

derivada tangencial a Sy, temos o seguinte:
18- wll e < €0, (@ — D)l g

< C)0n, (5= 9) + (= D)l + (@ — 7)cp
< C|If = Bllgze + Cll(@ = ) e

~g1
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28

onde w e 4 —0 estao avaliadas em .S;. Assim, temos uma estimativa Holder para a derivada

tangencial da fun¢ao harmonica w em um dominio Lipschitz. Estamos em condic¢oes de

aplicar o Teorema 2.4 do artigo [22], que nos diz que Vw serd Holder continua. Além

disso, na demonstracao desse resultado é possivel verificar que a seguinte estimativa é

valida:

Hch;;g(Gt) <C Haercg(st) < Clla - ’17”05(&) +Cf - thglva-

Além disso,

@ — 17”05170‘(&) < C”w”célva(st) < C||w||cf§1:§(ct)-
Por estimativas Schauder temos que
1a = ollcg sy < dlla = tllgreq,) + Cslla = 0ll=(a)-
Destas desigualdades temos que

| — 5”051;;;(@) < Clla — 77”051;;*(&)

< Clla = llogesy + Cllf = hllgre

< dlla— 77”05*%@) + Cslltt = 0|1 (e) + CIIf — h”og’a'

Utilizando (3.32) e tomando § pequeno segue que
o — 77“051;;;(@) <Clf- h”cgv&-
Diferenciando em ¢ a condigao de fronteira livre (3.7) obtemos

8§tf = Al(éut)afﬁf—i_ B1(§7t>7

onde

8 s ~
#1/2 p(e€, €. )a(E, 1. 1),

Ai(§t) =
[1+8§f2}

~11/ ~
Bie.t) = [1+0f?| " [ (comlet.€.0) + (et £.))a(e. F.1)

+ (6, €,0)(Bele, 1) + ,i(e, F0)2eT) |

De forma similar, temos equacoes para h obtendo expressoes A, e By andlogas.

Definindo f = f — h temos que
Ocf — A10ge [ = (B1 — Bs) + (Ay — Ag)Oeeh.

Assim,

10ecf — A1dec fllce < [|(Br = Ba)lleg + [[(Ar = A2)Dechl|ce -

28
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Por (3.26) e (3.33) estimamos
1B = Ballcg + (A1 = A2)dehllcg < 1F(.8) = h(- )] cpe,

o que implica que

10cef = Av (&, 1)Oec flleg < ClIFll e (3.36)
e
A (D)l gpe < €. (3.37)
Usando o método das caracteristicas em (3.34) obtemos a equacao caracteristica
dap
i —A1(&,t), B(£0)=0. (3.38)

Por continuidade, se ty é suficientemente pequeno, entao

<

1
— <2 0<t<ty. 3.39
2= de =7 0 (3.39)

Integrando ao longo das caracteristicas a desigualdade (3.36) segue que

071 < Ot gnas [FC 7)o (340

Se definirmos agora f = F(B(&, 1), ) — F(B(&2,1)) e procedermos novamente como na

obtencdo da estimativa (3.40) trocando f por f é possivel provar que

0cTlcs < Ct oo 7.7l cpe (3.41)
Com isso,
19 fllcg = 19Nz + [0efleg < Ct max |[f(, 7)1,
ou seja

Tl e < f(- o
[Flloze < Ct max, [7C,7)llex

Mas, tomando t pequeno, vemos que esta desigualdade s sera valida se 7(5 ,7) = 0 para

7 € [0,t] e todo £. Concluimos que
f& 1) =h(g.7), 7€[0.1], para todo &,

e, por (3.33),

Procedendo passo a passo em ¢ obtemos o resultado de unicidade em [0, 7. O
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Capitulo 4

Convergéncia a solucao
homogeneizada

O objetivo aqui é estimar a diferenga entre a solugao (u®, f¢) do Teorema 3.1 e a

solucdo (ug, f) do Teorema 2.1. Basicamente, provaremos que
|u® — wol| 1) < Cel/?

e daremos uma correspondente estimativa H' para f& — f.

4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal

Neste capitulo continuaremos a utilizar a mudanca de varidveis (3.1) e a notagao (3.2)

e definiremos

w(&,n;t) = u(&,n,1) — uo(e€; en, ), (4.1)
h(g,t) = f(€,1) — F(e€,€,1). (4.2)

Escreveremos
w(z,y,t) =w(&n,t), z=(x,y), ¢=(n) (4.3)

E finalmente, provaremos

Teorema 4.1. Suponhamos que g, p e f° satisfazem (1.8) e (1.9). Entdo, existe um
numero positivo Ty (T1 < Ty) tal que as sequintes estimativas sao assequradas para 0 <
t<1y:

{/Qs(t)ﬂw(z,tw + |Vzw(z,t)]2)dz] v < el (4.4)

[ (R pa(zaf) ] < com
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4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal 31

Procedemos com algumas consideragoes preliminares a demonstragao do Teorema 4.1.
Vamos inicialmente determinar o sistema satisfeito por (E, w). Para isso, precisaremos
derivar (4.2) e usar os resultados de (3.7) e (2.6), além de (4.1) e (4.3), obtendo:

1/2

Ol = Ouf = 0.f = pi <1 + a&Jm) = puo (1+ e f?)
—pi(1+07) " [ (140) " - (e (1 0) ]
=i =) (1+0c72) " oo {(1 vo?) " - (1o }

— pw (1+ (Deh + 0ef)*)"* + puo [(1 +@h+ 002 = (14 a§f2)1/2] .
Portanto,

1/2

ok = pw (1+ 9k + 9c£)2) "% + pug [(1 +@h+ 002 = (1+ (agf)2)1/2] . (4.6)

para t > 0 e, por (3.8) e (2.7),
hlimo = h(€,0) = [(§,0) = [(e€,£,0) = [°(£,§) — [*(=£,€) = 0. (47)
Além disso, através de (4.1) e dos dados obtidos nas segoes anteriores, obtemos
AT = AT — up) = Acli — Acug = 0 em DS, (4.8)

onde ;
D= {lenn-t<e<tfen <n<t},

e as condigoes de fronteira sao

~ b
Ogw (ig,n,t> =0se f(£a,t) <n < -,
€ €

@zg—gzOsenzg, (4.9)
Vwve + epw = —eV ugve — epuy = —e (Vi upve + puo) -
Em particular,
Vg@yg +epw = —¢€ [VZU()(Ef, 8f~(£7 t)v t)]/g + p(8£7 §7 t)u0<€£, EfN<£7 t)? t) ) (410)

em 7 = f(&,1).

Estabelecido esse sistema, podemos comecar a determinar os lemas dele decorrentes.
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4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal 32

Lema 4.2. Sob as hipoteses do Teorema 4.1, temos que as sequintes estimativas $ao

assequradas:

11/2 1/2 "
[ \VaoPd¢| = U ]VZw\de] <Ce? 4 U
D; Q(t) —a

- 1/2 a,
/ |w|2dag} <24+ C V ch <f,t)
LS T (t) —a €

Demonstragao. Multiplicando (4.8) por w e usando a férmula de Green, temos

0:—/~ @A@dg‘:/ \vcwﬁdc—/~ O, wwdog
D D D¢

dch (g,t)ﬁd:ﬁ} 1/2, (4.11)

9 1/2
dm} . (4.12)

isto é,
/ |V w|*d¢ = O, wwdorg
Ds aDs
Aplicando (4.10) multiplicado por w ao lado direito da expressdo acima, segue que

ow
——wdog = — / 5p@2d05
aDs Ive r

5
t

a/e B B
[ e [Vl et e + €, ol i), 1)]

—afe

Observando que v, = ( fg, —1) e aplicando a prépria defini¢ao de integral de linha sobre a

curva gerada por f(£,t) obtemos:

a/e B B B
| Vatdc s [ gt =< [ wloaun(eee 6,05 - ol .0
Ds Ie

—af/e

+ uo(e€, = (€. 1), Dp(e6, € 1) (1 + f2) *] e,
(4.13)
onde
fii{(é,n);n:f(é,t)} (4.14)
e dog é o elemento de arco. Agora, tendo em vista (2.12) aplicado ao Teorema do Valor
Médio,
Dyuo(e€, e f(€,1),1) + P(e€, t)uo(e€, e (€, ),) = Oe)|f]. (4.15)

Consequentemente, o lado direito de (4.13) é igual a

a/e B B B
— 5/ w{@zuofg + Pug — O(e)|f] + uop[l + (fg)ﬂm} dé =

—afe
ale B B ajle
_ _5/_a/sm {&cuofg +uo[p[l + (f)2]" + P] } dé + O(2?) /_G/E | f[wlde,
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4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal 33

e usando (4.2) podemos escrever
ale
| vabic+e [ pwtdo =i+ =0 | fimide, (a1s)
Dg rg —a/e
onde, para simplificar os argumentos,

a/e 5
Jl = _5/_ w[amu0(€€75f<€a t)at>8§f(€£7£7 t):| dé

a/e

a/e B -
—5/ w[@xuo(eg,5f(§,t),t)8§h(5§,§,t)]d§

—afe

= Ji1 + Jio,

afe 7 1/2
Jo= = [ wun(et.e6.0,0 {plet. €0 L+ @e(e € 07) ~ Plet 1)} de

afe

ofe ) - 1/2 1/2
-/ Wl (60,0066 0 { [1+ @cFi+ 0cs 7] = [+ s 7] e

= Jo1 + Joo.

Substituindo £ = /¢ em Jy1, sabendo que |0 ug|| é limitado e usando o Lema 1.3
com g = O f obtemos
[Jul < Ce?lwl /2 a0 (4.17)

onde w = w(x, f(x,t),t). Pelas consideragoes iniciais da Secao 3.1, €0, f é uniformente

limitada. Segue que o lado direito de (4.17) é limitado por Ce'/2||w]| gr1/2(r_(sy), € portanto
[Jul < CeYlwl a0, y)-

Como w = 0 em y = b, obtemos pela Desigualdade de Poincaré que

1/2
\Jn\gcal/?{/ |Vzw\2dz} :
Qc(t)

Se substituimos £ = x/¢ em Jy; e aplicarmos o Lema 1.3 a funcéo

() o4 (o (= 20)] " - pesn .

concluimos como antes que

| 1| < 051/2{/ \VZwIde}.
Qe(t)
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4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal 34

O Lema 1.3, entretanto, nao pode ser aplicado a Ji5 e Jyy, pois suas integrais nao se
anulam no intervalo (0, 1) conforme hip6tese. Porém, podemos estimar diretamente pela

Desigualdade de Holder (usando substituigao & = z/¢), ou seja,

|J12] < /a —w {@uo (m,sf (g,t) ,t) Och(z, g,t)}‘ dx

< |lwllz2(-anll {Oztt00ch} [|2(~a.0

e

st [ oo () ) 2) {0 @ 1 - 1 ) o

H [1+ (Och + O f)?] /2 1+ e f?] 1/2}’

< ||w||L2(—a,a) L2(—a,a)

Portanto,

| J1o| + |Ja2| < Ollwl|p2(—awllvllz—an)y, v = |vi] + |va],

onde v; é a expressao entre chaves em J;. Como
|v1| < C|0ch|| pontualmente,

concluimos que

1/2 a . 9 1/2
| Jia| + | o] < 0{/ |Vzw‘2dz} {/ Och <—,t>‘ da:} .
Qg(t) —a €

Substituindo as estimativas de Ji; em (4.16) obtemos (4.11). Por imersao, temos que
(4.11) implica em (4.12). O

Lema 4.3. Sob as hipdteses do Teorema 4.1 a sequinte estimativa € assequrada:

HV@HLzmt)) < Ce'? + C||@HL2(f(t))> (4.18)
onde T(t) =75 = { (€&, min = J(&.0) .
Demonstragao. Tomemos H tal que

~ b
1+Supf(§,t)<H<2H<g
3

e definamos

D}<t>={j<€<j+1,f(£,t)<n<H},
D?(t):{j—1<§<j+2,f(g,t)<n<2H},
Li(t) =T N{j <& <j+1},

M) =Te)n{i-1<&<j+2}.
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4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal 35

Como j4 foi comentado na Secio 3.1, a fronteira I'(t) é C?Jro‘ (uniforme em €). Observamos
também que a norma C’é*a do lado direito de (4.10) é limitado por Ce. Por isso, e pelo
fato de termos estendido a solugao através de £ = +a/e, podemos aplicar estimativas H>

a w, e obteremos que
HVC’LUHH Dt ) T HVCwHLQ(DI(t <Ce+ C||wHL2 D3(t (4.19)

Por imersao,
||v§w||%2(F]1(t)) < Ce* + CH@H%Z(D;‘?(@)'

Somando sobre j, concluimos que
~ 12 ~ 12
HvaHL?(f(t)) < Ce+ C||w||L2(D§m{n<2H})' (420)

Denotaremos por I'? a curva

1= {n=01-qf(&t)+2Hg 0<q<1j.

Entao

ISH

a1l

(1—q)f(&,t)+2Hq 3
w / Opwdn,
fe

// |w|* \Pq d§<0/ |w|* \F d§+0/ // |V cw]dC.

Integrando sobre ¢ € [0, 1] e lembrando que fg ¢ uniformemente limitada, temos que

e assim

HwHi2(D§m{n<2H} < C||w||L2(F @) +C|’va||L2(DE (4‘21)

Substituindo (4.21) em (4.20) e usando também (4.11) obtemos o resultado. O

O que queremos agora ¢ estimar a integral no lado direito de (4.11) e (4.12). Para

isso, considere o seguinte

Lema 4.4. Sob as hipdteses do Teorema 4.1 a sequinte estimativa € assequrada para

0<t<Ty: .
/_ a (\z(g,t) "t Joh (Z.0) ) iz
(4.22)

t a
<ct / / (10F + [@ + |0cwl? + |0ym[?) dadt,
0 —a

onde Ty estd determinado por (4.28), e a integracdo do lado direito € tomada em n =

f(&t) (ouy=ef (£,1)).
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4.1 Notacoes e apresentacao do resultado principal 36

Demonstragao. Consideremos a expressao em (4.6). Diferenciando ambos os lados com

respeito a &, obtemos
— dch + 0
Octh — epuy 5_ ef ;
1+ (96h + 0c/)°]

vz Oech = J (4.23)

onde

_ d%(puo) {1+ @+ - [1+ 0"}

. { Och+0e/)0ce] _ 0ef%ef }
(14 @h+ 0 )2 [+ 02"
(Och + 0c f)(Dech + Oge f)
[1+ (0ch + 0 £)?]*
+ {(c0up + Oep)T + (DT + e fO,)} [1+ (e + 0 )] /*

J

+ pw

Como O¢h, dech, W, O e 0, sao uniformemente limitados, temos
|J] < C(|0ch| + |w]| + |0cw] + |9yw]). (4.24)

A equagao caracteristica para (4.23) é dada por

) Oeh + Oc f

W g . - (4.25)
dt 1+ (0ch + 0cf)’]

Como = = =+a sdo as caracteristicas de (4.25), entdo (4.23) torna-se d;hs = J. Sabendo

que 9¢h e O¢ f sio uniformemente limitados, temos:

Portanto,
1
§<ax19<2860<t<T17 (427)
onde .
T, =min< Ty, —— 4.28
= min {70, 5 | (1.28)

Observemos que T depende somente da regularidade de solugao (, f ).

Integrando (4.23) ao longo das caracteristicas, usando (4.27), (4.24) e a desigualdade
de Holder, obtemos

/.

. ) t a _
Och <§t>‘ dr < (Jt/o / (|0ch]? + [@]* + |0cw|* + |0,@%) dzdt. (4.29)
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Analogamente, integrando (4.6) ao longo das caracteristicas, temos

INEED

Combinando (4.29) e (4.30) segue o resultado. O

2 tora _
iz < Ct / / (10K + [w] + |0ewf + |0,0]) dedt.  (4.30)
0 —a

4.2 Demonstracao do teorema 4.1

Demonstragao do Teorema 4.1. Usando que dog = [1 + (9 f)?]"/2% ¢ fazendo z = ¢
obtemos
o/ —12 ¢ —12 \211/2 dx
/ Valdog = [ [V[L+ (0 )] —
similarmente,
ofe —2 ‘e ~21/2d$
o= [l 067

A estimativa (4.18) pode ser escrita na forma
||v§w||i2(f(t)) S (051/2 + C’HEHL?(f‘(t)))Q S Ce + CHw“iz(f(t))

Consequentemente, multiplicando a expressao acima por segue que

e
[1+(9e f)2]1/27

/ Vewtde < O + / @ 2ds, (4.31)

—a

onde w varia ao longo de I'.(¢), pela mudanca de variavel que fizemos inicialmente. Subs-
tituindo (4.31) e (4.12) no lado direito de (4.22) obtemos, para a funcao

a 2 — 2
H(l) = / ((h (g,t)) + (afh (E,t)‘ ) dz, (4.32)
a desigualdade
t t
H(t) < C’Tl/ (e+ H(r))dT = C’Tl/ H(t)dr +CT?, t<T. (4.33)
0 0
Pela Desigualdade de Gronwall (Teorema A.7) segue que

H(t) < Ceset <1,

com C constante. Segue entao (4.5). Se substituimos (4.5) nos lados direitos de (4.11) e
(4.12) obtemos a estimativa (4.4). O
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Apeéendice A

Alguns resultados basicos utilizados

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados gerais que foram utilizados ao longo
dos capitulos. Suas demonstracoes podem ser encontradas na literatura classica ou nas

indicagoes sugeridas aqui.

Teorema A.1 (Principio do Méximo ([7], Teorema 7.1)). Sejam 2 uma regigo limitada
do plano e u : @ — R uma funcdo continua em Q e harmonica em ). Entdo o mdzimo

de u € atingido na fronteira.

Teorema A.2 (Desigualdade de Poincaré para uma bola ([6], Teorema 5.8.2)). Seja
B(x,r) uma bola aberta de R". Assuma 1 < p < oco. Entao eziste uma constante C,

dependendo somente de n e p, tal que

v = (WerllzrB@r) < CTIVUllLr @) (A1)
para cada fungdo u € W'P(BY(z,r)), onde (u), = m fB(“) u(y)dy.

Teorema A.3 (Teorema de Comparacao ([8], Teorema 2.6.16)). Sejam v(x,t), w(x,t)
funcées cont’inuas em D e sejam as primeiras duas x-derivadas e as primeiras t-derivadas
de v, w continua em D. Seja F(z,t,p,pi,pi;) (i,j = 1,...,n) uma fungdo continua junto
com suas primeiras derivadas com respeito a ppr num dominio E contendo o fecho do

congunto de pontos (x,t,p,p;, pij) onde
(x,t) € D, pé€ (v(x,t),w(z,1)),
ov(z,t) Ow(x,t ov?(x,t) Ow?(z,t
b e ( )7 w(z, t) py e vi(z )’w(m) ;

onde (a,b) denota o intervalo conectando a a b. Assuma também que % é uma matriz

semidefinida positiva. Se

v ov 0%
E >F($,t,’0,a—xi,m) em D, (A2)
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ow ov 0%
— > F — D A.
ot = (m’t’”’ 0z, 8xi(9xj> em = (A.3)
e se
v>w em B+ S, (A.4)

entao também v > w em D.

Teorema A.4 (Teorema do ponto fixo de Schauder ([6], Teorema 9.2.2.3)). Seja X um

espaco de Banach real. Suponha que K C X € compacto e convexo, assuma também que
A: K - K (A.5)
€ continua. Entao A possui um ponto fizo em K.

Defini¢ao A.5 ([6], Capitulo 10). Uma funcao limitada e uniformemente continua u é

chamada solu¢ao no sentido de viscosidade do problema de valor inicial
u + H(Du,z) =0 em R" x (0, 00)
u=g emR" x {t =0}

quando

(i))u=gemR"x {t=0}, e

(11) para cadav € C*(R"x(0,00)), se u—v tem um mdzximo local em (xg,ty) € R"x (0, 00)
entdo vi(zg,to) + H(Dv(xg, 1), 20) < 0 e se u — v tem um minimo local em (xg,ty) €
R”™ x (0,00) entao vi(xg,ty) + H(Dv(xg,tp),x0) > 0.

Teorema A.6 ([6], Teorema 10.2.1). Suponha que H satsifaca o sequinte:

{IH(p,x)—H(q,I)ISCIP—QI (46
|H (p,z) = H(p,y)| < Clz —y[(1+ |p])
para x,y,p,q € R" e alguma constante C > 0. Entdao existe, no mdzimo uma solu¢ao no

sentido de viscosidade de
u + H(Du,z) =0 em R" x (0,7
(A.7)
u=g em R" x {t =0}.

Teorema A.7 (Desigualdade de Gronwall (forma integral)([6], Apéndice B, k)). Seja u
uma fungdo mensurdvel, nao negativa em [0,T]| que satizfaz para quase todo ponto de t a

desigualdade integral
t
u(t) < Oy / u(s)ds + Co (A3)
0
para constantes Cy,Cy > 0. Entao

u(t) < Cy(1 + Cyte™?), (A.9)

para quase todo 0 <t < T.
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Apeéendice B

O método das caracteristicas

Faremos aqui uma breve descricao de como aplicar o método das caracteristicas de

acordo com [6] (ver se¢ao 3.2.2).

Considere a equacao diferencial parcial nao linear da forma
F(Du,u,x) = b(x,u(z)) - Du(x) + c(x,u(z)) = 0.
Assim, fazendo D,F = b(z, z) temos:
F(p,z,x) =b(z,z) - p+c(x,z) =0.
Portanto, as equacgoes caracteristicas da equacao diferencial parcial nao linear de primeira
{ (s) = b(x(s), 2(s)),
i(s) = —c(x(s), 2(s)).

Em particular, quando aplicamos o método das caracteristicas em

ordem sao

(147220, — pugrder = 0, (B.1)
temos:
F(Vr,r,x) =b(x,r(z)) - Vr(z) + c(z,r(x)) =0,
ou seja, b(z,z) = D,F = [1+ 22Y2 — pugz e c¢(x, z) = 0. Segue que segue que as equagoes
caracteristicas de (2.14) sao dadas por:
£ = —puoz,
t=[1+ 222 (B.2)
z=0.
De modo analogo, todos os outros casos de aplicacao do método das caracteristicas

seguem o modelo aqui descrito, com alguma variacao, dependendo do tipo de equacao

diferencial que temos.
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