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Abstract

In this work we study the concepts of tightness,
set-tightness and T -~ +tightness We investigate the behavior of
tightness under Alexandroff and Stone—Cech compactifications, in some
specific examples.

We calculate tightness, T—- tightness and set-tightness for
some product spaces and prove the follewing result:

If X and Y are topclogical spaces, then

tSCX » Y3 £ min { xCXO tsCYJ. xCY2 tSCX) > it follows that for a

metrizable space X: tscx x Y = tSCY) for any space Y. An analogous

result is showed for tlghtness.



Resumo

Neste trabalho estudamos oS concaitos de tightness,
set-tightness e T- tighiness.

Investigamos o compor tamento de tightnes sob as
compactificages de Alexandroff e Stone-Cech em alguns exemplos
especifices.

Calculamos tightness, T-tightness & Set- tightness para
alguns espagos produto @ provamos o seguinte resultado:

Se X & Y s2o espagoes topologicos, entlo:

tscx x Y) = min (tSCXD xCYD, tSCYD 2CXI D>,

seguse gus s X & metrizivel tscx ® Y3=ts CYD> para qualquer espago Y.

Mostramos um resultado semelhante para tightness.



Introdugdo

Un cardinal invariante Ltopoldgice ¢ ou uma funglo-cardinal D

% uma fun¢¥o gque a espagos btopoldgicos assocla cardinais infinitos,

invariantes por homeomorfismos.

Neste trabalhe estudei trés cardinais invariantes topolégicos

saber, tightness @ set-tightness e seu comportamenta nas

compactificaglies ¢ na operagic de produto.

Damos particular énfase aos roasultadeos dos tecremas 8.9 e

8.11.

No capitulo 1 damos as definigles e propriedades basicas para

o dezenvolvimento do tema.

No capituls 2 apresentamos alguns resultados basicos sobre

tightness,

Nos capitules 2 e 4 calculames varios cardinais em



compactificagBes de Alexandroff e Stone—-Cech.

No capituloe 8 apresentamos algumas propriedades de
T-Tightness e set-tightness finalmente no capituleo B estudamos o
comportamento de tightness, T-Tightness e set-tightness sob a operagioc
de produto.

Ao final apresentamos alguns problemas.



Capitule 1

Notac®@es, Defini¢des e Propriedades Elementares,

Se X é um conjunto, |X| denota sua cardinalidade, expX denota
o conjunto de teodos os subconjuntos de X, exp, X o conjunto de todos
os subconjuntos de X de cardinalidade menor ou igual a m.

Se X ¢ um espago topoldégico , Top X, denota o conjunto de
todos os subconjuntos abertos de X, se Y < X, Y denota o fecho de
Y e Y' o conjunte dos pontes de acumulagfoc de Y.

w denota o primeiro ordinal infinito e w © primeiro ordinal
nEc enunmerivel. Um cardinal & um ordinal inicial, isto &, um ordinal
gue n3fo ¢ equipotente a nenhum ordinal menor.

Se K & um cardinal, K’ dencta o menor cardinal maior do que K

+

Ro = |lw], Nk¢;= Hk

Defini¢do 1.1:

Um cardinal K & sucessor se existe um cardinal A tal que



+

K=)". Um cardinal que nZo & sucessor é dito cardinal limite.

Definicgdo 1.2:

Se ¢ &€ um ordinal infinito, cofinalidade de . denotado

cfso0 &€ o© menor ordinal p tal gque existe um sequéncla crescente

(oa. a < p> de ordinals menores que o tal gque o = sup %

ok o

Definigio 1.3:

Um cardinal K & regular se é& finito ou se é infinito e

cf'K=K,

Um cardinal K & singular se € infinito e cfK < K,

Teorema 1. 4:

Se K &€ um cardinal infinito, existe um sequéncla de cardinais

regulares <Ka s a < ef KD tal que K= 1lim Ka‘
cKefK

Prova: Isto =se mostra por indugdo transfinita sobre os

cardinais.
E claro gque o teorema vale para No.

Se K @ um cardinal sucessor, entdo K & regular.



Se K & um cardinal limite, basta escolher uma sequéncia de
cardinais (Ka 7 af cf K> tal que

K =1im K*
o
adcfK

Para maiores detalhes sobre ordinais e cardinais ver Jech [2]

Definigdc 1.9:

Un ponto de acumulagio p de um espago topoldgico X & dito

completo se | VN X | = | X | para toda vizinhanga V de p.

Teorema 1. 6:

Tode sub-conjunto infinito de um espago compacto tem um ponto
de acumulagio completo.

Prova: Segja A um subconjunto infinito de um espago compacto
X. Suponhamos que todo ponto p em A possua uma vizinhanga aberta Vp em
X tal que IVP n Al < |A].

Assim F¥= £ Vp }pe; ¢ uma cobertura aberta de A, que &

compacto, portanto existe uma subcobertura finita ¥ '= { Vp' }1—1 n
+ L. 4



N N
mas | UTY " NA | =} UV, NnA]| = Z| V. nA| < |Al © que ¢ uma

i= 1pt =1 pt
contradi¢fo pois ¥ " cobre A.
Definigdo 1.7:
Sa X € um SSPagO, localmente compacto, a

compactificagio de Alexandroff de X & o espageo X‘ = X U {x> com a

topoleogia dada por
i) os abertos de X s3o abertos em X
ii) as vizinhangas abertas do ponto @ s3o de forma X N K U {o» onde K

é um subconjunto compacto fechado de X,

Definigdo 1.8:

Se X & um espago completamente regular, a compactificag3o de

Stone Cech de X, dencotado por X , e © Unico espago compacto (a menes

de homsomorfismod contendo X que satisfaz:
id ¥X= px
iid toda fung¥o continua limitada £f:X » [R se extende a wuma dnica

fungZo continua £ . X » R.



Para uma introducBo elementar A compactifica¢io de Stone -

Cech ver Munkres [131,

Vamos definir agora algumas fungBes-cardinal gque usaremos

neste trabalho.

As definig¢d®es seguintes s3o transcrig@es de Hodel [8].

Nos casos em que nio existem equivalentes em portugués,

conservaremocs a nomenclatura em inglés.

Un cardinal invariante topolégico Cou uma fungio - cardinald

¢ uma fungdo ¢ da classe de todos os espagos topolégicos (ou alguma

subclasse precisamente definidal na classe de todos os cardinals

infinitos, tal que YY) = ¢X) sempre que X e Y sZHo homeomorfos. A

exigénecia de que estas fungBes s tomem valores infinitos simplifica o

enunciado dos teoremas e da énfase 3 aritmética transfinita.

No que segue, X & um espago topoldgico .

Definigio 1.9:

0O peso (Weightd de X & dado por:




XD = min {(|B| ~ B é base para X) + No.

Se (X2 = No diz-se que X satisfaz o segunde axioma de

enumerabilidade.

Definig¢io 1,10:

oCX) é o numero de subconjunto abertos de X,

Definig8o 1,11:

Densi dade:

dcXd = min <JS| / S < X, §=x>+no.

Definig3o 1.18:

Celularidade:

Uma familia de subconjuntos abertos, disjuntos e n3oc vazios

de X & dito uma famflia celular. A celularidade de X &

cCXD = sup J|¥] ~ ¥ & uma familia ¢celular em X > + No.

10



Definicfio 1.13:

Spread

sCX) = sup {|D| » D ¢« X, D discretod + No

Definic%o 1.14:

Extent

eCX) = sup |D| » D= X, D disereto e fechado) + No

Definigio 1.15:

Grau de Lindeldf, de X, dencotado por LIXD & o menor cardinal

infinlto K tal que toda cobertiura aberta de X, tem uma subcobertura de

cardinalidade menor ou igual a K.

Definigio 1.16:

Uma fungdo-cardinal ¢ € mondtona se @YD) = @(XD para todo

subespago de X.

Como exemplos:

11



peso e SsSpread sXo mondtonos, densidade, c¢elularidade, grau de

Lindeldf e extent nic s3o monstonos.

Definigio 1.17

Para cada fun¢gZo cardinal ¢ gque n3oc ¢ mondtona, pode se

introduzir uma nova fung3o cardinal h¢ definida por:

hCXD = =sup KHYd ¥ = XD

Agora hcCX) = hel(Xd = sCX), portanto temos duas novas fungSes

cardinal:

hd densidade hereditaria

[

hl grau de Lindeldf hereditario.

Cada uma das fungBes cardinal definida até agora ¢ global. As

fungSes szeguintes sf¥o basesadas em propriedades locais.

Seja ¥ uma colegdo de conjuntos abertos nde vazios em X, seja

¥ & uma local n-base para p se para cada vizinhanga aberta R

12



de p tem-se V £ R para algum V € ¥. Se além disso, p € V para todo

ve? entdo 7 & uma local base ( ou sistema fundamental de vizinhangas)

para p.

Finalmente se paY para tode Ve¥ o N NV 7 V @ 9= {p)> ontic ¥

¢ uma pseudo—base para p.

Defing-sea:

2Xp,.X2 = min {|¥| / ¥ & uma local base para p)
nxCp.K)= min |¥| 7 ¥ & uma local n-base para p)
wWp,Xd = min {|¥%| 7 ¥ & uma pseudo-base para p)
e temos:

Definic¥o 1.18:

Character

¥XX2> = sup QXp,X2 ., p € Xy + No
sa XD = N diz-se gue X satisfaz o primeiro axioma de

L]

enumerabilidades. -

13



n_CXD
x

XD

Defini¢3o 1.189:

n—Character

£ sup <nx§p,x3 » P e X> + No

Definigdo 1.20:

Pseudo-character

sup {3Cp,X) ~ p e X> + Nb'

14



Capitule II.

Tightness

Nesta seg¢fo definimos tightness e apresentamos algumas de

suas propriedades.

Definlgio &2.1.

0O atomic—-tightness al(p.A) de um ponto de acumulagfio p, de um

conjunto A em um espago X &€ definido por:
aCp.A) = min <|B| » B < A\ {p>,p € B>

O tightness t(p,XD de um ponto (n3o isoclado) p &« X & obtido

COmo;

tCp, X> = sup &lp,A) - p e A”>

e o tightness de X &

LLXD = sup LCp, X2 ~ p e X> + Ro
cu de forma mais precisa,. temos:

LCp,X) =min <K / VY SXcompeY JACY com [Al K epeAd e

15



novamente tCX) = sup LCp,XD » p € X D> + No.

Observacio 2.2 -

0O concelto de Tightness fol introduzide por A.V. Arhangel’

skil em 1971.

Exemplo 2.3 =~

Se X & metrizavel t(X> = R_porque se A€ X & p A entzo p &

limite de uma sequéncia enumeravel de pontos em A.

Teorema 2.4. - Tightness ¢ mondtono.

Prova — Se X é um espago topoldégico e A C X, entdo

tCAd = sup t(p,Xd> + No =
pesA

sup sup <alp, B) ~ p e B'> + N,
peA  BeX

< sup sup <a (p,B)Y - p e B> + N
psX BeX

16



= sup t(p,X> + N_ = tCXD '
peX

Tecrema 2.8 - Para qgqualguer espaco X, tCX2d 5 hdCXD.

Prova:

K = hd(X> = sup <dC¥> ~ YOX > + R
+ VY € X, dCY) € K

> vY

IA
w
w
A
]

w
IA
~
w

]
Lo

2 ¥Y=<X,peY, 3B SY.IBnyK,peB
> tlp, X £ KV¥pelX

2 (X = K.

Teorema 2.8 Para gualquer espacgo X, (XD = hnx CX2.

Prova— Fixemos p € X e sejam ¥ € X tal que pe? e ¥ uma leocal

n-base para p em Y tal gue |[¥| = K ou seja
V=KV, £k e K.

Para cada k, escolhemos x, & V, e fazemos A = (}ck s x e K>

k k

Afirmo que pez .



Seja U uma vizinhanga de p, Como V & uma local n-base para p,

existe Vk € ¥ tal gue Vk e U. Assim X € U, portanto UnN A = ¢ e
L]

L] o

p € A, cbserve-se que |JA| £ K.
Assim, dado ¥ £ X com ¥ € Y e dado uma local n-base para p em
Y, exdiste A X Y tal que |A|] £ |¥| e p € A, portanto tl(p,X> = ﬂxCY)

VY<Xtal quue peY, logo tCXd> < hr CXO.

Cbservagion 2.7 -

Tightness e pseudo-character n3do sio comparavelis e também
nZo o s¥o tightness e grau de Lindel&f.

Queremos agora estudar o conceito de tightness em conjuntos

compactos. A idéia central para isto ¢ a de free-sequence:

Definiclo 2.7 -

Uma =sequencia <xa 70 = a ¢« K> & uma free-sequence de

comprimento K se para tode 2 ¢ K vale:

(ka/or.< B}r‘)(ka/akﬁ’>=¢>.

Portanto, uma free-sequence € sempre um subconjunte discreto

18



de X.

Os teoremas 2.8 a 2.14, © lema 2.10 e o corclario 2.12 sXo

transcritos de Hodel [8].

Teorema 2.2 — Se X & compacto e tCX) £ K, entio X nio possul

free—-sequence de comprimento K+.

Prova: A compacldade de X garante gque todo subconjunto

Infinito de X tem um ponto de acumulagZo completeo Ctecrema 1.6,

Lema £.10

Seja X normal € K um subconjunto compacto de X com p € X e

p € K. EntZo existem conjuntos fechados G A e BemX (isto &, A

‘5.
e B s3o interse¢gfes enumeriveis de abertos) tais que p € A, K £ B e
A N B=g.

Prova— Use o fato que se (Vn SN oE W & uma sequéncia de

conjuntos abertos em X com ?; € V_ para todo n € w, ent¥o

+4

n Vo= N Vr1 4 um conjunto GG fechado em X.
n< w n<a

19



Teorema 2.11— ¢ Arhangel’ skii [1978] )

+

Se X ¢ compacto e hﬂxCXD K, entZo X tem uma free—-sequence de

comprimento K+.

Prova- Como nxﬁYD = HXC?b' basta provar o resultado assumindo

nxcx) > K. Seja p € X tal que nxCp.x) > K e seja G a colegia de todos

os conjuntos G6 fechados em X e n3o wvazios, Como nxCp,x) > K e X &

compacto, a coleg3o G tem a seguinte propriedade:
(»*) se X C Ge [ =K entho existe uma vizinhanga aberta E de p tal
que H N R # ¢ para todo H € &.

Construimos subcol egBes

<Aa ~ 0 = a < K+) e <Ba S0 2 a K+> de ¥ tails que :

+
- po_: K

=) Se H & uma interse¢io finltta nio vazia, de

by 7 OZACad>ULB, 70X A< ad entho HNB, # , 0sa < K

o

A construgdo ¢ por indugBo transfinita. Para obter Aoe Bouse

o lema 2.10. Agora, para o fixo, 0 < a < K+. assuma que A, 3 < o e

3

<Bﬁ s B <€ o foram construidos. Seja ¥ a colegio de todas as

20



<Bﬁ 7/ f# < &) foram construidos. Seja H a colegdc de todas as

+

interse¢Bes finitas n3ov vazias de elementos de

(Aﬁ/('Kct} UEB, /B < . Entio ¥ C § & || < K, portanto por (%

E

existe uma vizinhanga aberta R de p tal quo-l-! “~R 2 O para todo H o %

”,

Pelo lema 2.10 existem Aa, Bo: em G tal que p € Aa: X NP & Bct 2
Aa N Ba=¢. Agora H N R # ¢ implica H n Ba # ¢ , portante (12 e (23
sd0 satisfeitos,

Agora seja o fixo., O = a <K+, usando o principio indugZo
finita, pode-se mostrar que toda interse¢io finita de olementos deo
<A(3 S oy e <Bﬁ' s 3 > o) & n3o vazia. (Para provar iste, use a

primeira parte de (1> e (2> J. Ent¥o <X_ ~/ 0 £ o ¢ K> & uma

+ +
free-sequence de comprimento K porque para qualquer 3 C K tem-se

X, 7a< B, K 7az@<h,eh nB;=4

[=r3 §



Corolario 2.12 - Se X é compacto @ T(X) > K, entlo X tem uma

free-sequence de comprimento K+.

Os resultados 2.9 a 2.12 pode ser resumidos como segue:

Teorema 2.13 - CArhangel® skiild [1671]

Para X compacto, L(X) = F(XD

onde F(XD = sup {A 7/ X tem uma free-sequenhce de comprimento A> + R .

Teorema 2.14 - CArhangel® skiiD Para X compacto, tCXd> = sCXD

Prova - Seja sCX) = K. Se tCXD > K, entZ3c por 2.11, X tem uma
free-sequence de comprimento K+. Mas uma free-sequence ¢ sempre um

subconjunto discreto e isto contradiz sC(XJ = K.

Exemplo 2.18-

Seja R a reta de Sorgenfrey, isto &, a reta real com a
topologia gerada pelos intervales de forma [a,b) onde a,b, € R.

Consideremos ¥= R 2 R com a topologia preodute, ent3o vale:

22



i tCX) = N .
o

Ro
1) FCXO =2

prova de i)

sejam C c X & p = Cpl,pz) e C Tomamos a familia enumeravel

de abertos <Ao¢ / a e ®+ » P € Aa> onde Aa = [91’P1 + al x [pz.pz + al

Para cada abertio Aa' escolhemos um ponto P, € Aa Nn C, ent3co se

c = <Po: / a € Q+, p < Aa> @ temos gque p € Co ¢ C & enumerivel,

L] =]

portanto t(p. X2 = No e soegue gue tI{XD = No.

prova de ii)

a diagonal D = {Cy,- ¥) / ¥y €« B> & um subconjunto discreto e

N
fechado de X e, portanto, ¢ uma free-sequence em X de comprimento 2 e

exemplo 2.18 -

Para cada cardinal infinito K, existe um espago XK com

tCXK)=K.
Inicidlmente supomos K regular e escolhemos Xk como © espage

cujo suporte ¢ K + 1 com a topologia dada por:

Bz



1> se a ¢ K ent3o {a & aberto

il> as wvizinhancas de K s3o da forma € K N\ a ) U {k> onde a € K.

EntZo se A € X N\ (K> & tal que |A|] £ K vale que K &« A logo

tCK, X2 K.

Il

Se ¢ é& =ingular, escolhemos uma sequéncia(aa s afl cfod de

cardinals regulares com ¢ = sup ¢_ ( teorema 1.4) e pomos
olefo

oo = + X ¢ (soma diretad,

olcle
assim t(Xed = sup tC¥eo D = sup ¢ = o
o
olce afel e

=4



Nesta

Capitulo I11I

Compactificag¥o de Alexandroff

se¢do

estudamos o

compor tamento

dos

cardinais

invariante topoldgicos na compactificag3o de Alexandroff (defini¢io 1D

Tecrema 3.1

- Sgja X um

E 3
compacto, nac compacto & Hausdoff e X =

espago

topoldgico

localmente

X U {cx o compactificado de

Alexandroff de X. Valem os seguintes resul tados:

id oftX™ = olXd
E 3
11D X = XD
E 3
iii) dCX™ = dCxd
M
ivd hdCX™> = hdCXd
E
V3 LCXD Z LCXTD = N
k3
vid> BRLEX™ = nLcxd
M
viid eCX™ = o
F 3
viiid sC¥X 2 = =sCX>
E ]
i) eCX) 2 eCX™H = »

0o



Prova de i) ofX™D = o(X>

Como X é Hausdorff, todo compacte em X ¢ fechade , portante a
funcZo p: Top CX°D » Top (XD x Top CX> definida por gCA) = CA, ¢ se A
¢ abertoc om X com A e X e PCBY = (¢, B- {od> ¢ B & complementar de
compacte em X & injetiva., Assim oCX™D £ oCXD.oCXd = olXD por outro
lado, ¢ claro que o(X) < oCX™H pois X < X*. logo X = oCXd.

Prova de 1i) oCX D = «CXD

Podemos obter uma base B para X" unindo uma base B de X com
um sistema fundamental de vizinhangas ¥ do ponto o em X*.

Ora, cada elemento em ¥ & um complementar de compacto em X, e
os compactos s3o fechados em X.

Portanto, podemos escolher 4 com cardinal menor ou igual ao

cardinal de alguma base de fechados em X.

Dai segue gue IB*l £ X)) & a cubtra desigualdade & imsdiata.



Prova de iii1) dCX'® = dCXO

»
A densc em X = AN{oddensoc em X
%
A denso em X = A densc em X

Prova de iv) hdCX™® = hdCX>

Imediata de iiid

Prova de v) LCXY 2 LCX™D = x

L]

LCX*D = Ro porgque X* & compacto.

Prova de vi) hlCX D = h1CXD
Imediata de v).
Prova de viid <CX’D = eCX)

A aberto em X* o AN Lo aberte em X.

%*
Prova de viiild sCX 2 = sCXD

E
S discreto em X & S N {oo> discreto em X

Prova de ix) oCX D 2 o(X D = R

Basta usar o tecorema 1.606.

=7



Teorema.3.2- Seja X o espago discreto de cardinalidade K e x*

seu compactificade de Alexandroff, x* = X U (o). Valem os seguintes
resul tados:

1) Lex™ = n,

i
z

14 7 €X'
X

u
~

111y X
ivd X = K

Prova de i) tCX' D = N

Sejam A C X, wme€ AN A e BC A com [B| =N, ent¥o o e B.
Suponhamos que ® & B e escolhamos uma vizinhanga V do o
que nFo intersecta B.
2
Assim X NV o B
Mas X© NV & compacte em X e come X tem a topologia discreta
iste implica que IX* NV] & finito, © que ¢ contradigdo, pois

x* < v 5 B.

]
Q



Prova de iid n ¢X™ = n
x o

Seja A um subconjunto enumeraivel de X tal que © € A \ A CJj&
vimos em i) que tal A existed.

Como X tem a topologia discreta A = {a> , a € A & uma
familia de abertos em X* e como ® € A toda vizinhanca do o contém
algum elemento de A é& uma local 7 - base enumerivel para o .

Sep®w, {prX) & uma local n - base para p,

Prova de iiid KX D = K

*
X tem K conjuntos compactos, portante X tem K conjuntos

abertos w.
Agora, se V @ uma vizinhanga aberta do o , somente um ntmero

finito de vizinhangas do o contém V.
Estes deois fatoz juntos implicam qus um sistema fundamental
de vizinhangas do w tem cardinal maior ou igual a K.

Prova de iv) wCXxD = K

Seja ¥ uma famlilia de subconjuntes abertos de x™ tal gue

n Y = Lo,

fi
<



Seja ¥ C=QX-Q -/ Qe
Como N ¥ = <o entZo U ¥ “=X e os membros de ¥ s¥o compactos

em X,

o

Mas X tem a topologia discreta, loge os elementos de ¥ a¥o

conjuntos finitos., Portanto para obter |U % ©

| = |X{ = K a fam{lia &

deve satisfazer |¥| = K.

Isto da Ko , X3 = K.

Teorema 2.2~ Seja X um sespago localmente compacto, nlo

compacto e Hausdorff e X¥ = XWod sua compactificagio de Alexandroff.

Se existe um subconjunto compacto K de X satisfazendo

LCK> = FCX) entZo tCX O = FCXD.

FProva

Pelo teocrema 2.8 sabemos que para conjuntos compactos

%
Lt(XD>=FCX) , logo basta mostrar que F(X 5 = FCKD.
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13 Fex™ < Fexod .

Seja o = (ua 7 0 S a < 3 uma fre-sequence em x*. suponhamos
que existe o < 2 tal que x? = o0,

Como ¢ &€ fres-seguence, oxiste uma vizinhanga V do o tal que
Vn N (ua soa# oy = ¢

Mas {ar n3o é aberte, portanto V deve conter um ponto p € X*.
p X o,

Fazendo Yo = %o SO & z o e yy = p obtemos uma free-sequence

o' =& , 0% a< > emX Portanto FCXD S FCX) = FCKD.

1id FCKD € FCXTO.
Seja ¢ uma free-sequence em K. Como K & um dos subconjuntos

%
compacto de X , tocdos os pontos de acumulag3oc de o tem que estar em K.

k.3
Isto mostra que ¢ também é uma free-sequence em X .

Exemplo 3. 4-

Na demonstirag¢8o do tecrema 2.4 provamos que s X & localmente

31

UMICAMP

BIGLIOVECA Z5MTRAL )
E N &




compacte, ndo compacto e Hausdorff, e x" é& sua compactificagiio de
Al exandroff entio FCX") < FCYXO.
Damos agora um exemplo de que esta desigualdade pode ser

estrita. Seja X = W oox [0.,1] onde w ¢ o primeiro ordinal nZo

enumeravel.
Pomos em w a topologia discreta, em (0,11 a topologia usual

g em X a topologia produto.

Assim X & metrizivel e localmente compacto e vale tCXd = R, .

Por outro lado, se tomarmos para cada a € © xa = Ca, 03,

ent3o <xa / al w‘> é uma free-sequence em X, portanto F(X) = N;'

Ve Jamos que Lex’™S = n_. Seja A C x* e Yy € A\ A

Escrevemos A = U AN C{ad % (0,110 U AN LD

oLy
4

EntZo A CUA ML x (0,10 U {ed>

oSl
i

12 cace) se y * o entBo existe a tal que y € A n LX> x 10,17,
onde y = Ca,2d , =z € [0,1] & existe uma sequéncia Czn) new SCOM

lim Ca.zn) = Ca,z2
new

32



22 caso) se v =2 w ent3o o conjunto B=€a » A N {0 x (0,1)=g)

é& infinito.

Sejam Ao Grensl .. € B dois a dois distintos.

Para cada v escolha v, tal que Cav ’ va € AN {au) x [O,1]1.

Assim o @ (Ca_~, Y5 F v =1.2,..)
*

O que prova que (X D = Nb'

Usando © tecrema 2.8 temos também que FCX*J = LCXD = N,

Logs FCX™D < FCXD.

Observaclio 8. 5- O exemplo acima também mostra que F nle &

mondtona.

Teorema 3.8- Seja X localmente compacto. n3o compacto e

Hausdorff e seja X* sua compactificag8o de Alexandroff. Ent3e

LCXTD < min <hdCXD, sCXD)
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Prova

Pelo teorema 3.1 obtemos hdCX’> = hdCX) e sCX™S = scXd
* *
Pelo teorema 2.12 obtemos (X 2 = sCX 3.

E finalmente pele teorema 2.8 obtemce ‘LCX*) < thX*D.

Observagdo 2.7

Exi stem espagos enumeriveis gue nSo possuem compactificag¢fo

com tightness enumer avel. Sobre isto ver Malyhin (12] e

Arhangel’ skii [Z].



Capitulo 4

Compactificagio de Stone—Cech

Nesta se¢Xo analisaremos alguns exemplos de compactificagio
de Stone-Cech (definigdo 1.8), Para cada espago X completamente
regular nos exemplos seguintes, calculamos t{(X) e t(f3XD onde X denota

a compactificagio de Stone—-Cech de X.

Exemplo 4-

Seja w o primeirc ordinal Iinfinito com a topolegia discreta e

fiw seu compactificado de Stone-Cech.

~N
Entfo tlw) = R e t(Aw = 2 o

Para uma prova deste fato ver Van Mill [141.

Exemplo 4. 2-

A R
seja X = £ < €0,1> '. Definides por
<R
8]
cxajaeﬂ e X & {a ~ ua = 1> & gnumeravel.

1
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N
Consideramos X com a topologia de subespago de {0,1) L.

n

Vejamos que {o,17 ‘& a compactificagio de Stone—-Cech de X.

n
1) X & denso em <0,1> *.

N
Seja p um ponto arbitririo em €0,1> ! e seja V uma vizinhanga
elementar de p. Assim A = {a - Vot # €0,13> & finito. Escolhemos um
ponto x € X dado por xm = pOl se & € A e xa = 0 se a e N1 ~ A, Aselm
¥ € V.n X, o que mostra que toda vizinhanga de p intersecta X, ou
seja, p € X. Segue que X = <{0,1> .
i1 Toda fung3o continua f = X =2 R se estende a uma fung¢io

H

continua £ 10,1> : = [R.

Prava-—

X & denso em <0,13%1 e (0,131 tem um subconjunte denso
enumeraAvel C(ver Dugundji [7] pg 179D.

Logo, uma colecfo de abertos nlo vaziog, 2 a 2 disjuntog, em
X & necessariamente enumeravel.

Seja f: X 3 R continua
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Fixemes € > O e seja C um cobrimento enumeravel de fC(X> por
bolas abertas em R de centro em f{(XJ e rajo &£.Para cada 2 € C, 1w
& um aberto em X. Seja DO uma familia maximal de ";bertos elementares
em X" Cisto &, intersecgﬁo_de um aberto elementar de_fO.l)mi com XD

1

nio vazlios contidos em £t oo,

Se V=nVaé¢tal que VN X e D

oK w
i

Note dque d{a ~ Va 2 {0,1>> ¢ infinito, e como DO ¢
enumerivel ,exceto para um subconjunto enumeravel de indices os VOt que
aparecem nos VN X e DN serfo iguais a {0,1>. Por outro lado, como DN

& maximal temos

UY e £ ecUY
YeDQ YeD0

Para cada Q fivemos J o subconjunto enumerivel de indices de
que falamos acima,
Entdo Te = U JQ ¢ enumeravel, Fste dltimo conjunto foi obtido para um

e

certe £ > 0 fixado.
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Agora fazemos € = 1 , v = 1,2,...e T = 8 Ts tambem ¢
v vxg v

enumeravel. Ora se (X )
a o

<w‘e CY“)“«"; pertencem a X e X, = Y Ya € T

< W

ent3o rccxa)a .': = fCCya)Ol(m‘_‘). isto &, f =6 depende das coordenadas

em T. Agora estenda f a {0,1) 1 fazendo gCCza)ole) = fCCanOl{wi) onde

Xy = 2y s Va e T, X, = 0O caso contrario
Calculemos agora t{(f3J e t({XD

£ 4R = R,

N
2) Seja p € (0,1 ‘e [F"l familia de todeos subconjuntos finitos de N:'

R
Para cada F € F escolhemos KF e €0,1> ! tal que

=p VYVaeFe Z£p YaeN \NF. Desta forma p € A onde
*F,a a P, a 't P
¥ ¥
A= <XF » F e ).
SeBCA.]B]=No.oconjunt.oc={a/3x GB.xa=pa)é
enumer Avel, portanto, se escolhermos ¢ € R‘ N €, nenhum ponto de B tem

x, = P, logo L —’Cpa) é aberto contendo p e que n3o insecta B, logo

p=B.

Portanto A & tal que p € A e nenhum subconjunto enumerivel B

de A satisfaz p € B, como [A| = R‘. isto mostra que tCp,3%Xd = N‘.
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Por outre lado, para que um ponte p € (X periensa ac fecho de

N
um conjunte C c <€0,1> 1

¢ suficiente que, para cada vizinhanga

elementar de p exista um ponto de C nesta vizinhanga.

Como o conjunte de vizinhangas elementares de p tem cardinal

R‘. temos que basta que [C| = N com cada ponto de C contido &m uma
vizinhanga elementar de p. Assim t(p,fSX> = N‘ v © gue conclui a
prova,

iid (X2 = Ro

Por definig8o de X temos que x € X & {a Py = 1> &
anumer avel .

Seja peConde Cc X. OQcaso p € C & trivial, logo supomos
p & C.

Para mostrar gque thi,X) = &o devemos encontrar um

subconjunto enumeravel K de C tal que p € K.
Pomos A= {a /’}::v=l =1> A‘ © enumeriavel. Para cada subconjunto

e C tal gque =2 =1 ¥V acae

finite A de A1 escolhemos um ponto 2 A o

A

definimos:



C‘ = (uA. A C A’. A finito ). Notemos que |C‘| =R

Agora fazemos Az = & 7~ 3 2 € C‘. x, = 15>, Aa também é

enumerivel, pols cada ponto em C‘ tem uma quantidade enumeravel de
‘coordenadas iguals a 1 e C1 & enumeravel.
Para cada subconjunto finito A de A1 U A2 escolhemos um peonto

=p ¥V a € A (tal ponto existe porque p € D e

» € C tal que »
A A,

A,0

definimos Cz= {ua / A C A‘ VA, afinito) e novament.e obtemos|C2|=Ro.

Agora definimos indutivamente

A =€a /s 3 2% € Cns, 2 = 1>
n o
n
Cn =Lx, 7 A c t’zft' A finito} onde » < C é tal que % a " Pra Vaea
Cada Cn é enumeravel, portanto K = 8 c né enumer Avel
n=g
Seja A =8 A
n=s
Afirmag¥o: Se » « K, aﬁ=OVBen‘\A
prova: Se y € K e yﬁ =1, como y € Cn para algum n, {3 deve'estar,em
A e conseguentemente em A.

n+l

Falta apenas provar que p € K.

Seja ¥ uma vizinhanga elementar de p.
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B = {a ‘Va #* {0,1)> & finito escrevemos B = (B n a) U (B n A®,
Sabemos que em B N A° todas as coordenadas de p s¥o zero, assim como o
s¥o as coordenadas em B n A° de todos os pontos de K, logo qualquer
ponto de K que tenha as mesmas coordenadas que p em B N A estar& em ¥,
Resta esceolher em ponto » que satisfaca » € K e x = P, YVoaeBna,

Como B a é& um subconjunto finito de a, B N A € um subconjunto finito
de algum dos An' portante pela construgfo de Cn' existe um ponte » em
Cn satisfazendo #, = P, VaeBnaeisto mostra que x €« KNV, logo

p € K, o que conclul a prova.

exemplo 4.3-—-

Para cada natural n, existe em espace X, satisfazendo
LCX™ =N e tCpX =N .
[ ] ™

Para n fixo, o espago {0.1}Rn ¢ a compactificacBic de Stone

n € {o.i}nn. onde » € X" {avs *, = 1> é& enumerivel
o]

L n
Cech de X —ES

n‘l"l) = N

™

Assim ¢ X™ = B e t(0,1>

A prova € analoga a do exemplo 4.2
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Capitulo V

Set-Tightness e T-Tightness

Nesta =ze¢fio definimos set-tightness e T-tightness e mostramos

algumas de suas propriedades.

Quando definimos tightness, vimos os pontos de aderéncia de

cada subconjunto A de um espagoe X, <como pontos de aderéncia de

subconjuntos pequenos de A

No caso de set-tightness, ac invés de chegarmos a cada ponto
de aderéncia p de A por meioc de subconjuntos pequenos de A, vamos

aproximar este ponto por meio de familias pequenas de subconjuntos de

A.

Agora, se para p € Z\A. tomamos uma familia CAa)wa de

subconjuntos de A com p € U A, mas tal que valha também p € A para
s o
algum o e L, entSoc os outros elementos da familia seriam

“dispensiveis” nesta aproximag3o e isto nos levaria de volta ao

conceito de tightness, logo & natural exigir que p & Ka » O € L.
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No que segue, se 7y = 70 €.y ¢é uma familia de

a

subconjuntos de um espago topolégico X, denotaremos:

=07, © W=uUr,
o€l el

Definig3o 8.1

Seja X um espago topoldgico., O set-tightness em um ponto peX

denotado por t,st.X) € o menor numero cardinal m, tal que sempre que
p € ANA, onde A c X, existe uma familia p € exp  exp A, tal que p € Uy
mas p & Uy.

0O set-tighiness de X & definido por LSCX) = sup Lst.J{J;

peX

alternativamente, também se pode definir set-tightness wusando o

conceito de atomic set-tightness,

Se p € A entdio o atomic set-tightness ast.A) & definido

por: aSCp.A) =min {|[B} #» B < exp (AN{(p}D) e p € UB e peuB
ent o tst. X2 = sup {aSCp.A) /s AcXepeAde

LSCX) = sup {tst.x 2 7 p e Xx= sup {ast.A) s peX e pe &>
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Obser vagdo B, 2—

Q Conceito de sel-tightness foi introduZido por Arhangel’

skii, Isler e Tironi em [2], onde eles o chamaram de quasi-character,

Teorems 5.3

Para qualquer espago X, LSCX) < LCXD

Prova - Sejam p € X & K = t(p.XD. Isto significa que se Yc Xe
p € Y, existe um subconjunto A de Y tal que p € A e [A] £ K. Se
p £ Y e consequentemente p & A, a familia p = {{a), a € A} satisfaz
o€ exp, oxp A e p & U ¥ mas p € Uy. Isto da t_Cp,X> = K. Segue que

t _CX2 = tCXD,
s

0 conceito de T-tightness apareceu come conseguencia do

sequinte tecrema.

Teorema S.4- Ssja X um espago topoldégice e F = F_ 7/ acod

al

uma familia crescente de subconjuntos fechadoz de X satisfazendo

cf(Ed > tCX>, ent3o U F_ & fechado.
acp
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Prova- Sejam p € UFa N UFa e K LCXD. Assim existe um

subconjunto A de UF“:l tal que |A| £ K e p € A, Para cada ponto a e A,

escolhemos indices a € p tal que a € Fa
a -

Pomos 2 = sup {aa 7 a € AY., Como K € cf |p] tomos que 2 ¢ o

portanto, como a familia F & crescente vale

F._>UPF >A e F_=F,>A>p, 0o gque mostra que p e UF
f? ach aa f? 3 aépa

logo UF'Ol & fechada.
aep

DefinigSc S.9-

Se X &€ um espago topoldgico , o T - tightness de X € o menor

nimero cardinal infinite m, tal que, sempre que CFQJQEP ¢ uma
sequéncia crescente de subcenjuntos fechados de X com cfp »>m, também

U Fa & fechado.
s

Cbservag3o 8.8 - O conceiteo de T-Tightness foi introduzide

por 1. Juhész em [101].
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Teorema 5.7 -~ Para qualquer espaco X, vale L _CXI=TCXISLCXD

Prova 1) — TCXD> = tLC{XD segue da definiciio 5.8 e do tecrema

iid> - LSCX) = TC(X>, esta prova & uma transcrigldoc de Juhasz
{10] para esta prova usamos o lema 5.8 aSCp.a) & sempre um cardinal
regul ar.

prova do lema

Seja aSCp.AD = x e Seja B < eXp,, Atal que p & UB e p € UB. Se » fosse
slngular entZo poderiamos escrever.

B =U(« Bv' v € cfee > Cver tecrema 1.9 com IBvI { # para todo v. Mas
entfo, por definigcfo, p & GE; para ¥ € cf#, portanto a familia

<UBv » we cfa>d mostraria aque a (pga) < efe < =, o que & uma

contradligfo.

prova de i1 - Seja a_ Cp,A) = » & seja B exp,, A tal gue
pe UB mas p & UB. Observe que pelo lema 5.8, » & regular. Escreva
B = ¢ Ba /o€ i > e para cada a € %, seja Fa = U <Bﬁ -~ Beo)>
Entao <Fa s a e wd & uma sequéncia c¢rescente de conjuntos fechados., de

comprimento ® = cfx» cujo unlf¥o n3o & fechada, porque ela nio contém
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p. Consequentemente, temocs ast.a) £ TC(XD) para tode p é para todo A

em X, portanto tSCX) < TCXD,

Teorema 5.8 — T-Tightness e set-tightness s3o mondtonas.

Prova: primeiro vejamos que T- Tightness & mondtona.

Seja K= TCX) e seja A um subespago de X.

Se CFGA) a € p & uma familia crescente de fechados em A com
ef p>K, entio pela definigio de topologia de subespago, para cada a,
Fa = Fa N A onde Fa ¢ um fechado em X. Assim cpa?aep ¢ uma famf{lia de
fechados em X.

Definimos um nova familia de fechados em X, pondo para cada

uF
fpatal

a e p, COl desta forma Ca & uma familia crescente de fechados

ﬁ’
em X e como cf p > K temos que U Ca ¢ fechado em X. Portanto CCUCa)Pm3

¢ fechado em A. Agora

CUCZQMA = W Ca NMNA=UuC UFMM=UF_MNA=LU Fg

ol o o ol p akp f=a r3 HKp 3 ol &

pois CFz dé crescente. Logo U Fz & fechado em A.
oER

Como cfe > K, isto mostra que TCAY =X K, logoe T-tightness £ mondtono.
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Vejamos agora que set-tightness ¢ mondtona. Se p € ¥' € X entfo

tst, Y) = sup, aSCp.AD * sup ast.AJ = tSCp.X)
peiA peA
ACY ACX

Teorema 8.8~ (Juhisz [10]1D3

Se X & compacto Hausdorff entfo TC(X) = t{XD.
Prova: Se TC(X) < LCXD, entdoc pelo Corolariec 2.11, X
contém uma free-—-sequence S=(pa, a € py com p= TCX)+.
o

Assim F = {pﬂ S 3 ey € uma sequéncia crescente de

conjuntos fechados em X. Pelo teorema 1.86. & possui um ponto de

acumul ag3ico completo, mas este ponto ndo esta em F = U Fa’ porque
asp
IFal<| S| para cada a € p, loge F nic & fechado, © gque & uma
contradicHo.
Cbhservag®o 5.10 — Para condig®es nas gquals valem

tSCX) = TCXD ou tSCX) = LX) ver Juhasz [101.
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Capitulo 8

E=zpagos Produto

Nesta ssglo estudamos o comportamentc de tightness,
T-tightnes=s & set-tightness sob a operagloc de produtoc, isto &, se X e
Y s80 espagos topoldgicos, queremos relacionar.

LCXxY2, tSCXxYD g TCXxY) com oz valores gue estes cardinais assumem em

Como X e ¥ s3o homeomorfos a subespagos de XxY @ as cardinais
em questio sFTc mondlones, ja sabemos que estes trés invariantes n3o
decrescem no produto,

O problema, portantoc, € majora-los.

Nos exemplos vistos ate aqui estes cardinais coincidem.
Apresentamos, nesta segBo, dois exemplos dados por 1. Juhisz, onde
eles diferem e calculamos tightness, T-tightness e set-tightness para
produtos finitos e enumeraveis de cada um desles espagos,

Inicialmente, wvejamos gue o produto de dois espagos pode
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aumentar tightness.

exemplo B.1 CArhangel’cskii [2]1D

"Seja S.= €0> u % 7 n e N > compacto com O como tnico ponto
ndo 1isoladeo., Se v & um cardinal arbitririo, damos a T a topolegia
disereta e identificamos todos os pontos de F = { Ca,02 ~/ aa &€ T > no
produto t™=8. O espago quociente de 7S & denotado por VT e o elemsnto
correspondente a F por O: . O Gnico ponte n%o isclado em VT =) O: e
tCVT)=R0.

Além disso, [VTI = T, VT ¢ normal e xcor .VT3>R0. portanto

VT nio & metrizével.

N
E vale t€V_ x VD > N onde c= 2 °
N =3 o]
o
Em seguida, apresentamos dolis teoremas gue tém como
corolario gue, para espacos metrizaveis x,tSCXxY) = tSCY) e tL{XxYD =

tCY2 para gqualquer espago Y.

Apresentamos inicialmente dois teoremas que serifo usados nos

calcul os subsequentes.
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Tecrema B.2

Se X =11 xa e se t(CI] Xa) < m para cada A‘cA com ]A’l(No.
aEa aea’

ent3o (XD = max. Al mD

Prova, Seja p = CPGJGEAG X o seja ¥ = X N Ipd.

Para que p pertenga a 2 onde BcY, ¢ suficiente que, para cada

A’ca com |A'] < R, tenhamcs (p D € T _(BY onde N\ I (B) denota a
o o OEA - A A’
projegi3c de B scbre [l Xa . Para cada aA’, tal que |A'|] < No, COmo
OEA"
LCMX 2 , < m, podemos escolher Ba- <X tal que IBa-| = m e (p 2
o oeAa o aea’
< [la'CBa‘). Fazendo B = U Ba-
A’CA
|a ] <R
[+
temos ent¥o que pe ¢ |B] = |[WBa'l| £ 0 |IBa]l = |A]l, m = madx. {|A|,m>
. A'ca A'ca
|A’i<N° IA'I<N0

observagio 6.3

Este Lecrema aparece em Malihin [10) com enunciado incorreto.

Ali tem-se (XD = max {JA], m)> ao invés de tCX) < max <[al, m>, isto

seria absurdo,poit o valor de m nas hipdteses pode ser aumentado

arbitrariamente,
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Teorema 6.4 CA. Bella)

Seja {Xa}a uma famflia de espagos topoldgicos. Se |Al £ m e

€A

para qualquer subcenjunto finito BcA, TINX 2> £ m, entfo TCIX D < m.
ol al
aeB oA

Prova (Esta prova ¢ uma transcri¢3io de A. Bella [5])D,

Sejam X = 1 X , A* o conjuntoe de todos o= subconjuntos

o
»”
oA

*
finltos de A, X = IX e II a projegfo natural de Xd a X

a o ] B’

Seja Cpajaep uma familia crescente de subconjuntos fechados

de X tal que cfpo > m.

Seja x € F, onde F = u Fa'
asp

Para cada familia crescente de subconjuntos fechados de
X &ll (x0 e Ul F J, como TCX 2 = m, existe um {ndice o tal que
B B B o B B

osp

HBCxJ = HB CFa J. Como IA*l = me cfp > m, entZo existe um indice o
B

tal que a € a Ve e A Agora, temos HBCxD € HBCFa > ¥eeA" e isto

<
o

Claramente implica que x & F'Ol . A dltima afirmagio mostra que xeF e

portante F & fechado.
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exemploe 0.8

Este exemplo foi dado por I. Juhasz em T101].

Aqui apresentamos a demonstragfo feita por ele, com um pouco
mais de detalhes.

Seja » um cardinal singular, arbitrario, isto &, o = cfx < %

Vamos construir um espago X(x2 com um Unico ponto nfo isolado
tal que LCXCa2D = 2 e TCXCadD = (.

O suporte de XCx2) & = + 1 e todos os pontos £ € # sZo
isolados. Para definir as vizinhangas de », primeiro fixa-se uma
sequéncia crescente (aey. ¥y € ¢ de cardinais regulares convergindo
para # (que existe pelo tecrema 1.8).

Ent3o um conjunto AU {#) < a+l & uma vizinhanca de » em XCx)
somente se existe algum ¢ € ¢ com a propriedade que |aev\A| < *,
sempre que v € & \ u.

Mostremos que tCXC#d)d = tCax,XCx22 = =2,

Realmente, se AcX e |A| < ac“, ent3o existe pueso com [A] (< R,u'

portanto A N xvi < %, para todo v € ¢ \ u , claramente ent8o x & A,
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Mostremos agora qué TCXD = o. Como Lz » ] é uma uma
o ° oep
famflia crescente de fechados em XCx) cuja unif¥o n¥o ¢ rfechada, temos

que TCXd 2 o.

Em seguida, para mostrar que T(x) =X g consideramos uma

sequéncia crescente cpmjaep de conjuntos fechados em XC(x) com

cf p> oe p £ &
Se p & singular, tomamos uma sequéncila (aa ~ o cf P> que seja

cofinal em p. Assim U Fa = ) Fa’ portanto, sem perda de generaljidade,

o
=t if ] oep

podemos conslderar p regular.

Se u € F‘Ol para algum «a, entZ3o F = U Fa ¢ trivialmente
(s U7

fechado, portanto, podemos assumir que » = F.

Note que, uma vez que p £ & e p & regular, de fato vale que
p < # & portanto p < x; para alguns ; e o.

Como para cada a € p, © conjunto l‘-"u € fechado e » & Fa .
temos que Fo: & uma vizinhanga aberta de », logo, por defini¢fo existe

3 € ¢ tal que va\ Fac[ < xv ¥V v e T \ 3. Assim, podemos definlr,

para cada ocego, By € o pondo M, = min <R /IF‘Ol (g xvl\ < . V v € o3
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Como os Fa's sdo crescentes temos que aa’® implica H,, =< “&'

(¥ Afirmacio, (pa 7 aepd & limitada em o.

Para cada a e p, Hp < ¢, se fosse sup Hy = © existiria Acp
osp
com |A| = o tal gque sup H, = @ Cporque o € regulard.
oA
Como |A|l = ¢ < p e p & regular ent3io existiria # € p tal que

2> oV oA e gseria pﬁ = o o que ¢ absurdo.

Isto mostra a afirmagio. Portanto, podemos escolher um
ordinal peo tal que u < p e H, = 1 Yaep.

Mas, ent3o, para cada veo™Nu, a regularidade de RU implica

gue;
c
= ot
Ithvl v Fa M avl_ r ]Fahxvl<xv pois p(avAssim luv\F | <€ . ¥V veo N 4 e
e aso

FS & uma vizinhanga aberta de #, © que prova que F ¢ fechado.

Teorema 6.6

S=ja X(x) o espago definldo no exemplo 6. 4, XCad™ e X cad>®com
a topologia produto. Valem os seguintes resultados.

£d LCXCD™ = 2
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11> tCXCad™ = =

L11) TCXCO™

= g

w
1vy TCXCxd D = ¢
v tSCXCxD = o

vid ot X Cad™ = o

viid tSCXCa)“) = o

Prova de 1> LCXCa0™ = 2

™
Considere Y = I[CX — {u>) < XCaDn
i=1

Ent3o m*= Ca,2,...,2) Y,

Se A c Y e JA] £ =, temos qgue Il'I1

CAD |

< » e existe uma

vizinhanga V de & em X gque ndo intersecta l'l1 CAY. Logo # & A.

Isto 1implica gque L0z, xcady =

concluimos que LCXC2D™D = 2.

prova de 1iJ LCXCaO™) =

prova de de 111D TCXC#d'D = o

S5

. 4

=]

como

[XCaD ™)

basta usar © teorema 6.1.

#®



Faremos a prova para n = £, ©F oOULIos casos Seguem por
inducZo sobre n.

Seja CFu)aep uma familia crescente de fechados em XC#>% com
p=ctf pr oe seja F = uFa.

aso

Se p > 2, F & fechado porque tex® = a, logo podemos
considerar p = », e como p é regular p < =.

Consideramos 3 casos:
ay se (»x,a) ﬁ, para alguns a € %, entfo como {a) & aberto,
Cx,2) € FrlXCadx{adld e como TCXCadx{ald? = o existe aep tal gue Cx,a) e
FOl N XCadx{ar e segue que (#,a) € F.
b) se Ca,#)eF para alguns a € ¥», entio, analogamente a0 caso ad
concluimos gque (Ca,»l) & Fu " {adx¥Cx) para alguns « e portanto
Ca,#d=F,
c) se (x,#) e F, suponhamos que (#,#) & F, pois (o outro caso &
triviald.

Comoe & < p < = = <RU/U€G) & uma sequéncia crescente

convergindo para #», podemos escolher v* & o tal que xv* > p.
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Como Cx,nd & F-‘-UFO‘. 'para cada aep existe uma vizinhanga Aa de
oep

9 '
» em X tal que AaannF'a = ¢ (12, asslim, para cada aesp existe v w <&
tal que (= NA | < x ¥ v 2 2.
v o v

A cada o ¢ p estamos assoclando v, € o Como p é regular e

p > o existe 3 > wx, 3 € ¢ tal queS=<aep|va—ﬂ>tem

cardinalidade p (logo, S & cofinal em p3.
De (2 temos que |z, N A | < x, Yuvzp Vae s,

Calculemns | # NN A | ora, 2N 1NA = U=z N A, e se cada
v o v Y o
aEes oEs oEs

i >
IxU\Aal < », 2 regularidade de x implica que va‘\ge.:a | < x Yvzr

Segue—-se gue N Ac: € uma vizinhanga de » em X e (12 implica
oes

gque AxA N Fo: = ¢ YVaes S e como S & cofinal em o, AxA nCU F‘a_') = ¢, logo
e

AxA & uma vizinhanga aberta de (2,%#) que o separa de F.

Concluimes que Cz,2) & F, logo F & fechado e isto termina a

prova.

prova de ivd TCXCa0™ = o

bagta usar © teorema 6.3
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prova de v2 tsCXCx)) =

Pelo teorema B, 7
t's CXC22) = TUHC#DD = o

Mostremos gue LSCx.XCu)D Z o.

Seja y expp exp X&) com p ¢« o, p = (ra.cx< f=)3

Se ox e U ; entdo para cada aep,., existe M € o tal que
]nU\Aal < xv VoveoX Ha .

Como p ¢ o & regular, sup Hy, = K <O

aco

Assim, se ftomamos A = N Aa temos que A € uma vizinhanga de 2,
oo

pois va\AI < x YVveoNu
Como A n¥c intersecta Uy, isto prova que » & Uy.

Portanto tha.XCn) > o,

prova de vi tsCXijn) = o,

o =t _CXC#d) < LCXCad™ € TCXCO™ = o
prova de vild thXC@:)mD = o
o =t _CXCud) = tscxcm“’} < TCX €™ = o
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exemplo 8.7 C(Juhisz [10]1D2,

Para cada cardinal = existe um espacgo Xx com Ttxx) = x e
tscxx) =R

Inicialmente assumimos que # & regular e definimos Xx
colocando no conjunto CaxwdtKpr, a seguinte topologia:
i) todo ponto em zxw € isolado.
112 uma vizinhanga de p ¢ um conjunto da forma (N xCw\n2? U {p) onde
cer e NeEw.
Vale T(Xx) = x e tSCXx) = No
Em seguida, se A & singular, entio pomos XK = + (Xx 2 <k, » =cf »
Csoma diretad e neste caso TCX,3 = A e tSCX > = Na.

b8 A

Para wver que tSCXk) = NO e tCXAD = T(XRD = X basta mostrar que

tSCX“) = No e tCXx) = TCX”D = % porgque para g = L, ts ou T vale

pCXK) = sup <p(X“?. < A, cf = x>

Mostremos entZio que 1D LSCXRD = No e iid tCX”) = 2 e iiid Ttxx) = a
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id tSCX”) = No
58 pe C\C onde C < #xw entdSoc a familia y < SXp  SXP C definida por
Y, = C N Cxexnd satisfaz pa Uy mas p & Uy,

iid LCX33= »
Se A c axw e [A] <2, temos que A € Axw para algum Aex, logo
ANCeA) xw =g e p & A Portanto tlp, X2z .
Agora se tomamos o conjunto B = {oxw ~ asx > ent¥o p € B e se B’CB com
|B*| < # temos B* © Ca\A2 x o para algum A € #, logo p &« B’ o que

<
mostra que tst. X”D < w

n
%

iiid + (X 2
s n

Como tCXnD = %, tLemos T{XuD < x.

Por outro lade, a familia Caxm)aex e uma familia crescente de
subconjuntos fechades de X e U oxw = axw ndo & fechado, portanto
aen

TCXC®ID 2 .

=) 1



teorsma 6.8

Se xn ¢ o espago dade no exemplo 6.7 e x’:‘ ) x: tém a
topologia produto, entio valem os seguintes resultiados:

1D X7 D =

11> +¢x® o = &

*

114> TCXD D = a

ivd TCXL D =
V)t (X7 ) = N

vid Lt €x® > = n
s ®

prova de 1i2 tcxz > = =&

Temos que tightness & mondtone logo » = tCX”) < tcx: p

n

Por outro lado, ]X” | = %, loge tCX: J £ .

prova de iiD tcxi > = %

basta usar o tecrema 6.1.



prova de iiid Ttx: d = »
Usando © tecrema B.7 e © fate de que T-tightness é monétono:

2 € TCX D < TCxX" > < 1ex™ > = &
4 F "

prova de ivd T(X: D = x

Analogamente a iiid) obtemos » = TCX > < TCX 2 £ tCX

prova de v) tsCX: 3 = No.
Farei a prova para o caso n = 2, Os outros casos seguem usando indug3o
sobre n. Analisamos separadamente os casos:

ad tSCCCa,n).p),XZD com o € % , N € W

b tsCCp,Ca,n)).XzD com € x , N €W

e t_CCp, P, x5

al tSCCCa,n),p),Xz) No, a e 2, New

Se C « X¥ 6 tal que CCa,nd,pd € T \ C ontZo, como {Coxnd) &

aberta, na realidade wvale que (Co,nd,pd € axnx{p> N C\ cxnx{p> N C .
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Mas o©os pontos em axn s3o isoclados, logo tSCmnD = R e
consequentemente, tsComnx{p}) = Nb'
Portanto t_CCCo,nd,pd, x%> =.tsCCCa,n).p),axnx{p}3 = R
B> t_CCp,Ca,ndd, X3 = X _, oen, new
este casce ¢ anidlogo ac caso al
> t_CCp,pd, xi > = X

Seja C ¢ X: tal que (p,p> € C « C.

Se Cp,pd, € CnN X” x {p?» ou se (p,p2 < Cn {p> = }(” novamente a

analise & semelhante & dos casos anteriores.

2
Vamos supor C < (xxwl) . Agora , para c¢ada new consideramos

Cn = Q < Cacxn)z_. e pomos yp = <Cn’ new). Ent3eo y e exp =~ exp X; e
Cp,p2 &€ U ¥ = U cn c Cxxwd® mas Cp,p? € Uy = ucn = ¢ , logo
new new

tsCCp,pD. X: p) ND, o que conclul a prova de v).

N
o]

prova de vid t_CX” D>
s Tx
Seja C < x? tal que p* = (pypPs.--»p2 € ONC .Se HA Cp*) = I'IACC) para

algum A € w ent3io, na realidade o© problema se reduz a calcular
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w
»
tst .nE‘Yn) onde Yn = Xu Sse n € Ae Yn = {py se N € A mas & claro que

3]
» ” &
<
t Cp . S Y <t p, X 0

Supomos entio C « Caed® e procedemos come no item c,da prova

anterior.

Pomos para cada n € » , Cn = C N Caxrd? e y = <Cn 7/ new)> Entio
w " —_ —
¥ € exp exp X ep €Wy =uU Cn = C e
 oT="]
* - _ o = 0 w _ w. _
p =W = u Cn e G N Caxwd logo tSCp. }'[3\‘t > = Ro e t'scxac > = No
new
g lsto conclul a prova do tecrema 5.7.
Teorema 6.9 - Para quaisquer dois espagos Lopoldglcos X e

Y, vale: tSCXxYD = min {yCXD tSCYD. xCYD tSCX)}

Prova. Ponhamos m = xC¥D Lt CX> e seja (x,¥) e C\C onde

C < XxY¥Y. Vamos mostrar que tsCCx.yD.XxYD <= m . Para isto, devemos
construir uma familia p e exp  exp C satisfazendo (X,y) e Uy e
(x,¥) & Up .

Escrevemos G = Dl U Dz L Da' onde
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D1= C N COxYD

Dz= C N X xCy>D

Da= C N [CO00%Y2 U CXx{y>D]
Vamos considerar trés casos:

12 caso Se (x,¥v) e 51 » ont3To, porgque {xx¥Y @ homeomorfo a Y

e set-tightness ¢ mondtono, temos que tscci) = LSCY) e existe uma
familia p € exp c—:~>cpCi onde s = t.SCY) tal que (x,y) « Uy e (x,yD & Uy.
Como tSCYJ Z23CY) ,(pelo tecrema B.3 LSCYJ =tCYY> ., tCYD £ xCY¥D2D

e também ¥ € exp expC.

22 caso se Cx,y2 & 1_52 » @ste caso & inteiramenie analogo ao
12 caso.

32 casoc Podemos agora, assumir que C = Da'

Eccolhemog um sistema fundamental de vizinhangas de vy,
cvaaqa com |Ju| £ xC¥>. Para a fixo, consideramos Co = Cn CXxVa).

Agora x € l'li Ca ~ n‘ ch e existe uma familia Y, € exp.exp l'liCa,

onde r = tsCX) tal que x u;va mas X & Uy .

o=}



Construimos uma nova famf{lia

Yy € OXP, expca » pondo yal = Cyal x YO m Ca . Temos que (x,yd & Ura
+
porgue x & U}_/a'
Consideramos agora a famflia y = Uya. Entao p exp, expl e
0L
C(x,¥) & Uy porque (X,¥) & UF& para o algum,
Falta apenas provar que (x,yY> € Uy, Dada uma vizinhanca V de
Cx,¥) podemos escolher uma vizinhanga elementar VthZ de (x,y) contido
em V.
Como Vz € uma vizinhanga de y, existe um indice a tal que
VvV oV , pois CV D e um sistema fundamental de vizinhangas de y.
o 2 o GEL
Portanto vixva & uma vizinhanga de (3, ¥2) contida em V.

Mostraremos que existe um ponto p com p CVixVaD m Wy,

Observe que, correspondendo a Ca’ tinhamos uma familia ya’ de

subconjuntos de I'ILCOt satisfazendo x e Lva’. Isto significa gue cada
vizinhanga de x intersecta Uya' sem particular, V1 também intersecta
L.J;VDl
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Escol hemos um ponto P, Vln ra’ . Como V‘n ro:' < H‘Ca ,
deve exdstir P, enzca tal que Cpi.pzj € COt @ como' y = Cra'x Y2 n Ca
segue que Cpl.pzD €7, °© consequentemente Cpi.pzD e Uy,

Logo p = CP:’pzj = CV‘xVaD MYy , o gue completa a prova.

o

Coroclirio 6.10 - Se X satisfaz o 1- axioma de

enumerabilidade (em particular se X & metrizdvel), entioc para qualquer

espago Y , tsCXxY) = t,SCY).

Teorema ©.11 - Para gquaisquer dois espagos topoldgicos,

LCXxYD € min {xCXD LCYD, xCY2 LI{XID>

Ca prova € andloga & do tecrema B.9).

Corolario 6.12 - Se X satisfaz o 1- axioma de

enumerabilidade, C(em particular se X & metriziveld, ent3o para

qualquer espago Y vale tCXxYD = (YD

G2



Observagdo §.12

Os estudos do comportamento de tightness sob produto de

espacos e sobre compactificagfes est8o estreitamente relacionados. Ver

Arhangel 'skii (1] < [2].

==



Frobleomas

*
1. S X & a compactificagio de Alexandroff de X, &

que LCX™ = tCX> 7

veordade

2. Qual é a relagdo entre tCXO e L(BAX2, onde X & a

compactificagdo de Stone — Cech de X 7

2. Existe um espago X para o qual sC(X2 < (X2 7

4. Existe um espago X tal que FCX3 < QX2 7
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