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Abst..ract.. 

In lhis work we st..udy lhe concept..s o f t..ight..ness, 

set..-tight..ness and T tight..ness.We invest..igat..e t..he behavior of 

t..ight..ness under Alexand•oCC and Stone-Cech compact..iCicat..ions. in some 

specific examples. 

We calculat.e t.ight.ness, T- t.ight.ness and set.-t.ight.ness for 

some product. spaces and prove t.he following result: 

Ir X and Y are t.opological spaces, t.hen 

l ex X Y) 5 min < x{X) l (Y). xen l (X) > H :follows lhal :for a 
s s s 

met.r'" i zabl e space X: 

result. is showed ror t.ight.ness. 

= l (Y) 
s 

1 

ror any space Y. An anal ogous 



Resumo 

Nast.a t.rabalho ast..udamos os conc::ai.t.os t..ight.n'-S5 0 

sa~-t..ight..ness e T- t.igh~nass. 

Invast..igamos o comport..amemt..o de t..ight..nas sob as 

compact.i~icações de Alexandra~~ e St..one-Cech em alguns exemplos 

aspacif'icos. 

Calculamos t..ight..nass, T-t..ight..nass a Sat..- t..ight..nass para 

alguns espaços produt..o e provamos o seguint..a rasult..ado~ 

Se _X e Y são espaços t..opológicos, ent..~o: 

t ex 
s X Y) min (t CXJ 

s ~D. ~XJ). 

segue que sa X é met.rizável t.. ex X YJ=t. CYJ para qualquer espaço Y. 
s s 

Most..ramos um rasult..ado samalhant..a para t..ight..ness. 
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Introduç~o 

Um cardinal invarianLe ~opol6gico C ou uma runç~o-cardinal ) 

é uma f'unç~o que a espaços topológicos associa cardinais inf'init.os. 

invarianLes por homeomorf'ismos. 

NesLe Lrabalho asLudai t.rês cardinais invariant.as Lopológicos 

saber~ t.ight.ness .. sat-tightnass .. seu comportamento nas 

compact.iricaç6es e na operaç~o de produt.o. 

Damos parLicular ênf'ase aos result..ados dos t.eoremas 6. g e 

6.11. 

No capitulo 1 damos as def'inições a propriedades básicas para 

o dasenvolviment.o do t.ama. 

No capitulo 2 apresent.amos alguns result.ados básicos sobre 

tightnass. 

Nos capitulas 3 .. 4 calculamos vários cardinais em 
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compactificações de Alexandroff e Stone-Cech. 

No capitulo 5 apresentamos algumas propriedades de 

T-Tightness e set-tightness rinalmente no capitulo e estudamos o 

comportamento de tightness. T-Tightness e set-tightness sob a operação 

de produto. 

Ao final apresentamos alguns problemas. 
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Capitulo I 

No~aç~. Definiç~ e Propriedades Elemen~ares. 

Se X é um conjunto. lXI denota sua cardinalidade. expX denota 

o conjunto de todos os subconjuntos de X. expm X o conj unt.o de todos 

os subconjuntos de X de cardinalidade menor ou igual a m. 

se X é um espaço topológico , Top X, denota o conjunto de 

todos os subconjuntos abertos de X. se Y c X, Y denota o fecho de 

Y e y• o conjunto dos pontos de acumulaç~o de Y. 

w denota o primeiro ordinal infinito e ~, o primeiro ordinal 

n~o enumerável. Um cardinal é um ordinal inicial, isto é. um ordinal 

que n~o é equipolente a nenhum ordinal menor. 

+ Se K é um cardinal, K denota o menor cardinal maior do que K 

+ 
.M = l<o>l, H = Hk 

o lc•& 

Definiçl!:o 1. i. 

Um cardinal K é sucessor se existe um cardinal À tal que 
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K=~+. Um ca~dinal que n~o é sucessor é d!Lo cardinal lim!Le. 

Definiç:lo 1. é!: 

Se a é um ordinal infini Lo. cofinalidade de o. denotado 

cf/a é o menor ordinal p tal que exisLe um sequência crescente 

(a
0

• a< p) de ordinais menores que a tal que a = sup aa 

a<p 

Definição 1. 3: 

Um cardinal K é regular se é finiLo ou se é infinito e 

cfK=K. 

Um cardinal K é singular se é infinito e cfK < K. 

Teorema 1. 4: 

Se K é um cardinal infinito. existe um sequênc!a de cardinais 

regulares (K
0 

/ a < cf K) Lal que K= lim K
0

. 

a<cfK 

Prova! Isto se mostra por indução transfinita sobre os 

cardinais. 

e claro que o ~eorema vale para N . 
o 

Se K é um cardinal sucessor. então K é regular. 
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Se K é um cardinal limite, basta escolher uma sequ~ncia de 

cardinais (K / 01. < cf' K) t.al que 
a 

K = lim K+ 
a 

o.<c:fK 

Para maiores de~alhes sobre ordinais e cardinais ver Jech (9] 

De:finição 1.6: 

Um ponl.o de acumulação p de um ·espaço l.opol6gi co X é di t..o 

completo se I V n X I = I X I para toda vizinhança V de p. 

Teorema 1.6: 

Todo sub-conjun~o in:finit..o de um espaço compact..o tem um ponto 

de acumulaç~o completo. 

Prova: Seja A um subconjunto in~init..o de um espaço compacto 

X. Suponhamos que l.odo ponto p em A possua uma vizinhança aberta Vp em 

X ~al que IV n AI < IAI. 
p 

Assim "Y= { v } -
p peA é uma cobart.ura abart.a da A, que é 

compact..o. portant..o exist..e uma subcobertura :finit..a 7 •= 
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mas IU'Y'nA 

conlradiç~o pois 7 

n 

= I u v . 
\•tP" 

cobr-e A. 

Dafiniç~o 1. 7: 

X é um 

n 
nAIS E IAI o que é uma , .. 

espaço, 1 ocal mE~nt.e compact..o, a 

• ~c:::o::m::!p::a::c~t~i_,f_,i:_:c::a""'ç"~"o'---d::::ac_:Al.:::a::xa.::.::::.n::d::r_:o::f:..:..f de X é o espaço X = X u <co> com a 

topologia dada por 

i) os abertos de X são abertos em x• 

ii) as vizinhanças abertas do ponto oo são de forma X ' K U {~ onde K 

é um subconjunto compacto fechado da X. 

De!' i ni ç:iro 1. 8: 

Se X é um espaço complelament.e regular. a compact.ificaç~o de 

St..one Cech de X, denot.ado por nx , e o único espaço compacto Ca menos 

de homeomorfismo) cont.endo X que satisfaz: 

D X= f1X 

i i) t..oda funç:Io cont.i nua 1 i mi t..ada f': X -+ lR: se exlends a uma única 

~ 

função continua f rrx .. IR. 
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Para uma int.roduç:i:o elementar A compactificaç~o de Stone -

Cech ver Munkres [131. 

Vamos def'inir agora algumas funções-cardinal que usaremos: 

neste trabalho. • 

As definições seguintes s~o transcrições de Hodel [8J. 

Nos casos em que n~o existem equivalentes em portuguªs:· 

conservaremos a nomenclatura em inglªs. 

Um cardinal invariante topológico Cou uma função - cardinal) 

é urna função (jJ da classe de todos os espaços: topológicos: Cou alguma 

subclasse precisamente def'inida) na classe de todos os cardinais 

infinitos, tal que q:t:_Y) = fjX.X) sempre que X e Y são homeomorfos. A 

exigência de que estas funções só tomem valores infinitos simplifica o 

enunciado dos teoremas e dá ênfase à aritmética transfinita. 

No que segue. X é um espaço topológico . 

Definição 1. 9: 

O peso CWeight) de X é dado por: 
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w(X) = min (IBI / 8 é base para X) + ~ 0 . 

Se W(X) = I< 
o 

enumerabi!idade. 

diz-se 

De!' i ni ção 1. 10: 

que X satisf'az o segundo 

oCX) é o número de subconjunto abertos de X. 

Def'iniçi!o 1.11: 

Densidade: 

dCX) = min (ISI / S c X, S = X) + 1<
0

• 

Def'inição 1.12: 

Celular idade: 

axioma de 

Uma f'amilia de subconjuntos abertos. disjuntos e n~o vazios 

de X é dito uma f'amilia celular. A celularidade de X é 

cCXJ = sup (jo/j / o/ é uma f'amilia celular em X ) + N . 
o 
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Definiç:lo 1.13: 

Spread 

sCX) = sup <IDJ / D c X, D discreto) + ~ 
o 

Definiç~o 1.14: 

Ext.ent.. 

eCX) = sup (IDI / D $ X. D discreto e fechado) + N 
o 

Definição 1.15: 

Grau de LindelOf'. de X. denotado por LCX) é o menor cardinal 

infinito K t..al que t..oda cobert..ura aberta de X. tem uma subcobert..ura de 

cardinalidade menor ou igual a K. 

Def'inição 1.16: 

Uma :função-cardinal t:J; é monót.ona se t/J(Y) '5 t/J(X) para t..odo 

subespaço de X. 

Como exemplos: 
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peso e spread s~o mon6~onos, densidade, celular idade, grau de 

Lindel~f e extent n~o s~o monótonos. 

Def'i ni çliro 1. 17 

Para cada :função cardinal 4> que não é monót.ona. pode se 

introduzir uma nova :função cardinal hrf> de:finida por: 

h</>(X) = sup (</>CY) / Y ,; X). 

Agora hc(X) = heCX) = sCX). portanto temos duas novas :funçees 

cardinal: 

hd = densidade heredi~ária 

hl = grau de LindelO:f hereditário. 

Cada uma das :funç5es cardinal de:finida até agora é global. As 

:funç5es seguinl.es s~o baseadas em propriedades locais. 

Seja o/ uma coleção de conjunt.os abert.os não vazios em X. seja 

p E X. 

o/ é uma local rr-base para p se para cada vizinhança aberta R 
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de p ~em-se V ~ R para algum V E 7. Se além disso. p e V para ~odo 

ver enl~o ~ é uma local base c ou sistema rundamertlal de vizinhanças) 

para p. 

é uma pseudo-base para p. 

Derine-se: 

;t(p,X) = min <I'Y\ / 'Y é uma local base para p) 

n Cp.X)= rnin <1~1 / 7 é uma local rr-base para p) 
X 

y..<p,X) = min (I'YI / 'Y é uma pseudo-base para p) 

e t..emos: 

Def'iniç~o 1.18: 

Charact.ar 

= sup (X<p,X) , p ~X) + ~ 
o 

se X(X) = diz-se que X 

enumerabilida.de. 

sa.t..isf'az o 

13 

primeiro a.xioma da 



n CX) 
X 

Del'iniçlto 1.19: 

n-Charact.er 

Def'iniç:Jo 1.eo: 

~seudo-charac~er 

lf(X) = sup (y.<p,X) / p e X) + .N-
0

• 
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Capit.ulo II. 

Tight.ness 

Nesta seção definimos tightness e apresentamos algumas de 

suas propriedades. 

Def'in!ç:.:ta 2.1. 

O atomic-tightness aCp.A) de um ponto de acumulaç~o p. de um 

conjunto A em um espaço X é definido por: 

aCp,A) = min (IBJ / B c A ' {p}.p E B) 

O t.ightness t.Cp,X) de um ponto Cnão isolado) p e X é obtido 

como: 

tcp. X) = sup (aCp,AJ / p E A') 

e o tightness de X é 

tCX) = sup (tCp,X) / p E X) + N 
o 

ou de f'orma mais precisa, temos: 

tCp,X) = min (K /V Y s; X com p e Y 3 A s; Y com IAI < K e p E A), e 
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novamente lCX) = sup (t(p,X) / p e X ) + H
0

. 

Observaç~o 2.2-

O concei t.o de Tight.ness :foi introduzido por A. V. Arhangel" 

skii em 1971. 

Exemplo 2.3 

Se X é met.rizável t.CX) = N porque se A e X e p e A ent.~o p é 
o 

limite de uma sequéncia enumerável de pont.os em A. 

Teorema 2.4. - Tightness é monótono. 

Prova - Se X é um espaço topológico e A C X, ent.ão 

tCA) = sup tCp,X) + N
0 

= 
pEA 

sup 
pEA 

::5 sup 
peX 

sup (aCp. B) / p E B"} + N0 
BEX 

sup (a Cp,B) / p E B> + N
0 

BeX 
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= sup 
pEX 

Prova: 

K = hdCX) = sup (dCY) / YCX ) + N 
o 

• VY ~ X. dCY) S K 

,. v y 
" 3 

Teorema 2.6 

= y 
"' 

Para qualquer espaço X, ~CX) S hn 
X 

(X). 

Prova- Fixemos p e X e sejam Y ~ X tal que pEY e 7 uma local 

n-base para p em Y Lal que 171 = K ou seja 

7= (Vk / k e K). 

Para cada k. escolhemos xk e Vk a ~azamos A = <xk / k e K) 

Af'i r mo que peA 
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Seja U uma vizinhança de p. Como V é uma local n-base para p, 

existe Vk e 7 tal que Vk E U. Assim ~ e U, portanto U n A ~ ~ e 
o o o 

p e A, observe-se que IAI $ K. 

Assim, dado Y S X com 7 e Y e dado uma local n-base para p em 

Y. existe A S Y t..al que IAI 

V Y ~ X tal que p e Y 

Observaç~o 2.7-

I'YI e p e A, por- t..anto t..C p, X) $ n CY) 
X 

Tight..ness e pseudo-charact..er não são comparáveis e também 

não o são tightness e grau de LindelOr. 

Queremos agora estudar o concei t.o de t.ightness em conjunt.os 

compact..os. A idéia cent..ral para isto é a de rree-sequence: 

Def'inição 2:.7 

Uma sequénci a (x / O :$ a < K) é uma f'ree-sequence 
" 

de 

comprimento K se para t..odo (? < K vale: 

(k / " < (l) r') (k / " "' (l) ~ .p. 
" " 

Por-tanto, uma fr-ee-sequence é sempre um subconjunt..o discreto 
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~X. 

Os teoremas 2.9 a 2.14. o lema 2.10 e o corolário 2.12 s:o 

~ranscri~os de Hodel ESJ. 

Teorema 2.9- Se X é compacto e tCXJ ~ K. então X não possui 

+ free-sequence de comprimento K . 

Prova: A compacidade de X garante que todo subconjunto 

infinito de X tem um ponto de acumulação completo Cteorema 1.5J. 

Lema 2.10 

Seja X normal e K um subconjunto compacto de X com p e X e 

p ~ K. Então existem conjuntos fechados G6 • A e B em X Cisto é. A 

e B são interseções enumeráveis de abertos) tais que p e A. K ~ B e 

An~ 

Prova- Use o fato que se (V / n e ~> é uma sequéncia de 
n 

conjuntos abertos em X com y- c V para todo n e w. então 
n+i n 

n Vn é um conjunto G6 fechado em X. 
n<w 
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Teorema 2.11- C Arhangel' skii [19781 ) 

Se X é compac~o e hnXCXJ >K, en~~o X ~em uma free-sequence de 

+ 
compr i ment.o K . 

Prova- Como rrXCYJ 5 rrXCYJ. bas~a provar o result-ado assumindo 

n CXJ > K. Seja p e X tal que n Cp.u) ~ K+ e seja G a coleção de todos 
X X 

os conj unt.os G 
6 

fechados em X e não vazios. Como n Cp.?t) > K e X é 
X 

compact.o. a coleção G tem a seguinte propriedade: 

C•) se se C G e lirel !:: K entÃo exist..e uma vizinhança aberta R de p tal 

que H ~ R ~ ~ para todo H e X. 

Const.ruimos subcoleç~es 

e (B / O ~ a < K+) de ~ tais que 

"' 

(2) Se H é uma int.erseção finit..a 

(A,-; / O ;,; r; < "' ) u <B,-; / O ;,; r; < ot ), enU<o H n 

A const.rução é por indução t..ransfinita. 

nl!o vazia, de 

Para obter A e 8 use 
o o 

+ 
o lema 2.10. Agora. para o: :fixo. O < a. < K • assuma que {A~ / [3 < a.) e 

/ < ot) :foram const.ruidos. Seja a coleção de t..odas as 
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< foram construidos. Seja a coleç~o de todas as 

interseç~as rinitas n~o vazias de elementos de 

(Ar{fl<") u (B(l / (l < C<). Então 1/t: C "§ e lllt:l :s K, portanto por C") 

oxis~o uma vizinhança abor~a R do p ~al quo H ' R * O para ~odo H o ~ 

Pelo lema 2.10 existem Ao.• Boc. em G tal que p e Ao. , CX ' R) ~ Bet e 

A f1 B =<f>. 
" " 

Agora H ' R ~ q, implica H n B ~ </> , portanto (1) e CG) 

" 
s~o satisreitos. 

Agora seja ex :fixo. o :$ C( 
+ <K , usando o principio indução 

finita, pode-se mostrar que toda int.erseç~o finita de elementos de 

vazia. C Par a provar ist.o, use a 

primeira parte de (1) " (G) ). Enl.~o <X / O ::$; et < 
" 

uma 

. + + 
:free-sequence de compr~ment.o K porque para qualquer ~ C K t..em-se 
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Corol.rio 2.12 -S. X é compacto • TCX) > K. entXo X tem uma 

K+. tree-sequence de comprimen~o 

Os resul lados 2. g a 2.12 pode ser resumidos como segue: 

Teorema 2.13- CArhangel' skii) [1Q71l 

Para X compacto. t.CX) = FCX) 

onde FCX) = sup (~ / X t.em uma rree-sequence de comprimento XJ + H
0

• 

Teorema 2.14- CArhangel' skii) Para X compacto, t.CX) ~ s(X) 

Prova- 8eja sCX) = K. Se t.CX) > K. enl~o por 2.11, X lem uma 

+ 
f'reo-sequence de comprimento K . Mas uma tree-sequence " sempre um 

subconjunto discreto e isto contradiz sCX) = K. 

Exemplo 2.16-

Saja IR a ret.a de Sorgen:frey. ist..o é. a ret..a real com a 

topologia gerada pelos intervalos de ~orma [a~b) onde a.b. & ~-

Consideremos X= ~ x rn com a topologia produto, ent.ão vale: 
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iJ tCX) = H • 
o 

H 

iiJ FCX) = 2 ° 

prova de i) 

sejam C c X e p = Cp
1 
~p 2 ) e C Tomamos a :fanúlia enumerável 

de abertos (A /a e~ , p e A) onde A = [p •P + al x [p2 .p2 + ~J 
Ot + ot ot t 1 

Para cada aberto Ao.. escolhemos um ponto p ot e A 
~ 

n c. se 

p e A ) e temos que p e C e C é enumerável. 
~ o o 

porLan~o ~Cp.X) = N ~ segue que ~CX) = 
o 

prova de ii) 

». 
o 

a diagonal D = (Cy,- y) / y e~) é um subconjunto discreto e 

» 
rachado de X e, por~anto, é uma ~ree-sequence em X de comprimento 2 ° 

exemplo 2.16-

Para cada cardinal inf'ini t.o K. existe um espaço XK com 

Iniciálment..e supomos K regular e escolhemos Xk como o espaço 

cujo suporte é K + 1 com a topologia dada por: 
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i) se a < K enl~o <a> é aberlo 

11) as vizinhanças de K s~o da ~arma C K ' a ) u (k} onde a e K. 

En~ão se A e X ' {K} é ~al que JAI $ K vale que K e Ã logo 

Se o é singular. escol hemos uma sequênci a(O' / ot< c f' a) de 

" 
cardinais regulares com o= sup o C ~eorema 1.4) e pomos 

" ot<cf'a 

Xa =+X o (soma direta), 
oc( CÍ"O' OI 

assim tCXa) = sup 
a<ca 

~CXc ) = 
" 

= o 
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Capitulo III 

Compactiricaç~o de Alexandroff 

Nesta seção estudamos o comport.ament.o dos cardinais 

invariante topológicos na compactificaç~o de Alexandroff (definição 1) 

Teorema 3. 1 - Seja X um espaço topológico localmente 

.. 
compacto, não compact.o e Hausdoff' e X = X U (o:i> o compact.ificado de 

Alexandroff de X. Valem os seguintes resultados: 

.. 
iJ oCX ) = oCXJ 

iiiJ ctcx*J = dCXJ 

i v) hdCX") = hdCX) 

v) LCX) "' Lcx*J = " o 

vi) hLCX.-J = hLCX) 

vi i) 
.. 

cCX J = cCXJ 

" viii) sCX J = sCXJ 

.. 
ix) eCXJ 2: eCX ) = N 

o 
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.. 
Prova de i) oCX ) = oCX) 

Como X é Hausdor~f. ~odo compac~o em X é ~echado • por~an~o a 

.. 
funç~o p: Top ex ) ~ Top CX) X Top (X) definida por p(A) = CA, ~) se A 

ó abert.o c;;.m x* com A ..;;;; X e .,CB) = C,P. B- {cw::i>) SoiiJ B Q complomc;mt..ar do 

compacto em X é injet..iva. Assim o<X*) :$ o(X).o(X) = o(X) por outro 

lado, é claro que oCX) ~ o<X*) pois X c x*. logo o<X*) = oCX). 

Prova de ii) wCX*) = wCX) 

Podemos obt..er uma base a* para x* unindo uma base B de X com 

.. 
um sistema fundamental de vizinhanças ~ do ponto oo em X . 

Ora, cada element..o em 7 é um complementar de compacto em X, e 

os compactos s~o fechados em X. 

Port..ant..o, podemos escolher cy com cardinal menor ou igual ao 

cardinal de alguma base de fechados em X . 

.. 
Dai segue que IB I :$ wCX) e a outra desigualdade é imediata. 



Prova de 111) dCX*) = dCX) 

.. 
A denso em X • A'<~denso em X 

A denso em X • A denso em x* 

Prova de 1v) hdCX*) = hd(X) 

Imediat..a de iii) 

Prova de v) LCX) ~ LCX") = N 
o 

LCX*) = N porque x* é compact..o. 
o 

Prova de vi) hlCX*) = hl(X) 

I medi at..a de v). 

" Prova de vii) cCX ) = c(X) 

" A aberto em X .,. A ' <W abert..o em X. 

* Prova de viii) sCX ) = sCX) 

S discr9t..o em x'* * S ' <co} discret..o em X 

" " Prova de ix) eCX ) ~ eCX ) = N 
o 

Bast..a usar o t..eorema 1.6. 
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Teorema.3.2- seja X o espaço discreto de cardinalidade K e X 
.. 

seu compact.if'icado de Alexandrof'f'. 
.. ' 

X = X U <m>. Valem os seguintes 

resultados: 

i) t..cx*) = "' o 

iD n ex") = .1! 
X o 

iii) xcx") = K 

i v) y<X") = K 

.. 
Prova de i) t..CX ) = N 

o 

Sejam A C X~ oo e A-, A e B C A com JBJ = " . o 
ent..~o oo e S. 

Suponhamos que co fi! B e escolhamos uma vizinhança V do oo 

que não inlarsect.a B. 

Assim x* ' V ~ B . 

.. 
Mas X ' V ó compacto em X e como X t..em a topologia discreta 

isto implica que IX* ' VJ é rinit..o. o que é cont..radiç~o. pois 

x*' v~ a. 
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Prova de ii) n CX*) = N 
~ o 

.. 
Seja A um subconjunto enumerável de X tal que ~ e A ' A Cjá 

vimos em i) que tal A exis~e). 

Como X tem a t..opologia discret..a A = (<a> a e A) é uma 

f'amilia de aber~os em x* e como co e A t..oda vizinhança do co contém 

algum elamen~o de A ê uma local n - base enumerável para oo • 

Se p ~ oo • (<p>) é uma local n - base para p. 

Prova de iii) x(X*) = K 

X lem K conjun~os compac~os, port..anto x* t.em K conjuntos 

aber t.os co. 

Agora, se V á uma vizinhança abert..a do co • somente um número 

rinit.o de vizinhanças do oo contém V. 

Estes dois f'atos junt..os implicam que um sist.ema fundamental 

de vizinhanças do oo tem cardinal maior ou igual a K. 

Prova de iv) ~X*) = K 

·Séjà ~ uma ~amllia de subconjun~os aber~os de x* ~al que 

n 7 = {oo}, 



Seja 'Y c= (X"- O / O e '!'). 

Como n 7 = <«V ent~o U 7 c=X e os membroS de ~s~o compactos 

em X. 

conjunt.os f'ini t.os. Port..ant.o para obter lU cy c I = IX I = K a :f'amilia o/ 

deve satisfazer 171 = K. 

Ist.o dá VJ(oo , X) = K. 

Teorema 3.3- seja X um espaço localmente compacto. não 

compacto e Hausdorf'f' ex* = XuKaV sua compact..if'icaç~o de Alexandrof'f. 

Se existe um subconjunto compacto K de X sat..isf'azendo 

.. 
tCK) = FCX) ent.~o t.CX ) = FCX). 

Prova 

Pelo teorema 2.6 sabemos que para conjuntos compactos 

.. 
t.CX)=FCX) • logo basta mostrar que FCX ) = FCK). 
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• 

Séja a 
, .. = (xa / O S a < ~ uma fre-sequence em X , suponhamos 

que exi st.e a < (} tal que " r 
= 00. 

Como o é frea-sequence. existe uma vizinhança V do oo tal que 

V () (x / a " <>) = q,, 
n " .. 

Mas <«V n~o é aberto, portanto V deve conter um ponto p e X , 

p ;I! 00. 

Fazendo y = H se a ~ o e y = p obtemos uma free-sequence 
" " r 

a' = (y , OS a< ~)em X. Por~an~o FCX") S FCX) = FCK). 
" 

i i) FCK) .::; FCX*). 

Seja u uma ~r~e-sequence em K. Como K é um dos subconjuntos 

.. 
compacto de X , todos os pontos de acumulaç~o de a tem que estar em K. 

" Isto mostra que a também é uma free-sequence em X . 

Exemplo 3.4-

Na demonslraç~o do teorema 3.4 provamos que se X é localmente 
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compacto, na:o compacto e Hausdorff, • e X é sua compactificaça:o de 

• Alexandroff enl~o FCX ) S FCX). 

Damos agora um exemplo de que est.a desigualdade pode ser 

estrita. Seja X • [ 0,1] onde é o primeiro ordinal nllo 

enumerável. 

Pomos em w, a t.opologia discreta, em (0,11 a t..opologia usual 

e em X a topologia produto. 

Assim X é melrizável e localmente compact.o e vale lCXJ = N
0

. 

Por outro lado, se tomarmos para cada a e w
1 

• X = Ca,OJ, 
a 

então (Xa / a < w
1

) é uma f'ree-sequence em X. portant.o FCXJ = N.t. 

.. .. 
Vejamos que t.CX ) = .M

0
• Seja A C X e y E A 'A. 

Escrevemos A = u A n <<ex> X (0,1]) u A n <ex> 

"'""'• 

Ent.~o A C u A n <W x (0,11 u <oi> 

"'""' • 

1~ caso) se y ~ ~ ent.~o existe a t.al que y E A n <X> x [0.1]. 

onde y = Ca,z) • z E [0,11 a exist.e uma sequéncia Cz ) 
n nEW 

11m Ca,zn) = Ca,z) 

"""" 

com 



2~ caso) se y a m entlo o conjunto B=(a / A n {a) x [0,11~~) 

é inrinito. 

Sejam a
1

, a, ..• a , .. e B dois a dois dislinlos. 
2 n 

.. 
O que prova que lCX ) = H , 

o 

Usando o teorema a.6 lemos também que FCX*) = tCX*) = H
0 

• 

.. 
Logo FCX ) < FCX). 

Observação 3. 6- O exemplo acima t.ambém mostra que F nrío é 

monótona. 

Teorema 3. 6- Seja X localmente compact.o. n:Lo compact.o e 

.. 
Hausdor~~ e seja X sua compacti~icaç~o de Alexandre~~. Ent~o 

~ex"> ~ min (hdCX>, sCX>) 
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Prova 

Pelo leo~ema 3.1 obtemos hdCX*) = .. 
hdCX) e sCX ) = 

" " Pelo teorema 2.19 obtemos lCX) ~ sCX ). 

Observação 3.7 

sCX) 

Existam espaços enumerá vais que n:;;(o possuam cornpact.i f' i caygo 

com tíght.ness enumerável. Sobre ist..o ver Malyhín ( 18] " 
Arhangel' skii [.8]. 
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Capitulo 4 

Compactif!caç~o de stone-Cech 

Nesta seç~o analisaremos alguns exemplos de compactificação 

de Stone-Cech (definição 1.8). Para cada espaço X completamente 

regular nos exemplos seguintes, calculamos tCXJ e tC~X) onde ~X denota 

a compactificação de Stone-Cech de X. 

Exemplo 4-

Seja w o primeiro ordinal infinito com a topologia discreta e 

~w seu compactificado de Stone-Cech. 

H 

Então tCwJ = N e tC~wJ = 2 ° 
o 

?ara uma prova deste fato ver Van Mill [141. 

Exemplo 4.2-

H 
seja X = ~ c {0,1} L Definidos por 

$H 
o 

e X #{a/~ = 1) é enumerável. 
a 
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" Consideramos X com a topologia de subespaço de (0.1) 1 

" Vejamos que <o,l} 1 
é a compac~ificaç~o de S~one-Cech de X. 

" i) X é denso em <O.l> ' 

" Seja p um pon~o arbi~rário em (0,1} 1 e seja V uma vizinhança 

elementar de p. Assim A = (a / V ~ {0,1}) é f'init.o. 

" 
ponto x e X dado por xa = = O se or. e N 

< 

Escol hemos um 

'A. Assim 

x e V n X. o que mostra que toda vizinhança de p i nt.er sect.a X, ou 

seja, p e X. Segue que X = {0,1) " • 

i!) Toda função continua f' = X o+ [R se estende a uma função 

" continua f: {0,1} ~ ~~-

Prova-

X é denso em 
w {0,1) 1 e w {o,1} 1 

enumerável Cver Dugundji [7J pg 175). 

t.em um subconj unt..o denso 

Logo, uma coleção de abertos não vazios. 2 a 2 disjunt.os. em 

X é necessariamente enumerável. 

Seja f: X 9 ~ continua 
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Fixemos & > O e seja C um cobrimen~o enumerável de fCX) por 

bolas aber~as em~ de centro em fCX) e raio &.Para cada O e C, ,-'eco 

é um aberto em X. Seja 00 uma familia maximal de "'abertos elemen~ares 

em X'' Cisto é, 
w intersecção de um aberto elementar de <0,1) 1 

_, 
não vazios contidos em f CO). 

Se V = rr V a é t.al que V n X e DO 

a<w 
' 

Note que (a / v " a 
<0,1}) é inf'ini~o, e como 

com X) 

00 é 

enumerável,exceto para um subconjunto enumerável de indices os V que 
a 

aparecem nos V n X e Da serão iguais a {0,1). Por outro lado, como DO 

é maximal t..emos 

YEDO YEDO 

Para cada O f'ixsmos JO o subconjunto enumerável de indices de 

que falamos acima. 

Então TE = u JO é enurnerAvel. Este último conjunto foi obtido para um 
nec 

certo c > o rixado. 
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Agora fazemos E a 1 
u 

• V a 1,2,. "e T '"' T• 
u 

l-ambem é 

enumerável. Ora se per~encem a X e xa = ya Va E T 

enU(o f'CCXa) a( (I)~ = f'CCy) < ), 
a a w i 

is~o é, f' só depende das coordenadas 

em f. Agora estenda f' a (0,1)wi fazendo 

Calculemos agora tC~X) e tCX) 

i) I.C(1X) = N • • 
N 

gCCz ) < ) = 
OI. ot w, fCCx ) < ) 

()I ()I "' 

onde 

• 

2:::) Seja p e (0,1} ' e F f'amilia de todos subconjuntos f'initos de H . 
" I 

N 
Para cada F e W escolhemos XF & <0.1) A tal que 

><-. = p V a E F e ><-. 'I' p V a E N
1 

' F. Dest.a f'orma p E A onde r·,a a r·,Q 

A = (XF , F e IF). 

SeBCA, IBI = N • o 
o conjunto C = <a / 3 x p } é 

()I 

enumer~vel, portanto, se escolhermos q e N 'C, nenhum ponto de B tem • 

Portanto A é tal que p e Ã e nenhum subconjunto enumerAvel B 

de A satisfaz p e B, como (Af = 
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Por outro lado. para que um ponto p e ~ pertença ao ~echo de 

.M 
um conjunto C c <O.l> 1 é suficiente que. para cada vizinhança 

elementar de p exista um ponto de C nesta vizinhança. 

Como o conjunto de vizinhanças elementares de p tem cardinal 

N
1

• t.emos que bast.a que I C I = N
1 

com cada ponto de C contido em uma 

vizinhança elementar de p. 

prova. 

iiJ tCX) = .M 
o 

Assim t.C p. (?XJ s .M 
' 

o que cone! ui a 

Por def'inição de X lemos que x e X ~ <01. / p
01 

= 1) é 

enumerável. 

Seja p e C onde C c X. O caso p e C é trivial. logo supomos 

p fi! c. 

Para moslrar que t.Cp ,X) 

' 
= .M 

o 

subconjunt-o enumerável K de C tal que p e K. 

devemos enconlrar um 

Pomos A. = (a /p =1) A, Q enumerável. Para cada subconjunlo 
' ' 

~iniLo A ds A
1 

sseolhsmos um ponLo xA e C Lal qus ~A.a. = 1 V ~ e A s 

de~inimos: 



enumerável. pois cada ponto em c, tem uma quantidade enumerável de 

coordenadas iguais a 1 e C~ á enumerãvel. 

Para cada subconjunto ~inito A de As U Az escolhemos um ponto 

xA ~ C tal que ~A.a = pAfa V a ~ A Ctal ponto existe porque p e C) e 

definimos C= {x /A c A, U A f A ~inito) e novamente obternosiC I=N. 
2 A 2 2 O 

Agora definimos indutivamente 

= <a / 3 x e Cn-~. 

n 
u A. f A 

\.:z:~\. 

= l) 

~init.o) onde x,. E C é tal que x A,a 

Cada Cn é enumerável, portanto K = ~ C é enumerável 
n 

n=~ 

Seja 

Afirmação: Se x e K. x~ 

= p VaEA A,a 

prova: Se y e K e y~ = 1, como y e C
0 

para algum n, ~deve est.aryem 

A 
1 

e consequentement.e em A. 
n+ 

Falta apenas provar que p E K. 

Seja ~ uma vizinhança elementar de p. 
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B .. (a / lJ' ,. (0,1>> é finito escrevemos B = CB n A) u CB n Ac) . .. 
Sabemos que em B n Ac todas as coordenadas de p s:l'o zero, assim como o 

s~o as coordenadas em 8 n Ac de todos os pontos de K, logo qualque~ 

ponto de K que lenha as mesmas coordenadas que p em B n A estar~ em o/. 

Resta escolher em ponto ~ que satisfaça ~ e K e ~a= pa V a e B nA. 

Como B n A é um subconjunto finito de A. B n A é um subconjunto finito 

de algum dos A
0

, portanto pela construç~o de C
0

, existe um ponto ~ em 

C
0 

satisfazendo ~a = pa V a e B n A e isto mostra que ~ e K n v. logo 

p e K. o que conclui a prova. 

exemplo 4.3-

P d t. 1 ••• • xn. ara ca a na ura n, e.......,_s ... e em espaço satisf'azendo 

t.cx") =>t 
o 

n e t.C~X )=.lt • 
n 

Para n fixo. o espaço ... <0.1) n é a cornpacti.ficaçã:o de Stone 

Cech de Xn n 
= t , ... 

o 

.lt n 
c <o.1> n, onde H e X 4+ < a / H 

A prova é análoga à do exemplo 4.2 
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Capi t.ulo V 

Set.-Tighlness e T-Tight.ness 

Nes~a seç~o de~inimos se~-tightness e T-tighlness e mostramos 

algumas de suas propriedades. 

Quando definimos t.ight.ness, vimos os pontos de aderência de 

cada subconjunto A dê um espaço X, como pontos de aderência de 

subconjuntos pequenos de A 

No caso de set-t.ight.ness, ao invés de chegarmos a cada ponto 

de aderência p de A por meio de subconjuntos pe:quenos de A. vamos 

aproximar este ponto por meio de famílias pequenas de subconjuntos de 

A. 

Agora. se para p e A'-A. tomamos uma :familia CA ) de a aet 

subconjuntos de A com p e 

algum a e Lo 

mas tal que valha também p e A para 
"' 

outros elementos da familia seriam 

"dispensáveis·· nest.a aprox.imáç:llo e ist.o nos levaria de volt.a ao 

conceito de t.ight.ness. logo é natural exigir que p ~A • a e L. 

"' 
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No que segue, se r - (r Q /Q EL) 6 uma f'anúlia de 

subconjuntos de um espaço topológico X. danotaramos: 

Uy=Ur e Uy=Ur 

" " OIEL OIEL 

Definição 6.1 

Seja X um espaço topológico. O set-tightness em um ponto peX 

denotado por t
9

Cp,X) é o menor número cardinal m, tal que sempre que 

p E A~. onde A c x. exisle uma ~amilia y E exp exp A, tal que p E ur 
m 

mas p fi! Uy. 

O set-tightness da X é de~inido por ~ CX) = sup ~ Cp.X); 
s peX s 

alternativamente, também se pode de~inir set-tightness usando o 

conceito de alomic set-tightness. 

Se p e A" ent.lilo o at.omic set.-tight.ness asCp,A) é definido 

po., a Cp,A) = nún < IBI / B c exp CA'-<p})} e p E UB e p <! U B> 
s 

ent.~o t Cp.X) = sup <a Cp.A) / A c X e p e A"} e 
s s 

= sup <t. Cp,X ) / p e X>= sup <a Cp. A"J / p e X e pe A> 
s s 
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Observaça'o 6.2-

O Concei t.o de set.-t.ight.ness foi int.rodu:Zido por Arhangel' 

skii, Isler e Tironi em [3]p onde eles o chamaram de quasi-characler. 

Teorema 5.3 

Para qualquer espaço X, l CX) 5 lCX) 
s 

Prova- Sejam p e X e K = t.Cp.X). Is~o significa que se Yc Xe 

p e Y. existe um subconjunto A de Y tal quepe A e IAI S K. Se 

p e Y e consequenlemente p e A. a familia p ={{a), a e A> satisfaz 

o e expK exp A e p E u r mas p e uy. Isto dá ~scp.X) s K. Sague que 

t CX) S t.CX). 
s 

O conceito de T-tighlness apareceu como consequência do 

seguinte t.eorema. 

Teorema 5. 4- Seja X um espaço topológico e F = (F / Cl.ep) 

"' 
uma fanúlia crescent-e de st..tbconjunt.os !'echados de X sat..isf'azendo 

c f( p) :> t..C X) ? ent.ã:o u F 

"' O<Ep 

é fechado. 
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Prova- Sejam p E UFa 'uFa e K = tCX). Assim existe um 

subconjunto A de UF tal que !AI S K e p E A. Para Cada ponto a E A, 

"' 
escolhemos indicas aa e p tal que a e F a 

a 

Pomos (3 .::;: sup (ot / a e A>. 
a Como K < c!' I p I temos quç, (3 < p 

portanto, como a ramilia F é crescente vale 

e =F~~ A 3 p, o que mostra quepe u F 
. "' otep 

1 ogo UF 
01 

é f' achada. 
CIEp 

Def'iniç~o 5.6-

Se X é um espaço topológico , o T - tightness de X é o menor 

número cardinal inf'ini to m, tal que. sempre que CF ) é 
Clotep 

uma 

sequência crescente de subconjuntos !'achados de X com cf'p >m, também 

u F a é :fechado. 
otep 

Observaç:ão 6. 6 - O conceito de T-Tightness f' oi introduzido 

por I. Juhász em [ 1 Ol. 
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Teorema 5.7- Para qualquer espaço X. vale t CX)~TCX)~~CX) 
s 

Prova i) - TCX) :S tCX) segue da def"iniçã'o 5. 6 e do teorema 

5. 4. 

i i) t. CX) :S TCX). es:t.a prova é uma t.ranscrição de Juhá.sz s 

[103 para est..a prova usamos o lema 5.8 a Cp.a) é sempre um cardinal 
s 

regular. 

prova do lema 

x e Seja B c exp A tal que p e UB e p ~ UB. 

" 
Se x f'osse 

singular ent..~o poderiarnos escrever. 

8 = u < 8 • 
v 

v E cf"~) (ver teorema 1.5) com IBvl < x para lodo v. 

ent..ão, por def'inição, p e UB para y E cf'~. port..ant..o a f'amilia 
y 

ue cf'x) mostraria que a 

cont.radiç:;!o. 

Cp a) 
s 

ct'ot ( "· o que é 

prova de ii - Seja a 
s 

Cp,A:l = x e seja 8 e expu A t..al que 

pe UB mas p ~ UB. Observe que pelo lema 5.8. n é regular. Escreva 

8 = < Ba /a Ex) e para cada a Ex, seja F a= U (B~ / ~ea) 

Mas 

uma 

Ent..ão (F / o E x) é urna sequência crescent..e de conjuntos f'echados. de 

" 
comprimento x = cf'x cujo união n~o é fechada. porque ela não contém 
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p. ConsequenLemenle. Lemos a Cp.a) ~ TCX) 
s 

para todo p e para ~odo A 

em X, portanto t CX) ~ TCX). 
s 

Teorema 5.8- T-Tightness e set-tightness são monótonas. 

Prova: primeiro vejamos que T- Tightness é monótona. 

Seja K= TCX) e seja A um subespaço de X. 

Se CF ~ or. e p é uma família crescente de fechados em A com 
O< 

cf p>K, então pela definição de topologia de subespaço. para cada a. 

fechados em X. 

Assim CR ) é uma familia de 
O<O<<Ep 

Definimos um nova familia de fechados em X, pondo para cada 

a e p. c 
(). 

= u F~, desta forma 

"""' 
C é uma familia crescente de fechados 

O< 

em X e como cf p > K temos que U C é fechado em X. Portanto CCUC )~ 
"' O< 

é fechado em A. Agora 

c u c )nA 
(). 

a<p 

pois 

.,. u c 
O< 

o.<p 
nA=uCuFr? 

a<p ~o. 

crescente. 
A 

Logo U F 
O.<Ep O< 

nA=uF(1n 
(?<p 

é fechado em A. 

Como cfp ) K. isto mostra que T(A.) :::; K, logo T-tightness é monó~ono. 
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Vejamos agora que set-t!ghtness é monótona. Se p e Y" 5 X ent~o 

l Cp, YJ = 
s 

sup. 
peA 
ACY 

sup 
pEA 
ACX 

Teorema 5.9- CJuhász [10JJ 

l C p, X) 
s 

Se X é compac~o Hausdorrr en~ão TCXJ = ~CX). 

Prova: Se TCX) < tCXJ • então pelo Corolário 2.11, X 

con~ém uma rree-sequence S=(p • a e p) com p= TCXJ+. 

"' 
Assim F = 

"' 
é uma sequéncia crescente de 

conjun~os rechados em X. Pelo t.eorema 1. 6. S possui um ponto de 

acumulaç:ã:o completo, mas este ponto não es~á em F = u F 
01

• porque 
O!ep 

I FOI I' I sI para cada a e p. logo F não é rechado. o que é uma 

cont..radiç:ão. 

Observação 5.10- Para condiçaes nas quais valem 
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Caplt.ulo 6 

Espaços Produto 

Nest..a sst.udamos o comport.amsnt..o 

T-tightness e set-tight..ness sob a operaç~o de produto, isto é. se X e 

Y são espaços topológicos, queremos relacionar. 

tCXxY), t CXxY) a TCXxY) com os valores que estes cardinais assumem em 
s 

X e Y. 

Como X e Y s~o homeomorfos a subespaços da XxY e as cardinais 

em questão são monótonos. já sabemos que estes três invariant.es não 

decrescem no produto. 

O problema, portanto, é majorá-los. 

Nos exemplos vistos até aqui estes cardinais coincidem. 

Apresent.amos, nesta seção, dois exemplos dados por I. Juhász, onde 

eles diferem e calculamos tight.ness. T-t.ighlness e set-tight.ness para 

produtos finitos e enumeráveis de cada um destes espaços. 

Inicialmente. vejamos que o produt.o de dois espaços pode 
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aumentar tightness. 

exemplo 6.1 CArhangel'skii [2)) 

"Seja S ~ <O> u ( l / n e m ) compacLo com O como único ponLo 
" 

n~o isolado. Se T é um cardinal arbitrário. damos a T a topologia 

discreta e identificamos todos os pontos de W = ( Ca,o) / a e T ) no 

produto TxS. O espaço quociente de TxS é denotado por V e o elemento 
T 

correspondente a F por o" 
T 

O único ponto não isolado em VT é o; e 

t.CV )~>< . .,. o 

Além disso, IV I = T, V é normal e 
T T 

X(O* .V ))N • portanto .,. .,. o 

V não é rneLrizável. 
T 

E vale l.CVN' 
o 

Em seguida, 

onde 

apresentamos 

c~ " 2 o 

dois t.eoremas que t.êm como 

corolário que. para espaços met.rizáveis X. t CXxY) = t CY) e tCXxY) = 
s s 

tCY) para qualquer espaço Y. 

Apresentamos inicialmente dois teoremas que serão usados nos 

cálculos subsequenLes. 
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Teorema 6.8 

SeX=nX ese 
" 

t.cn x ' 
ctEA' 

01 
~ m para cada AccA com jA' I<N , 

o 

ent.ão t.CX) ~ máx. (IA!,m) 

Prova. SOja p = Cp ) G X Q &Qja Y = X ' {p). 
ct ctEA 

Para que p pertença a~ onda BcY, é suricianta que, para cada 

A'CA com IA' I < N ' tenhamos (p ) E h CB) onde ' n CB) denot.a a 
o ot OI.EA' A' A' 

projeção de B sobre n X 
OI.EA'ct 

Para cada A' ' t.al 

te nx ) , :S m, podemos escolher BA· eX tal que 
" "EA 

e DA·CBA•). Fazendo B = u BA· 
A'CA 

IA·i<N o 

que 

lBA·! < 

< N , 
o 

como 

m e Cp ) 
ct ctEA • 

hmos o>nt.ão quo> pE(I o> IB/ = IV BA·I ~E lBA·! = IA!. m = máx. <IA!,m) 
A'CA A°CA 

IA'I<No jA'\<No 

observaç~o 6.3 

Este teorema aparece em Malihin (103 com enunciado incorre~o. 

Ali tem-se t.CX) = máx <IA!, m) ao invés de t.CX) ::S máx <IA\, m), ist.o 

seria absurdo,pois o valor de m nas hipót.eses pode ser aument.ado 

ar bi tr ar i ament.e. 
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Teorema e.4 CA. Bella) 

Seja <Xa>aeA uma ~amilia de espaços topológicos. Se IA! S me 

para qualquer subconjunto f'inito BcA. Tcnx ) :s; m. 
aeB" 

então TC nx ) :s; m. 
aeAa 

Prova CEsta prova é uma transcriç~o de A. Bella [ô)). 

Sejam X = n 
e<.eA 

X • 
•" 

A* o conjunto de t.odos os subconjunt.os 

• f'ini 'los de A, X = nx e n a projeç~o na'lural de X a X 
B " • " B 

Seja C F ) uma f' ami 1 i a cr escent.e de subconj unt.os f'echados 
ex o..e.p 

de X t.al que c f' p > m. 

Seja x e F. onde F= UFa. 
aep 

Para cada f'amilia crescent.e de subconjun~os f'echados de 

X " n (X) eu cn F ) . como • • • a 
aep 

IA
0

1 n (X) E n CF ). Como • • " B 

v .. 
Lal que a E " • E A • o 

claramente implica que x G 

port.ant.o F é f'echado. 

TCX ) " m. existe um indice " ~al que • • 
,;; m " cf"p > m, en'l~o exist.e um indice " o 

• Agora, lemos n (X) E n CF ) VseA e isto • • a 
o 

F 

" o 

A última af'irmaç~o mos'lra que xeF e 
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exemplo e.6 

Este exemplo f" oi dado por I. Juhá.sz em '( l Ol. 

Aqui apresentamos a demonstraçao feita por ele, com um pouco 

SQja x um cardinal singular, arbi~rário, is~o é, o = cf"x < x 

Vamos cons~ruír um espaço XCx) com um único pon~o n~o isolado 

tal que tCXC><)) = " e TCXC><)) = C. 

O supor te de XC ;e) é x + 1 e ~odos os pontos ri. e x são 

isolados. Para definir as vizinhanças de x. primeiro fixa-se uma 

sequência crescente (x • r e c) de cardinais regulares convergindo 
r 

para at Cque existe pelo t..aorcama 1.6). 

Ent~o um conjunt..o Au <x> ç x+l é uma vizinhança de ;e em XCx) 

somente se existe algum 1-1 e o com a propriedade que 

sempre que v e o ' p. 

Mostremos que t.CXCx)) = ~Cx,XCx)) = x. 

Realmente, se AcX e !AI < " . 1-' 
então exi s~e 1-JEO' com I A I < 

portanto IA n xvl < x para todo v E o ' 1-J , claramente ent.~o ;e ~ A. 
v 
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Mostremos agora que TCX) = Cl. Como r u MOI ) é uma uma 
lc,S., <>EP 

família crescente de fechados em XC~) cuja uni~o n~o é fechada, temos 

que TCX) ~ 0'. 

Em seguida, para mostrar que TCN) :$: r consideramos uma 

sequéncia crescente CF ) de 
01. cxep 

conjunt-os :fechados em XC N) com 

cf p > CY e p :::;: N. 

Se pé singular, tomamos uma sequânc!a (ex / oe cf p) que seja 

" 
co~inal em p. Assim UFa = U Fcx' portanto, sem perda de generalidade. 

" oecfp a.ep 

podemos considerar p regular. 

Se ~ e F para algum or., entã'o F = u F'a; é tri vialment.e 

" 
:fechado, portanto, podemos assumir que )t E F. 

Note que, uma vez que p ~ )t e p é regular, de :fato vale que 

p < )t e port.anl.o p < x- para alguns /-1 e o-. 
I' 

Como par a cada OI. E p, o conjunto F é fechado e 1t !Z F 

" " 
temos que F c é uma vizinhança aberta de 1C, logo, por definição existe 

" 
{3 e O' tal que ( X V 'U E T '- (3. 

" 
Assim. podemos definir. 

para cada aEp. 1J E a pondo J...1 = min < {3 /jF ('l ~ I'- < n V v e a~). 
Ot a a v v 
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Como os F 's s~o crescentes temos que a<a" implica~ $ ~·. 
ex ex " 

(*) Afirmaç~o. ~ / O.EP) é limitada em o. 

" 
Para cada o. e p. 1.1. < o, 

"' 
se fosse sup 1.1. a = O' exi st.i r i a Acp 

exep 

com IAI = a t..al que sup ~ot = O' Cporque O' é regular). 

"'""' 
Como IAI = O' < p e p é regular ent.ão exist..iria (? e p t..al que 

(? > 01. V 01. eA e seria 1-1(3 = o o que é absurdo. 

Isto mostra a afirmação. Portanto, podemos escolher um 

ordinal J..lEO' tal que ~ ~ f-J. e p. $ J..J. Votep. 

"' 
Mas, ent.ão. par a cada veo'-1-1, 

que: 

a r egul ar i da de de 2( implica 
1J 

IFnx I=IU F n H 15 E IF ilH I<H pois p<u Assim IH '-Fel < H V vec '- 1-1 e 
tJ OI. v OI. v v v v v 

a.ep o.ep 

Fc é uma vizinhança aberta de u, o que prova que F é fechado. 

Teorema 6.6 

Seja XCx) a espaço definido no exemplo 6.4. XCH)n e X C~)wcom 

a topologia produto. Valem os seguintes resultados. 
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11) tCXCH)w) = " 
111) TC XC ot) ") = O' 

1 y) TCXCH)w) = O' 

y) L cxc )f) = O' 
s 

yi) t ex (n) n) = " s 

v1D t cxc N:) w, = O' 
s 

n 

Considere Y = ncX - <~J) c XCn)n 
l=1 

• Então )f= cu.n •...• u) E Y. 

Se A c Y e IAI < n. temos que 1n, CAJ I < x e exist.e uma 

vizinhança V de x em X que não intersecta n (A). Logo n e A. 
' 

Isto implica que te n. 

n 
concluimos que tCXCu) ) = u. 

w 
prova de !i) t.CXC:lt) ) = H 

~necomo 

basta usar o teorema 6.1. 

prova de de iii) TCXCu)n) = a 
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Faremos a prova para n = 2, os out.ros casos seguem por 

indução sobre n. 

Seja z CF ) uma familia crescent.e de fechados em XC~) com 
O<O<ep 

p = c!' p > CY e seja F = uFa. 
aep 

Se p > ~, F é f'echado porque t.C X2
J = ~, 

considerar p ~ ~. e como p é regular p < ~-

Consideramos 3 casos: 

1 ogo podemos 

a) se c~.a) e F, para alguns a e ~. ent.ão como {a} é aberto, 

c~.a) E Fí"J(X(~)x{a}) e como TCXC~Jx{a}) = a existe o..ep tal que (2l!,a) e 

F n XC2l!)x{a} e segue que C 2l!,a) E F. 

"' 
b) se C a, :~e)eF para alguns a E ~. então, analogamente ao caso a) 

cone! ui mos que C a • xJ E F () {a}xXC~) para alguns o.. e portanto 
" 

Ca,:~e)eF'. 

c) se C ac, ot) e F, suponhamos que C ot, N..) E F. pois C o out.r o caso é 

t.ri via!). 

ComoCY<p<ot e (x /vea) é uma sequência crescent.e 
u 

convergindo para x, podemos escolher v• e a tal que :~e * > p. 
u 

57 



Como Cx,x) fi! F=<.R • a 
aep 

para cada aep eXiste uma vi2inhança A
01 

de 

x em X tal que A xA nF = ~ C1), assim, para cada 
a a a 

tal que lx 'A I < x V v~ C2). 
u a u 

aep existe • 'V (()' <O' 
a 

A cada a e p estamos associando V E 0'. 
a 

Como p é regular e 

p > C/ ex.i st.e (1 > v•. (1 e a t.al que S = (aep v = (1) tem 
a 

cardinalidade p C!ogo, S é corina! em p). 

De (2) t.emos que lx 'A I < 1t~,· v 'U ~ (1, v a E s." 
" " v 

Calculemos u
0 

' n A
01 

I ora. ~v' n A
01 

= u ~v ' A
01

• e se cada 
or.es aes ae.s: 

l1t ~ I < 1t a regularidade de x implica que 
v OI. v v I>< ""A 

" " aes 
I < " " 

v v 2: {3 

Segue-se que n A é uma vizinhança de 1t em X e C1) implica 
a 

"~ 

que AxA n F = ~ Va e S e como S é coíinal em p, AxA 

" 
ncuF) 

aepa 

AxA é uma vizinhança aberta de Cu.u) que o separa de F. 

= f/>, logo 

Concluimos que Cu,x) ~F. logo F é íechado e ist.o termina a 

prova. 

w prova de i v) TCXC u) ) = o 

basta usar o teorema 6.3 
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prova de v) ~
5
CXCx)) = 

Pelo teorema 6.7 

~ CXC1e)) :::;: TCXCx)) = a 
s 

Mos~remos que t C~.X(1()J > o. 
s 

Seja r E exp exp XC u) com p < a, y = <r • a < p) 
p a 

en~ão para cada aep. e1(iste ~ e a ~al que 
a 

lx '-A I < 1( V v e a '- ~ . 
v a v a 

Como p ( a é regular. sup 1-iCA. = 1-1- < a 

aep 

Assim, se tomamos A = temos que A é uma vizinhança de 1(, 

pois lx '-AI < x V v E a '- ~-
v v 

Como A não in~ersecta Uy, isto prova que 1( e uy. 

Portanto t Cx.XCxJ ~ a. 
s 

prova de vi ~ CXCxJ
0

J = a. 
s 

prova de vii) L CXCK)w) = a 
s 
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exemplo 8.7 (Juhâsz [10]). 

Para cada cardinal x exisLe um espaço X com TCX ) = x e 
M M 

tCX)=N s x a· 

Inicialment.e assumimos que H é regular e definimos Xx 

colocando no conjunLo CRxw)LKp}, a seguinLe Lopologia: 

i) todo ponLo em xxw é isolado. 

ii) uma vizinhança de p é um conjunto da forma CH~oOxCw'n) U (p} onde 

O.EH e new. 

Vale TCX ) = x e t. CX ) = N 
H S H O 

Em seguida, se À é singular, enLão pomos X~ = + (XX/ x < À. x = cf x) 

(soma diret.a) e nest.e caso 

= .. o 
e = À 

1'1. 
o 

bast.a most..rar que 

t. CX ) = N e t.CX ) = TCX ) = x 
S ~ O ~ X 

porque para p = t., t.
5 

ou T vale 

= sup (p(X ), H (À, cf N =H) 
M 

Most.remos enLão que i) t. ex ) = N e !i) t.CX ) = H e iii) TCX ) = N 
S H O H H 
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D t ex J = N 
S X O 

sa pe C'C onde C c ~xw en~ão a familia 

rn = c n CxMn) sat..isfaz P'" ur maliil p c;;; Uy. 

ii) t..CX )= ~ 
~ 

r e exp exp C 

"' 
def'inida por 

Se A c acxw e IAI < ac • lemos que A c Àxw para algum Àeac. logo 

A n cac,~J x w = rp e p e Ã. Portanto t..Cp~ X ) ~ x . 

" 
Agora se tomamos o conjunto B = <~w / aeac ) ent..~o p e B e se B'CB com 

IB'I < x lemos B' c Cac'J..) x w para algum À e ac, logo p E ã• o que 

iiiJ t.. ex J = x 
s " 

Como t..CX ) = ac, lemos TCX ) ~ x. 
~ X 

Por outro lado, a f'anúlia Caxw) é uma f'amilia crescent.e de 

subconjunt..os fechados de X e 
M 

TCXC<t)) ~ x. 

"e" 

U ~w = xxw ngo é fechado, portanto 
aE~ 
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t.eorema 6.9 

Se X" é o espaço dado no exemplo 6. 7 e X~ 

t.opologia produt.o. ent.~o valem os seguint.es result.ados: 

i) t.cx" ) = H .. 
iD ;.ex"' ) = .. .. 
iii) TCX" ) = H .. 
i v) TCXW ) = " .. 
v) t. ex" ) = " s H o 

vi) t. ex"' ) = " s .. o 

prova de i) = .. 

Temos que t.ight.ness 9 mon6t.ono logo ~ 

Por oul.r o 1 a. do. 

prova de ii) ~CXw ) = x 

" 
bast.a usar o l.eorema 6.1. 
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prova de 111) 

Usando o leorema 5.7 e o ralo de que T-lighlness é monólono: 

x ::S: TCX ) 
~ 

prova de i v) 

Analogamenle a iii) oblemos x = TCX J 
~ 

prova de v) tCXn)=.N. 
s " o 

Farei a prova para o caso n = 2. Os oulros casos seguem usando indução 

sobre n. Analisamos separadamente os casos: 

z a) l CCCa,n),p),X) com a Ex , n E w 
s 

b) 

c) 

a) 

2 t. <<p,Ca,n)) .X) 
s 

2 t CCp, p), X ) 

" 

z 
l <<<a.n),p),X) 

s 

com a E x • n e w 

~ , a e x. n e w 
o 

Se C c X
2 

á t..al que ((ot,n) ,p) t C '-. C emt.~o. como {(or.xn)) é 

aberto. na realidade vale que CCa:,n) ,p) e a:xnx{p} n C' o.xnx<p} n C , 
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Mas os pontos em <>xn sl!o 

consequanlemente, l C~nx<p)) = N . 
s o 

isolados, logo t Caxn) 
s = 

Port.ant.o t. CCCa,n),p), X2
) = t. CCCot,n),p),Ob!.nx{p)) :::: N 

s s o 

este caso é análogo ao caso a) 

Seja C c X
2 

tal que Cp,p) e C ' C. 
~ 

N 
o 

Se Cp,p), e C n X x <p> ou se Cp,p) 
~ 

E C n {p} K X novament.e a 
~ 

análise é semelhante à dos casos anteriores. 

e 

2 Vamos supor C c C~xw) . Agora , para cada new consideramos 

c 
n 

2 = c c c~xn) _. e pomos r = <C , neú>). 
n 

Ent.~o r E exp 

"' 
exp e 

Cp, p) " u r = u c c 
n 

2 Cp,p) C xxw) mas E ur = uc = c 
n 

logo 
nEW nEW 

;. CCp,p). x2 ) = .... o que conclui a prova de v). 
s ~ o' 

prova de vi) 

Seja C c Xw tal que p• = Cp,p, ... ,p) • Cp ) E n CC) para 
A 

algum A c w ent.ão, na realidade o problema se reduz a calcular 
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• w 
t Cp , O Y ) onde Y 

s n=• n n 
~ X 

" 
se n e A e Yn = (p} se n E A mas é claro que 

w • t cp . n 
s n=:t 

y ) 
n 

x"') 
" 

w Supomos ent~o C c C~xw) e procedemos como no item c,da prova 

ant.er i or-. 

Pomos para cada n e w , C 
n 

w 
y e exp exp X 

w 
• ., p 

new 

w 
=CriC~Kn) ey= 

p* ,z!" ur = U C c C ri Co>txw)
00 

n 
logo t Cp, Xw ) = N 

s " o nEW 

e isto conclui a prova do teorema 5.7. 

(C / ne..~) Ent.~o 
n 

e t. CX w) = N 
s " o 

Teorema 6. 9 - Para quaisquer dois espaços topológicos X e 

Y, vale: 

Prova. Ponhamos m = ~Y) t (X) 
s 

e seja Cx,y) e C'C onde 

C c XxY. Vamos mostrar que t. CCx.yJ,XxYJ ~ m. Para isto, devemos 
s 

construir urna f'amilia y e exp exp C 
m 

Cx,yJ o:z Uy 

sat.isf'azendo Cx,y) E ur 

Escrevemos C = D u D U D , onde 
• z • 
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D = C n C<x>xD • 
D = C n CX x{y)-) 

2 

D = C ' CC<x>xY) u CXx<y>) J • 
Vamos considerar ~rês casos: 

1~ caso Se Cx,y) E Õ 
• en~~o, porque <x>xY é homeomor~o a Y 

e set.-tightness é monótono, temos que ~ CC) 
s • 

::5 t. CYJ 
s 

e existe uma 

fanúlia r e exp expC onde s = t. CYJ tal que Cx,y) e Uy e Cx,yJ e Uy. 
s • s 

Como t CYJ SX(YJ,Cpelo teorema 6.3 t. CYJ :StCYJ • t.CYJ S X(YJJ s s 

e também y e exp expC. 
m 

2~ caso se Cx,y) e 5 
2 

este caso á inteiramente análogo ao 

1~ caso. 

3~ caso Podemos agora, assumir que C .. D
3

• 

Escolhemos um sistema fundamental de vizinhanças de y, 

CV ) com Para o. fixo, 
"' C<eL 

consideramos Co. = C n CXxV J. 
()( 

Agora x e n~ Co. ' n~ c 
"' 

e existe uma familia 

onde r = t CXJ tal que X e Uy ' mas X e rJi '. s ()( ()( 
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Construimos uma nova fanúlia 

y e exp expC , pondo 
" r " 

= Cy • 

" ' 
x Y) n c 

" 
Temos que Cx,y) ~ •~ -·" 

porque x ~ uy a.' 

Consideramos agora a f'amilia y = ur . 
" otEL 

En~ão y e exp expC e 
m 

Cx,y) ~ uy porque Cx,y) E Uy~ para a algum. 

Falta apenas provar que Cx,y) e uy. Dada uma vizinhança V de 

Cx,y) podemos escolher uma vizinhança elemen~ar V xV de Cx,y) con~ido 
' 2 

em V. 

Como V é uma vizinhança de y, 
2 

existe um indice a tal que 

pois CV ) e um sis~ema fundamen~al de vizinhanças de y. 
ot otEL 

Port..ant..o V xV é uma vizinhança de Cx,y) cont.ida em V. 
' " 

Mostraremos que existe um ponto p com p e CV xV ) n uy. 
' O< 

Observe que, correspondendo a C , tinhamos uma ram1lia y • de 

" " 
subconjun~os de n C sat.isf'azendo x e uy •. Isto signif'ica que cada 

' O< O< 

vizinhança de x int..ersec~a uy • 
O< 

ur . 
O< 

,em particular, 
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Escol hemos um ponto p i c= V in r a' ComoVny' <:nC 
i (lt f.ot 

deve existir p • c 
"' 

e como'yot 

segue que Cp
1

,p
2

) e y e consequentemente Cp .p) E ur. "' ' . 
Logo p = ( p , p ) e (V xV ) n LJy 

i 2 1 Ol 
, o que completa a prova. 

Corolário 6.10 X satisfaz o 1~ axioma 

• 

da 

enumerabilidade Cem par~icular se X é met.rizável), ent.~o para qualquer 

espaço Y t CXxD = t CY), 
s s 

Teorema 6.11 -Para quaisquer dois espaços topológicos, 

t.CXxY) ~ m.in <;t(X) t.CY), X(Y) t.CX)J> 

Ca prova é análoga à do t.eorema 6.9). 

Corolário 6.12 X sat.isf'az o 1~ axioma de 

anumerabilidade, Cem particular se X é metrizável), então para 

qualquer espaço Y vale t..CXxY) = t.CYJ . 
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Observaç:!o 6.12 

Os esLudos do comporlamenLo de tightness sob produto de 

espaços e sobre compactiricaçees estão estreitamente relacionados. Ver 

Ar-hang~l"skii (1J ~ [2:J. 
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Problemas 

M 
1. ~ X Q a compactificaç~o de Alexandroff de X, é verdade 

M 
que tCX ) = tCX) 7 

2. Qual á a relação entre ~CX) e tC~X), onde ~X é a 

compactificação de Stone - Cech de X ? 

3. Existe um espaço X para o qual s(X) < tCX) 7 

4. Existe um espaço X tal que FCX) < tCX) ? 
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