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- Resumo

O pricipal objetivo desta tese é obter resultados de existéncia de solugéo, local e global,
para um modelo que descreve a dindmica do Aedes aegypti. Considerando o Problema de
Cauchy para o modelo correspondente, provamos os resultados pricipais, sobre existéncia
de solugdo local, global e regifo invariante. Para esse objetivo estudamos um operador
parabdlico linear e sua solugio fundamental. O Teorema de existéncia da solucdo local
(Teorema 1) é provado usando o Teorema de Banach do ponto fixo, depois de ter construido
uma contragao apropriada. Em seguida, demostramos que tal solugfo existe para todo ¢ > 0
(Teorema 3), utilizando o fato de que o problema admita uma regido invariante (Teorema
2).

Motivados por esses resultados estudamos fendmenos como invasdes bidlogicas e propagagac
de doengas. Neste trabalho estudamos dois modelos nos quais este comportamento é de
grande relevincla para sua compreensdo. Procuramos solugdes do tipo onda viajante, para
determinar a velocidade minima de propagacio da doenca, ou invasdo. Esta solugio ¢ atra-
tora, portanto a que descreve a dinimica do sistema resultando muito importante.

Na primcira partc das aplicagdcs, cstudamos a dindmica do mosquito Acdes acgypti,
principal vetor transmissor da dengue, um dos grandes problemas da atualidade no Brasil.
A dindmica é modelada por Lucy Tiemi Takahashi utilizando um sistema de duas equagtes
diferenciais parciais de reacao-difusdo acopladas, considerando as fases alada e aquatica do
mosquito. Neste caso determinamos a velocidade de invasido do mosquitc em uma area nao
colonizada. Sugerimos estratégias de controle para evitar o avanco.

Na segunda parte estudamos a dindmica de uma populacio de capivaras, que habitam o
Nordeste Argentino, e as mutucas, insetos portadores do trypanosoma equus, causador do

'+

“mal das cadeiras " nas capivaras, modelada por Silvio Pregnolatto, por meio de um sis-
tema de equagdes diferenciais parciais de reagdo-difusdo. Estudamos o sistema homogéneo,
establecendo a estabilidade dos pontos de equilibrio, discutindo assim, possibilidade de con-
trole da epidemia.

Este modelo é um modelo protétipo de transmissao por vetor, o que amplia seu interesse

valorizando os calculos aqui realizados, pois poderia se aplicar a outras doengas com essas
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caracteristicas. Em ambos os casos determinamos a velocidade de propagacio emn funcao dos
parametros do modelo, apresentamos graficos descritivos dos fendmenos utilizando métodos

computacionais.
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Abstract

The aim of this work is to obtain results for existence of solution, local and global, for
a model describing the dynamies of the Aedes aegypti. We consider the Cauchy Problem
for the correspondent model, and we prove the existence results, for local solution, global
solution and invariant region. For this purpose we study a linear parabolic operator and
his fundamental solution. The local existenee {Theorem 1) is proved using the Fixed Point
Banach Theorem, constructing an appropiate contraction. Then we show that the solution
exists for all ¢ > 0 (Theorem 3), using the fact that the problem admits a invariant region
(Theorem 2).

In view of these results we estudy biological phenomenons like invasions and disease
propagation. In this work we study two models where this hehaviour is important its under-
standing. We seek waves travelling solutions to determine the minimum velocity of disease
propagation or invasion. This is an attract solution describing the dynamics of the system.

In the first part of the applications we study the dinamic of the Aedes aegypti insect,
principal cause of dengue transmition, an actual problem for Brasil. The dynamic is mode-
lated by Lucy Tiemi Takahashi using a system of two coupled equations of reaction-diffusion
type, considering the mosquito fases, wing and aquatic. In this case we determin the inva-
sion velocity of the insect in a not colonized area. We suggest control strategy to avoid the
advance of the disease.

In the second part we study the dynamic of a population of capybara, who inhabits the
northeast of Argentina, and the “mutucas ” insect portador of Trypanosoma equus, wich

i

causes “mal das cadeiras ” in capybaras, modeleded by Silvio Pregnolatto, by a semilinear
system of reaction difusion partial diferential equations. We study the homogenous system,
we stablish the equlivria points and propose controls possibilites.

This model is a prototype model and can be applicated to other diseass with the same
characteristics. In the two cases considered we determin the propagation velocity as a func-

tion of the model parameters, and show graphics using computacional methods.
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Capitulo 1

Introducao

Os principais objetivos desta tese sao os seguintes:

1) Obter resultados de existéncia local e global para um modelo que descreve a
dindmica do mosquito Aedes agypti, mosquito transmisor da dengue no Brasil.

2) Estudar a solugdo tipo onda viajante deste modelo, pois determina a velocidade
minima de invasio do mosquito em uma area nio colonizada.

3) Estudar a solugio tipo onda viajante para um modelo que descreve o mal das
cadeiras nas capivaras que habitam numa regifio do nordeste de Argentina. Neste modelo
a propagacio estudada é da doenca.

A tese estd organizada da seguinte maneira: No Capitulo 3 estudamos a existéncia
de solugoes nao negativas para um tipo de modelo de reagdo-difusao para, nos capftulos
seguintes, estudar solugbes particulares de significado bioldgicos em um modelo para
invasao do mosquito Aedes aegypti e outro para o mal das cadeiras em capivaras.

Nesse capitulo consideramos o Problema de Cauchy para o modelo correspondente e
provamos os nossos resultados principais: Teoremas 1, 2, 3, (citados na pag 13). Para estes
objetivos precisamos estudar um operador parabédlico linear e sua solug@o fundamental.
O teorema de existéncia da solucdio local (Teorema 1) é provado usando o Teorema de
Banach do ponto fixo, depois de ter construido uma contragdo apropriada. Em seguida,
demonstramos que tal solugdo existe para todo ¢ > 0 (Teorema 3), utilizando o fato que
o problema admita uma regido invariante (Teorema 2).

Motivados pelos resultados do Capitulo 3, no Capitulo 4 estudamos aplicagbes, no
problema de muito interesse atual, & propagacdo do mosquito Aedes aegypti, transmisor
da dengue. A ferramenta matemadtica para descrever este fendmeno séo as solugdes ondas
viajantes. Esta solucédo da a forma e velocidade da invasio, pois a solugio com velocidade
minima descreve a dindmica do sistema, pelo fato de ser atratora. Apresenta-se aqui um
problema de calculo no ponto de equilibrio nao trivial, por isso, nas simulacOes ntimericas,
devemos ter em conta os autovalores das variedades que existem ligando os pontos. Este
método geométrico foi proposto em [9] e [10]. Também pode-se realizar simulagdes com o
Software XPPAUT, no diagrama de fase, até encontrar a trajetéria, como fizemos neste
trabalho.



No capftulo 5 estudamos um modelo proposto por Silvio Pregnolatto [6]. Estudamos
a existéncia de solugdes do tipo ondas viajantes, que bioldgicamente significam uma
propagacao da doenca em capivaras. Aqui ndo se podem fazer, de forma geral, todas
as contas no ponto de equilibrio nfo trivial, no qual as quatro populagdes coexistem,
devido a dificuldades na matriz de posto 6. Mas para parimetros de interesse bioldgico
pode-se fazer os célculos especificos. Apresentamos também um modelo simplificado, cuja
simplicidade permite-nos fazer todos os cdlculos analiticos, mas perdemos as solugdes
oscilantes, pois uma das populagbes oscila em torno do zero, ¢ nao podemos permitir
valores negativos.



Capitulo 2

Consideracoes histéricas e modelos
recentes

Neste trabalho estudamos modelos biolégicos que nos permitem propor estratégias de
controle para a propagacio de doengas ou invasio de espéeies bioldgicas ndo desejadas
numa determinada drea. A forma geral destes modelos € dada pela equagdo:

ou

at

A funcao vetorial U, que representa a densidade de individuos de cada espécie (ou
classe dentro da espéeie), depende do tempo ¢ e da posigio na regido z.

A primeira parcela da direita descreve a dindmica de mobilidade por difusao e trans-
porte da espécie. O coeficente de difusdo é dado pela matriz D(z, ), que geralmente é
diagonal, caracterizando auséncia de difus@o cruzada. Um exemplo onde ocorre difusio
cruzada é dado em [1], e um modelo presa-predador, ocorrendo na regido onde convivern
presa e predador. Isto se deve 4 caracteristica da situacao de presa-predador, pois a presa
tenta escapar e o predador pegd-la. Este tipo de difusdo cruzada raramente aparece na
literatura. O transporte, dado pelo coeficiente v(z,t), € 0 movimento que nio é préprio
4 espécie. sendo causado por algum agente externo.

Na segunda parcela encontramos a dinimica vital das espécies. Nela encontramos,
por exemplo, entre outros: a natalidade, mortalidade, predacio ou morte por agentes
externos, aumento de uma populagio infetada por contdgio, assim como a capacidade de
suporte do meio.

Fisher, em 1937 [2], propds um modelo do tipo (2.0.1) para estudar a disseminagao de
um gene em uma populacio. Esse modelo foi construido em dimensio 1, com a varidvel
u para populagio do gene. O coeficiente de difusiio era constante. Nio considerava o
termo de transporte, ou seja v{z,t) = 0 . A dindmica populacional era logfstica, ou seja,
modelada por equagio onde F' é dada por:

= V.(D{z,t)VU —v{z, t)U) + F(z,t,U). (2.0.1)

F(z,t,u) = r (l - %) %, (2.0.2)

onde o crescimento intrinseco € variavel sendo dado por r (1 — f), sendo zero quando u

4



atingir o valor &k, constante esta que representa a capacidade de suporte do meio e r é a
taxa de reproducdo per capita. Esta limitacio ocorre dada, por exemplo, por restrigbes
de espaco, em presenga de meio ndo propicio para o desevolvimento da espécie, pela falta
de alimento e pelo controle bioldgico. Na transmissio de infeccdes, a limitagio pode ser
dada pela quantidade de suscetiveis.

A equacgdo fica neste caso da seguinte forma:

2
%tﬁ - Dg—;; +r(1- %) . (2.0.3)

Esta equacdo, conhecida como Equacio de Fisher, apresenta uma solugio particular
chamada onda viajante que se caracteriza por manter sua forma inalterada no decorrer
do tempo e por ser a velocidade de propagac@o constante, denotada por ¢. Esta onda,
vista por um observador movimentando-se a velocidade ¢, parecerd estaciondria [1]. A
representacio matematica deste conceito € procurar solugdes da forma:

u(z,t) = u(z),

(2.0.4)
z = r—ct
Considerando {2.0.4) e a seguinte adimensionalizac¢do:
uwo= u/k
tr = rt
LAY
T (d) ’
a equagio (2.0.3) se transforma na seguinte equacdo diferencial ordindria:
du du
— +c—+ (1 — = 0. 2.0.
o cdz—i-( u) U 0 (2.0.5)

A equacio de Fisher, assim como as solugbes do tipo onda viajante, foram amplamente
estudadas por Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov em 1937 [3]. Esta equagio admite
solucdio do tipo onda viajante que liga os pontos de equilibrio u = 1 e u = 0 para todo
¢ > 2. Para ¢, = 2 a solugiio é estdvel, tornando-se atratora. Kolmogorov et al.
provaram que se u{z,0) tem suporte compacto:

u(z,0) = uo(z) 2 0;
up{z) =1sexr <xy
UQ(:E)=086 :‘EZJ:Z

entdo a solucdo evolui para a frente de onda viajante de velocidade ¢ = 2. Esta solucéo
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significa, biologicamente, uma invasio da populagio em uma 4rea antes ndo colonizada
pela espécie, até atingir a capacidade de suporte.

Estes fenbmenos de invasio, assim como as ondas viajantes em contextos biolégicos,
quimicos e outros, tém sido amplamente aplicados a partir do trabalho de Kolmogorov,
Petrovsky e Piskunov [3]. Como exemplos podemos citar: ondas de perseguigiio e fuga em
sistemas presa-predador; bandas de ondas viajantes de concentragdes quimicas na reagao
Belousov-Zhabotinskii; as equagdes de FitzHugh-Nagumo, estudadas amplamente, como
um modelo qualitativo para tramissio de impulsos nervosos [4]; dois modelos sobre a
propagacao da raiva em raposa no continente Europeu, fendmeno que durou 40 anos
aproximadamente. Estes dois Gitimos modelos sdo importantes para nosso trabalho e por
isso apresentamos aqui, brevemente, alguns detalhes.

No primeiro destes trabalhos [7] é estudado um modelo simples de propagagio e
controle da raiva. Nele é discutido um modelo baseado na hipétese de que a migracao de
raposas contagiadas com raiva determinam a dindmica. Foram determinadas condigdes
quantitativas para a propagacao da onda, sendo obtida uma férmula para sua velocidade
em funcdo dos pardmetros relevantes.

Neste modelo fol considerado:

i) O virus da raiva estd contido na saliva de uma raposa infectada e é transmitido por
mordida. Ou seja, 0 encontro entre raposa suscetivel e infetada resulta em raposa infetada.
Isto é importante pois o modelo ¢ de tramissao por contacto direta, diferente daguele
que nos iremos trabalhar no préoximo capitulo que é de transmsissdao por vetor.

ii} A taxa de mortalidade de raposas sucetiveis no perfodo de um ano é considerada
desprezivel comparada com a taxa de mortalidade por contigio.

iii) Raposas sdo animals territoriais, dividindo a zona que ocupam em territérios néo
superpostos, ndo apresentando, assim, caracteristicas de difusao .

iii) A raiva é invariavelmente mortal em raposas, ou seja, néo existe a possibilidade
de voltarem a ser suscetiveis.

iv) Se o virus da raiva entra no sistema periférico, as raposas se tornam agressivas,
perdendo o sentido de direcio e territério. (difusio em raposas infectadas).

Considerando esses itens o modelo é o seguinte:

a8
= = —KSI,
a1 21

onde:

S = Densidade populacional de Raposas Suscetiveis,
I = Densidade populacional de Raposas Infectadas.

A constante K é a taxa de contdgio, a constante D é a constante de difusdo das
raposas infectadas e a constante u. a taxa de mortalidade por infecgao das raposas.

A velocidade de propagacdo é calculada nesse trabalho [7], em fungio dos pardmetros



do modelo, sendo:
¢=2[D(KS;— p).

A consequéncia de usar um modelo simples é que a frente de onda dos infectados
passa 50 uma vez por um determinado lugar. A carateristica que apresenta o fendomeno
na realidade é de peridicidade, tendo frequentemente um novo surgimento da epidemia.
Para melhorar isto, em [8] fol utilizado um modelo mais complexo que considera a re-
cuperacao dos suscetivels depois da passagem da frente de epidemia. Esta recuperacio
ocorre obedecendo a um crescimento logistico:

(a—b)(1 - N/K)S,

onde a € a taxa de natalidade e b, a taxa de mortalidade.

Isto permite frentes de infecces ciclicas. Foram incluides no trabalho citado 8], os
removiveis, B. O modelo ficou da seguinte forma:

%% = (a—b){1— N/K)S — 8RS,

%t{ — BRS— ol — b+ (a—bN/K]I,

oR &R .

"é"t-- m D“é“:zf"—Q-TGI—EbT(a—b)N/KjR*CZR

onde N=S+T+R

Devido a dificuldade do modelo, é calculada a velocidade em fungio dos parametros
mediante equacdes iustradas por grificos, utilizando tabelas de valores reais. A solugéo
numérica é um importante resultado deste trabalho, pois permite estudar o comporta-
mento da propagacao de raiva através do modelo.

Concluindo, nesses dois trabalhos, em 1985 e 1986, foram analisadas as ondas via-
jantes em um modelo de {ransmissdo direta, primeiro um modelo simples e depois
o geral. Nés analisamos um modelo protétipo, proposto por Silvio Pregnolatto em [6],
de transmissao por wvetor, que foi feito para estudar uma doenca das capivarias que
habitam uma regido do nordeste Argentino: o mal das cadeiras que é transmitido por um
inseto hematéfago conhecido por mutuca.

Consideram-se no modelo os seguintes fatos:

i) Uma capivara sadia se torna infetada quando é picada por um inseto portador do
protozoaro causador do mal.

ii) Um inseto ndo portador, se torna portador quando pica uma capivara infetada.
Estes dois itens caracterizam a transmissdo por vetor.

iii) Considera-se a difusdo nas quatro espécies, assim como a advecgdo. A difuséo
para insetos portadores e nao portadores é a mesma.

iv) A dindmica vital é dada, tanto nos insetos como nas capivaras, por una fungao
logistica.



O modelo de Silvio Pregnolatto [6] é o seguinte:

95 | eAS—div(V S)+2s8 [1- 2L _g8P — 05 (2.0.6)
ot K

oI

"é"t“ = Al + 3 SP —o ] —~I (2.0.7)
N ——p

—C?“‘“ == (INAN—d’iU(W N)+AN(N+ P) (1— P+N) “ﬁgNI—-GNN(Q.O.S)

2
apP o
vl anAP — div(W N) + NI — opP. {2.0.9)

S = Densidade populacional de Capivaras Sadias

I = Densidade populacional de Capivaras Infetadas

N = Densidade populacional de Insetos Nao portadores
P = Densidade populacional de Insetos Portadores.

Onde ag,qr e oy sdo os coeﬁczentes de difusio das capivaras sadlas, infectadas e

dos ingetos, respectivamente. V é o trasporte para as capivaras e W para 0s insetos.
As € Ay s@o as taxas de reproducdo para capivaras e insetos respectivamente. 55 e 55
sd0 as taxas de transmissao da doenca. ¢s,07,0n5 € 0p S80 as taxas de mortalidade das
capivaras sadias e infetadas, e dos insetos ndo portadores e portadores, respetivamente.
~ é a morte por doenga nas capivaras infectadas.

No capitulo 5, estudamos o modelo geral (2.0.6—2.0.9), em dimensdo 1, que apresenta
solugdes que refletem o fendémeno real. Encontramos, mediante graficos, relagdes que nos
permitem estimar a velocidade de propagagdo da doenca em fung@o dos pardmetros do
modelo. A solugdo numérica da propagacio para os dois compartimentos de capivaras
(infetada e sadias) e insetos {portadores e ndo-portadores) é também apresentada em
grificos. Calculamos os pontos de estabilidade, chegando ao seguinte Controle de Epi-
demia dependente das capacidades de suporte das espécies:

{v+o1jon

0-20-2) 06 &

Assim as capacidades de suporte ficam estimadas em funcio dos pardmetros essenciais.
Podemos diminuir a capacidade de suporte do meio para os insetos e para as capivaras
por vacinagio.

Apresetamos depois o estudo das ondas viajantes utilizando um modelo simplificado,
o qual foi estudado antes que o modelo geral em [11]:

K Ko <




as S+1

5 = AsS (1 - 7{7) — 48P (2.0.10)
ol

5 = BSP—ol—nl (2.0.11)
N ,

%t— = onAN+ Ay (N + P) (1 _PxN ) — B NI (2.0.12)
P

Nao temos neste modelo o transporte, nem a difusdo das capivaras, pois é relativa-
mente menor frente 3 difusio dos insetos. Consideramos a morte das capivaras infectadas,
somente como decorrente da enfermidade.

No capitulo 4 também aplicamos o conceito de ondas viajantes para analisar a possivel
invasdo do mosquito da dengue, colonizando uma 4rea ndo infetada. O modelo proposto
em [9] e [10] e nos encontros do grupo de trabalho EPIFISMA foi o seguinte:

oM o oM s
0A A

M = Deunsidade populacional de mosquitos na fase alada
A = Densidade populacional de mosquitos na fase aquatica.

Trabalhamos aqui com a fase alada (Mosquito), primeira equacdo (2.0.14), e com a
fase aquética {ovo, larva e pupa), numa Gnica equagdo, a segunda, {2.0.15). Obteve-
se neste caso também a velocidade de colonizagdo do inseto mediante uma equagao e
realizamos graficos interpretativos, para pardmetros reais fornecidos por [13]. Propomos
estratégias de controle da invasao.

O método geral usado nos capitulos 4 € 5 é a partir do modelo e adimensionalizé-lo
para diminuir a quantidade de pardmetros e assim ter melhor controle dos resultados
obtidos. Depois, analisar os pontos criticos (solugbes que ndo variam no espago e no
tempo), e a estabilidade destes pontos. Se um ponto € instdvel, uma perturbacio pode
permitir uma mudanca de estado tendendo ao ponto estdvel. Determinamos, assim,
condicdes bioldgicas para que isto aconteca. KEste fendmeno pode se dar em forma de
onda viajante.

Estudamos as condicdes analiticas para que exista soluc@o do tipo onda viajante. Isto
vai depender das variedades estdveis ou instdveis em cada ponto para a existéncia de uma
trajetdria que ligue dois pontos criticos. A andlise se faz através da linearizagio do sistema
de EDO de primeira ordem associado & equacio de ondas viajantes. Determina-se com
isto a velocidade de propagacao da frente de onda. Utilizam-se Softwares computacionais
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como Matlab e XPPAUT para testar e ilustrar estes resultados. Determina-se a influéncia
dos pardmetros fundamentais na propagacdo da doenga ou da invasdo dependendo do
modelo.
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Capitulo 3

Resultados de existéncia de solucao
para um sistema parabdlico
semilinear descrevendo a dinamica
do mosquito Aedes aegypti

3.1 O Problema de Cauchy

Neste capitulo estudamos primeiro a existéncia de solug¢io ndo negativa para o seguinte
Problema de Cauchy para a dindmica da populagao do mosquito Aedes aegypti, transmisor
da Dengue,

aM:DazM—w aM—%—’yA(l—mA{)mmM, zeR, t>0,

ot oz %, ky
(3.1.1)
GA A
EZT(L—E)M‘WA—’YA’ z€eR, >0,
M0, z) = My(z) rzeR
(3.1.2)

A0, z) = Aolz) zeERN

Esta ¢ uma equacdo de Reagao-Difusdo aplicada para a densidade M do mosquito
(fase alada), acoplada a uma equagio para a densidade A da fase aqudtica {ovo, larva
e pupa), sendo Ao, My € C§°, as populagdes iniciais, D é o coeficente de difusdo do
mosquito e v o transporte, que é considerado s6 na fase alada (o transporte da larva pode
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se entender assim, pois teremos novos mosquitos onde a larva for depositada). Nas duas
equacoes temos uma dindmica vital ndo linear, onde pu; é a taxa de mortalidade na fase
alada, e ps é a taxa de mortalidade na fase aqudtica, k; capacidade de suporte do meio
para o mosquito na fase alada e k» na fase aqudtica, v taxa de passagem entre as fases,
r a taxa de oviposi¢ao.

Adimensionalizagao

Adimensionalizamos o sistema (3.1.1) e (3.1.2), com a seguinte mudanca de varidveis,
considerando no tempo o pardmetro de oviposigdo e no espago a difusio do mosquito:

® __ ® .. A * __ M
=i, A = et M =%
/-"T:EL: #;zﬂ 7*=17
(3.1.3)
T* == z . pt = v km.}:’l_
/D /D /r kz

Mg (z) = Mo(@)/k1, Aj{z) = Aol(z)/ks-

Modelo adimensionalizado

O sistema adimensionalizado, retirando os asteriscos para facilitar a notagdo, tem a
seguinte forma:

2
oM _OM _ M v,

% "o Vg TpAU oM -mM, zeR, 1>0.

(3.1.4)
A

5 = k(- A M= A 94, z &R, t>0.

M(0,z) = My(z), r e R
(3.1.5)
A0, z) = Aglx), z € R.

O interesse de solucdo ndo negativa € devido ao fato de considerar, nos capitulos
posteriores, populactes bioldgicas, o que implica na nfo negatividade.
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3.2 Os resultados Principais

Consideremos o seguinte espago de Banach, B = BC x B(C onde BC = {fun¢des
sobre R, uniformemente continuas e limitadas}. Provamos neste capitulo os seguintes
teoremas:

Teorema 1: Para todo Ao, My € C3°(R) existe fo = to(Mp, Ao) > 0 tal que o Prob-
lema de Cauchy (3.1.4) e (3.1.5) tem solugdo tinica em C([0,o]; B).

Teorema 1’ Para todoAg, Mp € C%([a, b)), a < b, Ag(a) = Ae(b) = Myla) = My(b) =
0, existe ty = to{ Moy, Ao) > 0 tal que o problema:

M M
8811;!" =%x2 Hja&x 4«%.4(1 - M)y —-uM, z€lab, t>0.

(3.2.6)
0A i
ﬂé%—mk(l—A)M—ggA—'yA, z € la, b, t>0.
M0, z) = My{x), z € [e,b].
(3.2.7)
A{0,z) = Ap(z), =z € [a,b).
M(a,t) = M(b,t) = Ao, t) = A(b,t) =0
tem solugdo dnica em C([0,%],Y") onde
Y=0xQ,eQ:={u ! u € Lyg(lab]) e ula)=uld)=0}
Teorema 2: Definimos o retingulo:
S={(MA):0<M<a,0<A<B}, (3.2.8)

13



ondea>1efd>1

Entdo X é invariante para o sistema (3.2.6) e (3.2.7).

Teorema 3: Sejam (Mo, Ao} € 02, My > 0, Ay > 0, entdo a solucdo local (M, A)
obtida no Teorema 1’ existe paratodot >0e M >0, A > 0.
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3.3 Preliminares

3.3.1 Grupos de simetrias de equacoes diferenciais

Apresentamos aqui alguns detalbes relacionados a grupos de simetria de equagbes
diferenciais, vide Olver [24] para mais detalhes relacionados.

Seja f: X U X~R, U~Rle
u= f(.’L') = (flﬁ"")fq)a Tr= (:Elv'--axp)

Denotamos as derivadas de ordem % por:

@ e - akfa(;z;)
U =01"0) = g g

onde J = {J1,j2: - Jk) € k-upla ndo ordenada, 1 < jry <p,a=1,...,q.

Consideramos U como um espago Euclidiano cujas coordenadas sdo u5, derivadas de
multiplicidade &, e consideramos

U = U x Uy X ... x U,

Denotamos por u um ponto de U®),
Definicao: Dada u = f(z}, f: X — U definimos a n-esima prolongacio

pri f(z) s X — U™

privf(a) =u®™, g =af%(z)

Se M c X xUtemos M™ =M xU; x ... x U,
Definicao: Seja M C X x U aberto e v um campo de vetores sobre M, com seu grupo

(local) a um pardmetro correspondente exp(ev). A n-ésima prolongacio de v, denotada
prMvy, ¢ um vetor em M, e definido pelo gerador infinitesimal da correspondente

prolongacio do grupo a wm parimetro pri™lezp(ev)], ou seja:

d i 1
pr(n)vi(s:,u(“)) = ‘&Efamop’rn[eﬂip(w)] (.T:, u( })

15



para cada (z,u"™) € M®

Teorema (A férmula geral de prolongacgdo): Seja

v_zgza:u Z%ﬂi’ug“

um campo vetorial definido em um subconjunto aberto M C X x U. A n-ésima pro-
longacio de v é o campo vetorial

q
G
prv=v+) 3 e u)ge

=l F

definida no espago correspondente M ¢ X x U™ 4 segunda soma sob todos os multi-
indices J = (Ji, .., Jr), com 1 < jp <p, 1 <k < n, onde:

¢a(z,u™) = Dy (4o Zfﬁ z +Zauh,

=1

a _, ou® o _&”ag
cont u; == Fo euJ},;— T

Definigao (Posto maximal): Um sistema de equagdes diferenciais

Az, u™) =0, v=1,.,1

se diz que é de posto maximal se a matriz jacobiana:

/86, a5,
Jﬁ(xf'u’( )) = (axw 5’31;&)
J

de A em relacéo As varidveis (z,u"™) é de posto | sempre quando A(z,u'™) = 0.

Teorema: Seja

Az, u™) =0, v=1,...1,

uin sistema de equagoes diferenciais de posto maximal sobre M C X xU. Se G é o grupo
local de transformagoes atuando em M, e

VA (z,u™)] =0, v=1,..,1, sempre que A(z,u™) =0,

para cada gerador infinitesimal v de G, entdo G € o grupo de simetria do sistema.
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3.3.2 Integrais improprias

Apresentamos brevemente alguns fatos bdsicos relacionados com as propriedades de
integrais improprias que iremos usar.

Defini¢ao: Seja (o, x) uma fungio definida e continua para @ € |a, b] ¢ para todo
z € R. Seja

/mqnmxmx (3.3.9)

— 0

convergente Ya € [a,b]. Dizemos que (3.3.9) ¢ uniformemente convergente em relacio a
o € la,b], se Ve > 0 3 N(e) tal que a desigualdade p > N{¢) implica na desigualdade:

+ ;fmp‘lf(a,:z:)d:cJ <€, Vo € [a,b). (3.3.10)

v —o0

{/:3 (o, xydx

Teorema A: Se (3.3.9) for uniformemente convergente em relagao a o € [, b] entdo
a funcado

@@:/ ¥(a, 7)dz (3.3.11)

é continua em [a,b].

Teorema B (Critério de Weierstrass): Se existir uma fungio h(z) tal que
10 (e, z)| < h(z), Yo € [a,b] e a integral

Izm@@

é convergente, entdo 4 integral (3.3.9) é uniformemente convergente para « € [a, b}
Teorema C: Seja:
(i) ¥(a,z) definidaem Q:a < a<h —oo <z < +oo.
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(ii) & e C().

(iti) [° %§2dz é uniformemente convergente em relagio a o € [a, 5] .

Entdo a fungio ©{a) definida em (3.3.11) é diferencidvel em [a,b] e

& a) = /;: -gfg(a, z)dz. (3.3.12)

Para as provas destes resultados vide [23].

3.3.3 Regiao invariante

Os seguintes teoremas e definicdes de [18] s3o utilizados para a existéncia global de
solugao do sistema:

M, A) _ (M, A) | OM,A)

at dx? dx

onde as matrizes D e N s@o diagonais.

1 0°

N:(“O'” 3)@Fm(f 7).

+ F((M, A),1), (3.3.13)

Definigao: Um subconjunto fechado £ < R? ¢ chamado (positivamente) invariante
para a solugdo local de (3.3.13), se cada solugiio (M, A) pertenecendo a um espago de
Banach admissfvel, tendo as condigdes iniciais e de fronteira em I, sastifaz (M. 4) € £,
Yz € ReVte&[0,6),0 >0 (vide [18], pag.199).

Definicao: A funcéo suave G : i® — R & chamada quaseconvexa em v se sempre
que dG,(n) = 0 entdo d*G,(n,n) = 0.

Vamos considerar ¥ como interseccao de semiplanos:

18



Y= ﬁ {vel:Giv) <0}. (3.3.14)

fe=)

Temos também em [18], pag. 200:

Teorema 14.7: Seja ¥ definido por (3.3.14), e suponhamos que para todo t € R e
para todo vg € 8%, as seguintes condigoes se verificam:

(1) dG; em vp é um autovetor a esquerda de D{wvy, z) ¢ M (v, z), para todo z € R.
(2) Se dG; D{vo, ) = pdG;, com p # 0, entdo G; € quaseconvexa.
(3) dG;i(f) < 0 em vy, para todo t > 0.

Entao ¥ ¢é invariante.
Corolario 14.8 , {(Smoller, pag. 202).

Suponhamos que D e N sejam matrizes diagonais. Logo toda regido da forma

Zzn{uazgung,}

F=]

¢ invariante para (3.3.13), se a hipétese {3) do Teorema 14.7 for vilida.

Corolario 14.9, {Smoller , pag.202). Consideramos o sistema (3.3.13) com dados
iniciais up{z), fungbes limitadas, uniformemente continuas em R e tais que tendem a 0
quando [z] — o0. Se o sistema (3.3.13) admitir uma regido invariante & limitada e se
uo(z) € T para todo z € R, entdo a solugdo existe para todo ¢ > 0.
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3.4 Grupo de simetria de uma equacao diferencial de
Difusao-Adveccio

Provaremos nesta subsegdo a seguinte:
Proposicao 1: Dada a equagio diferencial parcial:

Up = 0 Uy — DUy

Entdo o grupo de simetria é:

T t —e(x — bt)%

: uvI— e o)
G (lwet’lw—etu etexp(4a2(1_€t)))
2
Gy : <e%€$, e‘t, e(mf;fe )u)
Gz (z+et,u)
T b t ,

G (:1: + te, t,exp (w-zwme e wte - Z&EE ) u)

Gs: (z,t+¢u)

Gg : (z,t, eu)
Gy {z,t,u+ea(z,t))
onde a(z,t) é solucdo da equagio.
Demonstracio: Neste caso temos u como varidvel dependente e (z,t) varidveis inde-

pendentes, portanto p = 2, g = 1 nas preliminares e A(z,t, u®) = u; — Uz + bu,-
Seja

v={(z,t u) 9 «{-’r(m,t Uy —i—gb(m,t,uj%

campo vetorial em X x U. Determinaremos as funcgdes coeficientes, £,7 e ¢, para que
o correspondente grupo a um pardmetro do vetor v dado por exp(ev) seja o grupo de
simetria da equagao.

Considerando o dltimo Teorema das preliminares 3.3.1, vide Olver [24], temos que:

rOvIA(z, 8 u@)] =0
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onde

a 0

xt il
+9 3:23t+¢ o’

{Z}V =V t zT
pr el i ax:r,

o que resulta na equagao:

th — (I?Qbmm _ bqbz,
ondc por Olver [24] pag 117,

st = (;bz -+ (¢u - é-:c)ux — Tl = fuui — TuUzly,

ét = st - é.iu?: + (éu - TtJUt - guua:ut - Tuuga
" = aw + (2000 — oz )le — Tozlle + (Guw ~ 2pu)US — 2TouUslly ~ Eyp s — Typ2Uy+
+(¢u - Qfx)uzz = 2T Uzt — 3EuUaUny — TulUilUzr — 2TyUzlze.
Substituindo estes trés coeficientes na equacio, e fazendo u; = g, — bu, cada vez que

aparece, e igualando os coeficientes nos monémios correspondentes obtemos a seguinte
tabela de equagoes:

Monémio coeficiente

(1) ug —& + b7 — 20%y + 0% — b0P Ty — BE, + B0, = O
(2) Ugs —Tg b P Tge + 26, — b1y — 27, =0

(3) Uglssr Eu+ a7y — b, =0

(4) 2 ~@uu — 26y ~ b7y =0

(5) u? Suu — b7y =0

(6) Upes 27, =0
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(7) Uium Tuy = 4]
(8) Uglzgsr 27, =10
(9) 1 ¢’t - a2¢m$ + b’?ﬁ’x ={

De (6) temos 7, = 0 ¢ de (8) temos 7, = 0, o que implica que 7 ¢ fungio somente de
t, ou seja T = T(t).

De {3) temos que &, =0 e de {2) temos —73 + 2, =0 = —7p, + 2850 = 0 =

= 0+2,=0=8,=0

Entao £ € linear em z e tem a forma:

&z, t) = sz + o(t).

De {4) obtemos agora que:

qbuu = 0:

entfo ¢ tem a seguinte forma:

oz, t,u) = Bz, tu + afz, t).

Usando (1) temos:

—& + by — 20% Py — b€, = 0,
entdo

1 b
M”Q“thx“?'fft*‘rb?‘t —2,3,—;”“‘57}:0.

Logo 3 é da forma:

1 1, or b @
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Por (9) sabemos que ¢; = a2¢,. — bé., entdo 3 e o sdo solucdes da equacio diferencial,
entao (3 deve sastifazer:

1 9 Trt ng 1 [eF3 b?
TR T " T e T T g T g =Y

o que da trés equagoes:

1
—‘8'557‘&: =0,
Tu
"2 =%
Pt Tt 52
2 — b . .
2 1 T V5 T g 0

destas equagdes temos:

T(t) = a1t2 + agﬁ + as,

o{t) = aqt + as,

B, [ b B i
‘P(t) = ““““'é“‘é‘galt + “225&4 - '2-—2—6!2 —ay } ¢+ ae,

0 que nos da:

b % aq

agmm>t+a6, Qg == —

L % bat:c b2at2
! ! 4a2 402 2

227 T o2 4q?

Logo obtemos 7,£, ¢, para calcular os geradores infinitesimais da algebra de Lie do
grupo de simetrias da equacio diferencial:

T = a1’ + azt + ay

[4]
§=a;t$+—§m+aét+a5

1 a b b b b a1
¢ = { 1 20417 - "é"%.’)? + e s50tT — :1-—5041752 -+ (Ea:; 4a2a2 — ‘“2—) t+ aﬁ} uta(z,t)
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sendo os geradores:

z-bt): ot
Uy = t:):&x -+ t23t + (—'(—"'Z"gémzm - 5) u@u

z b2
Vo = 58;5 -+ t@t - @tuau

¢ a subdlgebra infinita

U = 0z, )0,
a solugao arbitraria da equagao.

Notar que a dlgebra para b= 0 e a = 1 coincide com a dlgebra da equagdo do calor,
como é de se esperar.

Os grupos a um pardmetro gerados por 0s v;, onde exp(ev;(z,t,u)) = (Z,1,4), 530 08
seguintes:

e ( z VT a eap (‘_@;@_))

l—et'l—et 40%(1 — et)
2
Gs: (ez x,e%t, e o )

Gs:{z+etu)

z b t
Gy (;c -+ te, t, exp (—-2—{‘;6 -+ Z&Ete - EEEG ) u)

2z, t+ e, u)

bR

Gs : (z,t, eu)

Go = (z,t,u+ eal(x, 1))
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Podemos utilizar estes grupos de simetria para achar uma outra solugio dada u =
flz,t) solugio da equago.

Por G5 temos que se u = f(z,t) é solucio, também é:
u® = f(z,t - €).

Por Gg:

4© — L —e(z — bt)? F x 2
T iza P\ it et 1+ 4e’ 1+ 4e

Tomamos f{z,t) = ¢ a solugio constante e termos a seguinte solugfo:

VI+4e 4(1+ et) NN 4a?(t+1) /-
€
Para ¢ = prem temos
1 —(z — bt)?
T SRS
402w (L +¢) a*(z +1)

e aplicando agora o grupo G5 pelo qual translacdes em ¢ sdo solugdes, temos a solugio

5 1 1 —{x — bt)"’)
(5) _ ,,(6) -
uw =y (- ) er .
( f) Vdatrt P ( 4a%t

Esta solugdo é a chamada solugdo fundamental:

1 —(x —bt)?
£(z,t) = Wev exrp (W) .

Isto nos permite considerar a férmula:

I -0 E o ] 2
w(z.t) = [ e S wlay,

a%nt Joo

]

que é do tipo integral de Poisson, como solugdo do Problema de Cauchy no préximo
pardgrafo. A férmula concreta de &{z,¢) pode ser obtida através da utilizagio da Trans-
formada de Fourier, que é a forma natural, embora apresentamos a deducio desta férmula
utilizando Algebras de Lie, que permite calcular em forma geral as solugbes da equacio
diferencial e sendo para nés, também, uma forma natural de calcular as solugoes.
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3.5 Sobre a solugao fundamental de um operador
parabdlico linear com coeficientes constantes

Consideramos o Problema de Cauchy:

U = QUgy — bug, (z,t) € D= (—00,00) x (0,T), (3.5.15)
u{z, ) ug(z), z € (—oc,00), (3.5.16)

onde a,b sao constantes positivas e uo é uma funcio definida, continua e limitada em
(—o0, 00).

Provemos primeiro um lema que necessitaremos a seguir:

Lema 1: Seja

1 A =T
u(x,t) = T _ooe a2t ug(y)dy. (3.5.17)

Entao sdo vélidas
(i} A funcio u(z,t) é limitada e continua em D.
(i) u{z, t) sastifaz a condi¢do inicial {3.5.16).
(iii) Sao validas as seguintes ignaldades:

(a)
U = f_: (%5(2/‘ -, t)) uo(y)dy

Uy = /: (%é(m ~ Y, t)) uo(y)dy

Uge = f_ i (5%255 (x -y, t)) uo(y)dy

o0
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Demonstragio:
(1) Em (3.5.17) fixamos (x,¢) € D e fazemos a mudanca de varidvel:
y:x~bt+2m/57?.,

entao
dy = 2aV/tdn,

u{z,t) = f e~ uo(z — bt + 2av/tn)dn. (3.5.18)
&5

-

Temos entao que:

) < & (27 [ug(z — bt + 2avE)n) | dn < v eTdny =L,
onde L é uma majorante superior da funcio limitada ue(z). Entdo, u(z,¢) é limitada.

Para todo (z,t) € D e qualquer 7 temos ]ug(:c — bt + 26«:\/1—&?7)? < L e de aqui conclui-
se que a integral (3.5.18) é uniformemente convergente em relagio a (2,¢) € D. Entdo
u(z,t) € C(D). Vide Teorema A das preliminares.

(i} Como u(z,t) é uniformente continua, fazemos ¢ = 0 em (3.5.18) e obtemos:

u(x,0) = 7= [7 e T up(z)dny = L= [ e~ dn = uo(x).

(ili} Seja R o retdngulo [—e¢,¢] x [§,T], onde § > 0 e ¢ > 0 sdo constantes. Seja
(z,t} € R. Diferenciando formalmente (3.5.17) obtemos:

R ((:f»“—:or)2 ¥ 1 )
“= Y & — - uo(y)dy. 3.5.19
‘ d4an [—oo 4(3225*2; 40243 2a2t% Q{y) Y ( )

Demonstraremos que o segundo membro de (3.5.19) é uniformemente continuo, o qual
provaria a igualdade (3.5.19) para (z,t) € R.

Temos:

(x —y —bt)* - z? — 2(y + btz + (y — bt)? S (y+ bt ~2(y +bt)x S
4a2t - 4a2T - 4a2T -

y+bt)? —4x® _ (y+bt)2 -4 y? + 2ty + B2 — 4c?
> > =
. 8a2T - 8a2T 8a2T
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N Y2 — 4P+ 2P Ry - 2P - R
- 16a2T - 16a2T

Também temos:

[(p — )2 b2 ] IPAY 2 2 2 2
!(:C :9‘5)_w - 13£(:1: ys) b; 13323:—&-.33;_%51_,_ 135
4072 datz  20%: 4a?62 40?83 20202 4a?63 4252 20263
2 2
< ¥ + 2 b 1

< - + .
2028 46267 2a26%

Entao

| 1 D iay b2 ((:c —y) B2 . ) |
W, € - - dy.| <
£ da?x /;oo 4(3‘%% 4&2f% 2&2i% uﬂ(y) Y i =

00 2r95%,2.82 24 02 b2
gL/ e (y e, B 1,3)@,
—o0 20262 40287  2a%0:

e pelo critério de Weierstrass, Teorema B, temos a convergéncia uniforme em R. Da
mesma maneira provam-se (b} e (¢). Assim, as igualdades sdo provadas para todo ponto

de R. Como é € (0,T) e ¢ > 0 sdo arbitrdrios, a demonstra¢io estd concluida.

Proposicao 2: A funcio

1 s _ Imy“bfz
'U‘(:E:t) = M/o\o € gjét_)—uﬂ(y)dy (3520)

é solugdo do Problema de Cauchy (3.5.15) e (3.5.16).

Demonstragio: Seja

1
f0t) = o e (i

Entéo

uwt)= [ " &z - v Ouoly)dy = (€(0) » u0) ().

Temos pelo Lema 1 (iii):
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w= [ (Gee—v.0)wt
w= [ (g0 udy

i = [ (gl -0) ) iy

e isto implica que:

Lu =1y — @®Ugy + by = f (LE(z —y, 1) Juoly)dy-

Entao a proposicio sera demonstrada se:

Por um cdculo direto temos:

— b — B2 bt)2
g = 1 n bz — bE) N {z é;t) 1 e
2t 2ta dat 207t

_b(z:w_bt) 1 e:”‘i%w”z“
2ta  2avnt

bu, =

z— bt)? 1 1 ~(z=bty?
_"gx:r: — _.,.(...__ém.?_)ﬁ A e aat
df4a 2t | 2a+/7t

(3.5.22)

(3.5.23)

Obiamente a soma das trés parcelas dé zero, provando a proposicido, pois por

Lema 1 (ii) a funcdo u(z,¢) sastisfaz a condi¢io inicial (3.5.16).
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3.6 Existéncia de solucao local

Neste pardgrafo provamos o Teorema 1 {resultado de existéncia local para o modelo
{3.1.4) e {3.1.5)). Isto é, vamos provar que existe um %y > 0 tal que o sistema:

2
3MmaM_vaM.,;~,lA

Eraalw B (1= M) —mM

(3.6.24)
o4 =k(1-A)M — psA — A,
ot
em D = (—o0,00) x {(0,%) com condi¢des iniciais:
M(0,z) = Mo(x)
(3.6.25)

A{0,z) = Ao(z),

onde Mp{x), Ao(z) € C*(R) sio fungdes ndo negativas, tem solugdo nica em C{[0, &), B),
sendo B o espaco de Banach B = BC x BC com
BC:={z:R— R | z uniformemente continua e limitada}

Em B e C(I0,T}; B),T > 0 definimos as seguintes normas: se w = (M, A) € B entdo

lwlip =Ml + Al = supzer |M ()] + supzer |A(2)];
para u € C([0,T}; B)

Hull = Supoci<r [ult)l 5 -
Defini¢ao: Dizemos que u = (M, A) € C{[0,7]; B} é solugdo do problema (3.6.24) e
(3.6.25):

My = [ " (2 — g, uoly)dy + / f "t =yt — ) f(M(y, ), Aly, &))dyds,
(3.6.26)

Alz,t) = Ao(x)—i—/;g(M(x,s),A(sc,s))ds,

onde
FOL,4) = TAQL-M) - mM,

gM A = k(1—AM -~ (v+ u)A,
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&z, t) == L = (3.6.27)

Entdo o sistema € satisfeito em sentido generalizado. De fato, as solugbes sdo salucbes
fracas e teoria geral de regularidade implica que s@o solugbes cldssicas. vide Smoller [18]
pg 114-115 para mais detalhes e as referéncias ali citadas.

£(z,t) 0 )
G(z,t) = ,
0 dx)

onde £(x,t) é dada em (3.6.27) e 4(z) é funcio de Dirac. Sejam também v € C([0,77; B)
e

Seja

<Gm*ww»m[fauawmw@.

Isto é, para u = (M, A) € C([0,T]; B):

w [ &z —1y.1) 0 M{y)
@wwmmmf N I LS
e T~y y

( I 8@ —y. ) M(y)dy ) ( (E@) * M) (z) )
— - . (3.6.28)
J2 0z —y)Aly)dy A(z)

Com esta notacdo e F = (f,¢g), u= (M, A) temos
z-y,t—s) 0 f(M(y,s), Ay, s))
/( (t— s} = F(u)) x)ds——// ( )( )dyds
5(3; - y) g(M(y, 3)7 A(ya 8))
/s ( S5 e -yt —8) f(M(y,s), Aly, s))dy ) ]
= 5§ =
0 Joo 6z —y)g(M(y, s), Aly, s))dy
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( L2 €@ —y,t— ) F(M(y, s),A(y,s»dyds)
(3.6.29)

[t g(M(z,s), Az, s))ds

As igualdades (3.6.28) e (3.6.29) nos possibilitam escrever o sistema (3.6.26) na
seguinte forma:

w(z,8) = (G(t) % uo)(z) + fo (Gt~ 5)  Fluly, $)))(z)ds, (3.6.30)

onde u={M,A) € C{0,T}; B), up = (Mo, Ap) € CF(R) x CFR) e F = (f,q).

Depois desta introdugio apresentaremos a demonstracio do Teorema 1, (secio 3.2),
que serd dividida em alguns lemas:

Lema 2 Para todo v € C([0,7]; B),T > 0,

1G() * ullp < lullp. (3.6.31)

Demonstracio: Seja u = (M, A) € C{{0,7T; B). Fixamos t € [0,T]. Por defini¢io de
(3.6.28), temos

|G(t) * ullp = [I6() * Ml + [[All =

e o]

o 1 _ A gy e 2 |
| = = )y + 4l =

SUPrei 2\/7—1%
P —00 i
<1

onde na integral foi usada a mudanca y =z — vi + 2v/t5. Entdo

60) *uly < Ml [~ e dn-+ Al = Ml + 14l = vl

— 0

pois a fun¢io M é limitada. Obiamente



G * uil = Supieory |G(t) * u(®)l 5 < fjull- (3.6.32)

Seja tp > 0. Definimos

S = {u € C((0.t}: B)| ult) — G(8) * wol| < [[uoll,0 < ¢ <o},

onde ([u]| = Supieio.) 1w ()] 5w = (M, 4) € C(10, to]; B).

Lema 3 Se u € S entdo

lullg < 2 Juollg - (3.6.33)
Demonstracio:
ulg < flufl = llu— G(t) xu+ G() xul| <

<l — G(2) * uoll + [G(£) * uol| -

Agora, utilizando que u € S e (3.6.32),

lu — G(t) * ugll + [|[G(t) * uol| < lluollp + lluol] =
= HUOHB + HUOHB =2 ”U{!“B

Lema 4 Existe ua coustaute K > 0, dependendo somente de [[Moll_ , | Aol (mas
nao de ty) tal que se u,w € S et € [0, 4] entdo

1F(u()) — Flw@)llp < Kllu—wlg (3.6.34)
[F(u) = Flw)|| < K fju~wl. (3.6.35)

Demonstracio:

Seja
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()
uo(li) = 7.i?‘/f(),z‘f:‘g & Cgo =
Ao(l‘)

=3 Lo > 0 tal que [Mo(a)| < 2 e [4o] < 22

-4
= (Mol < 2, Aol S 22 = ful 5 = Mol + 1ol < 2 =
= para € § Jullp < 2luolp < Lo,
onde Lo depende somente de || Myl e [ Aol -
Como 1M, < [M] + 4] 4], < M) + 4] =

Sejamu € Sew= (M, A") €S Temos
[F(u(t)) — Flw(t)llp = [|(F(MQ), A(£)) — F(M'(2), A'(2)), (9(M(£), AQZ)) — g(M'(e), A®))ll 5
= [(F(M(D), At)) — F(M'(2), A'(8))]le + lg(M(2), A(2)) — g(M'(£), A'(8) )] o <

< (1 +2L0)F + p) lu —wllg + (y+ pa + (1 + 2Lo)k) [lu — w5,

(provaremos depois estas duas desigualdes), temos entdo que:
[F(u(t)) — Fw@)lip < ((L+2Lo)(F + k) + 7+ m + i) llu —wllp < K flu—w|
onde K := ((1+2Lo)(3 + k) + v+ p1 + piz)

Assim fica demostrado o Lema 4. Provaremos agora as duas desigualdades utilizadas
acima.

Provemos a primeira:
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Temos a seguinte série de desigualdades:

[(f(M, A) - f(M’, AN < ((T+2Lo)F + i) llu—wlp

I(f(M,A) — FIM, Q)| = }A— FAM — M — TA" + FA'M + i M|
<TA-Al+m M- M|+3AM —~ A M|

<A~ A+ | M =M+ 1AM — A'M + A'M ~ A'M|

S FlA— Al M =M+ F M| [(A- A+ A [(M - M')|

SFIA- Al +m M =Ml + Lo [(A— A)| + Lo (M — M)

< FIA - Allg + M = M| + FLo [[(A = A)| + Lo [|(M = M)

S {1+ Lo)F llA— Alie+ (+ (FLo)) |M - M

< (1 +2L0)F + ) (A~ Al + 1M = ML)

= (1 +2L0)F + ) lfu —wl5

fica assim demonstrada a primeira desigualdade. Na segunda temos que provar:
lg(M, A) — g(M", A))ll, < (v + p2+ (1 +2Lo)k) |lu —wi|p .

Temos:

9(M, A) — g(M", A))| < kM — kAM — (7 + p2)A — kM + kAM’ + (7 + )4/

SkIM - M|+ (v+ ) A — A+ kJAM — A'M'|
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SEIM — Mo+ (v +pe) |A' — Al + kLo [A— A'| + kLo |M — M|

SEIM — Mo + (v + 1) |A = Al + kLo |A — Al + kLo [ M — M|

i
R o0

< (v + e+ kL) [|A— Al + (14 Lok || M — M|

<(y+p+ (1+20)K(JA-A

+ M- M)

oo

Ficando assim provada a segunda desigualdade.

Seja

Definimos a seguinte aplicagdo:

Defini¢ao: Definimos o operador

Isto é,

onde

O (M, AYz,t) :

&M, A)(z,t)

& : C([0,10); B) — C([0,%a); B)

Du(t) = G(t) * ug + /Ot G(t ~ s) * F{u(s))ds,

(M, A)(z,t) = (P(M, A)(z, 1), 22(M, A){z,1}),

/ "l -y, tuoly)dy + / t / (o -yt — 5)F(M(y, 5), Aly, s))dyds
—r 0 —00
Ap{z) ~+~f0 g(M{z, s), Alz, ))ds.
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Nosso objetivo € provar que ¢ tem ponto fixo, que daria solugio do problema (3.6.26)
e a solugdo do Problema de Cauchy (3.6.24) e (3.6.25). Primeiramente vamos provar que
& estd bem definida.

Lema 5 O operador ¢ mapeia S em S.

Demonstracio: Seja u € S. Entéo
[@u(t) — G(t) * uojly < /0 Gt — s) = Flu(s))lpds <

< [ 1P ds (36.37)

Fazemos w = (0,0} em (3.6.34):
[F(u(shHilp < K llu(s)|z < 2K fjuoli5, {3.6.38)

pelo Lema 3, vide (3.6.33).
Entdo, (3.6.37) e (3.6.38) implicam

l@u(t) — G(t) * woll < 2K [0 ol ds = 2Kt {o]l s <

< 2Kt Jluollp = lluollp -

Lema 6 A aplicacdo ® : § — S é uma contragio.
Demonstragao:
Sejam u,w € S :

1@ (u(t)) — 2(e(t)liz < /: Gt — ) * (F(u(s)) - F(w(s)))lpds <

< [ IFtu(s) - Flu(s)ls ds
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Esta dltima desigualdade se deve ao Lema 2 e este dltimo termo, pelo Lema 4, é
INenor gue:

K f lu(s) — w(s)|pds < K f lu— w|ds = Kt Ju(s) — v(s)]] <

1 ,
< Kio flu—of = 5 llu—v].

Ou seja

flu—vlf.

[@(u) = Sv)]f <

B | s

Os Lemas 5 e 6 e 0 Teorema de Banach implicam a existéncia de tnico ponto
fixo, e entao a solugao procurada. A unicidade € consequéncia da seguinte proposicao:

Proposigao 3: Seja u,w € C([0,T]; B) solugoes, 0 < ¢ < T, }|lullg, |wlz < L entdo
existe K (L) tal que:

u(t) — w(t)ls < P u(0) —w(O)lig, 0 <t < T.

Demonstracao: De {3.6.30), (3.6.31) e de (3.6.35), que valido para funcdes limitadas,
temos:

[u(t) —v(@)ll g < [lu(0) —v(0){l + K(L)fo lu(s) ~ v(s)l ds,
entdo a conclusio segue do Lema de Gronwall.

A demonstracao do Teorema 1’, é semelhante a demostracio acima apresentada fazendo
poucas modificagdes e usando uma funcio de Green correspondente.
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3.7 Existéncia de solucao global

Havendo & disposigdo o Teorema 1', a existéncia de regifo invariante é imediata, im-
plicando na existéncia giobal da solucdo obtida no Teorema 1.

Teorema 2: Definimos o retdngulo:
S = {(M,4):0< M <0< A<f), (3.7.39)

ondea>1e>1.

Entdo ¥ ¢ invariante para o sistema (3.2.6).

Demonstracdo: Podemos escrever nosso sistema (3.2.6) como:

M, A) M, A LO(M, A)
ot =D oz? + Ox

onde as matrizes D e N sao diagonais,

10
o-(0)

+ F((M. A), ),

Aplicamos entdo o Coroldrio 14.8 (a) de [18] para provar que a regido (3.7.39) ¢ in-
variante. Para isso precisamos verificar as condigbes do Coroldrio 14.8 (a). Temos as
seguintes definictes e cilculos:

Gl(MaA} = “’M;

(1~ M)A =@M,k (1— A) M ~ (=) A) [rreo = —2A < 0.

dG4 (F)!M;;:Om (_170)'( k

|2

Go(M, A) = M ~ o

4Gy (F) pma = (1,0)- (F (1= M) A= pu Mk (1 = ) M — (42 +7) A) e =
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[-2

=—{l—-a)A~ma<0.

?h;

Gs(M, A) = —A;
dGs (F) [amo = (0,=1). (L (1 = M) A= Mk (1= A) M — 1y +7) 4) [ a0 =
= —kM < 0.

Gy(M, Ay =A—-§;

4G4 (F)|as = (0,1). (L (1 = M) A~ j1M. b (1= ) M — (1 +7) A) la=s =

=k(1-8)M—(u2+7)8<0.

Dessa maneira verificamos as condigdes do coroldrio (14.8), o que prova que & € in-
variante.

Teorema 3: Sejam (Mp, 4g) € 02, Mp >0e Ay > 0, entdo a solugio local (M, A)
obtida no Teorema 1’ existe paratodo £ > 0, M >0e A > (.
Demonstragdo: Sejam

a > maz{l, SupeepsMo(z)),

)6 > max(la Supze[a,b]AG)7

¥ é definido por (3.7.39) com a e 3 satisfazendo as desigualdades acima.

Como My, Ag € T e T é invariante (Teorema 2), entdo pelo Colorédrio 14.8 a soluggo
local (M, A) obtida no Teorema 1’ existe para todo £ > 0. Pela definicdo de regiao
invariante (M, A) € £, e pela definicio (3.7.39),M >0e A >0
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Capitulo 4

Ondas viajantes em um modelo que
descreve a dinamica do Aedes

aegypti

4.1 Introducao

O virus da dengue é um arbovirus, ou seja, que se transmite por artrépodes, no caso
mosquitos. A fémea, de habitos diurnos, alimenta-se do sangue do homem. No periodo de
veremia {quando hi sangue infectado), o virus passa de uma pessoa infectada ao mosquito,
¢ depois de 8 a 12 dias de incubagio, torna-se apto para transmitir o virus durante toda
sua vida. Também existe transmissio transovariana, de geragido em geragio, permitindo
que a doenca fique em estado endémico.

Os principais vetores de transmissao da dengue, que existern no Brasil, sdo os mosquitos
do género Aedes albopictus e Aedes aegypti. A caracteristica do mosquito Aedes albopic-
tus é de ser rural, sendo o responsivel por manter a doenca em estado endémico. O Aedes
albopictus é o principal vetor na Asia, mas ndo se comprovaram, ainda, casos de dengue
no Brasil tendo tal inseto como vetor.

O Aedes aegypti, principal vetor no Brasil, € um mosquito urbano. Habita em casas,
ou lugares onde ha criadouros propicios, como vasilhas, garrafas ou pneus, recipientes
onde a agua é acumulada. A grande urbanizacao destes anos tornou muito favoravel a
sua propagagio, devido ao grande actmulo de dgua que isto significa e & utilizacgio do
plastico em zonas urbanas.

O aumento do trafego, j4 que aumentou a velocidade de transporte do homem, é um
outro fator que favoreceu a propagacao da doenca nos grandes centros urbanos. Outra
forma de transporte do mosquito em sua fase aquética (ovo, larva ou pupa} é em ca-
minhoes ou barcos.

A dengue ¢ causada por umn virus que pertenece a familia Flaviridae, no qual podemos
distinguir quatro sorotipos, D1, D2, D3 e D4. A dengue cldssica, de cardcter benigno, é
dada por qualquer um destes quatro sorotipos, e ndo é, na maioria dos casos, de grande
perigo para a pessoa infectada. Alguns dos sintomas sdo febre abrupta e intermitente,
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dores de cabeca, mialgia, nduseas e v6mitos.

O periodo de incubagao é de 5 a 8 dias e a pessoa fica imune permanentemente
ao sorotipo. A dengue hemorrigica ou sindrome de choque, pode ser causada quando
um individuo pega o virus pela segunda vez, de um sorotipo diferente da primeira vez,
embora haja registros de casos de dengue hemorragica em infecgdo primdria. O quadro
desta virose € mais grave e pode levar & morte.

N3o se densenvolveu uma vacina, ainda, pois para ser realmete efetiva deve proteger
o individuo contra os quatro sorotipos ao mesmo tempo, o que dificulta sua criagio. Os
métodos viaveis de controle sfo isolar os doentes evitando a transmissdo da doenga, a
educacio da populacdo ou o controle do vetor.

O primeiro destes métodos nao teve bons resultados, pois é necessaria uma boa estruc-
tura para ser efetivo. Acontece também que muitas pessoas informam a doenga depois
de té-la padecido, ou em outros casos, ndo informam.

O controle educativo, centrado nos lugares de procriacio do mosquito {criadouros)
tem sido muito efetivo, mas é dificil manter a populacdo alerta todo o tempo. O mais
recomendado é tentar controlar o vetor.

O ciclo vital do Aedes aegypti pode ser dividido em duas fases para o mosquito. A
fase aqudtica, que consta de suas etapas de ovo, larva e pupa, e a fase alada quando é
mosquito adulto. O controle pode-se fazer em qualquer uma destas duas fases.

Uma forma de controle do mosquito € o uso de inseticidas guimicos. Para o mosquito
adulto se faz por meio de fenitrothion (sumithion, folithion) de duas maneiras - pé
molhdvel a 40 % ou grau técnico com 95 % de pureza - e cythion (malathion, folithion)
- grau técnico 95 % de pureza.

A larva é controlada com temefds (abate) - granulado a 1 %. Esta forma de controle
também tem alguns problemas, pois, aparentemente o mosquito desenvolve uma certa
resisténcia aos inseticidas. Outra forma possivel, mas nao usada, é o controle biolégico
por meio de celenterados, anfibios e peixes. Para mas detalhes vide [16], [17] e [13].

Analisaremos, por esses motivos, um modelo para dindmica do Aedes aegypti, princi-
pal vetor do dengue no Brasil, a fim de controlar ou entender como se espalha atingindo
dreas antes nio colonizadas, e qualis sdo os fatores que mais favorecem esta propagacao.
Procuramos para isto a solucdo tipo onda viajante, que para velocidade minima, é a
solucdo atratora, portanto a que descreve a invasao.

O modelo é de caracter macroscopico, aplicado para grandes extensdes territoriais.
Estas podem ser todo o Brasil ou o Estado de Sao Paulo, dependendo do que se pretenda
avaliar.
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4.2 Modelo para a dinamica do Aedes aegypti

Neste capitulo estudamos o seguinte modelo proposto em [9] e [10} para a dinimica
da populagio de Aedes aegypti, mosquito transmisor do Dengue,

oM FM oM M
‘—-——-—Da:gz MTJ*‘é}*""}‘A(].———k—I')_NlM,
(4.2.1)
dA AN
—mf(l—E)M——ﬂgA——’}fA,

M= Mz,t), A= Alz,t)
M = Densidade populacional do mosquito na fase alada
A = Densidade populacional do mosquito na fase aquética.

Como foi dito no capitulo anterior, é uma equacio de Reacio-Difusio aplicada para o
mosquito (fase alada), acoplada a uma equacio para a fase aqudtica {ovo, larva e pupa).
D é o coeficente de difusdo do mosquito, v, o transporte, que é considerado sé na fase
alada (o transporte da larva pode se entender assim, pois teremos novos mosquitos onde
a larva for depositada). Nas duas equagbes temos uma dindmica vital ndo linear, onde
(1 € a taxa de mortalidade na fase alada, e ug € a taxa de mortalidade na fase aquética,
k; capacidade de suporte do meio para o mosquito na fase alada e ko, na fase aquética,
v, taxa de passagem entre as fases, r, a taxa de oviposigio.

Os resultados apresentados neste capitulo seguem, de forma muito préxima os traba-
thos realizados em [9] e [10], que surgeram do trabalhio do grupo de pesquisa EPIFISMA.
O método utilizado é analisar primeiro a estabilidade do sisterma homogéneo, sem difusgo
e sem convecgdo, encontrando-se os pontos de equilibrio e seu comportamento ante pe-
quenas perturbacdes. determinando a possibilidade de existéncia de ondas viajantes. De-
terminamos a velocidade minima de propagacio ermn dreas antes ndo colonizadas, fazendo
uma andlise linear nos pontos criticos das EDOs associadas.

As dificuldade encontram-se nos célculos no ponto de equiibrio nao trivial. Foi pro-
posto um método geométrico para este caso em [9] e [10], encontrando um ¢,.. no qual
a onda deixa de existir. No ponto de equlibrio trivial calculamos a velocidade minima,
de propagacao da invasdo. Analisamos o caso unidimensional que é representativo do
bidimensional.
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Adimensionalizacao

Lembremos a adimensionaliza¢3o feita no capitulo anterior do sistema (4.2.1}, com a
seguinte mudanca de varidveis:

* = __ oA * __ M
=t A= ) M= };;7
pr=5 m=8 Y=1 (4.2.2)
7% e & o ¥ k= ky
D’ /D’ ka2

Modelo adimensionalizado

O sistema adimensionalizado tem a seguinte forma:

oM &M oM
= - -+

o ~ o Vor TRLTMATmM

7|~

(4.2.3)

JA
~3——t—=k(1-—A)M—(#z+'y)A.

4.3 Dinamica do sistema homogéneo

Analisamos aqul a dindmica do sisterna homogéneo, onde as solugdes do sistema uni-
dimensional nao variam no espago e no tempo. Para obtermos os pontos estaciondrios do
modelo adimensionalizado, resolvemos o seguinte sistema de equagoes:

% (1-M)A—mM = 0 (4.3.4)
E(L-AM—{(pa+vA = 0 (4.3.5)

obtendo os seguintes pontos de equilibrio:

Ey=1(0,0) e E;=(mm)

onde

ky — ik (g2 + ) Yo
a7 = e T = —rme— 4.36
' ky+ v (2 + ) Tk < ya, ( )
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Como estamos interessados em populagdes ndo negativas, a primeira condicio de
existéncia é:
Mifts

4.3.7
r— (4.3.7)

by —mk(pp+v) >0 = >

que nos garante, a; € ™M, positivos.
Seguindo [9] e [10], pela mudanca de varidveis (4.2.2), obtemos

N> 2 — KISl S - Lrs1
11— My g ™ f1
onde,
1/ v+ pe)
1/~

¢ a probabilidade do inseto sobreviver & fase aquatica e assimn chegar a mosquito alado e

r
—T
1

¢ o nirmero de ovos vidvels, ou seja, que geram mosquitos. Assim, o ndmero adimen-
sionalizado de ovos vidveis maior que 1 € uma condi¢ido necessaria para existéncia de
populagtes ndo negativas .

Estabilidade do sistema homogéneo

Estabilidade do ponto Ej

Os autovalores da linearizacdo no ponto Ey = (0,0) sdo:

1
no= 3 ((—’Y—ui ~pi2 = V(7 + 1+ ) — 4=y + v +#1#2)) ,

1 v
Ty = 5((”’“’}’_#1"#2_5' (Af“{"yu‘l+u2)2w4(_&7+7’alm§mﬂ'1u2))'

Evidenterente:

=Y = — pe <0,
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j4 que todos os pardmetros sdo positivos. Além disso temos:

—4(—y +yp1 + papa) > 0.

Esta condi¢io decorre diretamente da condi¢io de existéncia da populacgio (4.3.7).
Destas duas desigualdades concliimos que 73 < 0 e 25 > 0. Entao é claro que Ey é um
ponto de sela, portanto, instivel.

Estabilidade do ponto E,

Os autovalores obtidos a partir do sistema linearizado no ponto £ = (my, a;) sio:

1
o= o (—alfy — vk — k'ml — k(g + pg) — v/ (—aly — vk — k*ml — k{py + p2))?2 — 4c0) ,
1
Z2 = 3% (—al*y ~ vk — E'ml — k(uy + p2) + /(—aly ~ vk — k?ml — k(p; + p2))? — 4c0) .
onde

co = k{vk(—1+a; +my) + vk + kg pie + ary(pe +¥) + vk + k2 pep) > 0.
Esta desigualdade vale quando v << 1 ou p; << 1, pois termos a¢; &~ 1 e m; = 1,

entdo —1 -+ a; +my > 0. De fato, como acontece nos exermplos niimericos que realizare-
mos mais adiante.

Logo temos:

~ayy — k(ps + po} <0,
—decy < 0.

Assim o ponto (m;, a1 ) é estdvel para qualquer pardmeiro que obedega as condigdes acima.
Como o ponto trivial Ey = (0,0), onde ndo hd mosquitos, é instdvel, a introducdo de

insetos no sisterna provocaria sua evolucdo até possivelmente atigir o ponto E; estdvel,
implicando a invasao.
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4.4 As Ondas Viajantes

Neste capitulo as ondas viajantes simulam uma colonizagio dos mosquitos (nas duas
fases aqui consideradas) numa 4rea ndo colonizada. A solucdo matemditica que procu-
ramos, obtem-se fazendo:

Mz, t) = M(z)
Alz,t) = A(z)
r=zx+ct

que, para ¢ > 0, representa uma onda no sentido da esquerda. Substituindo em (4.2.3},
obtemos:

M”w(vﬁ—c)M’m’r%(l—M)Aﬂ—}uleo,

(4.4.8)
—cA —(pp+7)A+k(1-A)M =0,

onde “linha” denota a derivada em relacio & varidvel z.
Escrevendo {4.4.8) como sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem
teINos:

M =H,
H =(@w+c) H— % (1— M)A+ mM, (4.4.9)

A’:iz-(l——A}M— (”2:'7>A.

Analisamos a estabilidade do sistema linear associado nos pontos criticos para deter-
minarmos as condicoes de existéncia de onda viajante. No sistema de primeira ordem os
pontos sdo: B = (0,0,0) e P, = {(a;,0,my). Procuramos solugdes que liguem 5 a Pi.

A matriz do sistema linearizado no ponto (0,0,0) é dada por:

0 i 0
pr {(v+e)  ~7F
k 0 _ pat



Os autovalores desta matriz sdo as raizes do polinémio:

+ + +
p(z) == —1° + (v—i—c—-y—zz—l)xz—f— (u;wi—(v—kc)uzc 7)33—%— (&"5“1)#1*%

Este polindémioc tem valores maximo e minimo em:

2
mm’minmé (TJN%C)_Mi\/(?H_C—pQ—M/) ‘5‘3(!1,;%%?;—3—6)#2:7))
¢ ¢

Ja que:

o
£(0) = (”2 ”’) m—2>0,
C C

pela condigio (4.3.7), é suficiente que P{Zma) > 0 para termos uma variedade instével
em (0,0,0) como queremos. Da equagio P(Zmge) = 0 obtemos ¢i,. Esta equagho é:

+ + +
—zd .+ (v-i—chﬁ%wguz) T2 + (u;+(v+c)g3—c——’z) xmm—k(ﬁ%—z)m—%:(}

1 2
Tz = 3 (?;+c)—w#2:7+\/(?)+c—pzjry) +3 (u1+(1)~§~c)#2:7>) .

Resolvemos esta equacdo para os seguintes pardmetros adimensionais:

v=:0,08164 % =10,25000 - =0,00666

py = 0,00133 pup = 0,00033. (4.4.10)

oS quais, foram obtidos dos seguintes parametros de evolucdo do Aedes aegypti, vide
[13]

- 4

D = 1,25x1072 km?*/dia, v = 5x10~2 km/dia,

v t=5 dias, r=30 1/dia,
pit=25  dias, ky =25 n° de individuos/km?,
pz' =100 dias, k, =100 n° de individuos/km?,

(4.4.11)

utilizando a adimensionalizac@o (4.2.2). Neste caso o ponto critico ndo trivial é:

my = G, 951, a; = G, 971.

48



Utilizando o Software Mathematica, para estes pardmetros, obtemos da equacio duas
solucdes para Cin'

Crain=0,394 > 0

Esta é a velocidade de propagacio da onda no sentido da esquerda, freado pelo trans-
porte (vento por exemplo). A outra solugio:

Cpin= — 0,514 < 0

cujo valor absoluto é a velocidade de propagacio adicionada ao transporte, & direita. A
simulac@io na EDP original para este valor foi realizada em [14].

Utilizando o Software Mathematica realizamos gréaficos para calcular a velocidade
minima em funcio dos pardmetros essenciais. Os grificos sdo detalhados a seguir. Nas
figuras 4.1 e 4.2 vemos os graficos da variagao da velocidade de propagacao em funcio de
v. Os outros parametros sdo considerados como em (4.4.10).

Na figura 4.1 vemos a velocidade da frente a esquerda e na figura 4.2 a velocidade
& direita. Notemos que ambas as figuras, para v = 0, tem 0 valor Cpmi,=0,45, pois
nao temos transporte e ambas frentes se movimentam a mesma velocidade. Na figura
4.1 vemos como Cmin diminui quando v aumenta, pois este freia a frente, até se atingir o
valor critico versico=1, 95, equivalente a 1,19 km por dia, onde ¢,in = 0. A frente é freada,
invertendo seu sentido para valores maiores que este.

Na figura 4.2 vemos que Gn;, aumenta quando v aumenta. Este grafico é para a frente
a direita cuja velocidade se compbe com a do transporte.

Figura 4.1: Gréfico da velocidade de propagacgio em fungdo de v, com 0s pardmetros
(4.4.10). Notemos qUE Para Ueiie =~ 1,95 a frente muda de sentido, pois a curva passa
para a regiao negativa.
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Figura 4.2: Gréfico da velocidade de propagacdo em fungio de v, com os pariimetros
(4.4.10). Neste caso, se 0 transporte fosse vento, é a frente empurrada o que aumenta a
velocidade linearmente.

Na figura 4.3 observamos que a velocidade de propaga¢io aumenta quando aumenta a
taxa de passagem entre as fases. Mas como 0 meio se satura de mosquitos este aumento
tende a ser constante para -y grande.

gaxma

Figura 4.3: Gréafico da velocidade de propagacdo em funcdo de . Notemos que para
¢ =~ (0,3 0 meio comeca a se saturar de mosquitos. Notemos também que, embora a
taxa de passagem entre fases é alta, como temos uma alta quantidade de mosguitos, a
velocidade nao aumenta na mesma maneira para valores baixos.

Nas figuras 4.4 e 4.5 vemos como a velocidade diminui quando aumenta a mortalidade
do mosquito. Na fase alada a velocidade diminui muito mais que na fase aquitica, e para
uy =~ 0,95 a frente se inverte devido & grande mortandade de mosquitos, e a que o
transporte (vento) tem uma velocidade considerdvel afetando a difusdo e alterando a
densidade local dos mosquitos.
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Figura 4.4: Gréfico da velocidade de propagac¢io em funcio de ;. Para ¢ = 0,95 vemos
que a onda se inverte devido a pouca quantidade de mosquitos pela alta mortalidade.
Nao conseguem avancar no sentido contrario do vento.

113

Muz

Figura 4.5: Grafico da velocidade de propagacéo em funcao de us. A velocidade diminui
menos quando aumenta a mortalidade da fase aquatica em comparagac com grafico an-
terior, da mortalidade na fase alada.
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No ponto ndo trival, P, = (a;,0,my), a matriz do sitema linearizado é:

0 1 0
tay+p (v+e) —E(1-m)
%(1 —ay) 0 _&trxéﬂ@g

O polindmio caracteristico para esta matriz é:

—y — o ~ km @ + kmy +
glz) =2+ (c+v+ 7 #2 1m2+(7+—;—7+km1+p1+y2+wv)w+
+ kmy + + kmy +
‘fr(i—‘az)(mx-*1)’)"5‘&177 ckl ”2%—#17 cl He

No ponto critico de nosso interesse temos:
q(0) = 0,0170223

entio se

garantimos a existéncia de dois autovalores negativos e, portanto, uma variedade estdvel
no ponto para que exista uma possivel onda viajante. A trajetdria vai depender dos
autovetores, pois a posi¢io destes determina a existéncia da trajetdria ligando os dois
pontos. Isto deve ser calculado para cada conjunto de pardmetros que consideramos.
Utilizando XPPAUT [15] fazemos a simulacao do diagrama de fase (ou projecdes) para
determinar tal trajetéria. Vide o método geométrico proposto em [10] e [9] para onda no
sentido da direita.

Utilizando o Software XPPAUT [15] realizamos os graficos do diagrama de fase e
da frente de onda para as fases alada e aquética. Na figura 4.6 vemos a projegdo do
diagrama de fase no plano (M, A). Destaca-se a trajetdria que passa pelos pontos criticos
para ¢ = (,394.
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i - =(1.394

072 i 1

2 i A

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.6: Grafico da projegdo sobre (M, A) do diagrama de fase. Observamos
a trajetéria que passa pelos dois pontos criticos para G, = 0,394, as trajetorias
¢ = 0,393 < Cmin € €= 0,41 > Cpin, para os pardmetros (4.4.10).
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Na figura 4.7 vemos a frente de onda para o valor ¢, = 0,394, Observa-se como
a frente de onda do mosquito avanca no sentido da esquerda, em suas duas fases, colo-
nizando assim a drea antes ndo colonizada.

Aquatica

Mosguito

06 | -

0z k

Figura 4.7: Neste grafico vemos as frentes de onda da fase alada e aqudtica para Cmin =
0,394 e os pardmetros dados pela equagdo (4.4.10).
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Neste capitulo analisamos a velocidade de invasfio de uma drea ndo colonizada pelo
mosquito, Aedes aegypti, transmissor do dengue. Calculamos esta velocidade em funcgio
dos parametros do modelo, como a taxa de mortalidade do mosquito em suas fases alada e
aquatica, ou em funcdo da taxa de passagem entre as fases. Neste modelo nos defrontamos
com problemas no ponto de equilibrio néo trivial, devido a dificuldades dos célculos
analiticos. Utilizamos aqui o Software XPPAUT [15] para desenhar o diagrama de fase,
figura 4.6, o que facilitou o objetivo de encontrar a onda viajante de invasio, vide figura
4.7. No préximo capitulo utilizaremos a solugido do tipo onda viajante para analizar a
propagacao de uma doenca nas capivaras que habitam no Estero do Iberd, na Argentina.
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Capitulo 5

Ondas viajantes oscilatorias em um
modelo para o mal de cadeiras nas
capivaras

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos a trabalhar com o seguinte modelo geral o alastramento do mal
das cadeiras em capivaras [6]:

= agAS— div(‘{? SY+ AsS (1 - m) — 5 SP — g8

= CEIAI-'f“BlSP—JIIW’}(I

as
ot
oI
ot
oN =

ol aNANwdzv(WN)+AN(N+P)<1—
_6_3_}?_

ot

= ayAP — div(W N) + NI — opP.

S = Densidade populacional de Capivaras Sadias

I = Densidade populacional de Capivaras Infectadas

N = Densidade populacional de Insetos Ndo portadores
P = Densidade populacional de Insetos Portadores.

Lembremos que ag,0; e an sdo os coeficientes de difusdo das capivaras sadias, in-
fectadas e dos insetos, respetivamente. V é o trasporte para as capivaras e W, para os
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insetos. Ag e Ay sdo as taxas de reprodugio para capivaras sadias e insetos ndo porta-
dores, respetivamente. J; e (> as taxas de transmissio da doenga. os,07,05 € Op SA0 &S
mortalidades de capivaras sadias e infectadas, € de insetos ndo portadores, e portadores
respetivamenete. 77 € a taxa de mortalidade por doenca nas capivaras infectadas.

O importante deste modelo geral é que a presenca do vetor da enfermidade gera ondas
oscilatérias [5]. No modelo simplificado ndo podemos considerar este importante fato, que
motiva o presente trabalho, j4 que ndo podemos ter ondas oscilatérias em torno do zero.
Aqui obtivemos um ponto de coexiténcia, onde todos os compartimentos séo diferentes
de zero, permitindo a andlise dessas solugdes.

Encontramos entdo frentes de epidemias, que ressurgem depois de um determinado
tempo, como realmente se constata no fenoméno réal, onde as capivaras parecem extin-
guirse e logo ressurgem. Trabalhamos primeiro com o modelo sem conveccdo e depois a
incluimos. Neste modelo calculamos também a velocidade de propagacdo em funcio dos
parametros fundamentais e realizamos simulag¢fes numéricas, que nos permitem entender
o comportamento das espécies.
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5.2 Modelo

Consideram-se no modelo os seguintes fatos:

1} Uma capivara sadia torna-se infectada quando é picada por um inseto portador,
iss0 a uma taxa ;-

ii) Um inseto nédo portador, torna-se portador quando pica uma capivara infectada,
isso a uma taxa Js.

Estes dois itens caracterizam a transmissao por vetor.

iii) Considera-se a difus@o nas quatro classes, assim como a convecgio. A difusio
para insetos portadores e ndo portadores é a mesma, sendo o coeficiente de difus@o ay.
A difusio para as capivaras sadias e infectadas é ag e oy respectivamente. A convecgdo
afeta de diferente forma as espécies. V é a convecgdo para as capivaras e W, para os
msetos.

iv}) A dindmica vital é dada, tanto nos insetos, como nas capivaras, por una fungdo
logistica.

O modelo, que foi proposto por Silvio Pregnolatto [6], é o seguinte:

95 _ asAS —div(V Sy + AsS (1 - S+l _ B.SP —asS (5.2.1)
ot K
7 —
%{} = anyAN —div(W N)+ Ay (N + P) (1 - P; N) ~ By NI — oy N(5.2.3)
2
%tf — anAP — div(i7 N)+ BoNI — apP. (5.2.4)

S = Densidade populacional de Capivaras Sadias

I = Densidade populacional de Capivaras Infectadas
N = Densidade populcional de Insetos Nao portadores
P = Densidade populacional de Insetos Portadores.

Os pardmetros sdo os definidos na introducéo.

Analisamos o caso unidimensional com oy = op (a predagio externa ou morte
natural é a mesma para os insetos portadores e ndo portadores, ndo tendo influéncia o
fato de serem portadores de infec¢iio ou ndo). Consideramos o transporte constante.
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Adimensionalizacao

Realizamos a seguinte adimensionalizacdo: as populagdes sio divididas pela sua capaci-
dade suporte, o tempo é medido em funcio da taxa de crescimento das capivaras e o
espago consideramos como o pardmetro da difusdo dos insetos, o qual é grande em com-
parag&o com os coeficientes de difuséo das capivaras infectadas e sadias.

N S I
N* = * o =
Ky’ P Kg 87 = K;'I K’
[{ As Kzﬁl _ BB
* = ) < __ MERY
[ st, & \[ (aN),CL P P
N T ON

A IR ’ =TTy PN T T
AS,’? e Ys e YN s
Ds = —DI ar V= 4 ’\’" W*:E{, As ‘
QN an’ As As oN

Modelo adimensionalizado

828 38

as . W _ N

ar ng ~ +aSP -l (5.2:6)
2

%ij“ - %}A&i - W%N MP+N) (1= (P+N))—onN —bNI  (5.2.7)

P &P 4P .

= oW +WNI— P (5.2.8)

5.3 Dinamica do sistema homogéneo

Analisamos aqui a dindmica do sistema homogéneo procurando solucdes invariantes
no espago e no tempo do sistema unidimensional.

Resolvernos o seguinte sistema de equacgdes para obtermos os pontos estaciondrios do
modelo adimensionalizado:

S(1—~(S+I)—aSP—psS = 0 (5.3.9)
aSP—nI = 0 (5.3.10)

AP +N)(1—(P+N)—pyN—bNI = 0 (5.3.11)
BN —onP = 0 (5.3.12)
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e obtemos os seguintes pontos de estabilidade:

Ey = (8o, Io, Ny, Ps)

E’l = (1—‘;95'505010}

E, = (0,0,1—X"Yon.0)

By = (1-950,1-A" py,0)
E, = (0,0,0,0)

onde
. neN o _ 2 \
S = LA No-~1/2( bo + /B3 4@),
(5.3.13)
— 31 —
Iy = o (LA ow NO), Pi=1-X1tyn — Ng,
b Ny

com

b Monab + o + b1 —-a) — gb
(¢ P

ab

¢, — ZMenb (A on — Ljpnab
(ab)? '

As condigbes bioldgicas impdem a inexisténcia de populacdes negativas. Temos entdo
as seguintes condicdes nos pontos de equilibrio:
Para a existéncia do ponto Es temos

1—)\%1(’DN>0, 1“'305>0,

ou seja
1 1 1
> -, — >1,
N Y5
ou seja, o periodo médio de reproducio é menor que a vida média dos insetos e a vida
média das capivaras é maior que 1.

Para a existéncia do ponto Ep == (Sy, [y, Ny, Bo):
Py tem que ser maior que zero, entao:
h<1-— AmlipN.
Notemos que, como
1- }\_i(pN >0,
pois é a condicio de existenéncia do ponto 3, temos entdo, que

_ —monb+ (Ao — Lionab

i <0
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implicando Np > 0. Isto significa que a existéncia de Es € condicdo para existéncia de
Ey, ponto de coexisténcia.

O ponto Es, no qual as populagbes de capivaras sadias e insetos ndo portadores se
encontram no nivel da respectiva capacidade suporte, e 0 ponto Ey sao os pontos de maior
interesse para nosso estudo.

Estabilidade do ponto Ej; = (1 — ¢s,0,1~ A" N, 0)

Estamos interessados em saber quando o ponto E3 deixa de ser estdvel, para que
com a introducdo no meio de insetos portadores ou de capivaras infectadas passemos
deste ponto de equilibrio ao ponto de coexisténcia. Lembremos que temos as condi¢hes:
1—psg>0el~—A"ten >0

Para a existéncia deste ponto, fazemos a andlise do sistema linear no referido ponto,
obternos os autovalores:

T = ws— 1< 0
g = M=1+ATlopn) <0
234 = (/2{=m+en) =V + en)?—4n oy —ab (1 —¢s)(1 = A1 oN))}

Para que FEj3 seja estdvel, significando o controle da possivel epidemia, € necessdrio e
suficiente que z3 < 0, isto é,

2
(1 —ps)(1—=AHen

Em funcio dos parametros originais temos o controle da epidemia , se

ab <

(y+or)on

By oA

Estabilidade do ponto E; = (0,0,0,0)

Os autovalores neste ponto, sob a condi¢do de que Ej exista sio:

1 = 1—pg>0

To = A1-A"lyy)>0
ry = <0

Ty = —pn <0
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Logo Ej ¢ instivel, e como E5 é também instdvel, temos entdo menos possibilidades
de onda viajante de Es para Fj.

5.4 Ondas viajantes

5.4.1 Ondas viajantes do modelo sem convecao

Considerando que o coeficiente de difusao das capivaras é muito menor que o dos
insetos fazemos Dg = Dy = (0 em (5.2.5 - 5.2.8), sem levar em conta, por enquanto, a
convecdo, ou seja: V = 0, W = (. Para obter as condi¢des da velocidade das ondas
viajantes fazemos z = Z + ¢t e obtemos o sistema

—S +8(1—(S+I)~aSP—ypsS = 0 (5.4.14)

~cI +aSP—nl = 0 (5.4.15)

N —eN +AP+N)(1—(P+N)—bNI~pxN = 0 (5.4.16)
P'—cP +bNI+onP = 0. (5.4.17)

Escrevendo o sistema anterior como um sistema de equacdes ordindrias de primeira
ordem temos:

s - i{s (i—(s+1)-2sp- £ (5.4.18)

I = 2sp_ 1 (5.4.19)
C C

N = X (5.4.20)

P =Y (5.4.21)

X = eX-MP+N)(1—(P+N)) +bNI+oyN (5.4.22)

Y’ &Y —bNI + onD (5.4.23)

Analisamos a estabilidade linear do sistema nos pontos criticos de nosso interesse,
para determinar as condicdes de ondas viajantes. Neste caso, procuramos trajetdrias no
diagrama de fase partindo do ponto (1 — ¢s,0,1 — A" *¢nN, 0,0,0) e atingindo o ponto
(S0, o, No, Po.0,0). Quando as coordenadas, que representam populagdes, deste tltimo
ponto sdo diferentes de zero, podemos admitir trajetoérias oscilatorias em torno ao ponto
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de chegada, o que ndo podiamos permitir no modelo simples.

A matriz do sistema linearizado no ponto (1 — ¢g,0,1 — A" 9N, 0,0,0) é dada por:

5&53 - 0 - 00
0 -2 0 elizes) 00
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 01
0 B1-—Xen) AQ-=Aten) MI-Alpn)—on ¢ 0
0 -b(1 — A‘lapN) 0 YN 0 ¢

Os autovalores desta matriz sdo:

o =1 (c+ VEF NI = A-lw)) >0 pois (1 - A" pn) >0

22 =4 (c— VBT ATow) ) <0 pois (1~ Agn) >0,

-1
$3m-:—ci-—(f-§-<0

alem das trés raizes do polindmio

ab _
p(@) = 2%+ (—c+ 1) 2 — (4 o)z — Lo + AL = A )pn(ps - 1)
c C CA

Este polindmio tem valores méximo e minimo em

1 2
. - = {_ T a2 N .
Lomin,max 3(:( ¢ —i—’r}_\/( 2 +7) +3c2(n—i-c,aN)).

Andlogogamente ao capitulo 4, mas considerando, neste caso,

ab :
P(O) i ““gpr -+ "gx)\(l - )\ml)fpﬁ(ipg — 1) <0 e P (0) = *(T}"l“ QON) < 0,

as condi¢bes para Cmin, 530 dadas pela raiz dupla, considerando z,,q,-

Lembremos que essa condi¢do é dada pois no diagrama de fase ndo podem existir
autovalores imagindrios neste ponto {1 — vg,0,1 — A~ '¢x,0,0,0). Estes implicariam
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soluctes espiraladas em torno de Fs e teriamos solugbes negativas, o que nio interessa
pois as varidveis sdo populacdes.

Como tem que ser rafz dupla entdo temos a seguinte equacio:

P(ﬁm):Pl(:ﬁma@)ﬂO
- ab
xf’m+(~0+2) xfm—(??+sozv)$m—Z—sﬁNT’aA(l—Y‘)@N(a@s—Umﬂ
i e p
Tmae = 5 (~C 1= /(=@ + ) 33+ ¢ )

Esta equagio permite encontrar a velocidade de propagacio da doenga em funcio
dos outros pardmetros. Na figura 5.1 podemos observar a variacio da velocidade de
propagacio da doenca. em funcéo de @ ou b, pois notamos que a equagio é simétrica
mudando e por b. Isto significa que as duas taxas de contagio tem 0s mesmos pesos na
velocidade da propagacao. Notemos que o crescimento da velocidade de propagacdo da
doencga aumenta com a taxa de transmissao, o que é razoavel.

<

Figura 5.1: Gréfico da variagdo da velocidade em funcio de a ou de b. Os paramétros
sao: n=0,4, px=0,03, A=1, v5=0,02,c0ub=1,2
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Na figura 5.2 observamos a variagdo da velocidade em fungéo da taxa de mortalidade
dos insetos. O valor de ¢p, decresce quando a taxa de mortalidade cresce. Quando
wn = 1,4 temos cmin = 0, ou seja, a frente de infeccdo é freada. Podemos utilizar este
dado para controlar a propagagao, j4 que poderiamos aumentar a taxa de mortalidade
do inseto até esse valor critico.

Figura 5.2: Grifico da variagio da velocidade em funcdo de wpy. Os paramétros n =
0,4, A=1, ps=0,02ea=5=1,2

Para os seguintes parametros: ¢ = 0,3,b=1, n=10,4, oy =0,05, ps=0,5, A =1,
termos uma trajetéria gue liga os pontos de equlibrio associados a E; = (0.5,0,0.95,0) e
Eo = (0.21,0.1,0.32,0.63) segundo os pontos calculados com (5.3.13) ¢ coincidem com a
simulacao numérica.

Na figura 5.3 mostramos as frentes movimentando-se para a esquerda com estes
pardmetros. Vemos como as capivaras sadias que tem inicialmente uma densidade de
0,5 por unidade de 4rea, e cal para Sp = 0, 21 quando atingidas pela frente de capivaras
infectadas. Inicialmente ndo temos capivaras infectadas, mas depois da frente passar sua
densidade fica constante e baixa, no valor Iy =0, 1.

Com os insetos acontece o mesmo fendémeno. Incialmente, os ndo portadores, tem uma
densidade alta, 0,95 por unidade de drea. Atingida pela frente portadora esta densidade
decal muito, até o valor Ny = 0,32. A densidade de insetos portadores é a que mais
cresce, pois sendo nula no inicio, passa a uma densidade Py = 0, 63 por unidade de drea
depois da passagem da frente.
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Figura 5.3: Grafico das frentes de ondas movimentando-se para a esquerda, para os
pardmetros: ¢ = 0,3, b =1, n=10,4, ¢on = 0,05, gg = 0,5, ¢ A = 1. Notemos que a
densidade inicial das capivaras é 0, 5 para as sadias, zero para as infectadas. E a densidade
inicial para os insetos é 0,95 para nfo portadores e zero para os portadores. Depois da
frente passar as densidades se estabilizam no ponto de coexiténcia, S = 0,21, Iy =
0,1, Ng =0,32, P, =0,63.

Para os pardmetros: a = 1,2, b =1, n = 0,4, o5 = 0,03, vg = 0,02, e A = 1,
temos urna trajetdria que liga os pontos de equilibrio associados a Fy = (0.98,0,0.97,0} e
Eo = (0.04,0.083,0.26,0.71) segundo os calculos com (5.3.13) e concidem com a simulacio
numérica. Neste caso os autovalores sdo imaginarios no ponto Fq = {0.039,0.083, 0.255,0.714).
Mas ndo temos problemas pois ndo implicam populagdes negativas, pois as coordenadas
sdo positivas. Aparecem aqui as ondas oscilatérias.

Na figura 5.4 vemos as frentes das ondas neste caso. Observamos que quando a frente
das capivaras infectadas atinge as sadias, a densidade destas dltimas diminui, mas logo
tem uma recuperacao até a proxima frente de capivaras infectadas atingi-las novamente,
causando nova diminuicdo. O mesmo fendémeno pode-se observar nos insetos. Conforme
testemunhas, isto acontece no fendmeno real, onde as capivaras parecem extinguir-se e
depois voltam a surgir.
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Figura 5.4: Gréfico das frentes de ondas viajantes oscilatérias para os pardmetros : a =
1,2, b=1,n=04, A=1, s = 0,02, e oy = 0,03. Notar com estes pardmetros que

So = 0,039, I, =0.083, Ny =0.255e B, =0.714

Na figura 5.5 observamos o fendmeno ciclico somente para as capivaras. Vemos, na
curva das capivaras infectadas, como as frentes de infec¢io diminui de intensidade quando
z cresce. Vemos que cada frente que atinge as capivaras sadias faz com que sua densidade
diminua, mas se recuperam logo que a frente passa, até ser atingidas por nova frente.

Na figura 5.6 observamos o mesmo fenémeno para os insetos.
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Figura 5.5: Grafico das frentes de ondas viajantes oscilatérias para as capivaras com
parfmetros : a =2, b=1,7. n=0,1, A= 1, ps=0,1e pn =0,5.
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Figura 5.6: Gréfico das frentes de ondas viajantes oscilatérias para os insetos com
pardmetros: ¢ =2, b=1,7, n=0,1, A=1, vs=0,1, e py =0,5.
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5.4.2 Modelo simples

Estudamos aqui o modelo simplificado do proposto em [6]. Desconsideramos as
mortes, por causas diferentes da enfermidade, das capivaras e dos insetos, ou seja,
ws = ¢r = vy = @p = 0. Isto acarretara a colonizagao total da drea pelos insetos
portadores do protozodrio causador da enfermidade. Os resultados apresentados seguem
em forma muito préxima o trabalho publicado em [11] e apresentado no XXV CNMACC
em Nova Friburgo. O modelo é o seguinte:

o8 S+1 -
I
% — B.SP—~I (5.4.25)
oON PN P+ N i L
) P
T = a”““a:::? + G NI, (5.4.27)

onde ag,a; e ay sa0 os coeficientes de difusdo das capivaras sadias, infectadas e
dos insetos respetivarnente, Ag e Ay s30 as taxas de reproducio para capivaras e insetos
respetivamente. J; e 2 as taxas de transmissao da doenca. v € a taxa de mortalidade
por doenca nas capivaras infectadas.

Calculamos a velocidade de propagacdo da doenca e realizamos graficos para determi-
nar a influéncia nesta propagacio de cada pardmetro. Utilizamos primeiro este modelo
simplificado pois nele conseguimos realizar todos os cédlculos analiticos em forma geral e
nao necessitamos calcular para pararametros especificos.

O método utilizado € primeiro reduzir a quantidade de parrametros para uma melhor
compreensdo dos efeitos destes nas simulagbes. Obter solugbes invariantes no espago e
no tempo, isto nos da pontos de equilibrio. Analisar a estabilidade linear destes pontos,
pois estados instdveis podem ser modificados por pequenas perturbacdes e tender a um
estado estavel.

Analisamos a possibilidade de existéncia de solugdes do tipo onda viajante, realizando
a andlise linear da EDO associada 4 EDP original. Desta andlise determinamos a veloci-
dade de propagagao da doenga, calculado no ponto de equilibrio trivial, e as possibilidades
de existéncia da onda, calculada no ponto néo trivial. Utilizamos os Softwares Mathe-
matica e Matlab para a simulacio ntimerica das solugoes.
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Adimensionalizagao

Realizamos a seguinte adimensionalizagdo: as populagdes sdo divididas por sua ca-
pacidade de suporte, o tempo é medido em funcao da taxa de crescimento da populagio

de capivaras e no espago consideramos como o pardmetro da difusido dos insetos.

N*z

Modelo adimensionalizado

—k—;,P =__3S = 3

Retirando os astericos para simplificar a notagio, da mudanga proposta acima obtemos

o seguinte modelo:

88
ot
oI

ON

at

oP

E3

Dinamica do sistema homogéneo do modelo simples

S(1—-(S+1I))—a SP

aSP —nl

N

dr?
8*P

—— +bNI

dx?

- MP + N) (1 — (P + N)) —bNI

(5.4.28)

(5.4.29)

(5.4.30)

(5.4.31)

Analisamos aqui  a dindmica do sistema homogéneo, procurando solugdes que ndo
dependem do espago e tempo. Resolvemos o seguinte sistema de equagtes para obtermos

os pontos estacionérios do modelo adimensionalizado:

e obtemos os seguintes pontos de equilibrio:

S(1—-(8+1))—aSP =
aSP—nl =
AMP+N)(1—(P+N))~bNI

I

o T e B e S e

(5.4.32)
(5.4.33)
(5.4.34)
(5.4.35)



E() = (So,IQ,O, 1)

E = {1,0,0,0),

E, = (1,0,1,0),

Es = (0,0,0,0),

E, = {0,0,k,1—k), k<1,

onde,
(1
(1+3)

A condicdo necessaria para termos Sp, [y > 0, j4 que sdo populacdes, é que a < 1.
Logo, em funcio das varidveis originais temos a seguinte estimacio em tempos:

S

!
=

_a{l-a
(g

So = Iy (5.4.36)

1 1

<
Ae  Ka o

Notemos que esta condicdo ndo depende do pardmetro b, que é taxa de contdgio dos
insetos, dependendo somente do pardmetro a, taxa de contagio das capivaras. No modelo
geral teremos dependéncia de b.

Observemos que quanto mais perto o valor de ¢ se encontra de 1, valor maximo para
a transmissao de infeccdo, menos capivaras sobrevivem a frente, até atingir o valor a = 1,
onde ocorre a extincdo. Temos um estado endé@mico quando o << 1, sobrevivendo a

maioria delas.
271

As
ou se a capacidade de suporte dos insetos e a taxa de infec¢io das capivaras sio baixas.
Logicamente estes fatos favorecem a ndo propagacao da doenga.

Como g = isto acontece se a taxa de reproducdo das capivaras sadias é alta,
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Figura 5.7: Grafico dos estados de equilibrie Sy, Iy em fungde da taxa de infeegio das
capivaras a para o valor fixo n = 0.06

Podemos ver no grafico 5.7 a variacdo dos pontos de estabilidade Sy, I, para diferentes
valores da taxa de contdgio das capivaras @, tomando n = 0,06. Notemos que quando
a == 1 temos zeros para cada compartimento, ou seja, a extingdo. Quando ¢ = 0 nio
temos propagacio da doenga, obtendo entdo So = 1,1y = 0. O ponto de méximo se dé
para a == (,19. Para essa taxa de contdgio temos a méaxima quantidade de infetados
I = 0,615.

Estabilidade do sisterna homogéneo

Estabilidade do ponto E, = (1,0,1,0)

Os autovalores da linearizacio neste ponto sdo:
AT -1 <0
Ty = —-A<0

= -2 +4dab

Como z3 > 0 este ponto é sempre instivel {veremos que no modelo geral temos a condi¢io
de estabilidade).

T34

Estabilidade do ponto £y = (5, 1, 0,1}

Os autovalores neste ponto sio:

Ty = _bf{)’(G
Lo = WA<O

e as rafzes do polinémio:
22+ (—14+28 — b +a+nz+ (~n+ 208 — nls + na+ aSo).
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Entdo as condigbes necessérias e suficientes para que Ey = (S, Iy, 0,1) seja estédvel,
Sa0:

m(m1+289mfn+a+?])<0
€

(=n+ 2050 — nly +na + aSp) > 0.

Logo se
n<<1 (5.4.37)

¢ necessdrio e suficiente que

n>a (5.4.38)

para obtermos a estabilidade de Ej.
Como o ponto Ej é instdvel, e com as condigbes encontradas acima, o ponto Ey é
estdvel, logo procuramos solugao de onda viajante que vai do ponto £, ao Fy.

Estabilidade do ponto E; = (0,0,k,1— k)

Os autovalores neste ponto sao:

Ty = 0
Ip == —A <0
Iz = —|< 0

zy = l~a(l—Fk)

Sabemos que k£ < 1, agora se a < 1 temos que
1—a(l—%k} >0

‘com o qual Ej é instdvel. Isto significa que no caso de existir ponto de coexisténcia é o
Unico estavel.

Se a > 1 entdo Fy vai deixar de ser instdvel se a{1 — k) > 1. Em a = 1 temos
um ponto de bifurcacio. Notemos que quando o = 1 temos a igualdade entre os pon-
tos criticos By = Ep = (0,0,0,1), para & = 0 ¢ além disso, coincidindo também os
autovalores e tornado-se estdvel, ji que z4 = 0 deixando de ser positivo. Este ponto,
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(0,0,0,1) é da extin¢do das capivaras. Encontramos também ondas viajantes neste caso
onde Fy = (1,0,1,0) é instdvel e Ey = (0,0,0,1) estével.

Estabilidade do ponto {0,0,0,0)

Os autovalores no ponto trivial (0,0,0,0) sdo:

zy = 0

ras = A<0
3 = —qp<i0
g = 1

sendo entdo sempre instdvel. Se tivermos as capivaras e insetos com densidade no valor
das capacidades de suporte, podemos esperar que ndo se extingam as duas espécies no
caso de invasao.

Ondas viajantes do modelo simples

Nesta secdo procuramos as solucdes do tipo onda viajante. Fazemos a mudanga:

S(z,t) = S(2)
I(z,t) = I(2)
N{z,t) = N{z)
P(z,t) = P(2)
z= 1+ ct.

Com esta mudanca, o sistema de EDPs {(5.4.28) - (5.4.31)) se transforma no seguinte
sistema de EDOs associado:

S +8(1~(S+1I)~aSP = 0 (5.4.39)
—cI'+aSP—5l = 0 (5.4.40)

N —eN +AP+N)(1—(P+N))—bNI = 0 (5.4.41)
P"—¢P +bNI = 0 (5.4.42)
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Escrevendo o sistema anterior como wm sistema de equagtes ordindrias de primeira
ordem temos:

1
§ = ~SQ-(S+D)- % SP (5.4.43)
I = %sp - wgf (5.4.44)
N = X (5.4.45)
P =Y (5.4.46)
X = eX-MP+N)(1—(P+N))+bNI (5.4.47)
Y = ¥ —bNI (5.4.48)

Os pontos criticos que consideramos neste caso sio Fy = (1,0,1,0,0,0) e P, =
(Ss, 15,0,1,0,0). Procuramos, no diagrama de fase dado pela equago acima, uma tra-
jetéria saindo do ponto Fp, e ligando este ao ponto F;. N&o podemos permitir aqui
oscilacbes em torno de qualquer um dos pontos, pois ambos tem coordenadas zero, e
isto implicaria em populacoes negativas. Estamos procurando entdo ondas viajantes que
obedegam as condigdes:

S(~x0) =1, S(o0) = S
I(—x)=0, I{ox)=1I
N{—o0)=1, N{x}=10

P(—oc) =0, P(x)=1,

vide fig (5.9).

Analisamos a estabilidade linear do sistema nos pontos criticos de nosso interesse,
para determinar as condigoes de ondas viajantes. A matriz no ponto: (1,0,1,0,0,0,0) é
dada por:



—{; ——% 0 -2 00
¢ =20 2 00
0 6 0 0 10
6 0 0 0 01
0 & X X ¢ 0
0O —-b 0 0 0 ¢
Os autovalores desta matriz sio:
1
Iy = —-
[

¢ as raizes do polindmio

Este polindémio tem valores maximo e minimo em

(@—m \/(62~n)2+4n02_

Lrmiin,maz =
T 3¢ 3¢

No diagrama de fase nfo podemos ter autovalores complexos pois estes implicam
solucdes espiraladas em torno de F», que atingiriam valores negativos, o que ndo é permi-
tido, uma vez que as varidveis sio populacdes. Entdo o polindmio nfo pode ter solugbes
complexas.

Isto nos da a condigio de velocidade minima, que de acordo com o argumento de
Fisher é o que nos fornece a solugio estdvel. O minimo ¢ dado quando temos uma rafz
dupla.

Por ser necessiria a existéncia de raiz dupla obtemos a equacio:

’

P(xmzn) =P ('T;min) =0,
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i s I R A/ A N i ab
p(\-ﬁmzn) = Lppin T ("E - (’) Tonin — Wmin T “E“ = 07

(¢ —m) V(T —n)? + dnct

Tinin =
* 3c 3¢

Esta é equacao que determina ¢,,;,. Podemos encontrar, por exemplo, a velocidade
da propagacido da doenga em funcio de ¢ ou b. Notemos que temos para eles o mesmo
comportamento, pois a equacio ¢é simétrica quando mudamos ¢ por b. Isto significa que as
taxas de contagio tem o mesmo peso na propagacdo da doenca como acontece no modelo
geral.

A matriz no ponto: (S, Ip,0,1,0,0) é dada por:

_i-25%-Ih—-e _ S5 0 __a% G 0
e —2 g s g g
0 ] 0 0 10
0 0 0 0 g 1
] 0 Xbl A c 0
0 0 ~blg 0 0 e
Os autovalores desta matriz sdo:
e+ V244X
Tipg=——F"—
2
ct 2 + 45.[0
Ia3 =
2
1—’!]—280-—&—-[0i\/(1—??—250 —G—Ig)2—4&8@-{‘47’](1—280—(1—13)
I — .
! 2¢

Nio temos neste ponto nenhuma condicio para a velocidade pois ¢® + 4bl; > O e
& +4A > 0.

Temos a condicdo:
(1 - ] — 255 —a — fg)g — 405 + 47}(1 — 285 —a — IQ) > (. (5.4.49)

que ocorre para ¢ << 1, pois ndo podemos permitir neste ponto possiveis solucdes os-
cilatérias, o que implicaria na existéncia de populacgdes negativas, neste caso sé para os
insetos ndo portadores. Na figura (5.8) podemos observar a variagio desta condigdo para
diferentes valores de o com 1 = 0,06 fixo.
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Figura 5.8: Grafico da condic@o de oscilagdo em funcdo da taxa de contdgio das capivaras
a, para 71 = 0,06

Na figura 5.9 mostramos a simulagdo numérica com o Software Matlab para os seguintes
parametros:
a=0,03 n=0,086 =01, A=0,05 e c=12.

Notemos que para estes pardmetros temos,
So = 0,6466, I, = 0, 3233, (5.4.50)

calculados com (5.4.36). Neste caso vemos que a frente de onda de insetos portadores
val na frente das capivaras infectadas. Quando a frente de portadores atinge os néo
portadores, a densidade destes dltimos comega diminuir até se extinguir (o modelo é
simples).

Quando a frente de onda das capivaras infectadas atinge as sadias, vemos que acon-
tece o mesmo fendmeno: a densidade das sadias comeca a diminuir até ficar no valor
So = 0,6466, e as infectadas ficam no valor Iy = 0, 3233. Estes valores que aparecem
na simulagio numérica sio os correspondentes aos calculados por (5.4.50) para estes
pardmetros. O valor de ¢ alto é para melhorar o desenho na simulagio pois a curva fica
muito estreita para valores mais baixos, mas mantém o comportamento.

Na figura (5.10) os pardmetros sfo 0s mesmos que na figura anterior, com excec¢ao do
valor de @, na figura anterior era a = 0,03 < 0,07, ¢ agora ¢ = 0,4. Este valor é maior
QUE Qeritico = 0,07, onde muda de sinal a condicio (5.4.49), sendo neste caso negativa.
Ver também o grafico (5.8) onde se pode observar a negatividade.

Isto implica que a solugéo oscila em torno do ponto de chegada, provocando a solugao
oscilatéria nas proximidades de zero para os ndo portadores, o qual ndo podemos permitir
neste modelo simples, mas sim no modelo geral. A vantagem aqui € que podemos calcular
o valor da taxa de infecg@o a partir do qual esta oscilagio comega.
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Figura 5.9: Ondas viajantes de invasio para os seguintes pardmetros: a = 0,03, n =
0,06, & = 0,1, A = 0,05 e ¢ = 12. A onda liga os pontos de equilibrio {1,0,1,0} e
(0.6466,0.3233,0,1)

Na figura (5.11) vemos o caso extremo quando a = 1. Neste caso, dos pontos de
coexisténcia calculados anteriormente, (5.4.36), temos Sp = g = 0, o que implica a
extingdo das capivaras. Na simula¢io numérica vemos como a frente das capivaras in-
fectadas atinge as sadias, a densidade populacional destas dltimas comega a decrescer
até a extincio. Quando as capivaras sadias sdo extintas, a densidade populacional das
infectadas comega a decrescer também até a extingdo. S6 ficam os insetos portadores
neste caso.
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Figura 5.10: Ondas viajantes de invasao para os seguintes pardmetros: ¢ = 0,4, n =
0,06, b= 0,1, A=0,05e c=12. Aqui o valor de ¢ > 0.07, entdo a condigio (5.4.49)
fica menor que zero, vide (fig 5.8), gerando ondas oscilatérias. N&o podemos admitir,

neste modelo simples, este tipo de solugdo, pois a curva da populacio de insetos ndo
portadores gira em torno do zero.
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Figura 5.11: Ondas viajantes de invas8o para os seguintess pardmetros: ¢ = 1, 5 =
0.06, 5=10.5, A=0.05, ¢=12. Obseravamos aqui a extincfo das capivaras
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A vantagem deste modelo simples é que podemos fazer todos os célculos analiticos no
ponto de equilibrio ndo trivial, (Sp, %o,0,1,0,0) e obtemos, por exemplo, a condi¢io de
oscilagio (5.4.49). O gréfico desta condicio em funcio de a para o valor 7 = 0,06 pode
ser observado na figura 5.8, o que facilita a interpretagdo. Na regido onde a funcio é
negativa indica valores de ¢ onde a onda oscila em torno de (S, Ip, 0, 1,0,0), mas como
aqui N = 0, teremos populagio negativa.

No grafico 5.9 vemos que isto acontece para o valor a = 0,4, e nio € uma onda
biologicamente aceitdvel. Na regifio onde a funcBo € positiva podemos admitir onda
viajante, por exemplo para a = 0.03, vide 5.10 para a onda viajante. Para o caso
extremo g = 1 temos de (5.4.36): Sy = Ip = 0, a extincdo das capivaras. A onda viajante
correspondente a este caso pode ser observada na figura 5.11.

Eiste modelo simples tem entdo a vantagem de ser muite diddtico, onde tudo pode ser
calculado analiticamente. Mas o modelo geral apresentado, ainda que nfo possibilita o
calculo em forma analitica no ponto nio trivial, reflete melhor a realidade. Nele podemos
considerar as ondas oscilatérias de propagacio da doenca, que é como ocorre na realidade.

5.4.3 Ondas viajantes do modelo com convegio

Analogamente 4 subse¢do anterior consideramos que o coeficiente de difusio das capi-
varas € muito menor que dos insetos. Fazemos Dg = Dy = 0 em {5.2.5 - 5.2.8). Consid-
eramos agora a convecdo e procuramos ondas viajantes fazendo z = x + ¢t. Obtemos o
sistemas:

~S - VS +8(1—(S+I)—aSP—¢sS = 0 (5451

—cI +aSP —nl 0 {5.4.52)

N —¢N —-WN + AP+N)(1~(P+N)—bNI—gyN = 0 (54.53)
P'—cP —WP +bNI+pyP = 0 (5.4.54)

Da mesma maneira que na seccio anterior obtemos os pontos criticos e analisamos a
estabilidade do sistema linear nos pontos de nosso interesse, para determinar as condicbes
de existéncia de ondas viajantes.

No ponto (1 — s,0,1 ~ A"1pn,0,0,0,0) fazemos as contas de maneira andloga ob-
tendo os autovalores e a equacdo da velocidade minima que coincidem com os anteriores
para V =W = 0.

(s autovalores s&0:

Ty =3 ((c + W)+ e+ W +4X(1 - A—icpN)) >0 pois (1 —Aten) >0

Ty =1 ((c—i— W) — e+ W2+ 4X1— A—lcpN)) <0pois (1—Atpy) >0
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além das raizes do polindmio:

g 3 —_ ..?_?_ 2_ ....Tz o .._.z?_f .Ezé — =1 7 —
q(z) =2+ ( (c+W}~+~C):c (Le+ W)+ pn)z = Ton + SML= A ox(ps — 1),

o qual gera a equacio da velocidade minima:

3 —_ Ii?. 2 . .?_? ‘ _2! ..i‘:é — -1 r — —
xm+( (C+W)+C)xmax (W) o )T maz ==y + S AL=Apn(ps—1) =0,

xma.x

1
:gz(_Cz”*'n_cwm\/(“"Cg-f-??—CW)gmi-.?a(Cz(T]—l—(pN)+an))‘

Notemos que a velocidade de propagagio s6 depende de W e ndo de V. Na figura 5.12
podemos observar uma variagio da velocidade minima, quando b varia, para dois valores
diferentes de W: para W = 0, que foi calculado na subseccio anterior, e para W = 1,

Notemos que como a convecgao € no sentido da direita, e a propagacdo no sentido
da esquerda, para W = 1 a velocidade de propagacio é diminuida assim os valores sdo
menores do que para W = 0. A curva abaixo € a correspondente & velocidade de convegéo
W = 1. Para b << 1 a curva estd na regifo negativa, o que significa que a convecio
mudou o sentido da propagacao.

Outro fato interessate é que a velocidade diminuiu aproximadamente 0.70 e nfo 1, que
é a velocidade de conveccao. Isto se deve ao fato da convecgio sé ser aplicada aos insetos,
e a velocidade de propagacao abrange a todo o sistema. Por exemplo se a convecio fosse
o transporte causado pelo vento, este carrega os insetos, depois temos que esperar que as
capivaras sejam infectadas por estes e que transcorra um ciclo até gue insetos se tornem
portadores, 0 que produz um retardamento.

Finalmente na figura 5.13 mostramos a variagio da velocidade minima de propagagio
em funclo da convegdo W, para os pardmetros 7 = 0,4, on = 0,03, A = 1, ¢s =
0,02, a =b=1,2. Ja que a propagacio € em sentido contrario do sentido da conveccio,
podemos obsvervar que para aproximadamente W = 3,7 inverte-se a frente de onda.

Na figura 5.14 temos também a variacio da velocidade minima de propagacio em
funcio da convecgdo W, para os pardmetros = 0,4, on = 0,03, A=1, 0g=0,02, a =
b= 1,2, mas considerando os valores de ¢,,;, < 0, que para W > 0 representam a frente
para a direita, ou seja, no sentido da convecgdo. Considerar essas solugbes z = z + cf
com ¢ < 0, é equivalente a procurar z = x — ¢f com ¢ > 0. Por isso representa a frente
para a direita.
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Figura 5.12: Grafico da velocidade de propagacio em funcio de b, para W = 0 acima, e
W = 1 abaixo, com pardmetros: a=1,2, n=0,4, A= 1, 5= 0,02 e pn == 0.03.

i 2 3

Figura 5.13: Grafico da velocidade de propagagio para a esquerda em fungao de W, com
pardmetros: a =b=1,2, n=0,4, A =1, g5 =0,02 e pn = 0,03. Notemos que para
W =~ 3,70 a frente muda de sentido.
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Figura 5.14: Gréfico da velocidade de propagacao para a direita em funcéo de W, com
parametros: a = b= 1,2, n=0,4, A= 1, g =0,02 ¢ px = 0,03, no mesmo sentido
da conveccao.

5.5 Conclusao

O fato relevante neste capitulo € a determinacio da existéncia de ondas oscilatérias,
que reflete um comportamento do fénomeno real. As capivaras parecem se extinguir, mas
voltam a surgir. Acometidas por uma nova frente de infecdo e elas voltam a “desaparecer”
e assim sucessivamente.

Ao considerar o modelo geral, temos um ponto de coexisténcia das espécies que per-
mite agora, diferentemente do modelo simples, considerar este tipo de solugbes. Nio
podemos establecer de forma analitica em que condigbes dos pardmetros teremos ondas
oscilatérias, mas podemos fazé-lo para cada conjunto particular de pardmetros. Para os
pardmetros ¢ = 0,3, b =1, n = 0,4, oy = 0,05, vs = 0,5 e A = 1, temos ondas
viajantes ndo oscilatérias, vide figura 5.3. Para os pardmetros ¢ = 1,2, b = 1, n =
0,4, A=1, 5 =0,02 e oy = 0,03 temos ondas viajantes oscilatérias que caracterizam
o modelo, vide figura 5.4.

Neste capitulo também apresentamos graficos da variagio da velocidade de propagacio
da doenga em funcio de parametros do modelo. Consideramos a simetria em relacio as
duas taxas de infeccao, assim como a variacdo em funcio da mortalidade do inseto. Esta
ultima consideracao é importante, pois permite estimar um valor de controle (py = 1,4
adimensional) para frear a frente de propagacdo. Consideramos finalmente a influéncia
do trasnporte no modelo.

Este modelo é um modelo protétipo de transmissfio por vetor, o que amplia seu inter-
esse valorizando os cdlculos aqui realizados. Poderia (fazendo algum ajuste se necessério)
ser utilizado para simular a dengue, que é uma enfermidade de transmissido por vetor,
onde estdo envolvidos o homem e o mosquito Aedes aegypti, transmissor da dengue no
Brasil. No capitulo 4 estudamos um modelo de dengue, mas s6 para estudar o compor-
tamento do mosquito, sem a presenca do homem.
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Nos trés modelos utilizamos a técnica das solugbes de onda viajante para descrever
o fenbmeno correspondente em funcdo dos pardmetros interessantes do ponto de vista
biolégico. Fizemos graficos interpretativos do fénomeno correspondente, para entender
o comportamento da propagacdo ou da invasfo. Utilizamos recursos computacionais,
baseando-nos nos calculos analiticos realizados.

Esta técnica nos permite, através do modelo, interpretar melhor o comportamento da
doenga ou do mosquito. Permite, também, observar possiveis formas de controle.

Destaquemos que as anélises foram feitas para os modelos unidimensionais, pois eles
sdo representativo do bidimensional. Além disso, é frequente a ocorréncia no plano, do
fato do fenébmeno se estabilizar rapidamente em uma diregao, que pode entao ser descon-
siderada, ficando o estudo restrito 4 outra direcio, chegando novamente a considerar o
sistema unidimensional.
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