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Resumo

Nesse trabalho estudaremos a geometria e a topologia de algumas variedades homeomorfas, porém néao
difeomorfas, a esfera padrao S™, chamadas esferas exdticas. Realizaremos duas dessas variedades como
quocientes isométricos de fibrados principais com métricas de conexao sobre esferas de curvatura con-
stante. Através disso, apresentaremos simetrias desses espagos e exemplos explicitos de difeomorfismos
nao isotdpicos a identidade, usando-os para o célculo de grupos de homotopia equivariante.

Como mais uma aplicagao dessa construcao, provaremos que, se uma esfera homotépica de dimensao
15 é realizavel como um fibrado linear sobre S®, entdo a mesma esfera é realizdvel como um fibrado
linear sobre a esfera exdtica de dimensao 8 com as mesmas fungoes de transicao.

No tdltimo capitulo lidaremos com a geometria de fibrados induzidos, deduzindo uma condigao
necessaria sobre a funcao indutora para que a métrica da conexao induzida tenha curvatura seccional
nao-negativa.

Palavras-chave: Disciplina (Matemadtica), topologia diferencial, difeomorfismos, submersoes Rie-
mannianas, variedades Riemannianas, geometria diferencial.
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Abstract

In this work we study the geometry and topology of manifolds homemorphic, but not diffeomorphic, to
the standard sphere S™, the so called exotic spheres. We realize two of these manifolds as isometric
quotients of principal bundles with connection metrics over the constant curved sphere. Through this,
we present symmetries in these spaces and explicit examples of diffeomorphisms not isotopic to the
identity, using them for the calculation of equivariant homotopy groups.

As another application, we prove that, if a homotopy 15-sphere is realizeble as the total space of a
linear bundle over the standard 8-sphere, then, it is realizeble as the total space of a linear bundle over
the exotic 8-sphere with the same transition maps.

In the last chapter we deal with the geometry of pull-back bundles, deducing a necessary condition
on the pull-back map for nonnegative curvature of the induced connection metric.

Key words: Subject (Matematics) differential topology, diffeomorphisms, Riemannian submersions,
Riemannian manifolds, differential geometry.
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Introducao

Seja M um espago topoldgico com propriedades razoiaveis. Para qualquer fim, é natural perguntar
se esse espaco admite estruturas mais finas, como por exemplo, uma estrutura diferenciavel. Neste
caso pode-se ainda questionar se essa estrutura é tnica, ou caso nao seja, quais sao as diferencas entre
estruturas distintas. Nessa tese nos focaremos no caso em que M™ é uma variedade de dimensao n
homeomorfar, porém, nao difeomorfa a esfera padrao S™.

Os primeiros exemplos de tais variedades foram descritos por J. Milnor em [32] como fibrados
lineares com fibra S3 sobre S*. Em [33], a descri¢do da esfera padrao como

Sn — Dk+1 % Sl U Sk X Dl+1

leva 0 mesmo autor a desenvolver uma nova construgao que, em certo sentido, generaliza a de [32],
apresentando novos exemplos dessas variedades em dimensoes superiores. Até entdo, o invariante usado
para descrever tais objetos ndo poderia distinguir todas as variedades desse tipo, e, de fato, em [26]
descreve o conunto de variedades homeomorfas a esfera n-dimensional, 6, como um grupo com a
operagao de soma conexa que se encaixa na seguinte sequéncia exata:

KM .
0—bPyy — 0" = 7,

onde bP, 1 é o grupo de variedades que sao bordos de uma variedade paralelizavel, 7,, é o quociente do
grupo estdvel de homotopia de esferas 7, = limy 7,1 S* pela imagem da aplicacio de Hopf- Whitehead
J 1 m,SO(k) — T,y xS* ([24]). Os invariantes usados em [32, 33] descreviam apenas o subgrupo bP, 1,
no entanto, [1, 44] e suas referéncias foram capazes de explorar a aplicagdo KM em algumas das esferas
construidas em [33], porém, até entdo, nada das possiveis geometrias dessas variedades é mencionado.

Geometria de Esferas

A primeira referéncia nesse assunto é [19]. Trabalho feito apds [32, 33, 26] e antecedente a [1, 44]. L§ é
apresentado um modelo geométrico de uma variedade homeomorfa, porém nao difeomorfa, a esfera,
realizada em [32]. Com efeito, seja Sp(2) o grupo de matrizes 2 x 2 com entradas quaterniénicas que
satisfazem a identidade QTQ = id, onde QT é a matriz obtida por aplica a conjugacio quaterniénica

em cada entrada da transposta da matriz (). Isto é,
_Jfa c 2 2 ZE a c\y (1 0
= () e [ (0) G )= 1))

Em [19] é demonstrado que o quociente desse grupo pelo grupo de quaternions unitdrios S<H definido

por
a ¢\ _(qaq qc
q*(b d>_<qbq qd) (1)

ol
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¢é difeomorfo ao espaco total do fibrado linear de esferas 7 : M277_1 — §* definido pela funcao de
transicao fo _1: 5% x 3 — 93 x §3

fo,—1(u,v) = (u, u2vu_1)

o qual, segundo [32], é uma variedade homeomorfa, porém nao difeomorfa, a esfera S7.

A contrugio em [19] traz um resultado geométrico imediato: MJ _, admite uma métrica com
curvatura seccional nao-negativa. De fato, a agdo (1) é isométrica em relagdo a qualquer métrica
bi-invariante em Sp(2), as quais tem curvatura seccional nao-negativa, entdo, um Teorema de [38]

garante que a curvatura da métrica em M27’71 induzida pela submersio S3 T Sp(2) — M27171 ¢ maior
ou igual a curvatura de Sp(2) (em planos horizontais).

O mesmo resultado foi provado em [21] para todas as esferas construidas em [21] sendo nada conhecido
para as esferas em [44], por exemplo. Nesse trabalho constribuimos nessa dire¢ao apresentando no
capitulo 2 uma construcdo geométrica que engloba os exemplos de [44] e generaliza a de [19] no sentido
que apresentaremos as esferas construidas em [44] como um quociente por uma agao isométrica de um
espaco cuja geometria é melhor entendida. De fato, no capitulo 3 demonstraremos o seguinte

Teorema 0.1. Sejam X8 e 210 geradores do grupo 6% = Zy e do subgrupo de indice 2 em 010 = Zg.
Entdo, existem fibrados S3-principais sobre S® e S0 que admitem acdes livres com quocientes difeomorfos
a X8 e 10, Ainda mais, essas acdes podem ser tomadas como isométricas para métricas de conezdo.

Observamos que a projeao na primeira coluna de Sp(2) define um fibrado S3-principal Sp(2) — S7
e a métrica bi-invariante é a métrica de conexdo sobre S7 com a métrica definida pelo grafico da
aplicacdo de Hopf h : ST — S* (ver definigio (1.5)). O Teorema acima serve para métricas em S® e S0
construidas de maneira semelhante.

Ainda ressaltamos que essas métricas ainda herdam algumas das boas propriedades das geodésicas
em métricas nas esferas padrdes, como em [10].

Simetrias

Como particularidade de nossa construcio, 8 e X'° herdam acoes de grupos de simetria, sendo o caso
de 19 com grau um pouco mais alto do que o esperado. De fato, no capitulo 4 apresentaremos uma
acdo de S3 x S3 em !0 com niicleo inefetivo discreto, em particular, mostrando que o grau de simetria
de %0 ¢ maior ou igual a 6 (recordamos que o grau de simetria de uma variedade ¢ a maior dimensdo
possivel que um grupo de lie compacto pode agir sobre uma variedade). O que entra em contraste com
a Conjectura 2 em [48]:

Conjectura. Se N(M™) denota o grau de simetria de M"™, entdo, para M™ uma esfera que nao é o

bordo de uma variedade paralelizavel

1
N(M™) < ";“ .

Sendo ! uma esfera desse tipo (ver Capitulo 3), a desiguladade se leria como 6 < 11/2 = 5,5. Em
[49] é observado que tal conjectura ainda deve ser considerada em dimensoes altas.

Ainda através de nossa construcao, apresentaremos um invariante sobre classes de homotopias
equivariantes e mostraremos elementos nao-triviais em alguns desses grupos (Teoremas 4.11-4.14). Mas
acreditamos que nossa maior contribui¢ao nesse assunto é a Proposicao 4.16 e seu Corolario 4.16.2.
Acreditamos que esses podem ser uteis para apresentar um limite superior valido para o grau de simetria
de 10,

Fibrados sobre X8

Seguindo as idéias de [32], [42] apresentou exemplos de esferas nao difeomorfas a padrao em dimensao
15 como espagos totais de esferas de fibrados lineares de 7-esferas sobre a esfera padrao de dimensao 8.
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Esse aluno também foi informado que, segundo trabalhos sobre imersoes de variedades e h-cobordismo,
tais esferas projetam como fibrados lineares sobre ¥8. Questiona-se entdo se haveria algum novo
exemplo caso considerdssemos todos os fibrados lineares por esferas com base ¥8. A partir de nossa
construgao conseguimos exaurir essa questao com uma resposta negativa. Com efeito, no capitulo 5
demonstraremos

Teorema 0.2. Se Y € uma variedade homeomorfa a esfera que projeta como um fibrado linear com classe

caracteristica o sobre S8 entdo ¥ projeta como um fibrado linear com a mesma classe caracterisitca
8

sobre X°.

Notamos ainda que esse resultado espande o resultado em [8].

Curvatura de Fibrados Induzidos

Seguindo a idéia de [19], a fim de tentar conseguir uma métrica de curvatura nao-negativa em :8 ou
%10 1o capitulo 6 iniciamos o estudo da curvatura de fibrados cuja conexdo é induzida de um outro
fibrado (no caso o fibrado é induzido). Nesse trabalho encontramos uma obstrugdo para tal propriedade:

Teorema 0.3. Seja m: P — N™ um fibrado fat com 1-forma de conexdo w. Seja f*P — M™, o
fibrado induzido de ™ por uma aplicacdo f: M — N, com uma métrica de conexdo com I1-forma f*w.

Entdo, se f*P tem curvatura seccional nao-negativa, para todo a € N, ponto regular de f, f~1(a) é
totalmente geodésico em M.

Essa pode se msotrar uma condi¢ao muito restritiva caso dim/N < dimM e f for analitica, apesar de
que, se dimN > 2dimM, essa condi¢ao pode ser facilmente contornada (sempre podemos substituir f
por um mergulho). Recordamos que um fibrado é dito fat se suas curvaturas vertizonatis sdo positivas.
Com esse Teorema podemos provar que algumas das conexoes que consideraremos nao geram métricas
com curvatura nao-negativa para nenhuma métrica na base e, baseado nessas condigOes, para as agoes
em Teorema 3.13, aproveitamos para conjecturar o seguinte:

Conjectura. Nao existe métrica analitica S® equivariante em ¥8 ou ¥'° com curvatura seccional nao
negativa.



Capitulo 1

Sobre Difeomorfismos e Estruturas
Diferenciais da Esfera

Neste capitulo, apresentaremos alguns dos resultados que estruturam a teoria das variedades home-
omorfas & esfera. Além de apresentar algumas das ferramentas de [32, 26], também trataremos do
exemplo geométrico em [19].

Nas duas primeiras se¢oes lidaremos com a situacao mais geral possivel, introduzindo os resultados
de [26] e [43]. Na terceira segio apresentaremos a construgio em [32] e na quarta a realizagdo geométrica
encontrada em [19].

Neste capitulo nos referimos a [29] para notacao e demonstragoes.

1.1 Sobre o Grupo de Esferas Homotopicas

Uma variedade M™ é dita uma esfera homotdpica de dimensdo n se M é uma variedade diferenciavel
compacta e homotopicamente equivalente a esfera padrdo S™. Se n > 4, é conhecido que M §é
homeomorfa a esfera padrao, porém, nao necessariamente difeomorfa. Uma demonstracao completa
do primeiro fato é encontrado em [43] enquanto que [26] estuda em detalhes a natureza do segundo.
Demonstragoes mais detalhadas de ambos sao dadas em [29)].

O problema de entender variedades que se assemelham a outras data pelo menos a época de Henri
Poincaré (incluir referéncia). Enunciada em linguagem moderna, uma das questoes propostas por ele foi

Se uma variedade de dimensao 3 tem o grupo fundamental trivial entao segue que ela é
homeomorfa a esfera?

Esse problema foi somente recentemente resolvido ([36]). Quando a dimensdo é mais alta, sabe-se
a priori que o grupo fundamental ndo é um invariante suficiente, como mostra a variedade S? x S2.
Neste caso a questao andloga corretamente enunciada é respondida pelo seguinte Teorema

Teorema 1.1 ([43, 29]). Uma variedade fechada M™, n > 4, é homeomorfa a esfera S™ se e somente
se ela € simplesmente conexa e tem a homologia integral idéntica a de S™.

Aqui estaremos interessados em estudar estruturas suaves em objetos analogos ao de cima em
dimensoes mais altas se dedicando ao trabalho de buscar relagoes e diferencas nessa familia de variedades.

Iniciamos nossos estudos ressaltando que além da demonstragdo do Teorema acima, [43] apresenta
outros resultados. Ainda supondo n > 4, assumimos o seguinte

Teorema 1.2 ([43]). Seja M™ 1 uma esfera homotdpica, entio existe um difeomorfismo f : S™ — S™
tal que

Mn+l ~ Dn+1 Uf Dn+1 (11)
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onde a estrutura diferencidvel do lado direito é definida através da suavizacao de seus angulos (ver
Apéndice ou [27]).

Seja 0™ *! o conjunto de variedades diferencidveis homeomorfas & esfera de dimensdo n + 1. Entdo,

Teorema 1.3 ([26, 29]). 6" é um grupo abeliano com a operacdo de soma conexa tendo a esfera
padrao como elemento neutro.

Esboco da Demonstracio: Sejam My, My € 6" e escolha discos abertos Df“ C M;, identificando
My = Dyt Uy D e My = DY U, D™, como permite o Teorema 1.2. Identifique agora D' —{0}
com S™ x (0,1) de forma a coinciliar as orientacoes desses espagos. Tome, entdo, a soma conexa definida
por

Mo#M, = My <= S™ x (0,1) = S™ x (0,1) — M,

onde a seta do meio é definida como (z,t) — (z,1—t). Agora é ficil ver que Mo#M; = D" U, D"
Dessa forma, fica claro que S"*! é o elemento neutro e que a inversa é dada por uma inversio na
orientagao. O

E também conhecido que o nucleo da aplicacao que leva um difeomorfismo de S™ para um elemento
em 6"+ definido por (1.1) é composto exatamente dos difeomorfismos de S™ que se estendem para
difeomorfismos do disco D"*!. A demonstracio desse fato ¢ delicada e encontra-se em [6].

A fim de nos embasar no ponto de vista que usaremos, observamos que o isomorfismo induzido por
f 8™ — 8™ no fibrado de bases

GL(n)---GL(n+1) —» S"

da origem a uma aplicagdo df : S™ — GL(n + 1) por levar uma base {ey, ..., e, } de T,,S™ para a base
{dfz(e1),...,dfz(en)} de T}t(;)S™. Por ventura, tal aplicacao pode ser ortogonalizada, ou seja, pode ser
substituida por outra com imagem no grupo ortogonal SO(n + 1). Dado A € GL(n +1) e x € R+,
denotaremos por Ax a acao linear padrao.

Proposigao 1.4. Seja f:S™ — S™ um difeomorfismo suave que preserva a orientagdao. Entdo eriste
f:8" = 80(n+1) tal que f(x) = f(z)x.

Demonstragio. Dado v € R*!, defina f': S™ — GL(n+ 1) como

f(@)v = (z,v) f(z) + dfo(v — (z,v) 2).
Dada uma matriz A, denote a sua transposta por AT e observe que
Afirmacao 1.5. f'(z)7 f'(z)z = .
Demonstragdo. Observamos primeiramente que f'(z)x = f(x) e que f/|7 50 = dfy : ToS™ = T S™.
Portanto, para v € R*t!
(F@"f@)e,v) = (Fa)e, [@pw) = (F@)zo) = (F@),2,0) f@) +dalo - (@,0) 2))
= (z,v) (f(2), f(@)) + ([ (@), dfa(v — (z,0) ¥)) = (z,v),
logo, f'(z)T f'(z)x = . O

Considere a decomposicao f'(z) = O(x)P(z), onde O(z) é uma matriz ortogonal e P(z) uma matriz
simétrica positiva definida (nos referimos a [29] para sua existéncia e todas as propriedades que séo
aqui citadas). E conhecido que ambas as aplicagoes sao suaves e que a decomposigao € tnica. Tomamos
entdo f(x) = O(x). Temos que

= f ()" f(z)x = P(x)TO(x)TO(z)P(z)x = P(x)?x.
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E notamos que a identidade P(z)?z = 2 fmplica que P(x)z = z, pois, segundo ([29]), existe A € SO(n+
1) tal que AP(2)2A~! = D é uma matriz diagonal com entradas positivas. Porém, P(z) = A~'D/2A,
onde D'/2 é a matriz diagonal com as entradas sendo as raizes quadradas das respectivas entradas em
D. Como x é um autovetor de autovalor 1 para P(x)?,

DAz = Az = D% Az = Az,
portanto P(x)x = A~'DYV?Ax = A=Az = . O

E digno de nota uma aparente desvantagem nessa abordagem: nao existe uma bijecao entre o
conjuto de difeomorfismos de S™ e a colegdo de aplicagdes da esfera para SO(n 4+ 1). Em contrapartida,
a pratica mostra que essa linguagem é 1til na construgao de exemplos, principalmente em casos de alta
simetria como nos Capitulos 2 e 3, cujas algumas das aplicagoes sao estudadas no capitulos seguintes.

1.2 A Aplicacao de Kervaire-Milnor

Seja i : M™ < R™* um mergulho. Chamaremos de uma trivializa¢io do fibrado normal, um
isomorfismo F : M x R¥ — vM (quando existir). Usaremos a mesma notagio para a identificacdo de
uma trivializagdo do fibrado de discos e sua imagem em uma pequena vizinhanga tubular de i(M), Vi,
ou seja, denotaremos F : M x DF — V.. Temos

Teorema 1.6 ([26, 29]). Seja M uma esfera homotdpica. Entio, se k >n+1 o fibrado normal de i €
trivial. Ainda mais,

1. dados dois merqulhos, 1,1, existe uma isotopia Fy : R*HE+HL 5 RPHFHL 44l que i/ = Fyoi e
F() = id,’

2. dada uma trivializacio F : M x R¥ — v M, existe uma aplicagdo t(M,i,F) : SnHk+l — gn+l
cuja classe de homotopia s depende da classe de cobordismo da tripla (M,i,F). Ainda mais,
dadas duas trivializagées F, F', as classes de homotopia de t(M,i,F) e t(M,i', F') diferem pela
classe de homotopia de uma aplicagio do tipo t(S"*1 i, F").

Recordamos que a aplicacdo t(M, i, F) pode ser definida da seguinte maneira: seja pry : M x RF — RF
a projecao na segunda coordenada e u : R¥ — S* a projecdo estereografica mandando 0 € R* para
N € S*. Entao

u(proF~Y(z)), sex e V.

1.2
—N, c.c. (12)

(M, i, F)(z) = {

O Teorema de isomorfismo de Thom ([29], por exemplo) garante que, quando k > n+ 1, o espago de
classes de cobordismo de triplas (M™, i, F), Q}L, ¢ isomorfo ao n-ésimo grupo estavel de homotopia da
esfera padrao, 7°(S™). Denotamos por .J,, o subgrupo de 7%(S™) formado pelas classes de homotopia
dos elementos do tipo ¢(S™, i, F) (ver 1.2.1, a seguir, para uma descri¢ao desses elementos). Como uma
aplicacao do Teorema 1.6, temos

Corolario 1.6.1 ([26, 29]). Seja #°(S™) o quociente de ©°(S™) por J,. Entdo, existe uma sequéncia
exata de grupos

0= bPyyy — 0" Y 75 (9m) (1.3)

onde a aplicagio KM € definida pelo segundo item do Teorema 1.6 e bP,11 é o subgrupo de esferas
que sao bordos de variedades paralelizdveis.

Um estudo completo do grupo bP, 1, incluindo a demonstragao de que esse é finito e ciclico
apresenta-se em [26]. Estudaremos um caso especial deste subgrupo mais tarde nesse capitulo.
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1.2.1  Mergulhos e Trivializagoes do Fibrado Normal da Esfera Padrao

Aqui, por carater ilustrativo, descreveremos os elementos do grupo J, a partir de uma aplicagao
homénima J, : m,SO(n) — mp1£S™.
Seja S"Tk = {(z,y) € R¥1 x R" | |z|? + |y|? = 1} e note o seguinte

Afirmacao 1.7. Seja S¥ = {(z,0) € S"™* | z € R¥1} entdo o fibrado normal de S* € trivial e
Stk = Gk D" U DR x S7=1 sendo o primeiro termo wma vizinhanca tubular de S*.

Demonstragdo. Se (X,Y) € R¥1 x R™ entao (X,Y) € T(,,0)S""* se e somente se (X,z) = 0. Note
que os vetores tangentes & S* sio da forma (X,0) € R¥+! x R™ tal que (X, z) = 0, e seu espaco normal
é exatamente {0} x R™. Portanto,

Fo: SF x R — TS F
(z,Y) = ((2,0),(0,Y))
define uma trivializacio do fibrado normal de S* — S"+F, O
Afirmacdo 1.8. Seja a: S¥ — SO(n) e defina F, : S*¥ x R® — TS" % como
Falz,Y) = Folz,a(z)Y)

Seja N o polo norte da esfera S™ e Jo: S"T* — S™ a aplicagdo definida como
7N\ —1
Ja(z,y) = O‘(W) eXpy TY
x

entao a classe de homotopia de Ja € igual a classe de homotopia de t(Sk,io,}'&) em T kS™.

Demonstragdo. A aplicagdo Ja é claramente suave em |z| # 0 e tem N como ponto regular. Nota-
se também que (Ja) }(N) = S* e que a trivializacio induzida pela diferencial de Jo é dada por
Fo(z,Y) = (z,a(x)"'Y), o que concluf que a aplicagio S* x D" — S™*+* induzida por Ja é homotdpica
a induzida pela trivializagao F,, como desejado. O

Fazendo uso da aplicacao Ja concluimos
Afirmacao 1.9. A associacio o+ t(S*,ig, F,,) induz um homomorfismo J,, : 1,S0(n) — m,4xS™.

Demonstracao. E fécil notar que a classe de homotopia de Ja sé depende da classe de homotopia de
a, j& que o elemento a(z/|z|) pode ser substituido por uma homotopia Hy(z/|z]) € SO(n). A boa
propriedade de aditividade segue escolhendo um elemento do tipo

a: St 5 skv Sk SO(n)

com ¢ o mapa que colapsa um equador de S* para o ponto distinguido de intersecio das duas esferas
em Sk v Sk, O

Usaremos posteriormente a mesma construgao Ja com escolhas especificas de av. O homomorfismo
Jp, € conhecido como homomorfismo de Hopf-Whitehead ([29]).

1.3 Um invariante para variedades homeomorfas a 7-esfera

Seja W8 uma variedade diferenciavel tal que W8 = M7 com a estrutura induzida é uma variedade
diferencidvel homeomorfa a S”. Assuma que ambas sdo orientadas de forma compativel, diga-se, que a
orientacao em W?® restrita & fronteira coincida com a orientacao de M7 seguida do vetor que aponta
para fora de W8,

Considere um novo espaco topolégico, W8 = W8 U D?, obtido por uma identificacéo arbitréaria
f:S” — OW? e orientado por um gerador v € Hg(WS) que estende a orientacio de W8, Entdo
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Lema 1.10. Se M7 ¢ difeomorfo ¢ S7 entio W® admite pelo menos uma estrutura de variedade
diferencidvel. Em particular

<1/, 202 (W8) — T(W8)> =0 (mod7)

onde 7 € o indice de W8, definido pela diferenca entre as dimensoes dos subespagos positivos e negativos
da forma quadrdtica H*(W8) 3 a <V, a2> € Z, e p1 denota a primeira classe racional de Pontrjagyn.

Demonstragio. Suponha que S7 é difeomorfo a M7. Entdo, sem alterar o espaco topoldgico W8,
podemos escolher um difeomorfismo f : S7 — 9W?®. Fixada essa escolha, podemos equipar o espago W8
com uma estrutura diferencidvel (como no Apéndice A) e o resultado segue do seguinte caso particular
da férmula de indice de Hirzebruch, ([34]):

07%) = (v L (a7%) 7))

O

Ainda notando que a inclusdo i : W& — W?® junto com a propriedade de excisdo induzem os
isomorfismos

i HYWS) — HY(WS) = HY(WS, M7),
HY(W®) = H(W*®, D®) — H*(W®, M),
Temos

Teorema 1.11 ([32]). Se M7 é homeomorfa ¢ S e W8 ¢é uma variedade que tem M7 como bordo,
entao

AMT) = (), 2p1 (W?) = 7(W®))  (mod 7)
ndo depende da escolha de W&. Em particular, se \(M7) # 0, entdo M" ndo é difeomorfa a S”.

Esse teorema ficaria demonstrado uma vez que demonstrada a invariancia da quantia A(M”) em
relacdo & escolha da variedade W?8. Isso pode ser feito notando que dadas duas variedades W8, W’ 8
com as propriedades acima, entdo X = W U —W' possui, por um lado (v, 2p;(X) — 7(X)) = 0 (mod 7),
e por outro

2p1(X) —7(X) =2p (W) — 7(W) = 2py (W') — 7(W').

Referimo-nos a [32] para uma demonstracao completa.

1.4 Os primeiros exemplos

E bem conhecido que os fibrados lineares de 3-esferas sobre S? sdo parametrizados por 7350(4).
Considere $3 C H = R* e defina fi; : S* — SO(4) como f;j(u)v = ulvu’, sendo a multiplicagio
subentendida como quaternionica. Entao

Lema 1.12. A associagdo (i,j) v fi; induz um isomorfismo Z +Z — w3S0(4).

1

Demonstracdo. Defina a aplicagio 7 : S — SO(4) como 7(p,q)v = pvg~! e note que 7 é uma imersao.

De fato, para v € H um vetor nao nulo, note que

drp.q(A, B)v = Avq + pvB = (Ap)pvq — pvg(Bq) = 0

se e somente se Ap = —(pvq)(Bq)(pvq). Isto é, drp4(A,B) = 0 se e somente se Ap = —u(GB)u
para todo u # 0, e, como R(Ap) = RN(BG) = 0, isso 86 é possivel se A = B = 0. Logo, como
dim $? x §3 = dim SO(4), 7 é um recobrimento e 7. : 73(5% x S%) — 73(SO(4)) é um isomorfismo.
Porém, a associacdo enunciada é a composicao de 7, com um isomorfismo Z + Z — 7w3(S® x S3) e,
portanto, é um isomorfismo. O
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1.4.1 Candidatos

Seja m;j : ij — S% o fibrado linear com fibra S e fungao de transicao f;;. Escreva MZJ» =D*x S3U
D* x S3 e note que, pela sequéncia de Meyer-Vietoris, Hy (M;;) = Ha(M,;) = 0. Ainda mais,

Proposicao 1.13. 771Mi7j = 7T2M,L-7j =0ce 7T3M7E =0 se e somente se i +j = 1. Em particular, MZJ é
homeomorfa a S7 se e somente se i+ j = 1.

A mesma funcdo de transicao f;; ainda define um fibrado de discos 7;; : ij — S% cujo bordo
0B;; = M;;. Nessa situacdo, podemos, felizmente, calcular o invariante A.

Proposigao 1.14. /\(ij) =i —j5)2 =1 (mod 7)

Demonstragao. Como H*(B};) = H*(S*) = Z entao podemos escolher a orientagao tal que 7(Bj;) = 1.
Também podemos observar que, denotando por &;; o fibrado de discos 7;; : B% — 54,

TB = ()" (TS* & &)
portanto, pela férmula de produto de Whitney (ver [34]), pl(Tij) = 77;p1(&ij), pois a classe de TS*é
trivial. Ainda mais,
Lema 1.15. pi(&;;) = £2(i — j).

Demonstragao. A associacao fi; — p1(Bg;) define um homomorfismo m350(4) — Z. Ainda mais, uma
mudanca na orientagao na fibra de &;; é dada por £&_; _; e portanto

p1(€—i,—j) = p1(=&ij) = —p1(&ij)
logo p1 (&) = %c(i— j) para alguma constante ¢ e é ficil notar que &1 é o fibrado de discos da aplicacéo

de Hopf (1.5) cuja classe p;(£10) é conhecida por ser duas vezes um gerador do grupo m45* =2 7Z ([32] e
suas referéncias). O

Recolhendo as informagoes acima, concluimos que
MMy =226 — ) —1=(G—j)*—1
como desejado. O
Em particular
Corolério 1.15.1 ([32]). A variedade Mj _; é homeomorfa porém nio difeomorfa i esfera padrio S”.

De fato a variedade MJ _; é um gerador do grupo 7 = bPs = Zys ([16]). Apresentaremos abaixo
uma de suas realizagoes geométricas.

1.5 Uma Esfera Exd6tica com Curvatura Nao-Negativa

Considere o espago Sp(2), definido pelas matrizes quaternionicas 2 x 2. Apresentaremos uma acao de
53 = SU(2) em Sp(2) descrita em [19], cujo quociente é difeomorfo & MJ ;. Segue diretamente, de
resultados ja estabelecidos na literatura (ver [3, 38, 20], por exemplo), que Mg _; admite uma métrica
com curvatura seccional nao-negativa. l

Definigao 1.5.1. Definimos a variedade diferencidvel Sp(2) como

({5 5= (3.5), 1)

onde o produto hermitiano (,)y é dado por

a c -
, =ac+ bd.
<b d >1HI
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Note que Sp(2) pode ser visto como um S3-fibrado principal sobre S7 através de qualquer uma da

projecoes
6 9-0) G 9-0)

Definina a aplicacdo de Hopf h:S™ — S* C R x H como

(§) ()

entdo, observa-se que Sp(2) se encaixa no seguinte diagrama comutativo

pr2

Sp(2) ——= 87 (1.6)
iph lh
S? *h> S4

pois |a|? — [b]? = |d|? — |¢|?> e ab = —cd.

A fim de demonstrar o resultado de [19], passaremos a estudar as aplicagdo +h : S7 — S* e suas
relagoes com as projecoes Sp(2) — S7.

Considere os subespacos S1 C §* C R x H difeomorfos & D*

Si={<ju>es4/\;£q:1} (1.7)

e recorde que um S3-fibrado principal sobre S* é completamente definido por uma aplicacio de transicao
com dominio $3 = {(0,x) € S*} e imagem no grupo S*.

Proposicao 1.16. A aplicacdo —h : S7 — S* define um S3-fibrado principal com acdo

)~

e fungdo de transi¢io S x S3 — 83 x 83, (x,q) — (x,q7T).

Demonstragio. Observe que (—h)™*(S1) = {(z,y) € " |y # 0} e (=h)71(S%) = {(z,y) € ST | z # 0}
e trivializacdes Iy : S x S% — ST el ! : h=1(S%) — S1 x S podem ser definidas como

A\ —wg_ . ly* — ||?
l 7q = 22X ) l:1 - —2.’1}?] . (19)
T\ w (14X
(%) Y —z/|z|

Note que |w|? =1 — A% e que |g| = 1, portanto, para A # +1, temos

[NIE

14\ 1—\2

2 1+A
l*ll A _ ﬂ( - w
— '+ y 4 ) = 2 ) Q‘w|
v g___wg___q(1=N)'?

V2(1-012 V2

Porém,
142 1-M? 142 (1+NA=-N)
LA ) () - ()
2 50 iE B w

O que prova o desejado. O



CAPITULO 1. SOBRE DIFEOMORFISMOS E ESTRUTURAS DIFERENCIAIS DA ESFERA 11

Proposigao 1.17. Seja S7 = 5% x S3US% x 53 com S® = {(0,z) € S*} como acima. Entdo o fibrado
pri: Sp(2) — ST € trivial quando restrito aos subespagos h™'(S%1) e h=1(S%) e tem funcdo de transicdo

(z,9,q) = (v,y7, qT).

Demonstragdo. Observa-se pelo diagrama (1.6) que Sp(2) é o fibrado induzido por h do fibrado
—h : ST — S* (A). Neste caso, nota-se que pry : Sp(2) — S é um fibrado trivial, quando restrita
as imagens inversas dos subespagos h1(S%) e h™1(S%), pois —h é trivial nesses subespagos. Assim
obtemos a funcao de transicao desejada quando restringimos a funcao de transicdo entre esses dois
subespagos a 5% x §% C h™1(S1) Nh™1(S%). O

Defina em Sp(2) a segunite acao de S*

a ¢\ _(qaq qc
(3 0) = (1 ) 010
Teorema 1.18. O quociente da ag¢do (1.10) € difeomorfo a M27771, Em particular Mj _, admite uma
métrica de curvatura seccional nao-negativa.

Demonstragdo. Note, examinando a segunda coluna em (1.10), que essa agao é livre, e portanto, seu
quociente admite uma unica estrutura diferencidvel que torna Sp(2), com essa acao, um fibrado suave.
Seguiremos agora com um célculo direto. Observe que a agao (1.10), em termos da identifica¢do
Sp(2) = 5% x 53 x S3USE x 53 x S3, se escreve como

g (z y,9) = (¢zq qud,q9) .

e portanto (z,y) + (z,y,1) é uma segao local. Por outro lado, a aplicacdo
™' (z y,9) = (929 9y9),

é uma inversa para essa segao e é invariante pela agao, i.é., 7'(¢ * (z,y,9)) = 7'(z,y,9). Agora é facil
observar que a variedade obtida pelo quociente dessa agao é difeomorfa a obtida de Sf‘; x 83U St x 83
pela colagem (z y) — (zv2z, 2yz?) = (2, zyZ?), que por sua vez é difeomorfa & M27,_1. A propriedade
enunciada sobre a curvatura ¢ consequéncia direta do Teorema (6.9) (férmula de O’Neill ([38])) e do fato
que a agdo é isométrica em relagdo a métrica bi-invariante em Sp(2) cuja curvatura é ndo-negativa. [



Capitulo 2

Um Procedimento de Inducao sobre
a Construcao de Gromoll e Meyer

Nessa secao estudaremos uma forma de construir novas G-variedades a partir de antigas. Depois de
introduzir o método, identificaremos um caso particular com a construgao em [33]. Esse capitulo estd
esséncialmente contido em [45].

2.1 Novas Variedades a partir de Antigas

Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel. Assuma que M é uma G-variedade, isto é,
M é equipada com uma agao diferencidvel (& esquerda) de G, a qual denotaremos como (g, z) — gz.
Seja {U;} uma cobertura de M por abertos. Estaremos interessados em conjuntos de aplica¢bes com as
seguintes propriedades

Definicao 2.1.1. Uma colecao {¢;; : U; NU; — G}, ; de aplicacdes suaves é dita uma colegdo de
fungdes de transi¢ao subordinadas & cobertura {U;} se essa satisfaz a condicéo de cociclo:

¢ij(2)Pjk () = Pir(z) (2.1)

para todo € U; N U; N Uy. Uma colecao de funcdes de transicdo {¢;;} subordinada a uma cobertura
{U;} é dita * se, para todo 1,

GU,={gzreM |xze€U;, ge G} CU,
e, para todo (g,z) € G x M e 1, j, ¢;; satisfaz:
ij(9) = gdij(x)g ™. (2.2)

Em ambos os casos, definimos a aplicacdo adjunta de ¢;; como

o~

¢ijZUiﬁU7‘—>UiﬂUj (23)
= ¢ij(x) - .

Note que (2.2) pode ser visto como uma propriedade de equivariancia da aplicacao ¢;; se tomarmos
G como uma G-variedade equipada com a agao induzida pela conjugagao.

Proposicao 2.1. Se {¢;;} € uma cole¢io x de fungoes de transi¢ao subordinadas a cobertura {U;},
entdo {¢;;} € uma colecdo de difeomorfismos G-equivariantes que satisfazem

Dikbij = ik

12
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Em particular,

M =U~U;

i

€ uma G-variedade diferencidvel.

—
Demonstracdo. As propriedades enunciadas sobre as aplicagoes ¢;; seguem do seguinte

Lema 2.2 ([5, 14]). Seja U uma G-variedade e 0,0' : U — G aplicagdes suaves com a propriedade
(2.2). Entdo, a aplicagdo 00’ : U — G definida como 00'(x) = 6(x)0'(z) satisfaz

—~

00" = 0'0.
Demonstracio. Dado z € U entéio
00(x) = 0'(0(x)z)0(z)z = 0(2)0 (2)0(z) " '0(zx)z = 00 ().
U

— =1 —

Assim concluimos que ¢;; (z) = ¢;j(x) 'z e, portanto, ¢;; é um difeomorfismo. A identidade
enunciada resulta do mesmo lema ao considerar as aplica¢oes adjuntas de ambos os lados de (2.1).
Essa propriedade permite a boa definicao de uma variedade diferencidvel M’ = U P U; e, ainda mais,

ij

a equivariancia dos difeomorfismos ¢;; implicam a existéncia de uma acao suave em M’, diga-se, a
definida localmente pela restricao da agao de G em cada Uj. O

2.2 O Fibrado *

Nota-se que a definigao (2.1.1) é a mesma das de fungoes de transicdo no contexto de fibrados ([47])
com grupo estrutural G. Em particular, dada uma dessas colegoes, podemos considerar o seu G-fibrado
principal:

Definicao 2.2.1. Definimos o fibrado associado & colegdo {¢;;} como a variedade P = UU; x G com
fungdes de colagem (x,9) — (z, g¢;j(x)) munida da projeciio m : P — M definida localmente pela
projecao na primeira coordenada U; X G — Uj.

Note que a agao principal é definida localmente pela férmula

re(x,g)=(x,rg). (2.4)

Nos referiremos a essa agdo como ac¢do e ou agdo principal. A conexao entre o espago P e a variedade
M’ é dada pelo seguinte:

Proposicao 2.3. Se P ¢ o fibrado associado a uma cole¢io * {¢;;}, entdo P admite uma acdo livre de
G, que comuta com a agdo e, cujo quociente € difeomorfo a M'. Ainda mais, a proje¢io w' : P — M’
é G-equivariante em relagdo a acao e e a agdo definida em M’ na Proposi¢io 2.1.

Demonstracdo. Definimos localmente uma nova agao em P pela férmula
q*(z.9) = (qz,997 ). (2.5)
Note que a condigao (2.2) implica
(qz, 99" ¢35 (qx)) = (g2, g¢i;(x)a ™),

para todo g € G e (z,9) € U;NU; x G. Portanto, a acdo (2.5) define localmente uma acéo global suave
em P. Definimos 7} : U; x G — U; como 7'(z,g) = gx. Temos
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Afirmacgao 2.4. 7} : U; x G — U; é uma aplica¢do quociente para a a¢do (2.5) e equivariante em
relagdo a agdo e e a a¢do definida pela restrigio da a¢do de G em M.

Demonstracdo. Defina F; : U; x G — U; x G como (x,g) — (gz,g~!) e note que F' é uma involugao e
Fi(q* (z.9)) = Fi(qz,9¢7") = (9z,997") = g » (92,97 ").

Portanto w o F; : U; x G define localmente um G-fibrado principal com a ac¢ao , porém, m o F; = 7.
Por outro lado
wi(r e (z,9)) = m(x,rg) = rgx = rmi(x,g).

Tome x € U; N Uj e note que
i (2, gij()) = dij(x).

Logo, denotando fy,, a aplicacao (z,g) — (amg(;i\j (2)), o diagrama

fo;
Ui x G ~——(U;NU;) x G225 Uy x G

’ !
l”i iﬂj

o
Ui <—)(UZ N UJ) X GCJ—> Uj
é comutativo, portanto, a colecao {r.} define globalmente um G-fibrado principal ' : P — M’ cuja
acao principal é a acao *. O
Podemos ainda concluir da demonstragao que

Proposigao 2.5. ' : P — M’ é o G-fibrado principal com fungdes de transicdo {gbi_jl} e a inclusao
natural U; — U; x {1} C P sdo se¢ées locais de ambos os fibrados P — M e P — M'.

Um fibrado associado & uma cole¢do * visto como uma G x G-variedade sera chamado de fibrado x.

2.3 Aplicacoes Induzidas

Sejam M e N duas G-variedades diferenciaveis e f : N — M uma aplicagao equivariante suave, i. €.,
uma fungao suave tal que, para todo (x,g) € N x G,

flgz) = gf ().

Seja {¢;;} uma colecao + de fungdes de transicdo em M subordinadas & cobertura {U;} e m: P — M o
fibrado principal induzido por essa colecao. Definimos o fibrado induzido 7 : f*P — N como

f*P={(z,p) e N x P f(z) = 7(p)} (2.6)

munido da projegdo 7y : f*P — N induzida pela projecao na primeira coordenada m¢(z,y) =z e a
acao principal r e (z,y) = (z,7 e y). Aludimos ao fato de que essa é uma variedade diferencidvel, porém,
postergaremos sua demonstracao para o Capitulo 6. Note que, se f é equivariante e P é um fibrado
estrela, f*P admite a seguinte agao:

g* (z,p) = (9,9 % D). (2.7)
De fato, essa férmula define uma acdo em N X P, porém, se (z,p) € f*P
flgz) = gf(x) = g*m(p) = 7(g*p),
e, portanto, g x (z,p) € {(y,q) € N x P | n(q) = f(y)} = f*P. Ainda mais
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Proposicao 2.6. A colegio {¢;jof : f~HU;)Nf~HU;) = G} € uma colegio * de fungées de transicio
associada a cobertura {f~1(U;)}. Ainda mais, f*P é G x G equivariantemente isomorfo ao fibrado *
associado a essa cole¢do com agdo estrela dada por (2.7).

Demonstragio. Sobre a colegao {¢;; o f}, notamos que Gf~1(U;) C f~(GU;) C f~(U;) e que, para
reENegeG,

¢ij(f92)) = 01 (9 (2)) = g¢sj (f(2))g ™.
O fibrado f*P ¢ identificado localmente com o fibrado estrela de {¢;; o f} por

(z,9) = (z, (f(2), 9))- (2.8)

De fato, note que (2.8) é uma aplicagio bijetiva G x G-equivariante entre f~1(U;) x G e w?l(ffl(Ui))
com suas respectivas agoes. Ainda mais, para fg,, como na demonstragao da Proposigao 2.3, obtemos o
seguinte diagrama comutativo

(2.8)

f_l(Ui) x G N x 7T_1(Ui)
RO N fHUy) < G N x (e~ H(U;) N7~ 1(U;))
f¢ij0f1 /lidx.fd)ij
FU) % G es N x 7 Y(U;)
Portanto, a férmula local dada por (2.8) define uma identificagao global. O

Olhando mais atentamente essa construcao, obtemos
Teorema 2.7. Seja f: N — M como acima e
-1
N = Um‘f (U;).
Entao, 7r} : f*P — N', a projecdo definida na demonstragcio da Proposi¢cio 2.3, é um G-fibrado
principal e existe f' : N' — M’ tal que os diagramas
ffP—— P
4

N I

e
N~<~—2f"YU)“—— N’ (2.9)
i lf’
M )UZ_( M/

sao comutativos.

Demonstra¢do. Note que a defini¢ao de fibrado induzido admite uma aplicagao natural f*: f*P — P
definida por f*(x,y) = y. Note que essa aplicacdo é G x G equivariante, pois, pela férmula na
Observagao 2.7,

flg*-(z.y) = f(z.9) xy) = g*y =g* f(z,y).
Logo, f* induz uma aplicacio equivariante f': N’ — M’. Considerando f*P = Uf~1(U;) x G, temos,
pela Proposicao 2.5, que um conjunto de secdes do fibrado f*P — N’ é dado por ¢; : f~Y(U;) —
f~1(U;) x {1} C f*P. Pela identificagdo (2.8) temos, para = € f~1(U;) C N’

fl@) =7"f(ui(x)) = ' f* (2, (f(2), 1)) = ' (f (), 1) = f(2). H
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2.4 Exemplos

2.4.1 Esfera de Gromoll-Meyer

Fixe as seguintes acdes de S® em S* C R x H e S7 C H? respectivamente

q- (A x) = (A qzq); (2.10)
q- (z,y) = (¢2q, qyq)- (2.11)
Entdo {S%,5%}, para S como em (1.7), é uma cobertura por abertos invariantes e a aplicacdo de

Hopf, h : S7 — S*, em (1.5) é equivariante. Como j& demonstrado em (1.16), o fibrado —h : S7 — §* é
o fibrado associado a familia estrela de fun¢des de transicao {¢;_ : S1 N S% — S3} definida por

Em (—h)~!(S%), a agdo x é dada por

A _ -9 212)@
4+ ( _ ,qg) = ( 1
gug §(5) g

e, como este é um aberto denso, a acdo x em S7 se identifica com a seguinte acdo

g (x,y) = (92, 9y) (2.12)

que é equivariante a (1.8) através do difeomorfismo

T T
=
(y) (y)
portanto (S*)’, nesse caso, é equivariantemente difeomorfo & S* com a agio (2.10).

Em vista do Teorema 2.7, o diagrama (1.6) é o diagrama de um fibrado induzido por um fibrado
associado a uma familia * através de uma aplicacdo equivariante sendo (1.10) a acdo . Em particular,

Proposigao 2.8. Sp(2) com a acdo (1.10) € o fibrado x h*ST — S7, onde S7 é visto como o espago

total do fibrado —h : ST — S*. Ainda mais, a aplicacdo induzida h' : (ST) — (S*) € a fibracdio
M{ _y — S* definida em 1.4.

A variedade M{ , com a acdo de S® herdada da construcio * seré denotada como 7.

2.4.2 Realizacao de um difeomorfismo Exdético

Antes de continuar com os exemplos, para fim de uso e ilustragio, descreveremos uma relacdo geométrica
entre M e M'. Aqui nos referimos ao Apéndice B para a definicio de uma métrica de conexao e a
existéncia de uma conexao invariante pela agao x.

Proposigao 2.9. Seja N uma subvariedade G-invariante de M com trivializacio ¥ : N x G — m—1(N)
tal que

U(ra,qgr ") =rxqe¥(z,g). (2.13)

Seja VN o fibrado normal de N munido da agdo induzida por G e V(N) uma vizinhanga da se¢do
zero em vIN invariante por essa acgdo tal que a exponencial restrita a V(N) seja um difeomorfismo em
sua imagem. Denote por V.= n"Y(exp(V(N))). Entdo «'|y : V — M’ é a projecio de um G-fibrado
principal com imagem equivariantemente difeomorfa a exp(V(N)).
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A condicao (2.13) mostra que a restrigao do fibrado P — M para N é G x G equivariantemente
difeomorfo & N x G com agdo (2.13). Em particular, a variedade induzida, N’ é equivariantemente
difeomorfa a N. A Proposicao 2.9 garante que essa propriedade é compartilhada por toda a regiao
V(N) enquanto ela satisfazer as condi¢oes propostas. Em particular, a condi¢ao que a exponencial
induz um difeomorfismo entre V' (N) e sua imagem nio pode ser removida, mesmo se enfraquecermos a
condicio de difeomorfismo para homeomorfismo, como mostra o seguinte exemplo: Seja S com a acdo
(2.12). Entao, h: ST — S* é equivariante em relacio a acio (2.12) e a acdo (2.10). Nessa situacio, o
fibrado induzido por h do fibrado x —h : S” — S* se identifica com Sp(2) com a agdo x

a c\ _(ga qc
7 <b d> - (qb qd)'
E o espaco quociente de Sp(2) por essa acdo é conhecido por ser difeomorfo ao fibrado unitario de S*
([41]), que tem, por exemplo, o primeiro grupo fundamental ndo trivial.

Demonstragdo. Seja gpr uma métrica G-invariante em M e (,) uma métrica de conexdo em P associada
a uma conexao invariante pela acao x. Nota-se que as métricas induzidas em N e vN também sao
invariantes. Temos

Afirmacao 2.10. Se 7(p) = x € M entdo 7~ '(Gx) = (G x G)p.

Demonstracdao. Seja x € U;, um aberto da cobertura que as funcoes de transicao de P sao subordinadas.
Entao, 7~ 1(Gz) = {(g92,9) € 7 *(U;) | g,q € G} e se p € 7~ 1(Gx),

p=(97,9) = (97,999~ ") = qo g* (z,1),
logo 77 1(Gz) = G x G(x,1) = G x G(q,9) - p = (G x G)p. O
Denote por H? C T,,M o subespago ortogonal & érbita Gz e por £, : T, M — T,P o levantamento
horizontal associado as métricas escolhidas. Entao

Afirmacao 2.11. L,(H}) =H, CT,P € o subespaco ortogonal d (G x G)p. Ainda mais, a diferencial
da aplicagao p — rxp induz uma isometria Hy — H,,,.

Demonstracdo. Pela definicao da métrica (,), £,(T,M) é ortogonal a T,,((G x {1})p) e a restri¢do
drpleer, vy + L(Te M) — T, M ¢é uma isometria. A afirmacao segue ao observar que dm,..p(r x X) =
rdmy(X) e que dmp|o(r, ar).- 0

Afirmacao 2.12. Se y(t) € a geodésica em P com wvalores iniciais v(0) = p e ¥(0) = X € H, entdo
w(v(t)) e ©'(v(t)) sdo geodésicas em M e M', respectivamente, com as métricas de submersdo.

Demonstracdo. Com a afirmacao anterior em maos, o enunciado é uma consequéncia do fato que, se
7(t) é uma geodésica e existe to tal que §(to) LT +,)G¥(to) entdo §(t) LT, G(t) para todo t (ver
[3, 20, 38], por exemplo). O

Seja ¥ : N x G — 7 '(N) como enunciado. Denotando (v,z) € V(N) como v € v,N e x € N,
definimos ¥ : V(N) x G — 7~ 1(V(N)) como ¥(v,z,g) = eXPy(s,q)(Lv). Temos

\IJ(T”U, rT, gril) = XPy(rz,gr-1) (L(’I"U))
= expr*‘ll(a:,g) (T. * £’U)
=T % €XPy (4,q)(LV)

=gerxexpy(,(Lv) =rxge U(v,z,1),

em particular, V(N)" é G-equivariantemente difeomorfo & V(N). O
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Note que a agao (2.11) fixa os pontos (£1 0), e, portanto, fixa qualquer disco de raio constante
ao redor dos mesmos. Em particular, notando que a métrica induzida por Sp(2) C S7 x S7 é de
conexao, concluimos que levantamentos horizontais de exp 44 ¢ : D7 — 87 em Sp(2) — S7 induzem
uma identificacdo (S7)’ = D7 U D7 com a colagem feita pela aplicacio adjunta da funcio de transi¢io
de Sp(2) — S7, obtida pela restrigdo do levantamento de exp(q,0) : dD" — Sp(2) seguindo de uma
trivializagao de pry*(—1,0). A qual foi calculada explicitamente em [10]:

Teorema 2.13 ([10]). Seja (p, w) € ImH x H tal que |p|*+|w|? = 1. Seja (,) a métrica de Kaluza-Klein
em Sp(2) induzida pela métrica de curvatura constante igual a 1 em ST e S* C H. Entdo a geodésica
de (Sp(2),(,)) com dados iniciais

0=(g 9). o= ).

tem a forma

() = (COS(QJ(;E(W %(cos(tililg)ﬁ(t;}’)ew@) ’
para w # 0 e i
) = (OO 7).
para w = 0.

Em particular

Corolario 2.13.1 ([10]). Seja b: S% — S3 a aplicagdo definida por

L™ L se w £ 0
) = {17

1 , C.C.

Entdo b é um gerador analitico de 7s(S®) e b:S6 — §6 define um gerador do grupo 0.

Varias aplicagoes dessa férmula foram dadas em [2, 11, 12, 13, 14] e [15], cobriremos a seguir uma
delas. Antes disso, observamos que o Teorema acima admite mais um coroldrio, que nao foi explorado
até entao.

Corolério 2.13.2. O fibrado pry : Sp(2) — S7 € isomorfo a D7 x S3UD7 x S com fun¢do de transi¢do

(z,9) = (z,9b(z)™")

e projecdo na primeira coordenada. Ainda mais, a agcdo (1.10) escreve-se localmente como

(g (z,9) = (q-z,9q7").

Demonstra¢do. Seja e/x\ﬁ:L : ImH x H — Sp(2) a exponencial definida no Torema 2.13. Aludimos ao
fato, referido em [10], que a métrica nesse Teorema é invariante pela a¢do de Sp(2) em ele mesmo
definida pela multiplicacio a esquerda. Em particular, sua exponencial, exp3?(?)| obedece a seguinte
identidade

exp“i’i(g) (X)=— expfp(Q) (—X).

Denote por éxp_ : ImH x H — Sp(2) a aplicagao éxp_(X) = —éxp_ (—X). Pelo Teorema 2.13 e o que
acabamos de observar, éxp,. sdo exponenciais horizontais seguidas de indentificacoes de ImH x H com
os respectivos espacos horizontais. Em particular, as projegoes pri(éxp, ) sdo exponenciais partindo
de polos opostos na esfera redonda, portanto suas restri¢oes aos discos fechados de raio 7/2 induzem
(através de estreitamento de angulos) um difeomorfismo entre D7 U D7 — S7.
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Com as observagoes acima, podemos concluir a demonstragao através de um célculo direto. Seja
U, : D7 x S% — Sp(2) as aplicacdes definidas por

Uyi(z,g) =geexpy(z).

Ainda mais, para x = (7v/2, 7w/2) com (v,w) € S® C ImH x H, ¥_(z,1)" ¥ (z,1) é igual a

cos 5 — sin §p sin ge’%p U cos 5 +sin 5p —sin TeZPw
“\ —sinfw rp(cos § + sin §p)e 3P b sin Zw rup(cos § —sin §p)edP
_ < P woo ) (p —e%i’ i ) 7 —p? + |w|? pezPw — @ﬁ\pe%p%
— z w s w w = w - s 1 jus T Ty — s sy 0
—we2P  prePprs ) \w  —paperP iy —wezPp + ﬁpezpﬁw wezpw—ﬁezpp%zpﬁ
=B
Notando que R(p) = 0, concluimos que p*> = —pp = —|p|?> = —(1 — |w|?), portanto
B 1 0 .
“\0 we2Pw — %pezl’pe?pl%‘
1 0
=0 wedrw + (1 - wf?) e
<1 0 ) _ (1 0 )
0 rur€™ ur 0 b(z)
Por outro lado, para esses valores de x
1 0 1
V@) =ge V(e 1) =ge (W@ )B) =¥ (@1) (5 yo) = V-@gbl@) D O
Uma familia Infinita de Esferas de Gromoll-Meyer, [13]
Seja pi, : 87 — ST a aplicacdo definida através de geodésicas por
cos t.—i— sin t& L (cos kt + sin kt& (2.14)
sin tw sin ktw

Esta aplicacdo é suave e se identifica as poténcias dos octonions Ca = H2. De fato, ela envia o instante
t em uma geodésica com origem em (1 0) ao instante k¢t na mesma geodésica, entao boas propriedades
dessas geodésicas em S” garantem a diferenciabilidade desta aplicacdo. Note que py é equivariante em
relagdo ao subgrupo de O(8) que fixa (1 0), em particular, é equivariante pela agdo (2.11). Agora nao
falta muito para concluirmos

Proposicao 2.14. Dado k € 7Z, o espago

B ={(zy)eS" xS (@, pr(y))y = 0}

a c\ _ (qaq qc
q*(b d>_<qb(j qd)’

que tem quociente difeomorfo a #kaﬁQ.

admite a sequinte acdo de S>

Demonstragao. Nossas observacoes preliminares mostram que E,io com a ag¢ao enunciada é o fibrado
induzido p}Sp(2) com agdo * induzida de Sp(2). Considere em E.° a métrica de conexao induzida
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pela métrica de curvatura 1 em S” e conexdo induzda por p;. Entdo, é facil notar que o levantamento
horizontal da exponencial exp(; g : R” — S7 para E;O é dada por

(t) = <cos(t) + sin(t)p — sin(kt)eFPw ) 7

sin(t)w 2 (cos(kt) — Sin(kt)p)ektp%

[w]

para w # 0 e

() = (cos(t) T) sin(t)p (1)) ’

para w = 0. Portanto, a funcao de transicao sera a k-ésima poténcia de b, i.é.,

ek ™ L se qp £ 0
bk<pa w) = {(Iqil)k "l c.c

o~

k = p* como uma conta rapida mostra. O

@
=y

2.5 Sobre uma Definicao Intrinseca do Fibrado *

A fim de usar deformagoes as fungoes de transigao, daremos uma nogao de isomorfismo para fibrados
estrela.

Definigao 2.5.1. Se P, P’ sao fibrados * entdo P e P’ sao ditos isomorfos se existe um difeomorfismo
G x G-equivariante entre P e P’.

E de se esperar que, para deformagoes darem resultados semelhantes, é necessario requerir que
preservem a acao. Por isso, introduziremos a nogao de homotopia equivariante.

Definicao 2.5.2. Sejam f,g : M — N aplicacoes continuas entre G-variedades. Entao dizemos
que f é equivariantemente homotdpica & g se existe aplicagdo continua F : M x [0,1] — N tal que
F(z,0) = f(x), F(z,1) = g(x) e, munindo M x [0, 1] com a acdo produto entre a agdo em M e a trivial,
F é equivariante. Se {¢;;} e {¢;;} sdo duas cole¢des x de fungdes de transicao, elas serdo chamadas
equivariantemente homotdpicas se ambas sao subordinadas a mesma cobertura e ¢;; é equivariantemente
homotépica a ¢; para todo i e j.

Proposigao 2.15. Seja 7 : P — M um fibrado x associado a uma colegdo {¢;;} e {¢;;} uma colegio *
equivariantemente homotdpica a {¢;;}. Entdo, o fibrado x m: P — M € isomorfo ao fibrado  associado
a{¢7;}

Demonstragdo. A demonstracao segue da demonstragdo da Proposi¢ao 1.7 em [23] observando que os

obertos podem ser tomados como invariantes e que os diferomofismos usados sdo equivariantes em
relagao a agao x e a agao produto entre a agao nos abertos e a trivial em 1. O

Corolério 2.15.1. Sejam {¢i;} e {¢};} colecoes x equivariantemente homotépicas. Entdo,
/ — — . = — .
M'=Ug-Us = U¢;jUZ,

onde a igualdade representa difeomorfismo equivariante.

Coroldrio 2.15.2. Se {¢;;} € uma familia * de fungdes continuas, entdo existe uma Unica estrutura
diferencidvel e a¢ao suave de G em M’ tal que, para qualquer familia {cb;j} suave equivariantemente

homotdpica a {¢;;}, M’ € equivariantemente difeomorfo a Ud;,\ U;.
ij
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Demonstrag¢ao. Nos referimos & [5] para o fato de que, dada uma aplicagdo equivariante continua
f M — N entre G-variedades, que é diferencidvel em uma vizinhanga aberta de um subespago A C M,
sempre existe uma aplicacio suave e equivariante C%-préxima equivariantemente homtépica a f. Ainda
mais, a homotopia pode ser escolhida para preservar a restrigdo f|4. Com esse resultado, dadas ¢’ij
e ¢};, duas aproximagoes equivariantes de ¢;;, entao sempre existe Fi; : U; N U; x [0,1] — G, uma
homotopia equivariante entre elas. O resultado segue por observarmos que podemos substituir F;; por
homotopias suaves j& que podemos assumir que F;; nao depende da varidvel temporal préximo a 0 e 1.

O que nos permite tomar A como U; NU; x {0, 1}. O

Note que o coroldrio acima nos permite falar de uma tnica estrutura diferencidvel em M’ sem
assumir qualquer diferenciabilidade das aplicagoes ¢;;. Isso n@o continua sendo verdade caso a
exigéncia de equivariancia sobre a homotopia seja abandonada, como mostra a décima segunda poténcia
de b : S¢ — S3 (Corolario 2.13.1): sabe-se que m6S® = Zi2 ([50]), portanto, b'? : S5 — S3 ¢
homotopicamente nula, mas, b'2 define uma esfera néo difeomorfa a padrao ([13]). A situacao geral é
descrita pelo seguinte:

Corolério 2.15.3. Seja G um grupo de Lie agindo em M. Denote por [M,G]% o grupo de classes
de equivaléncias de homotopias G-equivariantes de aplicagoes G-equivariantes entre M e G com a

— G
multiplicagiao dada ponto-a-ponto e Diff (M) o grupo de classes de G-isotopias de difeomorfismos
G-equivariantes de M com a operagdo de composi¢do. Entdo, a sequinte aplicagdo € um homomorfismo

— G
DR : [M,G]¢ — Diff (M) (2.15)
b (b7, (2.16)
Ainda mais, se N € outra G-variedade e f : N — M € uma aplicacdo G-equivariante, entdo a sequinte
aplicagcao € um homomorfismo
fPR MG = [N, G¢
b—bo f.
Aqui DR denota Durdn-Rigas, em referéncia a [14], onde foi observado como tal obstru¢ao mostra
que b*? nio é equivariantemente homotdpicamente nulo.
A mesma idéia pode ser usada para construir um invariante para aplicagdo entre G-variedades M e

N, desde que a contradominio esteja equipado com um fibrado estrela. Com efeito, considere M&, o
conjunto de classes de G-variedades suaves e, segundo a Proposi¢ao 2.15,

Corolario 2.15.4. Existe uma aplicagdo:
DR : [N, M]% - M%
[N

SR

Em particular, se b\]/%([f]) # N, [ ndo € uma aplicacdo G-equivariantemente homotopicamente nula.

Demonstracdo. A ultima afirmacao decorre do fato que, se f for G-equivariantemente homotopicamente
nula, f*P é G x G-equivariantemente difeomorfa a fj P, onde a imagem de fy € um ponto zy € Up.
Nesse caso f; '(U;) = N se i = 0 ou (), portanto, fiP é exatamente f; '(Up) x G = N x G com as
agoes dadas como em (2.5), em particular, N’ é equivariantemente difeomorfo a N como observado na
Proposigao 2.5. O
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2.6 A Construcao Bilinear de Milnor

Sejam k,[ >0 e
a:S*" = S0(+1), B:8 = SO(k+1). (2.17)

aplicagoes suaves. Observamos que as aplicagoes f,, fz : S* x S' — S* x S! definidas por f,(z,y) =
(x,a(z)y) e fa(x,y) = (B(y)z,y) definem difeomorfismos, pois sao suaves e com inversas f,-1 e fz-1,
respectivamente, onde o~ !(x) = a(x)~!. Entdo definimos ¥(a, 3) como a variedade obtida por suavizar
os angulos de

f5 't fa
DML 5 St oo 5k 5 §E T gk DL (2.18)

Denotaremos por
Sm : SO(k) = SO(k +m)

a inclusao definida por adicionar uma matriz identidade de comprimento m na diagoonal inferior.
Também denotaremos s quando m é subentendido ou para a aplica¢ao de estabilizagdo s : SO(m) — SO.

Teorema 2.16 ([33]). A variedade diferencial (o, ) s6 depende das classes de homotopia de « e f3.
Ainda mais, para 3 : S — SO(k), a aplicagio (o, 518) — X(«, 513) induz uma aplicacdo

Gr1: TSO( + 1) x mSO(k) s gF i1 (2.19)
€ a composi¢@o 0y, © 81 X 81 = 0k, € um par bilinear:
o s TSO(1) @ mSO(k) s OFHIFL, (2.20)

Demonstrag¢ao. Segundo o Teorema A.1, basta provarmos que, para aplicagbes homotdpicas 3 e 3, os
difeomorfismos fglfa e f@lfa sdo isotépicos e o andlogo para a. De fato, seja 3¢ :: S — SO(k + 1)
uma homotopia entre e 8 e ', entdo, fg, ¢é diferencidvel com inversa f/g;l. Portanto fﬁ’{l fa € uma
isotopia como a desejada. O caso de a segue analogamente.

O fato de que ¥(«, 8) é uma esfera segue do Teorema 1.1, assim que demonstrarmos que X(c, )
satisfaz suas hipoteses. Concluiremos tal demonstragio em duas etapas e denotaremos %(«, 5) = ¥ até
o final da demonstragao. Usaremos, ao longo do texto, o seguinte lema

Lema 2.17. Sejam ¢, F, H : §'k x St — Sk x St difeomorfismos tal que existem difeomorfismos
F: DL x 86 DFHL xSt e H: Sk x D1 — S* x DL que estendam F e H. Entao,

DFFtL x StUyp S* x DI = DR Sty SF x DL

DRt St gy S* x DI = DML xSty SF x DI

Demonstracdo. Segue da comutatividade dos seguintes diagramas

D+ 5 gl i)DkH % Sl D+ 5 gl 4o pht1 o gl
Sk x St Sk x St Sk x St Sk x St
Gk 5 pitt 4 gk o pltt Gk plt1 AT Gk« plt1
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Afirmacgao 2.18. X ¢ simplesmente conexa.

Demonstragdo. Suponha que ! = 1. Entdo, a : S¥ — SO(I) = SO(1) = {1}, portanto, fﬁ_lfa = f3, logo,
pelo Lema 2.17 %(a, ) = S**2. Suponha entdo que k =1 el > 1 entdo 3: S' — SO(k+1) = SO(2) é
homotopicamente nula, portanto fﬂ_ L1, éisotépica & fo e segue que ¥ = S+ pelo Lema 2.17. Suponha

entdo k,I > 1. Entdo S* x D!t e D**1 x S! s3o simplesmente conexos e uma versao fraca do Teorema
de Van-Kampen ([22]) garante que X(«, 8) é simplesmente conexa. O

Afirmacao 2.19. H;(X) =0 para i # 0,k +1+ 1.

Demonstracdo. Pela afirmagao anterior sé precisamos considerar o caso em que k,l > 1, ainda mais
a mesma afirmagéo junto ao Teorema de Hurewicz ([22]) garante que ainda nesse caso H1(X) =0 .
Considere a sequéncia de Meyers-Vietoris ([22]) para ¢ # 1:

oo Hy(DFT % S'n SF x DY) — Hy(DFTY x S @ Hy(S* x DY) — Hy(®) — ...

Note que D*+1x S! é homotopicamente equivalente & S!, S¥ x D!*t1 & S* e DF+1x SISk x DIH! = Gk x St
com os mergulhos

fa'fa
DFFL 5 Gk (5 gk« g1 gk pitt

Temos,
H;(S* x §Y) — Hy(SY) @ Hy(S*) = H;j(%) — H;_1(S* x S — -~

Os morfismos H;(S* x S') — H;(S") e H;(S* x S') — H;(S*) sdo induzidos pelas aplicacdes
ki:(zy) = (2,y) =y
kot (,y) = [t falz,y) = Bla(z)y) o
Nota-se ainda que
1. y+ ki(zg,y) induz um isomorfismo H.,(S') — H,(S!) para todo zo € S*;

2. tomando yo € S’ um ponto fixado por SO(I), x + ko(x,y0) = B(a(z)yo)z = = induz isomorfismo
H,(S*) = S.(5%);

3. x> (m,y0) € DMl x Sley fﬁ_lfa(aco,y) € S* x D'*! sao homotopicamente nulos, ji que
tem imagens em discos, que sao homotopicamente triviais.

Por outro lado, a férmula de produto de Kiinneth ([22]) garante que H;(S* x S!) é isomorfo &
H;(S%) x H;(S") através das aplicacoes induzidas pelas inclusdes = + (x,79) e y — (x0,%), para
quaisquer pontos zo € S* e yo € S, salvo os casos i = 0,k + [ + 1. Portanto os itens 1-3 nos garante
que as setas H;(S* x S') — H;(S*) x H;(S') sdo isomorfismos para i # 0,k + | + 1, logo, H;(X),
2 <i < k + [ encontra-se entre dois isomorfismos e portanto é nulo. Ainda mais, temos

Hy1141(S") X Hiqi1(S*) = Hyy141(8) = Hyqa(S* x S') = Hya(S') x Hyya(S¥)
e como, Hy1111(S") = Hyy141(5%) = Hyqa(S') = Hya(S*) = 0, Hppi1(2) = Hy g (S* x ') 2 Zs e
H]H_I(Sl) X Hk+l(Sk) — Hk+l(2) — Hk_H_l(Sk X Sl) %) Hk+l_1(Sl) X Hk+l_1(Sk),

Hy(X) = 0. O dltimo grupo faltando é Hy(X), porém X é conexa e, portanto, esse tem que ser o
grupo livre em uma varidvel, Z. O

O
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Fixe G, um grupo de Lie, e acdes de G em S* e S! que preservem as métricas de curvatura constante
em ambas as esferas. Sejam a: S* — G e b: S! — G aplicacdes continuas que satisfazem a condicao
(2.2) e considere S¥*! C R x R**! equipada com a suspensido da acdo de G em S* induzida por
51:SO(k +1) — SO(k + 2). Considere ainda S™ C RF! x Ri*1 e J3: S — S*+! como:

T8 ) = 8(37) P o)), (2.21)

Seja 7 : P — S**1 o fibrado % definido por a e P, — S™ o fibrado induzido por J3, JB*P — S™.
Note que J S é equivariante e, portanto, P, — S™ é também um fibrado x. Temos

Teorema 2.20. O quociente de Py pela agdo x € difeomorfa a %(a, f5).
Demonstracdo. Dividiremos a demonstracao em duas partes, como segue abaixo.

Afirmacao 2.21. P, — S" ¢ isomorfo ao fibrado x definido por v : S* x S — G, onde r(x,y) =
By)a(z)By) "

Demonstracao. Recorde que o fibrado P pode ser construido como o fibrado x associado a familia
{a/: SEF N ST 5 G}, onde SET! ¢ o complemento de F(1 0) em S¥+! e /(A z) = a(z/|z]). Entdo,
JBY(SETY) = {(z,y) € S¥ | || < 1} e JB~H(SHT) = {(x,y) € S**! | |z| > 0}. Subespacos que se
identificam, respectivamente, a D*+1 x S! e S¥ x D!*1 com intersecio difeomorfa & S* x S x (0,1).
Segundo a Proposicao 2.6, P, — S™ é o fibrado * associado a esses abertos acima apés a identificagao e
com a fungao de transicao a o JB|gk g1 x( : Sk x SU % (0,1) — G definida por

ao JB(z,y,\) = a (6(y) exp(; o)(mAT))
= B(y)o (exp 10) W)‘f)ﬁ(y)_l
= B)a@)BH) "

Lema 2.22. Para r como na Afirmacdo 2.21
DFFL % Stu Sk x D = ¥(a, B)
Demonstra¢ao. Note que
7= f5 (i x 571 fa(G x id) fo(id x 5)
=[5 (6% BN fao fo(id x B)

x B
onde a igualdade vale, pois f, (& x id) = (64 x id) fo, analogamente para 8. O Lema 2.17 garante que a

esfera é difeomorfa a esfera colada por fﬁ_ (& x B‘l) fa. Porém,
£ x B fa = f5 M@ x id) fs 0 f5 a0 £ (d X B71) fu
Nota-se que o difeomorfismo desejado é o termo do meio, para os outros dois termos, temos,

Lema 2.23. Seja G um grupo de Lie compacto agindo através de isometrias em S*, ¢ : S¥ — S* um
difeomorfismo G-equivariante e 3: S' — G. Entdo,

fso(¢xid) = (¢ xid) o fs.

Demonstracdo. Seja (z,y) € S¥ x S!, entdo

(¢ xid)fa(z,y) = (6(B(Y) - x),y) = (B(y)o(x),y) = fs(¢ x id). N

E mais uma aplicagao do Lema 2.17 prova o desejado. U



Capitulo 3

Realizacoes Geométricas de Esferas
que nao sao Bordos de Variedades
Paralelizaveis

Apresentaremos neste capitulo como construir alguns elementos em ©* fora do nticleo de K M. Para
isso definimos, seguindo [44], um novo par bilinear

P2,y (SO(m)) X w1 (SO(n)) = iy (3.1)
e provamos a comutatividade do seguinte diagrama

7l _1(SO(m)) X T —1(SO(n)) —Z— @n+m—1 (3.2)

n—1
P
\ lK]M

ﬁ—gjtmfl
onde denotamos 7, _;(SO(m)) o nicleo da aplicacdo s : m,_1(SO(m)) — m,-1(SO). Seguiremos [44]
para tais fins e em seguida faremos aplicacoes aos resultados do ultimo capitulo.
Denotaremos por @ a soma de Whitney entre fibrados, nos referindo a [23] para a definicao.

3.1 Fibrados Estavelmente Triviais sobre Esferas

Seja £ | M um fibrado de m-planos sobre M™. Denote por 7 : S(§) — M™ o fibrado de esferas de &.
Exise um isomorfismo canénico

e ®V(S(§)) = 77¢
onde € denota o fibrado trivial 1-dimensional e V denota o subfibrado constituido pelos vetores tangentes

as fibras.
Nota-se entdo que, se existe k > 0 tal que TM @ e* = "% entdo

TSE) @ =(rxTM @)@ (V(S©E) De) 2a*é @™ th,

Logo, nesse caso, existe [ > 0 tal que T'S(£) @ €' é trivial se e somente se existe I’ > 0 tal que ¢ @ ' o
seja. Se M ou £ possuem essas propriedades, os chamamos de variedade estavelmente trivial ou fibrado
estavelmente triviais. Ja4 podemos deduzir que

Proposicao 3.1. Se M = S™ é uma variedade estavelmente trivial entao S(§) é uma variedade
estavelmente trivial se e somente se £ € um fibrado estavelmente trivial.

25
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O interesse em uma variedade com essa propriedade é a possibilidade de construir uma aplicagao do
tipo Thom-Pontrjagyn como na se¢ao 1.2. Com efeito,

Lema 3.2. Seja M"™ uma variedade suave. Entdo, existe N > 0 e um mergulho i : M™ — RY com
fibrado normal trivial se e somente se M™ € estavelmente paralelizdvel.

Demonstracdo. Suponha que existe mergulho i : M — RY com fibrado normal trivial. Entao
N =i"TRN =vM oTM =" "o TM.
E nos referimos a [29] para a demonstragdo da outra diregao. O

Nota-se que, se i : M™ — RY ¢ um mergulho com fibrado normal trivial, entdo, dada uma
trivializacdo F’' : M x RN — TMeN—", existe uma trivializacdo F : M x RVN=" — vM dada por
(x,v) = F'1(((z),v), através da identificacio M x RY com i*TRY, denotamos por ¢ : M — T'M a
Secao zero.

Uma trivializacdo de T'S™ @ €' é obtida pelo mergulho padrao S C R"*! a qual é descrita da
seguinte forma: considere S™ como o subespaco de vetores unitarios em R"*! e

TS™ = {(z,v) e R*"™' x R*"™! | z € S" e vla} C R x R**!
Entdo definimos Fgn : 8™ x R*T1 — T'S™ @& ¢ como
(JL‘,’U)*—) ((1’,’0— <13,11>I),<1‘7’U>). (33)

Se € | S™ admite uma trivializacio ® : 8™ x R™*T* — ¢ @ €*, conseguimos uma trivializacio de
TS5(&) através das identificacoes

TS(E) @ 2" TS" @ (76 @ ®) 2 a*TS" @ ™ = (TS" @ e) @ mHh1 o ntmth (3.4)

obtidas através das trivializacoes supracitadas e da identidade 7*¢ @ €% = 7*(¢ @ €¥). Sempre que
nao houver confusio, denotaremos por ® também a trivializacio ® : S(¢) x R*tm+k - T§(¢) @ h+!
definida por (3.4).

Denotaremos por 7 : D(§) — S™ o fibrado de discos associado a & | S™. Note que

TD(§) = n*TS" & n*€.

Portanto uma trivializagdo ® como acima induz uma trivializagao d : D(€) x REmtk 5 TD(E).
Fixando um vetor normal & dD(§), concluimos que ®[g(¢)xgn+m+s = . Em particular,

Lema 3.3. Seja i : S(¢) — RN um mergulho que se extende a um mergulho de D(&) com fibrado

normal trivializado por ®. Entao,
' s
[t(S(£),4,®)] =0¢€ Tntm-
A partir de agora, dado um mergulho i : M — RY com fibrado normal trivializado por F,

denotaremos a classe de homootopia de t(M, i, F) em 75 por [M, F].

3.1.1 Reparametrizando Trivializacoes

Seja € | M™ um fibrado de m-planos trivial e ® : M x R™ — £ uma trivializagdo. Seja o : M — SO(m)
uma aplicagao continua, entao definimos ®,, : M x R™ — £ como

(z,v) = &(z, a(x)v).

Denote por (£, ®), um fibrado estavelmente trivial £ e uma trivializacdo de & @ €¥ com k grande.
Suponha daqui em diante que M™ = S™.
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Proposicao 3.4. Sejam (£, D) como acima e a, o’ : S(§) — SO(N). Suponha que «oi é homotdpico
a o oi, ondei: S™ 1 — S(€) € ainclusio de alguma fibra. Entdo [S(€), ®a] = [S(£), ®ar] mddulo
algum elemento na imagem de J.

Demonstragdo. Note que se colapsarmos uma fibra de S(§) adquirimos um espago topolédgico homo-
topicamente equivalente a S™ v S"T™~1 Ainda mais, S™~1 — S(£) — S(£)/S™ ! é uma cofibragio e
vale o seguinte diagrama homotopicamente comutativo ([44] ou [24])

grim-1 (35)

i

s©) L s(e)/s 7+’” Ly g

onde ¢ é dado por colapsar o complementar de um disco a um ponto, h é a equivalencia homotdpica e
as setas nao nominadas sao as projecgoes Obvias.

Portanto, se as classes de homotopias de i e o/i sdo iguais, existem u : S"™™~1 — SO(N) e
b:S™ — SO(N) tal que « —a/ = uoc+bom. Portanto

[S(f)» (ba] = [S(f), (I)a’+uoc+bo7r} = [5(5)7 q)a’+bo7r] + [Sn+m71a (I)uOC]

e

e concluimos a demonstragdo com o préximo lema, cuja demonstragao encontra-se em [1]:

Lema 3.5. Seja i : M™ — R™* wm mergulho com fibrado normal trivializado por F. Sejam
b: 8% — SO(k) em: M — S aplicacdes continuas e d > n/2. Entio [M,F| = [M, Fpor] mddulo a
mmagem de J.

O
Enunciamos ainda o resultado seguinte, referindo-nos a [44] para a demonstragao

Proposigao 3.6. Seja S(€),® como acima e n # m + 1. Entdo, se a : St — SO(N) ¢é uma
aplicagao continua, existe & : S(§) — SO(N) tal que a restrigao de & a uma fibra é homotdpica a a.

Com esse resultado em maos, podemos definir a aplicagao enunciada no inicio do capitulo.

Corolério 3.6.1. Para todo m < n, eziste uma aplicagio P : 7, _;(SO(m)) X mp—1(SO(n)) — 75,4
definida por
P(B,a) = [S(8), P4l

onde S(B) denota o fibrado de m-planos sobre S™ com fun¢io de transicio 8, & € o elmento garantido
na Proposi¢ao 3.6 e wl,_1SO(m) é como no inicio do capitulo.

Demonstracdo. Basta notarmos que qualquer classe de homotopia do grupo estavel m,,_1.50 pode ser
representada por uma classe em 7,_1.50(n), j4 que m < n. A boa defini¢do de P segue da Proposigao
3.4 e do Lema 3.5. O

3.2 Relagoes com o par de Milnor

O par de milnor pode ser realizado da seguinte forma: sejam D(a) e D(b) os fibrados de discos com
fungoes caracteristicas a e b, respectivamente. Considere-os como se segue:
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D(a) = Dk+1 x pltt Dk+1 5 pi+l (3.6)
\ /
SkxpHt
D(b) = DF+1 x pi+1 ; DE+1 « plt1 (3.7)
\ /
DF+1 x gl

Onde @ e b sdo os difeomorfismos de S* x S! definidos por

a(r,y) = (z,a(z)y), b(z,y) = (b(y)z,y). (3-8)

Identificando o termo & extrema direita no primeiro diagrama com o da extrema esquerda do segundo
temos

Dk+1 ¢ pltl Dk+L ¢ pltl . Dk+L  plt1 (3.9)
Skx pt " DR+ x 5
\ 4

Sk x St

O bordo da variedade obtida suavizando os angulos no diagrama acima é

DkFL « gl s1, Sk« pi+1 (3.10)
\a /
Sk x st

Denotaremos como E(a,b) a variedade definida por (3.9) e notamos que dF(a,b) = X(a,b).

3.2.1 Cirurgia na presenca de uma Trivializacao

Considere a : S~ — SO(m) uma aplicagao suave, tal que a inclusido canénica s(a) : S"~! — SO(N—n)
seja homotopicamente nula, para algum N > n. Ou seja, o fibrado &, | S™ definido pela funcao de
transicao a é estavelmente trivial. Fixe uma trivializacao ® de &, e sua trivializacao correspondente em
TS(&,), também denotada por ®. Seja i : S™~1 — S(&,) a inclusdo de uma fibra, b:S(¢,) = SO(N)
uma aplicagao continua e b = bi.

Temos por objetivo estudar o resultado da cirurgia realizada em i, como em [29], e com isso
demonstrar a comutatividade do diagrama (3.2). Enunciamos o Teorema como o seguinte

Teorema 3.7. Seja a € m),_150(m) e B € 1y,—150(n), entdo
P(a, 8) = KM (X(a, 8)).

Usando a construcao de Thom-Pontrjagyn e manipulagdes padrdes, o resultado fica demonstrado ao
demonstrarmos o seguinte

Proposigao 3.8. Sejam a e b representantes de a e (3, respectivamente. Entdo, existe uma variedade
W™ e uma trivializagdo F : W xRN — TW eV =™ tal que OW = S(&,)U—X(a,b) e Flse.) = ®p-
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Demonstragao. Esse é um procedimento padrao no contexto de cirurgias e o faremos em detalhes aqui.
Comegamos considerando a variedade S(&,) x I, onde I é o interval [0, 1]. Notamos que, escolhida uma
orientacao v em S(&,), a orientagdo v X dt induz orientagdes opostas nas extremidades S(&,) x {0} e
S(€a) x {1} (aqui seguimos a convengao que a orientagao induzida no bordo é aquela que seguida do vetor
que olha para dentro coincide com a orientacdo do abmiente). Denotamos 95(&,) X I = S(&,) U —S(&,).
Formamos a variedade W pelo estreitamento dos angulos de

S(€a) % [0,1] <> D" x §™~L & pn s pm (3.11)

onde i ¢ a inclusdo de uma vizinhanga tubular de uma fibra em S(£,) x {1} e b é como em (3.7). Nota-se
ainda que a extremidade direita é identica ao diagrama (3.9). Portanto temos que OW = S(&,)U—X(a, b)
e nos falta somente construir uma trivializacao como a enunciada.

Para isso, consideraremos somente a trivializacio no fibrado tangente estdvel TW @ ¥ para algum
k como nos permite as observagoes feitas na se¢ao anterior ou [29]. Considere, primeiramente, uma
trivializagao estavel ®;, induzida por uma trivializacao estavel de &, reparametrizada por um elemento
b tal que bi = b. Extenda essa trivializagdo para uma trivializagio F_ em S(&,) x [0,1) e considere em
D™ x D™ a trivializacdo padrao Fy. Note que, para (z,v) € D™ x S™~1

F_(z,v) = Fo(b(v)x,v)

portanto, apés suavizar os angulos de (3.11), podemos considerar uma trivializagdo continua F :
W x RN — TW tal que Flse,)xj0,1-c) = (F-)|s(e.)x[0,1-¢) € f|Dn><D11/2 = Fp, onde denotamos por
D7), o disco de raio 1/2 em D™. Como F é exatamente ®;, seguido de dt em S(&,) x {0}, um mergulho

j:W < [0,1] x RV levando as extremidades de W para as extremidades de [0,1] x RY" induz uma
homotopia entre uma aplicagao do tipo t(S(&,), j’, ®p) e uma aplicagdo do tipo t(X(a,b), j”, F'), como
desejado. O

S

*

3.3 Realizacao de Elementos Nao-triviais em 7

Seja a € TprSP, B € TS ey € T S'. Suponha que as suspensdes Eftla o EPFhHR ¢ prAhtigo
Epthtatks 530 homotopicamente nulos e com homotopias A e B dessas aplicacdes para a constante.
Entao, pode-se considerar uma aplicacdo de SPTh+athti+l para Gr+h+h+l tomando A como uma
aplica¢ao do hemisfério superior da esfera e B do hemisfério inferior. Denotaremos por T(«, 3,7) o
cojunto de todas as aplicacoes desse tipo.

O conjunto T'(«, 8,7) acima se identifica, a menos do sinal, com o conjunto dos parénteses de Toda
([22, 28]), do qual néo iremos tratar. Ao invés disso, usaremos dessa construgdo para calcular alguns
elementos na imagem de P usando alguns dos resultados enunciados em [44] ou [1].

Sejam o/ € 1, SO(p), B’ € 1gSO(k) e v € m,.SO(I) tal que o = Jo',8 = JfB' e v = Jv' satisfazendo
as mesmas condigoes de «, 3 e v acima. Entao,

Proposicao 3.9. Eriste elemento £ na tmagem de J tal que [S({(c/,5')), 4] — & € T(e, B,7),
onde (o/,B") : S"*1 — SO(maz{p,k}) é o produto de Samelson de o' e B' definido por (x,y)
o () (y)o (x) 1B (y) ! onde assumimos que o (x) = B'(x) = id, onde * denota um ponto distinguido
e tomamos S"1 = Sh x S1/(Sh x {x} U {*} x S9).

Demonstragdo. Considere § : S' — SO(k) uma aplicacio diferenciavel e fs : S¥ x D! < RN um
mergulho tal que fs(z,y) = (z,5(x)y) em S* x S!, denotamos fs5(S* x D!*1) = V;. Considere a
trivializacdo de T'S* @ €" x TS' @ " definidas pelas aplicagoes o e ' seguidas de inclusoes do tipo
SO(k) c SOk +1).

Afirmacgao 3.10. Se k > [ entdo a trivializagdo acima se extende para uma trivializagdo do fibrado
estavel de V.
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Demonstra¢do. Primeiro notamos que o trivializacdo induzida pelo difeomorfismo S* x D!*1 — Vs
extende a trivializagdo de T'S* @ ! x T'S! @ €' definida por ((v,x),(w,y)) — a((§(y)v,z), (w,y))
onde (v,z) € RF x S¥ e (w,y) € RT! x S! usando da trivializagiao padrdo do tangente estavel da
esfera. A afirmacao segue entao ao demonstrarmos que existe um § tal que a seguinte trivializagao seja
homotopicamente nula:

((v,2), (w,y)) = (6~ (Ya(d(y)x)v, ), (By)w,y)).

Podemos dividi-la em

(;51((1)71'), (wvy)) = ((5_1(y)v7x)7 (ﬁ(y)w»y))

seguida de
¢2((v, z), (w,y)) = ((a(d(y)z)v, ), (w,y)).

O elemento ¢; é estendivel se pudermos escolher § tal que sd = sf3, o que é possivel pois k > [. O
elemento ¢ possuf uma obstrugéo para sua extensao, e nos referimos & [28] para os detalhes de que
essa € nula. ]

Dadas trivializacoes do tipo

(v, 2), (w,9)) = (0~ (W)a(d(y)a)v, x), (By)w,y)).

(w,y), (w,2)) = (7" (2)B(n(2)y)w, y), (v(2)u, 2)).

podemos encontrar § e 1 e mergulhos .... = RY e ... — R" onde podemos extender as trivializacdes
acima para trivializagdes em D"*1 x S9 x S™ e S" x S9 x D™*!. E o resultado segue da observacio no
primeiro paragrafo da secao. O

3.4 Realizacoes Geométricas de Esferas

Dé [44] e suas referéncias temos

Proposigao 3.11. Sejam /' : S% — 5% en: 83 — S? 0s geradores de m6(S3) = Z15 e m3(S?) = Z.
Entdo, T(V',v',v') consiste dos elementos ndo triviais do subgrupo de ordem 3 em 75y = Zg € T(V', 0, h)
¢ o elemento ndo nulo de 7§ = Zs.

Em particular,

Proposicao 3.12. Seja uy, : S® — SO(k +4) a aplicacdo definida como

ug(q)(v, ) = (v, 2q),

onde (v,x) € RF x H. Entdo, os elementos o(tb,u3) e o(TEn,u1) sdo esferas nio difeomorfas a padrdo
que podem ser realizadas como bordo de uma variedade spin.

Demonstracdo. Recordamos que b é gerador do grupo 76S° e portanto homotépico a (ug,ug) ([11]).
Vendo ug como a aplicacdo identidade, notamos que, para 7 : S — SO(3) do Lema 1.12, 7b = (7, 7).
Por outro lado, nota-se, pela definigao, que b = J7, portanto, usando a linearidade de o

KM (20(1b,u3)) = KM(o({r,7),7)) € [T,V V)],

onde [T'(v',v/,V')] denota a classe dos elementos de T'(v',v',v') em 71¢. Isto prova que 20(7b, us) gera

um subgrupo de ordem 3 em 719, porém a prépria construcdo de X(7b, ug) como na Segdo 3.2 apresenta

um cobordo spin para essa variedade, portanto, o(7b, u3) gera um subgrupo de ordem 3 em 7g.
Para o(7En,u1), nos referimos a [44]. O
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Recordamos que uma variedade é dita spin se ela é orientavel e tem segunda classe de Stiefel- Whitney
nula ([34]).

A fim de dar uma realizacido geométrica para essas variedades, consideramos S® C R x H? e
S10  ImH x H? e definimos 7g : S — 87 e byg : S'° = S7 como

A x
2 T 2 7, 4
ms (2] = <A LA ) (3.12)
A2z |2 +]y[*

x v 3.13
e p(m) (3.13)

me R e s

Temos,
Teorema 3.13. Sejam
B = {(2,y) € S* x ST | ns(x) = h(y)}
EY = {(z,y) € S x S | bio(x) = h(y)}.

Entao, as sequintes acdes de S° sdo bem definidas

A ¢ A qc ISe & qc
gz d| =gz qd|, q |z d|=|qzq qd
Yy qyq Y qy

e tem como espacos de orbitas, respectivamente, a unica esfera exdtica de dimensdo oito e um gerador
do subgrupo de ©'° composto pelas esferas que sao bordos de variedades spin.

Para a demonstracao desse teorema notamos que as Proposicoes 1.16 e 2.6 junto ao Teorema 2.13
implicam

Lema 3.14. O fibrado pry : Sp(2) — ST com a agdo * jd definida é equivariantemente isomorfo ao
fibrado Eb*(h : ST — S%) com a agdo x, onde Eb é uma suspensdo equivariante de b. Ainda mais
Eb=JsiT.

Demonstracdo. A tnica coisa que falta notarmos é que b = J7. Mas isso segue por inspecionarmos as
definigoes de b e da aplicagao J. O

Demonstracdo do Teorema 3.13. Faremos somente o caso de E'! pois o caso de E'? é completamente
analogo. Considere a aplicacdo 7jg : S® — S” definida por

Note que essa aplicagao é suave fora de x = 0. Ainda mais
Lema 3.15. 755 ¢ equivariantemente homotdpica a ns.

Demonstracdo. Seja p; : R — R a aplicagao definida por

S

th(S) =15+ (]. - t)m

Entéo, ¢:(0) =0 e ¢4(1) = 1 para todo ¢t € [0,1] e, novamente,

t _ 21/2 z (1= e(Jy)®) /2N yiy
k) = (1= gl s, (PO gy 2

é uma familia de aplicagdes continuas S3-equivariantes que é continua em t. Ainda mais, 79 = 7 e
77% = 1] e, portanto, define uma homotopia equivariante entre essas fungoes. O
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Em particular, segundo o Teorema 2.7, a Proposicdo 2.8 e o Lema 3.14, E'' = (Js1773)*Sp(2).
Porém
Js17iis (A, 2,y) = exp(_y o) (ms17(En(A,y))x) = J(Ts1En) (A, 2, y),

portanto, segundo o Teorema 2.20, o quociente de E'! pela acdo x é difeomorfo & (751 En,uy), o que
prova o enunciado. O

Seja S% = {(£,z,y) € S | R(z) = 0}. Usando novas deformacdes das aplicagdes efag e by, como
no Lema 3.15, e aplicando o Teorema 2.7 ao Corolario 2.13.2, temos

Coroldrio 3.15.1. Sejam 0 : S” — 83 ev : 8% = 83 as aplicacioes definidas por

€T .
0 _ 7 Ty

V(§7l'7y) = blo(gvx’y)

Entio 0 ¢ gerador do grupo 02 =2 Zy e U gera um subgrupo de ordem 3 em 60 = Zg.

Seguiremos com aplicagoes dessas construcoes nos proximos capitulos.



Capitulo 4

Sobre Simetrias de Variedades
Homeomortfas a Esfera

Seja H um grupo de Lie e N uma H-variedade. Definimos o espago de drbitas N/H como o espago
topoldgico cujos pontos sao as orbitas de H em N, isto é, N quocientado pela relagao de equivaléncia
definida por x ~ y se e somente se existe h € H tal que hx = y. Enunciamos sua existéncia a seguir e
nos referimos a [22] para uma demonstrago.

Teorema 4.1. Seja N um espacgo topoldgico equipado com uma agao de um grupo H. Entdo, existe
um espago topoldgico N/H e uma aplicagcdo m: N — N/H com as sequintes propriedades

1. para todo x,y € N, w(x) = w(y) se e somente se existe h € H tal que hax = y;

2. 7 € sobrejetora e aberta, em particular, para toda funcdo f : NJH — X, f é continua se e
somente se fomw € continua.

Ainda mais, se M e’ : N — M satisfazem as propriedades acima, entdao existe um homeomorfismo
entre M e N/H.

Em contraste com a topologia, a estrutura diferencidvel de N néo é herdada por N/H de forma
natural salvo o caso de uma acao prépria e livre. O motivo é a nao existéncia de uma aplicacao
quociente adequada, ressaltada pelo conhecido Teorema de Ehresmann (ver [18]):

Teorema 4.2 ([18]). Se 7 : N — M ¢é uma aplicagio suave tal que dmy : Ty N — Tr)N € sobrejetiva,
entao m: N — M ¢é uma fibragdo localmente trivial, isto €, para todo x € M existe um aberto U C M
contendo x tal que = *(U) € difeomorfo a U xw~1(x). Em particular, se M for conexa, 7 (x) = 71 (y)
para quaisquer pontos x,y € M.

Em particular, se 7 : N — M ¢é uma aplicagao quociente topoldgica tal que dm é sobrejetiva, a
agao nao pode ter érbitas singulares (ver definigdo em [5]). Porém, se dm nao é sobrejetora, pode ser
possivel construir uma aplicacao f : M — R tal que f nao é suave e f ox o é. Tome, por exemplo, o
caso em que M é uma esfera e a acdo tem um ponto fixo x € N, isto é, hx = x, para todo h. Entao
M pode admitir um homeomorfismo f, para uma esfera homotdépica M’ nao difeomorfa a M, que é
diferencidvel fora de 7(z) e é tal que fom e f~1 on sdo diferencidveis. Em particular, observamos que
a estrutura diferencidvel para o espaco quociente proposto em [35] ou usado em [4] ndo é tinica. Por
isso, nas préximas secoes, ao invés de propor a existéncia de novas acoes em esferas, apresentaremos
elementos nao triviais nas pré-imagens das aplicacoes DR e DR.

33
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4.1 Propriedades de DR

Sejam M e N duas G-variedades e ¢ : M — G uma aplicagdo com a propriedade (2.2). Como j& vimos
no Capitulo 2, se f: N — M é G-equivariante, entdo ¢ o f também satisfaz (2.2). Suponha ainda que
f é uma aplicagdo quociente para uma agao de H em N que comuta com a acao de G. Entao

Teorema 4.3. Se f : N — M € uma aplicagdo quociente G-equivariante, entdo existe um homomorfismo
for: [N,G x HH 5 [M,G]°.

Ainda mais, existe isomorfismo i : [M, G x H|S*H — [M,G]% x[M, H] tal que fpro fPE(i~([z],[0])) =
[z].

Demonstracdo. Seja ¢ : N — G x H uma aplicagdo que satisfaz a condig¢do (2.2). Entao, escrevendo
o(z) = ($1(x), p2(x)) € G x H, por (2.2) temos

o((g,h) - ) = (¢1((g, h) - ), $2((g, h) - ) = (g9, h)(¢1(x), da(x)) (g, h) ™"
= (91(z)g ™", hopa(x)h™1).

Em particular, ¢;(hz) = x. Definimos f.¢ : M — G como f.¢(z) = ¢1(y) para qualquer y € f~1(x).
Como f(y) = f(y/) se e somente se existe h € H tal que y = hy, entdo ¢1(y) = ¢1(y') e fud é
uma fungdo bem definida. Ainda mais, como f é uma aplicagdo aberta e sobrejetora, f.¢ é continua
se e somente se f,¢ o f for continua, porém f.¢ o f = ¢1, logo, é continua e fpr é uma inversa a
esquerda para fPF se demonstrarmos que fpr é bem definida sobre classes de homotopia. De fato,
H: N x I = G é uma homotopia G-equivariante se e somente se H é uma aplicagao G-equivariante
entre a G-variedade N X I obtida por tomar a agdo de G na G-variedade N e a agao trivial em I. Nesse
caso f xid : N x I — M x I é uma aplicagdo quociente e a associacio H +— (f x id),H, como definida
acima, implica na boa definicao da aplicagao fpgr entre classes de homotopia G-equivariantes. Que esse
é um homomorfismo, decorre do fato que a associagdo ¢ +— f.¢ leva multiplicacdo ponto-a-ponto para
multiplicagao ponto-a-ponto. O

Em particular

Corolario 4.3.1. Se f: N — M ¢é uma aplicagdo quociente G-equivariante, entdo
foroi naiexioy : [M, Gl — [N,G x H|*H
€ um monomorfismo.

Note que em nenhum momento usamos que f é suave.

Considere entdo M uma G variedade e {¢;;} uma familia x de func¢oes de transi¢ao sobre M.
Suponha que N é uma G x H variedade e que f : N — M é uma aplicagao quociente G-equivariante
da subagdo de {1} x H. Dessa forma podemos considerar a colecao + de fungdes de transicdo {¢;; o f}
e a aplicacdo f/: N’ — M’. Temos,

Proposigao 4.4. Com as hipoteses acima, N' é uma H variedade e f' : N' — M' é uma aplicagao

quociente.

Demonstracdo. Seja 3; : f~1(U;) — N’ as inclusoes definidas pela identificacio N’ = Ud;_\ff_l(Ui).
ij

Notamos primeiramente que, se z € f~1(U;), entdo, para todo h € H, hx € f~Y(U;), pois f(hx) =
f(z) € U;. Por outro lado, se z,y € f~1(U;) e f'(7:(z)) = f'(5:(y)), entao

f'Gi@)) = f(@) = fy) = ' (2:(y)-

Logo, para quaisquer z,y € N', f'(z) = f'(y) se e somente se z e y pertencerem a mesma érbita de H.
Notamos ainda que f’ é sobrejetora, pois f* : f*P — P é sobrejetora e que f’ é aberta pois essa é uma
propriedade local e f se identifica com f’ localmente. O
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Por outro lado, se {¢;;} é uma colegao x de fungdes de transicao invariantes pela acéo de {1} x H e
f: N — M é uma aplicacao quociente, entdao nota-se que M é uma G variedade e que as aplicagoes
{¢:;} definem uma familia x em M. Nesse sentido, podemos dizer que a variedade N’ tem um espago
quociente escolhido naturalmente, dés de que se escolha o M.

4.2 Sobre alguns elementos nao triviais em grupos de homo-
topia equivariantes
Denotaremos os quocientes de E' e E™ do Teorema 3.13, respectivamente, como ¥8 e £19. Recordamos

que, na demonstracao, provamos que essas esferas sao conseguidas como quocientes de acoes x em
fibrados pull-back com diagramas

D Sp(2) B3 — Sp(2)
g8 M, g7 §10 bio s g7
Observamos agora que essas esferas apresentam outras simetrias. Defina as seguintes acdes de S*
em S8 e S3 em S10:
q-(z,y,8) = (7,97, ¢€q)-

A colecdo de fungoes de transigao em questdo relacionada a Sp(2) — S7 é {b: S% — S3} (aqui abusamos
da defini¢ao de cole¢ao * o tanto quanto o Apéndice A nos permite). Portanto, as fungoes de transi¢ao
relacionadas a E' — S8 e E'® — S0 sdo0 {bong|sr} e {bo biol,-1(gey} €, Para aplicar o Teorema 4.3

nesse contexto, basta estudarmos as restrigoes ns|gs7 e big| b1 (55)" Segue que
10

Proposigao 4.5. As aplicagoes 1g e big sao Sl x 83 e 83 x S3-equivariantemente homotdpicas a
aplicacées g : S® — 87 e byg : S0 — 87 que gozam das sequintes propriedades:

o 75 1(S%) =S e by (S%) = SY;
o as restricées g : ST — S% e bio : S — S7 sdo aplicacées quocientes.

Demonstracdo. As aplicagoes desejadas sao as indicadas na demonstragao do Teorema 3.13. Diga-se,

ns( Nz, y) = (z, A+ giy/|yl)

B e -
bio(x,y,§) = (xf’ylem|§|>

Provaremos que essas sdo aplicagbes quocientes para as agoes (4.1) e (4.2). Dividiremos a demonstracao
em duas partes:

Afirmagao 4.6. Se f : N — M ¢ uma aplicagdo quociente para uma ac¢do de H em N, entao,
fxid: N+ S* — M % S* € uma aplicacdo quociente para a acdo induzida pelo produto da acdo em N e
a agdo trivial em S*.

Demonstrag¢do. Recordamos que N * S* é definido como o quociente do espaco N x S* x [0, 7/2] pelas
identificagoes (z,y,t) (z',4',t') se e somente se t = 0ex =2’ out =m/2 ey =y. Por exemplo,
S™ % S* é homeomorfa & S TF+L c R*H1 x RFF! pela seguinte aplicacio

[(z,y,t)] — (costx,sinty).
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A aplicacdo f xid é definida como a induzida pela aplicacao
fxidxid: N x S* x [0,7/2] = M x S* x [0,7/2].

A acao é definida analogamente.

Suponha entdo que f : N — M é uma aplicagio quociente. Note que, para [z, y, ], [z',y, '] € N*S¥,
fid([z,y,t]) = f*=id([z,y',t']) se e somente se [f(z),y,t] = [f(z'),y,t']. Isso acontece se e somente
set=t' =n/2ey=y out=1t,y=1y ea’ = hx para algum h € H. Em todos os casos [z,y, ]
estd na mesma 6rbita de [z',7/,t']. Para provar que f id é uma aplicacio aberta, recorde que N  S*
e M % S* sdo espacos quocientes dos espacos N x S¥ x [0,7/2] e M x S* x [0,7/2] e por isso basta
provar que f x id x id : N x §¥ x [0,7/2] — M x S* x [0, 7/2] é uma aplicagio aberta. Mas essa tiltima
afirmacao ¢ trivial, j& que f e as aplicacoes identidades sao abertas (recorde que basta provar que a
aplicagao é aberta para uma base da topologia, por exemplo, a dada por conjuntos do tipo U x V x W
onde U C N,V C S* e W C [0,7/2] sdo abertos.) O

Lema 4.7. Seja n : S* — S? a aplicagdo n(y) = yiy e b como no Teorema 2.13.1. Entdo, para
2z€S'CcCCcHeqges?

n(zy) =ny) e ble€q,yq) = b(&,y), (4.3)

n e b sao sobrejetoras, abertas, g = n*idgs € bio = bxidgs. Em particular, 1,b,7s € bio sio aplicacies
quocientes.

Demonstracdo. Comecaremos pela aplicacdo 1. Note que %iy = 7'iy’ se e somente se y'§iy’y = i, isto é
y'y comuta com i. Recordamos que isso implica que 1 é como desejado:

Afirmacao 4.8. Seja S? C ImH. Entdo a agdo de S em S? definida por q - x +— qx tem subgrupo de
isotropia {e'* € S3 | t € R}.

Demonstragdo. Recorde o duplo recobrimento 7 : $% x §% — SO(4) definido na demonstracio do
Lema 1.12 pela férmula (p,q) — (x — qxzp). Note que 7(p,p)1 = 1, isto é, a imagem da diagonal
S3 = {(p,p) € S x S | p € S®} esté contida no subgrupo de isotropia do vetor 1 € H. Esse ¢
conhecido por ser SO(3), que tem dimensao 3. E, pelos mesmos argumentos usados nessa demonstragao,
a restricao 7|gs : S% — SO(3) é um recobrimento. Como 7 é um homomorfismo de grupos faz sentido
falar de seu nicleo, e nesse caso ker 7 = {£1}. Entdo considere a acao de SO(3) em S?. Dado x € ImH,
é sabido que seu grupo de isotropia ¢ SO(2), que é isomorfo a S'. Porém, 7(e'®, e!*)z = z para todo
t. Como a aplicacao t — (e, e'®) também é um homomorfismo, ¢ — 7(e ta ,et*) recobre o subgrupo
de isotropia de z em SO(3 )7 em particular, esse é a imagem de {(e!®, e®) € S3 x S | t € R} pela
aplicagao . O

Observe que também provamos que a imagem de 7 é a 6rbita de ¢ da agao de SO(3), que é conhecida
por ser transitiva, fazendo 7 ser sobrejetora. Concluimos ainda que y'7iy’y = i se e somente se y'y = et
para algum t € R. Suponha agora que zx = z, para € S3, entdo, 1 = zzz~! = 2. Portanto, a acdo
é livre e  : S — S2 ¢ um fibrado principal. Escolhida uma métrica de conexao como no (ainda
apéndice), nota-se que uma vizinhanga normal de um 6rbita projeta em uma vizinhanga normal de um
ponto e portanto 7 é uma aplicacdo aberta. Considere S* € R x H e as aplicacoes

Eg: St x 83 x[0,7/2] = S8
(N y),x,t) — (sint, sinty, costx)
Er: 8% x 83 x[0,7/2] = S7
(z,y,t) — (costx,sinty)

Entao, 7s(Zs((A,y),t)) = id x n x id, que é claramente equivalente a aplicagao 1 * idgs.
Para o caso de byg, consideramos o seguinte Lema:
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Lema 4.9. A aplicacio b: S — S3 definida no Teorema 2.13.1 é S3 x S® equivariante em relacio as
acoes dadas por

(p,q) - (& y) = (PEP, qyp), (p,q) - = = qzq.

Demonstracdo. Segue pela proérpia definicao de b. Suponha y = 0, entao

b(pép, q0p) = —1 = q(—1)q.

Suponha entao y # 0, entao

layp laypl " lallyllpl lallylIp]
Y Yy o B
- q—eﬂ'fiq - qb(é', y)q' O
lyl [yl

Notando que a parte real, R(b(cos ti,sint)), assume todos os valores entre [—1, 1] sendo R : S* —
[—1, 1] uma aplicacdo quociente para a agao enunciada, concluimos que b é sobrejetora. Para provarmos
que ela é aberta, observamos que a subacdo de {1} x S® é livre se y # 0 e os argumentos usados no
caso de 7 servem aqui. Ainda mais, o subconjunto {y = 0} é exatamente a dérbita de (i, 0) pela subacao
de S3 x {1}, portanto, basta demonstrar que b é aberta para abertos pequenos nesse ponto.

Como auxiliar para a demonstracao, definimos a aplicagao

Ee: 8% xS x[0,7/2] = S”
(&, 1) = (costE, sinty)

e ainda aludimos ao fato que basta provarmos que b é aberta para abertos do tipo Z¢(U x V x [0, ¢€))
para € pequeno e U,V vizinhangas pequenas. Note que

b(Z6(&,y,t)) = cosm cost + sin 7 cos tyly.

Como t é pequeno, mcost < 7w e a aplicacdo (¢,£) — cosmcost + sinmcostyly é simplesmente a
exponéncial, e portanto induz um homeomorfismo entre Zg(U x {y} X [0,€)) e uma vizinhanca de
—1 € S3. Porém, como unides arbitrarias de abertos é aberta,

b(Ee(U x V x [0,€))) = Uyevb(Zs(U x {y} x [0,¢)))
é aberta. A aplicacdo bio se identifica com um produto *x através da aplicacao
Z10: 8% x 8 x [0,7/2] = ST
((&,y),z,t) — (coste,sintx, costy). O
O

Antes de apresentar qualquer elemento como referido no titulo da secéo, ressaltamos que (4.3) é
suficiente para garantir a existéncia da acdo definida por (4.2) em X1°. A qual comuta com a acio
induzida pela construcio da Proposicio 2.1, definindo uma acdo de S3 x S3 em $'° modelada localmente
por

Nota-se que seu niicleo inefetivo é o subgrupo {#(1,1)}. Em particular, £'° admite a acdo de um
grupo de Lie compacto de dimenséo 6 (ver [46]). Essa observagao apresenta a possibilidade de algum
tipo de fendmeno inesperado sobre o grau de simetrias em esferas de dimensao (relativamente) baixas,
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como mostra [48] onde é conjecturado que, se um grupo de Lie compacto G age efetivamente em uma
esfera ™ que nédo é o bordo de uma variedade paralelizavel, entao

dim G < (n+1)/2.

No caso acima teriamos 6 < 5, 5.

Essa conjectura ainda é esperada por ser verdadeira em dimensoes mais altas, como foi indicado
ao autor através de [49]. Baseado na mesma fonte, pelo objetivo de manter uma linha histérica,
reescrevemos aqui uma nova conjectura de mesma autoria:

Conjectura 2’:([49]) Existe N € N, tal que, se n > N, e G é um grupo de Lie compacto
que age efetivamente em uma esfera homotopica ¥ € O™ — bP, 41, entao

1
dimG<n;_ .

Recordamos que, dada uma G-variedade M™ cuja acao possui um ponto fixo, entao, M#M admite
uma acao de G definida da seguinte maneira: seja xg € M entao grg = zg e a diferencial da agao
induz uma representacao p : G — SO(T,,M) = SO(n). Considere em S™~! x [0,1] a agdo definida
pelo produto de p e a acdo trivial em [0,1]. Observamos ainda que existe um disco aberto, D, ao
redor de z¢ que é invariante pela acdo. Como (M — D) = S"~1 podemos realizar a colagem
(M — D)uU S™ ! x[0,1] x (M — D) suavizando os angulos de forma equivariante como permite a
demonstracao do Teorema A.1.

Aqui nos referimos a [7] para o seguinte

Teorema 4.10 ([7]). Seja £4"~! uma G-variedade, tal que S* C G e existe G-variedade W tal que
OW = ¥ equivariantemente. Entdo, existe um invariante u(X) tal que

o 1(=%) = —u(2);

e Se Y for outra G-variedade com as mesmas hipoteses, tal que, ambas agoes admitam pontos fizos,
entdo p(S#Y') = p(X) + p(X');

e Denote X7 a variedade 2.8, entio pu(X7) # 0.

Em particular, as somas conexas equivariantes da S®-variedade X7 gera um conjunto em MY isomorfo
ao subgrupo ciclico infinito.

Ressaltamos que [13] estuda com detalhes as acoes definidas pelas somas conexas de 7.

Considere agora S = {(¢,z,y) € S0 | R(x) = 0}, ¢ = {(x,y) € S7 | R(z) = 0} e a agdo de
St x S3 em S7 definido pela restrigio de (4.1) em S = {(0,z,y) € S®}. Considere ainda a agio de S3
em S7 dada por (2.11) e a em S® dada por conjugagao.

Teorema 4.11. [S%, S3]%" possui um subgrupo isomorfo a Z e [[S°,S%]"| > 3. Ainda mais, a primeira
suspensao equivariante a esses grupos € injetiva.

Demonstra¢do. O Teorema 4.10 gagante que a imagem de b : S — S por DR gera um subgrupo
isomorfo a Z, portanto [b] € [S%,53]%" também o faz. A segunda afirmacio segue do fato que a aplicacio
DR :[S9%, 53]53 — Diff(SY) tem como imagem um subgrupo de ordem 3. O

Teorema 4.12. Eriste uma cdpia de Zy em [S7, S35’

Demonstracdo. Provaremos que o quadrado da aplicacdo § do Coroldrio 3.15.1 é S3-equivariantemente
homotopica uma aplicacao constante. Temos
Oz, y)? = —emiiv L L ongiy L _ T myiy+giy
)
|z| || || EJEd

T
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Entao, uma homotopia é dada por

HE(x,y) — ;Tewgiy+g(costi+sintj)y%.

Com efeito, 62 = 62 e

071' (1’7 y)Q :ieﬂﬂierﬂ(cos Ti+sin wg)y%
x
_ T rgiy-giy T _ O
|z ||

Note que 9:2 é uma isotopia explicita entre 62 e a identidade.
Aplicando a Proposicao 4.5 e o Corolario 4.3.1, temos

Teorema 4.13. Existem cdpias de 7 nos grupos [S7, 565" %S [§7,§3]5°%S" [69 §6]5°xS® ¢ [g9 §3]5°xS”,
Aplicando o Corolario 2.15.4, podemos concluir

Teorema 4.14. Ezistem copias de Z+7Z em [S7, 545", [S7,545°%5" ¢ [§10, §4)5°%S° " Eristem copias
de 7 em [S8, S7]5°%S" ¢ [S10, 57|5°%5% ¢ copias de Zy em [SE, ST]S° € [S10, S7]5% ¢ |[S10, §4]5°|, |[S10, §T)°| >
3.

Demonstracdo. Os fatores Z +Z sao gerados pela suspensao de b e pela aplicagao de Hopf, ja que ambas
aplicagoes induzem a mesma esfera e nao séo, se quer, homotdpicas (ver [50] para referéncia). O

4.3 Sobre Indices de Acoes

Apés introduzir uma construgdo de [37], exploraremos uma relagdo ébvia entre essa e o Lema 2.23. Nos
referimos a [4] e [40] para a demonstragdo do Teorema 4.15 e mais detalhes.

Seja ¢ : S¥ — S* um difeomorfismo representando ¥ € ©%*! e 8 : 5! — SO(k + 1) uma aplicagao,
entao, podemos definir a esfera

(¢, B) = DFF1 x 8 U= (oxid) Sk x DIFL, (4.5)
Temos

Teorema 4.15 ([37, 4, 40]). Eziste um homomorfismo 7y : 0" @ mSO(k) — ©F++1 tal que

Tk,l(¢7 B) = [Z(¢7 516)]

Ainda mais, o segquinte diagrama € comutativo (a menos, possivelmente, de um sinal)

Tkl
Ol x mSO(k) ——— @F+i+l
KMXJl KMl
~ ~ (o) ~
Th+1 @ T — Tk+i+1
onde o denota a composicao.

Por outro lado, observamos que, fixado [¢] € 6+, 7([¢],—) : m,SO(k) — 6"F*F! define um
homomorfismo, ainda mais,

Proposicao 4.16. Seja ¢ : S* — S* um difeomorfismo G-equivariante, onde G atua por isometrias da
métrica de curvatura constante. Seja A : G — SO(k + 1) o homomorfismo induzido por essa ag¢do e G’
o subgrupo gerado pela imagem de A. Entdo, se B:S' — SO(k + 1) tem imagem em G', 73,,(¢, 8) = 0,
em particular A, (m,G) C ker 7([¢], —).
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Demonstra¢ao. Ja foi visto no Lema 2.23 que fﬁ_l(gﬁ x id) = (¢ x id)fﬁ_l. Porém, pelo Lema 2.17, a
esfera que é conseguida pelo difeomorfismo f[; Y(¢ x id) é difeomorfa & conseguida pelo difeomorfismo
£51(6 x id) f,

(f5 (o xid) fa = ((¢ x 1) f5 ) f5 = (¢ x id)

que é um difeomorfismo que se estende para S* x D'*1, em particular, segundo o mesmo lema, representa
a esfera padrao. O

Suponha que G age por isometrias em S* e defina p : G — SO(k+1) como a representacio induzida
por essa acao. Entao temos
Das tabelas de [50] e [26], temos

L 781(27,7) #0 € 607 = Zy x Ly x Ly;
2. 1103(%1%u) # 0 € 0'% = Zs,
onde 7 : S — SO(k + 1) é um gerador. Logo,

Coroldrio 4.16.1. Seja ¢g : ST — S7 um difeomorfismo S'-equivariante em relacio a uma ac@o
induzida por um homomorfismo p: St — SO(8). Entdo p.(m1St) é divisivel por 2.

Coroldrio 4.16.2. Seja ¢ : S° — S um difeomorfismo S®-equivariante em relagdo a uma acdo
induzida por um homomorfismo p : S® — SO(10). Entdo p.(m3S3) é divisivel por 3.

Note que as inclusoes p — (p,1) e ¢ — (1,q) na agao definida por (4.4) levam 1 € Z = 7383 para
3 € Z = w350(9) e, portanto, satisfazem a conclusao da Proposicao 4.16. E razodvel questionar se 6 é
a maior dimensdo de um grupo que age em S° satisfazendo tal conclusio.



Capitulo 5

Sobre Esferas que sao Fibrados
sobre Esferas

Este capitulo apresenta mais uma aplicagao do Teorema 2.7, agora no contexto de fibrados lineares
sobre esferas de dimensao 8. Nosso objetivo é apresentar uma descrigao explicita de alguns desses
fibrados e provar o seguinte

Teorema 5.1. Seja w: S — S® um fibrado de esferas com classe caracteristica o : ST — SO(8) tal
que o espaco total, S, seja homeomorfo a S*°. Entdo, existe um fibrado de esferas ' : S' — X8 com a
mesma classe caracteristica cujo espago total, S’, é difeomorfo a S.

A idéia da prova é simples: mostraremos que 7 é uma aplicacao S® equivariante para alguma acio
de S% em S e a acdo 4.1 em S®, assim, podemos induzir um fibrado x através de E'! — S8 obtendo,
segudo o Teorema 2.7, uma aplicacdo 7’ : S’ — ¥8. Em seguida, mostraremos que S’ é difeomorfo a S.

5.1 Sobre niimeros de Cayley e fibrados lineares sobre S®

Assim como fizemos no Lema 1.12, também demonstraremos que m7;S0(8) = Z + Z escolhendo
representantes para as classes de homotopia. Em seguida, a partir da descricao obtida por essas fungoes
caracteristicas, construiremos uma acao de Go, o grupo que preserva a multiplicagao de Cayley e
provaremos que existe uma subacao de S® C Ga que é equivariante em relagao a acao (4.1), como
desejado.

Seja O o espaco vetorial H x H equipado com a multiplicacdo de Cayley, definida por

() (5) = (570 o

Enunciamos as seguintes propriedades simples de serem observadas:

Lema 5.2. O € uma algebra ndo associativa com elemento neutro 1 = (1,0). Ainda mais, a associagdo
L, : v+ zv € uma transformagao linear special ortogonal, isto €, preserva o produto interno induzido
por H x H e tem determinante 1 e a subalgebra gerada por dois elementos linearmente independentes €
isomorfa a H, em particular, é associativa.

Proposicao 5.3. Seja f;j : ST — SO(8) a aplicagio definida por f;j(x)v = z'va?, one zv denota a
multiplicagdo de Cayley. Entdo, a associagio A : (3, 7) — {fi;} define um isomorfismo Z+7Z — m;50(8).

Demonstragao. Primeiramente observamos que

Afirmacgao 5.4. O grupo de Lie SO(8) é difeomorfo a variedade ST x SO(7).

41
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Demonstracdo. Definimos em SO(8) a aplicagao p : SO(8) — ST como p(A) = A-1. Seja SO(7) C SO(8)
o subgrupo que fixa 1. Entao, para B € SO(7) e A € SO(8), p(AB) = AB1 = Al = p(A). Ainda mais,
defina L : S” — SO(8) como a aplicagdo x + L, = (v — xv) entdo

poL(z) =p(Ly) = L;1 ==.

Definimos a aplicacdo ¥ : S7 x SO(7) — SO(8) como (x, B) — L,B. Notamos que sua inversa é dada
por U1 : A (p(A), L;(;)A), de fato
U (2, B) = (L B) = (p(LeB), Ly pyLaB) = (LeB1,L;' 5 L. B)

= (Ly1,L}' L, B) = (z,L; 'L, B) = (2, B).
E segue analogamente U1, O

E que

Afirmagao 5.5. Dado x € O — {0}, defina C,(v) = xvx~!. Entdo, C, € SO(7) e a associagio
i+ (. CL) induz um isomorfismo Z — w7(SO(T7)).

Agora basta notar que
fij(x) = C77 0 Lyiss. (5.2)

Portanto, se identificarmos 7750(8) = 7757 x 7750(7) usando os geradores escolhidos nas duas tltimas
afirmagoes, segue de (5.2) que a composi¢do W oA : Z+Z — Z + Z é dada por (i,5) — (i + j,—J),
logo, é um isomorfismo. O

Note que a expressao x'vz’ estd contida em uma subalgebra gerada, no maximo, por dois elementos,
e portanto, é associativa. Dessa forma, essa expressao tem um significado valido, sem ambiguidade.
Pela teoria geral de fibrados lineares, temos que

Corolario 5.5.1. Sem:S — S8 ¢ um fibrado linear de 7-esferas sobre S®, entdo, para algum 1, j, esse
€ isomorfo a

Tij : SU = D8 x 57 U D8 x 57 — Sg (53)

com fungdo de transicao fi; e projecdo definida pela projecdo na primeira coordenada (seguido da
identificacdo D® U D® s S8).

5.2 Simetrias e Aplicacoes *

Proposicao 5.6. Seja Go ={A € SO®8) | A(XY) = AX)A(Y)}. Entao Gy é um subgrupo fechado
de SO(7), e, portanto, € de Lie.

Demonstragio. Seja A € SO(8), entdo, pela linearidade, A é determinada completamente por sua
evaluagao em uma base do espaco H x H. Escolhemos entao a seguinte base

eo =1, e; = (¢,0), ea = (5,0), e3 = (k,0), eg = (0,1), e5 = (0,i) eg = (0,7), e ez = (0,k). (5.4)

Temos

Afirmacgao 5.7. O conjunto {+teq, ey, ..., ter} € um grupo. Em particular, dados x,y € O, o elemento
xy € completamente determinado pelas regras de multiplicacdo desse grupo.

Demonstragdo. A prova segue da equagao (5.1) e das regras de multiplicagdo dos quaternions. O
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Entéo, pela identificagio de SO(8) com seu respectivo subconjunto de matrizes induzida pela escolha
da base {e;}, entdo A € G se e somente se obedece a relagao A(e;e;) = A(e;)A(e;) para todo i, j. Mas
essas relagoes determinam um ndmero finito de condigoes fechadas, e portanto Go é fechado. Notamos

que 1 € Go e que, se A, B € Go, AB(XY) = A(B(X)B(Y)) = AB(X)AB(Y), logo, AB € G2. Ainda
mais,

ATHXY) = ATHAATH (X AATH(Y) = ATHAMATH(X)ATH(Y)) = ATH(X)ATH(Y),
e A(X) = A(1X) = A(1)A(X), logo A(1) = 1. Portanto, G2 é um subgrupo fechado de SO(8) que fixa
1, logo, é um subgrupo fechado de SO(7) e, pela teoria de grupos de Lie, é um subgrupo de Lie. O

Proposicao 5.8. Seja m;; : Sij — S® é um fibrado como em (5.5.1). Entdo, m;; € equivariante em
relacdo a sequinte acdo de Gy:

A (X,)Y) = (AX,AY) (5.5)
A-(Nz,y) = (A Az, y)).-
Ainda mais, a agdo (4.1) é uma subacdo da agdo (5.6) por um subgrupo isomorfo a S3.

Demonstracdo. As propriedades enunciadas sao checadas por inspeg¢ao. Podemos definir, atvés das
férmulas (5.5) e (5.6), acoes no subespago D® x S7 e em S, respectivamente. Entdo, basta mostrarmos
que a fungdo de transicao (X,Y) — (X, fi;(X)Y) é equivariante. Com efeito,
(AX, fi;(AX)AY) = (AX, (AX)'AY (AX)7) = (AX, (AX")(AY)(AYY))
= (AX, AX'YX9) = A- (X, X'V X7).

O subgrupo mencionado é definido pela representacdo de S3 através das seguintes matrizes:

() 5)

O que falta provar é que essas transformacgoes lineares estao, de fato, em Gs. Porém,

<q;qq ) (iqq) - ((%q()qqu)!(y(ggy3>> - (q& + Z)y;qq) '

O

Em particular, m;; é equivariante em relacao a acao de S3 definida pelo homomorfismo (5.7) e acdo
(5.5) e a acdo (4.1). Portanto, podemos considerar o fibrado * Eilj8 — Sy; definido por ﬂ;*jEH. Seu
diagrama é

B — 5 g
l l (5.8)
Sij —21 8

Denotando por ng : Sl{j — ¥8 a aplicagdo com dominio o quociente x em E;;, temos, pelo Teorema
2.7

Proposigao 5.9. A aplicagdo 7j; : Si; — 8 ¢ wma submersdao com fibra S7.
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5.3 Demonstracao do Teorema 5.1
Recordamos que E'! é o fibrado induzido de Sp(2) — S7 e por isso pode ser descrito por
E'" = D% x5*uD® x5

f(x)~1 como no Corolério 3.15.1. Aqui assumimos que dD® é
z,y) € S®} cuja pré-imagem através de m;; ¢ (D% x ST) = 9(S™ x D®)

com fungéo de transi¢ao fy(x) =
)
5.1. Sobre os espagos S;;, quando esses sao esferas temos

exatamente o equador S7 = {(0,z
como assumido no Coroldrio 5.

Afirmacao 5.10. Se S;; é uma esfera homotdpica, entdo j = i — 1 e existe um difeomorfismo
Go-equivariante
Fi : Sij — Ei,1 = D8 X S7 Ufi_l S7 X DS7

com a a¢do de Gy definida localmente por (5.5) e
fioi(X,Y) = (XY)'X(XY) (XY) Y (XY) ).
Demonstra¢do. Observamos que f;_; é um difeomorfismo Gs-equivariante. Seja A € G, entdao
fier(A-(X,)Y)) = fi(AX, AY)
((AX)(AY))"H(AX)((AX)(AY) 7, ((AX)(AY))"H(AY)((AX)(AY)) ')
= (A((XY) X (XY)'7), A(XY) Y (XY)')
fic1(X)Y).

| |
> —_~

Agora, usando um argumento andlogo & Proposicao 1.13, concluimos que 77(S;;) € trivial se e somente
se i+ j = 1. Nesse caso, defina F, : D8 x 7 — D8 x §" e F_: 8" x D® — D® x 87 como

Fi(X,Y) = (XY,Y)
F_(X,Y)=(XY,X).

Entao, o seguinte diagrama é comutativo:

D8 x §7 1, D8« &7

I I

S7 x ST ST x ST (5.9)
fiﬂ‘l E:

STx D8 Ty g7« p8
pois, para (X,Y) € S7 x §7,

FiiaFo(X,Y) = fi14(XY,Y) = (XY, (XY)'V(XY)'™) = (XY, (XY) " X (XY)'™)

e
fioitFo(X,)Y) = fi (XY, X) = (XY) "' XY(XY)1 ' (XY) X (XY)Y)
= (XY, (XY)"1x(XY)'79).
Assim definimos F; pelo diagrama 5.9 notando que F; e F_ sao Ga-equivariantes. O

Trateremos agora o caso ¢ = 1 e em seguida mostraremos que isso implica todos os outros casos.
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Afirmagao 5.11. mygo Fy = JA: S — S8 para A: S” — SO(8) definida por A(Y)X = Ly X. Em
particular, para A : S — SO(8) o homomorfismo definido pela a¢io (4.1), o quociente x do fibrado
Ty B — 817 €

(S19) = £%(A4, Ad) + 2(A,6).

Demonstragdo. Seja S® CR x Qe (X,Y) € S C O x Q. Entido, a aplicagio JA enunciada se define

JAX,Y)=A (|YY|) “exp(_y,0)(7X) = (= cos(n|X]),0) + <O,sin(w|X|)|§§|> .

Por outro lado, se ¥, : D® x §7 — S ¢ a inclusio (X,Y) ~ (X, (1 —|X|*)'/2Y), entdo

_ Y
eXp(_1,0) OT1,0 © F(\I/+1(X, Y)) = exp_1,)om00F (X, |Y>

Y
o (ma (7 (7))

= €XP(—1,0) (XY/|Y|)

= (—cos(7| X]),0) + (O, sin(7T|X)|‘;z-(||§;|)

= JA(TTH(X,Y)).

Note que identificamos D® U D8 = S® mandando o primeiro disco através de exp(_1,p)- Como podemos
tomar o raio de D® tal que exp(_; o)(D®) = 5% — {(1,0)}, o argumento acima identifica as aplicagoes
m1,0 0 F com JA a menos de um conjunto de codimensao positiva na pré-imagem. Porém, como as
duas aplicagoes sao continuas e a pré-imagem é compacta, elas tem que ser idénticas (ver [31]).
Provado isso, a segunda afirmacgao segue pelos primeiros passos da demonstracao do Teorema
2.20. O

Notemos que

Afirmagao 5.12. Aof:S” — SO(8) é homotopicamente nula. Em particular, (S'°)" = $(A,0) ¢é
difeomorfa a S*°.

Demonstracdo. Estamos aptos a dar duas demonstragoes para esse fato. A primeira segue do fato que
7783 ¢ finito (ver [50]), pois m7SO(8) é livre de torsdo e, portanto, a aplicacio A, : m75% — 7;80(8) é
trivial, em particular, a classe de Af é um elemento trivial.

A segunda demonstracao segue melhor os estilo da tese, podendo ser extraida das construcoes
utilizadas. Sejam §,0: S — S7 as seguintes involucdes:

Alz,y) = (y,2);  Cla,y) = (7,7).

Entdo, tomando u : S3 — Sp(2), a aplicagdo definida por u(q)(x,y) = (x,qy), temos que A(q) =
(6u(q)d)(ou(q)o)(dou(q)od). Em particular, A8 = (6u(6)d)(ou()o)(dou(f)od). Seja éxp, : ImH x H
a aplicacao definida na demonstracao do Corolario 2.13.2. Entao, para b como no Coroléario 2.13.1,
u(b) = exp |ge e observando que existe ’ : S7 — S° tal que 6 = bon/, entdao u(f) = exp, on’. Em
particular, a aplicagao H : [0,1] x S7 — SO(8) definida como

H(t, x) = (0 exp, (tn'(x))0) (0 exp, (i (x))o) (do exp., (0’ (x))0d)

define uma homotopia entre a aplicagao constante H(0,2) = id e H(1,2) = A o §(z). Note que
consideramos Sp(2) incluido em SO(8) através do homomorfismo induzido pela sua acdo em S7 C H x H.
Segue entao que (S'°)" é a esfera padrio do fato que 777 = 0, segundo [30]. O

E o Teorema fica demonstrado através do seguinte Lema
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Lema 5.13. S, , =57 ¢#5Si1-i.

7

Demonstracdo. Observamos primeiramente que podemos realizar a colagem induzida pelo fibrado
ijE“ na primeira cépia de D8 x S7 em Sij = D8 x STU D?® x S7. De forma que, os dominios da

funcao adjunta 67;; e de f;; nao se interseptem. Com efeito, denote por D®, sem indices, o disco de
raio 1 e D? como o disco de raio e.

Afirmacgao 5.14. Sl’-j é S3-equivariantemente difeomorfo a
Dy x ST Ug— (D® = Dy ) x STUZ D x 5.
Demonstracao. Pelo Teorema 2.7, basta provarmos que
E' = (D® - D§ ) x 8% Uy, D} 5 x S*U D® x 5°
porém, sempre podemos tomar difeomorfismos S? x S3-equivariantes, tais que
DYy x S° Uy, (D® = DY ) x S°UD® x §% = Df )y x 52Uy, D® x 5% = D® x 5% Uy, D® x 5% = E'.
O
Seja a = b : 87 — SO(7) as aplicacdes definidas por a(X) = b(X) = Cx € SO(7) como

na Proposicdo 5.3. Entdo, tomando f,, fy : S7 x ST — S7 x 87 como o difeomorfismo dado por
fa(X,Y) = (CxX,CxY) e fo(X,Y) = (CyX,CyY), temos, pelo Lema 5.2,

i fa(XY) = [ (X XY X) = (XY X)X (XY X), (XY)Y(XY)) = (Cxy X, CxyY) = f(X,Y),

[fi(X,Y) = fi(Ciy X, CiyY)

= (Cor v X Con

Ci (X)CL Y Y)

(0T, Y
= (Coi _(xX,Cci_(xv)Y)
(it it+1
= (C{5X,C{LY)
= fi+1 (Xv Y)
Portanto, f; = fi = (fb_lfa)i. Nesse caso, vimos no Teorema 2.16 que podemos substituir a e b por
outras aplicagoes na mesma classe de homotopia sem alterar a classe de isotopia de f;. Tomamos
entdo ¢’ = b’ uma aplicagdo homotopica a a = b tal que a'(z) = b'(x) = id para todo & em um disco

D’ C S7 invariante pela agao de SO(7) em S”. Dado (X,Y) € D’ x S7 temos que a(X) = id e que
f(X,Y), £, 1(X,Y) € D'. Portanto,

LT o (XVY) = [y H(XY) = fo(X,Y) = (X,Y).

Assumindo, como hipotese de indugao, que f¥(f, ' fo)* fF|prxsr = id, temos

F T U ) TN Y ) = f N )R I £ R U ) ST Y)
= fa_lfb_kfb_lfa LI,C+1(X7 Y)
=R XY = (X Y).

Para (X,Y) € S7 x D', temos, usando argumentos analogos

fa_lfb_lfafb(va) = fa_lfb_lfa(XDY)
= [y (XY
:f;lfa(X,Y):(X,Y)
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FE N Y ) = S G U ) R U S L Y)
= f;lfzjkffjlfa (erl(XaY)
= fa fa(X,Y) = (X,Y).

portanto, fi|p/xs7us7xpr = id e recordamos que o Lema 2.17 garante a existéncia de um difeomorfismo
A:D®x ST Uy, S7x D% — D% x STUy, 87 x D%, onde f; = fi(f; " fa)'fi. Tomando D como um disco
cujo interior contém o feixo de S7 — D', conclufmos que f; = id fora de D x D ¢ 87 x S7. Considere o
feixo de colarinhos de raio 1/27 de D x D em D® x S7 e S” x D®, denotando-os D}* e D'5. Temos que
Sit1, € difeomorfo, através de A a

D¥ x §T<———— DY

J

(S7 x S) — (D x D) Dx D

S7 x D8 <——— DY’

onde todas as setas nao nominadas sao inclusoes de subespagos. Note que a coluna da direita
define S — D x D e a coluna da esquerda define uma esfera homotépica com fungao de colagem
fi - 8™ x 814 obtida por mergulhar D x D C S'* e estender f; pela identidade, portanto difeomorfa a
Y;. Analogamente, como a Afirmagao 5.14 mostra que podemos concentrar a diferenga entre S;; e ng
ao subconjunto D® x S7 superior, utilizando do difeomorfismo A fora desse conjunto, temos que S/ 1
¢é difeomorfo a

(D%~ DB ))) x 87«87, x 87T P8 g pis

J

(8" x ST) — (D x D) Dx D
S™ x D8 D'

onde 517/2 = 8D§/2, notando que a parte da direita se identifica com Si,o —DxD=S®_DxDea
parte da esquerda com ¥; = S;+1,; menos um disco D*® = S — D x D. Portanto,

1= (S =D x D)U(%; — D)
Como a identificacdo é a mesma de D' U D x D = 19, Z{+17i = SVB4Y, =%, = Siv14. O

O aluno foi comunicado que esse teorema era esperado devido ao seguinte argumento: Seja D — S®
um fibrado linear de discos. Entdao, D admite um mergulho de S® como a sessdo zero, z : S — D.
Nesse caso, ressaltando que a dimensdo de D é grande suficiente comparada com a de S®, resultados de
André Haefliger garantem a existéncia de um mergulho i : ¥® < D homotépico a z. Como o z é um
retrado de deformacao, ¢ também serd. Entéo, o Teorema 4.1 de [43] garante que D é difeomorfo ao
fibrado normal de ¢. O tnico ponto que nao ficou claro para o aluno é como as fungoes de transigao de
ambos os fibrados podem ser identificadas como as mesmas.
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Em [8] é provado que se n | M™ e £ | S™ sdo fibrados lineares estavelmente triviais, onde M™ é uma
esfera homotédpica, entéo os espagos totais de £ e 1 sdo difeomorfos se e somente se eles sdo isomorfos
como fibrados sobre S™. Em constraste com esse resultado, nesse capitulo lidamos com uma familia
infinita de fibrados nao isomorfos .S; 1—; — S8, porém, sendo o grupo A5 finito e Sii—i € 015 para todo
i, existem j # j' tal que S;1_; é difeomorfo a S;1_;. Mostrando que a hipotese de estavelmente
trivial nao pode ser removida desse Teorema.



Capitulo 6

Curvaturas em Fibrados Induzidos

Neste capitulo introduziremos uma férmula para a curvatura seccional de um fibrado induzido baseada
na segunda forma fundamental do mergulho f*P C M x P. A partir dessa, demonstraremos que
condigoes sobre a curvatura seccional de f*P exigem propriedades especiais de f concluindo, por
exemplo, que os fibrados E;°, E'', E' e a familia E;] possuem segoes de curvatura negativa.

6.1 Sobre a segunda forma fundamental de um grafico

Sejam (M™,gp) e (N™,gn) duas variedades Riemannianas e f : M — N uma aplicagdo suave.
Considere o grafico de f definido como

Ly ={(z,y) e M x N |y = f(x)} (6.1)
Denotamos por F' : M — M x N, a aplicagdo x — (x, f(x)) e notamos que

Afirmagao 6.1. ' : M — M x N ¢é um mergulho com imagem I'y. Em particular, I'y é uma
subvariedade de M x N difeomorfa a M.

Demonstra¢do. Temos dF,(X) = (X, df,(X)). Como a primeira coordenada é nao singular, provamos
que F' é um difeomorfismo local. Porém, a restricao para I'y da projegcdo na primeira coordenada
induz uma inversa continua para F'. Portanto, F' é um homeomorfismo com derivada nao-singular, em
particular, dF'~! é ndo singular, logo, é um difeomorfismo. O

Sendo I'y uma subvariedade, podemos considerar em M a métrica induzida pela composicao

M5 I'y € M x N. Observamos que esse procedimento geralmente aumenta o comprimento dos vetores.
Isto é,
1dFO11? = [|X]12 + lldf (O = [1X]%,

com igualdade se e somente se df (X) = 0. Portanto, F' serd uma isometria se e somente se f for
constante. Comegaremos esta se¢do descrevendo essa métrica e o espago normal a I'f.
Seja df : TM — T'N a diferencial de f e defina dft através da igualdade

gn(df(X),Y) = gm (X, dfT (Y))

para todo X € TM e Y € TN. Denotaremos por (,) a métrica gas X gn-.

49
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Lema 6.2. Os espacos tangente e normal ao ponto (x, f(x)) € T’y sdo isomorfos respectivamente a
TM e TN pelos isomorfismos

=y ToM — T(Lf(x))l“f (62)
X~ (X,df (X)) (6.3)

=N Tf(x)N — V($7f(x))Ff (64)
Y e (—dff(Y),Y) (6.5)

Ainda mais, para Z: TM x TN — T (M x N), definido como
(X,Y) = En(X) +E5(Y),

(XN ( Q+dffap)t At +dfarH) T (X
_ 1 ) (6.6)
Y —df (1 4+ dfdf) (1 +dfdfT) Y
Demonstra¢do. Notamos primeiramente que Zj; = dF' e, portanto, é um isomorfismo. Observe que,
dadoY €e TNe X e€TM,

(X, df (X)), (=df ' (Y),Y)) = gar (X, —df T (V) + gn (df (X),Y) = —gn (df (X),Y) +gn (df (X),Y) = 0.

Isto é, a imagem de Zx é sempre ortogonal a imagem de Z,;. Em particular, como =, é sobrejetora ao

espaco tangente, =y estd contido no espaco normal de I'y. Porém, dim(I'y) = dim(M) = m e, portanto,

dim(v (g, #(2))) = dim(M x N) — dim(M) = n = dim(N). Como Ey ¢ injetora, ela é um isomorfismo.
A segunda afirmagdo é demonstrada ao observar que, considerando o isomorfismo canénico de

T(M x N) com TM x TN,
__Jft
5(X,Y) = <d} i ) ("é)

(1]

¢ 1 —dft (1+dftdf)=t  dft(1 +dfaft)—1 .
(df 1 ) <—df(1 Fdftdf)™t (1 dfdft) ! > =id
O
Denotando por projg a projecao ortogonal para um subespaco F, temos
Corolario 6.2.1. Para TI(X,Y) =Y —df(X) € f*TN e O = (1 + dfdft)~!
proj,r, = ITOIL. (6.7)

Demonstrag¢ao. Observe que na métrica Z*(gy X gn ), induzida por = em TM x TN, TM e TN sao
ortogonais, como visto na demonstragao do 6.2. Em particular, como Z|fp} x7n ¢ um isomorfismo, a
projecao ortogonal para o espaco normal de I'y pode ser escrita como

projur, (X,Y) =Zoprojry o =X, Y). (6.8)

em particular

= - ({1 —dff 0 0\ /0 0 (1 +dftdf)=t  dff(1 +dfdff)=1
proty = =PryerN= =\ \gf 1 0 1)\o 1) \—df(x+dftap)= (1 +dfdff)=

0 —dff 0 0
N0 1 ) \=df (L +dftdf)t (L dfdft) )
e o resultado segue ao observarmos que, como (1 + dfdft)df = df (1 + dftdf), entdo
df (1 +dftdf)~" = (1 + dfdft)~'df.
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Definicao 6.1.1. Dados « € M, f : M — N e dois campos vetoriais, X,Y € X(M), definimos
Varvdf X como a derivada covariante do campo df X por uma curva f(7y), onde y(0) =z e 4(0) =Y e

& fo(X,Y) = (Vapy df X)(z) = dfe(Vy X (2)). (6.9)
Compare ([17])

Proposicao 6.3. A aplicacio (X,Y) — d*f,(X,Y) depende somente dos valores de X e Y no
ponto . Em particular, d*f define um tensor d2f : TM x TM — TN. Ainda mais, dados vetores
XYV, X'\ Y'eTM

(i) PfX,Y) =df(Y,X);

(i) d*(f9)(X,Y) = d*f(dgX.dgY) + df (d®9(X,Y)):
(iti) d*f(X,Y) =0 se f: M — M para uma homotetia;

(iv) (;(dF(X),dF(Y)),1;(dF(X'),dF(Y"))) = gn((1 + dfdfT) " 'd* f(X,Y), d* f(X',Y7)).
onde I1; € a segunda forma fundamental de I'y — (M x N, gnr X gn)-

Demonstragao. Temos
(X, df X), (Y,dfY)) = projur,(VxY, Vg xdfY). (6.10)
Portanto, segundo o Corolario 6.2.1,

(I (X, df X), (Y, dfY)), (X', Y")) = gn (1 + dfdf ")~ (VapxdfY — df (VxY)), Y’ —df X')
= gn((L+dfdf")'d® f(X,Y), Y — df X')

Em particular,

(I (X, df X), (Y, dfY)), g (df (X'), dF(Y"))) = (projur,(VxY, VarxdfY), projur ,(VxY', Vagx:df Y'))
= (projur,; (VxY,VaxdfY), (V'xY', VaxdfY'))
= gn((L+ dfdfT) " (VgrxdfY — df (VxY)),Y' —df X')
= gn((L+dfdf) ' F(X,Y), Vg df Y — df (V' Y))

o que prova a boa definicio, a tensorialiedade e as propriedades (i) e (iv) de d*f : TM x TM — TN.
O item (7i¢) também segue imediatamente de (6.10) uma vez demonstrado o seguinte

Afirmacao 6.4. Se f: (M, gm) — (N,gn) € uma homotetia, Ty C M x N € totalmente geodésico.

Demonstrag¢ao. Recorde que v : R — (M X N,gy X gn) é uma geodésica se e somente se suas
composicoes com as projecoes pry : M X N — M e pry : M x N — N sao geodésicas ([9]). E
que f é chamada de homotetia se f é um difeomorfismo e existe A > 0 tal que f*gn = Agy- Seja,
entdo, v : I — M uma geodésica , e, para um campo X em M, Xy : N — TN, o campo definido por
Xy(x) =df p-1y X (f ' (2x)) € TN. Temos, pela férmula de Koszul ([9])

gN (Vs df vy, Xp) = 29,98 (G5, X)) — Xpgn (p,55) — an Gps [ XgD) — an (X p, Ar ) — an (X g [, 1))
= )‘{ZVQM(’YPX) - ngM(;va.Y) - gM(;}/v [’YaX]) - gM([X77]77) - gJW(Xv [7)7])}
= )\gM(v‘y'%X) =0.

Como df ¢é sobrejetor, temos que V. dfyy = 0. Observando que 77 é o vetor velocidade da curva
fovy:I— N, concluimos que f o~ é uma geodésica, logo, f leva geodésicas em geodésicas. O
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Para o item (47), considere g uma outra aplicagdo suave de N para uma variedade qualquer. Temos

d2(fg)(X7 Y) = Vdfg)('dfgyr - VXY
= Vdfgxdfgy — dengde + df(Vdgxde — dgVXY)
= d*f(dgX,dgY) + df (d°g(X,Y)).

Com a proposi¢ao acima em maos, podemos demonstar o seguinte

Teorema 6.5. Seja (M, grr) uma variedade compacta com curvatura seccional limitada inferiormente
por k. Seja f: (M,gn) — (N, gn) uma aplicacao suave. Entao, para todo 6 > 0, existe € tal que o
grdfico da composicao

e f id
[+ (M, gnm) = (N, gn) = (N, egn)
tem curvatura seccional limitada inferiormente por k — .

Demonstra¢do. Dado € > 0, recordemos a férmula de Gauss para a imersao F]; C M x N:
Rr,(X,Y,Z,W) = Ry, 5(X,Y, Z,W) + <II];(X, 2),114(Y, W)> - <II];(X7 W), II4(Y, Z)> (6.11)

Notando que egn (df X,Y) = gar (X, edfTY) e aplicando o item (iv) da Proposicio 6.3, temos

Rr,(X,Y,Z,W) =Ry, (XY, Z,W) (6.12)
+ egn (1 + edfdf )1 d2f(X, Z), d>f(Y,W)) (6.13)
— egn (1 + edfdf ")y d> f(X, W), d*f(Y, Z)). (6.14)

E mais,
Ef(X,Y) = & f(d(id)(X),d(d)(Y)) + df (*(i1d)(X, V) = d*f(X,Y)

Seja T' o supremo de ||Rr, (X,Y, X,Y) — Ry (X, Y, X,Y)|| sobre todos os pares ortonormais X,Y €
TM e e €]0,1]. Temos entao para esses pares:

secr, (X, df X), (Y,dfY)) = secy (X, Y) + eseen (df X, dfY')
+egn (1 + edfdf) " d* F(X, X), &> F(Y,Y))
—egn((L+edfdfN) ' d* F(X,Y),d* (X, Y))
>k—€eT

0 que prova o desejado. O

6.2 Fibrados Induzidos

Sejam (P, gp), (M,gar), (N,gn) variedades Riemannianas e 7 : (P,gp) — (IV, gn) uma submersao
Riemanniana. Dado f: M — N uma fungao suave, podemos considerar o espago

f*P={(x,p) e M x P| f(z) =7n(p)} (6.15)

Teorema 6.6. O espaco f*P com a topologia induzida admite uma estrutura diferencidvel tal que a
inclusgo f*P — M x P é um mergulho e a projecdo 7 : f*P — I'y definida por (z,p) — (z,7(p)) €
uma submersio Riemanniana com as métricas induzidas pelas imersées f*P C M x P el'y C M x N.
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Demonstracdo. Sejam gpr, gy as métricas de M e N, respectivamente. Denote por F': M — M x N o
mergulho  — (z, f(x)) com imagem I'y e V(I'y) uma vizinhanga tubular de I'y de diametro € pequeno
suficiente.

Fixe xg € M e considere um disco Dy pequeno suficiente tal que D(z) C M seja um mergulho.
Recordando que V(I'y) é isomorfo ao fibrado normal da imerséo I'y < M X N temos que existe uma
aplicagdo @y, : V(F (D)) — F(Dgp) x R™. Considere a aplicagao

t: M x P> (id x m) " (V(F(Do))) = V(F(Do)) 28 F(Dy) x R" — R"

com a ultima seta sendo a projecao na segunda coordenada. E claro que 0 € R™ é ponto regular de
¥z, € que a aplicagao id x 7 é regular em qualquer ponto. Em particular, 0 € R™ é ponto regular para
t e t71(0) é uma subvariedade. Como o ponto zg é arbitrario, provamos que f*P é subvariedade de
M x P, e, logo, que a aplicagao 7 : f*P — I'y é diferencidvel. Para provar que 7 é uma submsersao
Riemanniana note que

THFP={(X,Y)eTM xTP | df(X) =dn(Y)} (6.16)
e portanto, que os espagos verticais e horizontais sao
kerdi = {0} x kerdm, H={(X,L(dfX))eTM xP|X eTM}.
O resultado agora segue da igualdade

(X, L(df XD g0 xgr = 1 X115, + lldf (X115

O

Ainda observando que o espago vertical em T}, P, é tangente a T(, , f* P sempre que (z,p) € f*P,
concluimos que

Lema 6.7. A derivada da aplicag¢io id x w: M x P — M x N induz uma isometria entre os fibrados
normais de f*P e I's.

Demonstragdo. Seja (x,p) € f*P, entdo {0} x ker dm, é tangente a f*P, em particular, o espaco normal
a f*P no ponto (z,p), V(zp [*P, é ortogonal a {0} x ker dm,. Como d(id X 7)(, ) ¢ uma isometria no
complemento ortogonal de {0} x ker dmp, o resultado segue. O

6.3 O tensor A de O’Neill-Gromoll-Walshap

Aqui consideraremos uma submersdo Riemanniana 7 : (P,gp) — (IV,gn) com fibras totalmente
geodésicas e introduziremos a notagao de [20] para o tensor A de O’Neill. As demonstrag¢oes podem
ser encontradas em [20]. Dado X € TP, denotaremos X" e XV as projecdes ortogonais de X nos
subespagos horizontais e verticais, respectivamente. Analogamente para campos vetoriais.

Definicao 6.3.1. Para 7 : (P,gp) — (N, gn) uma submersao Riemanniana com distribuigées horizon-
tais e verticais H, V, definimos o tensor de O’Neill-Gromoll-Walshap A : TP x TP — V como

1
AxY = §[Xh,Yh]”
Proposigao 6.8. Seja E um campo vetorial ao longo de uma curva ¢ em P. Entao,

dnV:E = VgpednE — drn(Apnc® + AL EY) (6.17)
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Teorema 6.9. [20, 38] Denote por R, Ry e Rp os tensores de curvatura de P, M e da fibra, respecti-
vamente. Sejam X,Y, Z vetores horizontais e U, W wvetores verticais, entao

RMX,Y)Z = LRy (dn X, dnY)dnZ — (2ALAxY — A*X Ay Z — A*Y Az X); (6.18)
RY(X, )Z (VZA)xY; (6.19)
RY(X,U)Y = —(VSA)xY — Ay A% U (6.20)
RY(X, ) —2(VEA)X + (Ax Ay — Ay AX)U (6.21)
RU,VYWF = R*(U, V)W; (6.22)
RY(U,W)X =0. (6.23)

Em particular para |X| = |U| =1, sec(X,U) = R(X,U,U,X) = —R(X,U, X,U) = |A%U|? e uma
condicao para que a curvatura seccional de uma secao dessa forma seja positiva é a nao-degenerancia
do tensor A.

Defini¢ao 6.3.2. Seja m# : P — M um fibrado com fibras totalmente geodésicas com tensor de
O’Neill-Gromoll-Walshap A. Entao 7 é dito fibrado fat se A é ndo degenerado.

6.4 Curvatura em Fibrados Induzidos

Seja 7 : (P,gp) — (N,gy) uma submersdo e f : M — N uma aplica¢io suave. Consideraremos o
mergulho f*P C M x P garantido pela defini¢do de f*P e denotaremos gy x gp = (,) e A e A* o
tensor de O’Neill de 7 : (P, gp) — (M, gar) e seu dual definido por

gp(AYUY) = gp(U, AxY),

onde X e Y sao horizontais e U é vertical.

Proposicao 6.10. Dados os vetores X = (X,Y), X' = (X',Y') € Tf*P, seja
(X, X") = (VxX',VyY')t

a segunda forma fundamental de f*P C M x P. Entdo, dados Z=(ZW),Z =(Z' W) eT(MxP),
II(X X' ) € completamente definida por

(I((X,Y), (X", Y)),(Z,W)) = gn (1 + dfdf ') 7 (d® f(X, X') + A(Y,Y")), dn(Z) — df (W) (6.24)

onde A(Y,Y') = —d’]T(A;hYI’U + AL, Y") Em particular

y'h
(I((X,X0), 112, 2))) = gn (1+ dfdf ') ™ (@2 FOX X+ A Y, (&2 (2, 2') + AW, W),
(6.25)
Demonstra¢do. Segundo os Lemas 6.7 e 6.8 e o Corolario 6.2.1
(X, %), (Z,W)) = (Vx X', VyY')*, (Z,W))
= gu x gy ((d(id x 7)(Vx X', VyY")*, d(id x 7)(Z,W))
=gu x gn((Vx X', dnVy Y (Z,dnW))

=gy (A +dfdf ) rdr(VyY') — dfVx X', dnW — df Z)

= gn((L+dfdf ) Y (VarydrY' —Vx X' + AY,Y")),deW — df Z)
= gn((L+dfdf') " (Varx df X' = Vx X'+ A(Y,Y)), dnW — df Z)
= gn (A +dfdfY N d*f(X, X") + A(Y,Y")),deW — df Z).
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Note que, se U é um vetor vertical em T'f* P, entao U= (0,U) para algum U vertical em P. Em
particular, se df (X) =0, X = (X,0) é um vetor horizontal em T f*P

Corolario 6.10.1. Sejam X = (X,0) =€ Tf*P, Z = (Z1,Z;) e H C Tf*P e U = (0,U) € V C
Tf*P tal que df(X1) = 0. Sejam ainda R, Rp e Ry os tensores (4,0) de curvatura de f*P, P e M
respectivamente e R(X,Y) = R(X,Y, X,Y) (andlogamente para os Rp e Ryr). Entdo,

R(X,U,X,Z) = —gn(d*f(X1,X1), AL U).
Demonstragio. Pela férmula de Gauss ([9])
R(X,U,X,Z) = Ry(X,0,X,Z1) + Rp(0,U,0, Zs) + <II()~(7)~(),II(U,2)> <H(X 2),11(X, 0)>
- <H(X,X),H(U, Z)> - <11(X,Z),H(X, U)>
Denotanto (1 4 dfdf?)~! = O, temos, pela Proposicao 6.10
R(X,U,X,Z) = gn(Od® f(X,X),A(Z2,U)) + gy (O(d* f (X, Z) + A(0, Z2)),d° f(X,0) + A(0,U))
= gn(Od* (X, X), =AU = Al Zy) = —gn (0d* f(X, X), AL, U),

onde a primeira igualdade é vélida pois o termo em A s6 depende das segundas coordenadas que sao
nulas em X e o termo d2f s6 depende das primeiras que é nula em U. O

Apesar da escolha de vetores nesse coroldrio parecer muito particular, veremos que ainda assim
podemos tirar alguma conclusao sobre f. O préximo lema vale para uma variedade Riemanniana
arbitraria.

Lema 6.11. Sejam X,Z,U € TM e ¢(t) = R(X,tZ + U). Entao ¢(t) > 0 se e somente se
R(X,Z),R(X,U)>0 e

R(X,Z)R(X,U) -~ R(X,Z,X,U)* >0 (6.26)
Demonstragao. Temos
¢(t) = R(X,tZ+U) =t*R(X,Z) + 2tR(X, Z,X,U) + R(X,U)

que é, em ¢, um polinémio de grau menor ou igual a 2. Dividiremos a questao em dois casos
Caso 1: Suponha R(X,Z) > 0. Entao, ¢(t) > 0 para todo ¢ se e somente se ¢ tiver, no maximo,
uma raiz. E isso acontece se e somente se

(2R(X,Z,X,U))? —4R(X,U)R(X,Z) = 4(R(X, Z,X,U)? — R(X,U)R(X, Z)) <0
—
R(X,Z)R(X,U) - R(X,Z,X,U)?>0

Caso 2:Suponha R(X, Z) = 0. Entao, ¢(t) > 0 se e somente se R(X,Z, X,U) = 0. Mas, nesse caso,
a condigao (6.26) é reescrita como

R(X,Z)R(X,U) -~ R(X,Z,X,U)*>= —-R(X,Z,X,U)> >0 <= R(X,Z,X,U) =
O

Seja, daqui em diante, S” C H? a esfera de raio 1 e S* C R x H a esfera de raio 1/2 equipadas com
as métricas induzidas desses espacos vetoriais. Redefinimos a aplicacdo de Hopf h : S7 — S como

) = (el = ) an).

Notamos que essa aplicagao é a composi¢ao de (1.5) com multiplicacdo por 1/2 definida entre as esferas
de raio 1 e 1/2 em R x H. Em particular, h, como definida agora, é um fibrado principal com acao
principal dada por g - (z,y) = (2, yq). Ainda mais,
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Proposicao 6.12. h: S™ — S* ¢ uma submersio Riemanniana com fibras totalmente geodésicas.

Demonstrag¢ao. Note que sé precisamos provar a proposi¢do para um ponto, pois Sp(2) age de forma
transitiva em S7. Entdo o faremos no ponto (1,0) € S7. Sabemos que T(1,0)57 = {(p,w) € ImH x H} e
podemos calcular

dh1,0)(p,w) = (R(Zp) — R(yw), py + 20)|(2,)=(1,0) = (0,0).

Note ainda que, se ¢ € S3, ¢- (1,0) = (q,0) e, portanto, os espacos verticais e horizontais em relagao a
essa agao sao Im x H x {0} e {0} x H respectivamente. Como vimos que dh( o) preserva a norma dos
vetores em {0} x H, h é uma submersao. O

Teorema 6.13. Seja f: M™ — S* uma aplicacdo suave com m > 4. Entdo, se x é um ponto regular
de f e f*S7 tem curvatura seccional nio-negativa em y € f~1(x), a subvariedade f~'(x) C M™ ¢
totalmente geodésica em y.

Demonstragio do Teorema 6.13. Sejam X, Z,U € T5f*S™ como no Coroldrio 6.10.1. Entao,

R(X,0) = Rar(X1,0,X1,0) + Rer(0,0,0,0) + (T(X, %), 10, 1) ) — |[1(X, ) 1357
= gn(Od2f(X, X), =24} U).

Porém, AL =A, =0 e, portanto, R(X,U) = 0. As condigbes do Lema 6.11 sdo lidas como

o2 ur
R(X,Z)>0¢e¢
R(X,U)R(X,Z) - R(X,U,X,Z)* = -R(X,U,X,Z)*>0 < R(X,Z,X,U) =0.
Segundo o Corolario 6.10.1, essa condicao é reescrita como
A(Od*f(X,X),df Zy) = 0, (6.27)

para todo Z,. Por outro lado, observamos que, para A o tensor de O’Neill da fibracao de Hopf,
A(X,Y) =0 paratodo Y se e somente se X = 0. De fato, segundo o Teorema 6.9, Rp(X,U) = ||ATXU| 2,

em particular, para P = S7, AE( : ¥V — H tem que ser injetiva, se X # 0, logo gp(Y, Ag( U) # 0 para
algum Y. Nesse caso, como O é um isomorfismo, a condigao (6.27) é equivalente a

df(X,X)=0. (6.28)

O Teorema fica demonstrado pelo seguinte

Lema 6.14. Se f: M — N ¢ uma funcio suave e f(x) € N é um ponto reqular entdo d*f(X,Y) =0
para todo X,Y € kerdf, se e somente se f~1(f(x)) é uma subvariedade totalmente geodésica em M.

Demonstragao. Segundo o Teorema de Sard ([29]), se f(z) é um ponto regular, entdo existe vizinhanga
aberta de f(z), Opy(s), cujos elementos sao pontos regulares. Nesse caso ffl((?pf(w)) é difeomorfa

a f~l(z) x U (ver [29]), portantoexistem campos vetoriais X,Y € X(M) tal que dfX = dfY = 0
identicamente. Temos,

F(X,Y) =V xdfY —df(VgY) = —df (Vi Y).
E como a vizinhanca f ’1((9pf(w)) consiste de pontos regulares, df |y 4p+ ¢ sobrejetora. Portanto,

FPf(X,Y) = —df (V5Y) = —df (projfuer as- V3 Y). m
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Temos
Corolario 6.14.1. Os espacos E,io, E', EB ¢ Eilj8 possuem secoes de curvatura negativa.
Também provamos o seguinte

Teorema 6.15. Sejan >4 e f: M™ — S* uma aplicacio suave tal que f*P tem curvatura nao-
negativa. Se posto df > 1, e L C f~'(a) para qualquer a € S*, entdo L € totalmente geodésico. Ainda
mais, se postodf, = 1, entio d*f,(X,X) e a imagem de df, sio colineares.

Um exemplo de aplicagio que satisfaz a condi¢do postodf > 1 e se postodf, = 1 entdo d>f(X, X) é
colinear com a imagem de df é a segunda poténcia da exponencial geodésica, isto é, para S* > z =
cost(1,0) + sint€, para algum £ € T(LO)S‘l,

@+ cos 2t(1,0) + sin 2t€.

Por outro lado, é possivel observar que, tomando S7 com raio pequeno, as métricas induzidas como
fibrados induzidos tem curvatura de Ricci positiva (ver [20], Teorema 2.7.3).

Resultados Adicionais

Observamos o seguinte. Seja f : M — N um aplicagdo suave e 7 : (P,gp) — (N, gn) uma submerséio
Riemanniana com fibras totalmente geodésicas. Seja g uma métrica em M entao

Proposicao 6.16. Se M é compacto, existe uma métrica g em M e € > 0 tais que f*P C (M x
P,g’ xegp) = (M, g) é uma submersio Riemanniana. Ainda mais, uma subvariedade Riemanniana
L C f~Y(a) C (M,g), onde a € N, € totalmente geodésica se e somente se L C f~Y(a) C (M,g') é
totalmente geodésica.

Demonstracdo. Seja € > 0 um ntimero pequeno tal que 1 — edfdf é positivo definido em relacdo a
métrica g. Seja entdo ¢'(X,Y) = g((1 — dfTdf)X,Y). Segundo o Teorema 6.6, basta provarmos que

F:(M,g) = Gammay C (M x N,g" x egn)
é uma isometria. Com efeito, temos

g x egn(dF(X),dF(Y)) =g((1 — eddef)X, YY)+ egn(df X,dfY)
9g(X,Y) —egn(df X, dfY) + egn (df X, dfY)
9(X,Y).

Por outro lado, para X,Y campos de vetores em L e Z em M, temos
9'(X,2) = g(X,Y) —egn(df X, df Z) = g(X,Y) (6.29)

pois f|r, é constante, portanto, df(Z) = 0 para todo Z tangente a L. Agora, da férmula de Koszul
(139])
20/ (VY. 2)=Xg' (Y. Z)+ Y'Y, Z) - Zg'(X.Y)
—9'(X,[V,Z]) - g (V. [X, Z]) + ¢'(Z,[X,Y])
=Xg(Y,2)+Yg(Y,2) - Zg(X,Y)
—9(X, [V, Z]) —g(V,[X, Z]) + 9(Z,[X,Y]) = 29(VxY, Z)

onde V' e V sdo as conexodes de Levi-Civita em das métricas ¢’ e g respectivamente. O

Em particular, temos
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Teorema 6.17. Seja (f*P, gs-p) — (M, g) uma submersdo Riemanniana com curvatura seccional ngo
negativa e conexdo induzida por f: M — N, onde M € compacta e w: P — N € fat. Entdo, se a € N
¢ um ponto reqular de f, f~'(a) é uma variedade totalmente geodésica em (M, g).

Demonstragdo. Segundo a Proposicao 6.16, existe métrica g’ em M tal que f*P C (M x P, ¢’ X egn) —
(M, g) é uma submersao Riemanniana. Nota-se que, a distribuigao horizontal induzida por esse mergulho
é a mesma induzida por f*P C (M x P,g x gp). Ainda mais, sejam d*f e (d*f)" as segundas formas
fundamentais de f em relagao as métricas g e ¢’, respectivamente. Entao, para um ponto regular a € N
e X,Y € Tf a)

de(X7 Y)= (d2f)/(X7Y)7

portanto, a condigao 6.28 ¢é idéntica para ambos os fibrados. O

Dado entao, um fibrado 7 : (P',gp/) = (M, g) com 1-forma de conexao induzida por f: M — N
de um fibrado fat 7 : (P,gp) — (N, gn), uma condi¢do para que a curvatura seccional de P’ seja
nao-negativa com alguma métrica de conexao é que f~!(a) C (M, g) sao subvariedades totalmente
geodésicas para todo ponto regular a € N. Definimos entdo uma foleagdo F em M através de f.
Usaremos L; para denotar folhas. Temos

Proposicao 6.18. Seja c: I — M uma curva com c(t) € Ly, tal que L. € totalmente goedésica para
e > 0. Entao, L. — Ly C (M, g) de forma totalmente geodésica.

Demonstragdo. Segundo [25], uma curva ¢ como acima define uma isometria entre L; e L; para
quaisquers 4,j # 0. Em particular, define um mergulho i : L. x (0,¢] < M através de imersoes
L. x {t} — M totalmente geodésicas. Em particular,

Lema 6.19. Eziste uma extensio i : Le x [0,¢] — M, tal que i é um mergulho isométrico em L x {0}.
Demonstracdo. Seja d : M x M — R a funcao distancia induzida pela métrica Riemanniana em M.
Temos que a restricao de d para L. se identifica com a funcao disténcia em L.. Em particular, se

71,72 ¢ (0,€] = M sao duas curvas dadas por v;(t) = i(x;,t), entdo lims_,;(t) consiste de um ponto,
ainda mais,

d(}igg)”ﬂ(t)v}if(l)w(t)) =d(m(t),72(t)) = d(z1,z2).

Estendendo ¢ para ¢ dessa forma, através do mesmo argumento, temos que ¢ é continuo, diferencidvel
na diregdo t e 1|y _x (o} é uma imersdo isométrica injetiva para uma funcio distancia definida a partir de
uma métrica Riemanniana, portanto, i é suave. O

Lema 6.20. O mergulho %|L€X{0} € totalmente geodésico.

Demonstragdo. Denote i(Le x {0}) = L. Seja di,0)(X) = X(0) € Ti(z,0)L e defina X(t) = di (1) (X).
Seja vx@) : R — M a geodésica definida pelo vetor X (t). Entao, pela continuidade da aplicacao
exponencial e da fungao distancia d:

Como L; é uma variedade totalmente geodésica yx () (s) € L; para todo s. Induzindo a métrica de M
em Le x [0, €] concluimos que lim; o d(yx 1) (s), L) = 0, portanto d(yx0)(s) € L. O

O
Com isso concluimos o seguinte:

Teorema 6.21. Ndo existem métricas em S® e S0 tal que os niveis requlares das aplica¢ées hng e
hbio sejam totalmente geodésicos.
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Demonstrag¢do. Notamos que o tinico ponto critico dessa aplicagoes é (1,0) € S*. Ainda mais, ambos
hng *(1,0) e hbyy (1,0) sio difeomorfos & S%. Porém, todos os outros niveis de hng e hbig sao difeomorfos
4 5% e 5% respectivamente. Em particular, se existir métrica com tal propriedade existiria um mergulho
de S* ou S0 em S3. O



Apéndice A
Sobre Suavizacao de Angulos

Sejam M e N variedades com bordo tal que OM = ON. Seja f: OM — ON um difeomorfismo. Entao

Teorema A.l. Existe uma tnica estrutura diferencidvel em X = M Uy N tal que as inclusoes
i:M <= X ej: N <— X sejam mergulhos com a propriedade de que di|sps € dj|an sdo injetivos. Ainda
mais, se f' é isotdpico a f, entdo M Uy N é difeomorfo a M Uy N com as estruturas acima.

Demonstracao. Supondo que existe um estrutura diferencidvel é facil notar que essa é uinica. De fato,
fixe uma estrutura diferencidvel como a enunciada e suponha que X’ seja uma variedade homeomorfa &
X = M Uy N através de um homeomorfismo ¢ : X — X', definido localmente por ¢|pr =4' : M — X’
e qly =4 : N = X’'. Pela suposigdo no enunciado, podemos assumir que i’ e j' sdo diferenciaveis
e que di’ e dj’ sao injetivos. Afirmamos que ¢ é um difeomorfismo. De fato, seja x € M C X entao
dq, = dil,di, é injetiva e o argumento segue andlogo para pontos em N.

Provaremos agora que existe uma estrutura diferenciavel em X. Seja U C M um colarinho em M, isto
é, um subespago aberto que admite um difeomorfismo entre variedades com bordo ¢ : (—2,0] x9M — U.
Seja U’ um coldrinho em N com difeomorfismo ¢’ : [0,2) x N — U’. Seja ainda U, = ¢((7,0] x OM e
UL =/'([0,7) x ON). Definimos f : Uy /4 — Uy, como

f(’L/J(L.Z‘)) = W(t + 1/47.%').

Como Uiy e Uj /4 sao abertos, existe uma tunica estrutura diferencidvel em M U 7 N tal que as
inclusoes ¢ e j do enunciado sao diferencidveis. Note que, di e dj sao injetivos, pois sdo inclusoes.
Seja agora f' : OM — N outro difeomorfismo e H : (—1,0] x 9M — ON uma isotopia suave tal
que H(t,z) = f(x) parat < —2/3 e H(t,z) = f'(z) para t > —1/3. Defina H : U; — U} como
H((t,2)) = ' (t+1,H(t,z)) e Xy = M Uz N. Temos

Afirmagao A.2. Ambos X = M UfN eX' =M Uzp N sao difeomorfismos a Xpg.

Demonstragao. Seja ¢ : [0,2] — [3/4,2] uma fungao tal que ¢’(t) > 0 para todo ¢ € [0,2], ¢(t) =t+3/4
parat € [0,1/4] e p(t) = t em alguma vizinhanga pequena de 2. Aqui nos referimos & [29] para a
existéncia de tal fungao. Considere as aplicacoes | : M — M e l’ : N — N definidas por

() = x, x € M\U
( (_@(_t)vxl) y L= w(ta I/)

) — 4 x € N\U'
fl) {ww(t),x'), v = (t,)

60
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Nota-se, por inspecdo, que as diferenciais de [ e I’ sdo continuas e injetivas, ainda mais, que ambas as
aplicagbes sao injetivas, portanto, sdo mergulhos. Considere o seguinte diagrama

l

M M M
I [ [
Uija Uy Uiy
o b
Ui Ui Ul/a
| | |
N N N

E note que ele é comutativo e portanto define aplicagoes [: X > Xpgel:X — Xpy. De fato, para
Y(x,t) € Uyya,
H(U((2, 1)) = H((x,t = 3/4)) = »(f(2),t +1/4) = f(¢(x,1))
onde a segunda igualdade vale pois H (¢ (x,t)) = (f(z),t+1) parat € [-1,-2/3). E parat’(z,t) € Uy 4,
temos
U(f' (W' (2,1) = V(W' (f'(2),t +1/4)) = ' (f'(2),t + 1) = H(d(z,1)).

Nota-se ainda que lel sao bijetivos, ja que as composicoes M — X — Xg e N — X — X sao
bijetivas e os pontos em Uy /4 Uy U{/4 vao bijetivamente para os pontos de U; Uy Uj, analogamente

para r. Como a diferenciabilidade é uma propriedade local e todas as setas verticais sao mergulhos,
vale que [ e I’ sao difeomorfismos. O

Em particular, X e X’ sao difeomorfos entre si. O



Apéndice B

Sobre a Exiténcia de Conexoes
Invariantes em Fibrados x

Seja G um grupo de Lie compacto com métrica bi-invariante 3 e M uma G-variedade suave. Seja ainda
{¢i;} uma colegdo * de fungodes de transicdo subordinadas & cobertura {U;} e P o fibrado % associado.

Recorde que uma conexdo em um fibrado principal G - P — M é uma 1-forma com valores em g em
P, w: TP — w satisfazendo as seguintes condigoes

e w(U,)=UparaU € g e U, aimagem de U pela acio e;
o wy,(9X) = gw,(X)g~! parage G e (z,X) € TP.

Fixada uma métrica gp; em M e 8 em g, definimos a métrica de conexdo ou métrica de Kaluza-Klein
associada & w por

(X,Y) = g (drX, drY) + B(w(X), w(Y)). (B.1)

Note que neste caso as fibras de m sao totalmente geodésicas.
Suponha que exista um grupo de Lie H agindo em ambos P e M tal que 7 seja H-equivariante, i.é.

m(gp) = g - 7(p). (B.2)

Suponha ainda que H age através de isometrias em M e que P esteja equipado com uma métrica
de Kaluza-Klein com conexao w. Entao

(9-X,9-Y) = gu(dn(g-X),dn(g-Y))+5(wgp(9-X), wg.(9Y)) = gur (dn X, dmY )+ (wy.p(9-X), wy.(9-Y))

Em particular, H age através de isometrias em P se e somente se para todo p € P existe [, : g — g,
isometria, tal que

wg-p(g - X) = Twp(X).
Se uma conexao w respeita essa condicao, a chamaremos de invariante pela agcao de H.
Até agora demonstramos o seguinte

Proposicao B.1. Se P € equipado com uma métrica de Kaluza-Klein induzida por uma conexdo
invariante pela ag¢do x e uma métrica G-invariante em M, entao ' : P — M’ é uma submersdo.

Proposicao B.2. Seja {¢;;} uma colecao de funcgées de transicdo de M e w : P — M o fibrado *
associado. Entao, existe conexdo em w: P — M tal que, dada métrica gpy em M invariante por G, a
métrica de Kaluza-Klein associada a gpr em P com fibras totalmente geodésicas € invariante pela a¢do
*.
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Demonstragao. Note primeiramente que se gy é invariante entao a condicao da métrica de Kaluza-Klein
ser invariante se traduz como uma condigdo de invariancia sobre a conexao. De fato, se w é uma
conexao, entao a métrica de Kaluza-Klein associada a w e gy é

(X,Y) = gu(drX,drY) + f(w(X),w(Y))

e sendo gjs invariante, a métrica (,) serd invariante se e s6 se S(w(g* X),w(g *Y")) for invariante com
respeito a g. Referimo-nos a [] para o fato de que sempre existe uma conexao em P. Seja entdo G um
grupo de Lie compacto, wy uma 1-forma de conexdo em 7 : P — M e pu a medida de de Haar de G com
volume 1. Definimos entao w : TP — g como

w(X):/Gwo(g*X)d,u.

Note que w é invariante pela acao x e é de fato uma conexao, ja que as acoes ® e x comutam. E claro
que para essa conexao B(w(g* X),w(g*Y)) = B(w(X),w(Y)) e qualquer uma de suas métricas de
Kaluza-Klein associada a uma métrica invariante na base serd invariante por . O
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