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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas de Neumann com perturbacao sin-
gular e fazemos um estudo do ntmero de solugoes do tipo “single peak” que se concentram
em um mesmo ponto. Estudamos casos de concentragao no interior e na fronteira do dominio.
Obtemos um resultado de multiplicidade exata que relaciona o nimero de tais solugoes com o

nuamero de zeros estaveis de um campo vetorial associado.
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Abstract

In this work, we consider a class of Neumann problems with singular perturbation and
we study the number of single peak solutions which concentrate at the same point. We study
concentration in the interior and at the boundary of the domain. We obtain an exact multiplicity
result which relates the number of such solutions with the number of stable zeros of an associated

vector field.
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Notacoes

x -y denota o produto interno de z,y € RN e |z|*> =z - z;

By(y) ={z € R : [z —y| < p};

SN ={x e RN . |z = 1};

Id denota o operador identidade;

Ker[A] denota o nicleo do operador A;

Span{vy,...,v,} denota o subespaco gerado pelos vetores {vy, ..., v, };
C™(RM)={f : RYN =R | f éde classe C™}

VI denota o gradiente do funcional F’;

D™F(xy) a m-ésima derivada de F' em x;

#S denota a cardinalidade do conjunto S;

uy = max{0,u};

C, ¢y, T9 serao varias constantes independentes de ¢;

h = O(f(¢)) significa que h (f(g))" < C quando & — 0;

h = o(f(¢)) significa que h (f())™" — 0 quando & — 0;

HY(D) = W2(D), para um dominio D C RY denota o espaco de Sobolev;

(u|v) 1 (p) denota o produto interno de u, v € H(D).
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Introducao

Neste trabalho vamos estudar alguns problemas de Neumann com perturbacao singular do

tipo

—&?Au = f(x,u) em Q

u>0 em 2 (0.1)
% =0 sobre 02

onde  C RY é um dominio limitado com fronteira regular, e > 0 e f : Q@ x R — R é uma

funcao suave.

Operadores diferenciais com perturbacao singular estao relacionados com varios modelos
matematicos, por exemplo nas areas de mecanica dos fluidos, mecanica quantica, sistemas de
reacao-difusao, dinamica dos gases, dinamica de populagoes etc. Nao temos a intencao de
entrar em detalhes sobre as motivagoes e aplicacoes do estudo de equagoes diferenciais com
perturbagao singular, para mais informagoes e referéncias sobre tais aplicacoes vamos citar
aqui o survey [35] e mais especificamente sobre modelos e aplica¢oes onde aparecem equagoes
do tipo (0.1) vamos nos limitar a citar apenas os seguintes trabalhos do matemético W.-M. Ni
[44, 45, 46].

Vamos considerar os seguintes problemas

—e2Au+ V(z)u =uP, em

u >0, em (2 (0.2)
g—z =0, sobre 0f2



—?Au+u=u? em

u>0 em () (0.3)
g—z =0 sobre 02

onde V : Q — R é uma funcdo positiva e suave, Q C RY é um dominio limitado com fronteira

regular, € > 0 é um parametro pequeno, 1 < p < % se N >2el<p<oose N=2.

A seguir faremos alguns comentdarios sobre trabalhos anteriores envolvendo problemas do tipo
(0.2) e (0.3).

O problema (0.2) pode ser interpretado como uma equacao de Schrodinger nao linear em
um dominio €2 com condicao de fronteira de Neumann. O interesse por esse tipo de equacao
comegou apds o trabalho [23] onde os autores provaram existéncia de solugdo para o seguinte

problema

—&2Au+V(z)u=uP em RV
(0.4)
u>0

no caso N = 1 e p = 3, que se concentram em pontos criticos ndo degenerados de V' (o
sentido do termo concentragao ficard claro mais adiante), posteriormente esse resultado foi
generalizado em [49] para dimensdes maiores N > 2 e 1 < p < 222, Em [54] foi provado que
se infgn V' < liminf|; o V(2) entdo (0.4) possui uma solucdo de energia minima e além disso,
segundo [57], tal solucdo se concentra em um minimo global de V' quando ¢ — 0 sugerindo
assim que os possiveis pontos de concentragao de solugoes de (0.4) sdo pontos criticos de V,
fato confirmado no préprio artigo [57] (no Capitulo 2 veremos que os pontos de concentragao
no interior de 2 de (0.2) s@o os pontos criticos de V). Para mais referéncias sobre (0.4)
podemos citar [4, 5, 8, 9, 20, 29]. Resultados de existéncia de solugao de (0.2) podem ser
encontrados em [50] para caso de concentragao na fronteira e [51] para o caso de concentracao
no interior. Outros artigos envolvendo problemas nao autonomos com perturbacao singular sao
[7, 15, 19, 53, 55, 61].

No caso V' = 1, ou seja (0.3), no artigo [38] os autores consideraram, dentre outros assuntos,
o problema (0.3) e provaram, para ¢ suficientemente pequeno, a existéncia de uma solugao nao

constante u. (observe que u = 1 é uma solugao trivial de (0.3)), usando o famoso Teorema

do Passo da Montanha [10] aplicado ao funcional I. : H*(2) — R naturalmente associado ao



problema

1 1
I.(u) = 5/ (&% Vul* + u?) dx — m/uﬁ“dm
QO 0

e além disso mostraram também que u. — 0 em medida em Q e que ||u.||L=(q) é uniformemente
limitada em e. Alguns anos depois W.-M. Ni e I. Takagi continuaram o estudo de (0.3) e

mostraram o seguinte resultado

Teorema ([47, 48]). Seja 1 <p < % seN>2el<p<ooseN =2, entao para € pequeno,

(0.3) possui uma solugdo u. de energia minima, ou seja,

I (u.) = mi/\r/ll I.(u) onde M ={u€ H'(Q),u>0,u#0,I(u) =0}
ue

e u. possui apenas um ponto de mdzimo local P. em Q. Além disso P. € 09 e

H(P.) — max H(P) quando € — 0

onde H denota a curvatura média de OS).

Pelo fato de u. possuir apenas um ponto de maximo local em geral nos referimos a esta
solugao como solucao do tipo “single peak”, em alguns artigos usa-se também o termo “spike
layer”, além disso como o tnico ponto de maximo local P. da solucao u. satisfaz H(P.) —
maxpegn H(P) quando € — 0, entao de certa forma podemos dizer que u. se concentra em um

ponto de méaximo global de H. Aqui vamos utilizar a seguinte definigao

Defini¢ao. Uma familia de solugoes u. de (0.1) é chamada de “single peak” se

(7) 8N/ (| Vu|* +ul)de < C Ve>0,
Q

(79) w. possui exatamente um ponto de maximo local P, em (2,

e dizemos que u. se concentra em Fy se P. — Py quando € — 0.

Observamos que a condigao (i) acima é importante para que a correspondente familia de
solugbes u.(ex) definida em %Q possua energia uniformemente limitada em relacao a e.

Em geral, se uma familia de solugoes “single peak” de (0.3) se concentra em algum ponto P €
0f2 entao esse ponto P deve ser necessariamente um ponto critico da curvatura média de 92 (cf.

[58] ou a Proposicao 3.13). Uma pergunta natural que surgiu é se existem solugoes de (0.3) que



se concentram em outros pontos criticos da curvatura média, hoje sabemos que para um ponto
critico ndo degenerado a resposta a esta pergunta é sim (cf. [36, 58]), teoremas de existéncia
de solugoes de (0.3) que se concentram em pontos criticos possivelmente degenerados podem
ser encontrados por exemplo em [21, 26]. No capitulo 3 veremos um resultado de existéncia de
solugao de (0.3) que se concentra em um ponto critico degenerado. O problema (0.3) possui
uma estrutura muito rica, além das solugoes que se concentram na fronteira ele admite também
solugbes “single peak” que se concentram em pontos do interior de Q (cf. [60, 30]), solugdes
“multi peak”, ou seja, solugoes com miltiplos pontos de méximo (cf. [17, 26, 31, 27]), solugoes
que se concentram em conjuntos de dimensoes maiores (cf. [41, 42]) etc, para mais referéncias
ver [45, 46].

Nosso principal objetivo é estudar o nimero de solugoes “single peak” de (0.2) e (0.3) que
se concentram em um mesmo ponto P, com P € € no caso de (0.2) e P € 02 no caso de (0.3).
Para isso iremos utilizar as ideias presentes em [29], onde foi mostrado o seguinte resultado

para o problema (0.4)
Teorema ([29]). Suponha que o potencial V € CH(RY) satisfaz 0 < Vo < V(z) < Vj e

(i) W (x) = hy(x) + Ri(x) em B.(P),

(ii) h; é uma fun¢do homogénea de grau c;, com o; = 1, parai=1,..., N,
(iii) Ri(x) < Clz — PP com B; > a; parai=1,... N,
(iv) hi(x) =0 se, e somente se, x = P,
para algum ponto P € RY | onde h; € C°(RY) e R; € CO(RY). Considere o campo vetorial

Loly) = t/m@+y+Pﬂ%@Mw

RN i=1,..,N

onde Up € a solucio de —Au+ V (P)u=uP em RN e considere também o conjunto
Z ={y € RY tal que y é um zero estdvel de L}
estdvel no sentido da Defini¢ao 1.6. Suponha ainda que

det DLp(y) # 0 Yy e L:0)



entdo para € > 0 suficientemente pequeno temos
#{solugoes “single peak” de (0.4) que se concentram em P} = # Z.

Para o problema (0.2) as hip6teses que colocaremos sobre V' serdo um pouco mais exigentes

do que as que vimos no teorema anterior, vamos supor que Py = 0 € 2 e além disso:

Vel QR), 0<Vo< V(@) <V VzeQ (V1)
3 ry > 0 tal que V(z) = V(0) + Q(z) + R(z) V = € B,,(0) (V2)

onde @ é uma funcao suave, definida em todo RY que satisfaz, para algum ntmero real o > 2
Qtz) =t"Q(z) Vt >0,V v € RY

e R é uma funcao suave que satisfaz, para algum g > «

|R(z)| < Clz|?, |VR(z)| < Clz|' Ve B, (0)cCQ.

Observamos que este tipo de hipdtese como (V2) sobre a fungdo que determina os pontos de
concentragao ja foi utilizada em outros trabalhos, como por exemplo [4, 11, 32, 37, 50]. Nesse
caso obtemos o seguinte campo vetorial determinante £ : RY — RV

0Q

L@ =| [ 5o+l @

RN i=1,..,.N

onde U ¢ a tnica solugao de

~AU+V(O)U=0U" emRN
U >0 em RY
U(0) = Uz)}.
(0) = max {U(x)}
e consideramos também o conjunto

== {5 cRY : ¢ 6 um zero estavel de E} .

Assim podemos enunciar o principal resultado do Capitulo 2



Teorema A. Suponha que o potencial V satisfaz (V1), (V2) e que #= < oo. Entdo eziste
g9 > 0 tal que para todo 0 < € < g

# {Solugoes “single peak” de (0.2) que se concentram em 0} > # =.
Se além disso a funcdo @) satisfaz
VQO) £0 ¥ Cesh
e L satisfaz
det DL(E)#0 V&€ L£70)
entao existe eg > 0 tal que para todo 0 < € < gy
# {Solugoes “single peak” de (0.2) que se concentram em 0} = # =.

Para obter um resultado semelhante em relacao ao problema (0.3) uma primeira tentativa
seria a de colocar, de alguma maneira, uma hipdtese como (V'2) sobre a fungao curvatura média
de 0€2, em vez disso, consideraremos tal hipotese diretamente sobre a funcao que parametriza
0f) numa vizinhanca do ponto em questao. Mais especificamente vamos supor que Py = 0 € 0f)
é a origem, xnx = 0 é o plano tangente a 92 em 0 e v(0) = (0,...,0,—1). Em relacdo a 0Q
vamos supor que existe 1o > 0 tal que, numa vizinhanca de 0, 92 é o grafico de uma fungao

(), 2’ € RN! com as seguinte propriedades:
(') = Q@)+ R(@') ¥V |2 <o (H1)
onde @ ¢ uma funcdo suave definida em todo RV ~! que satisfaz, para algum ntimero real a > 3
Qtz') = t*"'Q(2"), VY t>0, V' RV
e R é uma fungao suave que satisfaz, para algum > ae C >0
|ID*R(z)| < C|2/|PH-K v |2/ <7

para todo multi-indice k = (ki, ..., ky) com |k| < 4 onde |k| = k1 +- - -+ky e DR = —2“R

k kan o®
ax11~~aacNN

Observe que com estas hipoteses 0 é um ponto critico possivelmente degenerado da curvatura

média de 0f2. No caso onde P é um ponto critico ndo degenerado da curvatura média de 0%,



ja sabemos que existe uma unica familia de solugoes “single peak” que se concentra em P (cf.
[59]), portanto a questao sobre o nimero de solugoes se torna interessante quando temos um
ponto critico degenerado da curvatura média de 0f2.

O campo vetorial determinante £ : R¥~1 — R¥=1 serd o seguinte,

/ 1 2 1 2 1 p+1 / 862 / / /

= 5 U = —— d
L&) / (QIVUI +5U p+1U (y,O)ayi(y +¢&)dy
RN-1 i=1,....N—1

onde Q foi definido em (H1) e U € H'(RY) é a tnica solugdo de

-AU+U=U? em RY
U>0 em RY
U(0) = max {U(x)}.

z€RN
Consideramos também
E={¢ eR"" tal que ¢ é um zero estdvel de L},
no sentido da definigao 1.6. Assim o principal resultado do Capitulo 3 é o seguinte

Teorema B. Seja Q@ um dominio limitado e suave satisfazendo (H1) e suponha que # = < 00.

Entao existe eg > 0 tal que para 0 < € < gy temos
# {Solugoes “single peak” de (0.3) que se concentram em 0} > # =.
Se além disso a funcao @) satisfaz a condi¢ao
VAQ #0 em SV 72

e L satisfaz

det DL(EY#0 V& € L£70)

entao existe €9 > 0 tal que para 0 < € < gg temos
# {Solugoes “single peak” de (0.3) que se concentram em 0} = # =

A principal novidade apresentada nos Teoremas A e B é a demonstracao de um resultado

de multiplicidade de solugoes que se concentram em um mesmo ponto no caso de problemas em



dominios limitados, além do fato que de que em alguns casos obtemos também um resultado
de multiplicidade exata.

Finalmente descrevemos a organizacao da tese. No capitulo 1 relembraremos os principais
resultados que serao utilizados para provar os Teoremas enunciados acima, no Capitulo 2 fa-
remos a prova do Teorema A e apresentaremos alguns exemplos de aplica¢oes, no Capitulo 3
faremos a prova do Teorema B e também apresentaremos algumas aplicacoes e por fim termi-
naremos com um Apéndice contendo a prova de alguns resultados técnicos que foram utilizados

anteriormente.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Neste capitulo faremos uma exposicao concisa dos principais resultados que serao utilizados
nos proximos capitulos. As demonstragoes que envolvem uma grande quantidade de detalhes
técnicos serao apresentadas resumidamente e conterao apenas as principais ideias ou, em alguns

casos, serao simplesmente omitidas porém sempre acompanhadas das devidas referéncias.

1.1 O Problema Limite

Quando estuda-se um problema de perturbagao, uma técnica que geralmente é utilizada
é a de encontrar um problema limite, estudar as propriedades desse problema limite e entao
procurar solugoes para o problema original que estejam proximas, em algum sentido, as solucgoes
do problema limite. Por exemplo, suponha que deseja-se encontrar solucoes de uma equacao
funcional da forma

F.(u) = Fo(u) + eG(u) 0<e<<l, (1.1)

nesse caso fica facil ver que o problema limite é Fy(u) = 0, dai é natural procurar primeiramente
por solugoes de Fy(u) = 0 e investigar se tais solugoes sao “estdaveis” a ponto de admitirem uma
vizinhanga contendo uma solugao do problema original F.(u) = 0.

No caso dos problemas

—&2Au+V(x)u=u?, Q —2Au+u=uP, Q

Ju ou

o, 0 du — ), a0 (1.2)
u >0, Q u >0, Q



10 Capitulo 1.  Resultados Preliminares

que sao o objeto de estudo deste trabalho, utilizando métodos variacionais podemos coloca-los
na forma de uma equacao funcional
I(u) =0
onde I. é o funcional naturalmente associado ao problema. Porém, nesse caso, I (u) = 0 nao é
exatamente da forma (1.1) e assim a determinacdo do problema limite nao é imediata.
Para contornar esta aparente dificuldade, faremos um “scaling” do tipo x + ex que torna

(1.2) equivalente &

—Au+V(ex)u =uP, €. —Au+u=uP, €

ou ou

a =0 08, du — 0, o0, (1.3)
u > 0, Q. u > 0, Q.

onde Q. = {z € RY : ex € Q} = 1Q, de modo que u.(x) é uma solugao de (1.3) se, e somente
se, us(x/e) é solucao de (1.2). Se 0 € 2 (ou 0 € 09), de uma certa maneira podemos dizer
que €. “converge” para RY (ou ]Rf ) quando € — 0 e assim podemos interpretar como sendo o
problema limite as seguintes equagoes

AU +U=0U?, RY
AU+ V(U =UP, R¥ ’

. o 9 =, ORY (1.4)
> 0,
U >0, RY

e procurar por solugoes de (1.3) que estejam préximas de U solucgao de (1.4). Posteriormente
veremos que isso realmente acontece e é assim que iremos demonstrar existéncia de solucao

para (1.2). Observe que se U € Wh2(RY) é solugao de

—AU+U=U?, RY

W _ ORY (1.5)
U >0, RY

entdao, devido & condicio de fronteira, podemos estendé-la a todo o espaco RY definindo
U(x',zn) =U(z',—zy) para xy < 0 e, ainda denotando por U, obtemos uma solugao de
—AU +U =0U?, RV

(1.6)
U e WIW2(RN),
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além disso, se U é uma solugio de (1.6), entdo U(r) = (V(O))p%lU( V(0) x) é solugao de
~AU(x) + V(0)U(z) = U(z)?, RN
U e Wi2(RY),

Sendo assim, vamos nos concentrar em estudar todas as solugoes de (1.6) e suas propriedades.
A equagao (1.6) ja foi extensivamente estudada e hoje em dia ja se sabe praticamente tudo sobre
ela, vamos listar aqui algumas de suas propriedades e vamos nos limitar a citar apenas aquelas

que nos interessam.

Teorema 1.1. Seja 1 <p < % seN>23el<p<ooseN=2. Entao existe uma solugao

U para a equagao (1.6) com as sequintes propriedades:
o U ¢ radialmente simétrica com respeito a algum ponto de R ;
e 0,.U <0 parar >0, onde r € o raio partindo do ponto de origem da simetria radial;
e U e todas as suas derivadas até a 3% ordem possuem decaimento exponencial no infinito;
e A solucdo U ¢ unica a menos de translagoes;
Demonstragao. Ver [14, Teorema 1|, [24, Teorema 2|, [34] e [56, Teorema 2. O

Além das propriedades listadas acima, serd importante saber também as propriedades es-

pectrais do operador [[J(U) onde Iy : W'? — R é o funcional associado ao problema (1.6)

Io(u):%/(|Vu|2+u2) —]ﬁ/uiﬂ. (1.7)

RN RN

Teorema 1.2. Seja Iy o funcional definido em (1.7) e U uma solug¢do de (1.6). Entdo
e [[/(U) € da forma Id+ K onde K € um operador compacto;
o Ker[lj(U)] = Span{0,,U,...,0.,U};
o —(p—1) é um autovalor simples de I[/(U) com autoespaco gerado por U;

o (IJ(U)[v]|v) = d||v||* para todo v L Span{U, 0., U, ...,0.,U}, para algum &§ > 0.
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Demonstragao. Como U tem decaimento exponencial é facil mostrar que I[/(U) é da forma
Id+ K onde K é um operador compacto. Uma demonstracao para a caracterizagao do nicleo
de [ (U) pode ser encontrada, por exemplo, em [6, Se¢ao 4.2] ou [48, Lema 4.2].

Apesar de U nao ser obtida como uma aplicacao direta do Teorema do Passo da Montanha,
ainda assim pode-se mostrar uma caracterizagao da energia da solucao U como sendo o seguinte

nivel minimax

Ih(U) = inf max Io(~(t)) onde I'={yeC([0,1], H'(R"Y)) : v(0) =0, Ip(7(1)) < 0}

~vel' t€]0,1]

cf. [33]. Portanto, como U é uma solu¢ao do tipo passo da montanha segue que o indice de
morse de U é no méaximo 1, ou seja, [[(U) possui no maximo um tunico autovalor negativo e
além disso tal autovalor é simples. Pela prépria equagao (1.6) é facil verificar que U é uma
autofungao de I{/(U) com autovalor —(p — 1).

Quanto a propriedade
(I3 (U)[v]|v) = §||v]|* para todo v L Span{U,d,,U,...,0,,U}, 6 >0 (1.8)
esta segue de [13, Proposicao 6.9]. O

Corolario 1.3. Seja U solugao de (1.5) e seja Iy 4 o funcional naturalmente associado a (1.5).

Entao
o I (U) € da forma Id+ K onde K é um operador compacto;
o Ker [If (U)] = Span{0,,U, ..., 0,,_U};
o —(p—1) € um autovalor simples de Iy  (U) com autoespago gerado por U;
o (I{ L(D)W]|v) = 6|jv||* para todo v L Span{U,8,,U,...,0sy_ U}, para algum & > 0.

Demonstracao. Ver [6, Proposicao 9.2 O]

1.2 Método de Perturbacao

Nesta secao descreveremos, de forma abstrata, o método de perturbagao que sera utilizado
nos proximos capitulos. Este método foi introduzido pela primeira vez por Ambrosetti e Badiale

2, 3] sendo posteriormente generalizado e adaptado dependendo do problema a ser estudado. O
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Livro [6] apresenta as principais técnicas de perturbagao além de vérias aplicacoes (ver também
[40]). Para os objetivos deste trabalho o método descrito em [12, segdo 2.1] é suficiente.

Sejam H um espaco de Hilbert (que pode também depender do parametro € > 0) e I.
H — R um funcional de classe C%. Estamos interessados em resultados de existéncia de pontos
criticos para o funcional I..

Vamos supor que:

(i) Existe uma variedade suave Z° C H de dimensao d que possui, para todo z € Z¢, uma
parametrizagao local z¢, £ € R? com derivadas (em relagao a &) até a segunda ordem

uniformemente limitadas com respeito a ¢;

(i) existe uma fungao continua f : (0,e9) — R com lim. o f (¢) = 0 tal que || IL(2)|| < f(¢)

para todo z € 2, e além disso ||I(2) [q]|| < f (¢)||q|| para todo z € Z° e ¢ € T, 2%,

(iii) existem C > 0, v € (0,1] e o > 0 tais que || I?||cv < C para {u : dist (u, Z°) < 1o};
(iv) para P, : H — (Tzzs)i, z € Zf, a projecao ortogonal sobre o subespago (TZZE)l,
existe C' > 0 (independente de z e ¢) tal que P.I”(z) restrito a (T.2°)", possui in-
verso como operador de (T.2°)" em (T.2°)", e além disso o operador inverso satisfaz
I(P-1(=) 7" < C.

Vamos denotar por W = (T. ZZ‘E)L e escrever {¢; };=1,..4 para um conjunto ortonormal tal que
T.Z° = Span{qi, . ..,qq}. Em seguida vamos reduzir o problema de encontrar pontos criticos
de I. para um problema em dimensao finita utilizando o famoso método de Lyapunov-Schmidt.

Vamos procurar por pontos criticos de I, da forma v = z + w onde z € Zf e w € W.
Se P, : H — W é a projegao ortogonal definida em (iv) entdo a equacao I (z+w) = 0 é

equivalente ao seguinte sistema

P.I(z+w)=0
(Id—P)I(z+w)=0

(1.9)

O seguinte resultado nos dd uma maneira de resolver a primeira equagao em (1.9).

Proposicao 1.4. Suponha (i) — (iv). Entdo eziste g > 0 tal que para todo 0 < € < €y e para

todo z € Z° existe um tnico w = w.(z) € W = (T.Z°)" com as sequintes propriedades:
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PI(z+w.(2)) =0, w(z2) € de classe C* com respeito a z € Z° e além disso

[we(2)[ <Cf(e)
[wl(2)] <Cf(e)”

uniformemente com respeito a z € Z°.

Demonstracao. Primeiramente vamos demonstrar a existéncia de w € W solucao da equacao

P.1.(z +w) = 0. Para todo w podemos escrever
Lz +w) = I2(2) + I (2)[w] + R(z,w)

onde
R(z,w) = IL(z +w) — I[(2) — I/ (2)[w].

Se P,I.(z +w) = 0 entado, aplicando a proje¢ao P, a equagao anterior, obtemos
P.I(2)[w] = =P, [IL(2) + R(z, w)]
e portanto, pela propriedade (iv), tem-se que w ¢ solucao de P,I.(z + w) = 0 se, e somente se,
w=—(P.I/(2))"" [P.I(2) + P.R(z,w)] := N...(w).

Vamos mostrar que IV, ., é uma contracao numa bola em W e dai usar um argumento de

ponto fixo. Por (iii) temos que

IP-R(z, w)l| = |P-IL(z + w) = PI(z) — PIZ(2)[w]]

1

= ||P, / (I!(z + tw) — I!(2)) [w]dt
0
< Cllwl™
e portanto, por (i) e (iii), obtemos
[N (w)]| < Cf(e) + C*|lw|[**7.

Da mesma maneira, pode-se mostrar que

INe 2 (w1) = Nez(wa)l| < 207 ([lwn]|7 + [Jwa]|7) flwn — we]).
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Defina B, = {w € W : |w|| < 2Cf(e)}, assim para w € B, temos

V..l < CFE) + CHR0s )™ = (5 + C2acsE) ) 2010
I 1) — Vo) < 4% (CFE) s — ]

e entdo, para ¢ suficientemente pequeno, temos que N, , (B.) C B, e além disso é uma contracao.
Portanto, pelo Teorema da Contracao, obtemos a existéncia de um tunico w € B, solucao de
P.I'(z +w) = 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita w,(z) é de classe C' em relagao a z.

Vamos mostrar agora a estimativa para as derivadas de w com relacao a z. Para isso,
consideremos para todo z € Z° uma parametrizacao local z¢ (£ € O C RY) de uma vizinhanga
de z, nesse caso w.(z) = w.(§). Para as componentes de Jsw tangentes a Z° vamos usar a
equacao

(w|Oez) =0

e calcular a derivada em relagao a £ para obter
(Ocw|Oez) = — (w|6%z) .

Por (i) temos que [|07z|| ¢ uniformemente limitada em ¢ e como [Jw|| = O(f(¢)) segue que a
norma das componentes de Jsw tangentes a Z° sao limitadas por C'f(e).
Para estimar as componentes de dgw em W vamos usar o fato de I/(z + w) € T, 2%, isto é,

a relagao
I'(z 4+ w) Z 0;0¢, 2

e calcular a derivada com relagao a ¢ para obter

d d
I(z 4+ w)[0ez + Oew] = Y D,z + Y e, 2.

Em seguida aplicamos a proje¢ao P, na equagao anterior e, utilizando as propriedades (i)-(iv),
concluimos que
[POcw]| = O(f(e)) + O(lwl”) + O(laf) = O(f()")

e assim a demonstracao esta completa. O]

Agora, em vez de substituir w(z) na segunda equagao de (1.9) e tentar resolvé-la em z,

vamos definir um funcional (em dimensao finita) cujos pontos criticos darao origem as solugoes
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de I(z +w) = 0 da forma desejada, para isso considere @, : Z° — R definido por
D (2) = I(z + we(2)).

Teorema 1.5. Suponha (i) — (iv). Considere w.(z) obtido na Proposi¢ao 1.4 e o funcional

definido por ®.(z) = I.(z + w.(z)) entio ®.(z) € de classe C* e além disso
Vo (2) =0 = IL(z+w(2)) =0

Demonstragio. Sejam z. um ponto critico de ®. e 2.(£) (£ € O C R?) uma parametrizagio
local de uma vizinhanca de z. = 2.(&) em Z°. Seja ¢;. = g—; le.. @ € {1,...,d}, uma base

ortogonal de T, _Z¢ entdo VP, (z.) = 0 implica em
(IL(ze + we(2:))|Gie + Ogwe(22)) =0 i=1,...,d. (1.10)

Como P.I.(z. + w.(z:)) = 0 podemos escrever

d
Iz + we(2)) Z (1.11)
=1
onde
aje = (I(2 + we(z))]g)e) -
Substituindo (1.11) em (1.10) obtemos
d
S e g+ dquwa(z) | =0 i=1,....d
j=1 || ]’€||
ou seja
et Z [ @eldsuez) =0 i=1...d (1.12)

As equagoes em (1.12) formam um sistema linear de d equacoes com d incognitas o ., pela
Proposi¢ao 1.4 a matriz do sistema é da forma Id + A. com ||A|| = 0-(1). Portanto, para e
suficientemente pequeno, o sistema (1.12) possui apenas a solugao trivial o; . = 0 e assim, por
(1.11), temos que 2. + w.(z.) é um ponto critico de I..

O]

Assim reduzimos um problema em dimensao infinita para um problema em dimensao finita,
logo podemos aplicar os resultados de andlise no R? para demonstrar a existéncia de pontos

criticos de @, e consequentemente obter pontos criticos para I..
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1.3 Zeros Estaveis de Campos Vetoriais

O método de perturbagao que vimos na se¢ao anterior, através do Teorema 1.5, nos d4 uma
maneira de reduzir o problema de encontrar um ponto critico de um funcional em dimensao
infinita /. (que depende do parametro €) para o problema de encontrar um ponto critico de um

funcional em dimensao finita ®., portanto o objetivo passa a ser o de resolver a equagao
Vo.(2) =0 ze€Z°. (1.13)

Uma ideia que é bastante utilizada para resolver (1.13) é tentar obter uma expansao de V&,
em poténcias de € e depois analisar os principais termos nessa expansao. Seja z¢ (£ € O C R%)

uma parametrizagao local em Z° e suponha que podemos escrever
VO.(z) = k() (G(§) +0:(1)) (€O (1.14)

onde G : R — R ¢ um campo vetorial independente de €. Assim se &, é um zero de G com uma
certa estabilidade entdo é razoavel esperar que exista . préximo de &, tal que VO, (2 ) = 0.

Vamos definir agora precisamente a nocao de estabilidade.

Definigao 1.6. Seja G € C°(R? R?) um campo vetorial. Vamos dizer que y é um zero estavel

de G se:
(i) G(y) =0;
(ii) y é um zero isolado de G, isto é, 3 p > 0 tal que B,(y) N G1(0) = {y};
(iii) existe d = d(p,y) > 0 tal que
|1F = Glleog, ) <6 = 3 2€ B,(y) tal que F(z)=0.
Nos trabalhos [29] e [36] aparece também uma nogao de zero estavel, porém para o proposito

deste trabalho a definicao acima serd suficiente. Pelas propriedades do grau topoldgico é facil

verificar que uma condigao suficiente para que um zero seja estavel é i(G,y,0) # 0, onde
i(G,y,0) = limdeg(G, B,(y),0)
p—0

denota o indice de y e deg(G, B,(y),0) o grau topoldgico (ver [18]). Observe também que se y
¢ um zero de G tal que det DG(y) # 0 entao y é um zero estavel pois nesse caso i(G,y,0) =

sgn(det DG(y)).
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Capitulo 2
Solucoes que se Concentram no Interior

Neste capitulo vamos estudar o nimero de solugoes “single peak” do problema (2.1) que se

concentram em um determinado ponto Fy pertencente ao interior do dominio €2,

—e?Au+V(z)u=uf, Q

Gu — 0, o0 (2.1)
u > 0, Q
onde 1 < p< % se N >2el<p<oose N =2, véocampo normal unitario exterior a 0f2

e Q C RN é um dominio limitado e suave.

De agora em diante, vamos utilizar a seguinte defini¢ao

Definigao 2.1. Uma familia de solugoes u. de (2.1) é chamada de “single peak” se

(7) 5_N/ (| Vu* +ul)de < C Ve>0,
Q

(17) u. possui exatamente um ponto de maximo local P. em (2,

e dizemos que u, se concentra em P, se P. — P, quando ¢ — 0.

Sem perda de generalidade podemos supor que Py = 0 € Q. Além disso vamos formular as

seguintes hipoteses sobre o potencial V:

VeC(ULR), 0< Vo< V(@) <V, VoeQ (2.2)
d 719 >0 tal que V(z) =V(0)+ Q(z) + R(z) V x € B,,(0) (2.3)

19
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onde () é uma funcao suave, definida em todo RY que satisfaz, para algum ntimero real o > 2
Qtr) =t*Q(z) Vt >0,V x € RY (2.4)

e R é uma funcgao suave que satisfaz, para algum [ > «

|R(x)| < Clz|?, |VR(z)| < Clz|°'  Vae€B,(0) cQ (2.5)

Observagao 2.2. Com estas hipéteses, 0 € {2 é um ponto critico de V' possivelmente degenerado.

Queremos analisar o numero de solugoes “single peak” de (2.1) que se concentram em 0 e,

para isso, vamos utilizar o método de perturbacao descrito na secao 1.2.

2.1 Escolha da Solucao Aproximada

Primeiramente faremos uma mudanga de varidaveis z —— cx obtendo assim a seguinte
equacao
—Au+ V(ex)u =uP, €.

ou
v - 0, 895

(2.6)

onde Q. = 1. Se u. ¢ uma solugao de (2.6) entao u.(<) é uma solucao de (2.1).
As solugoes de (2.6) podem ser encontradas como pontos criticos do funcional energia I. €
C?*(H'(Q.),R) definido por
1 1
I(u) = 3 / (|Vul® + V(ex)u?) — —/ujfl (2.7)

p+1
Q. Qe

onde u; = max {0, u}.

Para os nossos objetivos é conveniente usar H'(£2.) com o produto interno definido por

(u|v) g,y = / (VuVo + V(0)uw). (2.8)
Qe
Vamos construir uma variedade Z° (no espago de Hilbert H'((.)) formada por solugoes
aproximadas de (2.6) no sentido de que |[I.(z)]| é pequeno para todo z € Z°.
Seja U € WL2(RY) a solucdo tnica de

~AU+V(0)U=U", em RV
(2.9)

U0) = |U|po@ny, U >0
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que, como vimos na secao 1.1, é radial e possui decaimento exponencial juntamente com suas
derivadas até a ordem 3.

Seja Z¢ a variedade suave definida por
={Us | € €Q.} onde Ug(x) =U(z — §) (2.10)
assim

Ty 2° = {% an}

oxy’ T Oxn

Lema 2.3. Dado R > 0, existem g > 0 e C > 0 tais que

(U < Ce® (2.11)
IHZ(Uldlll < Cellall Vg € Ty 2° (2.12)

para todo 0 < & < &g e para todo £ € RV, [£] < R

Demonstragdo. Seja v € H'().), vamos tomar gy > 0 tal que R < 32 para 0 < & < &,

(IL(Ug)|v) :/ (VUV + V(ex)Ugv — Ufv) da

Qe
:/ (VUVv + V(0)Uev — Ugv) dx + / (V(ex) =V (0)) Uev dx
(=AU + V(0)Ue — Uf) v d + ~—Svdo + | (V(ex) — V(0)) Ugv dx
gl L]
— %—vada + / (V(ex) = V(0)) Ugv dx
09 Qe

Vamos agora estimar a primeira integral, usando a desigualdade de Holder temos

oU., oU.,
|/ —udo| < C|v|l 290, /’ e[

agora usamos a desigualdade do trago ||v||r290.) < C||v|[#1(q.) para todo € € (0,g), onde

(2.13)

C > 0 é independente de €, e o decaimento exponencial das derivadas de U para mostrar que

/ ‘aUg

o< C / e M=Eldy, < Cem (WD Adist(.00:) — O(e™%). (2.14)
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A seguir, estimamos a segunda integral dividindo-a em duas partes

/(V(ax) —V(0)) Uev dx = / (V(ex) =V (0)) Uev dx + / (V(ex) =V (0)) Uev dx

Qe |.Z“<r?0 QE\BT?O(O)

para a primeira temos

/ (V(ex) = V(0)) Ugv dx| = / (Q(ex)Ugv + R(ex)Ugv) dx

|| <2 |z|<72
3 3
< Ce” / Q*(2)U¢ (x)dx | |Jv||gq.) + Ce” / 2P UE(x) dz | o]l i,
|z|< 2 |z| <72
< el g o) (2.15)

onde usamos o decaimento exponencial de Ug. Finalmente, usando novamente o decaimento

exponencial de Ug, a ultima integral pode ser estimada da seguinte maneira,

(V(ex) = V(0)) U(a)o(z) da| < C / Ue()lo(z)] da

Q\Brg (0) QE\B%O (0)

€

[N

< Ollollanan /z@@m

|z|>2
< vl O (e—%’) (2.16)
E assim, por (2.14), (2.15) e (2.16), temos (2.11).

Passemos agora a demonstragao de (2.12). Primeiramente observamos que, devido ao de-

caimento exponencial e a simetria radial de U segue que

oU¢ | 0U,
( 5—£) = Cydy; + O(£%) (2.17)
8277; al'j H(QL)
1, i=j
onde 9;; = e Cp > 0 é uma constante. Portanto é suficiente provar (2.12) apenas
0, 1#J

para q = o, ¢ = g—gf. Seja v € HY(€.) entao
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(0 [

| (m&

')

40U U
v —p/Up ! v—l—/(V(ea:) —V(0)=—v
)Hl(QE) E g 8$Z al’z

laill |\ Ox;
< _ p «a
</ (Vaxi Vot V(0) 5 fo —pUZ 50 ) [+ 0E) ]
U U _10U¢ 0 0U;
< —-A e SN 4 o N
/( Ox; V0O Ox; PUs ox; LR N» Oz vdo| + O]
Q2 Q.
<[ [|ae v ol + 0l
h 81/ 8%
090
S Cetliol (2.18)

Onde usamos, mais uma vez, o decaimento exponencial das derivadas de Ug como fizemos

em (2.14). O

2.2 A Reducao de Lyapunov-Schmidt

Para obter um resultado de existéncia de solugdo para (2.6), conforme descrevemos na
Secao 1.2, vamos procurar por pontos criticos de I, da forma u = U + w onde U € Z° e
we W = (TU£Z€)L. Se P : HY(Q.) — W denota a projegao ortogonal sobre W entao a

equacao I/ (Us +w) = 0 é obviamente equivalente ao seguinte sistema:

PI;(Ug + w) =0
(2.19)
(Id—P)I[(Us+w) =0
: U oUe 1\ * . .
Lema 2.4. Seja W, = <SpanH1(QE) {Ug, oo ,%}> . Entao dado R > 0 existem C >0 e
go > 0 tais que
(IZ(U]lv) = Cllv|* YwveW, (2.20)

para todo £ € RN, [§] < Re 0 <e<ep.
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Demonstragdo. Dado ¢ € RY, [£] < R vamos escolher gy > 0 tal que R < e % 52 para

0<e<ey.

Considere uma funcao suave do tipo “cut off” y. : RN — R, 0 < y. < 1 satisfazendo

Xe(z) =1, se |z| < \%

= 2
Xé(aj) - 07 sSe ’(E‘ > 7
Vxe(o)] <2vE, se Z<lz[<Z%

e defina
vi(z) = Xe(z — §v(z)
va() = (1= xe(z = §))v(x)
v = vy +vg; ||v]|* = ||vr]|2+ [Jval|* + 2(v1|v2). Vamos escrever (I7(Ug)[v] [v) = o1 4 09 + 03 onde
(
(

o1 = (IZ(Ue)[v1] v1)
I (Ug) 2] [v2)
o3 = 2(I/(Ug)[v1] [v2)

Vamos precisar do Teorema 1.2, mais precisamente do seguinte resultado

09 —

Ue
Ue

- v, ou,
(II/\/(Ug)[U] |v> > C|v||* Yve HY(RY), vl Span g g {Ug, 8;’ - 8x§r} (2.21)
onde
- 1 1
Ji S 2 p+1
) = 3l = [
RN
e

(u|v) g gy = /VUVU + Auw
RN
Observe que o suporte de v;(x) estd contido na bola Bre (0) C €. e assim podemos considerar

v; como uma fungao em H!(RY) estendendo-a como zero fora de (..
Agora escrevemos v; = U1 + ¢ onde
oU; U, _ U, U\ "
Y € Span (RN) {Ug, 9z, ,ﬁ} , T € (SpanHl(RN) {Ug, a—xf, e ﬁ})
Entao temos, definindo A = V(0)

(I (Ue) o] Jon) = / Vol + V(ea)? — pUL o2
Qe

= / |Voy? + Avg — pUg_lvf + / (V(ex) — V(0))v?. (2.22)

Qe Qe
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Vamos estimar a segunda integral da direita em (2.22),

/(V(sx) — V(0)v?de| < Ce® / |z|*v? (x)da

Qe lz—gl< 2=

< C’eg/vf(x)dx

Qe

< Cetullipg
entao, de (2.22), concluimos que

W] Wi, = (RO w),,  +0E ol (229

Agora vamos nos concentrar em

(o)l Ion) +(Twewl 1)

Como ¢ € Span g gyy {Us, Ox,Us, . . ., Oz U } podemos escrever

3¢

e estimar ||¢|| usando uma estimativa para os coeficientes acima. Para isso vamos usar o fato

de v.L Spang g {Ug, g—gf, ey g%i} e dal

— (Mwamlm) . et +2 (T Wl ) | .

an) U,

N
1
= — U)U,
S AR fﬂg‘ o, ) o,

ove

(U i oy = (01|Use) iy = —(02|Ue) (o)

< 8U§) _< 8U5) B < 8U§>
al‘z Q ) axz H! RN) axl Q )

parai=1,...,N. Como vy tem suporte em |z — &| > Ug, 8 £ decaem exponencialmente
no infinito, segue das equagoes acima que

(11]U¢) = O(e)|vll;

OUe

(0|55 ) = 0@l

e consequentemente Y| g1 ryy = O(e)||v]. Como HTK(Ug)H ¢ uniformemente limitado em ¢

segue que

‘(TA’(U&)WW)( = O(e)||v||* (2.24)
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Além disso, temos
(Twawlm) =0

pois
Tl =~ =1

Portanto de (2.21), (2.23), (2.24) e (2.25) obtemos

Ug e (U§|61> =0.

o1 = Clloi|l3na.) + 0@ 0l .-

Passemos agora a estimativa de oo

oy = / [|va|2 + V(ex)v3 —pUé’_lvg} > C||v2||%11(96) —p/ Ug‘lvg,

Qe Qe
Como
/Ug’lvg = / Uffl(x)vg(x)dx
Qe Q\B 1 (§)
NG
p—1
_2 p+1
p+1
1 1
< /v§+ U§’+ (x)dz
e QE\BL(O
p—1
p+1
—ptl
<l | [ 00| < 0@,
|lz—€1> =
obtemos

o2 = Clloa|l3n o, + 0@ 0l .-

Finalmente vamos estimar og,

o3 = 2/ [VmVUg + V(ex)vivg — pUg’_lvlvg] dx

=2 (v1]v2) g1y +2 / (V(ex) = V(0)) vivg — Qp/ Ug’_lvlvzd:p.
Qe Qe

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Temos
/Wav 0)| or]os] < Oﬁ/mmmm|
Qe
2 1
2
< Cen / 2o ? /ww
le—gl< 2 Qe
2
« 1 2
<oz (=[] o
Qe
< Ce3 ol
e

(/W*mmﬂzmamw

Qe

pois vy tem suporte em |z —&| > \/LE e Ug decai exponencialmente. Portanto, de (2.29) e

segue que

03 = 2 (v1]v2) g g,y + O(E) [l0]”.

Finalmente, juntando (2.26), (2.28) e (2.31) obtemos

(LU Plv) = C (lonll* + lloall* + 2(v1|v2)) + O [0l ) = (€ + O vl

e assim o lema esta demonstrado.
Lema 2.5. Dado R > 0 existem gy >0 e C > 0 tais que
(I (Ue)[PU]|PUe)| > ClIPUellip cy
para todo £ € RN | |¢| < R e 0 < e < eg.
Demonstracao. Vamos comecar provando a seguinte propriedade
|Ue = PUellm1(0.) = O(e),

para isso escrevemos

PU; = U — (Id — P)Ue = Uf—Zam—

T

27

(2.29)

(2.30)

(2.30)

(2.31)

Q)

(2.32)

(2.33)
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e escolhemos ¢y > 0 suficientemente pequeno de modo que £ € (). para todo 0 < & < &.

Observe que, usando o decaimento exponencial de Ug e suas derivadas, é facil verificar que

oU,
(U£ 5) =0(e), i=1,...
0Ti ) 1y (o)
(a(]5 %) :C’O(Lj—i—O(&?), ’Lzl,
=]
onde Cy >0 e ¢;; = , dai podemos concluir que
0, 1#)

1Ue = PUell 11 (0.) = O(e).
Portanto podemos escrever

(L (Ue)[PU|PUe) 1 g,y = (L (Ue)[Ue]|Ue) + O(e)

- / (VU + V(ex)UZ = pUE™) + O(e)

Qe

N

Y

N

= / (VU + AU — prH) + O(e)

Qe
e, usando o fato de =AU + AU = Ué’, temos

o,

1 £

/(|VU5\2+)\U§) :/Ug’+ +/U€ 5
Q

Qe < 092

UE + O(e)

o]
®

logo, por (2.37) e (2.38) obtemos

(IZ(UPUIPUe) 10y = — (0 = DIIUell7p q,) + Oe)

Finalmente, de (2.36) e (2.39) segue que

(I (U PUE)PUe) i,y = —(p = DIIPUell () + O(e)

= (—=(p— 1)+ O(e)) IPUell7n ey

e assim o lema estd demonstrado.

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Vamos decompor o subespago W = (TUs ZE)L como uma soma direta
W= (T 25) =WroW,, Wi LW,

onde N
oU, oU,
Wy = (SpanHl(Qg) {Ug, 8_xf’ o ’ﬁ}) e Wy =Span{PUc}.

Lema 2.6. Considere o operador L.g = PI/(Ue) |w : W — W. Entio dado R > 0 existem

g0 >0 e C >0 tais que L.¢ possui inverso e satisfaz

IL ¢l < C (2.40)

para todo £ € RV [ |¢| < R e 0 <e < e.

Demonstracao. Como consequéncia dos lemas anteriores temos

(Leglllv)] = Cllv* YoeW, (2.41)
(Leglvllv)] = Cllvl* Y veWs (2.42)

e além disso, com os mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Lema 2.5 pode-se

mostrar que

L. ¢[va] = —(p — L)vg + O(e)||va| V vy € W (2.43)
Suponha que exista v € Ker[L.¢] tal que ||v|]] = 1 e escreva v = v; + vy com vy € W e
vy € W5, Entao, como
0 = Le g[vr] + Leg[vo]

segue de (2.41), (2.42) e (2.43) que

loal* < %\(Ls,s[vl]!vl)! = L |(Leelealoa)] = O(e)
1

Ql—Q

[va]? < ol |(Le e[va]|v2)| =

e assim concluimos que 1 = |lv1||*> + [|v2||*> = O(e) um absurdo, portanto Ker[L.¢] = {0} para

|(Leg[vi1][va)| = O(e)

¢ suficientemente pequeno. Como L., é da forma Id + K onde K é um operador compacto,
entao pela alternativa de Fredholm L. ¢ possui inverso.
Vamos agora mostrar (2.40). Seja w € W e escreva L;g [w] = v14+v9 com vy € Wy e vy € Wo,

assim w = L. ¢[v1] + L. ¢[vo] e por (2.43)

[wl* = | Legloa]I* + | LeglvalI + 2 (Leglva] | Le[v2])
= [[Leelva]I” + | Le[va]lI* + Oe) | Log [w]|I* (2.44)
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logo

ILZ[wlll* = (LglwllLzglw])
= (’Ul + U2|U1 + ’UQ)
= [lon[* + [lv2?

< & Eeglurllon)] + |(Legloalon)]
< & U Eeoall fonll + 1 Zegloal e
< & [ gl P + 1 Zegload 12 1 122wl
por (244) < [ Il + 0@l 1F 1222wl
< & [l + ozl 1223wl (2.45)
portanto, de (2.45) temos
1222l < & [ ol + o.(1) 1L 4wl ]

(1= o ()ILzglwlll < Fllwl
e dai, para ¢ suficientemente pequeno temos (2.40). O

Finalmente podemos realizar a reducao de Lyapunov-Schmidt, para isso primeiro vamos

verificar que podemos aplicar o método de perturbacao abstrato da Secao 1.2.

Proposicao 2.7. O funcional I. e a variedade Z¢ satisfazem as hipdteses (i) - (iv) do método

de perturbacdao descrito na Secao 1.2.

Demonstragao. (i) Segue pela regularidade e pelo decaimento exponencial de Ug e suas de-

rivadas,
(ii) segue do Lema 2.3,
(iii) Considere wuy,us € {u : dist (u, Z2°) < 1o}, como

I (uy) v, w] = I (ug)[v,w] = —p w5 = (w2 vw
[
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entao pela desigualdade de Holder, pelas imersoes de Sobolev e pela desigualdade (A.2)
obtemos
172 (ur) — T2 () || < C([lur — wal| + [Jur — uz[P7)

logo [[I/[|cv < C para v = min{1,p — 1},

(iv) segue do Lema 2.6.

Portanto, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.8. Dado R > 0 existem g9 > 0, e C > 0 tais que para todo € € RY, [([ < R e
0 < e < gg emiste um tnico w = w(e,§) € W tal que IL(Ue + w) € Ty, 2%, w(e,§) € de classe

C! em relacdo a & e satisfaz
Jw(e, O < (2.46)

Haf g,€) H Ce™™,  onde v=min{l,p—1}, 1,...,N. (2.47)

Além disso, a fungio ®. : Br(0) C RY — R definida por ®.(¢) = I.(Us + w(e,§)) € de classe
Cle
VO (&) =0 = I[(Ug +wle &) =

2.3 Estimativa do Niumero de Solucoes

Nosso objetivo nesta se¢ado ¢ demonstrar um resultado de multiplicidade para (2.6). Para

isso, considere o seguinte campo vetorial

/ gg (x + S)UQ(x)dx (2.48)

e o conjunto
E={¢eR" : ¢éum zero estivel de L} (2.49)
onde zero estavel significa estdvel no sentido da definicao 1.6.

Teorema 2.9. Suponha que # = < co. Entdo existe eqg > 0 tal que para todo 0 < € < &g

#{ Solugoes “single peak” de (2.1) que se concentram em 0} > # E. (2.50)
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Demonstra¢ao. Vamos escolher R > 0 e g9 > 0 tais que = C Bg(0) C Q. para 0 < & < gg e de
forma que todos os resultados anteriores sao validos. Usando a Proposi¢ao 2.8, primeiro vamos

estimar o nimero de pontos criticos de ®. : Br(0) € RY — R. Temos

a§i®€(£) = (Ié(Uﬁ + w)|a§iU§ + aﬁiw) : (251)
Em seguida escrevemos
L(Ue + w) = IZ(Ue) + I (Ug) [w] + R(, w) (2.52)

onde
R(§, w) = I(Ug + w) — IL(Ug) — 1 (Ug)[w]

R wlol = - [ [(Ue+wl = U7 =02 "] o
Qe
Pela desigualdade (A.3)

. Clol se p <2
(a+ b — af, — pa b <
C(|b]* +1b|P) se p>2

vélida para todos a,b € R tais que |a| < M com constante C' = C(p, M) obtemos

|R(& w)]| < Cllwl]f* + [Jw][?) (2.53)
e portanto
0, @ (€) = (IL(Ue) + I (Ue) [w] |0g, Ue + g, w) + O (7)) por (2.52)-(2.53)
= (IL(U¢)|0¢,Ug + ,w) + (12 (Ug) [w]| 0, Ug + 9,w) + O
= (IL(Ue)|0e,Ue + Og,w) + (I (Ug)[w] |, Ug) + O por (2.46)-(2.47)
= (IL(U¢)|0,Ug + 9, w) + O(%) por (2.12)
= (I'(Ue)|0, Ue) + O(eH+71)) por (2.11) e (2.47)
_ an (14++)
= - (|52 ) + oty
- U oU: 0U
_ (/V(Ug)v (axi) FVOUG - U2 S
0.

= [ Wien) Vo) UG E + 00 (2.54)
Q
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Usando —AUg + V(0)Ug = U{ e o decaimento exponencial das derivadas de Ug temos

/ vwov (55) s vt -ugE - [ TR o) @)

8@ ¢ 81‘1 ov 8@

uniformemente em ¢ € Bg(0). Logo, por (2.54) e (2.55) temos

5P,
0,

© = - [ (V) - VO USE+0 (440)

Qe

= - / (V(ex) — V(0)) Ug‘gi{? +0 (07

0
lz]<2

/ Q(x)UfggdeO( 7y 4+ 0 (e

o
|z| <2

:—6"/Q(x)U58U5dx+O( )+O( (1+9) )

ox;

— / 6% z)dz + O(”) + O (e1+9)

-S| [ SRt 9T @+ 0 + 0

E importante observar que o resto O(7~%)+0(£7%) que aparece na expansio acima converge

para zero (quando € — 0) uniformemente em relacao a £ € Br(0).

Seja & € Z, entao pela definicao de zero estavel existe & — & tal que VO.(§.) = 0 e
daf pela Proposicao 2.8 segue que U + w(e, &) é uma solucao de (2.6). Além disso como
w(e, &) = O(e™) podemos mostrar que Ug, + w(e,&.) é uma solugdo “single peak”, porém
vamos deixar para provar isso em um Apéndice (ver Proposicao A.4).

Para finalizar a demonstracao precisamos mostrar que dois zeros estaveis diferentes geram
duas solugoes diferentes. Para isso sejam &; # £, dois elementos do conjunto = e sejam u; . e
us. as duas solucoes geradas por & e &, respectivamente. Vamos supor, por enquanto, que o

erro w(g, &) satisfaz

lw(e, &) o) — 0, quando € — 0 (2.56)
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cuja prova também deixaremos para um Apéndice (Proposigao A.2), entao

ure(z) = Ug (z) + w(e, &) (@)

€

upe () = Ug (z) + w(e, &) ()

£

onde £! — &, €2 — & quando € — 0 e & # &. Por (2.56) obtemos

]

up (&)
1

U2,e (&)

— U(0)
— UG — &) #U(0)

e assim a demonstracao esta completa. O]

2.4 Propriedades das Solucgoes “Single Peak”

Nesta se¢ao vamos enunciar e provar varios resultados envolvendo familias de solugoes “sin-
gle peak” de (2.1), no sentido da Defini¢ao 2.1. O primeiro resultado pode se interpretado como

um analogo da Proposi¢ao 2.4 de [29] adaptado ao nosso caso.

Proposicao 2.10. Seja u. uma familia de solugoes “single peak” de (2.1) que se concentra em

Py =0 entao existem constantes C' > 0 e XA > 0 independentes de u. e de € tais que

(1) ue(z)

(ii) u.(x) < Cexp (—A@)}.

T(25) + welz), onde |welloo) — 0 quando € - 0;

(iii) |Vue(z)] < € exp (—A@).
onde P. € o ponto de mazrimo de u,.

Demonstra¢ao. Prova de (i):
Defina v.(x) = u.(P. + €x), entao v. é solu¢ao de
—Av. + V(P. + ex)v. =P, €,

(2.57)

8'118 _
e ), o9,

onde Q. = 1 (Q — P.). Pelo Teorema 3 de [38] temos que [|ug (o) é uniformemente limitada

em € < g¢ e consequentemente ||vg || r~(q.) também é uniformemente limitada (na verdade esse
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resultado em [38] é para o caso V' = 1 entretanto o mesmo argumento funciona no nosso caso),

dai para todo r > 2 temos
1—2 2
[Vell @0y < Nlvell oty Vel 72y < € para todo 0 <& < é&o. (2.58)
Agora vamos seguir os argumentos utilizados em [47], para mostrar que para cada sequéncia
£, — 0 existe uma subsequéncia de {v., } convergindo para U em C?_(RY). Para isso, dadas

duas sequéncias €, — 0 e R; — oo, temos que para cada j existe um n; tal que Bop, C €O,

para todo n > n;, vamos denotar v., por v, e ()., por €),. Pela estimativa global L" temos
[onllw2r @,y < CN, 7,09, V[ ol @) + [[Avall @ ] < C, (2.59)

independente de n (ver os argumentos utilizados na demonstracao da Proposicao A.2), e evi-
dentemente

||UTL||W2‘7'(BQR].) < C V n 2 TLJ

onde C > 0 é independente de n e j. Podemos escolher r > N e assim obtemos
loallosusy <C - V>,

pelo Teorema da imersao de Sobolev. A seguir aplicamos a estimativa de Schauder ([25, Co-

roldrio 6.3]) para concluir que

N

’lU”HCQ’“(Bsz) C vV on=n; (2.60)

Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, para cada j existe uma subsequeéncia de {vy}n>n,
que converge na norma C? (B_R].), usando o argumento da sequencia diagonal podemos concluir
que existe uma fungao v € C*(RY) N W2 (RY) e uma subsequéncia de {v,} (que ainda vamos
denotar por {v,}) tal que

v, v em CF (RM).

loc

Por (2.57) temos que o limite v é uma solugao de

~Av+ V(0w =0, RY (2.61)

e além disso v Z 0 pois v,(0) = V7' > 0, logo v = U é a tinica solucio de (2.9). Sendo assim,

podemos escrever

v () = U(z) + wn(2), onde @, — 0 em C} (RY).
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Nesse ponto, vamos assumir por enquanto que ji provamos o decaimento exponencial, item (ii),

para concluir a prova do item (i). Sabendo que
vn(z) < Ce el
temos, pelo decaimento exponencial de U

W (z) < Ce Ml

(2.62)

e daf considerando a sequéncia z,, € Q,, tal que [@,(2,)| = [[@n | ;) temos que, se |z,| < M

entao |[Wpll oy — 0 pois @, — 0 em C7, (RY), por outro lado se |z,| — oo também temos

1@l oo @) — 0 por (2.62). Portanto,
v (2) = U(z) + Wh(2), onde @y, [| @y — 0.

e finalmente, voltando a fungao u., podemos concluir

i (52) T (5)

onde [|wy|| @ — 0

Prova de (ii):

Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [39], entretanto para tornar o trabalho

mais completo vamos escrever aqui os detalhes. Como fizemos no inicio da prova do item

anterior, vamos definir v.(z) = u.(P. + ez) solugdo de (2.57). Entdo v, converge para U em

C?_(RN) quando € — 07 onde U é a solucio de (2.9), pelo decaimento exponencial de U temos

loc
U(z) < Ce e,

Existe Ry > 0 suficientemente grande tal que

_1
20e Mo < (%) o

e para g > 0 suficientemente pequeno
llve — UHCO(BRO(O)QQS) < Qe Mo Ve e (0,e),
portanto temos que

ve () < 2Ce Mo L 20e el V 2 € Bg,(0) N

(2.63)

(2.64)

(2.65)
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e assim, voltando a func¢ao u., obtemos

x—Pg |

u(z) < 2Ce N

V 2 € Bop,(P.) N Q. (2.66)

Agora vamos procurar obter uma estimativa como (2.66) no resto do dominio 2, seja xy €
Q\ Ber,(P.) e 7 > 0 tal que B,(zg) C Q\ Beg,(P.). Por (2.66) temos

u.(z) < 2Ce Mo V2 € 0B.g,(P.)NQ
e dai, como u. possui apenas um ponto de maximo local em P., segue que
u.(z) < 2Ce Mo V€ Q\ B.g,(P.), (2.67)
e assim, por (2.63) e (2.67) temos
5 Vo
—e“Au, + 5 Ue <0  Vaze B.(x). (2.68)

A ideia agora é encontrar uma funcao com decaimento exponencial e comparé-la com u. utili-
zando (2.68) e um principio de comparagao, para isso vamos utilizar uma fungao introduzida

em [22, Lema 4.2]. Seja

B (Aep
(x) = 60) = llmey o2

N -1
Ad(p) = ¢"(p) + ——¢(p)

A : Aup

= %560+ (= )2 ann () o)
A2 A2 tanh(2=2)

= (g +N -1 e o(p)

Vi
< 55900) (2.69)

desde que A, seja suficientemente pequeno (usamos também o fato de SUP(9,00) % < 00).

Assim, por (2.68) e (2.69) temos
% %
—?Au, + Eoua <0< —e?Ap + §0¢ em B, (zg)

u: < ¢ em 0B, ()



38 Capitulo 2.  Solucgoes que se Concentram no Interior

e portanto, pelo principio do méximo, segue que
ue(z) < ¢(x) YV z € B.(xo),

em particular

T

us(xo) < (o) < Ce M=,

Como r > dist(xg, 0S2) obtemos a seguinte desigualdade

dist(xg,00)
* e

ue (o) < Ce™ ) (2.70)

dai, se x € Q\ B.g,(P.) é tal que dist(x,09) > dy > 0 entdo

dist(x,0) |z—Pe| dp |lx—Pe|

u€($) < Cei)\* € diam () < Cei)\* diam(£2) € (271)

Portanto, resta agora mostrar o decaimento exponencial para pontos proximos a df). Para
isso vamos utilizar a condicao de fronteira de Neumann para, de certa forma, estender a solucao
além da fronteira por reflexao e depois aplicar o mesmo principio de comparacao que usamos
acima. Seja P € 0€2 um ponto qualquer, vamos escolher um sistema de coordenadas de forma
que P seja a origem e que a normal exterior a {2 aponte na dire¢ao negativa do eixo xy. Entao

existe uma funcdo ¢ (2'), 2’ = (x1,...,xn_1), definida para |2'| suficientemente pequeno tal que
1. (0) =0 e Vi(0) =0
2. 00NN = {(,zy) : =y =P()}
3. QNN ={(z/,an) : an > ¢(2')}

para alguma vizinhanga N' de P. Como em [38, 47, 48] vamos considerar a aplicacao ®(y),

para y € RY numa vizinhanca de 0, definida por

0 , .
yj_yNa—;f}j(y) paraj=1,...,N —1
D;(y) = (2.72)
yn + () para j = N

que satisfaz D®(0) = Id (pois V(0) = 0), logo ® possui uma aplicagao inversa y = ®~1(z)

definida em uma bola |z| < §. Vamos escrever ®~!(z) = ¥(z) = (¥(z),..., ¥x(x)) e definir



2.4  Propriedades das Solugoes “Single Peak” 39

ve(y) = u(P(y)), assim v, satisfaz a seguinte equagao

2
—g2 <Zf\;:1 aij(y)%‘@ + ;-Vzl b; (y)%j) + c(y)v. = 0P em Bj(0) 0.73)
ove .
—(/,0)=0 "< o
Byn (v, 0) para ||
onde
Y 0w o
asly) = 3 5, @W) 5 (@) ij =1 N
=1
bi(y) = AV;(D(y)) j=1,...,N

Agora, estendemos v, para uma fungao v, definida em toda a bola Bs(0) por reflexdo em relagao

a0 eixo Ty, ou seja

N v:(y) se y € By (0)
0:(y) =
ve(y's —yn) se y € B;(0),

observe que 0. € C'(B;(0)) N C? (Bs(0) \ {yy = 0}) e 0. satisfaz

_ 2 (Z iy (1) 070, + Z l;](y)g—Zj> +¢(y)v. =02 em Bs(0) (2.74)

= 0y;0y;
onde
N ai;(y) se y € By (0)
azj <y> - 5 5 _
(=1)%NHoNg (v, —yn) se y € By (0)
y b;(y) se y € BF(0)
bi(y) = S )
(=1)%Nbi(y', —yn) se y € By (0)
i c(y) se y € Bf(0)
é(y) =

/ J—

c(y',—yn) se ye By(0).

Observe que as fungbes acima sdo continuas, exceto por by(y) que é apenas mensurdvel e
limitada. Afirmamos que os coeficientes a;; para ¢,7 = 1,..., N sao fungoes Lipschitzianas em
Bs(0). De fato, é imediato verificar a afirmagao nos casos 1 < i,j < N—1ei=j = N, restam

entao apenas os casos 1 <i < N —1ej=N. Como

an(y,00=0  para i=1,...,N—1 (2.75)
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entao as fungoes a;y também sdo continuas em Bs(0) e consequentemente também sao Lips-
chitzianas pois a;x € C' (Bs(0)\ {yy = 0}). Para verificar (2.75), conforme foi observado em
38, p. 24], basta lembrar que a matriz (a;;(y)) ¢ igual & matriz (DV)(DYT) = [(D®)T(D®)]~*

onde M7 denota a matriz transposta de M. Como D® tem a forma

1 6@;#1 (1)
D®(y',0) =
1 — - (y)
) () 1

entdo [(D®)T(D®)] em (y',0) é da forma

* x 0
(D®)" (D®)](y',0) = . 0
0 -+ 0 =

portanto os cofatores dos elementos (i, N) de [(D®)T(D®)](y',0) se anulam e daf temos (2.75).
Ja que todos os coeficientes a;; sao fungoes Lipschitzianas entao eles possuem derivadas
fracas limitadas, sendo assim podemos escrever o operador diferencial que aparece em (2.74)

como um operador na forma divergente com coeficientes mensuraveis e limitados. Pelo Lema

4.1 de [48] temos

aij(y) = 0i5 + O(ly)
bi(y) = —8;nAp(0)sgn(yn) + O(|y|)

e portanto, o operador
92

N N
L= Z i ayﬁyg Z 0%

ij=1 j=1

¢ uniformemente eliptico desde que ¢ seja suficientemente pequeno. Seja agora y, € B%(O),
como em (2.68) temos

—&? L + ?f} <0 em Bs(y) (2.76)
e seja ¢ definida por

cosh( )

o(x) = ¢(p) = ||luc L= onde p = |y — yo|

N[> |
m|eq"“n
SN—

cosh(
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com A > 0 a ser fixado posteriormente, entao

p

desde que A >0 seja suficientemente pequeno (onde K é uma constante que depende apenas

de ). Assim obtemos

Vi Vi
—&2 Lo, + ?0775 <0< —’Lo+ 70¢ em B% (Yo)

V. < @ em 8B%(y0)
e portanto, pelo principio do méaximo para solugoes fracas [25, Teorema 8.1], segue que

0:(y) < oly)  em Bs(yo),

em particular
)

Ue(yo) < o(yo) < Corae

e isso vale para todo yg € B s (0). Voltando a solugao u. através do difeomorfismo ¢ podemos

concluir que existe um ¢ > 0 tal que
us(z) < Cerae V2 € Bs(P)NQ.

Como 02 é compacto, existem P, ..., P, pontos de 9§, d1,...,d; e 61, ..., d, niimeros positivos

tais que

k
02 c ) By(R)
=1
lz—Pe|

2 3 e —
u.(z) < Ce M2dam@ < Vz € By (P)NQ, (2.77)
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e além disso é facil verificar que existe dy > 0 tal que

k
Quy = {2z € Q : dist(z,00) < do} < |JBy(P)N .

i=1
Finalmente definimos A = min{)\, dii;f(om, Qdi\;j;(m, e 2df‘;7i’“(m}, e entdo por (2.66), (2.71)
e (2.77) temos
wlr) < Ce ™M= Vel (2.78)

Prova de (iii):
Mais uma vez, vamos definir v.(z) = u.(P. + €x) solugdo de (2.57). Seja x € ). tal que

dist(x,09.) > 1, entdo em particular
—Av. + V(P. +ey)v. =v?  em Bj(x) (2.79)
e logo, pela estimativa interior L? ([25, Teorema 9.11]), aplicada a (2.79) temos que
loellwzr sy @y < C (vellr i + M2l )
< Oloelli, oy (250
Agora usamos o Teorema da imersao de Sobolev, com r > N, e obtemos
foellcnnio o < CllelZeqoney — m = m(r). (2381)
Seja y € Bi(z), entao pelo item anterior
vo(y) < Ce MW < CeAvotel < Cere ™Mol < Ce™l vy € By(2) (2.82)
e consequentemente, por (2.81), temos
V. (z)] < Ce M. (2.83)

Para z € Q. tal que dist(z,09.) < 1 considere Z € 9. tal que dist(z,09Q.) = |z — Z|
e o difeomorfismo ® que leva uma bola com centro na origem de RY numa vizinhanca de
er € 0(Q2— P.) como fizemos na demonstragdo do item anterior. Para e suficientemente
pequeno, podemos supor que £x pertence a essa vizinhanca de £z. Defina
u:(P: + ®(e2)) para z € B}

we(z) = :
us(P. + ®(ez/, —e2y)) para z € By,
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entao, como em (2.74), w, satisfaz uma equacao do tipo

N N

* (92105 * aws *
— Z aij(z)@z,;(?zj + Eij (2) o, + c*(2)w. = w? em Bg(O). (2.84)

ij=1

Agora aplicamos a estimativa C' & w. como fizemos anteriormente em (2.81)

HwaHOl(Bl(z)) < CHwEHZLOO(Bg(z))

e daf obtemos, como em (2.82)

V. (2)] < Ce M5 (2.85)
pois we(2) < Ce M, Portanto,
1 / 1 |
Vo (x)| = |[Vw. E\If(ex) U'(ex)| < C |Vw; E\I/(ax) < Ce ML (2.86)

onde ¥ é a aplicagdo inversa de ®. Finalmente, por (2.83) e (2.86), voltando a funcdo u.
obtemos

O | z=Fe
V()] < — e =,
£

]

No préximo resultado veremos que se existe uma familia de solugoes de (2.1) que se concentra

em um ponto Py € 2 entao P é necessariamente um ponto critico do potencial V.

Proposicao 2.11. Seja u. uma familia de solugoes “single peak” de (2.1) que se concentra em
Py € Q, isto é, u. possui um tnico ponto de mdzimo local P. em Q e P. — Py quando ¢ — 0.
Entao

VV(FR) =0 (2.87)

Demonstra¢ao. Vamos considerar v.(z) = u.(P: + ex) solugao de

—Av. + V(P. + ex)v. =P, €,

e — 0, 9.

(2.88)

onde Q. = 1 (Q — P.), e que satisfaz a seguinte desigualdade

ve () + |Vue(z)| < Ce el (2.89)
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pela Proposicao (2.10). Testando (2.88) com F= temos

ov ov ov
_ € 27— p_ €
/ ( A%Ga:i + V(P. + m)vaaxi) /v6 o

£ >

ov ov ov
€ e _ pYle
/ (V%V (&rl) + V(P + ex)v, (%ﬁi) vF o,

5 5

19 o1 o N [ 1 0
/(éaxi (Ve )+§V<P€+m)axi(“€)> - /maxi@E)

€ €

1 1
£ a_V(P€ + ex)vide = / (§|Vve\2 + QV(P6 + ex)v? —

< Qe

any
" 1115) vi(x)do,. (2.90)

Observe que, como P. — P, € ) entao existe dg > 0 tal que
0
2| > ;0 Yz € o9,
dai, por (2.89) e (2.90) temos que

—(P. +ex)vi(x)der = O(e” =) (2.91)

e assim, fazendo ¢ — 0, obtemos

]

O préximo resultado é uma estimativa para a velocidade de convergéncia do ponto de
maximo P. — Py, essa estimativa serd crucial na demonstracao do resultado de multiplicidade

exata que veremos na proxima secao.

Proposicao 2.12. Suponha que o potencial V, além de (2.2) - (2.5), satisfaz a sequinte
condicao

VQE)#0 V¥V cesV (2.92)

Seja u. uma familia de solugoes “single peak” de (2.1) que se concentra em 0 € ), e seja P. o

unico ponto de mdximo local de u. em €2, entdao

IP.| = O(e). (2.93)
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Demonstracao. Suponha, por contradi¢ao, que existe uma sequéncia ¢, — 0 tal que

‘Pgn‘

€n

— 00 (2.94)

e considere P, = P. bem como v,(x) = u., (P, + e,z). Por (2.91)

ov ov )
Tp 2 _ P ) n
/ 81'@-( n + Ent)vy, (z)de / 8a:i( )+ Enx)vi(x)dx + Ofe” &)
{|Pntenz|<do} Qe,, {|Prtenz|> o}
= O(e =) (2.95)
e assim, usando (2.5), temos que
oQ OR _m
P 2 =— P, ; n
/ a:Ci( n + En)vy (2)d / axi( )+ en) V2 (x)dz + O &n)
{‘Pn"‘sn-rlg 50} {|P7L+E7L'r‘< (SO}
= O(|B,)PY) + O(e™ ). (2.96)

Por (2.4) temos que

oQ
81‘1'

{|Patenal< o} {|Ptent|< 60}

0 P, "
(P + ena 2 (x)de = [P / o (W*@_ﬁ”) W2(a)de (297)

e consequentemente, juntando (2.96) e (2.97), obtemos

0

a@ P, En 9 . B—a O(efa)
/ 0, (‘Pn| + |Pn]$) v (z)dr = O(|P,|"™%) + T (2.98)

Podemos supor que ﬁ;—:‘ — ¢ € SN~ e assim, passando o limite &, — 0 em (2.98), conclui-se
que

0 —

Q(C)/UZ(ac)dx:O para i=1,..., N
8.@
RN
ou seja
VQ(¢) =0

contradizendo (2.92). O

Proposigao 2.13. Nas condi¢oes da Proposi¢ao anterior, seja u., uma sequéncia de solugoes

“single peak” de (2.1) que se concentra em 0 € ). Entao, a menos de subsequéncia, temos

P EeRY tal que LE) =0 (2.99)

n

onde L é o campo vetorial definido em (2.48).
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Demonstra¢ao. Como |P. | = O(e,) entao, analogamente & (2.96) e (2.97), podemos escrever

gg (P + enz)v) (2)de = — / gf (P, + enz)vi(z)dx + O(e )
{|Pntenz|< 00} ' {|Po4enz|< o} ‘
= 0P + O(e ). (2.100)
(§]
oQ 2 _ a-1 oqQ (P, 2
a—xi(Pn + epx)v; (z)dr = €5 / 2, (a + a:) v (x)de. (2.101)

{IPn"l‘Enxlg(SO} {an+€nx|<50}

Assim segue que,

o0x; \ &,

/ 0Q (& - :E) v2(z)dr = O(e5~) + O(e™#n) (2.102)

{|Pn+enz|<d0}

e portanto, passando o limite €, — 0 em (2.102), obtemos

/gf (§+$)U2(x)d:c:(), para i =1,..., N

RN

ou seja

2.5 Um Resultado de Multiplicidade Exata

Na secao 2.3 nés vimos, pelo Teorema 2.9, que a cada zero estavel do campo vetorial
L corresponde uma familia de solugoes “single peak” de (2.1) que se concentra em 0 e na
Proposicao 2.13 vimos também que, em certos casos, cada familia de solugoes “single peak” de
(2.1) fornece um zero de £. Assim uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: Se todos
os zeros do campo L s@o estaveis entdo o niumero de solugdes “single peak” de (2.1) é igual ao
numero de zeros estaveis de £ 7

No Teorema a seguir veremos que, em certos casos, a resposta a essa pergunta ¢ sim.



2.5 Um Resultado de Multiplicidade Exata 47

Teorema 2.14. Suponha que o potencial V' satisfaz (2.2) - (2.5) e também (2.92). Considere

o campo vetorial L definido em (2.48), o conjunto = definido em (2.49) e suponha ainda que

#Z <00 (2.103)
det DL(E)#0 VYV Ee L£7(0) (2.104)

Entao existe eg > 0 tal que para todo 0 < € < &g
#{ Solugoes “single peak” de (2.1) que se concentram em 0} = # =. (2.105)

Demonstra¢ao. A condigao (2.104) implica que todo zero de L é estavel (pelo Teorema da

fungdo inversa), logo nesse caso temos Z = £71(0). Pelo Teorema 2.9 sabemos que
# { Solugoes “single peak” de (2.1) que se concentram em 0} > # =.

Suponha, por contradigdo, que a desigualdade acima é estrita. Entao, por (2.103) e pela
Proposigao 2.13 temos que existe uma sequéncia €, — 0 bem como duas sequéncias de solucoes
“single peak” u; ., € us., de (2.1) distintas, tais que se Py, e P», sdo os respectivos pontos de

maximo local de u; ., e ua.,, entao

P, P,
lim — = ¢ = lim —> (2.106)
n—oo &, n—oo &y,
Como u ., # Uz, podemos definir a funcao
n - n Y 1
buly) = V10(T) — Vo (2) z e, onde Q. = —Q (2.107)
V10 — VoL (e,) En

e onde vy ,(x) = Uiz, (%) € V2, (T) = uae, (€n) s0 as respectivas solugoes de (2.6), observe

que pela Proposicao 2.10 temos
[ UE”CO(ﬁsn) — 0, [v2,0 — Uﬁ”oﬂ(ﬁan) — 0 (2.108)
onde Ug(z) = U(z — £). Entdo ¢, satisfaz a seguinte equacio

_A(rbn + V(gnx)d)n - Cn(x)¢n7 Qan

(2.109)
o — 09,

onde
1

cn(z) = p/ (tvy (@) + (1 = t)vgn(z))" " dt. (2.110)
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e |le, — png_IHCO(ﬁEn) — 0 por (2.108). Utilizando os argumentos da prova do item (i) da

Proposigao 2.10 podemos supor que ¢, — ¢ em C?_(RY), onde ¢ € L=(RY) é uma solugao de
—p—1 N
—Ap+V(0)p=pU; ¢, em R". (2.111)

—=p—1 . . . :
Como o peso pU gp na equagao acima tem decaimento exponencial pode-se mostrar que ¢
também possui decaimento exponencial e além disso ¢ € W29(RY) para todo 1 < ¢ < oo (ver

por exemplo [48, Lema 5.1]), logo pelo Teorema 1.2 segue que
N
Z 8_£ para algumas constantes a; € R.

Analogamente a (2.90) temos

oV 1 1 1
DY %(gnx)vindx = / <§’vvl,n|2 + §V(€nx)vin - p + 1U11),n> Vi(x)do-w
n ov 1 1 1
% a—xi(en:p)vgmdx = / <§|Vv27n|2 + §V(5nx)v§7n — mv’in) vi(z)do,
e portanto, subtraindo uma equacao da outra, podemos escrever
oV
S (En®)Ppgndr = (Voo - Vg, +V(en®)pngn — hntn) vi(z)do, (2.112)
Q. e,

onde

1

o) = 500 @) + o) e hale) = [(Eorn(o) + (1= ez )P

0

Observe que, como 0 € §2, existe dy > 0 tal que
do
|z| > - YV x e 0. (2.113)
além disso pela Proposi¢ao (2.10) temos
|V n(2)] + [Von(2)| + vip(z) + von(x) < Ce Al

e consequentemente

IV g ()] + gn() + hp(x) < Ce™ e, (2.114)
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Utilizando estimativas C', o fato de [|¢n|/ =@, ) < 1 e argumentando do mesmo modo que
fizemos na prova do item (iii) da Proposigao 2.10 podemos mostrar que ||V, ) também

¢ uniformemente limitada, logo por (2.112), (2.113) e (2.114) obtemos

o (cat)a(o)on(a)do = O ). (2115)

n

Qe

Nesse momento podemos proceder da mesma forma que fizemos em (2.100) - (2.102) e encontrar

[ B = o) + o ) (2.116)

{lenz|<do}

e assim, passando o limite €, — 0, segue que

=2 (@)o()Tela)ds = 0

RN

ou seja

N
Z / ggj )Ue(x)de =0 i=1,...,N. (2.117)
j=1

A hipétese (2.104) implica que o sistema acima possui apenas a solucdo trivial a; = 0 para
j=1,..., N, portanto ¢ = 0.

Considere agora x,, € ., uma sequéncia tal que ||¢,||r=(. ) = |¢n(zs)| = 1. Afirmamos
que cp(z,) = Vo > 0. De fato, se x, € €, e ¢dp(x,) =1 (¢n(z,) = —1) entdo A¢pp(z,) <0
(A¢p(z,) = 0) e dai, pela equagao satisfeita por ¢, (2.109), segue que ¢, (x,) > Vy em ambos
os casos. No caso de z, € 0f)., também devemos ter necessariamente c,(x,) = V; pois caso
contrario poderfamos aplicar o Lema de Hopf [25, Lema 3.4] utilizando mais uma vez (2.109)
e obter uma inconsisténcia com a condicdo de fronteira. A sequéncia z, € €., nio pode ser
limitada pois |¢,(x,)] = 1 e ¢, — 0 em C?_(RY) e nem ilimitada pois c,(z,) = Vo > 0 e
llen — pU? 71||C°(§sn) — 0, assim finalmente chegamos a um absurdo. A prova do teorema esta

completa. 0

2.6 Exemplos

Vamos apresentar agora alguns exemplos onde podemos aplicar os resultados anteriores.
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Exemplo 2.15. Seja N =2 e Q(x1,13) = 23 — x123, é facil verificar que

L(&,&) = 2/$%U2($1,I2)d$+ (3¢7 — &) /UZ T1, xo)dx —25152/(] Ty, z2)dr |,

R2

651/U dx —2{2/U dx

Dﬁ(glu §2> =
2, / Ul -2, / 7 du
R2 R2
e que
ﬁfl(o 0) _ 0 2fR2 I2U2($17$2)dl’ 0 B 2fR2 I‘%_2(x17x2)d;p

fR2 .1'1,33'2 d$ fRz 331,.’13'2 d.ﬁE

Portanto nesse caso, pelo Teorema (2.14), temos exatamente duas solugoes “single peak”

que se concentram no mesmo ponto.

Proposicao 2.16. Suponha que o potencial V', numa vizinhanga de P = 0, é da forma V(x) =
V(0) + 3N axd ™ onde a; € R\{0} e oy > 0 sdo mimeros inteiros. Se pelo menos algum
dos expoentes «; for par entdo ndo eziste solugio “single peak” de (2.1) que se concentra em

P =0.

N N 1 - .
Demonstragdo. Apesar de Q(z) = >°._, a;z{""" ndo ser homogenea, observando atentamente

a prova da Proposi¢ao 2.12 vemos que a estimativa (2.93) ainda assim é valida. Sendo assim

podemos utilizar também a Proposicao 2.13. Se algum «; é par entao a componente i de £

RN
_ — [ ai—k k772
= (a; + 1)a; Z I 3 z;U " (x)dx
k=0 BN
ki o —2
~ ot v Y (5 )er ™ [T
k=0 BN

néao muda de sinal e como £;(0) = (o; + 1)a; [un $f‘iU2(x)dx # 0 entao L;(§) # 0 para todo
¢ € RV, portanto o resultado segue da Proposicao 2.13. O



Capitulo 3

Solucoes que se Concentram na

Fronteira

Neste capitulo vamos voltar nossas atencoes para o seguinte problema

—2Au+u=uP, Q

u >0, Q
ou __
) 0

N+2

onde Q@ C RY (N > 2) ¢ um dominio limitado e suave, 1 < p < £

N =2 e v denota o campo normal unitario exterior em 0f).

(3.1)

se N >2el<p<oose

Agora 0 nosso objetivo é estudar o nimero de solugdes “single peak” de (3.1) que se con-

centram em um determinado ponto P pertencente a fronteira de 2. A definicao dos conceitos

de “single peak” e concentrag¢do que usaremos aqui é praticamente a mesma que estabelecemos

no capitulo anterior na Definicao 2.1 com apenas uma diferenca, aqui exigimos também que o

ponto de maximo da solugao P. pertenca a fronteira de 2

Defini¢ao 3.1. Uma familia de solugoes u. de (3.1) é chamada de “single peak” se

(i) €_N/ (| Vu* +u)de < C  Ve>0,
0

(79) w. possui exatamente um ponto de méximo local P. que pertence a 0f2,

e dizemos que u, se concentra em Fy se P. — Py quando ¢ — 0.

o1
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Na presenga de um potencial V' (z) vimos no capitulo anterior que os pontos de concentragao
pertencentes ao interior de €2 necessariamente sdo pontos criticos de V' (pela Proposi¢ao 2.11), no
caso de (3.1) os pontos de concentracao situados na fronteira sdo pontos criticos da curvatura
média de 0N (cf. [58]). Para tentar obter um resultado de multiplicidade de solugoes para
(3.1) poderiamos pensar em impor condigoes sobre {2 de forma que a curvatura média de
0f), numa vizinhanca de um ponto P € 02, satisfaca algumas propriedades parecidas com as
condicoes impostas sobre V' no capitulo anterior, porém em vez disso vamos impor tais condigoes
diretamente sobre a fungao cujo grafico coincide com 92 numa vizinhanga do ponto em questao.
Abaixo descrevemos detalhadamente as condi¢des que vamos impor sobre o dominio ).

Sem perda de generalidade podemos assumir que P = 0 é a origem, xy = 0 é o plano
tangente a 02 em 0 e v(0) = (0,...,0,—1). Em relagdo a 02 vamos supor que existe 1o > 0
tal que, numa vizinhancga de 0, 99 ¢é o gréfico de uma funcao ¥ (z'), 2’ € R¥~! com as seguinte
propriedades:

Y(2') = Q") + R(2'), Vo2 <o (3.2)

onde ) é uma funcao suave definida em todo RV~! que satisfaz, para algum ntmero real o > 3
Q(tx) =t“TQ2)), Vt>0, Va2 eRV! (3.3)

e R é uma funcao suave que satisfaz, para algum g > a e C > 0
|DXR(z)| < C|2/|PHI v 2| < (3.4)

para todo multi-indice k = (ki, ..., ky) com |k| < 4 onde |k| = ki +- - -+ky e DR = — 258

% TN
8x11~~~8:cNN

Em alguns casos, consideramos também a seguinte condicao
VAQ #0 em S¥72 (3.5)
Observacgao 3.2. Com estas hipdteses, P = 0 é um ponto critico da curvatura média de 0f)

possivelmente degenerado.

No capitulo anterior encontramos um campo vetorial cujo nimero de zeros estaveis estava
diretamente relacionado com o nimero de soluges que estavamos procurando, no caso de (3.1)

o campo vetorial determinante £ : RY~! — RN¥~1 ¢ o seguinte,

n o _ 1 2 1 2 1 p+1 / aQ / / /
c@)= | [ (Gure 5ot - ) gl + (3.6)
RN -1 i=1,..,N—1
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onde @ foi definido em (3.2) e U € H'(RY) é a tinica solugao de

—AU+U=U? em RY
U>0 em RV (3.7)
U0) = U

(0) = max {U(z)},

lembrando que U é uma funcao radial que possui decaimento exponencial juntamente com suas
derivadas até a ordem 3 (Teorema 1.1). Observe que (3.6) estd bem definido pelo decaimento

exponencial de U e |VU|. Definimos também
E={¢ eR"" tal que ¢ é um zero estavel de L},

no sentido da definigao 1.6.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte,

Teorema 3.3. Seja Q@ um dominio limitado e suave satisfazendo as condigoes (3.2) - (3.4), e

suponha que # = < 0o. Entao existe ¢y > 0 tal que para 0 < € < gy temos
# {Solugoes “single peak” de (3.1) que se concentram em 0} > # E. (3.8)
Se além disso o dominio satisfaz a condigdo (3.5) e L satisfaz

det DL(E') #0 (3.9)
para todo & € RV~ tal que L(€') = 0, entdo existe g9 > 0 tal que para 0 < € < gy temos
# {Solugoes “single peak” de (3.1) que se concentram em 0} = # = (3.10)

Observamos que (3.10) vale também se = = (), nesse caso conclui-se que nao existem solugoes
que se concentram em 0 (como veremos, por exemplo, na Proposigao 3.16)

Faremos a demonstracao do Teorema 3.3 com o mesmo método que utilizamos no capitulo
anterior, assim as demonstracoes serao parecidas com as que vimos no capitulo anterior, porém
em alguns casos, como por exemplo na estimativa da velocidade de concentracao P. — 0, a
devida adaptacao dos argumentos nao foi imediata, o que acabou nos exigindo um pouco mais

de esforco para contornar as dificuldades que apareceram.
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3.1 Escolha da Solucao Aproximada

Primeiramente faremos uma mudanca de coordenadas para transformar o problema em )

em um problema em . = 1Q.

—Au+u=uP, €

u >0, Q. (3.11)
Gu — 0, 0.

assim, se u.(r) é uma solucao de (3.11) entao u.(%) é solucao de (3.1).

As solugoes de (3.11) sao pontos criticos do funcional I. € C*(H'(Q.),R)

1 1
Qe Qe

Agora vamos construir uma variedade Z¢, de classe C?, formada por solucoes aproximadas
de (3.11) no sentido de que ||I.(2)]| é pequeno para z € Z°¢.
Seja U € H'(RY) a solugdo de (3.7) e seja Z° definida por

Z8={Us=U(-—¢)| € € 00 }. (3.13)
O espago tangente a Z° em U sera denotado por Ty, Z° e pode ser escrito como
7}]52E = SpanHl(QE) {0& Ug, e ,8§N_1U§} . (314)

De agora em diante J¢, denota % onde {ej,...,en_1} sao N — 1 vetores tangentes a 02 em

¢ linearmente independentes.

Lema 3.4. Dado R > 0 existem €9 > 0 e C' > 0 tais que, para todo 0 < € < &y e para todo
€€ 00, €= (&, 1(e€) com [¢] < R temos

I12(Ue)|| < Ce* (3.15)
172 (Ue)gll| < C=*[lql| (3.16)

para todo q € Ty, Z°, onde a € o niumero que aparece em (3.3).

Demonstracao. Antes de comegar a demonstracao, observamos que este tipo de resultado pode

ser encontrado por exemplo em [40, Proposigao 18|. A diferenga é que, por causa de (3.3),
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obtemos estimativas de ordem &®. Além disso, para nossos propésitos, é importante que a
constante C' seja uniforme em relacao a £ pertencente a uma bola fixada.
Primeiramente vamos provar (3.15). Utilizando integracao por partes e a equagao (3.7)

podemos escrever, para qualquer v € H'(€.),
I/ Ug / ’UdO'
80

Agora dividimos 0f2. em dois subconjuntos, 0§2. N B (0) e 02\ B (0). No ultimo sub-
conjunto utilizamos o decaimento exponencial de Ug e suas derivadas, mais a desigualdade do

trago (com uma constante independente de €) para obter

oU, <
/ O vdo| < O~ ooy (3.17)

9Q:\Brq (0)

para algum ¢y > 0. Em Br (0) usamos a funcao 1 para parametrizar

99 N B (0) C {(y,—¢ ey ) ‘!y!< }

e o fato de que VU(z) = U’(]x\) para escrever

et =Ty -9 v, = tuten)
onde
o(y) = —Ey), —1)
V1t IVi(ey)P
Assim
% — U/(|y_€|) o /1 /_1 / . A
5 (y)‘ LV <y ¢ Zv(ey) 510(65)) (Vib(ey'), -1)
e~ Ay =¢|
< S (v - €lvuten) + Lot - veee)))

por (3.3), (3.4) e pelo Teorema do Valor Médio

< Ce MW 10 + Pl + [V (ely' +6(E = )I) 6 €(0,1)

< Ce WEle (I + 1y 1P + 1y = &1+ |y =€)

< CeeMe W 1y + |y')° + R?) < Ceem2lV] (3.18)



56 Capitulo 3. Solucoes que se Concentram na Fronteira

A estimativa acima e a desigualdade do traco implicam em

U,
/ O uda| < Ol a.. (3.19)
8Q€ﬂBm (0)
e dai por (3.17) e (3.19) obtemos (3.15).

Vejamos agora a prova de (3.16), vamos usar os vetores e; = (0, o100, g;/’( f))
i=1,...,N —1 como uma base do espago tangente a 92, em £ = (&, %w(eg’)), dessa forma as
derivadas direcionais %U sao dadas por

oUe, . 0Ug 8U§ 82/1
e entao, usando (3.2) - (3.4), temos
oUu: 90U,
” s == — O(e) (3.20)
e Oyillma.)

(lembrando que O(e®), quando € — 0, é uniforme em &’ pois |¢/| < R). Afirmamos que

OUg¢ |0U; o
e — by + 0 dj=1,...,N—1, 21
<8ei ae,>1 00ij +O() i) (3.21)
J Q)
l,i=7
onde 0;; = e Cyp > 0.
0,077
Por (3.21) é suficiente provar (3.16) apenas para ¢ = W, g = %. Seja v € H* ()
1 H € 1

entao

; 1
(0 [l [2)]= | (Bl )y~ e
Qi H1(Q0) ||QZ|| €; H(QL) 3 €;

€

8U5 18
< . —pU¢™ d O
/(vayi v+ Sk - ) u| + 0E) o
oU oU, 8U
< _A £ § p—1YYE
JACS s Elel
Qe

9 OU|*
v Oy;

do | ol + O()v]l < Ce*[l]| (3.22)

(]
o0N

€
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onde usamos novamente o decaimento exponencial das derivadas de U como fizemos em (3.17)
e (3.19) (ver o Apéndice A.4).

Resta entdo provar (3.21), usando o Teorema do Valor Médio e o decaimento exponencial

de U pode-se provar que, parat=1,...,N —1

o U

95 O, = 0(e%) (3.23)

H(Q)

onde Uy = Uer gy (ver o Apéndice A.5). Assim, por (3.20) e (3.23), basta provar que

(an’ an’) = Cydyj+0(), ij=1,...,N—1. (3.24)
ayi 8yj H(Q.)
Para iSSO eSCcrevemaos
<6U§, 8U5/> _ / (VaUgl .vaUg, n OUg 8U5,> (3.25)
Yy ayj HY(Q.) Oy 3%’ Yy ayj

+

\% -V + + \Y% .V + _
/ ( Dy dy;  Oy; Oy 0y, dy;  Oy; Oy

RY\Q. Q:\RY

Ap6s uma mudanga de varidveis, a primeira integral a direita em (3.25) pode ser reescrita como

oU _oU 0UoU R
(%85 "o+ 5yan,) = (a1l ) o5 = oty

N
R+

Agora estimamos as outras integrais que aparecem a direita em (3.25), vamos estimar ape-
nas a integral que envolve a derivada de primeira ordem de U, a outra se faz de um modo

completamente andlogo. Longe de 0 a integral é exponencialmente pequena em ¢, entao basta
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estimd-la no conjunto Arn = {(y’,yN) ‘ <™, lyn| < %0}

- / Uy g, / OUe U

Oy ayj 0y; a?/j
RY\Q)NA g (QA\RY)NA g
Ly(ey
GU/

dyndy’

/ / ay C( yn)dyndy
ly'l<™ O
|1y(ey

e / / exp (<A(lY — €] + lyn]))dyndy’

ly|<2 0
|29(ey))
<C / / e—My’—é’\e—AlyNIdyNdy/
ly'|l<®™ 0
|2(ey))
<C /e—/\y/—ﬁ’ / e—AIyN\dyNdy/
ly'|<2 0
<c [ e Duey)|ay
ly'|< ™2
<zt [ Wy Py
RN-1
< Ce®

3.2 A Reducao de Lyapunov-Schmidt

De acordo com o método da Secao 1.2, vamos procurar por pontos criticos de I, da forma
u=z+wcomz € Z°ewe W = (T,2°)*. Seja P : H'(Q.) - W a projegao ortogonal sobre
W, assim a equacao I’(z + w) = 0 se torna equivalente ao seguinte sistema

Pl (z+w)=0
(Id—P)I(z+w) =0

(3.26)
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Decompomos

W= (Ty2°) = Wi oW, W, LW,
au, ou, L
onde Wy = Spani ) {PUc} e Wa = <SpanH1 {Ug, Wf? . Wi}) .
Lema 3.5. Dado R > 0 existem C > 0 e eq > 0 tais que
I (Ue)[v,v] = Cjv|?, para todo v € Wy (3.27)
e para todo & = (5’,% (€€), 1| <K R el <e < ep.

Demonstra¢ao. Para uma demonstragao podemos citar [36, Proposicao 1.2] ou [40, Proposigao

19]. O
Lema 3.6. Dado R > 0 existem €y > 0 e C > 0 tais que

|1 (Ue)[PUe, PUE]| = C|[PU|* (3.28)
para todo & = (&, %1/1(55’)), €'l < Rel<e<ep.

Demonstracao. Primeiramente observamos que, para e suficientemente pequeno, PU; estd

préximo de Ug em H'(€).), em outras palavras
||U§ - PU&”Hl(QE) = O(€a>. (329)
De fato, pelos mesmos argumentos utilizados na prova de (3.21) mostra-se que

ouU.
Ue —£ =0(%), paraj=1,...,N—1 (3.30)
de; @)

e também por (3.21) temos que {8U5 8U51} forma uma base de Ty, Z° para ¢ suficien-

Ber? "7 Den_
temente pequeno. Podemos usar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para obter

uma base ortonormal {qy,...,qy_1} e escrever
PU: = Ue — (Id — P)Ue = Ug — Z - (3.31)

e daf (3.29) segue por (3.30) e (3.31).
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Portanto podemos escrever

I/ (Ue)[PUe, PU] = I (Ue)[Ue, Ue] + O(e”)

— 1UelFys iy~ [ U2+ O) (3.32)
Qe
como Ug é uma solucao de (3.7) temos
oU, N
/Ué’“ = |Uell .y — / a—;Uﬁ = |Uel|F1 .y + O(e) (3.33)
Q. 00

onde usamos (3.17) e (3.19) para estimar a integral na fronteira. Portanto, (3.32) torna-se

I(UQ)[PUe, PU] = —(p — D¢l 0,y + O(") (3.34)
= —(p = DIPUelli . + O(") por (3.29)

e assim o lema estd demonstrado. O

Considere o operador
L&g = PI!(U&)’W W — W,
procedendo da mesma forma como fizemos no Lema 2.6, como consequéncia dos Lemas 3.5 e
3.6, pode-se mostrar que, para € pequeno, L.¢ : W — W possui inverso e além disso

1

1Ll < & (3.35)

Finalmente, estamos em condigoes de aplicar o método de perturbacao abstrato da Segao

1.2,

Proposicao 3.7. O funcional I. e a variedade Z° satisfazem as hipdteses (i) - (iv) do método

de perturbacao descrito na Secao 1.2.

Demonstragao. (i) Segue pela regularidade e pelo decaimento exponencial de Ug e suas de-

rivadas,
(ii) segue do Lema 3.4,

(iii) segue pelos mesmos argumentos que utilizamos na Proposigao 2.7,
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(iv) segue de (3.35).

e portanto, pela Proposicao 1.4 e pelo Teorema 1.5, obtemos o seguinte resultado

Proposicao 3.8. Dado R > 0 existem ey > 0 e C' > 0 tais que para todo & = (£, % (e€")) € 09,
com [§'] < R e0 < e < egp existe um tnico w = w(e,§) € W tal que IL(Us +w) € Ty, Z°. A

funcao w(e,€) € de classe C' em relagao a € € 99, e satisfaz
Jw[] <Ce* (3.36)

|0c,w|| <Ce™  para i=1,...,N —1 (3.37)

onde v = min{l,p — 1}. Além disso, o funcional ®. : 0. N Br(0) — R definido por ®.(§) =
I(Ue + w(e,€)) € de classe C* e

Vd.(&) =0 = I'(Ug, +w(e, &)) = 0.

3.3 Estimativa do Niumero de Solugoes

Nesta secao vamos provar a primeira parte do Teorema 3.3.

Demonstragio de (3.8). Vamos escolher R > 0 tal que = C Bg(0) C RV¥"! g, > 0 de modo
que todos os resultados das segoes anteriores se verifiquem e também de modo que R < "2 para
0<e<eg.

Pela Proposicao 3.8 basta estimar o nimero de pontos criticos de ®. : 9. N Bg(0) — R
definido por ®.(§) = I.(Us + w(e, §)), observe também que

afiq)a<5) = ([;(Ué + w)|a§iU§ + afiw) : (338)
Agora escrevemos
IL(Us +w) = I(Ug) + I/ (Ug) w] + R(&, w) (3.39)
onde
R(&, w) = I(Us +w) — IL(Ug) — 1Z(Ug)[w]
e

R(&, w)[v] = —/ [(Ug +w)t — Ug — pr_lw] v.
Qe
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Pela desigualdade (A.3), ou seja

@+ b~ — pa b < {Cbp s

C(|b]* + |b|P) se p>2
para quaisquer a,b € R tal que |a| < M com constante C' = C'(p, M), temos

IR, w)ll < C(llwl* + [[wl]?). (3.40)

Portanto
(Ue) + I (Ue[w) |06, Us + 9e,w) + O(1%) por (3.39)-(3.40) e (3.36),(3.37),
(U)|0g,Ug + Ogw) + (12 (Ug) [w)|0g, Ug + Ogw) + O(H47%)
(Ue)|0k, Ue + Oc,w) + (I (Ue) [w]| 0, Ue) + O(*7%) - por (3.36)-(3.37)
(Ue)|0g,Ug + Og,w) +O(7%)  por (3.16)
(U)|0e,Ue) + O(e119) por (3.15) e (3.37)
U
Dy
Como fizemos na prova do Lema 3.4, vamos escrever

(|2 < [ 2e2U

) + O por (3.15) e (3.20) . (3.41)

do

€

B U DU
- / R +0< ) (3.42)

Gmﬁaﬂg
€
e calcular a integral acima usando a funcao 1 para parametrizar o subconjunto de 0f), em

Gro = )y <2}

/ %@)wf () do,

ov 0Y;
G%lﬂaﬂg
= [ (v 2vten) - (Ve -0 (v et ) a
ly'|<2
= / [Z gij (y -¢, @b(sy)— %W%’)) g—i(ey’)
i< (3.43)
_gy_[{v< —¢ ¢(6y')——¢(6§)) gg ( - ¢, @b(ey) w( 5))
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Pelo Teorema de Taylor, podemos escrever

G (1 = €20 = 2060 ) = G = €.0)+ 0, =L N -1
Y € € Yj
ou 1 1 ou
Do (y =& ZU(ey) = (el ) gy Y 60
+2 0/ = €20 (2ule) - 2u(ee)) + 06

Por (3.41), (3.42), (3.43) e pelas expansoes acima podemos concluir que

o)~ [ gZ@/—g',m( Wy 0 2

ly'l<72 (3.44)
U, ., ., 1
TR (' —€,0) Z¥ley ))dy + 01

Agora, por (3.2), (3.3) e (3.4) segue que

ou U
- / oy V&0 Gz € 0QWAY + O+ 0E)
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e usando integracao por partes obtemos

O, @ (&) = 5“[ - /

N—-1
02U oU  OU 82U)
_I_ /_ /’O / d /
= (83/1-6% dy; Oy Oy (v' = &,0)QY)dy

RN-1
ou 9?°U
— - - = It / / ﬁ*a o
/ <ayi (9y12v) (v = ¢&,0Q)dy" + O(e"*) +0(e")
RN—-1
_ o 1 a 9 aU o , /
= / (28yi|VU| +AU@yi) (v —¢,0)Q(y)dy
RN-1

+ O™ + 0(e7)

:ga

1 8 D 8U / / / /
-/ (5ainU|2+<U—U>ayi>(y‘f’O)Q@’dy

RN-1

+ O™ 4+ 0(e7)

:ga

0 (1 1 1 , , ~o
- / iy <§|VU|2+§U2—EUPH) (v = €,0)Q(y)dy

RN-1

+ O™ + 0(e7)

e finalmente, integrando por partes mais uma vez, podemos escrever

D B.(€) = = / <%|VU|2+%U2—%UPH) 022y + &)dy

P+ 0y

RN-1

+ O + 0(e7)|. (3.45)

E importante observar que os termos de ordem O(e#~%) e O(£7*) tendem & zero uniformemente
em relacao a ¢’ € Bg(0).

Seja &, € =. Pela defini¢do de zero estavel existe £L — & tal que V&, (L) = 0 e consequen-
temente Uy, + w(e, &) ¢ uma solugao de (3.11), onde & = (&, 21 (e€l)) € 99..

Para terminar a demonstracao, precisamos mostrar que dois zeros estaveis diferentes geram
duas solugdes diferentes. Sejam &) e &, dois zeros estaveis de £ distintos e sejam uj . € ug. as

solucoes geradas por &] e & respectivamente.
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Analogamente a (A.26), podemos provar que o erro w(e, &) satisfaz
|w(e, &) ||Le@.) — 0 quando & — 0. (3.46)
Temos

Ure = U&; + w(&é;)
U2.e = Ugg + W(E,fg)

e &l — (£,0), &€ — (&,0) quando € — 0.

Por (3.46)
ure(&) — U(0)
uze(&2) — U(& — &,0) # U(0)
completando assim a demonstracao. O]

Observagdo 3.9. Pode-se mostrar que estas solugoes Ug, +w(e, &) sao realmente do tipo “single
peak” de acordo com a Definigao 3.1, para isso nos referimos a [36, Lema 4.2] ou aos argumentos

usados em [47].

3.4 Propriedades das Solucoes “Single Peak”

Vamos comecar provando algumas identidades do tipo Pohozaev que serao tteis mais adi-

ante.

Lema 3.10. Seja ¢ € C?(D) uma solugdo de

~A¢+o=¢?, D

¢ >0, D (3.47)
¢ _
5 =0, oD
onde v = (v1,...,uN) € o campo normal unitdrio exterior em OD. Entao
Vo]? | ¢*  grtt
= 4
/(2 +2 p—l—l vj do =0 (3.48)
oD
Vo]? | ¢* gt / Vo]* | ¢* ¢t
— = —_— = = vido. 4
/( 5 t35— P yjv;do 5 T3 P yivjdo (3.49)
oD oD

para quaisquer i,j € {1,..., N}.
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Demonstragao. Testando (3.47) com a fun(;ao obtemos (3.48), e testando (3.47) com g—jyj

¢ ¢ ¢ _
D/ (V¢ -V (8%%) + ¢8_yiyj - Wa—%yj) dy = 0.
Como V (g—iyj> =V < )yj + 35 e], onde e; = (0,...,1,...,0), temos que
¢ ¢ O ¢ 09
(qu-V( ) 0] <z5p ) dy + ——dy =0
D/ 9y Ay D/ayz 9y;
o (Ve ¢* ot _ O¢ 3¢
/ayi( > "o p+1)ydy_ /a o, "
D

[T R TS
2 2 p+1 Yivi aylﬁyj dy

onde 7 # j, temos

oD

provando assim (3.49). O

Proposicao 3.11. Seja u. uma familia de solugoes “single peak” de (3.1) que se concentra em

0 e seja v.(x) = u.(ex) a solugdo correspondente de (3.11) entao
(i) ve(z) = Uz — &) + we(z), onde |wellcr @,y — 0 quando e — 0O

(i) u.(z) < Cexp <—)\|$_—fs|), para algum A > 0

(iii) [Vue(z)| < € exp <—)\@>.
Se além disso o dominio satisfaz as condigoes (3.2) - (3.5) entdo vale também a estimativa,
|[Pz| = O(e) (3.50)

Demonstracao. Prova de (i)-(iii): Segue pelos mesmos argumentos da Proposicao 2.10.

Prova de (3.50): Seja P. = (&, 9(&L)), primeiramente observamos que para provar (3.50)
basta mostrar que |£| = O(g) pois [¥(&)] < C|EL|*™. Sendo assim vamos supor, por con-
tradicao, que existe uma sequéncia €,, — 0 tal que

<.

En

— o0 onde P. = (& ,(E)). (3.51)
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Defina &, = £, e U,(y) = ue, (eny + Pp), entao v, satisfaz

—AT, + 0 =02, Q,
(3.52)

Ovn _
P _ o0,

onde (Zn =Q, — %. Temos 0 € 8§n vV n e v,(0) = maxv,.
" Q

Vamos escrever 0, = {(y’, i@b(eny' +&,) — iiﬁ(&)) ‘|y’| < 2’;—(’”} numa vizinhanca de 0.
Por (ii) e (iii) temos

Tn(y) + [VOu(y)| < Ce . (3.53)

Numa vizinhanga de 0 em 8§n temos que

v(y) (V(eny' + &), —1) (3.54)

VTR R AL

Usando (3.53) e (3.54), podemos escrever a identidade (3.48) para v,, como

‘v/ﬁn’2 ;[},721 :[)/Z_‘—l / 1 / !/ ! a¢ / ! /
[ (5% - 250) (2 e+ — 0060)) e/ + €01
1< (3.55)

= ;n<e_s%> .

Pelo Teorema de Taylor temos

a¢ ,,_8_1/1, a_¢/./128_¢/ / / 3¢ |a—31,,/3
5y, 0 +6) = 5 () VG (€ ent/ + 505 HEN w2t/ 1+0 (1611 I°) (356)

e dai, substituindo na equacao (3.55) obtemos
L+ Iy 4 I3 = O(€)16,]°7°). (3.57)

Por (3.48) para v,, com j = N e por (3.53) segue que

~ |2 ~N2 ~p+1
=06 [ (T - B (v S e+ €0 - vie)ay

ly/|< 52
., N A (3.58)
= y; (&) / ( 2 + 5 _p+1 vydo

85"\{|yl|<221}

=0 <e_%) )
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Em seguida afirmamos que
Inn = o(|&, | en). (3.59)

Vamos assumir por um momento que vale (3.59). Entéo a suposi¢ao (3.51) e (3.57) implicam

em
L+ Do+ Ig = o(en |6 7), (3.60)
e entao
‘Vﬁnp @2 6p+1 ! 1 / / / 2 8@ / / ! /
VI | % n L B 2@ p
ly'|< 52
=0 (8721’5;1‘(172) (361)

onde usamos (3.2)-(3.4).

Finalmente reescrevemos (3.61) como

vo,r | vk oht! , 1 ny / 0 N\ 1 o1y
/ (' ] >(yag—(dj(eny+§n)—¢(§n))>Dza—i(€ )[%y]dy

2 2 p+1 n (34

|y | < 52

2en

= 0,(1)

e passamos o limite para obter

1 2 1 2 1 p+1 / QaQ /o /
— U — —— D*—= = .62
/ (2\VU| +35U p+1U (%', 0) ayj(C)[y,y]dy 0 (3.62)
RN—I
onde
: fl C SN—Q
lim 2 =(¢ )
n—00 |§;L|

Além disso por causa de,

1 1 1
[ (@vor+ o= o) whoniay

RN-1

1 1 1 1
:—N 1 / (§|VU|2—|—§U2_ +1Up+1) (y/70) |y/|2dy/ >0, para kzl,-..,N—l
- p

RN-1
(ver o Apéndice A.3) e de (3.62) segue que

0Q .
A—(()=0, para ,j=1,...,N—1,
ayj(C) para , j
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contradizendo assim (3.5).
Resta entao provar a afirmacao (3.59). Defina

an 2 U2 ~p+1 / 1 / !/ !/ /

ly'|< 52

2en

parak=1,...,N —1, logo

9
a_yj(én) ca, (3.63)

e assim, por (3.63), para provar a afirmagao basta mostrar que |a,| = o(e,). Para isso, vamos

12771 = €nV

usar (3.49) para v, com i =N e j=ke€{l,...,N — 1} para obter
Vo, |2 02 optt 1
cas= [ (R 2 ) (v 2w + ) - wie))

p+1 n
ly'|< 52
1 / / 1 / 0 ’ ’ ’ _T0
U/ ) - ()| Sl ey + 0 (). 3o

Pelo Teorema de Taylor

~ 12 ~2 ~p+1
an g = — / (W?|+%jﬁ% )@“lW@waQ—w@M)

p+1)\7 e,
ly'[< 52
/ / aw / / _T0
VU)o + olen)] | 5o (€1) + ofen) | a + 0 (¢ %)
_ |Vfﬁn|2 fﬁrzz gﬁ—’—l / 1 ’ / /
ly/|<5>
a !/ ! / /
9 )V o'y +olen)
Yk
= Tk -a,+o(ey) (3.65)
onde T, = —%(g;)vw(gg) satisfaz
Tkl — 0 quando n —oo para k=1,...,N—1

Por (3.65) temos que

N-1
|an| < Z‘Tn,k‘|an| + o(en)
k=1

o(en)
N-1
1- Zk:l ‘Tnk‘

Assim, a demonstracao esta completa. ]

la,| < = o(e,).
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Observagao 3.12. Em geral, a hipdtese (3.5) nao pode ser completamente removida pois caso
contrario nao é possivel verificar (3.50). Um simples contra exemplo é o seguinte.

Seja Q = B;(0) em R? e u. uma familia de solugoes “single peak” de (3.1) com ponto de
méaximo P. e P. — By, podemos definir u.(z) = u.(6.7) onde O, : R? — R? ¢ uma rotagao por
um angulo 6, tal que 6, — 0 quando ¢ — 0.

Entao w. também é uma solugdo “single peak” de (3.1) com ponto de maximo P. =

|ﬁe_PO|
€

©-'P. — By. Porém podemos escolher 6. — 0 de modo que — 0.

Se uma familia de solugdes de (3.1) se concentra em algum ponto da fronteira de €2 entao tal
ponto deve ser necessariamente um ponto critico da curvatura média de 0f2, esta propriedade
ja é conhecida desde [58], pela Proposicao 3.11 podemos obter também uma prova deste mesmo

resultado, porém com argumentos diferentes dos utilizados em [58].

Proposicao 3.13. Seja u. uma familia de solugoes “single peak” de (3.1) que se concentra em

P € 99). Entao
VH(P)=0

onde H ¢ a funcao curvatura média de Of).

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que P = 0 e que 0f), numa vizi-

nhanga de 0, é o grafico de uma fungao ¢ : B,(0) — R tal que
$(0) =0, Vo) =0, 1(0)=(0.....0,—1)

onde v(0) é a normal exterior a 2 em 0. Sendo assim, a curvatura média de J§2 em um ponto

(z',¢(x")) é dada por
C ()
RS ( 1+|w<x'>|2>'

Fazendo a expansao de Taylor, podemos escrever

1 N-1 1 N-1
¢(x’) = 5 Z Q;j T; X + 6 Z bijr TixjT) + O(’$/|4)

ij=1 i.j k=1
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3

_ 9% _ 0%y
onde a;; = Fed; (0) e bijk = 95205397 (0), logo

1 N-1 N-1

VH(z') = —— ( - bz‘z‘k) +O(|2'])
’ k=1

=1,...,

Agora, vamos proceder como fizemos no inicio da prova da Proposicao 3.11, seja P. =
(&L, 1(€L)) o ponto de méximo de u. (assim £, — 0 quando € — 0). Defina v.(y) = u.(ey + P.),

entao v, satisfaz

—Av, +v. =07, €

Ove _
e (), 0.

onde Q. = 1 (Q — P.). Pela equagao (3.55) temos

|V§€‘2 @? 654—1 1 / / / oY / / I -

o
[y <52

e por (3.56) - (3.59) podemos escrever

|Vf75€|2 @? %ZHJ / 1 / / / 1 aw INT L I g

)
ly'|<52

e dai, passando o limite € — 0, obtemos

N-1 1 1 1
> / (§|VU2\ + 50U - ﬁUpﬂ> (¥',0) bjr yxyp dy’ = 0

[

ou seja
— 1 1 1
b; —|VU? + =U?* — ——U*rt! " 0)yidy =0

—_

RN-1
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portanto, como

1 1 1
/ <§’VU2‘+§U2—mUp+1> (y',O)y,%dy'202>O
RN-1
(ver (3.85) e (3.86)), temos
N-1

Zbﬂckzo parajzl,...,N—l

k=1

isto é, VH(0) = 0. O
Proposicao 3.14. Seja u. uma familia de solugoes “single peak” de (3.1) e seja €, uma
sequéncia tal que €, — 0. Suponha que o dominio satisfaz as condi¢oes (3.2) - (3.5). Se

P, denota o ponto de maximo da solucao u., entao, a menos de subsequéncia, temos que

50 (3.66)

n

onde & € RN~ satisfaz L(£') =0

Demonstragao. Vamos escrever P, = (&),,1(&])) logo, segue de (3.50) que |&,| = O(e,). Por
(3.2) e (3.4) temos que |(& )| < C|&, |*™ entdo, a menos de subsequéncia, temos (3.66).
Seja v, (y) = un(eny) a solugdo correspondente de (3.11). Como P, — 0 entdo para n

suficientemente grande temos que ‘%’:' < 2’;—°n Em seguida utilizamos a identidade (3.48) para

Vo2 02 opt! '
- - = do = =1,...,N .
/( 5 —1—2 o vide=0 j=1,..., (3.67)
00,

Un

onde v = (v;) é o campo normal exterior em 0€2.,. Agora, dividimos 0f)., em dois subconjuntos,
0, = Gr U (8Q6n\G’Lo> onde Gro = {(y’, iqﬁ(sny’)) | Y| < 2—2} Pela Proposicao 3.11

&n

a integral em (0. \ G ) é exponencialmente pequena, assim a equagao (3.67) se torna

\v4 N 2 2 p+1 T
G rg

&n

que podemos reescrever como

V> | va ot , 1 N

ro
ly' 1<z
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Finalmente, usando (3.2) - (3.4), temos que

|an|2 /U’VZL Ungl / 1 / aQ / o —«
/ < 5 + 5 m) (y ; aiﬁ(%y ))a—y](y )dy' = O(e,"™7) (3.70)

ly'|< 2
para j = 1,..., N — 1. Agora usamos (3.66), as propriedades de v,, enunciadas na Proposi¢ao
3.11 e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para passar o limite em (3.70) e

obter

1 2 1 2 1 p+1 / aQ ! /
— / ~U; — ——Up —(y)dy = 71
[ (GIvoer+ 502 - —ue) 0o g e o (3.7
RN—1
para j = 1,...., N — 1, portanto £(¢’) = 0. O

3.5 Um Resultado de Multiplicidade Exata

Nosso objetivo nesta secao é provar a segunda parte do Teorema 3.3.
Demonstracao de (3.10). Por (3.8) nds ja sabemos que
# {Solugodes “single peak” de (3.1) que se concentram em 0} > # =. (3.72)

Suponha, por contradigdo, que (3.72) é uma desigualdade estrita. Como #= < oo, pela
Proposicao 3.14 existem £’ € =, uma sequéncia ¢, — 0 e duas solugoes “single peak” distintas

Uy, € Uz, de (3.1) com € = g, tais que se P, e P5, sdo os respectivos pontos de maximo,

entao
Py, . Py
lim —2 = (¢,0) = lim — (3.73)
n—oo &£y, n—oo &,
Como uy,, # ug, podemos definir a funcao
buly) = anW el g (3.74)

||U1,n - Uz,n”Loo(an)
onde vy, (y) = u1n(Eny) € Van(y) = uzn(e,y) sao as solugdes correspondentes de (3.11). Pela
Proposicao 3.11
v, — Uﬁ’“m(mn) =0, [z, — U€’||01(§En) —0 quando n — 00 (3.75)
onde Ug(-) = U(- — (£,0)). Entao ¢, satisfaz
_A(bn + ¢n = Cn(y)¢n7 an

Opn __
20n _ ), o9,

(3.76)
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onde
1

nl) =1 [ (01al) + (1= () . .17

Novamente, pela Proposigao 3.11, ||c, — pU”,_1||Co @.,) — 0 quando n — oco. Utilizando os
argumentos da prova do item (i) da Proposigao 2.10 podemos supor que ¢, — ¢ em C?_(RY),

onde ¢ é uma solucao limitada de

~A¢+6=pUf 9, RY
20—, ORY

dyn

(3.78)

Pelo Corolario 1.3 segue que ¢ = vall a; aaU para algumas constantes a; € R. Por (3.48)

temos a identidade

1 1
|V/01,n‘2 _|_ Uin . Uf—; I/‘dO‘ — |vv2,n‘2 _|_ U%,n . Ug—; l/‘dO'
2 2 p+1)7 2 2 p+1)7

9., o2,
a qual reescrevemos como
/ (Van(y) - Véu(y) + an(y)on(y) — bu(y)dn(y)) vi(y)do =0 (3.79)
a9,
onde
X 1
an(y) = 5 (01 + 22) / torn(y) + (1 — )van(y))? dt. (3.80)
lan —Ugller@.,y = 0, [|bn — Ulllco@. ) — 0 ( pela Proposigao 3.11 ) (3.81)

Queremos passar o limite em (3.79). Para fazer isso, primeiro observamos que por defini¢ao
|on] < 1 e também max{|V¢,|; 092, } ¢ uniformemente limitado (para verificar a ultima
afirmacdo basta aplicar as estimativas C! préximo & fronteira de Q como fizemos na prova
do item (iii) da Proposicao 2.10), agora usando (3.81) e o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue , podemos proceder como na prova da Proposicao 3.14 para passar o limite em
(3.79) e concluir que

Q

= (y)dy =0, 3.82
5, W)y (352

[ (VU Vo+ U - 026) (4.0

RN-1
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como ¢ = ZZJ\SI ai% entao, para qualquer j =1,..., N —1
— AU AU e Q)
a; VUe -V + Ug - U%, y',0 dy = 0. 3.83
; RN/—l [ ¢ Yi ¢ y; ¢ dy; ( ) Y, ( )

Segue de (3.9) que o sistema linear (3.83) possui apenas a solugao trivial e portanto ¢ = 0.
Para obter uma contradicdo consideramos uma sequéncia y, € Q.. tal que |¢,(y.)| =
[&n .,y = 1. Se yn € Qe € Pyn) =1 (¢(yn) = —1) entdo Ay (yn) < 0 (=Adn(ya) < 0) e
por (3.76), em ambos os casos, ¢,(y,) = 1. Se y, € 0., entdo também tem-se ¢,(y,) = 1 por
causa da condi¢ao de fronteira de (3.76). Se y,, é limitada entdo chegamos & uma contradi¢ao

pois ¢, — ¢ =0 em C?

loc

(RY) e se |yn| — 00 entdo c,(yn) — 0 (pois [len — Ugllporg. ) — 0) que

contradiz ¢,(y,) > 1 e assim terminamos a demonstracao. O

3.6 Exemplos e Aplicacoes

Gostariamos de apresentar algumas aplicacoes dos resultados anteriores.

Exemplo 3.15. Considere N = 3 e ¢(x1,13) = 27 — z123. Entdo, por um célculo direto

mostra-se que

L(&1,8) = (4es + 300267 — 60263, —1202615) (3.84)
onde
on= [ (FIVUGOF + 3U2(.0) - — U0 )y (3.55)
2 ) 2 Y p + 1 ) J
R2
¢m > 0 se m é um inteiro positivo e par (3.86)
¢m = 0 se m =0 ou se m é um inteiro positivo e impar. (3.87)

Vamos deixar para fazer esses calculos no Apéndice A.3. Sendo assim, é facil verificar que

= {(0yB) (g2 e

DL(&1, &) = <

60261 —12c252) (3.88)

—12¢6 —12¢26

claramente, pelo Teorema (3.3), nesse caso (3.1) admite exatamente duas solugoes “single peak”

que se concentram em P = 0.
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Proposicao 3.16 (Resultado de nao existéncia). Suponha que, numa vizinhanga de 0, OS2 € o
grafico de ¢(z') = Z;V:_ll a;z;’ onde a; € R\{0} e a; > 3 sao inteiros positivos. Se pelo menos
um dos inteiros «; € impar entdo ndo existe solugdo “single peak” de (3.1) que se concentra em

P =0.

Demonstracao. E suficiente olhar para a componente j de £

1 1 1 , o
L;(§) = aja, / (§|VU!2 + §U2 - mUpH> (v, 0)(y; + &) dy

RN-1

aj—1
g A
= aja; Z (a] )Clcﬁj] " (ver (3.85) para a definicdo de ¢)

k=0 k
~ [(a;—1 aj—1-2k
= oja, Z ok coré; por (3.87).
k=1

Observe que todos os termos na soma anterior tém o mesmo sinal e por (3.86) podemos concluir

que L£(¢') # 0 para todo £ € R¥~L. Portanto o resultado segue da Proposicio 3.14. O

Teorema 3.17. Suponha que Q C R? é um dominio de classe C* e seja Py € O um ponto tal
que H(Py) = 0, onde H denota a curvatura média de 092. Suponha também que a funcio H
possui alguma derivada diferente de zero em Py, entdao (3.1) admite no mdzimo uma familia de
solugoes “single peak” que se concentra em Fy. Mais precisamente, se m é a ordem da primeira

deriwvada diferente de zero de H em Py entao
(1) Se m € impar entdo nao existe solugio “single peak” de (3.1) que se concentra em Py;

(1i) Se m € par entao existe uma unica solugcio “single peak” de (3.1) que se concentra em
Py.

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade podemos supor que Py = 0 e que 02, numa vizi-
nhanga de 0, é o grifico de uma funcao ¥ (t) tal que ¥(0) = 0 = ¢'(0). Como a dimensao é
N = 2, a curvatura média é na verdade a curvatura de uma curva plana dada pela formula

Y (t)
(1+ (4'(2))?)

Como H possui uma derivada diferente de zero em 0 entao, por (3.89), ¢ também possui

H((t,9(t)) = H(t) = 7 (3.89)

uma derivada diferente de zero em 0. Se m denota a ordem da primeira derivada diferente de
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zero de H em 0, afirmamos que m + 2 é a ordem da primeira derivada diferente de zero de

em 0. De fato, seja n a ordem da primeira derivada diferente de zero de i) em 0 e escreva
1
(1+ ('(@))?)

Agora usamos as expansoes de Taylor para H, ¢ e ara escrever
)

H(t) =¢"(t)g(t)  onde  g(t) =

N|w

iHW(O)tm +O([t™*) = ((n _1 )
= O o)

L SO+ () (14 O(1P)

o que claramente implica que n — 2 = m. Assim podemos escrever

P(t) = m@/}(m“)(o)tm“ +O([t™*?).

Pela condicao H(0) = 0 segue que m > 1. Se m é impar entao o Teorema segue da Proposicao

3.16, se m é par entao temos que

. ¢(m+2)(0) / 1 o, Lo _ 1 p+1 m+1
R

e, como na prova da Proposigao 3.16, por (3.86)-(3.87) segue que = = {0} e que £'(0) # 0.

Agora o resultado segue do Teorema 3.3. O]
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Apendice A

Apeéendices

A.1 Algumas Desigualdades

Proposicao A.1. Sejam a,b € R, p > 1 e defina x4 = max{0, x} para qualquer x € R, entdo

alP~1 4 |pjp—1 sep <2
(jf + oyt < P g (A1)
207 2(|alP~t 4 |b|P7Y)  sep > 2
. _ [ sep <2
[(a+b)7 " —a | < (A.2)
Cp (laP~2[b] + [p]P~1)  sep > 2
b o1 Cp|b|P sep <2
|(a + )% —al — pay b| < (A.3)

Cp (la[P=2[b]* + [bP)  sep > 2
onde C, > 0 € uma constante que depende apenas de p.

Demonstra¢ao. Primeiro vamos provar a desigualdade (A.1), se 1 < p < 2 entdo queremos

mostrar que

(lal + o))" < al” + o] o=p—1€(0,1] (A.4)

se a = 0 ou b = 0 entao a desigualdade é 6bvia, se a,b # 0 observe que basta provar (A.4) para

la| 4+ |b] = 1, no caso geral aplica-se a desigualdade para (%, %) Se |a| + |b| = 1 entao

la| < lal” e |b] < |b]7 e logo |a| + |b] < |a|” + |b|7, portanto
(lal + [o)" = 1 = |a| + [b] < |al” + [b]”

79
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de onde segue (A.4). No caso p > 2 (A.1) segue pelo fato de f(t) = t?, t > 0 ser uma funcao
convexa (ver [1, Lema 2.2]).
Passemos agora a prova de (A.2), vamos analisar primeiro o caso p < 2. Seja 0 = p — 1,

observe que por (A.4) temos que
[z]” =yl <z —yl”  VzyeR (A.5)

e daf (A.2), no caso p < 2, segue como uma aplicacao de (A.5). No caso p > 2, temos que a
funcao f(t) = 2" é de classe " com f'(t) = (p — 1)t%* logo por (A.1) e pelo Teorema do
Valor Médio
[(a+ b2 — a7 = |(p— 1)(a+ 0b)7 | para algum 6 € (0, 1)
< (p—1)Ibl |a+ 66"
< (p = 1) max{1,2"°}[| (Ja|"~* + [b]"~?)
< Gy (lal"~*[b] + [bI"™")
provando assim (A.2) no caso p > 2.

Finalmente, (A.3) segue e (A.2) e do Teorema do Valor Médio. O

A.2 Prova de (2.56)

Proposicao A.2. Seja Ue, + w(e, &) uma solugcdo de (2.6) obtida pela Proposi¢ao 2.8. Se

w = w(e, &), entdo para todo 2 < r < oo
“w“W?vT(QE) = 0.(1) quando £ — 0.

Demonstragao. Como U, + w é uma solugao de (2.6), entao por sua regularidade (U, + w) €
W2r(Q.) e dai w € W?"(Q.) para todo r > 2.

A fungao w satisfaz a seguinte equacao

—Aw + V(er)w = (U, + w)? = UZ — (V(ex) = V(0)) Us., Q.

A6
ov ov €
Agora usamos uma estimativa a priori global para o problema (A.6),
ow
lwllwer@o < CN,7, 09, V) Hlwllr@o) + [Awller@y + || 5 (A7)
Vilwt-7r(00)
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(cf. [43, Teorema 2.3.1] ou [28]). E importante observar que a constante que aparece na
desigualdade acima ¢ independente de €, esse fato é crucial e pode ser verificado transformando
a equacao em €), numa equacao em €, aplicando a estimativa global W?2" para o problema em ()
e depois voltando ao problema original em €2.. Vamos escrever os detalhes, defina w(z) = w (f),

entdo w € W2"(Q) e satisfaz

—S2AT+V(@)w = f (L), Q

% =22(8), o9

(A.8)

onde f € L"().) representa o lado direito da equacdo (A.6) em Q. e & € Wl’%”’(aQE) representa
o lado direito de (A.6) em 0.

E facil verificar que

~ N
|w]|Lr) =€ |w]|Lrq. (A.9)
~ N _
||Dw||Lr(Q) =€£r 1||DwHLr(Q€) (AlO)
~ N _
1D () = e7 || D*wl| (0. (A.11)

Agora aplicamos a estimativa global W?2" ao problema (A.8), assim

1 1 . 1 .
Blwere < C | =@ - —‘ (-)‘ “¢ (—) A12
& llw2 o) €2Hw @)+ g2 / e/ llLr) * € Nellwr-rran) ( )
onde a constante C' depende apenas de N,r, 9, V.
Como em (A.9) temos

el A (A.13)

- =E€r r . .

i Lr(92)

Agora relembramos a defini¢do da norma de W*"(0Q) para0 <s<lel <r < 0.

3=

u(z) = u(y)|"
lcllwer o0y = llullzr o0y + / Tz = gi-trar d0adoy

o 00
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Entao temos

3=

1 . ]_ . 1 (b T _ q) E T
e <_>H B _H(I) <_>‘ e / ‘ () N—§j2| dodoy,
£ € Wl_%’r(aﬂ) 9 £ L7 (89) € ‘LU o y‘
89 90
1
N-1 N =
£ e [(z) — @(y)I"
= @] - 00.) + = / P— dodo,
90. 99
oA
< 1Mt o0, para 0 <& < 1. (A.14)

Combinando (A.9) e (A.14), obtemos

N N
=¥ oot — Dl + S 1Dl <
N €N N
C(N,1,02,V) | S lwlrion + S5l + S5 190001 o, )]

e assim

e*|lwll r(o.) + el Dw| ooy +| D?*w]| o) <

C(N,7,00,V) [ 1wl ey + 1l + 19l yr-p |

em particular temos

ol + 1Dl < C [Iwlir@ + 1o + 19t (A.15)
onde C' = C (N,r,00,V).
Agora usamos a seguinte desigualdade de interpolagao [25, Teorema 7.28|
~ C(Q2
1D < SNlweriey + Sl V6> 0
ou seja
N N -
er e C(0) n~
_HDwHLr(Q) < 5—2||wHW2,r(Q) -+ 5 er ||w”LT(Q)
€ €
e em seguida escolhemos § = § para obter
[ Dw|[ 0.y < C(09) [[[wllzr) + [[D*w] Loy (A.16)

daf (A.7) segue de (A.15) e (A.16).
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Para finalizar a demonstracao, precisamos mostrar que os termos que aparecem a direita
em (A.7) tendem a zero quando ¢ — 0. Primeiramente observamos que a norma |lw/|ze(q.)

¢ uniformemente limitada em e, pois ja sabemos que Ug, + w ¢ uniformemente limitada em

L>(€2.) (cf. [38, Teorema 3]). Logo
1—2 2
lwllzr@.y < llwll o) 1wl 2. = 0(1) (A.17)

pOiS ”wHHl(QE) = O(éa).

Passemos agora a estimativa de ||Aw||rq.), lembrando que
—Aw = (U, +w)’ = UL — (V(ex) = V(0)) Ue. — V(ex)w,
argumentando como em (2.15) e (2.16) mostra-se que
I(V(e-) = V(0))Ue. |02y = 0c(1) (A.18)
além disso, por (A.17) e pela desigualdade (A.2) temos
|(Ue. +w)? = Ug_||r(.) = 0=(1) (A.19)

portanto
[Aw| zr(0.) = 0:(1). (A.20)

Assim, resta apenas mostrar que

191120 g,y = 0=(1) (A.21)

onde

O(z) = —%(:U), x € 09..

Para isso observe que, da mesma forma como fizemos em (2.14), podemos mostrar que

[P 90.) = 0=(1). (A.22)

Agora vamos mostrar que

/

00 00

Ve ()|

do,doy, = 0.(1), (A.23)

y|N 24r
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para isso fixemos um nimero o > 0 tal que py < w, dai
Ho

|z| > — para todo z € 0S.
€

e logo

DU | < Ce™ % parai=0,1,2

pois |&| < M.

Sejam x,y € 09k, se |[r —y| > £ entdo

U, U, "
5 (@) = %5, (y) Ce™* Aol
|x_y|N—2+7’ = |I_y|N—2 ( ° )
se |r — y| < £ entao pelo Teorema do Valor Médio
_+o
VU, (z) = VU (y)| < BSUI(D)HDQU&IH% —yl < Ce™ <z —y|
po (z
e além disso, pela regularidade do dominio 2, temos também
|V($)—V(y)| <C|$_y| xvyeﬂev
logo (A.24) vale também para |z —y| < £, daf podemos concluir que
AU, AU, "
%55 (2) - e (y) |
[ | S <o | [ e
Qe 09 00 00
o ! A
< g_N Wdaxday ( 25)
09 99

provando assim (A.23), observe que a ultima integral acima é finita pois 02 é uma superficie

de dimensao N — 1. O
Observacao A.3. Pelo Teorema da Imersao de Sobolev, se r > N entao
[l @.) < Cllwllwar@.) (A.20)

onde a constante C' depende apenas de r, N e das dimensoes do cone que determina a pro-
priedade do cone para ()., portanto é independente de € para ¢ € (0,g¢) (cf. [1, pp. 87-89]).
Portanto (2.56) segue da Proposigao A.2 e de (A.26).



A.3  Prova de (3.86) e (3.87) 85

Proposicao A.4. Seja v. uma solugao de (2.6) obtida pelo Teorema 2.9. Entdo para € pequeno

ve € uma solucao “single peak”.

Demonstra¢ao. Como em [47, Lema 4.1] pode-se mostrar facilmente que se v, atinge um méaximo

local em zo € Q. entdo
1

ve(wo) > (igf v) o (A.27)

Por (2.56) e pelo decaimento exponencial de Uy, (£, — &) segue que existem gg > 0e R > 0
tais que B(0) C Q. para todo ¢ € (0,50) e

1

p—1
HU€HL°°(Q8\§R(O)) < <igf V) : (A.28)

Em particular, por (A.27) e (A.28), qualquer ponto de méximo local de v. em (2. necessaria-
mente pertence & B(0) para todo ¢ € (0, ).
Usando os argumentos da prova do item (i) da Proposigao 2.10, temos que v. — v quando

e — 0 em C?

loc

(RY) para alguma v € C*(R"). Por (2.56) e por & — & segue que v = Uy,
pois v, = Ug, +w e ||w||z~ — 0. Logo, como Ug, possui um tnico ponto de maximo local nao
degenerado e

[ve = Ugoll 2B (o)) — 0
entdo v, possui no maximo um ponto de méximo local em Br(0). Portanto v. é “single peak”.

]

A.3 Prova de (3.86) e (3.87)

Vamos relembrar a defini¢ao de ¢,

1 1 1
m = —|VU(Y,0))* + zU*(y',0) — —=U"""(¢/,0) | y"dy’ i=1,...,N — 1.
on= [ (GIVUGL0P + U200 - 00 )y i1

RN-1
Se m é impar entao c,, = 0 pois o integrando é uma funcao impar na variavel y;. Resta entao
calcular a integral quando m = 2k, k € {0,1,2,...}. Primeiro definimos v(y’') = U(y',0) e

g;g(y’ ,0), observe que pela simetria radial de U tem-se
N

gy') =

N-1

, v y;
9W)=> ———r
W) =2 57




86 Capitulo A.  Apéndices

e que v € HY(RY=1)\{0} satisfaz a seguite equacio

—Av+v—1P =g em RV 7L

+1
Testando (A.29) com g” Zk+1 obtemos

a y2k+1 81) y2k+1
A __ D ? _ Jdi /
/( vk =g ST /gﬁyi2k+1dy

RN-1 RN-1

) 2k+1 0 2k+1 o 2k+1
/W-V — 2 + (v — o) /gvyl
dy; 2k + 1 Oy 2k +1 Qy; 2k + 1

RN-1 RN-1

v v y2k+1 v v yZQkJrl N @y?kel

onde ¢; = (0,...,1,...,0), entao (A.30) se torna

CcOomo

2k+1 2k+1
/ Vv -V Ov +vav—vp@ Yi /g@vy / @

RN-1 R RN =

[ 2 (b her - L) 22 i /Za_a_L
oy \ 2 2 p+1 2k +1 o 0y, 0y; (2k + 1)|y'|?

RN-1 RN-1

_/ N\ .
yi b

RN-1
2, 2k+2

1 1 1 Y;Y;
— 2Vl + Zo? — ——pPtd / Uy )2 =2
/ <2| o+ 5v - ooy Z 2k + 1)[y'[*

RN-1 RN-1 J=1
o / (| /|)2yz2k+2
ly'[*

RN-1

e dai podemos concluir que

1 1
| (3ivvwor+ .o -

RN-1

Portanto a prova de (3.86) e (3.87) agora estd completa.

w0t = (1- 50 ) [ v

(A.29)

(A.30)

2
) ¥
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A.4 Prova de (3.22)

Precisamos mostrar que, parat=1,...,N —1

/

Pelo decaimento exponencial de U e suas derivadas, é suficiente estimar a integral em 0€). N

B (0). Temos

0 JUg
v Oy;

) 3
da) =0(e*) para = (5/, %1%55’)) , €'l <R. (A.31)

6U§ _aU . _7r . yz‘_gi
ayi(y)—ayi(y §)=Uly é*l)—|y_SI
€
U " (i = &)W —&) | ( 03 (w—&)(y;-—&))
= U"(ly — U'(ly — — .
T T AL N e R e
Como
_ (Wy(ey), 1)
W)= T VeEE
tem-se que
00U | | oU
S| =T v
1 " !U’(!y—fl)l) /
< U — — ||V
v e | AT e LG
10" (ly — €D |U'(!y—€!)|)1 N / }
i (Rl DL T2 D pyey) - vieer
por (3.3), (3.4) e pelo Teorema do Valor Médio
€a(|y'|“+|y/|ﬁ+35)(w _ |U'(|y—€|)\)
S i Wi )
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Portanto,

0 AU |?
R d <2a U// . 2 o 8 R52d'
/ o oy, | OSE [ /I (ly = ENPUY1™ + |17 + R%)*dy
992:NBr (0) e
U/ o 2
+ / (M) (1" + /|° + R%)dy’
3 ly — ¢
<o e [0y - DG + WP + RV
ly'—¢'1>1
ly'—¢'|<1

2
< Ce™®

e daf segue (A.31).

A.5 Prova de (3.23)

Queremos mostrar que, parat=1,..., N —1e & = (5’,% (65’)) <R

= O(e”) (A.32)

H(Q0)

U 8U§/

onde Ug = Ug ).

Pelo Teorema do Valor Médio podemos escrever

82
ayza YN

oU; _ OU¢
Yy Oy

Lot ol (- o= Do) para st 0 € (0



e entao

OU¢ _ an’ Qa/ It . 0 ’
/ ‘ - s (o = € = Z0tee)
Q Q

5 5

< C’e2a/eXp <— )\<|y’ - &+ ‘yN - §¢(5§')|)>dy

RN

2

0
< e / exp ( — Ny — §’|) exp ( — )\|yN — g¢(€f/)‘>dy

RN
’ Y(egh) _
< ORI / ool gy

RN

2
< Ce™.

Analogamente pode-se mostrar que

/ gl Ve 2
ayz @yz

dy < Ce*

e assim temos (A.32).
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