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Claudia Burger, Cláudia Mesquita, Chiara Kobelyukh, Cintya Wink, Ćıcero Filho, Claudiney
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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas de Neumann com perturbação sin-

gular e fazemos um estudo do número de soluções do tipo “single peak” que se concentram

em um mesmo ponto. Estudamos casos de concentração no interior e na fronteira do domı́nio.

Obtemos um resultado de multiplicidade exata que relaciona o número de tais soluções com o

número de zeros estáveis de um campo vetorial associado.
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Abstract

In this work, we consider a class of Neumann problems with singular perturbation and

we study the number of single peak solutions which concentrate at the same point. We study

concentration in the interior and at the boundary of the domain. We obtain an exact multiplicity

result which relates the number of such solutions with the number of stable zeros of an associated

vector field.
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Notações

x · y denota o produto interno de x, y ∈ R
N e |x|2 = x · x;

Bρ(y) = {x ∈ R
N : |x− y| < ρ};

SN = {x ∈ R
N+1 : |x| = 1};

Id denota o operador identidade;

Ker[A] denota o núcleo do operador A;

Span{v1, . . . , vm} denota o subespaço gerado pelos vetores {v1, . . . , vm};

Cm(RN) = {f : RN → R | f é de classe Cm}

∇F denota o gradiente do funcional F ;

DmF (x0) a m-ésima derivada de F em x0;

#S denota a cardinalidade do conjunto S;

u+ = max{0, u};

C, c0, τ0 serão várias constantes independentes de ε;

h = O(f(ε)) significa que h (f(ε))−1
6 C quando ε→ 0;

h = o(f(ε)) significa que h (f(ε))−1 → 0 quando ε→ 0;

H1(D) = W 1,2(D), para um domı́nio D ⊆ R
N denota o espaço de Sobolev;

(u|v)H1(D) denota o produto interno de u, v ∈ H1(D).
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A Apêndices 79

A.1 Algumas Desigualdades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

A.2 Prova de (2.56) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

A.3 Prova de (3.86) e (3.87) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

A.4 Prova de (3.22) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

A.5 Prova de (3.23) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89



Introdução

Neste trabalho vamos estudar alguns problemas de Neumann com perturbação singular do

tipo





−ε2∆u = f(x, u) em Ω

u > 0 em Ω

∂u
∂ν

= 0 sobre ∂Ω

(0.1)

onde Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado com fronteira regular, ε > 0 e f : Ω × R → R é uma

função suave.

Operadores diferenciais com perturbação singular estão relacionados com vários modelos

matemáticos, por exemplo nas áreas de mecânica dos fluidos, mecânica quântica, sistemas de

reação-difusão, dinâmica dos gases, dinâmica de populações etc. Não temos a intenção de

entrar em detalhes sobre as motivações e aplicações do estudo de equações diferenciais com

perturbação singular, para mais informações e referências sobre tais aplicações vamos citar

aqui o survey [35] e mais especificamente sobre modelos e aplicações onde aparecem equações

do tipo (0.1) vamos nos limitar a citar apenas os seguintes trabalhos do matemático W.-M. Ni

[44, 45, 46].

Vamos considerar os seguintes problemas





−ε2∆u+ V (x)u = up, em Ω

u > 0, em Ω

∂u
∂ν

= 0, sobre ∂Ω

(0.2)

1
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e 



−ε2∆u+ u = up em Ω

u > 0 em Ω

∂u
∂ν

= 0 sobre ∂Ω

(0.3)

onde V : Ω → R é uma função positiva e suave, Ω ⊂ R
N é um domı́nio limitado com fronteira

regular, ε > 0 é um parâmetro pequeno, 1 < p < N+2
N−2

se N > 2 e 1 < p < ∞ se N = 2.

A seguir faremos alguns comentários sobre trabalhos anteriores envolvendo problemas do tipo

(0.2) e (0.3).

O problema (0.2) pode ser interpretado como uma equação de Schrödinger não linear em

um domı́nio Ω com condição de fronteira de Neumann. O interesse por esse tipo de equação

começou após o trabalho [23] onde os autores provaram existência de solução para o seguinte

problema



−ε2∆u+ V (x)u = up em R

N

u > 0
(0.4)

no caso N = 1 e p = 3, que se concentram em pontos cŕıticos não degenerados de V (o

sentido do termo concentração ficará claro mais adiante), posteriormente esse resultado foi

generalizado em [49] para dimensões maiores N > 2 e 1 < p < N+2
N−2

. Em [54] foi provado que

se infRN V < lim inf |x|→∞ V (x) então (0.4) possui uma solução de energia mı́nima e além disso,

segundo [57], tal solução se concentra em um mı́nimo global de V quando ε → 0 sugerindo

assim que os posśıveis pontos de concentração de soluções de (0.4) são pontos cŕıticos de V ,

fato confirmado no próprio artigo [57] (no Caṕıtulo 2 veremos que os pontos de concentração

no interior de Ω de (0.2) são os pontos cŕıticos de V ). Para mais referências sobre (0.4)

podemos citar [4, 5, 8, 9, 20, 29]. Resultados de existência de solução de (0.2) podem ser

encontrados em [50] para caso de concentração na fronteira e [51] para o caso de concentração

no interior. Outros artigos envolvendo problemas não autônomos com perturbação singular são

[7, 15, 19, 53, 55, 61].

No caso V ≡ 1, ou seja (0.3), no artigo [38] os autores consideraram, dentre outros assuntos,

o problema (0.3) e provaram, para ε suficientemente pequeno, a existência de uma solução não

constante uε (observe que u ≡ 1 é uma solução trivial de (0.3)), usando o famoso Teorema

do Passo da Montanha [10] aplicado ao funcional Iε : H1(Ω) → R naturalmente associado ao
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problema

Iε(u) =
1

2

∫

Ω

(
ε2|∇u|2 + u2

)
dx− 1

p+ 1

∫

Ω

up+1
+ dx

e além disso mostraram também que uε → 0 em medida em Ω e que ‖uε‖L∞(Ω) é uniformemente

limitada em ε. Alguns anos depois W.-M. Ni e I. Takagi continuaram o estudo de (0.3) e

mostraram o seguinte resultado

Teorema ([47, 48]). Seja 1 < p < N+2
N−2

se N > 2 e 1 < p <∞ se N = 2, então para ε pequeno,

(0.3) possui uma solução uε de energia mı́nima, ou seja,

Iε(uε) = min
u∈M

Iε(u) onde M = {u ∈ H1(Ω), u > 0, u 6= 0, I ′ε(u) = 0}

e uε possui apenas um ponto de máximo local Pε em Ω. Além disso Pε ∈ ∂Ω e

H(Pε) → max
P∈∂Ω

H(P ) quando ε→ 0

onde H denota a curvatura média de ∂Ω.

Pelo fato de uε possuir apenas um ponto de máximo local em geral nos referimos à esta

solução como solução do tipo “single peak”, em alguns artigos usa-se também o termo “spike

layer”, além disso como o único ponto de máximo local Pε da solução uε satisfaz H(Pε) →
maxP∈∂ΩH(P ) quando ε→ 0, então de certa forma podemos dizer que uε se concentra em um

ponto de máximo global de H. Aqui vamos utilizar a seguinte definição

Definição. Uma famı́lia de soluções uε de (0.1) é chamada de “single peak” se

(i) ε−N
∫

Ω

(
ε2|∇uε|2 + u2ε

)
dx 6 C ∀ ε > 0,

(ii) uε possui exatamente um ponto de máximo local Pε em Ω,

e dizemos que uε se concentra em P0 se Pε → P0 quando ε→ 0.

Observamos que a condição (i) acima é importante para que a correspondente famı́lia de

soluções uε(εx) definida em 1
ε
Ω possua energia uniformemente limitada em relação à ε.

Em geral, se uma famı́lia de soluções “single peak” de (0.3) se concentra em algum ponto P ∈
∂Ω então esse ponto P deve ser necessariamente um ponto cŕıtico da curvatura média de ∂Ω (cf.

[58] ou a Proposição 3.13). Uma pergunta natural que surgiu é se existem soluções de (0.3) que
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se concentram em outros pontos cŕıticos da curvatura média, hoje sabemos que para um ponto

cŕıtico não degenerado a resposta à esta pergunta é sim (cf. [36, 58]), teoremas de existência

de soluções de (0.3) que se concentram em pontos cŕıticos possivelmente degenerados podem

ser encontrados por exemplo em [21, 26]. No caṕıtulo 3 veremos um resultado de existência de

solução de (0.3) que se concentra em um ponto cŕıtico degenerado. O problema (0.3) possui

uma estrutura muito rica, além das soluções que se concentram na fronteira ele admite também

soluções “single peak” que se concentram em pontos do interior de Ω (cf. [60, 30]), soluções

“multi peak”, ou seja, soluções com múltiplos pontos de máximo (cf. [17, 26, 31, 27]), soluções

que se concentram em conjuntos de dimensões maiores (cf. [41, 42]) etc, para mais referências

ver [45, 46].

Nosso principal objetivo é estudar o número de soluções “single peak” de (0.2) e (0.3) que

se concentram em um mesmo ponto P , com P ∈ Ω no caso de (0.2) e P ∈ ∂Ω no caso de (0.3).

Para isso iremos utilizar as ideias presentes em [29], onde foi mostrado o seguinte resultado

para o problema (0.4)

Teorema ([29]). Suponha que o potencial V ∈ C1(RN) satisfaz 0 < V0 6 V (x) 6 V1 e

(i) ∂V
∂xi

(x) = hi(x) +Ri(x) em Br(P ),

(ii) hi é uma função homogênea de grau αi, com αi > 1, para i = 1, . . . , N ,

(iii) Ri(x) 6 C|x− P |βi com βi > αi para i = 1, . . . , N ,

(iv) hi(x) = 0 se, e somente se, x = P ,

para algum ponto P ∈ R
N , onde hi ∈ C0(RN) e Ri ∈ C0(RN). Considere o campo vetorial

LP (y) =



∫

RN

hi(x+ y + P )U2
P (x) dx




i=1,...,N

onde UP é a solução de −∆u+ V (P )u = up em R
N e considere também o conjunto

Z = {y ∈ R
N tal que y é um zero estável de L}

estável no sentido da Definição 1.6. Suponha ainda que

detDLP (y) 6= 0 ∀ y ∈ L−1
P (0)
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então para ε > 0 suficientemente pequeno temos

#{soluções “single peak” de (0.4) que se concentram em P} = #Z.

Para o problema (0.2) as hipóteses que colocaremos sobre V serão um pouco mais exigentes

do que as que vimos no teorema anterior, vamos supor que P0 = 0 ∈ Ω e além disso:

V ∈ C2(Ω,R), 0 < V0 6 V (x) 6 V1 ∀ x ∈ Ω (V 1)

∃ r0 > 0 tal que V (x) = V (0) +Q(x) +R(x) ∀ x ∈ Br0(0) (V 2)

onde Q é uma função suave, definida em todo R
N que satisfaz, para algum número real α > 2

Q(tx) = tαQ(x) ∀ t > 0, ∀ x ∈ R
N

e R é uma função suave que satisfaz, para algum β > α

|R(x)| 6 C|x|β, |∇R(x)| 6 C|x|β−1 ∀ x ∈ Br0(0) ⊂ Ω.

Observamos que este tipo de hipótese como (V 2) sobre a função que determina os pontos de

concentração já foi utilizada em outros trabalhos, como por exemplo [4, 11, 32, 37, 50]. Nesse

caso obtemos o seguinte campo vetorial determinante L : RN → R
N

L(ξ) =



∫

RN

∂Q

∂xi
(x+ ξ)U

2
(x)dx




i=1,...,N

onde U é a única solução de





−∆U + V (0)U = U
p

em R
N

U > 0 em R
N

U(0) = max
x∈RN

{U(x)} .

e consideramos também o conjunto

Ξ =
{
ξ ∈ R

N : ξ é um zero estável de L
}
.

Assim podemos enunciar o principal resultado do Caṕıtulo 2
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Teorema A. Suponha que o potencial V satisfaz (V 1), (V 2) e que #Ξ < ∞. Então existe

ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0

# {Soluções “single peak” de (0.2) que se concentram em 0} > #Ξ.

Se além disso a função Q satisfaz

∇Q(ζ) 6= 0 ∀ ζ ∈ SN−1

e L satisfaz

det DL(ξ) 6= 0 ∀ ξ ∈ L−1(0)

então existe ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0

# {Soluções “single peak” de (0.2) que se concentram em 0} = #Ξ.

Para obter um resultado semelhante em relação ao problema (0.3) uma primeira tentativa

seria a de colocar, de alguma maneira, uma hipótese como (V 2) sobre a função curvatura média

de ∂Ω, em vez disso, consideraremos tal hipótese diretamente sobre a função que parametriza

∂Ω numa vizinhança do ponto em questão. Mais especificamente vamos supor que P0 = 0 ∈ ∂Ω

é a origem, xN = 0 é o plano tangente à ∂Ω em 0 e ν(0) = (0, . . . , 0,−1). Em relação à ∂Ω

vamos supor que existe r0 > 0 tal que, numa vizinhança de 0, ∂Ω é o gráfico de uma função

ψ(x′), x′ ∈ R
N−1 com as seguinte propriedades:

ψ(x′) = Q(x′) +R(x′) ∀ |x′| < r0 (H1)

onde Q é uma função suave definida em todo R
N−1 que satisfaz, para algum número real α > 3

Q(tx′) = tα+1Q(x′), ∀ t > 0, ∀ x′ ∈ R
N−1

e R é uma função suave que satisfaz, para algum β > α e C > 0

|DkR(x′)| 6 C|x′|β+1−|k|, ∀ |x′| 6 r0

para todo multi-́ındice k = (k1, . . . , kN) com |k| 6 4 onde |k| = k1+· · ·+kN eDkR = ∂|k|R

∂x
k1
1 ···∂xkNN

.

Observe que com estas hipóteses 0 é um ponto cŕıtico possivelmente degenerado da curvatura

média de ∂Ω. No caso onde P é um ponto cŕıtico não degenerado da curvatura média de ∂Ω,
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já sabemos que existe uma única famı́lia de soluções “single peak” que se concentra em P (cf.

[59]), portanto a questão sobre o número de soluções se torna interessante quando temos um

ponto cŕıtico degenerado da curvatura média de ∂Ω.

O campo vetorial determinante L : RN−1 → R
N−1 será o seguinte,

L(ξ′) =




∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0)

∂Q

∂yi
(y′ + ξ′)dy′




i=1,...,N−1

onde Q foi definido em (H1) e U ∈ H1(RN) é a única solução de





−∆U + U = Up em R
N

U > 0 em R
N

U(0) = max
x∈RN

{U(x)} .

Consideramos também

Ξ =
{
ξ′ ∈ R

N−1 tal que ξ′ é um zero estável de L
}
,

no sentido da definição 1.6. Assim o principal resultado do Caṕıtulo 3 é o seguinte

Teorema B. Seja Ω um domı́nio limitado e suave satisfazendo (H1) e suponha que #Ξ <∞.

Então existe ε0 > 0 tal que para 0 < ε < ε0 temos

# {Soluções “single peak” de (0.3) que se concentram em 0} > #Ξ.

Se além disso a função Q satisfaz a condição

∇∆Q 6= 0 em SN−2.

e L satisfaz

det DL(ξ′) 6= 0 ∀ ξ′ ∈ L−1(0)

então existe ε0 > 0 tal que para 0 < ε < ε0 temos

# {Soluções “single peak” de (0.3) que se concentram em 0} = #Ξ

A principal novidade apresentada nos Teoremas A e B é a demonstração de um resultado

de multiplicidade de soluções que se concentram em um mesmo ponto no caso de problemas em
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domı́nios limitados, além do fato que de que em alguns casos obtemos também um resultado

de multiplicidade exata.

Finalmente descrevemos a organização da tese. No caṕıtulo 1 relembraremos os principais

resultados que serão utilizados para provar os Teoremas enunciados acima, no Caṕıtulo 2 fa-

remos a prova do Teorema A e apresentaremos alguns exemplos de aplicações, no Caṕıtulo 3

faremos a prova do Teorema B e também apresentaremos algumas aplicações e por fim termi-

naremos com um Apêndice contendo a prova de alguns resultados técnicos que foram utilizados

anteriormente.



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo faremos uma exposição concisa dos principais resultados que serão utilizados

nos próximos caṕıtulos. As demonstrações que envolvem uma grande quantidade de detalhes

técnicos serão apresentadas resumidamente e conterão apenas as principais ideias ou, em alguns

casos, serão simplesmente omitidas porém sempre acompanhadas das devidas referências.

1.1 O Problema Limite

Quando estuda-se um problema de perturbação, uma técnica que geralmente é utilizada

é a de encontrar um problema limite, estudar as propriedades desse problema limite e então

procurar soluções para o problema original que estejam próximas, em algum sentido, às soluções

do problema limite. Por exemplo, suponha que deseja-se encontrar soluções de uma equação

funcional da forma

Fε(u) = F0(u) + εG(u) 0 < ε << 1, (1.1)

nesse caso fica fácil ver que o problema limite é F0(u) = 0, dáı é natural procurar primeiramente

por soluções de F0(u) = 0 e investigar se tais soluções são “estáveis” a ponto de admitirem uma

vizinhança contendo uma solução do problema original Fε(u) = 0.

No caso dos problemas




−ε2∆u+ V (x)u = up, Ω

∂u
∂ν

= 0, ∂Ω

u > 0, Ω





−ε2∆u+ u = up, Ω

∂u
∂ν

= 0, ∂Ω

u > 0, Ω

(1.2)

9
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que são o objeto de estudo deste trabalho, utilizando métodos variacionais podemos colocá-los

na forma de uma equação funcional

I ′ε(u) = 0

onde Iε é o funcional naturalmente associado ao problema. Porém, nesse caso, I ′ε(u) = 0 não é

exatamente da forma (1.1) e assim a determinação do problema limite não é imediata.

Para contornar esta aparente dificuldade, faremos um “scaling” do tipo x 7→ εx que torna

(1.2) equivalente à




−∆u+ V (εx)u = up, Ωε

∂u
∂ν

= 0, ∂Ωε

u > 0, Ωε





−∆u+ u = up, Ωε

∂u
∂ν

= 0, ∂Ωε

u > 0, Ωε

(1.3)

onde Ωε = {x ∈ R
N : εx ∈ Ω} = 1

ε
Ω, de modo que uε(x) é uma solução de (1.3) se, e somente

se, uε(x/ε) é solução de (1.2). Se 0 ∈ Ω (ou 0 ∈ ∂Ω), de uma certa maneira podemos dizer

que Ωε “converge” para R
N (ou R

N
+ ) quando ε→ 0 e assim podemos interpretar como sendo o

problema limite as seguintes equações




−∆U + V (0)U = Up, R

N

U > 0, R
N





−∆U + U = Up, R
N
+

∂U
∂ν

= 0, ∂RN
+

U > 0, R
N
+

(1.4)

e procurar por soluções de (1.3) que estejam próximas de U solução de (1.4). Posteriormente

veremos que isso realmente acontece e é assim que iremos demonstrar existência de solução

para (1.2). Observe que se U ∈ W 1,2(RN
+ ) é solução de





−∆U + U = Up, R
N
+

∂U
∂ν

= 0, ∂RN
+

U > 0, R
N
+

(1.5)

então, devido à condição de fronteira, podemos estendê-la a todo o espaço R
N definindo

U(x′, xN) = U(x′,−xN) para xN < 0 e, ainda denotando por U , obtemos uma solução de



−∆U + U = Up, R

N

U ∈ W 1,2(RN).
(1.6)
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além disso, se U é uma solução de (1.6), então U(x) = (V (0))
1
p−1U(

√
V (0) x) é solução de




−∆U(x) + V (0)U(x) = U(x)p, R

N

U ∈ W 1,2(RN).

Sendo assim, vamos nos concentrar em estudar todas as soluções de (1.6) e suas propriedades.

A equação (1.6) já foi extensivamente estudada e hoje em dia já se sabe praticamente tudo sobre

ela, vamos listar aqui algumas de suas propriedades e vamos nos limitar a citar apenas aquelas

que nos interessam.

Teorema 1.1. Seja 1 < p < N+2
N−2

se N > 3 e 1 < p <∞ se N = 2. Então existe uma solução

U para a equação (1.6) com as seguintes propriedades:

• U é radialmente simétrica com respeito à algum ponto de R
N ;

• ∂rU < 0 para r > 0, onde r é o raio partindo do ponto de origem da simetria radial;

• U e todas as suas derivadas até a 3a ordem possuem decaimento exponencial no infinito;

• A solução U é única a menos de translações;

Demonstração. Ver [14, Teorema 1], [24, Teorema 2], [34] e [56, Teorema 2].

Além das propriedades listadas acima, será importante saber também as propriedades es-

pectrais do operador I ′′0 (U) onde I0 : W
1,2 → R é o funcional associado ao problema (1.6)

I0(u) =
1

2

∫

RN

(
|∇u|2 + u2

)
− 1

p+ 1

∫

RN

up+1
+ . (1.7)

Teorema 1.2. Seja I0 o funcional definido em (1.7) e U uma solução de (1.6). Então

• I ′′0 (U) é da forma Id+K onde K é um operador compacto;

• Ker [I ′′0 (U)] = Span{∂x1U, . . . , ∂xNU};

• −(p− 1) é um autovalor simples de I ′′0 (U) com autoespaço gerado por U ;

• (I ′′0 (U)[v]|v) > δ‖v‖2 para todo v ⊥ Span{U, ∂x1U, . . . , ∂xNU}, para algum δ > 0.
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Demonstração. Como U tem decaimento exponencial é fácil mostrar que I ′′0 (U) é da forma

Id+K onde K é um operador compacto. Uma demonstração para a caracterização do núcleo

de I ′′0 (U) pode ser encontrada, por exemplo, em [6, Seção 4.2] ou [48, Lema 4.2].

Apesar de U não ser obtida como uma aplicação direta do Teorema do Passo da Montanha,

ainda assim pode-se mostrar uma caracterização da energia da solução U como sendo o seguinte

ńıvel minimax

I0(U) = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I0(γ(t)) onde Γ = {γ ∈ C
(
[0, 1], H1(RN)

)
: γ(0) = 0, I0(γ(1)) < 0}

cf. [33]. Portanto, como U é uma solução do tipo passo da montanha segue que o ı́ndice de

morse de U é no máximo 1, ou seja, I ′′0 (U) possui no máximo um único autovalor negativo e

além disso tal autovalor é simples. Pela própria equação (1.6) é fácil verificar que U é uma

autofunção de I ′′0 (U) com autovalor −(p− 1).

Quanto à propriedade

(I ′′0 (U)[v]|v) > δ‖v‖2 para todo v ⊥ Span{U, ∂x1U, . . . , ∂xNU}, δ > 0 (1.8)

esta segue de [13, Proposição 6.9].

Corolário 1.3. Seja U solução de (1.5) e seja I0,+ o funcional naturalmente associado à (1.5).

Então

• I ′′0,+(U) é da forma Id+K onde K é um operador compacto;

• Ker
[
I ′′0,+(U)

]
= Span{∂x1U, . . . , ∂xN−1

U};

• −(p− 1) é um autovalor simples de I ′′0,+(U) com autoespaço gerado por U ;

•
(
I ′′0,+(U)[v]|v

)
> δ‖v‖2 para todo v ⊥ Span{U, ∂x1U, . . . , ∂xN−1

U}, para algum δ > 0.

Demonstração. Ver [6, Proposição 9.2]

1.2 Método de Perturbação

Nesta seção descreveremos, de forma abstrata, o método de perturbação que será utilizado

nos próximos caṕıtulos. Este método foi introduzido pela primeira vez por Ambrosetti e Badiale

[2, 3] sendo posteriormente generalizado e adaptado dependendo do problema a ser estudado. O
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Livro [6] apresenta as principais técnicas de perturbação além de várias aplicações (ver também

[40]). Para os objetivos deste trabalho o método descrito em [12, seção 2.1] é suficiente.

Sejam H um espaço de Hilbert (que pode também depender do parâmetro ε > 0) e Iε :

H → R um funcional de classe C2. Estamos interessados em resultados de existência de pontos

cŕıticos para o funcional Iε.

Vamos supor que:

(i) Existe uma variedade suave Zε ⊆ H de dimensão d que possui, para todo z ∈ Zε, uma

parametrização local zξ, ξ ∈ R
d com derivadas (em relação à ξ) até a segunda ordem

uniformemente limitadas com respeito à ε;

(ii) existe uma função cont́ınua f : (0, ε0) → R com limε→0 f (ε) = 0 tal que ‖I ′ε(z)‖ 6 f (ε)

para todo z ∈ Zε, e além disso ‖I ′′ε (z) [q]‖ 6 f (ε) ‖q‖ para todo z ∈ Zε e q ∈ TzZε;

(iii) existem C > 0, γ ∈ (0, 1] e r0 > 0 tais que ‖I ′′ε ‖Cγ 6 C para {u : dist (u,Zε) < r0};

(iv) para Pz : H → (TzZε)⊥, z ∈ Zε, a projeção ortogonal sobre o subespaço (TzZε)⊥,

existe C > 0 (independente de z e ε) tal que PzI ′′ε (z) restrito à (TzZε)⊥, possui in-

verso como operador de (TzZε)⊥ em (TzZε)⊥, e além disso o operador inverso satisfaz

‖(PzI ′′ε (z))−1‖ 6 C.

Vamos denotar porW = (TzZε)⊥ e escrever {qi}i=1,...,d para um conjunto ortonormal tal que

TzZε = Span{q1, . . . , qd}. Em seguida vamos reduzir o problema de encontrar pontos cŕıticos

de Iε para um problema em dimensão finita utilizando o famoso método de Lyapunov-Schmidt.

Vamos procurar por pontos cŕıticos de Iε da forma u = z + w onde z ∈ Zε e w ∈ W .

Se Pz : H → W é a projeção ortogonal definida em (iv) então a equação I ′ε (z + w) = 0 é

equivalente ao seguinte sistema




PzI ′ε(z + w) = 0

(Id− Pz)I ′ε(z + w) = 0 .
(1.9)

O seguinte resultado nos dá uma maneira de resolver a primeira equação em (1.9).

Proposição 1.4. Suponha (i) − (iv). Então existe ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0 e para

todo z ∈ Zε existe um único w = wε(z) ∈ W = (TzZε)⊥ com as seguintes propriedades:
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PzI ′ε(z + wε(z)) = 0, wε(z) é de classe C1 com respeito à z ∈ Zε e além disso

‖wε(z)‖ 6Cf(ε)

‖w′
ε(z)‖ 6Cf(ε)γ

uniformemente com respeito à z ∈ Zε.

Demonstração. Primeiramente vamos demonstrar a existência de w ∈ W solução da equação

PzI ′ε(z + w) = 0. Para todo w podemos escrever

I ′ε(z + w) = I ′ε(z) + I ′′ε (z)[w] +R(z, w)

onde

R(z, w) = I ′ε(z + w)− I ′ε(z)− I ′′ε (z)[w].

Se PzI ′ε(z + w) = 0 então, aplicando a projeção Pz à equação anterior, obtemos

PzI ′′ε (z)[w] = −Pz [I ′ε(z) +R(z, w)]

e portanto, pela propriedade (iv), tem-se que w é solução de PzI ′ε(z +w) = 0 se, e somente se,

w = − (PzI ′′ε (z))−1
[PzI ′ε(z) + PzR(z, w)] := Nε,z(w).

Vamos mostrar que Nε,z é uma contração numa bola em W e dáı usar um argumento de

ponto fixo. Por (iii) temos que

‖PzR(z, w)‖ = ‖PzI ′ε(z + w)− PzI ′ε(z)− PzI ′′ε (z)[w]‖

=

∥∥∥∥∥∥
Pz

1∫

0

(I ′′ε (z + tw)− I ′′ε (z)) [w]dt

∥∥∥∥∥∥

6 C‖w‖1+γ

e portanto, por (i) e (iii), obtemos

‖Nε,z(w)‖ 6 Cf(ε) + C2‖w‖1+γ.

Da mesma maneira, pode-se mostrar que

‖Nε,z(w1)−Nε,z(w2)‖ 6 2C2 (‖w1‖γ + ‖w2‖γ) ‖w1 − w2‖.
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Defina Bε = {w ∈ W : ‖w‖ 6 2Cf(ε)}, assim para w ∈ Bε temos

‖Nε,z(w)‖ 6 Cf(ε) + C2(2Cf(ε))1+γ =

(
1

2
+ C2(2Cf(ε))γ

)
2Cf(ε)

‖Nε,z(w1)−Nε,z(w2)‖ 6 4C2 (2Cf(ε))γ ‖w1 − w2‖

e então, para ε suficientemente pequeno, temos queNε,z (Bε) ⊆ Bε e além disso é uma contração.

Portanto, pelo Teorema da Contração, obtemos a existência de um único w ∈ Bε solução de

PzI ′ε(z + w) = 0. Pelo Teorema da Função Impĺıcita wε(z) é de classe C1 em relação à z.

Vamos mostrar agora a estimativa para as derivadas de w com relação à z. Para isso,

consideremos para todo z ∈ Zε uma parametrização local zξ (ξ ∈ O ⊆ R
d) de uma vizinhança

de z, nesse caso wε(z) = wε(ξ). Para as componentes de ∂ξw tangentes à Zε vamos usar a

equação

(w|∂ξz) = 0

e calcular a derivada em relação à ξ para obter

(∂ξw|∂ξz) = −
(
w|∂2ξ z

)
.

Por (i) temos que ‖∂2ξ z‖ é uniformemente limitada em ε e como ‖w‖ = O(f(ε)) segue que a

norma das componentes de ∂ξw tangentes à Zε são limitadas por Cf(ε).

Para estimar as componentes de ∂ξw em W vamos usar o fato de I ′ε(z + w) ∈ TzZε, isto é,

a relação

I ′ε(z + w) =
d∑

i=1

αi∂ξiz

e calcular a derivada com relação à ξ para obter

I ′′ε (z + w)[∂ξz + ∂ξw] =
d∑

i=1

∂ξαi∂ξiz +
d∑

i=1

αi∂
2
ξξi
z.

Em seguida aplicamos a projeção Pz na equação anterior e, utilizando as propriedades (i)-(iv),

conclúımos que

‖P∂ξw‖ = O(f(ε)) +O(‖w‖γ) +O(|α|) = O(f(ε)γ)

e assim a demonstração está completa.

Agora, em vez de substituir w(z) na segunda equação de (1.9) e tentar resolvê-la em z,

vamos definir um funcional (em dimensão finita) cujos pontos cŕıticos darão origem às soluções
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de I ′ε(z + w) = 0 da forma desejada, para isso considere Φε : Zε → R definido por

Φε(z) = Iε(z + wε(z)).

Teorema 1.5. Suponha (i) − (iv). Considere wε(z) obtido na Proposição 1.4 e o funcional

definido por Φε(z) = Iε(z + wε(z)) então Φε(z) é de classe C1 e além disso

∇Φε(z) = 0 =⇒ I ′ε(z + wε(z)) = 0

Demonstração. Sejam zε um ponto cŕıtico de Φε e zε(ξ) (ξ ∈ O ⊆ R
d) uma parametrização

local de uma vizinhança de zε = zε(ξε) em Zε. Seja qi,ε = ∂z
∂ξi

|ξε , i ∈ {1, . . . , d}, uma base

ortogonal de TzεZε então ∇Φε(zε) = 0 implica em

(I ′ε(zε + wε(zε))|qi,ε + ∂ξiwε(zε)) = 0 i = 1, . . . , d. (1.10)

Como PzI ′ε(zε + wε(zε)) = 0 podemos escrever

I ′ε(zε + wε(zε)) =
d∑

j=1

αj,ε
qj,ε

‖qj,ε‖2
(1.11)

onde

αj,ε = (I ′ε(zε + wε(zε))|qj,ε) .

Substituindo (1.11) em (1.10) obtemos
(

d∑

j=1

αj,ε
qj,ε

‖qj,ε‖2

∣∣∣∣∣ qi,ε + ∂ξiwε(zε)

)
= 0 i = 1, . . . , d.

ou seja

αi,ε +
d∑

j=1

αj,ε
‖qj,ε‖2

(qj,ε|∂ξiwε(zε)) = 0 i = 1, . . . , d. (1.12)

As equações em (1.12) formam um sistema linear de d equações com d incógnitas αi,ε, pela

Proposição 1.4 a matriz do sistema é da forma Id + Aε com ‖Aε‖ = oε(1). Portanto, para ε

suficientemente pequeno, o sistema (1.12) possui apenas a solução trivial αi,ε = 0 e assim, por

(1.11), temos que zε + wε(zε) é um ponto cŕıtico de Iε.

Assim reduzimos um problema em dimensão infinita para um problema em dimensão finita,

logo podemos aplicar os resultados de análise no R
d para demonstrar a existência de pontos

cŕıticos de Φε e consequentemente obter pontos cŕıticos para Iε.
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1.3 Zeros Estáveis de Campos Vetoriais

O método de perturbação que vimos na seção anterior, através do Teorema 1.5, nos dá uma

maneira de reduzir o problema de encontrar um ponto cŕıtico de um funcional em dimensão

infinita Iε (que depende do parâmetro ε) para o problema de encontrar um ponto cŕıtico de um

funcional em dimensão finita Φε, portanto o objetivo passa a ser o de resolver a equação

∇Φε(z) = 0 z ∈ Zε. (1.13)

Uma ideia que é bastante utilizada para resolver (1.13) é tentar obter uma expansão de ∇Φε

em potências de ε e depois analisar os principais termos nessa expansão. Seja zξ (ξ ∈ O ⊆ R
d)

uma parametrização local em Zε e suponha que podemos escrever

∇Φε(zξ) = κ(ε) (G(ξ) + oε(1) ) ξ ∈ O (1.14)

onde G : Rd → R
d é um campo vetorial independente de ε. Assim se ξ0 é um zero de G com uma

certa estabilidade então é razoável esperar que exista ξε próximo de ξ0 tal que ∇Φε(zξε) = 0.

Vamos definir agora precisamente a noção de estabilidade.

Definição 1.6. Seja G ∈ C0(Rd,Rd) um campo vetorial. Vamos dizer que y é um zero estável

de G se:

(i) G(y) = 0;

(ii) y é um zero isolado de G, isto é, ∃ ρ > 0 tal que Bρ(y) ∩G−1(0) = {y};

(iii) existe δ = δ(ρ, y) > 0 tal que

‖F −G‖C0(Bρ(y))
< δ ⇒ ∃ z ∈ Bρ(y) tal que F (z) = 0.

Nos trabalhos [29] e [36] aparece também uma noção de zero estável, porém para o propósito

deste trabalho a definição acima será suficiente. Pelas propriedades do grau topológico é fácil

verificar que uma condição suficiente para que um zero seja estável é i(G, y, 0) 6= 0, onde

i(G, y, 0) = lim
ρ→0

deg(G,Bρ(y), 0)

denota o ı́ndice de y e deg(G,Bρ(y), 0) o grau topológico (ver [18]). Observe também que se y

é um zero de G tal que detDG(y) 6= 0 então y é um zero estável pois nesse caso i(G, y, 0) =

sgn(detDG(y)).
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Caṕıtulo 2

Soluções que se Concentram no Interior

Neste caṕıtulo vamos estudar o número de soluções “single peak” do problema (2.1) que se

concentram em um determinado ponto P0 pertencente ao interior do domı́nio Ω,





−ε2∆u+ V (x)u = up, Ω

∂u
∂ν

= 0, ∂Ω

u > 0, Ω

(2.1)

onde 1 < p < N+2
N−2

se N > 2 e 1 < p <∞ se N = 2, ν é o campo normal unitário exterior à ∂Ω

e Ω ⊆ R
N é um domı́nio limitado e suave.

De agora em diante, vamos utilizar a seguinte definição

Definição 2.1. Uma famı́lia de soluções uε de (2.1) é chamada de “single peak” se

(i) ε−N
∫

Ω

(
ε2|∇uε|2 + u2ε

)
dx 6 C ∀ ε > 0,

(ii) uε possui exatamente um ponto de máximo local Pε em Ω,

e dizemos que uε se concentra em P0 se Pε → P0 quando ε→ 0.

Sem perda de generalidade podemos supor que P0 = 0 ∈ Ω. Além disso vamos formular as

seguintes hipóteses sobre o potencial V :

V ∈ C2(Ω,R), 0 < V0 6 V (x) 6 V1 ∀ x ∈ Ω (2.2)

∃ r0 > 0 tal que V (x) = V (0) +Q(x) +R(x) ∀ x ∈ Br0(0) (2.3)

19
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onde Q é uma função suave, definida em todo R
N que satisfaz, para algum número real α > 2

Q(tx) = tαQ(x) ∀ t > 0, ∀ x ∈ R
N (2.4)

e R é uma função suave que satisfaz, para algum β > α

|R(x)| 6 C|x|β, |∇R(x)| 6 C|x|β−1 ∀ x ∈ Br0(0) ⊂ Ω (2.5)

Observação 2.2. Com estas hipóteses, 0 ∈ Ω é um ponto cŕıtico de V possivelmente degenerado.

Queremos analisar o número de soluções “single peak” de (2.1) que se concentram em 0 e,

para isso, vamos utilizar o método de perturbação descrito na seção 1.2.

2.1 Escolha da Solução Aproximada

Primeiramente faremos uma mudança de variáveis x 7−→ εx obtendo assim a seguinte

equação



−∆u+ V (εx)u = up, Ωε

∂u
∂ν

= 0, ∂Ωε

(2.6)

onde Ωε =
1
ε
Ω. Se uε é uma solução de (2.6) então uε(

·
ε
) é uma solução de (2.1).

As soluções de (2.6) podem ser encontradas como pontos cŕıticos do funcional energia Iε ∈
C2(H1(Ωε),R) definido por

Iε(u) =
1

2

∫

Ωε

(
|∇u|2 + V (εx)u2

)
− 1

p+ 1

∫

Ωε

up+1
+ (2.7)

onde u+ = max {0, u}.
Para os nossos objetivos é conveniente usar H1(Ωε) com o produto interno definido por

(u|v)H1(Ωε)
=

∫

Ωε

(∇u∇v + V (0)uv). (2.8)

Vamos construir uma variedade Zε (no espaço de Hilbert H1(Ωε)) formada por soluções

aproximadas de (2.6) no sentido de que ‖I ′ε(z)‖ é pequeno para todo z ∈ Zε.

Seja U ∈ W 1,2(RN) a solução única de



−∆U + V (0)U = U

p
, em R

N

U(0) = ‖U‖L∞(RN ), U > 0
(2.9)
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que, como vimos na seção 1.1, é radial e possui decaimento exponencial juntamente com suas

derivadas até a ordem 3.

Seja Zε a variedade suave definida por

Zε = {Uξ | ξ ∈ Ωε} onde Uξ(x) = U(x− ξ) (2.10)

assim

TUξZε =

{
∂Uξ
∂x1

, . . . ,
∂Uξ
∂xN

}
.

Lema 2.3. Dado R > 0, existem ε0 > 0 e C > 0 tais que

‖I ′ε(Uξ)‖ 6 Cεα (2.11)

‖I ′′ε (Uξ)[q]‖ 6 Cεα‖q‖ ∀ q ∈ TUξZε (2.12)

para todo 0 < ε < ε0 e para todo ξ ∈ R
N , |ξ| 6 R.

Demonstração. Seja v ∈ H1(Ωε), vamos tomar ε0 > 0 tal que R < r0
2ε

para 0 < ε < ε0,

(I ′ε(Uξ)|v) =
∫

Ωε

(
∇Uξ∇v + V (εx)Uξv − Up

ξ v
)
dx

=

∫

Ωε

(
∇Uξ∇v + V (0)Uξv − Up

ξ v
)
dx+

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))Uξv dx

=

∫

Ωε

(
−∆Uξ + V (0)Uξ − Up

ξ

)
v dx+

∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

vdσ +

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))Uξv dx

=

∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

vdσ +

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))Uξv dx

Vamos agora estimar a primeira integral, usando a desigualdade de Hölder temos

∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

vdσ

∣∣∣∣∣∣
6 C‖v‖L2(∂Ωε)



∫

∂Ωε

∣∣∣∣
∂Uξ
∂ν

∣∣∣∣
2



1
2

(2.13)

agora usamos a desigualdade do traço ‖v‖L2(∂Ωε) 6 C‖v‖H1(Ωε) para todo ε ∈ (0, ε0), onde

C > 0 é independente de ε, e o decaimento exponencial das derivadas de Uξ para mostrar que

∫

∂Ωε

∣∣∣∣
∂Uξ
∂ν

∣∣∣∣
2

dσ 6 C

∫

∂Ωε

e−λ|y−ξ|dσy 6 Cε−(N−1)e−λdist(ξ,∂Ωε) = O(e−
c0
ε ). (2.14)
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A seguir, estimamos a segunda integral dividindo-a em duas partes

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))Uξv dx =

∫

|x|< r0
ε

(V (εx)− V (0))Uξv dx+

∫

Ωε\B r0
ε
(0)

(V (εx)− V (0))Uξv dx

para a primeira temos
∣∣∣∣∣∣∣

∫

|x|< r0
ε

(V (εx)− V (0))Uξv dx

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|x|< r0
ε

(Q(εx)Uξv +R(εx)Uξv) dx

∣∣∣∣∣∣∣

6 Cεα




∫

|x|< r0
ε

Q2(x)U2
ξ (x)dx




1
2

‖v‖H1(Ωε) + Cεβ




∫

|x|< r0
ε

|x|2βU2
ξ (x) dx




1
2

‖v‖H1(Ωε)

6 Cεα‖v‖H1(Ωε) (2.15)

onde usamos o decaimento exponencial de Uξ. Finalmente, usando novamente o decaimento

exponencial de Uξ, a última integral pode ser estimada da seguinte maneira,
∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε\B r0
ε
(0)

(V (εx)− V (0))Uξ(x)v(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 C

∫

Ωε\B r0
ε
(0)

|Uξ(x)||v(x)| dx

6 C‖v‖H1(Ωε)




∫

|x|> r0
ε

U2
ξ (x) dx




1
2

6 C‖v‖H1(Ωε)O
(
e−

c0
ε

)
(2.16)

E assim, por (2.14), (2.15) e (2.16), temos (2.11).

Passemos agora à demonstração de (2.12). Primeiramente observamos que, devido ao de-

caimento exponencial e à simetria radial de U segue que
(
∂Uξ
∂xi

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xj

)

H1(Ωε)

= C0δij +O(εα) (2.17)

onde δij =




1, i = j

0, i 6= j
e C0 > 0 é uma constante. Portanto é suficiente provar (2.12) apenas

para q = qi
‖qi‖ , qi =

∂Uξ
∂xi

. Seja v ∈ H1(Ωε) então



2.2 A Redução de Lyapunov-Schmidt 23

∣∣∣∣
(
I ′′ε (Uξ)

[
qi

‖qi‖

]∣∣∣∣ v
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
1

‖qi‖



(
∂Uξ
∂xi

∣∣∣∣ v
)

H1(Ωε)

− p

∫

Ωε

Up−1
ξ

∂Uξ
∂xi

v +

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))
∂Uξ
∂xi

v



∣∣∣∣∣∣

6

∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε

(
∇∂Uξ
∂xi

∇v + V (0)
∂Uξ
∂xi

v − pUp−1
ξ

∂Uξ
∂xi

v

)∣∣∣∣∣∣
+O(εα)‖v‖

6

∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε

(
−∆

∂Uξ
∂xi

+ V (0)
∂Uξ
∂xi

− pUp−1
ξ

∂Uξ
∂xi

)
v +

∫

∂Ωε

∂

∂ν

∂Uξ
∂xi

vdσ

∣∣∣∣∣∣
+O(εα)‖v‖

6



∫

∂Ωε

∣∣∣∣
∂

∂ν

∂Uξ
∂xi

∣∣∣∣
2

dσ




1
2

‖v‖+O(εα)‖v‖

6 Cεα‖v‖ (2.18)

Onde usamos, mais uma vez, o decaimento exponencial das derivadas de Uξ como fizemos

em (2.14).

2.2 A Redução de Lyapunov-Schmidt

Para obter um resultado de existência de solução para (2.6), conforme descrevemos na

Seção 1.2, vamos procurar por pontos cŕıticos de Iε da forma u = Uξ + w onde Uξ ∈ Zε e

w ∈ W = (TUξZε)⊥. Se P : H1(Ωε) → W denota a projeção ortogonal sobre W então a

equação I ′ε(Uξ + w) = 0 é obviamente equivalente ao seguinte sistema:




PI ′ε(Uξ + w) = 0

(Id− P)I ′ε(Uξ + w) = 0
(2.19)

Lema 2.4. Seja W1 =
(
SpanH1(Ωε)

{
Uξ,

∂Uξ
∂x1

, · · · , ∂Uξ
∂xN

})⊥
. Então dado R > 0 existem C > 0 e

ε0 > 0 tais que

(I ′′ε (Uξ)[v]|v) > C‖v‖2 ∀ v ∈ W1 (2.20)

para todo ξ ∈ R
N , |ξ| 6 R e 0 < ε < ε0.
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Demonstração. Dado ξ ∈ R
N , |ξ| 6 R vamos escolher ε0 > 0 tal que R 6

r0
2ε

e 2√
ε
6

r0
2ε

para

0 < ε < ε0.

Considere uma função suave do tipo “cut off” χε : R
N → R, 0 6 χε 6 1 satisfazendo




χε(x) = 1, se |x| 6 1√
ε

χε(x) = 0, se |x| > 2√
ε

|∇χε(x)| 6 2
√
ε, se 1√

ε
6 |x| 6 2√

ε

e defina

v1(x) = χε(x− ξ)v(x)

v2(x) = (1− χε(x− ξ))v(x)

v = v1 + v2; ‖v‖2 = ‖v1‖2 + ‖v2‖2 +2(v1|v2). Vamos escrever (I ′′ε (Uξ)[v] |v) = σ1 + σ2 + σ3 onde

σ1 = (I ′′ε (Uξ)[v1] |v1)
σ2 = (I ′′ε (Uξ)[v2] |v2)
σ3 = 2 (I ′′ε (Uξ)[v1] |v2)

Vamos precisar do Teorema 1.2, mais precisamente do seguinte resultado
(
I
′′
λ(Uξ)[v] |v

)
> C‖v‖2 ∀ v ∈ H1(RN), v⊥ SpanH1(RN )

{
Uξ,

∂Uξ
∂x1

, · · · , ∂Uξ
∂xN

}
(2.21)

onde

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 − 1

p+ 1

∫

RN

up+1
+

e

(u|v)H1(RN ) =

∫

RN

∇u∇v + λuv

Observe que o suporte de v1(x) está contido na bola B r0
ε
(0) ⊆ Ωε e assim podemos considerar

v1 como uma função em H1(RN) estendendo-a como zero fora de Ωε.

Agora escrevemos v1 = v1 + ψ onde

ψ ∈ SpanH1(RN )

{
Uξ,

∂Uξ
∂x1

, . . . ,
∂Uξ
∂xN

}
, v1 ∈

(
SpanH1(RN )

{
Uξ,

∂Uξ
∂x1

, . . . ,
∂Uξ
∂xN

})⊥

Então temos, definindo λ = V (0)

(I ′′ε (Uξ)[v1]|v1) =
∫

Ωε

|∇v1|2 + V (εx)v21 − pUp−1
ξ v21

=

∫

Ωε

|∇v1|2 + λv21 − pUp−1
ξ v21 +

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))v21. (2.22)
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Vamos estimar a segunda integral da direita em (2.22),
∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))v21dx

∣∣∣∣∣∣
6 Cεα

∫

|x−ξ|6 2√
ε

|x|αv21(x)dx

6 Cε
α
2

∫

Ωε

v21(x)dx

6 Cε
α
2 ‖v‖2H1(Ωε)

então, de (2.22), conclúımos que

(I ′′ε (Uξ)[v1] | v1)H1(Ωε)
=
(
I
′′
λ(Uξ)[v1] | v1

)
H1(RN )

+O(ε) ‖v‖2H1(Ωε)
. (2.23)

Agora vamos nos concentrar em

(
I
′′
λ(Uξ)[v1] |v1

)
H1(RN )

=
(
I
′′
λ(Uξ)[v1] |v1

)
H1(RN )

+
(
I
′′
λ(Uξ)[ψ] |ψ

)
H1(RN )

+2
(
I
′′
λ(Uξ)[v1] |ψ

)
H1(RN )

.

Como ψ ∈ SpanH1(RN ) {Uξ, ∂x1Uξ, . . . , ∂xNUξ} podemos escrever

ψ =
1

‖Uξ‖2
(v1|Uξ)Uξ +

N∑

i=1

1∥∥∥∂Uξ∂xi

∥∥∥
2

(
v1

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)
∂Uξ
∂xi

e estimar ‖ψ‖ usando uma estimativa para os coeficientes acima. Para isso vamos usar o fato

de v⊥ SpanH1(Ωε)

{
Uξ,

∂Uξ
∂x1

, . . . ,
∂Uξ
∂xN

}
e dáı

(v1|Uξ)H1(Ωε) = (v1|Uξ)H1(RN ) = −(v2|Uξ)H1(Ωε)

(
v1

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)

H1(Ωε)

=

(
v1

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)

H1(RN )

= −
(
v2

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)

H1(Ωε)

para i = 1, . . . , N . Como v2 tem suporte em |x − ξ| > 1√
ε
e Uξ,

∂Uξ
∂xi

decaem exponencialmente

no infinito, segue das equações acima que

(v1|Uξ) = O(ε)‖v‖,
(
v1

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)
= O(ε)‖v‖.

e consequentemente ‖ψ‖H1(RN ) = O(ε)‖v‖. Como ‖I ′′λ(Uξ)‖ é uniformemente limitado em ξ

segue que ∣∣∣
(
I
′′
λ(Uξ)[ψ]|ψ

)∣∣∣ = O(ε)‖v‖2. (2.24)
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Além disso, temos (
I
′′
λ(Uξ)[ψ]|v1

)
= 0 (2.25)

pois

I
′′
λ(Uξ)[ψ] = −(p− 1)

(v1|Uξ)
‖Uξ‖2

Uξ e (Uξ|v1) = 0.

Portanto de (2.21), (2.23), (2.24) e (2.25) obtemos

σ1 > C‖v1‖2H1(Ωε)
+O(ε)‖v‖2H1(Ωε)

. (2.26)

Passemos agora à estimativa de σ2

σ2 =

∫

Ωε

[
|∇v2|2 + V (εx)v22 − pUp−1

ξ v22
]
> C‖v2‖2H1(Ωε)

− p

∫

Ωε

Up−1
ξ v22. (2.27)

Como

∫

Ωε

Up−1
ξ v22 =

∫

Ωε\B 1√
ε

(ξ)

Up−1
ξ (x)v22(x)dx

6



∫

Ωε

vp+1
2




2
p+1




∫

Ωε\B 1√
ε

(ξ)

Up+1
ξ (x)dx




p−1
p+1

6 ‖v2‖2Lp+1(Ωε)




∫

|x−ξ|> 1√
ε

U
p+1

(x− ξ)dx




p−1
p+1

6 O(ε)‖v‖2H1(Ωε)

obtemos

σ2 > C‖v2‖2H1(Ωε)
+O(ε)‖v‖2H1(Ωε)

. (2.28)

Finalmente vamos estimar σ3,

σ3 = 2

∫

Ωε

[
∇v1∇v2 + V (εx)v1v2 − pUp−1

ξ v1v2
]
dx

= 2 (v1|v2)H1(Ωε)
+ 2

∫

Ωε

(V (εx)− V (0)) v1v2 − 2p

∫

Ωε

Up−1
ξ v1v2dx.
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Temos
∫

Ωε

|V (εx)− V (0)| |v1||v2| 6 Cεα
∫

Ωε

|x|α|v1||v2|

6 Cεα




∫

|x−ξ|< 2√
ε

|x|2α|v1|2




1
2 

∫

Ωε

|v2|2



1
2

6 Cεα


 1

εα

∫

Ωε

|v1|2



1
2

‖v‖

6 Cε
α
2 ‖v‖2 (2.29)

e ∫

Ωε

Up−1
ξ |v1||v2| = O(ε)‖v‖2. (2.30)

pois v2 tem suporte em |x− ξ| > 1√
ε
e Uξ decai exponencialmente. Portanto, de (2.29) e (2.30)

segue que

σ3 = 2 (v1|v2)H1(Ωε)
+O(ε)‖v‖2. (2.31)

Finalmente, juntando (2.26), (2.28) e (2.31) obtemos

(I ′′ε (Uξ)[v]|v) > C
(
‖v1‖2 + ‖v2‖2 + 2(v1|v2)

)
+O(ε)‖v‖2H1(Ωε)

= (C +O(ε))‖v‖2H1(Ωε)

e assim o lema está demonstrado.

Lema 2.5. Dado R > 0 existem ε0 > 0 e C > 0 tais que

|(I ′′ε (Uξ)[PUξ]|PUξ)| > C‖PUξ‖2H1(Ωε)
(2.32)

para todo ξ ∈ R
N , |ξ| 6 R e 0 < ε < ε0.

Demonstração. Vamos começar provando a seguinte propriedade

‖Uξ − PUξ‖H1(Ωε) = O(ε), (2.33)

para isso escrevemos

PUξ = Uξ − (Id− P)Uξ = Uξ −
N∑

i=1

ai,ε
∂Uξ
∂xi
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e escolhemos ε0 > 0 suficientemente pequeno de modo que ξ ∈ Ωε para todo 0 < ε < ε0.

Observe que, usando o decaimento exponencial de Uξ e suas derivadas, é fácil verificar que

(
Uξ

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)

H1(Ωε)

= O(ε), i = 1, . . . , N (2.34)

(
∂Uξ
∂xi

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xj

)

H1(Ωε)

= C0 δij +O(ε), i = 1, . . . , N (2.35)

onde C0 > 0 e δij =




1, i = j

0, i 6= j
, dáı podemos concluir que

‖Uξ − PUξ‖H1(Ωε) = O(ε). (2.36)

Portanto podemos escrever

(I ′′ε (Uξ)[PUξ]|PUξ)H1(Ωε)
= (I ′′ε (Uξ)[Uξ]|Uξ) +O(ε)

=

∫

Ωε

(
|∇Uξ|2 + V (εx)U2

ξ − pUp+1
ξ

)
+O(ε)

=

∫

Ωε

(
|∇Uξ|2 + λU2

ξ − pUp+1
ξ

)
+O(ε) (2.37)

e, usando o fato de −∆Uξ + λUξ = Up
ξ , temos

∫

Ωε

(
|∇Uξ|2 + λU2

ξ

)
=

∫

Ωε

Up+1
ξ +

∫

∂Ωε

Uξ
∂Uξ
∂ν

=

∫

Ωε

Up+1
ξ +O(ε) (2.38)

logo, por (2.37) e (2.38) obtemos

(I ′′ε (Uξ)[PUξ]|PUξ)H1(Ωε)
= −(p− 1)‖Uξ‖2H1(Ωε)

+O(ε) (2.39)

Finalmente, de (2.36) e (2.39) segue que

(I ′′ε (Uξ)[PUξ]|PUξ)H1(Ωε)
= −(p− 1)‖PUξ‖2H1(Ωε)

+O(ε)

= (−(p− 1) +O(ε)) ‖PUξ‖2H1(Ωε)

e assim o lema está demonstrado.
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Vamos decompor o subespaço W =
(
TUξZε

)⊥
como uma soma direta

W =
(
TUξZε

)⊥
= W1 ⊕W2, W1⊥W2

onde

W1 =

(
SpanH1(Ωε)

{
Uξ,

∂Uξ
∂x1

, · · · , ∂Uξ
∂xN

})⊥
e W2 = Span {PUξ} .

Lema 2.6. Considere o operador Lε,ξ = PI ′′ε (Uξ) |W : W → W . Então dado R > 0 existem

ε0 > 0 e C > 0 tais que Lε,ξ possui inverso e satisfaz

‖L−1
ε,ξ‖ 6 C (2.40)

para todo ξ ∈ R
N , |ξ| 6 R e 0 < ε < ε0.

Demonstração. Como consequência dos lemas anteriores temos

|(Lε,ξ[v]|v)| > C‖v‖2 ∀ v ∈ W1 (2.41)

|(Lε,ξ[v]|v)| > C‖v‖2 ∀ v ∈ W2 (2.42)

e além disso, com os mesmos argumentos utilizados na demonstração do Lema 2.5 pode-se

mostrar que

Lε,ξ[v2] = −(p− 1)v2 +O(ε)‖v2‖ ∀ v2 ∈ W2. (2.43)

Suponha que exista v ∈ Ker[Lε,ξ] tal que ‖v‖ = 1 e escreva v = v1 + v2 com v1 ∈ W1 e

v2 ∈ W2. Então, como

0 = Lε,ξ[v1] + Lε,ξ[v2]

segue de (2.41), (2.42) e (2.43) que

‖v1‖2 6
1

C
|(Lε,ξ[v1]|v1)| =

1

C
|(Lε,ξ[v2]|v1)| = O(ε)

‖v2‖2 6
1

C
|(Lε,ξ[v2]|v2)| =

1

C
|(Lε,ξ[v1]|v2)| = O(ε)

e assim conclúımos que 1 = ‖v1‖2 + ‖v2‖2 = O(ε) um absurdo, portanto Ker[Lε,ξ] = {0} para

ε suficientemente pequeno. Como Lε,ξ é da forma Id + K onde K é um operador compacto,

então pela alternativa de Fredholm Lε,ξ possui inverso.

Vamos agora mostrar (2.40). Seja w ∈ W e escreva L−1
ε,ξ [w] = v1+v2 com v1 ∈ W1 e v2 ∈ W2,

assim w = Lε,ξ[v1] + Lε,ξ[v2] e por (2.43)

‖w‖2 = ‖Lε,ξ[v1]‖2 + ‖Lε,ξ[v2]‖2 + 2 (Lε,ξ[v1]|Lε,ξ[v2])
= ‖Lε,ξ[v1]‖2 + ‖Lε,ξ[v2]‖2 +O(ε)‖L−1

ε,ξ [w]‖2 (2.44)
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logo

‖L−1
ε,ξ [w]‖2 =

(
L−1
ε,ξ [w]|L−1

ε,ξ [w]
)

= (v1 + v2|v1 + v2)

= ‖v1‖2 + ‖v2‖2

6
1

C
[ |(Lε,ξ[v1]|v1)|+ |(Lε,ξ[v2]|v2)| ]

6
1

C
[ ‖Lε,ξ[v1]‖ ‖v1‖+ ‖Lε,ξ[v2]‖ ‖v2‖ ]

6
1

C

[
‖Lε,ξ[v1]‖2 + ‖Lε,ξ[v2]‖2

] 1
2 ‖L−1

ε,ξ [w]‖

por (2.44) 6
1

C

[
‖w‖2 +O(ε)‖L−1

ε,ξ [w]‖2
] 1

2 ‖L−1
ε,ξ [w]‖

6
1

C

[
‖w‖+ oε(1)‖L−1

ε,ξ [w]‖
]
‖L−1

ε,ξ [w]‖ (2.45)

portanto, de (2.45) temos

‖L−1
ε,ξ [w]‖ 6

1

C

[
‖w‖+ oε(1)‖L−1

ε,ξ [w]‖
]

(1− oε(1))‖L−1
ε,ξ [w]‖ 6

1

C
‖w‖

e dáı, para ε suficientemente pequeno temos (2.40).

Finalmente podemos realizar a redução de Lyapunov-Schmidt, para isso primeiro vamos

verificar que podemos aplicar o método de perturbação abstrato da Seção 1.2.

Proposição 2.7. O funcional Iε e a variedade Zε satisfazem as hipóteses (i) - (iv) do método

de perturbação descrito na Seção 1.2.

Demonstração. (i) Segue pela regularidade e pelo decaimento exponencial de Uξ e suas de-

rivadas,

(ii) segue do Lema 2.3,

(iii) Considere u1, u2 ∈ {u : dist (u,Zε) < r0}, como

I ′′ε (u1)[v, w]− I ′′ε (u1)[v, w] = −p
∫

Ωε

(
(u1)

p−1
+ − (u2)

p−1
+

)
vw
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então pela desigualdade de Hölder, pelas imersões de Sobolev e pela desigualdade (A.2)

obtemos

‖I ′′ε (u1)− I ′′ε (u1)‖ 6 C
(
‖u1 − u2‖+ ‖u1 − u2‖p−1

)

logo ‖I ′′ε ‖Cγ 6 C para γ = min{1, p− 1},

(iv) segue do Lema 2.6.

Portanto, temos o seguinte resultado

Proposição 2.8. Dado R > 0 existem ε0 > 0, e C > 0 tais que para todo ξ ∈ R
N , |ξ| 6 R e

0 < ε < ε0 existe um único w = w(ε, ξ) ∈ W tal que I ′ε(Uξ + w) ∈ TUξZε, w(ε, ξ) é de classe

C1 em relação à ξ e satisfaz

‖w(ε, ξ)‖ 6 Cεα (2.46)
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂w

∂ξi
(ε, ξ)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ 6 Cεγα, onde γ = min {1, p− 1} , i = 1, . . . , N. (2.47)

Além disso, a função Φε : BR(0) ⊂ R
N → R definida por Φε(ξ) = Iε(Uξ + w(ε, ξ)) é de classe

C1 e

∇Φε(ξ0) = 0 =⇒ I ′ε(Uξ0 + w(ε, ξ0)) = 0.

2.3 Estimativa do Número de Soluções

Nosso objetivo nesta seção é demonstrar um resultado de multiplicidade para (2.6). Para

isso, considere o seguinte campo vetorial

L(ξ) =



∫

RN

∂Q

∂xi
(x+ ξ)U

2
(x)dx




i=1,...,N

(2.48)

e o conjunto

Ξ =
{
ξ ∈ R

N : ξ é um zero estável de L
}

(2.49)

onde zero estável significa estável no sentido da definição 1.6.

Teorema 2.9. Suponha que #Ξ <∞. Então existe ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0

# { Soluções “single peak” de (2.1) que se concentram em 0} > #Ξ. (2.50)
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Demonstração. Vamos escolher R > 0 e ε0 > 0 tais que Ξ ⊆ BR(0) ⊂ Ωε para 0 < ε < ε0 e de

forma que todos os resultados anteriores são válidos. Usando a Proposição 2.8, primeiro vamos

estimar o número de pontos cŕıticos de Φε : BR(0) ⊆ R
N → R. Temos

∂ξiΦε(ξ) = (I ′ε(Uξ + w)|∂ξiUξ + ∂ξiw) . (2.51)

Em seguida escrevemos

I ′ε(Uξ + w) = I ′ε(Uξ) + I ′′ε (Uξ)[w] +R(ξ, w) (2.52)

onde

R(ξ, w) = I ′ε(Uξ + w)− I ′ε(Uξ)− I ′′ε (Uξ)[w]

e

R(ξ, w)[v] = −
∫

Ωε

[
(Uξ + w)p+ − Up

ξ − pUp−1
ξ w

]
v.

Pela desigualdade (A.3)

|(a+ b)p+ − ap+ − pap−1
+ b| 6




C|b|p se p 6 2

C(|b|2 + |b|p) se p > 2

válida para todos a, b ∈ R tais que |a| 6M com constante C = C(p,M) obtemos

‖R(ξ, w)‖ 6 C(‖w‖2 + ‖w‖p) (2.53)

e portanto

∂ξiΦε(ξ) = (I ′ε(Uξ) + I ′′ε (Uξ)[w]|∂ξiUξ + ∂ξiw) +O(ε(1+γ)α) por (2.52)-(2.53)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ + ∂ξiw) + (I ′′ε (Uξ)[w]|∂ξiUξ + ∂ξiw) +O(ε(1+γ)α)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ + ∂ξiw) + (I ′′ε (Uξ)[w]|∂ξiUξ) +O(ε(1+γ)α) por (2.46)-(2.47)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ + ∂ξiw) +O(ε(1+γ)α) por (2.12)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ) +O(ε(1+γ)α) por (2.11) e (2.47)

= −
(
I ′ε(Uξ)

∣∣∣∣
∂Uξ
∂xi

)
+O(ε(1+γ)α)

= −



∫

Ωε

∇(Uξ)∇
(
∂Uξ
∂xi

)
+ V (0)Uξ

∂Uξ
∂xi

− Up
ξ

∂Uξ
∂xi




−
∫

Ωε

(V (εx)− V (0))Uξ
∂Uξ
∂xi

+O(ε(1+γ)α) (2.54)
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Usando −∆Uξ + V (0)Uξ = Up
ξ e o decaimento exponencial das derivadas de Uξ temos

∫

Ωε

∇(Uξ)∇
(
∂Uξ
∂xi

)
+ V (0)Uξ

∂Uξ
∂xi

− Up
ξ

∂Uξ
∂xi

=

∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

∂Uξ
∂xi

= O
(
e−

τ0
ε

)
(2.55)

uniformemente em ξ ∈ BR(0). Logo, por (2.54) e (2.55) temos

∂Φε

∂ξi
(ξ) = −

∫

Ωε

(V (εx)− V (0))Uξ
∂Uξ
∂xi

+O
(
ε(1+γ)α

)

= −
∫

|x|< r0
ε

(V (εx)− V (0))Uξ
∂Uξ
∂xi

+O
(
ε(1+γ)α

)

= −εα
∫

|x|< r0
ε

Q(x)Uξ
∂Uξ
∂xi

dx+O(εβ) +O
(
ε(1+γ)α

)

= −εα
∫

RN

Q(x)Uξ
∂Uξ
∂xi

dx+O(εβ) +O
(
ε(1+γ)α

)

=
εα

2

∫

RN

∂Q(x)

∂xi
U2
ξ (x)dx+O(εβ) +O

(
ε(1+γ)α

)

=
εα

2



∫

RN

∂Q

∂xi
(x+ ξ)U

2
(x)dx+O(εβ−α) +O(εγα)




É importante observar que o resto O(εβ−α)+O(εγα) que aparece na expansão acima converge

para zero (quando ε→ 0) uniformemente em relação à ξ ∈ BR(0).

Seja ξ0 ∈ Ξ, então pela definição de zero estável existe ξε → ξ0 tal que ∇Φε(ξε) = 0 e

dáı pela Proposição 2.8 segue que Uξε + w(ε, ξε) é uma solução de (2.6). Além disso como

w(ε, ξε) = O(εα) podemos mostrar que Uξε + w(ε, ξε) é uma solução “single peak”, porém

vamos deixar para provar isso em um Apêndice (ver Proposição A.4).

Para finalizar a demonstração precisamos mostrar que dois zeros estáveis diferentes geram

duas soluções diferentes. Para isso sejam ξ1 6= ξ2 dois elementos do conjunto Ξ e sejam u1,ε e

u2,ε as duas soluções geradas por ξ1 e ξ2 respectivamente. Vamos supor, por enquanto, que o

erro w(ε, ξε) satisfaz

‖w(ε, ξε)‖L∞(Ωε) −→ 0, quando ε→ 0 (2.56)



34 Caṕıtulo 2. Soluções que se Concentram no Interior

cuja prova também deixaremos para um Apêndice (Proposição A.2), então

u1,ε(x) = Uξ1ε (x) + w(ε, ξ1ε )(x)

u2,ε(x) = Uξ2ε (x) + w(ε, ξ2ε )(x)

onde ξ1ε → ξ1, ξ
2
ε → ξ2 quando ε→ 0 e ξ1 6= ξ2. Por (2.56) obtemos

u1,ε(ξ
1
ε ) → U(0)

u2,ε(ξ
1
ε ) → U(ξ1 − ξ2) 6= U(0)

e assim a demonstração está completa.

2.4 Propriedades das Soluções “Single Peak”

Nesta seção vamos enunciar e provar vários resultados envolvendo famı́lias de soluções “sin-

gle peak” de (2.1), no sentido da Definição 2.1. O primeiro resultado pode se interpretado como

um análogo da Proposição 2.4 de [29] adaptado ao nosso caso.

Proposição 2.10. Seja uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (2.1) que se concentra em

P0 = 0 então existem constantes C > 0 e λ > 0 independentes de uε e de ε tais que

(i) uε(x) = U(x−Pε
ε

) + ωε(x), onde ‖ωε‖C0(Ω) → 0 quando ε→ 0;

(ii) uε(x) 6 C exp
(
−λ |x−Pε|

ε

)
;

(iii) |∇uε(x)| 6 C
ε
exp

(
−λ |x−Pε|

ε

)
.

onde Pε é o ponto de máximo de uε.

Demonstração. Prova de (i):

Defina vε(x) = uε(Pε + εx), então vε é solução de




−∆vε + V (Pε + εx)vε = vpε , Ωε

∂vε
∂ν

= 0, ∂Ωε

(2.57)

onde Ωε =
1
ε
(Ω− Pε). Pelo Teorema 3 de [38] temos que ‖uε‖L∞(Ω) é uniformemente limitada

em ε < ε0 e consequentemente ‖vε‖L∞(Ωε) também é uniformemente limitada (na verdade esse
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resultado em [38] é para o caso V ≡ 1 entretanto o mesmo argumento funciona no nosso caso),

dáı para todo r > 2 temos

‖vε‖Lr(Ωε) 6 ‖vε‖1−
2
r

L∞(Ωε)
‖vε‖

2
r

L2(Ωε)
6 Cr para todo 0 < ε < ε0. (2.58)

Agora vamos seguir os argumentos utilizados em [47], para mostrar que para cada sequência

εn → 0 existe uma subsequência de {vεn} convergindo para U em C2
loc(R

N). Para isso, dadas

duas sequências εn → 0 e Rj → ∞, temos que para cada j existe um nj tal que B2Rj ⊆ Ωεn

para todo n > nj, vamos denotar vεn por vn e Ωεn por Ωn. Pela estimativa global Lr temos

‖vn‖W 2,r(Ωn) 6 C(N, r, ∂Ω, V )[ ‖vn‖Lr(Ωn) + ‖∆vn‖Lr(Ωn) ] 6 C, (2.59)

independente de n (ver os argumentos utilizados na demonstração da Proposição A.2), e evi-

dentemente

‖vn‖W 2,r(B2Rj
) 6 C ∀ n > nj

onde C > 0 é independente de n e j. Podemos escolher r > N e assim obtemos

‖vn‖C1,µ(B2Rj
) 6 C ∀ n > nj

pelo Teorema da imersão de Sobolev. A seguir aplicamos a estimativa de Schauder ([25, Co-

rolário 6.3]) para concluir que

‖vn‖C2,µ(BRj )
6 C ∀ n > nj. (2.60)

Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, para cada j existe uma subsequência de {vn}n>nj
que converge na norma C2(BRj), usando o argumento da sequencia diagonal podemos concluir

que existe uma função v ∈ C2(RN) ∩W 2,r(RN) e uma subsequência de {vn} (que ainda vamos

denotar por {vn}) tal que
vn → v em C2

loc(R
N).

Por (2.57) temos que o limite v é uma solução de

−∆v + V (0)v = vp, R
N (2.61)

e além disso v 6≡ 0 pois vn(0) > V
1
p−1

0 > 0, logo v = U é a única solução de (2.9). Sendo assim,

podemos escrever

vn(x) = U(x) + ωn(x), onde ωn → 0 em C2
loc(R

N).
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Nesse ponto, vamos assumir por enquanto que já provamos o decaimento exponencial, item (ii),

para concluir a prova do item (i). Sabendo que

vn(x) 6 Ce−λ|x|

temos, pelo decaimento exponencial de U

ωn(x) 6 Ce−λ|x| (2.62)

e dáı considerando a sequência xn ∈ Ωn tal que |ωn(xn)| = ‖ωn‖L∞(Ωn)
temos que, se |xn| 6M

então ‖ωn‖L∞(Ωn)
→ 0 pois ωn → 0 em C2

loc(R
N), por outro lado se |xn| → ∞ também temos

‖ωn‖L∞(Ωn)
→ 0 por (2.62). Portanto,

vn(x) = U(x) + ωn(x), onde ‖ωn‖L∞(Ωn)
→ 0.

e finalmente, voltando à função uεn podemos concluir

uεn(x) = vn

(
x− Pεn
εn

)
= U

(
x− Pεn
εn

)
+ ωn(x)

onde ‖ωn‖L∞(Ω) → 0.

Prova de (ii):

Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em [39], entretanto para tornar o trabalho

mais completo vamos escrever aqui os detalhes. Como fizemos no ińıcio da prova do item

anterior, vamos definir vε(x) = uε(Pε + εx) solução de (2.57). Então vε converge para U em

C2
loc(R

N) quando ε→ 0+ onde U é a solução de (2.9), pelo decaimento exponencial de U temos

U(x) 6 Ce−λ|x|.

Existe R0 > 0 suficientemente grande tal que

2Ce−λR0 <

(
V0
2

) 1
p−1

(2.63)

e para ε0 > 0 suficientemente pequeno

‖vε − U‖C0(BR0
(0)∩Ωε) < Ce−λR0 ∀ ε ∈ (0, ε0), (2.64)

portanto temos que

vε(x) 6 2Ce−λR0 6 2Ce−λ|x| ∀ x ∈ BR0(0) ∩ Ωε (2.65)
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e assim, voltando à função uε, obtemos

uε(x) 6 2Ce−λ|
x−Pε
ε

| ∀ x ∈ BεR0(Pε) ∩ Ω. (2.66)

Agora vamos procurar obter uma estimativa como (2.66) no resto do domı́nio Ω, seja x0 ∈
Ω \BεR0(Pε) e r > 0 tal que Br(x0) ⊂ Ω \BεR0(Pε). Por (2.66) temos

uε(x) 6 2Ce−λR0 ∀ x ∈ ∂BεR0(Pε) ∩ Ω

e dáı, como uε possui apenas um ponto de máximo local em Pε, segue que

uε(x) 6 2Ce−λR0 ∀ x ∈ Ω \BεR0(Pε), (2.67)

e assim, por (2.63) e (2.67) temos

−ε2∆uε +
V0
2
uε 6 0 ∀ x ∈ Br(x0). (2.68)

A ideia agora é encontrar uma função com decaimento exponencial e compará-la com uε utili-

zando (2.68) e um prinćıpio de comparação, para isso vamos utilizar uma função introduzida

em [22, Lema 4.2]. Seja

φ(x) = φ(ρ) = ‖uε‖L∞(Ω)

cosh(λ∗ρ
ε
)

cosh(λ∗r
ε
)

onde ρ = |x− x0|

e λ∗ > 0 é uma constante a ser determinada posteriormente. É fácil verificar que

∆φ(ρ) = φ′′(ρ) +
N − 1

ρ
φ′(ρ)

=
λ2∗
ε2
φ(ρ) + (N − 1)

λ∗
ερ

tanh

(
λ∗ρ

ε

)
φ(ρ)

=

(
λ2∗
ε2

+ (N − 1)
λ2∗
ε2

tanh(λ∗ρ
ε
)

λ∗ρ
ε

)
φ(ρ)

6
V0
2 ε2

φ(ρ) (2.69)

desde que λ∗ seja suficientemente pequeno (usamos também o fato de sup(0,∞)
tanh(x)

x
< ∞).

Assim, por (2.68) e (2.69) temos

−ε2∆uε +
V0
2
uε 6 0 6 −ε2∆φ+

V0
2
φ em Br(x0)

uε 6 φ em ∂Br(x0)
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e portanto, pelo prinćıpio do máximo, segue que

uε(x) 6 φ(x) ∀ x ∈ Br(x0),

em particular

uε(x0) 6 φ(x0) 6 Ce−λ∗
r
ε .

Como r > dist(x0, ∂Ω) obtemos a seguinte desigualdade

uε(x0) 6 Ce−λ∗
dist(x0,∂Ω)

ε , (2.70)

dáı, se x ∈ Ω \BεR0(Pε) é tal que dist(x, ∂Ω) > d0 > 0 então

uε(x) 6 Ce−λ∗
dist(x,∂Ω)

ε

|x−Pε|
diam(Ω) 6 Ce−λ∗

d0
diam(Ω)

|x−Pε|
ε (2.71)

Portanto, resta agora mostrar o decaimento exponencial para pontos próximos à ∂Ω. Para

isso vamos utilizar a condição de fronteira de Neumann para, de certa forma, estender a solução

além da fronteira por reflexão e depois aplicar o mesmo prinćıpio de comparação que usamos

acima. Seja P ∈ ∂Ω um ponto qualquer, vamos escolher um sistema de coordenadas de forma

que P seja a origem e que a normal exterior à Ω aponte na direção negativa do eixo xN . Então

existe uma função ψ(x′), x′ = (x1, . . . , xN−1), definida para |x′| suficientemente pequeno tal que

1. ψ(0) = 0 e ∇ψ(0) = 0

2. ∂Ω ∩N = {(x′, xN) : xN = ψ(x′)}

3. Ω ∩N = {(x′, xN) : xN > ψ(x′)}

para alguma vizinhança N de P . Como em [38, 47, 48] vamos considerar a aplicação Φ(y),

para y ∈ R
N numa vizinhança de 0, definida por

Φj(y) =





yj − yN
∂ψ
∂xj

(y′) para j = 1, . . . , N − 1

yN + ψ(y′) para j = N

(2.72)

que satisfaz DΦ(0) = Id (pois ∇ψ(0) = 0), logo Φ possui uma aplicação inversa y = Φ−1(x)

definida em uma bola |x| < δ. Vamos escrever Φ−1(x) = Ψ(x) = (Ψ1(x), . . . ,ΨN(x)) e definir
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vε(y) = uε(Φ(y)), assim vε satisfaz a seguinte equação




−ε2
(∑N

i,j=1 aij(y)
∂2vε
∂yi∂yj

+
∑N

j=1 bj(y)
∂vε
∂yj

)
+ c(y)vε = vpε em B+

δ (0)

∂vε
∂yN

(y′, 0) = 0 para |y′| < δ
(2.73)

onde

aij(y) =
N∑

l=1

∂Ψi

∂xl
(Φ(y))

∂Ψj

∂xl
(Φ(y)) i, j = 1, . . . , N

bj(y) = ∆Ψj(Φ(y)) j = 1, . . . , N

c(y) = V (Φ(y)).

Agora, estendemos vε para uma função ṽε definida em toda a bola Bδ(0) por reflexão em relação

ao eixo xN , ou seja

ṽε(y) =




vε(y) se y ∈ B+

δ (0)

vε(y
′,−yN) se y ∈ B−

δ (0),

observe que ṽε ∈ C1(Bδ(0)) ∩ C2 (Bδ(0) \ {yN = 0}) e ṽε satisfaz

−ε2
(

N∑

i,j=1

ãij(y)
∂2ṽε
∂yi∂yj

+
N∑

j=1

b̃j(y)
∂ṽε
∂yj

)
+ c̃(y)ṽε = ṽpε em Bδ(0) (2.74)

onde

ãij(y) =




aij(y) se y ∈ B+

δ (0)

(−1)δiN+δjNaij(y
′,−yN) se y ∈ B−

δ (0)

b̃j(y) =




bj(y) se y ∈ B+

δ (0)

(−1)δjN bj(y
′,−yN) se y ∈ B−

δ (0)

c̃(y) =




c(y) se y ∈ B+

δ (0)

c(y′,−yN) se y ∈ B−
δ (0).

Observe que as funções acima são cont́ınuas, exceto por b̃N(y) que é apenas mensurável e

limitada. Afirmamos que os coeficientes ãij para i, j = 1, . . . , N são funções Lipschitzianas em

Bδ(0). De fato, é imediato verificar a afirmação nos casos 1 6 i, j 6 N − 1 e i = j = N , restam

então apenas os casos 1 6 i 6 N − 1 e j = N . Como

aiN(y
′, 0) = 0 para i = 1, . . . , N − 1 (2.75)
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então as funções ãiN também são cont́ınuas em Bδ(0) e consequentemente também são Lips-

chitzianas pois ãiN ∈ C1 (Bδ(0) \ {yN = 0}). Para verificar (2.75), conforme foi observado em

[38, p. 24], basta lembrar que a matriz (aij(y)) é igual à matriz (DΨ)(DΨT ) = [(DΦ)T (DΦ)]−1,

onde MT denota a matriz transposta de M . Como DΦ tem a forma

DΦ(y′, 0) =




1 · · · − ∂ψ

∂x1
(y′)

. . .
...

1 − ∂ψ

∂xN−1
(y′)

∂ψ

∂x1
(y′) · · · ∂ψ

∂xN−1
(y′) 1




então [(DΦ)T (DΦ)] em (y′, 0) é da forma

[(DΦ)T (DΦ)](y′, 0) =




∗ · · · ∗ 0
...

∗ ∗ 0

0 · · · 0 ∗




portanto os cofatores dos elementos (i, N) de [(DΦ)T (DΦ)](y′, 0) se anulam e dáı temos (2.75).

Já que todos os coeficientes ãij são funções Lipschitzianas então eles possuem derivadas

fracas limitadas, sendo assim podemos escrever o operador diferencial que aparece em (2.74)

como um operador na forma divergente com coeficientes mensuráveis e limitados. Pelo Lema

4.1 de [48] temos

ãij(y) = δij +O(|y|)
b̃j(y) = −δjN∆ψ(0)sgn(yN) +O(|y|)

e portanto, o operador

L =
N∑

i,j=1

ãij(y)
∂2

∂yi∂yj
+

N∑

j=1

b̃j(y)
∂

∂yj

é uniformemente eĺıptico desde que δ seja suficientemente pequeno. Seja agora y0 ∈ B δ
2
(0),

como em (2.68) temos

−ε2Lṽ + V0
2
ṽ 6 0 em B δ

2
(y0) (2.76)

e seja φ definida por

φ(x) = φ(ρ) = ‖uε‖L∞(Ω)

cosh( λ̂ρ
ε
)

cosh( λ̂δ
2ε
)

onde ρ = |y − y0|



2.4 Propriedades das Soluções “Single Peak” 41

com λ̂ > 0 a ser fixado posteriormente, então

Lφ(ρ) =
N∑

i,j=1

ãij(y)
∂2φ

∂yi∂yj
(ρ) +

N∑

j=1

b̃j(y)
∂φ

∂yj
(ρ)

6 K

(
|φ′′(ρ)|+ |φ′(ρ)|

ρ

)

6 K

(
λ̂2

ε2
φ(ρ) +

λ̂

ερ
tanh(

λ̂ρ

ε
)φ(ρ)

)

6 K

(
λ̂2

ε2
+
λ̂2

ε2
tanh( λ̂ρ

ε
)

λ̂ρ

ε

)
φ(ρ)

6
V0
2 ε2

φ(ρ)

desde que λ̂ > 0 seja suficientemente pequeno (onde K é uma constante que depende apenas

de ψ). Assim obtemos

−ε2Lṽε +
V0
2
ṽε 6 0 6 −ε2Lφ+

V0
2
φ em B δ

2
(y0)

ṽε 6 φ em ∂B δ
2
(y0)

e portanto, pelo prinćıpio do máximo para soluções fracas [25, Teorema 8.1], segue que

ṽε(y) 6 φ(y) em B δ
2
(y0),

em particular

ṽε(y0) 6 φ(y0) 6 Ce−λ̂
δ
2 ε

e isso vale para todo y0 ∈ B δ
2
(0). Voltando à solução uε através do difeomorfismo Φ podemos

concluir que existe um δ′ > 0 tal que

uε(x) 6 Ce−λ̂
δ
2 ε ∀ x ∈ Bδ′(P ) ∩ Ω.

Como ∂Ω é compacto, existem P1, . . . , Pk pontos de ∂Ω, δ1, . . . , δk e δ
′
1, . . . , δ

′
k números positivos

tais que

∂Ω ⊂
k⋃

i=1

Bδ′i
(Pi)

uε(x) 6 Ce−λ̂i
δi

2 diam(Ω)
|x−Pε|

ε ∀ x ∈ Bδ′i
(Pi) ∩ Ω, (2.77)
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e além disso é fácil verificar que existe d0 > 0 tal que

Ωd0 = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < d0} ⊂
k⋃

i=1

Bδ′i
(Pi) ∩ Ω.

Finalmente definimos λ̄ = min{λ, λ∗d0
diam(Ω)

, λ̂1δ1
2 diam(Ω)

, . . . , λ̂kδk
2 diam(Ω)

}, e então por (2.66), (2.71)

e (2.77) temos

uε(x) 6 C̄e−λ̄
|x−Pε|

ε ∀ x ∈ Ω. (2.78)

Prova de (iii):

Mais uma vez, vamos definir vε(x) = uε(Pε + εx) solução de (2.57). Seja x ∈ Ωε tal que

dist(x, ∂Ωε) > 1, então em particular

−∆vε + V (Pε + εy)vε = vpε em B1(x) (2.79)

e logo, pela estimativa interior Lp ([25, Teorema 9.11]), aplicada à (2.79) temos que

‖vε‖W 2,r(B 1
2
(x)) 6 C

(
‖vε‖Lr(B1(x)) + ‖vpε‖Lr(B1(x))

)

6 C‖vε‖1−
2
r

L∞(B1(x))
. (2.80)

Agora usamos o Teorema da imersão de Sobolev, com r > N , e obtemos

‖vε‖C1,µ(B 1
2
(x)) 6 C‖vε‖mL∞(B1(x))

m = m(r). (2.81)

Seja y ∈ B1(x), então pelo item anterior

vε(y) 6 Ce−λ|y| 6 Ce−λ|y−x+x| 6 Ceλe−λ|x| 6 C̄e−λ|x| ∀ y ∈ B1(x) (2.82)

e consequentemente, por (2.81), temos

|∇vε(x)| 6 Ce−λ̄|x|. (2.83)

Para x ∈ Ωε tal que dist(x, ∂Ωε) < 1 considere x̄ ∈ ∂Ωε tal que dist(x, ∂Ωε) = |x − x̄|
e o difeomorfismo Φ que leva uma bola com centro na origem de R

N numa vizinhança de

εx̄ ∈ ∂ (Ω− Pε) como fizemos na demonstração do item anterior. Para ε suficientemente

pequeno, podemos supor que εx pertence à essa vizinhança de εx̄. Defina

wε(z) =





uε(Pε + Φ(εz)) para z ∈ B+
δ
ε

uε(Pε + Φ(εz′,−εzN)) para z ∈ B−
δ
ε

,
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então, como em (2.74), wε satisfaz uma equação do tipo

−
N∑

i,j=1

a∗ij(z)
∂2wε
∂zi∂zj

+ ε

N∑

j=1

b∗j(z)
∂wε
∂yj

+ c∗(z)wε = wpε em B δ
ε
(0). (2.84)

Agora aplicamos a estimativa C1 à wε como fizemos anteriormente em (2.81)

‖wε‖C1(B1(z)) 6 C‖wε‖mL∞(B2(z))

e dáı obtemos, como em (2.82)

|∇wε(z)| 6 Ce−λ̄
|Φ(εz)|
ε (2.85)

pois wε(z̄) 6 Ce−λ
|Φ(εz̄)|
ε . Portanto,

|∇vε(x)| =
∣∣∣∣∇wε

(
1

ε
Ψ(εx)

)
Ψ′(εx)

∣∣∣∣ 6 C

∣∣∣∣∇wε
(
1

ε
Ψ(εx)

)∣∣∣∣ 6 Ce−λ̄|x|. (2.86)

onde Ψ é a aplicação inversa de Φ. Finalmente, por (2.83) e (2.86), voltando à função uε

obtemos

|∇uε(x)| 6
C

ε
e−λ̄|

x−Pε
ε

|.

No próximo resultado veremos que se existe uma famı́lia de soluções de (2.1) que se concentra

em um ponto P0 ∈ Ω então P0 é necessariamente um ponto cŕıtico do potencial V .

Proposição 2.11. Seja uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (2.1) que se concentra em

P0 ∈ Ω, isto é, uε possui um único ponto de máximo local Pε em Ω e Pε → P0 quando ε → 0.

Então

∇V (P0) = 0 (2.87)

Demonstração. Vamos considerar vε(x) = uε(Pε + εx) solução de




−∆vε + V (Pε + εx)vε = vpε , Ωε

∂vε
∂ν

= 0, ∂Ωε

(2.88)

onde Ωε =
1
ε
(Ω− Pε), e que satisfaz a seguinte desigualdade

vε(x) + |∇vε(x)| 6 Ce−λ|x| (2.89)
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pela Proposição (2.10). Testando (2.88) com ∂vε
∂xi

temos

∫

Ωε

(
−∆vε

∂vε
∂xi

+ V (Pε + εx)vε
∂vε
∂xi

)
=

∫

Ωε

vpε
∂vε
∂xi

∫

Ωε

(
∇vε∇

(
∂vε
∂xi

)
+ V (Pε + εx)vε

∂vε
∂xi

)
=

∫

Ωε

vpε
∂vε
∂xi

∫

Ωε

(
1

2

∂

∂xi

(
|∇vε|2

)
+

1

2
V (Pε + εx)

∂

∂xi
(v2ε)

)
=

∫

Ωε

1

p+ 1

∂

∂xi
(vpε)

ε

2

∫

Ωε

∂V

∂xi
(Pε + εx)v2εdx =

∫

∂Ωε

(
1

2
|∇vε|2 +

1

2
V (Pε + εx)v2ε −

1

p+ 1
vpε

)
νi(x)dσx. (2.90)

Observe que, como Pε → P0 ∈ Ω então existe δ0 > 0 tal que

|x| > δ0
ε

∀ x ∈ ∂Ωε

dáı, por (2.89) e (2.90) temos que
∫

Ωε

∂V

∂xi
(Pε + εx)v2ε(x)dx = O(e−

τ0
ε ) (2.91)

e assim, fazendo ε→ 0, obtemos
∫

RN

∂V

∂xi
(P0)U

2
(x)dx = 0.

O próximo resultado é uma estimativa para a velocidade de convergência do ponto de

máximo Pε → P0, essa estimativa será crucial na demonstração do resultado de multiplicidade

exata que veremos na próxima seção.

Proposição 2.12. Suponha que o potencial V , além de (2.2) - (2.5), satisfaz a seguinte

condição

∇Q(ζ) 6= 0 ∀ ζ ∈ SN−1. (2.92)

Seja uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (2.1) que se concentra em 0 ∈ Ω, e seja Pε o

único ponto de máximo local de uε em Ω, então

|Pε| = O(ε). (2.93)
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Demonstração. Suponha, por contradição, que existe uma sequência εn → 0 tal que

|Pεn |
εn

→ ∞ (2.94)

e considere Pn = Pεn bem como vn(x) = uεn(Pεn + εnx). Por (2.91)
∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂V

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx = −

∫

Ωεn∩{|Pn+εnx|>δ0}

∂V

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx+O(e−

τ0
εn )

= O(e−
τ0
εn ) (2.95)

e assim, usando (2.5), temos que
∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx = −

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂R

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx+O(e−

τ0
εn )

= O(|Pn|β−1) +O(e−
τ0
εn ). (2.96)

Por (2.4) temos que
∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx = |Pn|α−1

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi

(
Pn
|Pn|

+
εn
|Pn|

x

)
v2n(x)dx (2.97)

e consequentemente, juntando (2.96) e (2.97), obtemos

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi

(
Pn
|Pn|

+
εn
|Pn|

x

)
v2n(x)dx = O(|Pn|β−α) +

O(e−
τ0
εn )

|Pn|α−1
. (2.98)

Podemos supor que Pn
|Pn| → ζ ∈ SN−1 e assim, passando o limite εn → 0 em (2.98), conclui-se

que
∂Q

∂xi
(ζ)

∫

RN

U
2
(x)dx = 0 para i = 1, . . . , N

ou seja

∇Q(ζ) = 0

contradizendo (2.92).

Proposição 2.13. Nas condições da Proposição anterior, seja uεn uma sequência de soluções

“single peak” de (2.1) que se concentra em 0 ∈ Ω. Então, a menos de subsequência, temos

Pεn
εn

→ ξ ∈ R
N tal que L(ξ) = 0 (2.99)

onde L é o campo vetorial definido em (2.48).
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Demonstração. Como |Pεn | = O(εn) então, analogamente à (2.96) e (2.97), podemos escrever

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx = −

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂R

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx+O(e−

τ0
εn )

= O(εβ−1
n ) +O(e−

τ0
εn ). (2.100)

e

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi
(Pn + εnx)v

2
n(x)dx = εα−1

n

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi

(
Pn
εn

+ x

)
v2n(x)dx. (2.101)

Assim segue que,

∫

{|Pn+εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi

(
Pn
εn

+ x

)
v2n(x)dx = O(εβ−αn ) +O(e−

τ0
εn ) (2.102)

e portanto, passando o limite εn → 0 em (2.102), obtemos

∫

RN

∂Q

∂xi
(ξ + x)U

2
(x)dx = 0, para i = 1, . . . , N

ou seja

L(ξ) = 0.

2.5 Um Resultado de Multiplicidade Exata

Na seção 2.3 nós vimos, pelo Teorema 2.9, que à cada zero estável do campo vetorial

L corresponde uma famı́lia de soluções “single peak” de (2.1) que se concentra em 0 e na

Proposição 2.13 vimos também que, em certos casos, cada famı́lia de soluções “single peak” de

(2.1) fornece um zero de L. Assim uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: Se todos

os zeros do campo L são estáveis então o número de soluções “single peak” de (2.1) é igual ao

número de zeros estáveis de L ?

No Teorema a seguir veremos que, em certos casos, a resposta à essa pergunta é sim.
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Teorema 2.14. Suponha que o potencial V satisfaz (2.2) - (2.5) e também (2.92). Considere

o campo vetorial L definido em (2.48), o conjunto Ξ definido em (2.49) e suponha ainda que

#Ξ <∞ (2.103)

det DL(ξ) 6= 0 ∀ ξ ∈ L−1(0) (2.104)

Então existe ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0

# { Soluções “single peak” de (2.1) que se concentram em 0} = #Ξ. (2.105)

Demonstração. A condição (2.104) implica que todo zero de L é estável (pelo Teorema da

função inversa), logo nesse caso temos Ξ = L−1(0). Pelo Teorema 2.9 sabemos que

# { Soluções “single peak” de (2.1) que se concentram em 0} > #Ξ.

Suponha, por contradição, que a desigualdade acima é estrita. Então, por (2.103) e pela

Proposição 2.13 temos que existe uma sequência εn → 0 bem como duas sequências de soluções

“single peak” u1,εn e u2,εn de (2.1) distintas, tais que se P1,n e P2,n são os respectivos pontos de

máximo local de u1,εn e u2,εn , então

lim
n→∞

P1,n

εn
= ξ = lim

n→∞

P2,n

εn
. (2.106)

Como u1,εn 6≡ u2,εn podemos definir a função

φn(y) =
v1,n(x)− v2,n(x)

‖v1,n − v2,n‖L∞(Ωεn )

x ∈ Ωεn onde Ωεn =
1

εn
Ω (2.107)

e onde v1,n(x) = u1,εn(εnx) e v2,n(x) = u2,εn(εnx) são as respectivas soluções de (2.6), observe

que pela Proposição 2.10 temos

‖v1,n − U ξ‖C0(Ωεn )
→ 0, ‖v2,n − U ξ‖C0(Ωεn )

→ 0 (2.108)

onde U ξ(x) = U(x− ξ). Então φn satisfaz a seguinte equação




−∆φn + V (εnx)φn = cn(x)φn, Ωεn

∂φn
∂ν

= 0, ∂Ωεn

(2.109)

onde

cn(x) = p

1∫

0

(tv1,n(x) + (1− t)v2,n(x))
p−1 dt. (2.110)
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e ‖cn − pU
p−1

ξ ‖C0(Ωεn )
→ 0 por (2.108). Utilizando os argumentos da prova do item (i) da

Proposição 2.10 podemos supor que φn → φ em C2
loc(R

N), onde φ ∈ L∞(RN) é uma solução de

−∆φ+ V (0)φ = pU
p−1

ξ φ, em R
N . (2.111)

Como o peso pU
p−1

ξ na equação acima tem decaimento exponencial pode-se mostrar que φ

também possui decaimento exponencial e além disso φ ∈ W 2,q(RN) para todo 1 < q < ∞ (ver

por exemplo [48, Lema 5.1]), logo pelo Teorema 1.2 segue que

φ =
N∑

j=1

aj
∂U ξ

∂xj
para algumas constantes aj ∈ R.

Analogamente à (2.90) temos

εn
2

∫

Ωεn

∂V

∂xi
(εnx)v

2
1,ndx =

∫

∂Ωεn

(
1

2
|∇v1,n|2 +

1

2
V (εnx)v

2
1,n −

1

p+ 1
vp1,n

)
νi(x)dσx

εn
2

∫

Ωεn

∂V

∂xi
(εnx)v

2
2,ndx =

∫

∂Ωεn

(
1

2
|∇v2,n|2 +

1

2
V (εnx)v

2
2,n −

1

p+ 1
vp2,n

)
νi(x)dσx

e portanto, subtraindo uma equação da outra, podemos escrever

εn

∫

Ωεn

∂V

∂xi
(εnx)φngndx =

∫

∂Ωεn

(∇φn · ∇gn + V (εnx)φngn − hnφn) νi(x)dσx (2.112)

onde

gn(x) =
1

2
(v1,n(x) + v2,n(x)) e hn(x) =

1∫

0

(tv1,n(x) + (1− t)v2,n(x))
pdt.

Observe que, como 0 ∈ Ω, existe δ0 > 0 tal que

|x| > δ0
ε

∀ x ∈ ∂Ωε (2.113)

além disso pela Proposição (2.10) temos

|∇v1,n(x)|+ |∇v2,n(x)|+ v1,n(x) + v2,n(x) 6 Ce−λ|x|

e consequentemente

|∇gn(x)|+ gn(x) + hn(x) 6 Ce−λ|x|. (2.114)
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Utilizando estimativas C1, o fato de ‖φn‖L∞(Ωεn )
6 1 e argumentando do mesmo modo que

fizemos na prova do item (iii) da Proposição 2.10 podemos mostrar que ‖∇φn‖L∞(Ωεn )
também

é uniformemente limitada, logo por (2.112), (2.113) e (2.114) obtemos

∫

Ωεn

∂V

∂xi
(εnx)φn(x)gn(x)dx = O(e−

τ0
εn ). (2.115)

Nesse momento podemos proceder da mesma forma que fizemos em (2.100) - (2.102) e encontrar

∫

{|εnx|6 δ0}

∂Q

∂xi
(x)φn(x)gn(x)dx = O(εβ−αn ) +O(e−

τ0
εn ) (2.116)

e assim, passando o limite εn → 0, segue que

∫

RN

∂Q

∂xi
(x)φ(x)U ξ(x)dx = 0

ou seja
N∑

j=1

aj

∫

RN

∂Q

∂xi
(x)

∂U ξ

∂xj
(x)U ξ(x)dx = 0 i = 1, . . . , N. (2.117)

A hipótese (2.104) implica que o sistema acima possui apenas a solução trivial aj = 0 para

j = 1, . . . , N , portanto φ ≡ 0.

Considere agora xn ∈ Ωεn uma sequência tal que ‖φn‖L∞(Ωεn ) = |φn(xn)| = 1. Afirmamos

que cn(xn) > V0 > 0. De fato, se xn ∈ Ωεn e φn(xn) = 1 (φn(xn) = −1) então ∆φn(xn) 6 0

(∆φn(xn) > 0) e dáı, pela equação satisfeita por φn (2.109), segue que cn(xn) > V0 em ambos

os casos. No caso de xn ∈ ∂Ωεn também devemos ter necessariamente cn(xn) > V0 pois caso

contrário podeŕıamos aplicar o Lema de Hopf [25, Lema 3.4] utilizando mais uma vez (2.109)

e obter uma inconsistência com a condição de fronteira. A sequência xn ∈ Ωεn não pode ser

limitada pois |φn(xn)| = 1 e φn → 0 em C2
loc(R

N) e nem ilimitada pois cn(xn) > V0 > 0 e

‖cn − pU
p−1

ξ ‖C0(Ωεn )
→ 0, assim finalmente chegamos a um absurdo. A prova do teorema está

completa.

2.6 Exemplos

Vamos apresentar agora alguns exemplos onde podemos aplicar os resultados anteriores.
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Exemplo 2.15. Seja N = 2 e Q(x1, x2) = x31 − x1x
2
2, é fácil verificar que

L(ξ1, ξ2) =


2

∫

R2

x21U
2
(x1, x2)dx+ (3ξ21 − ξ22)

∫

R2

U
2
(x1, x2)dx , −2ξ1ξ2

∫

R2

U
2
(x1, x2)dx


 ,

DL(ξ1, ξ2) =




6ξ1

∫

R2

U
2
dx −2ξ2

∫

R2

U
2
dx

−2ξ2

∫

R2

U
2
dx −2ξ1

∫

R2

U
2
dx




e que

L−1(0, 0) =






0 ,

√√√√2
∫
R2 x

2
1U

2
(x1, x2)dx∫

R2 U
2
(x1, x2)dx


 ,


0 , −

√√√√2
∫
R2 x

2
1U

2
(x1, x2)dx∫

R2 U
2
(x1, x2)dx





 .

Portanto nesse caso, pelo Teorema (2.14), temos exatamente duas soluções “single peak”

que se concentram no mesmo ponto.

Proposição 2.16. Suponha que o potencial V , numa vizinhança de P = 0, é da forma V (x) =

V (0) +
∑N

i=1 aix
αi+1
i onde ai ∈ R\{0} e αi > 0 são números inteiros. Se pelo menos algum

dos expoentes αi for par então não existe solução “single peak” de (2.1) que se concentra em

P = 0.

Demonstração. Apesar de Q(x) =
∑N

i=1 aix
αi+1
i não ser homogênea, observando atentamente

a prova da Proposição 2.12 vemos que a estimativa (2.93) ainda assim é válida. Sendo assim

podemos utilizar também a Proposição 2.13. Se algum αi é par então a componente i de L

Li(ξ) = (αi + 1)ai

∫

RN

(xi + ξi)
αiU

2
(x)dx

= (αi + 1)ai

αi∑

k=0

(
αi
k

)
ξαi−ki

∫

RN

xkiU
2
(x)dx

= (αi + 1)ai

αi
2∑

k=0

(
αi
2k

)
ξαi−2k
i

∫

RN

x2ki U
2
(x)dx

não muda de sinal e como Li(0) = (αi + 1)ai
∫
RN
xαii U

2
(x)dx 6= 0 então Li(ξ) 6= 0 para todo

ξ ∈ R
N , portanto o resultado segue da Proposição 2.13.



Caṕıtulo 3

Soluções que se Concentram na

Fronteira

Neste caṕıtulo vamos voltar nossas atenções para o seguinte problema





−ε2∆u+ u = up, Ω

u > 0, Ω

∂u
∂ν

= 0, ∂Ω

(3.1)

onde Ω ⊂ R
N (N > 2) é um domı́nio limitado e suave, 1 < p < N+2

N−2
se N > 2 e 1 < p < ∞ se

N = 2 e ν denota o campo normal unitário exterior em ∂Ω.

Agora o nosso objetivo é estudar o número de soluções “single peak” de (3.1) que se con-

centram em um determinado ponto P pertencente à fronteira de Ω. A definição dos conceitos

de “single peak” e concentração que usaremos aqui é praticamente a mesma que estabelecemos

no caṕıtulo anterior na Definição 2.1 com apenas uma diferença, aqui exigimos também que o

ponto de máximo da solução Pε pertença à fronteira de Ω

Definição 3.1. Uma famı́lia de soluções uε de (3.1) é chamada de “single peak” se

(i) ε−N
∫

Ω

(
ε2|∇uε|2 + u2ε

)
dx 6 C ∀ ε > 0,

(ii) uε possui exatamente um ponto de máximo local Pε que pertence à ∂Ω,

e dizemos que uε se concentra em P0 se Pε → P0 quando ε→ 0.

51
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Na presença de um potencial V (x) vimos no caṕıtulo anterior que os pontos de concentração

pertencentes ao interior de Ω necessariamente são pontos cŕıticos de V (pela Proposição 2.11), no

caso de (3.1) os pontos de concentração situados na fronteira são pontos cŕıticos da curvatura

média de ∂Ω (cf. [58]). Para tentar obter um resultado de multiplicidade de soluções para

(3.1) podeŕıamos pensar em impor condições sobre Ω de forma que a curvatura média de

∂Ω, numa vizinhança de um ponto P ∈ ∂Ω, satisfaça algumas propriedades parecidas com às

condições impostas sobre V no caṕıtulo anterior, porém em vez disso vamos impor tais condições

diretamente sobre a função cujo gráfico coincide com ∂Ω numa vizinhança do ponto em questão.

Abaixo descrevemos detalhadamente as condições que vamos impor sobre o domı́nio Ω.

Sem perda de generalidade podemos assumir que P = 0 é a origem, xN = 0 é o plano

tangente à ∂Ω em 0 e ν(0) = (0, . . . , 0,−1). Em relação à ∂Ω vamos supor que existe r0 > 0

tal que, numa vizinhança de 0, ∂Ω é o gráfico de uma função ψ(x′), x′ ∈ R
N−1 com as seguinte

propriedades:

ψ(x′) = Q(x′) +R(x′), ∀ |x′| < r0 (3.2)

onde Q é uma função suave definida em todo R
N−1 que satisfaz, para algum número real α > 3

Q(tx′) = tα+1Q(x′), ∀ t > 0, ∀ x′ ∈ R
N−1 (3.3)

e R é uma função suave que satisfaz, para algum β > α e C > 0

|DkR(x′)| 6 C|x′|β+1−|k|, ∀ |x′| 6 r0 (3.4)

para todo multi-́ındice k = (k1, . . . , kN) com |k| 6 4 onde |k| = k1+· · ·+kN eDkR = ∂|k|R

∂x
k1
1 ···∂xkNN

.

Em alguns casos, consideramos também a seguinte condição

∇∆Q 6= 0 em SN−2. (3.5)

Observação 3.2. Com estas hipóteses, P = 0 é um ponto cŕıtico da curvatura média de ∂Ω

possivelmente degenerado.

No caṕıtulo anterior encontramos um campo vetorial cujo número de zeros estáveis estava

diretamente relacionado com o número de soluções que estávamos procurando, no caso de (3.1)

o campo vetorial determinante L : RN−1 → R
N−1 é o seguinte,

L(ξ′) =




∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0)

∂Q

∂yi
(y′ + ξ′)dy′




i=1,...,N−1

(3.6)
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onde Q foi definido em (3.2) e U ∈ H1(RN) é a única solução de





−∆U + U = Up em R
N

U > 0 em R
N

U(0) = max
x∈RN

{U(x)} ,

(3.7)

lembrando que U é uma função radial que possui decaimento exponencial juntamente com suas

derivadas até a ordem 3 (Teorema 1.1). Observe que (3.6) está bem definido pelo decaimento

exponencial de U e |∇U |. Definimos também

Ξ =
{
ξ′ ∈ R

N−1 tal que ξ′ é um zero estável de L
}
,

no sentido da definição 1.6.

O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte,

Teorema 3.3. Seja Ω um domı́nio limitado e suave satisfazendo as condições (3.2) - (3.4), e

suponha que #Ξ <∞. Então existe ε0 > 0 tal que para 0 < ε < ε0 temos

# {Soluções “single peak” de (3.1) que se concentram em 0} > #Ξ. (3.8)

Se além disso o domı́nio satisfaz a condição (3.5) e L satisfaz

det DL(ξ′) 6= 0 (3.9)

para todo ξ′ ∈ R
N−1 tal que L(ξ′) = 0, então existe ε0 > 0 tal que para 0 < ε < ε0 temos

# {Soluções “single peak” de (3.1) que se concentram em 0} = #Ξ (3.10)

Observamos que (3.10) vale também se Ξ = ∅, nesse caso conclui-se que não existem soluções

que se concentram em 0 (como veremos, por exemplo, na Proposição 3.16)

Faremos a demonstração do Teorema 3.3 com o mesmo método que utilizamos no caṕıtulo

anterior, assim as demonstrações serão parecidas com as que vimos no caṕıtulo anterior, porém

em alguns casos, como por exemplo na estimativa da velocidade de concentração Pε → 0, a

devida adaptação dos argumentos não foi imediata, o que acabou nos exigindo um pouco mais

de esforço para contornar as dificuldades que apareceram.
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3.1 Escolha da Solução Aproximada

Primeiramente faremos uma mudança de coordenadas para transformar o problema em Ω

em um problema em Ωε =
1
ε
Ω.





−∆u+ u = up, Ωε

u > 0, Ωε

∂u
∂ν

= 0, ∂Ωε

(3.11)

assim, se uε(x) é uma solução de (3.11) então uε(
x
ε
) é solução de (3.1).

As soluções de (3.11) são pontos cŕıticos do funcional Iε ∈ C2(H1(Ωε),R)

Iε(u) =
1

2

∫

Ωε

(|∇u|2 + u2)− 1

p+ 1

∫

Ωε

up+1
+ . (3.12)

Agora vamos construir uma variedade Zε, de classe C2, formada por soluções aproximadas

de (3.11) no sentido de que ‖I ′ε(z)‖ é pequeno para z ∈ Zε.

Seja U ∈ H1(RN) a solução de (3.7) e seja Zε definida por

Zε = {Uξ = U(· − ξ) | ξ ∈ ∂Ωε} . (3.13)

O espaço tangente à Zε em Uξ será denotado por TUξZε e pode ser escrito como

TUξZε = SpanH1(Ωε)

{
∂ξ1Uξ, . . . , ∂ξN−1

Uξ
}
. (3.14)

De agora em diante ∂ξi denota
∂
∂ei

onde {e1, . . . , eN−1} são N − 1 vetores tangentes à ∂Ωε em

ξ linearmente independentes.

Lema 3.4. Dado R > 0 existem ε0 > 0 e C > 0 tais que, para todo 0 < ε < ε0 e para todo

ξ ∈ ∂Ωε, ξ = (ξ′, 1
ε
ψ(εξ′)) com |ξ′| 6 R temos

‖I ′ε(Uξ)‖ 6 Cεα (3.15)

‖I ′′ε (Uξ)[q]‖ 6 Cεα‖q‖ (3.16)

para todo q ∈ TUξZε, onde α é o número que aparece em (3.3).

Demonstração. Antes de começar a demonstração, observamos que este tipo de resultado pode

ser encontrado por exemplo em [40, Proposição 18]. A diferença é que, por causa de (3.3),
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obtemos estimativas de ordem εα. Além disso, para nossos propósitos, é importante que a

constante C seja uniforme em relação à ξ′ pertencente à uma bola fixada.

Primeiramente vamos provar (3.15). Utilizando integração por partes e a equação (3.7)

podemos escrever, para qualquer v ∈ H1(Ωε),

(I ′ε(Uξ)|v) =
∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

vdσ.

Agora dividimos ∂Ωε em dois subconjuntos, ∂Ωε ∩ B r0
ε
(0) e ∂Ωε\B r0

ε
(0). No último sub-

conjunto utilizamos o decaimento exponencial de Uξ e suas derivadas, mais a desigualdade do

traço (com uma constante independente de ε) para obter
∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ωε\B r0
ε
(0)

∂Uξ
∂ν

vdσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 Ce−

c0
ε ‖v‖H1(Ωε) (3.17)

para algum c0 > 0. Em B r0
ε
(0) usamos a função ψ para parametrizar

∂Ωε ∩B r0
ε
(0) ⊆

{(
y′,

1

ε
ψ(εy′)

) ∣∣∣ |y′| < r0
ε

}

e o fato de que ∇U(x) = U ′(|x|) x|x| para escrever

∂Uξ
∂ν

(y) =
U ′(|y − ξ|)
|y − ξ| (y − ξ) · ν(y), y = (y′,

1

ε
ψ(εy′))

onde

ν(y) =
(∇ψ(εy′),−1)√
1 + |∇ψ(εy′)|2

.

Assim

∣∣∣∣
∂Uξ
∂ν

(y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

U ′(|y − ξ|)
|y − ξ|

√
1 + |∇ψ(εy′)|2

(
y′ − ξ′,

1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)
· (∇ψ(εy′),−1)

∣∣∣∣∣

6
Ce−λ|y

′−ξ′|

|y′ − ξ′|

(
|y′ − ξ′||∇ψ(εy′)|+ 1

ε
|ψ(εy′)− ψ(εξ′)|

)

por (3.3), (3.4) e pelo Teorema do Valor Médio

6 Ce−λ|y
′−ξ′| (εα|y′|α + εβ|y′|β + |∇ψ(ε(y′ + θ(ξ′ − y′)))|

)
θ ∈ (0, 1)

6 Ce−λ|y
′−ξ′|εα

(
|y′|α + |y′|β + |y′ − ξ′|α + |y′ − ξ′|β

)

6 CεαeλRe−λ|y
′| (|y′|α + |y′|β +Rβ

)
6 Cεαe−

λ
2
|y′| (3.18)
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A estimativa acima e a desigualdade do traço implicam em
∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

∂Ωε∩B r0
ε
(0)

∂Uξ
∂ν

vdσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 Cεα‖v‖H1(Ωε), (3.19)

e dáı por (3.17) e (3.19) obtemos (3.15).

Vejamos agora a prova de (3.16), vamos usar os vetores ei =
(
0, . . . , 1, . . . , 0, ∂ψ

∂yi
(εξ′)

)
,

i = 1, . . . , N − 1 como uma base do espaço tangente à ∂Ωε em ξ = (ξ′, 1
ε
ψ(εξ′)), dessa forma as

derivadas direcionais
∂Uξ
∂ei

são dadas por

∂Uξ
∂ei

(y) =
∂Uξ
∂yi

(y) +
∂Uξ
∂yN

(y)
∂ψ

∂yi
(εξ′)

e então, usando (3.2) - (3.4), temos
∥∥∥∥
∂Uξ
∂ei

− ∂Uξ
∂yi

∥∥∥∥
H1(Ωε)

= O(εα) (3.20)

(lembrando que O(εα), quando ε→ 0, é uniforme em ξ′ pois |ξ′| 6 R). Afirmamos que
(
∂Uξ
∂ei

∣∣∣∣
∂Uξ
∂ej

)

H1(Ωε)

= C0δij +O(εα) i, j = 1, . . . , N − 1, (3.21)

onde δij =




1, i = j

0, i 6= j
e C0 > 0.

Por (3.21) é suficiente provar (3.16) apenas para q = qi
‖qi‖H1(Ωε)

, qi =
∂Uξ
∂ei

. Seja v ∈ H1(Ωε)

então

∣∣∣∣
(
I ′′ε (Uξ)

[
qi

‖qi‖H1(Ωε)

]∣∣∣∣ v
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1

‖qi‖



(
∂Uξ
∂ei

∣∣∣∣ v
)

H1(Ωε)

− p

∫

Ωε

Up−1
ξ

∂Uξ
∂ei

v



∣∣∣∣∣∣

6

∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε

(
∇∂Uξ
∂yi

· ∇v + ∂Uξ
∂yi

v − pUp−1
ξ

∂Uξ
∂yi

v

)
dy

∣∣∣∣∣∣
+O(εα)‖v‖

6

∣∣∣∣∣∣

∫

Ωε

(
−∆

∂Uξ
∂yi

+
∂Uξ
∂yi

− pUp−1
ξ

∂Uξ
∂yi

)
v dy +

∫

∂Ωε

∂

∂ν

∂Uξ
∂yi

vdσ

∣∣∣∣∣∣
+O(εα)‖v‖

6



∫

∂Ωε

∣∣∣∣
∂

∂ν

∂Uξ
∂yi

∣∣∣∣
2

dσ




1
2

‖v‖+O(εα)‖v‖ 6 Cεα‖v‖ (3.22)
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onde usamos novamente o decaimento exponencial das derivadas de U como fizemos em (3.17)

e (3.19) (ver o Apêndice A.4).

Resta então provar (3.21), usando o Teorema do Valor Médio e o decaimento exponencial

de U pode-se provar que, para i = 1, . . . , N − 1

∥∥∥∥
∂Uξ
∂yi

− ∂Uξ′

∂yi

∥∥∥∥
H1(Ωε)

= O(εα) (3.23)

onde Uξ′ = U(ξ′,0) (ver o Apêndice A.5). Assim, por (3.20) e (3.23), basta provar que

(
∂Uξ′

∂yi

∣∣∣∣
∂Uξ′

∂yj

)

H1(Ωε)

= C0 δij +O(εα), i, j = 1, . . . , N − 1. (3.24)

Para isso escrevemos

(
∂Uξ′

∂yi

∣∣∣∣
∂Uξ′

∂yj

)

H1(Ωε)

=

∫

R
N
+

(
∇∂Uξ′

∂yi
· ∇∂Uξ′

∂yj
+
∂Uξ′

∂yi

∂Uξ′

∂yj

)
(3.25)

−
∫

R
N
+ \Ωε

(
∇∂Uξ′

∂yi
· ∇∂Uξ′

∂yj
+
∂Uξ′

∂yi

∂Uξ′

∂yj

)
+

∫

Ωε\RN+

(
∇∂Uξ′

∂yi
· ∇∂Uξ′

∂yj
+
∂Uξ′

∂yi

∂Uξ′

∂yj

)
.

Após uma mudança de variáveis, a primeira integral à direita em (3.25) pode ser reescrita como

∫

R
N
+

(
∇∂U

∂yi
· ∇∂U

∂yj
+
∂U

∂yi

∂U

∂yj

)
=

(
1

2N
‖U‖2H1(RN )

)
δij = C0 δij

Agora estimamos as outras integrais que aparecem à direita em (3.25), vamos estimar ape-

nas a integral que envolve a derivada de primeira ordem de U , a outra se faz de um modo

completamente análogo. Longe de 0 a integral é exponencialmente pequena em ε, então basta
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estimá-la no conjunto A r0
ε
=
{
(y′, yN)

∣∣∣ |y′| < r0
ε
, |yN | < r0

ε

}

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∫

(RN+ \Ωε)∩A r0
ε

∂Uξ′

∂yi

∂Uξ′

∂yj
+

∫

(Ωε\RN+ )∩A r0
ε

∂Uξ′

∂yi

∂Uξ′

∂yj

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
−

∫

|y′|< r0
ε

1
ε
ψ(εy′)∫

0

∂Uξ′

∂yi
(y′, yN)

∂Uξ′

∂yj
(y′, yN)dyNdy

′

∣∣∣∣∣∣∣

6 C

∫

|y′|< r0
ε

| 1
ε
ψ(εy′)|∫

0

exp (−λ(|y′ − ξ′|+ |yN |))dyNdy′

6 C

∫

|y′|< r0
ε

| 1
ε
ψ(εy′)|∫

0

e−λ|y
′−ξ′|e−λ|yN |dyNdy

′

6 C

∫

|y′|< r0
ε

e−λ|y
′−ξ′|

| 1
ε
ψ(εy′)|∫

0

e−λ|yN |dyNdy
′

6 C

∫

|y′|< r0
ε

e−λ|y
′−ξ′|

∣∣∣∣
1

ε
ψ(εy′)

∣∣∣∣ dy
′

6 CεαeλR
∫

RN−1

e−λ|y
′|(|y′|α+1 + |y′|β+1)dy′

6 Cεα

3.2 A Redução de Lyapunov-Schmidt

De acordo com o método da Seção 1.2, vamos procurar por pontos cŕıticos de Iε da forma

u = z + w com z ∈ Zε e w ∈ W = (TzZε)⊥. Seja P : H1(Ωε) → W a projeção ortogonal sobre

W , assim a equação I ′ε(z + w) = 0 se torna equivalente ao seguinte sistema



PI ′ε(z + w) = 0

(Id− P)I ′ε(z + w) = 0 .
(3.26)
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Decompomos

W =
(
TUξZε

)⊥
= W1 ⊕W2 , W1 ⊥W2

onde W1 = SpanH1(Ωε) {PUξ} e W2 =
(
SpanH1(Ωε)

{
Uξ,

∂Uξ
∂e1
, . . . ,

∂Uξ
∂eN−1

})⊥
.

Lema 3.5. Dado R > 0 existem C > 0 e ε0 > 0 tais que

I ′′ε (Uξ)[v, v] > C‖v‖2, para todo v ∈ W2 (3.27)

e para todo ξ = (ξ′, 1
ε
ψ(εξ′)), |ξ′| 6 R e 0 < ε < ε0.

Demonstração. Para uma demonstração podemos citar [36, Proposição 1.2] ou [40, Proposição

19].

Lema 3.6. Dado R > 0 existem ε0 > 0 e C > 0 tais que

|I ′′ε (Uξ)[PUξ,PUξ]| > C‖PUξ‖2 (3.28)

para todo ξ = (ξ′, 1
ε
ψ(εξ′)), |ξ′| 6 R e 0 < ε < ε0.

Demonstração. Primeiramente observamos que, para ε suficientemente pequeno, PUξ está

próximo de Uξ em H1(Ωε), em outras palavras

‖Uξ − PUξ‖H1(Ωε) = O(εα). (3.29)

De fato, pelos mesmos argumentos utilizados na prova de (3.21) mostra-se que

(
Uξ

∣∣∣∣
∂Uξ
∂ej

)

H1(Ωε)

= O(εα), para j = 1, . . . , N − 1 (3.30)

e também por (3.21) temos que
{
∂Uξ
∂e1
, . . . ,

∂Uξ
∂eN−1

}
forma uma base de TUξZε para ε suficien-

temente pequeno. Podemos usar o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para obter

uma base ortonormal {q1, . . . , qN−1} e escrever

PUξ = Uξ − (Id− P)Uξ = Uξ −
N−1∑

j=1

aj,εqj (3.31)

e dáı (3.29) segue por (3.30) e (3.31).
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Portanto podemos escrever

I ′′ε (Uξ)[PUξ,PUξ] = I ′′ε (Uξ)[Uξ, Uξ] +O(εα)

= ‖Uξ‖2H1(Ωε)
− p

∫

Ωε

Up+1
ξ +O(εα) (3.32)

como Uξ é uma solução de (3.7) temos

∫

Ωε

Up+1
ξ = ‖Uξ‖2H1(Ωε)

−
∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

Uξ = ‖Uξ‖2H1(Ωε)
+O(εα) (3.33)

onde usamos (3.17) e (3.19) para estimar a integral na fronteira. Portanto, (3.32) torna-se

I ′′ε (Uξ)[PUξ,PUξ] = −(p− 1)‖Uξ‖2H1(Ωε)
+O(εα) (3.34)

= −(p− 1)‖PUξ‖2H1(Ωε)
+O(εα) por (3.29)

e assim o lema está demonstrado.

Considere o operador

Lε,ξ = PI ′′ε (Uξ)|W : W → W,

procedendo da mesma forma como fizemos no Lema 2.6, como consequência dos Lemas 3.5 e

3.6, pode-se mostrar que, para ε pequeno, Lε,ξ : W → W possui inverso e além disso

‖L−1
ε,ξ‖ 6

1

C
. (3.35)

Finalmente, estamos em condições de aplicar o método de perturbação abstrato da Seção

1.2,

Proposição 3.7. O funcional Iε e a variedade Zε satisfazem as hipóteses (i) - (iv) do método

de perturbação descrito na Seção 1.2.

Demonstração. (i) Segue pela regularidade e pelo decaimento exponencial de Uξ e suas de-

rivadas,

(ii) segue do Lema 3.4,

(iii) segue pelos mesmos argumentos que utilizamos na Proposição 2.7,
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(iv) segue de (3.35).

e portanto, pela Proposição 1.4 e pelo Teorema 1.5, obtemos o seguinte resultado

Proposição 3.8. Dado R > 0 existem ε0 > 0 e C > 0 tais que para todo ξ = (ξ′, 1
ε
ψ(εξ′)) ∈ ∂Ωε

com |ξ′| 6 R e 0 < ε < ε0 existe um único w = w(ε, ξ) ∈ W tal que I ′ε(Uξ + w) ∈ TUξZε. A

função w(ε, ξ) é de classe C1 em relação à ξ ∈ ∂Ωε e satisfaz

‖w‖ 6Cεα (3.36)

‖∂ξiw‖ 6Cεγα para i = 1, . . . , N − 1 (3.37)

onde γ = min {1, p− 1}. Além disso, o funcional Φε : ∂Ωε ∩BR(0) → R definido por Φε(ξ) =

Iε(Uξ + w(ε, ξ)) é de classe C1 e

∇Φε(ξ0) = 0 =⇒ I ′ε(Uξ0 + w(ε, ξ0)) = 0.

3.3 Estimativa do Número de Soluções

Nesta seção vamos provar a primeira parte do Teorema 3.3.

Demonstração de (3.8). Vamos escolher R > 0 tal que Ξ ⊆ BR(0) ⊂ R
N−1, ε0 > 0 de modo

que todos os resultados das seções anteriores se verifiquem e também de modo que R < r0
ε
para

0 < ε < ε0.

Pela Proposição 3.8 basta estimar o número de pontos cŕıticos de Φε : ∂Ωε ∩ BR(0) → R

definido por Φε(ξ) = Iε(Uξ + w(ε, ξ)), observe também que

∂ξiΦε(ξ) = (I ′ε(Uξ + w)|∂ξiUξ + ∂ξiw) . (3.38)

Agora escrevemos

I ′ε(Uξ + w) = I ′ε(Uξ) + I ′′ε (Uξ)[w] +R(ξ, w) (3.39)

onde

R(ξ, w) = I ′ε(Uξ + w)− I ′ε(Uξ)− I ′′ε (Uξ)[w]

e

R(ξ, w)[v] = −
∫

Ωε

[
(Uξ + w)p+ − Up

ξ − pUp−1
ξ w

]
v.
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Pela desigualdade (A.3), ou seja

|(a+ b)p+ − ap+ − pap−1
+ b| 6




C|b|p se p 6 2

C(|b|2 + |b|p) se p > 2

para quaisquer a, b ∈ R tal que |a| 6M com constante C = C(p,M), temos

‖R(ξ, w)‖ 6 C(‖w‖2 + ‖w‖p). (3.40)

Portanto

∂ξiΦε(ξ) = (I ′ε(Uξ) + I ′′ε (Uξ[w]|∂ξiUξ + ∂ξiw) +O(ε(1+γ)α) por (3.39)-(3.40) e (3.36),(3.37),

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ + ∂ξiw) + (I ′′ε (Uξ)[w]|∂ξiUξ + ∂ξiw) +O(ε(1+γ)α)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ + ∂ξiw) + (I ′′ε (Uξ)[w]|∂ξiUξ) +O(ε(1+γ)α) por (3.36)-(3.37)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ + ∂ξiw) +O(ε(1+γ)α) por (3.16)

= (I ′ε(Uξ)|∂ξiUξ) +O(ε(1+γ)α) por (3.15) e (3.37)

=

(
I ′ε(Uξ)

∣∣∣∣
∂Uξ
∂yi

)
+O(ε(1+γ)α) por (3.15) e (3.20) . (3.41)

Como fizemos na prova do Lema 3.4, vamos escrever
(
I ′ε(Uξ)

∣∣∣∣
∂Uξ
∂yi

)
=

∫

∂Ωε

∂Uξ
∂ν

∂Uξ
∂yi

dσ

=

∫

G r0
ε
∩∂Ωε

∂Uξ
∂ν

∂Uξ
∂yi

dσ +O
(
e−

c0
ε

)
(3.42)

e calcular a integral acima usando a função ψ para parametrizar o subconjunto de ∂Ωε em

G r0
ε
=
{
(y′, 1

ε
ψ(εy′)) | |y′| < r0

ε

}

∫

G r0
ε
∩∂Ωε

∂Uξ
∂ν

(y)
∂Uξ
∂yi

(y) dσy

=

∫

|y′|< r0
ε

∇Uξ
(
y′,

1

ε
ψ(εy′)

)
· (∇ψ(εy′),−1)

∂Uξ
∂yi

(
y′,

1

ε
ψ(εy′)

)
dy′

=

∫

|y′|< r0
ε

[
N−1∑

j=1

∂U

∂yj

(
y′ − ξ′,

1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)
∂ψ

∂yj
(εy′)

− ∂U

∂yN

(
y′ − ξ′,

1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)]
∂U

∂yi

(
y′ − ξ′,

1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)
dy′.

(3.43)
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Pelo Teorema de Taylor, podemos escrever

∂U

∂yj

(
y′ − ξ′,

1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)
=
∂U

∂yj
(y′ − ξ′, 0) +O(εα), j = 1, . . . , N − 1

∂U

∂yN

(
y′ − ξ′,

1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)
=

∂U

∂yN
(y′ − ξ′, 0)

+
∂2U

∂y2N
(y′ − ξ′, 0)

(
1

ε
ψ(εy′)− 1

ε
ψ(εξ′)

)
+O(ε2α)

Por (3.41), (3.42), (3.43) e pelas expansões acima podemos concluir que

∂ξiΦε(ξ) =

∫

|y′|< r0
ε

∂U

∂yi
(y′ − ξ′, 0)

(
N−1∑

j=1

∂U

∂yj
(y′ − ξ′, 0)

∂ψ

∂yj
(εy′)

− ∂2U

∂y2N
(y′ − ξ′, 0)

1

ε
ψ(εy′)

)
dy′ +O(ε(1+γ)α)

(3.44)

Agora, por (3.2), (3.3) e (3.4) segue que

∂ξiΦε(ξ) = εα

[ ∫

RN−1

∂U

∂yi
(y′ − ξ′, 0)

(
N−1∑

j=1

∂U

∂yj
(y′ − ξ′, 0)

∂Q

∂yj
(y′)

− ∂2U

∂y2N
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)

)
dy′ + O(εβ−α) +O(εγα)

]

= εα

[ ∫

RN−1

N−1∑

j=1

∂U

∂yi
(y′ − ξ′, 0)

∂U

∂yj
(y′ − ξ′, 0)

∂Q

∂yj
(y′)dy′

−
∫

RN−1

∂U

∂yi
(y′ − ξ′, 0)

∂2U

∂y2N
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)dy′ + O(εβ−α) +O(εγα)

]
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e usando integração por partes obtemos

∂ξiΦε(ξ) = εα

[
−
∫

RN−1

N−1∑

j=1

(
∂2U

∂yi∂yj

∂U

∂yj
+
∂U

∂yi

∂2U

∂y2j

)
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)dy′

−
∫

RN−1

(
∂U

∂yi

∂2U

∂y2N

)
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)dy′ + O(εβ−α) +O(εγα)

]

= εα

[
−
∫

RN−1

(
1

2

∂

∂yi
|∇U |2 +∆U

∂U

∂yi

)
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)dy′

+ O(εβ−α) +O(εγα)

]

= εα

[
−
∫

RN−1

(
1

2

∂

∂yi
|∇U |2 + (U − Up)

∂U

∂yi

)
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)dy′

+ O(εβ−α) +O(εγα)

]

= εα

[
−
∫

RN−1

∂

∂yi

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′ − ξ′, 0)Q(y′)dy′

+ O(εβ−α) +O(εγα)

]

e finalmente, integrando por partes mais uma vez, podemos escrever

∂ξiΦε(ξ) = εα

[ ∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0)

∂Q

∂yi
(y′ + ξ′)dy′

+ O(εβ−α) +O(εγα)

]
. (3.45)

É importante observar que os termos de ordem O(εβ−α) e O(εγα) tendem à zero uniformemente

em relação à ξ′ ∈ BR(0).

Seja ξ′0 ∈ Ξ. Pela definição de zero estável existe ξ′ε → ξ′0 tal que ∇Φε(ξ
′
ε) = 0 e consequen-

temente Uξε + w(ε, ξε) é uma solução de (3.11), onde ξε = (ξ′ε,
1
ε
ψ(εξ′ε)) ∈ ∂Ωε.

Para terminar a demonstração, precisamos mostrar que dois zeros estáveis diferentes geram

duas soluções diferentes. Sejam ξ′1 e ξ′2 dois zeros estáveis de L distintos e sejam u1,ε e u2,ε as

soluções geradas por ξ′1 e ξ′2 respectivamente.
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Analogamente à (A.26), podemos provar que o erro w(ε, ξε) satisfaz

‖w(ε, ξε)‖L∞(Ωε) −→ 0 quando ε→ 0. (3.46)

Temos

u1,ε = Uξ1ε + w(ε, ξ1ε )

u2,ε = Uξ2ε + w(ε, ξ2ε )

e ξ1ε → (ξ′1, 0), ξ
2
ε → (ξ′2, 0) quando ε→ 0.

Por (3.46)

u1,ε(ξ
1
ε ) −→ U(0)

u2,ε(ξ
1
ε ) −→ U(ξ′1 − ξ′2, 0) 6= U(0)

completando assim a demonstração.

Observação 3.9. Pode-se mostrar que estas soluções Uξε+w(ε, ξε) são realmente do tipo “single

peak” de acordo com a Definição 3.1, para isso nos referimos à [36, Lema 4.2] ou aos argumentos

usados em [47].

3.4 Propriedades das Soluções “Single Peak”

Vamos começar provando algumas identidades do tipo Pohozaev que serão úteis mais adi-

ante.

Lema 3.10. Seja φ ∈ C2(D) uma solução de




−∆φ+ φ = φp, D

φ > 0, D
∂φ

∂ν
= 0, ∂D

(3.47)

onde ν = (ν1, . . . , νN) é o campo normal unitário exterior em ∂D. Então
∫

∂D

( |∇φ|2
2

+
φ2

2
− φp+1

p+ 1

)
νj dσ = 0 (3.48)

∫

∂D

( |∇φ|2
2

+
φ2

2
− φp+1

p+ 1

)
yjνi d σ =

∫

∂D

( |∇φ|2
2

+
φ2

2
− φp+1

p+ 1

)
yiνj d σ. (3.49)

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , N}.
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Demonstração. Testando (3.47) com a função ∂φ

∂yj
obtemos (3.48), e testando (3.47) com ∂φ

∂yi
yj

onde i 6= j, temos

∫

D

(
∇φ · ∇

(
∂φ

∂yi
yj

)
+ φ

∂φ

∂yi
yj − φp

∂φ

∂yi
yj

)
dy = 0.

Como ∇
(
∂φ

∂yi
yj

)
= ∇

(
∂φ

∂yi

)
yj +

∂φ

∂yi
ej, onde ej = (0, . . . , 1, . . . , 0), temos que

∫

D

(
∇φ · ∇

(
∂φ

∂yi

)
+ φ

∂φ

∂yi
− φp

∂φ

∂yi

)
yj dy +

∫

D

∂φ

∂yi

∂φ

∂yj
dy = 0

∫

D

∂

∂yi

( |∇φ|2
2

+
φ2

2
− φp+1

p+ 1

)
yj dy = −

∫

D

∂φ

∂yi

∂φ

∂yj
dy

∫

∂D

( |∇φ|2
2

+
φ2

2
− φp+1

p+ 1

)
yjνi d σ = −

∫

D

∂φ

∂yi

∂φ

∂yj
dy

provando assim (3.49).

Proposição 3.11. Seja uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (3.1) que se concentra em

0 e seja vε(x) = uε(εx) a solução correspondente de (3.11) então

(i) vε(x) = U(x− Pε
ε
) + ωε(x), onde ‖ωε‖C1(Ωε)

→ 0 quando ε→ 0

(ii) uε(x) 6 C exp
(
−λ |x−Pε|

ε

)
, para algum λ > 0

(iii) |∇uε(x)| 6 C
ε
exp

(
−λ |x−Pε|

ε

)
.

Se além disso o domı́nio satisfaz as condições (3.2) - (3.5) então vale também a estimativa,

|Pε| = O(ε) (3.50)

Demonstração. Prova de (i)-(iii): Segue pelos mesmos argumentos da Proposição 2.10.

Prova de (3.50): Seja Pε = (ξ′ε, ψ(ξ
′
ε)), primeiramente observamos que para provar (3.50)

basta mostrar que |ξ′ε| = O(ε) pois |ψ(ξ′ε)| 6 C|ξ′ε|α+1. Sendo assim vamos supor, por con-

tradição, que existe uma sequência εn → 0 tal que

|ξ′εn |
εn

−→ ∞ onde Pεn = (ξ′εn , ψ(ξ
′
εn
)). (3.51)
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Defina ξ′n = ξ′εn e ṽn(y) = uεn(εny + Pn), então ṽn satisfaz




−∆ṽn + ṽn = ṽpn, Ω̃n

∂ṽn
∂ν

= 0, ∂Ω̃n

(3.52)

onde Ω̃n = Ωεn − Pn
εn
. Temos 0 ∈ ∂Ω̃n ∀ n e ṽn(0) = max

Ω̃n

ṽn.

Vamos escrever ∂Ω̃n =
{(
y′, 1

εn
ψ(εny

′ + ξ′n)− 1
εn
ψ(ξ′n)

) ∣∣∣|y′| < r0
2εn

}
numa vizinhança de 0.

Por (ii) e (iii) temos

ṽn(y) + |∇ṽn(y)| 6 Ce−λ|y|. (3.53)

Numa vizinhança de 0 em ∂Ω̃n temos que

ν(y) =
1√

1 + |∇ψ(εny′ + ξ′n)|2
(∇ψ(εny′ + ξ′n),−1) (3.54)

Usando (3.53) e (3.54), podemos escrever a identidade (3.48) para ṽn como

∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
)) ∂ψ
∂yj

(εny
′ + ξ′n)dy

′

= O
(
e−

τ0
εn

)
.

(3.55)

Pelo Teorema de Taylor temos

∂ψ

∂yj
(εny

′+ξ′n) =
∂ψ

∂yj
(ξ′n)+∇ ∂ψ

∂yj
(ξ′n) ·εny′+

1

2
D2 ∂ψ

∂yj
(ξ′n)[εny

′, εny
′]+O

(
ε3n|ξ′n|α−3|y′|3

)
(3.56)

e dáı, substituindo na equação (3.55) obtemos

I1,n + I2,n + I3,n = O(ε3n|ξ′n|α−3). (3.57)

Por (3.48) para ṽn com j = N e por (3.53) segue que

I1,n =
∂ψ

∂yj
(ξ′n)

∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))
dy′

=
∂ψ

∂yj
(ξ′n)

∫

∂Ω̃n\{|y′|< r0
2εn

}

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)
νNdσ

= O
(
e−

τ0
εn

)
.

(3.58)
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Em seguida afirmamos que

I2,n = o(|ξ′n|α−1ε2n). (3.59)

Vamos assumir por um momento que vale (3.59). Então a suposição (3.51) e (3.57) implicam

em

I1,n + I2,n + I3,n = o(ε2n|ξ′n|α−2), (3.60)

e então

∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))
D2 ∂Q

∂yj
(ξ′n)[εny

′, εny
′]dy′

= o
(
ε2n|ξ′n|α−2

)
(3.61)

onde usamos (3.2)-(3.4).

Finalmente reescrevemos (3.61) como

∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))
D2 ∂Q

∂yj

(
ξ′n
|ξ′n|

)
[y′, y′]dy′

= on(1)

e passamos o limite para obter

∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0)D2 ∂Q

∂yj
(ζ)[y′, y′]dy′ = 0 (3.62)

onde

lim
n→∞

ξ′n
|ξ′n|

= ζ ∈ SN−2.

Além disso por causa de,

∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0) y2kdy

′

=
1

N − 1

∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0) |y′|2dy′ > 0, para k = 1, . . . , N − 1

(ver o Apêndice A.3) e de (3.62) segue que

∆
∂Q

∂yj
(ζ) = 0, para , j = 1, . . . , N − 1,
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contradizendo assim (3.5).

Resta então provar a afirmação (3.59). Defina

an,k =

∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))
ykdy

′

para k = 1, . . . , N − 1, logo

I2,n = εn∇
∂ψ

∂yj
(ξ′n) · an (3.63)

e assim, por (3.63), para provar a afirmação basta mostrar que |an| = o(εn). Para isso, vamos

usar (3.49) para ṽn com i = N e j = k ∈ {1, . . . , N − 1} para obter

−an,k =
∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))

[
1

εn
ψ(εny

′ + ξ′n)−
1

εn
ψ(ξ′n)

]
∂ψ

∂yk
(εny

′ + ξ′n)dy
′ + O

(
e−

τ0
εn

)
. (3.64)

Pelo Teorema de Taylor

an,k = −
∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))

[∇ψ(ξ′n) · y′ + o(εn)]

[
∂ψ

∂yk
(ξ′n) + o(εn)

]
dy′ + O

(
e−

τ0
εn

)

= −
∫

|y′|< r0
2εn

( |∇ṽn|2
2

+
ṽ2n
2

− ṽp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn

(
ψ(εny

′ + ξ′n)− ψ(ξ′n)
))

∂ψ

∂yk
(ξ′n)∇ψ(ξ′n) · y′dy′ + o(εn)

= Tn,k · an + o(εn) (3.65)

onde Tn,k = − ∂ψ

∂yk
(ξ′n)∇ψ(ξ′n) satisfaz

|Tn,k| −→ 0 quando n→ ∞ para k = 1, . . . , N − 1.

Por (3.65) temos que

|an| 6
N−1∑

k=1

|Tn,k||an|+ o(εn)

|an| 6
o(εn)

1−∑N−1
k=1 |Tn,k|

= o(εn).

Assim, a demonstração está completa.
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Observação 3.12. Em geral, a hipótese (3.5) não pode ser completamente removida pois caso

contrário não é posśıvel verificar (3.50). Um simples contra exemplo é o seguinte.

Seja Ω = B1(0) em R
2 e uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (3.1) com ponto de

máximo Pε e Pε → P0, podemos definir ũε(x) = uε(Θεx) onde Θε : R
2 → R

2 é uma rotação por

um ângulo θε tal que θε → 0 quando ε→ 0.

Então ũε também é uma solução “single peak” de (3.1) com ponto de máximo P̃ε =

Θ−1
ε Pε −→ P0. Porém podemos escolher θε → 0 de modo que |P̃ε−P0|

ε
−→ ∞.

Se uma famı́lia de soluções de (3.1) se concentra em algum ponto da fronteira de Ω então tal

ponto deve ser necessariamente um ponto cŕıtico da curvatura média de ∂Ω, esta propriedade

já é conhecida desde [58], pela Proposição 3.11 podemos obter também uma prova deste mesmo

resultado, porém com argumentos diferentes dos utilizados em [58].

Proposição 3.13. Seja uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (3.1) que se concentra em

P ∈ ∂Ω. Então

∇H(P ) = 0

onde H é a função curvatura média de ∂Ω.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor que P = 0 e que ∂Ω, numa vizi-

nhança de 0, é o gráfico de uma função ψ : Br(0) → R tal que

ψ(0) = 0, ∇ψ(0) = 0, ν(0) = (0. . . . , 0,−1)

onde ν(0) é a normal exterior à Ω em 0. Sendo assim, a curvatura média de ∂Ω em um ponto

(x′, ψ(x′)) é dada por

H(x′) =
1

N − 1
div

(
∇ψ(x′)√

1 + |∇ψ(x′)|2

)
.

Fazendo a expansão de Taylor, podemos escrever

ψ(x′) =
1

2

N−1∑

i,j=1

aij xixj +
1

6

N−1∑

i,j,k=1

bijk xixjxk +O(|x′|4)

∇ψ(x′) =
(
N−1∑

j=1

aij xj +
1

2

N−1∑

j,k=1

bijk xjxk

)

i=1,...,N−1

+O(|x′|3)
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onde aij =
∂2ψ

∂xi∂xj
(0) e bijk =

∂3ψ

∂xi∂xj∂xk
(0), logo

H(x′) =
1

N − 1

(
N−1∑

i=1

aii +
N−1∑

i,k=1

biikxk

)
+O(|x′|2)

∇H(x′) =
1

N − 1

(
N−1∑

i=1

biik

)

k=1,...,N−1

+O(|x′|)

em particular

H(0) =
1

N − 1

N−1∑

i=1

aii e ∇H(0) =
1

N − 1

(
N−1∑

i=1

biik

)

k=1,...,N−1

.

Agora, vamos proceder como fizemos no ińıcio da prova da Proposição 3.11, seja Pε =

(ξ′ε, ψ(ξ
′
ε)) o ponto de máximo de uε (assim ξ′ε → 0 quando ε→ 0). Defina ṽε(y) = uε(εy+Pε),

então ṽε satisfaz




−∆ṽε + ṽε = ṽpε , Ω̃ε

∂ṽε
∂ν

= 0, ∂Ω̃ε

onde Ω̃ε =
1
ε
(Ω− Pε). Pela equação (3.55) temos

∫

|y′|< r0
2ε

( |∇ṽε|2
2

+
ṽ2ε
2

− ṽp+1
ε

p+ 1

)(
y′,

1

ε

(
ψ(εy′ + ξ′ε)− ψ(ξ′ε)

)) ∂ψ
∂yj

(εy′ + ξ′ε)dy
′ = O

(
e−

τ0
ε

)

e por (3.56) - (3.59) podemos escrever

∫

|y′|< r0
2ε

( |∇ṽε|2
2

+
ṽ2ε
2

− ṽp+1
ε

p+ 1

)(
y′,

1

ε

(
ψ(εy′ + ξ′ε)− ψ(ξ′ε)

))1
2
D2 ∂ψ

∂yj
(ξ′ε)[y

′, y′]dy′ = oε(1)

e dáı, passando o limite ε→ 0, obtemos

N−1∑

k,l=1

∫

RN−1

(
1

2
|∇U2|+ 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0) bjkl ykyl dy

′ = 0

ou seja
N−1∑

k=1

bjkk

∫

RN−1

(
1

2
|∇U2|+ 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0) y2k dy

′ = 0,
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portanto, como

∫

RN−1

(
1

2
|∇U2|+ 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0) y2k dy

′ = c2 > 0

(ver (3.85) e (3.86)), temos

N−1∑

k=1

bjkk = 0 para j = 1, . . . , N − 1

isto é, ∇H(0) = 0.

Proposição 3.14. Seja uε uma famı́lia de soluções “single peak” de (3.1) e seja εn uma

sequência tal que εn → 0. Suponha que o domı́nio satisfaz as condições (3.2) - (3.5). Se

Pn denota o ponto de máximo da solução uεn então, a menos de subsequência, temos que

Pn
εn

−→ (ξ′, 0) (3.66)

onde ξ′ ∈ R
N−1 satisfaz L(ξ′) = 0

Demonstração. Vamos escrever Pn = (ξ′n, ψ(ξ
′
n)) logo, segue de (3.50) que |ξ′n| = O(εn). Por

(3.2) e (3.4) temos que |ψ(ξ′εn)| 6 C|ξ′εn |α+1 então, a menos de subsequência, temos (3.66).

Seja vn(y) = un(εny) a solução correspondente de (3.11). Como Pn → 0 então para n

suficientemente grande temos que |Pn|
εn

< r0
2εn

. Em seguida utilizamos a identidade (3.48) para

vn ∫

∂Ωεn

( |∇vn|2
2

+
v2n
2

− vp+1
n

p+ 1

)
νjdσ = 0 j = 1, . . . , N (3.67)

onde ν = (νj) é o campo normal exterior em ∂Ωεn . Agora, dividimos ∂Ωεn em dois subconjuntos,

∂Ωεn = G r0
εn

∪
(
∂Ωεn\G r0

εn

)
onde G r0

εn
=
{(
y′, 1

εn
ψ(εny

′)
)

| |y′| < r0
εn

}
. Pela Proposição 3.11

a integral em
(
∂Ωεn\G r0

εn

)
é exponencialmente pequena, assim a equação (3.67) se torna

∫

G r0
εn

( |∇vn|2
2

+
v2n
2

− vp+1
n

p+ 1

)
νjdσ = O(e

−τ0
εn ) (3.68)

que podemos reescrever como

∫

|y′|< r0
εn

( |∇vn|2
2

+
v2n
2

− vp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn
ψ(εny

′)
) ∂ψ
∂yj

(εny
′)dy′ = O(e

−τ0
εn ) (3.69)
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Finalmente, usando (3.2) - (3.4), temos que
∫

|y′|< r0
εn

( |∇vn|2
2

+
v2n
2

− vp+1
n

p+ 1

)(
y′,

1

εn
ψ(εny

′)
)∂Q
∂yj

(y′)dy′ = O(εn
β−α) (3.70)

para j = 1, . . . , N − 1. Agora usamos (3.66), as propriedades de vn enunciadas na Proposição

3.11 e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para passar o limite em (3.70) e

obter ∫

RN−1

(
1

2
|∇Uξ′ |2 +

1

2
U2
ξ′ −

1

p+ 1
Up+1
ξ′

)
(y′, 0)

∂Q

∂yj
(y′)dy′ = 0 (3.71)

para j = 1, ..., N − 1, portanto L(ξ′) = 0.

3.5 Um Resultado de Multiplicidade Exata

Nosso objetivo nesta seção é provar a segunda parte do Teorema 3.3.

Demonstração de (3.10). Por (3.8) nós já sabemos que

# {Soluções “single peak” de (3.1) que se concentram em 0} > #Ξ. (3.72)

Suponha, por contradição, que (3.72) é uma desigualdade estrita. Como #Ξ < ∞, pela

Proposição 3.14 existem ξ′ ∈ Ξ, uma sequência εn → 0 e duas soluções “single peak” distintas

u1,n e u2,n de (3.1) com ε = εn tais que se P1,n e P2,n são os respectivos pontos de máximo,

então

lim
n→∞

P1,n

εn
= (ξ′, 0) = lim

n→∞

P2,n

εn
. (3.73)

Como u1,n 6≡ u2,n podemos definir a função

φn(y) =
v1,n(y)− v2,n(y)

‖v1,n − v2,n‖L∞(Ωεn )

y ∈ Ωεn (3.74)

onde v1,n(y) = u1,n(εny) e v2,n(y) = u2,n(εny) são as soluções correspondentes de (3.11). Pela

Proposição 3.11

‖v1,n − Uξ′‖C1(Ωεn )
→ 0 , ‖v2,n − Uξ′‖C1(Ωεn )

→ 0 quando n→ ∞ (3.75)

onde Uξ′(·) = U(· − (ξ′, 0)). Então φn satisfaz



−∆φn + φn = cn(y)φn, Ωεn

∂φn
∂ν

= 0, ∂Ωεn

(3.76)
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onde

cn(y) = p

1∫

0

(tv1,n(y) + (1− t)v2,n(y))
p−1 dt. (3.77)

Novamente, pela Proposição 3.11, ‖cn − pUp−1
ξ′ ‖C0(Ωεn )

→ 0 quando n → ∞. Utilizando os

argumentos da prova do item (i) da Proposição 2.10 podemos supor que φn → φ em C2
loc(R

N),

onde φ é uma solução limitada de




−∆φ+ φ = pUp−1

ξ′ φ, R
N
+

∂φ

∂yN
= 0, ∂RN

+

(3.78)

Pelo Corolário 1.3 segue que φ =
∑N−1

i=1 ai
∂Uξ′
∂yi

para algumas constantes ai ∈ R. Por (3.48)

temos a identidade

∫

∂Ωεn

(
|∇v1,n|2

2
+
v21,n
2

− vp+1
1,n

p+ 1

)
νjdσ =

∫

∂Ωεn

(
|∇v2,n|2

2
+
v22,n
2

− vp+1
2,n

p+ 1

)
νjdσ

a qual reescrevemos como

∫

∂Ωεn

(∇an(y) · ∇φn(y) + an(y)φn(y)− bn(y)φn(y)) νj(y)dσ = 0 (3.79)

onde

an(y) =
1

2
(v1,n + v2,n)(y), bn(y) =

1∫

0

(tv1,n(y) + (1− t)v2,n(y))
p dt. (3.80)

‖an − Uξ′‖C1(Ωεn )
→ 0, ‖bn − Up

ξ′‖C0(Ωεn )
→ 0 ( pela Proposição 3.11 ) (3.81)

Queremos passar o limite em (3.79). Para fazer isso, primeiro observamos que por definição

|φn| 6 1 e também max{|∇φn| ; ∂Ωεn} é uniformemente limitado (para verificar a última

afirmação basta aplicar as estimativas C1 próximo à fronteira de Ω como fizemos na prova

do item (iii) da Proposição 2.10), agora usando (3.81) e o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue , podemos proceder como na prova da Proposição 3.14 para passar o limite em

(3.79) e concluir que

∫

RN−1

(
∇Uξ′ · ∇φ+ Uξ′φ− Up

ξ′φ
)
(y′, 0)

∂Q

∂yj
(y′)dy′ = 0, (3.82)
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como φ =
∑N−1

i=1 ai
∂Uξ′
∂yi

então, para qualquer j = 1, . . . , N − 1

N−1∑

i=1

ai

∫

RN−1

[
∇Uξ′ · ∇

∂Uξ′

∂yi
+ Uξ′

∂Uξ′

∂yi
− Up

ξ′
∂Uξ′

∂yi

]
(y′, 0)

∂Q(y′)

∂yj
dy′ = 0. (3.83)

Segue de (3.9) que o sistema linear (3.83) possui apenas a solução trivial e portanto φ ≡ 0.

Para obter uma contradição consideramos uma sequência yn ∈ Ωεn tal que |φn(yn)| =

‖φn‖L∞(Ωεn ) = 1. Se yn ∈ Ωεn e φ(yn) = 1 (φ(yn) = −1) então ∆φn(yn) 6 0 (−∆φn(yn) 6 0) e

por (3.76), em ambos os casos, cn(yn) > 1. Se yn ∈ ∂Ωεn então também tem-se cn(yn) > 1 por

causa da condição de fronteira de (3.76). Se yn é limitada então chegamos à uma contradição

pois φn → φ ≡ 0 em C2
loc(R

N
+ ) e se |yn| → ∞ então cn(yn) → 0 (pois ‖cn−Uξ′‖C0(Ωεn )

→ 0) que

contradiz cn(yn) > 1 e assim terminamos a demonstração.

3.6 Exemplos e Aplicações

Gostaŕıamos de apresentar algumas aplicações dos resultados anteriores.

Exemplo 3.15. Considere N = 3 e ψ(x1, x2) = x51 − x1x
4
2. Então, por um cálculo direto

mostra-se que

L(ξ1, ξ2) =
(
4c4 + 30c2ξ

2
1 − 6c2ξ

2
2 ,−12c2ξ1ξ2

)
(3.84)

onde

cm =

∫

R2

(
1

2
|∇U(y′, 0)|2 + 1

2
U2(y′, 0)− 1

p+ 1
Up+1(y′, 0)

)
ymj dy

′ (3.85)

cm > 0 se m é um inteiro positivo e par (3.86)

cm = 0 se m = 0 ou se m é um inteiro positivo e ı́mpar. (3.87)

Vamos deixar para fazer esses cálculos no Apêndice A.3. Sendo assim, é fácil verificar que

Ξ =
{(

0,
√

2c4
3c2

)
,
(
0,−

√
2c4
3c2

)}
e que

DL(ξ1, ξ2) =
(

60c2ξ1 −12c2ξ2

−12c2ξ2 −12c2ξ1

)
(3.88)

claramente, pelo Teorema (3.3), nesse caso (3.1) admite exatamente duas soluções “single peak”

que se concentram em P = 0.
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Proposição 3.16 (Resultado de não existência). Suponha que, numa vizinhança de 0, ∂Ω é o

gráfico de ψ(x′) =
∑N−1

j=1 ajx
αj
j onde aj ∈ R\{0} e αj > 3 são inteiros positivos. Se pelo menos

um dos inteiros αj é ı́mpar então não existe solução “single peak” de (3.1) que se concentra em

P = 0.

Demonstração. É suficiente olhar para a componente j de L

Lj(ξ) = αjaj

∫

RN−1

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y′, 0)(yj + ξj)

αj−1dy

= αjaj

αj−1∑

k=0

(
αj − 1

k

)
ckξ

αj−1−k
j (ver (3.85) para a definição de ck)

= αjaj

αj−1

2∑

k=1

(
αj − 1

2k

)
c2kξ

αj−1−2k
j por (3.87).

Observe que todos os termos na soma anterior têm o mesmo sinal e por (3.86) podemos concluir

que L(ξ′) 6= 0 para todo ξ′ ∈ R
N−1. Portanto o resultado segue da Proposição 3.14.

Teorema 3.17. Suponha que Ω ⊂ R
2 é um domı́nio de classe C∞ e seja P0 ∈ ∂Ω um ponto tal

que H(P0) = 0, onde H denota a curvatura média de ∂Ω. Suponha também que a função H

possui alguma derivada diferente de zero em P0, então (3.1) admite no máximo uma famı́lia de

soluções “single peak” que se concentra em P0. Mais precisamente, se m é a ordem da primeira

derivada diferente de zero de H em P0 então

(i) Se m é ı́mpar então não existe solução “single peak” de (3.1) que se concentra em P0;

(ii) Se m é par então existe uma única solução “single peak” de (3.1) que se concentra em

P0.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor que P0 = 0 e que ∂Ω, numa vizi-

nhança de 0, é o gráfico de uma função ψ(t) tal que ψ(0) = 0 = ψ′(0). Como a dimensão é

N = 2, a curvatura média é na verdade a curvatura de uma curva plana dada pela fórmula

H((t, ψ(t))) = H(t) =
ψ′′(t)

(1 + (ψ′(t))2)
3
2

. (3.89)

Como H possui uma derivada diferente de zero em 0 então, por (3.89), ψ também possui

uma derivada diferente de zero em 0. Se m denota a ordem da primeira derivada diferente de
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zero de H em 0, afirmamos que m + 2 é a ordem da primeira derivada diferente de zero de ψ

em 0. De fato, seja n a ordem da primeira derivada diferente de zero de ψ em 0 e escreva

H(t) = ψ′′(t)g(t) onde g(t) =
1

(1 + (ψ′(t))2)
3
2

.

Agora usamos as expansões de Taylor para H, ψ′′ e g para escrever

1

m!
H(m)(0)tm +O(|t|m+1) =

(
1

(n− 2)!
ψ(n)(0)tn−2 +O(|t|n−1)

)(
1 +O(|t|2)

)

=
1

(n− 2)!
ψ(n)(0)tn−2 +O(|t|n−1)

o que claramente implica que n− 2 = m. Assim podemos escrever

ψ(t) =
1

(m+ 2)!
ψ(m+2)(0)tm+2 +O(|t|m+3).

Pela condição H(0) = 0 segue que m > 1. Se m é ı́mpar então o Teorema segue da Proposição

3.16, se m é par então temos que

L(t) = ψ(m+2)(0)

(m+ 1)!

∫

R

(
1

2
|∇U |2 + 1

2
U2 − 1

p+ 1
Up+1

)
(y, 0)(y + t)m+1dy

e, como na prova da Proposição 3.16, por (3.86)-(3.87) segue que Ξ = {0} e que L′(0) 6= 0.

Agora o resultado segue do Teorema 3.3.
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Apêndice A

Apêndices

A.1 Algumas Desigualdades

Proposição A.1. Sejam a, b ∈ R, p > 1 e defina x+ = max{0, x} para qualquer x ∈ R, então

(|a|+ |b|)p−1
6




(|a|p−1 + |b|p−1) se p 6 2

2p−2(|a|p−1 + |b|p−1) se p > 2
(A.1)

∣∣(a+ b)p−1
+ − ap−1

+

∣∣ 6




|b|p−1 se p 6 2

Cp (|a|p−2|b|+ |b|p−1) se p > 2
(A.2)

∣∣(a+ b)p+ − ap+ − pap−1
+ b

∣∣ 6




Cp|b|p se p 6 2

Cp (|a|p−2|b|2 + |b|p) se p > 2
(A.3)

onde Cp > 0 é uma constante que depende apenas de p.

Demonstração. Primeiro vamos provar a desigualdade (A.1), se 1 < p 6 2 então queremos

mostrar que

(|a|+ |b|)σ 6 |a|σ + |b|σ σ = p− 1 ∈ (0, 1] (A.4)

se a = 0 ou b = 0 então a desigualdade é óbvia, se a, b 6= 0 observe que basta provar (A.4) para

|a| + |b| = 1, no caso geral aplica-se a desigualdade para
(

|a|
|a|+|b| ,

|b|
|a|+|b|

)
. Se |a| + |b| = 1 então

|a| 6 |a|σ e |b| 6 |b|σ e logo |a|+ |b| 6 |a|σ + |b|σ, portanto

(|a|+ |b|)σ = 1 = |a|+ |b| 6 |a|σ + |b|σ

79
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de onde segue (A.4). No caso p > 2 (A.1) segue pelo fato de f(t) = tp, t > 0 ser uma função

convexa (ver [1, Lema 2.2]).

Passemos agora à prova de (A.2), vamos analisar primeiro o caso p 6 2. Seja σ = p − 1,

observe que por (A.4) temos que

| |x|σ − |y|σ| 6 |x− y|σ ∀ x, y ∈ R (A.5)

e dáı (A.2), no caso p 6 2, segue como uma aplicação de (A.5). No caso p > 2, temos que a

função f(t) = tp−1
+ é de classe C1 com f ′(t) = (p − 1)tp−2

+ logo por (A.1) e pelo Teorema do

Valor Médio

∣∣(a+ b)p−1
+ − ap−1

+

∣∣ =
∣∣(p− 1)(a+ θb)p−2

+ b
∣∣ para algum θ ∈ (0, 1)

6 (p− 1)|b| |a+ θb|p−2

6 (p− 1)max{1, 2p−3}|b|
(
|a|p−2 + |b|p−2

)

6 Cp
(
|a|p−2|b|+ |b|p−1

)

provando assim (A.2) no caso p > 2.

Finalmente, (A.3) segue e (A.2) e do Teorema do Valor Médio.

A.2 Prova de (2.56)

Proposição A.2. Seja Uξε + w(ε, ξε) uma solução de (2.6) obtida pela Proposição 2.8. Se

w = w(ε, ξε), então para todo 2 6 r <∞

‖w‖W 2,r(Ωε) = oε(1) quando ε→ 0.

Demonstração. Como Uξε + w é uma solução de (2.6), então por sua regularidade (Uξε + w) ∈
W 2,r(Ωε) e dáı w ∈ W 2,r(Ωε) para todo r > 2.

A função w satisfaz a seguinte equação



−∆w + V (εx)w = (Uξε + w)p − Up

ξε
− (V (εx)− V (0))Uξε , Ωε

∂w
∂ν

= −∂Uξε
∂ν

, ∂Ωε

(A.6)

Agora usamos uma estimativa a priori global para o problema (A.6),

‖w‖W 2,r(Ωε) 6 C(N, r, ∂Ω, V )

[
‖w‖Lr(Ωε) + ‖∆w‖Lr(Ωε) +

∥∥∥∥
∂w

∂ν

∥∥∥∥
W 1− 1

r ,r(∂Ω)

]
(A.7)
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(cf. [43, Teorema 2.3.1] ou [28]). É importante observar que a constante que aparece na

desigualdade acima é independente de ε, esse fato é crucial e pode ser verificado transformando

a equação em Ωε numa equação em Ω, aplicando a estimativa globalW 2,r para o problema em Ω

e depois voltando ao problema original em Ωε. Vamos escrever os detalhes, defina w̃(x) = w
(
x
ε

)
,

então w̃ ∈ W 2,r(Ω) e satisfaz




−ε2∆w̃ + V (x)w̃ = f

(x
ε
)
, Ω

∂w̃
∂ν

= 1
εΦ
(x
ε
)
, ∂Ω

(A.8)

onde f ∈ Lr(Ωε) representa o lado direito da equação (A.6) em Ωε e Φ ∈ W 1− 1
r
,r(∂Ωε) representa

o lado direito de (A.6) em ∂Ωε.

É fácil verificar que

‖w̃‖Lr(Ω) = ε
N
r ‖w‖Lr(Ωε) (A.9)

‖Dw̃‖Lr(Ω) = ε
N
r
−1‖Dw‖Lr(Ωε) (A.10)

‖D2w̃‖Lr(Ω) = ε
N
r
−2‖D2w‖Lr(Ωε) (A.11)

Agora aplicamos a estimativa global W 2,r ao problema (A.8), assim

‖w̃‖W 2,r(Ω) 6 C

[
1

ε2
‖w̃‖Lr(Ω) +

1

ε2

∥∥∥f
( ·
ε

)∥∥∥
Lr(Ω)

+

∥∥∥∥
1

ε
Φ
( ·
ε

)∥∥∥∥
W 1− 1

r ,r(∂Ω)

]
(A.12)

onde a constante C depende apenas de N, r, ∂Ω, V .

Como em (A.9) temos

∥∥∥f
( ·
ε

)∥∥∥
Lr(Ω)

= ε
N
r ‖f‖Lr(Ωε). (A.13)

Agora relembramos a definição da norma de W s,r(∂Ω) para 0 < s < 1 e 1 < r <∞.

‖u‖W s,r(∂Ω) = ‖u‖Lr(∂Ω) +



∫

∂Ω

∫

∂Ω

|u(x)− u(y)|r
|x− y|N−1+sr

dσxdσy




1
r



82 Caṕıtulo A. Apêndices

Então temos

∥∥∥∥
1

ε
Φ
( ·
ε

)∥∥∥∥
W 1− 1

r ,r(∂Ω)

=
1

ε

∥∥∥Φ
( ·
ε

)∥∥∥
Lr(∂Ω)

+
1

ε



∫

∂Ω

∫

∂Ω

∣∣Φ
(
x
ε

)
− Φ

(
y

ε

)∣∣r

|x− y|N−2+r
dσxdσy




1
r

=
ε
N−1
r

ε
‖Φ‖Lr(∂Ωε) +

ε
N
r

ε2



∫

∂Ωε

∫

∂Ωε

|Φ(x)− Φ(y)|r
|x− y|N−2+r

dσxdσy




1
r

6
ε
N
r

ε2
‖Φ‖

W 1− 1
r ,r(∂Ωε)

, para 0 < ε < 1. (A.14)

Combinando (A.9) e (A.14), obtemos

ε
N
r ‖w‖Lr(Ωε)+

ε
N
r

ε
‖Dw‖Lr(Ωε) +

ε
N
r

ε2
‖D2w‖Lr(Ωε) 6

C (N, r, ∂Ω, V )

[
ε
N
r

ε2
‖w‖Lr(Ωε) +

ε
N
r

ε2
‖f‖Lr(Ωε) +

ε
N
r

ε2
‖Φ‖

W 1− 1
r ,r(∂Ωε)

]

e assim

ε2‖w‖Lr(Ωε) + ε‖Dw‖Lr(Ωε)+‖D2w‖Lr(Ωε) 6

C (N, r, ∂Ω, V )
[
‖w‖Lr(Ωε) + ‖f‖Lr(Ωε) + ‖Φ‖

W 1− 1
r ,r(∂Ωε)

]

em particular temos

‖w‖Lr(Ωε) + ‖D2w‖Lr(Ωε) 6 C
[
‖w‖Lr(Ωε) + ‖f‖Lr(Ωε) + ‖Φ‖

W 1− 1
r ,r(∂Ωε)

]
(A.15)

onde C = C (N, r, ∂Ω, V ).

Agora usamos a seguinte desigualdade de interpolação [25, Teorema 7.28]

‖Dw̃‖Lr(Ω) 6 δ‖w̃‖W 2,r(Ω) +
C(Ω)

δ
‖w̃‖Lr(Ω) ∀ δ > 0

ou seja

ε
N
r

ε
‖Dw‖Lr(Ω) 6 δ

ε
N
r

ε2
‖w‖W 2,r(Ω) +

C(∂Ω)

δ
ε
N
r ‖w‖Lr(Ω),

e em seguida escolhemos δ = ε
2
para obter

‖Dw‖Lr(Ωε) 6 Ĉ(∂Ω)
[
‖w‖Lr(Ωε) + ‖D2w‖Lr(Ωε)

]
(A.16)

dáı (A.7) segue de (A.15) e (A.16).
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Para finalizar a demonstração, precisamos mostrar que os termos que aparecem à direita

em (A.7) tendem à zero quando ε → 0. Primeiramente observamos que a norma ‖w‖L∞(Ωε)

é uniformemente limitada em ε, pois já sabemos que Uξε + w é uniformemente limitada em

L∞(Ωε) (cf. [38, Teorema 3]). Logo

‖w‖Lr(Ωε) 6 ‖w‖1−
2
r

L∞(Ωε)
‖w‖

2
r

L2(Ωε)
= oε(1) (A.17)

pois ‖w‖H1(Ωε) = O(εα).

Passemos agora à estimativa de ‖∆w‖Lr(Ωε), lembrando que

−∆w = (Uξε + w)p − Up
ξε
− (V (εx)− V (0))Uξε − V (εx)w,

argumentando como em (2.15) e (2.16) mostra-se que

‖(V (ε ·)− V (0))Uξε‖Lr(Ωε) = oε(1) (A.18)

além disso, por (A.17) e pela desigualdade (A.2) temos

‖(Uξε + w)p − Up
ξε
‖Lr(Ωε) = oε(1) (A.19)

portanto

‖∆w‖Lr(Ωε) = oε(1). (A.20)

Assim, resta apenas mostrar que

‖Φ‖
W 1− 1

r ,r(∂Ωε)
= oε(1) (A.21)

onde

Φ(x) = −∂Uξε
∂ν

(x), x ∈ ∂Ωε.

Para isso observe que, da mesma forma como fizemos em (2.14), podemos mostrar que

‖Φ‖Lr(∂Ωε) = oε(1). (A.22)

Agora vamos mostrar que

∫

∂Ωε

∫

∂Ωε

∣∣∣∂Uξε∂ν
(x)− ∂Uξε

∂ν
(y)
∣∣∣
r

|x− y|N−2+r
dσxdσy = oε(1), (A.23)
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para isso fixemos um número µ0 > 0 tal que µ0 <
dist(0,∂Ω)

2
, dáı

|x| > µ0

ε
para todo x ∈ ∂Ωε

e logo

|DiUξε | 6 Ce−
τ0
ε para i = 0, 1, 2

pois |ξε| 6M .

Sejam x, y ∈ ∂Ωε, se |x− y| > µ0
ε
então

∣∣∣∂Uξε∂ν
(x)− ∂Uξε

∂ν
(y)
∣∣∣
r

|x− y|N−2+r
6

Ce
−cr
ε

|x− y|N−2
(A.24)

se |x− y| 6 µ0
ε
então pelo Teorema do Valor Médio

|∇Uξε(x)−∇Uξε(y)| 6 sup
Bµ0

ε
(x)

{|D2Uξε |}|x− y| 6 Ce−
µ0
ε |x− y|

e além disso, pela regularidade do domı́nio Ω, temos também

|ν(x)− ν(y)| 6 C|x− y| x, y ∈ Ωε,

logo (A.24) vale também para |x− y| 6 µ0
ε
, dáı podemos concluir que

∫

∂Ωε

∫

∂Ωε

∣∣∣∂Uξε∂ν
(x)− ∂Uξε

∂ν
(y)
∣∣∣
r

|x− y|N−2+r
dσxdσy 6 Ce

−cr
ε

∫

∂Ωε

∫

∂Ωε

1

|x− y|N−2
dσxdσy

6 C
e

−cr
ε

εN

∫

∂Ω

∫

∂Ω

1

|x− y|N−2
dσxdσy (A.25)

provando assim (A.23), observe que a última integral acima é finita pois ∂Ω é uma superf́ıcie

de dimensão N − 1.

Observação A.3. Pelo Teorema da Imersão de Sobolev, se r > N então

‖w‖L∞(Ωε) 6 C‖w‖W 2,r(Ωε) (A.26)

onde a constante C depende apenas de r, N e das dimensões do cone que determina a pro-

priedade do cone para Ωε, portanto é independente de ε para ε ∈ (0, ε0) (cf. [1, pp. 87-89]).

Portanto (2.56) segue da Proposição A.2 e de (A.26).
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Proposição A.4. Seja vε uma solução de (2.6) obtida pelo Teorema 2.9. Então para ε pequeno

vε é uma solução “single peak”.

Demonstração. Como em [47, Lema 4.1] pode-se mostrar facilmente que se vε atinge ummáximo

local em x0 ∈ Ωε então

vε(x0) >

(
inf
Ω
V

) 1
p−1

. (A.27)

Por (2.56) e pelo decaimento exponencial de Uξε (ξε → ξ0) segue que existem ε0 > 0 e R > 0

tais que BR(0) ⊂ Ωε para todo ε ∈ (0, ε0) e

‖vε‖L∞(Ωε\BR(0)) <

(
inf
Ω
V

) 1
p−1

. (A.28)

Em particular, por (A.27) e (A.28), qualquer ponto de máximo local de vε em Ωε necessaria-

mente pertence à BR(0) para todo ε ∈ (0, ε0).

Usando os argumentos da prova do item (i) da Proposição 2.10, temos que vε → v quando

ε → 0 em C2
loc(R

N) para alguma v ∈ C2(RN). Por (2.56) e por ξε → ξ0 segue que v = Uξ0

pois vε = Uξε + w e ‖w‖L∞ → 0. Logo, como Uξ0 possui um único ponto de máximo local não

degenerado e

‖vε − Uξ0‖C2(BR(0))
→ 0

então vε possui no máximo um ponto de máximo local em BR(0). Portanto vε é “single peak”.

A.3 Prova de (3.86) e (3.87)

Vamos relembrar a definição de cm

cm =

∫

RN−1

(
1

2
|∇U(y′, 0)|2 + 1

2
U2(y′, 0)− 1

p+ 1
Up+1(y′, 0)

)
ymi dy

′ i = 1, . . . , N − 1.

Se m é ı́mpar então cm = 0 pois o integrando é uma função ı́mpar na variável yi. Resta então

calcular a integral quando m = 2k, k ∈ {0, 1, 2, . . . }. Primeiro definimos v(y′) = U(y′, 0) e

g(y′) = ∂2U
∂y2N

(y′, 0), observe que pela simetria radial de U tem-se

g(y′) =
N−1∑

j=1

∂v

∂yj

yj
|y′|2 .
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e que v ∈ H1(RN−1)\{0} satisfaz a seguite equação

−∆v + v − vp = g em R
N−1. (A.29)

Testando (A.29) com ∂v
∂yi

y2k+1
i

2k+1
obtemos

∫

RN−1

(−∆v + v − vp)
∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1
dy′ =

∫

RN−1

g
∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1
dy′

∫

RN−1

∇v · ∇
(
∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1

)
+ (v − vp)

∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1
=

∫

RN−1

g
∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1
(A.30)

como

∇
(
∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1

)
= ∇

(
∂v

∂yi

)
y2k+1
i

2k + 1
+
∂v

∂yi
y2ki ei

onde ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), então (A.30) se torna

∫

RN−1

(
∇v · ∇

(
∂v

∂yi

)
+ v

∂v

∂yi
− vp

∂v

∂yi

)
y2k+1
i

2k + 1
=

∫

RN−1

g
∂v

∂yi

y2k+1
i

2k + 1
−
∫

RN−1

(
∂v

∂yi

)2

y2ki ;

∫

RN−1

∂

∂yi

(
1

2
|∇v|2 + 1

2
v2 − 1

p+ 1
vp+1

)
y2k+1
i

2k + 1
=

∫

RN−1

N−1∑

j=1

∂v

∂yj

∂v

∂yi

yjy
2k+1
i

(2k + 1)|y′|2

−
∫

RN−1

(
∂v

∂yi

)2

y2ki ;

−
∫

RN−1

(
1

2
|∇v|2 + 1

2
v2 − 1

p+ 1
vp+1

)
y2ki =

∫

RN−1

N−1∑

j=1

U ′(|y′|)2 y2j y
2k+2
i

(2k + 1)|y′|4

−
∫

RN−1

U ′(|y′|)2y
2k+2
i

|y′|2 ;

e dáı podemos concluir que

∫

RN−1

(
1

2
|∇U(y′, 0)|2 + 1

2
U2(y′, 0)− 1

p+ 1
Up+1(y′, 0)

)
y2ki =

(
1− 1

2k + 1

) ∫

RN−1

U ′(|y′|)2y
2k+2
i

|y′|2 .

Portanto a prova de (3.86) e (3.87) agora está completa.
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A.4 Prova de (3.22)

Precisamos mostrar que, para i = 1, . . . , N − 1



∫

∂Ωε

∣∣∣∣
∂

∂ν

∂Uξ
∂yi

∣∣∣∣
2

dσ




1
2

= O(εα) para ξ =

(
ξ′,

1

ε
ψ(εξ′)

)
, |ξ′| 6 R. (A.31)

Pelo decaimento exponencial de U e suas derivadas, é suficiente estimar a integral em ∂Ωε ∩
B r0

ε
(0). Temos

∂Uξ
∂yi

(y) =
∂U

∂yi
(y − ξ) = U ′(|y − ξ|)yi − ξi

|y − ξ|

e

∂2Uξ
∂yj∂yi

(y) = U ′′(|y − ξ|)(yi − ξi)(yj − ξj)

|y − ξ|2 + U ′(|y − ξ|)
(

δij
|y − ξ| −

(yi − ξi)(yj − ξj)

|y − ξ|3
)
.

Como

ν(y) =
(∇ψ(εy′),−1)√
1 + |∇ψ(εy′)|2

.

tem-se que

∣∣∣∣
∂

∂ν

∂Uξ
∂yi

(y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∇
∂Uξ
∂yi

(y) · ν(y)
∣∣∣∣

6
1√

1 + |∇ψ(εy′)|2

[(
|U ′′(|y − ξ|)|+ |U ′(|y − ξ|)|

|y − ξ|

)
|∇ψ(εy′)|

+

( |U ′′(|y − ξ|)|
|y − ξ| +

|U ′(|y − ξ|)|
|y − ξ|2

)
1

ε
|ψ(εy′)− ψ(εξ′)|

]

por (3.3), (3.4) e pelo Teorema do Valor Médio

6
εα(|y′|α + |y′|β +Rβ)√

1 + |∇ψ(εy′)|2

(
|U ′′(|y − ξ|)|+ |U ′(|y − ξ|)|

|y − ξ|

)
.
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Portanto,

∫

∂Ωε∩B r0
ε
(0)

∣∣∣∣
∂

∂ν

∂Uξ
∂yi

∣∣∣∣
2

dσ 6 ε2α

[ ∫

RN−1

|U ′′(|y − ξ|)|2(|y′|α + |y′|β +Rβ)2dy′

+

∫

RN−1

( |U ′(|y − ξ|)|
|y′ − ξ′|

)2

(|y′|α + |y′|β +Rβ)2dy′

]

6 Cε2α

[
1 +

∫

|y′−ξ′|>1

|U ′(|y − ξ|)|2(|y′|α + |y′|β +Rβ)2dy′

+

∫

|y′−ξ′|61

(|y′|α + |y′|β +Rβ)2dy′

]

6 Cε2α

e dáı segue (A.31).

A.5 Prova de (3.23)

Queremos mostrar que, para i = 1, . . . , N − 1 e ξ =
(
ξ′, 1

ε
ψ(εξ′)

)
, |ξ′| 6 R

∥∥∥∥
∂Uξ
∂yi

− ∂Uξ′

∂yi

∥∥∥∥
H1(Ωε)

= O(εα) (A.32)

onde Uξ′ = U(ξ′,0).

Pelo Teorema do Valor Médio podemos escrever

∂Uξ
∂yi

− ∂Uξ′

∂yi
= −1

ε
ψ(εξ′)

∂2Uξ
∂yi∂yN

(
y′ − ξ′, yN − θ

ε
ψ(εξ′)

)
para algum θ ∈ (0, 1)



e então

∫

Ωε

∣∣∣∣
∂Uξ
∂yi

− ∂Uξ′

∂yi

∣∣∣∣
2

dy 6 Cε2α
∫

Ωε

∣∣∣∣
∂2Uξ
∂yi∂yN

(
y′ − ξ′, yN − θ

ε
ψ(εξ′)

)∣∣∣∣
2

dy

6 Cε2α
∫

RN

exp

(
− λ
(
|y′ − ξ′|+

∣∣yN − θ

ε
ψ(εξ′)

∣∣
))

dy

6 Cε2α
∫

RN

exp
(
− λ|y′ − ξ′|

)
exp

(
− λ
∣∣yN − θ

ε
ψ(εξ′)

∣∣
)
dy

6 Cε2αeλ|ξ
′|eλ|

ψ(εξ′)
ε

|
∫

RN

e−λ|y|dy

6 Cε2α.

Analogamente pode-se mostrar que

∫

Ωε

∣∣∣∣∇
∂Uξ
∂yi

−∇∂Uξ′

∂yi

∣∣∣∣
2

dy 6 Cε2α

e assim temos (A.32).
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[9] A. Ambrosetti, A. Malchiodi and S. Secchi, Multiplicity results for some nonlinear

Schrödinger equations with potentials, Arch. Rat. Mech. Anal. 159 (2001), no. 3, 253-271.

91



[10] A. Ambrosetti and P. Rabinowitz, Dual variational methods in critical point theory and

applications, J. Funct. Anal. 14, (1973), 349-381.

[11] A. Ambrosetti and Z. Q. Wang, Nonlinear Schrödinger equations with vanishing and de-

caying potentials, Diff. Int. Eq. 18, (2005), 1321-1332.

[12] J. G. Azorero, A. Malchiodi, L. Montoro and I. Peral, Concentration of solutions for some

singularly perturbed mixed problems: existence results, Arch. Rational Mech. Anal. 196

(2010), 907-950.

[13] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer,

Universitext, (2011).

[14] H. Berestycki and P. L. Lions, Nonlinear scalar field equations I and II, Arch. Rat. Mech.

Anal. 82 (1983), 313-375.

[15] D. Cao, E. S. Noussair and S. Yan, Existence and uniqueness results on single-peaked

solutions of a semilinear problem, Ann. Inst. H. Poincaré - Anal. Non Linéaire 15 (1998),
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