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Resumo

O objetivo central desta Dissertacao de Mestrado é propor um Modelo Matema-
tico Minimalista para explicar a Dinamica Forrageadora das Formigas que possa ser
desenvolvido em outros modelos, dependendo dos comportamentos analisados. No
primeiro capitulo foi feito um levantamento bibliografico de Modelos Matematicos
Basicos de Dinamica de Populagoes que descrevem comportamentos e que podem ser
interpretados de diferentes maneiras e, consequentemente, aplicados a uma ampla va-
riedade de situagoes biologicas. Os modelos abordados neste capitulo sao: Modelo
de Decaimento Poisson-Malthus (Reagao Unimolecular de Decaimento); Modelo de
Agao de Massas (Holling I); Modelo de Reagoes Enziméticas (Michaelis-Menten);
Modelo Presa Predador de Holling IT e Holling III. No Capitulo 2 foram abordadas a
etologia e a sociobiologia das formigas que serviram como fundamentos para a cons-
trucao dos modelos propostos no Capitulo 3. Simulacoes numéricas foram realizadas
para confirmar a coeréncia dos modelos com dados biologicos. As trés primeiras,
e mais simples, simulagoes foram realizadas levando-se em consideragao somente as
interagoes entre os grupos de formigas (internas, escoteiras, exploradoras e recru-
tadoras), comparando a importancia do recrutamento para o forrageamento. Uma
quarta simulacao levou em consideracao a degradacgao e volatizacao dos feroménios
nas trilhas, e as duas tltimas simulacoes mostram como a variacao na quantidade
de alimento (seja ela linear ou ciclica) influenciam na dindmica populacional das for-
migas. Observou-se, contudo, que é possivel fazer pequenas adequagoes no modelo
proposto para que ele se adapte a diferentes situagoes, sejam elas provenientes de
variagoes comportamentais das formigas ou variagoes ambientais. Além disso, é im-
portante destacar que modelos similares, com as devidas interpretagoes e alteragoes,
podem ser aplicados a dinamica de outras populacoes sociais, bactérias, insetos so-
ciais e além deles.
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Abstract

The main goal of this Dissertation is to propose and analyze minimalistic Mathema-
tical Model to explain the social phenomema arising during Ant Colony Foraging.
In the first chapter we review some of the basic mathematical models of Population
Dinamics that describe fundamental interactive social processes which can be inter-
preted in many diferent ways and thus, are applied to construct a wide variety of
biological situations. The models covered in this chapter are: Poisson-Malthus Mo-
del (Unimolecular Reaction); Law of Mass Action (Holling I); Enzimatic Reaction
Model (Michaelis-Menten); Predator-Prey Models (Holling IT and Holling III). In
Chapter 2 we discuss the ethology and sociobiology of ants that serve as foundations
for the construction of the proposed models in Chapter 3. Numerical simulations
were performed to confirm the consistency between the mathematical models and
the social organization of foraging ants, comparing the importance of recruiting in
foraging. Simulations also took into account volatilization and degradation of phero-
mones from the trails. The last two simulations showed how the change of the food
resources (either linearly or cyclic) influence the population dynamics of the ants.
It was observed, also, that it is possible to make small adjustments to the proposed
model so that it can be adjusted to different situations, whether from ants behaviour
changes or environmental variations. Furthermore, it is important to highlight that
similar models, with appropriate interpretation and modification, can be applied to
other social populations dynamics, bacteria, social insects and beyond.

Key words: Mathematical Models; Social Organization; Foraging; Ants.
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Capitulo 1

Prefacio

Podemos definir Biomatemaética como um ramo cientifico onde se desenvolvem méto-
dos e modelos matematicos destinados ao estudo de problemas biolégicos. Ha séculos
a Matematica vem sendo empregada como instrumento intelectual para a elucidacao
de diversos “enigmas” e problemas da natureza fisica e, recentemente, também da
biologica.

O tema mais pertinente e fundamental da Biologia pode ser genericamente deno-
minado “Dindmica Populacional”, que compreende o estudo dos processos de variagao
quantitativa e qualitativa de populacoes biologicas, incluindo desde moléculas bioqui-
micas até o proprio homo sapiens, passando por células, microorganismos, insetos e
animais superiores.

O inicio da Biomatematica pode ser convincentemente fixado no ano de 1760,
quando foi publicado o historico e seminal trabalho de Leonhard Euler (1707-1783) “A
general investigation into the mortality and multiplication of the human species” [28]
(traduzido e reproduzido). Embora este artigo tenha permanecido obscuro e pouco
mencionado ao longo dos séculos !, a “popularizacao” ideologica de seus resultados
por Thomas R. Malthus (1766-1834) no seu mais famoso ensaio (“An Essay of the
Principal of Population”), foi inspira¢do para Charles Darwin (1809-1882) [20] [19] e

ITanto que em 1959, H. von Foerster publicou o muito citado artigo “Some remarks on changing
populations” [31] onde ele obtém essencialmente a mesma equagdo obtida originalmente por Euler
dois séculos antes sem mencioné-lo, certamente por nao conhecé-lo. Curiosamente, muitos textos
modernos ainda se referem a esta equacao como sendo Equagao de von Foerster, enquanto outros
a atribuem a Kermack-McKendrick, Alfred Lokta, A. Cole, etc. O proprio Darwin se refere ao
trabalho de Euler em uma nota de rodapé em uma re-edigao de seu famoso “The Origen of Species”,
possivelmente apoés ter sido alertado por algum leitor da edigao original.



Alfred R. Wallace (1823-1913) e, sendo assim, se constitui em um marco fundamental
para toda a Biologia Moderna.

Os experimentos de Genética de Gregor J. Mendel (1822-1884) (1865) deram
origem, muito tempo depois, a uma outra vertente de Dinamica Populacional mais
matematica com R. Fisher (1890-1962), seguido por Sewall Wright (1889-1988) e
outros. A dindmica de populagoes em um sentido mais demografico, tal como abor-
dada por Euler, desenvolveu-se com os trabalhos de S. D. Poisson (1781-1840), D.
Bertoulli (1700-1782), P. F. Verhulst (1804-1849) em 1838 e, posteriormente, com a
inclus@o de interagoes do tipo presa predador com Alfred Lotka (1880-1949), Vito
Volterra (1860-1940) (1910 e 1926) e C. S. Holling (1930-) em 1959.

Hoje em dia, e cada vez mais, os métodos matematicos da Dinamica de Populacoes
vem sendo aplicados aos mais variados contextos biologicos, como em Epidemiologia
[1], Neurobiologia [68|, Imunologia [55] [71], Oncologia [68]|, Ecologia [56], Teoria da
Evolugao e Genética de Populagoes [12]| [70] e, em Sociobiologia, que serd o tema
geral abordado nesta dissertacao.

As ferramentas mateméticas utilizadas nestes estudos s@o as mais variadas e
dependem do problema em questao, sendo provenientes principais das teorias de Sis-
temas Dinamicos, Probabilidade, Equagoes Diferenciais Ordinarias e Parciais, dentre
outras.

Neste trabalho iremos fazer uso de alguns conceitos fundamentais para a cons-
trucao de Modelos Mateméticos de Dinamica Populacional e, por esta razao, os
apresentaremos inicialmente na forma que nos parece mais apropriada para a sua
aplicagao no tema central da dissertacao, que nem sempre é aquela presente em li-
vros textos. Como as populagoes que aboraremos sao categoricamente discriminadas
(isto ¢, em namero finito pequeno e, ndo distribuidas) os modelos matematicos serao
descritos por Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias. Iniciaremos com os es-
tudos de populagdes isoladas Modelo de Decaimento Malthus-Poisson (Se¢ao 2.1) e
passaremos em seguida ao estudo de populagoes que se considera as interacgoes inter
ou intra-especificas (dependendo da interpretagao do modelo) representadas pelos
Modelos de Holling I, IT e IIT (Segoes 2.2 a 2.5). Com este Capitulo 2 concluimos
a apresentacao dos fundamentos que serao utilizados para a construgao dos modelos
matematicos.

Apos esta visao mais ampla sobre os Modelos Mateméaticos de Dindmica de Po-
pulagoes, focalizaremos nossa atencao na Sociobiologia, tal como ela se originou na
década de 1970 com os trabalhos de Edward O. Wilson (“The Insect Societies” [96] e



“Sociobiology: The New Synthesis” [97]) e com a escola de Jean Louis Deneubourg da
Université Libre de Buxelles, também sobre insetos sociais, especialmente, formigas.
Diga-se de passagem que esses trabalhos foram procedidos por Karl von Fisch, K.
Lorenz e N. Tinbergen (que compartilham o Prémio Nobel de Fisiologia em 1973)
e, no Brasil, pela escola de W. Estevam Kerr (USP-Ribeirao Preto e Universidade
Federal de Uberlandia), que se especializou em meliponineas (abelhas sem ferrao).

Nos livros acima mencionados, Edward Wilson, introduz o conceito de Sociobi-
ologia para o estudo de populagoes de insetos sociais (formigas, abelhas, vespas e
cupins), em seu primeiro livro, que ele extrapola para o comportamento social de
todas as sociedades animais, incluindo os vertebrados e a populagao humana, em
seu segundo livro. Em ambos, sao analisadas com especial aten¢ao a comunicagao
entre os individuos e a divisao de trabalho que decorrem da teoria genética da origem
do comportamento social, biologia evolutiva [96] [98]. Mais especificamente, iremos
abordar a Sociobiologia das Formigas, tema muito bem desenvolvido por Wilson, jun-
tamente Bert Holldobler em seus livros “The Ants”, de 1990 [46], ganhador do prémio
Pulitzer e o mais recente, de 2009, “The Superorganism: the beauty, elegance, and
strangeness of insect societies” [47].

A hipotese de existéncia rigida de castas geneticamente distinguidas, utilizada
inicialmente por E. O. Wilson, foi posteriormente modificada por Deborah Gordon,
pesquisadora da Stanford University, a partir da década de 1980, com seus trabalhos
experimentais sobre o comportamento de formigas, muito bem descrito em seu livro
“Ants at work” [37|. Nesta teoria, denominada por ela de Teoria de Alocagao de
Tarefas, as subpopulagoes de uma colénia variam dinamicamente em dependéncia de
informagoes bioquimicas e de contato entre si e por estimulos exteriores, ou seja, por
intermédio de interacoes e nao apenas por determinacao da casta. Gordon publicou
diversos artigos sobre a organizagao de colonia de formigas [39], investigando como
os individuos da coldnia, usando informagoes locais, produzem o comportamento da
colénia como um todo, o que levou a conclusao de que elas agem sem um sistema
centralizado [38], e de que a troca de tarefas exercidas varia com a idade e tamanho
das formigas [36]. Gordon observou que a decisao das tarefas depende de experiéncias
recentes e da frequéncia de breves encontros entre elas, ou seja, a tomada de decisoes
basea-se na taxa de interagoes e na concentragao de feromonios (hidrocarbonetos)
[42], que sdo substancias de comunica¢ao. O ajuste na atividade forrageadora da
colonia, de acordo com esta observacao, se da por um sistema de feedback baseado
no padrao de encontros entre as formigas inativas no formigueiro e as forrageadoras



que obtiveram sucesso em sua busca por alimento [35] [39].

Os modelos que apresentaremos partem destas hipoteses e descendem diretamente
dos trabalhos de Gordon e a contribui¢do da escola de David Sumpter (Uppsala
Universitet) [37] [85].

Trabalhos exeperimentais e pioneiros com formigas e outros insetos sociais fo-
ram realizados por Jean-Louis Deneubourg, com o objetivo de entender processos de
auto-organizacao de sistemas biologicos, comportamento emergente, comportamento
coletivo e de agregagao, estrutura dissipativa, sistema dinamico nao-linear aplicado
a biologia e sistemas complexos biologicos [21]. Deneubourg e outros pesquisadores
fizeram diversos experimentos com formigas, nos quais elas tinham dois caminhos
(pontes) para chegar até¢ a fonte de alimento [26] [25] [62], com o objetivo de compre-
ender as tomadas de decisoes individuais e, consequentemente, a inteligéncia coletiva
da sociedade de formigas. Modelos matematicos para a descricao destes comporta-
mentos foram desenvolvidos, dentre outros, por Raul A. Assis em sua dissertacao de
mestrado IMECC-DMA-Unicamp [2]. Decendentes diretos da escola de Bruxelas, E.
Bonabeau, M. Dorigo, e G. Theraulaz, vem desenvolvendo algoritmos computacio-
nais de uso comercial e cientifico (“AntCol”) inspirados no comportamento forragea-
dor de insetos sociais, especialmente formigas [9]. Com isso, se vé que nao somente
a Biologia lucra com a utilizacao de Modelos Matematicos, mas estes também sao
gradualmente favorecidos neste intercambio, em particular nesta area.

A recente escola liderada por David Sumpter (Departamento de Matemética da
Uppsala Universitet, Suécia) utiliza modelos matematicos para a descrigdo e compre-
ensdo do que se denomina Comportamento Coletivo [85] e baseia-se na colaboracao
com os bidlogos Stephen Pratt (Cornell University) e Madeleine Beekman (University
of Sidney) [6] [84] [87]. Estuda-se, neste caso, o surgimento de diversos comportamen-
tos sociais complexos descentralizados (insetos sociais). Identificando-se as regras de
comportamentos e os sinais usados pelos individuos, o grupo propoe hipoteses e faz
experimentos com o objetivo de compreender os sistemas bioldgicos e as interacoes
produzidas pelos individuos, de forma a resultar no comportamento da colénia como
um todo, fazendo assim, uma analogia entre os organismos individuais e o colonial,
ou superorganismo [86] [75].

Muitos outros pesquisadores vem estudando o comportamento social das formi-
gas, bem como seu comportamento forrageador, entre eles podemos ainda mencionar
o bidlogo Nigel Franks na Univertsity of Bristol 83| [67]; e os pesquisadores Eric
Bonaneau, Marco Dorigo e Guy Theraulaz, com seu trabalho sobre a inteligéncia do



formigueiro [9].

Sendo assim, no Capitulo 3 iremos abordar as principais escolas referentes aos
estudos de Sociobiologia de Formigas, entre eles: Bert Holldobler e Edward O. Wilson
[46] [47] [96]; Deborah Gordon [35]-[40] [43] [81]; Jean-Louis Deneubourg [10] [22]
[25] [62]; David Sumpter, Stephen C. Pratt e Madeleine Beekman (6] [84] [87]; Eric
Bonabeau e Guy Theraulaz [10].

No Capitulo 4 aplicaremos as ferramentas matematicas abordadas no Capitulo
2 a alguns dos fenomenos biologicos abordados no Capitulo 3, de forma a construir
alguns Modelos Mateméticos para a Sociobiologia de Formigas, que é o objetivo
central desta dissertagao.

Simulagbes Numéricas serao feitas no Capitulo 5 para exemplificar os modelos
trabalhados no Capitulo 4, assim como comparar os resultados obtidos das simula-
¢oes numeéricas dos modelos com os dados obtidos experimentalmente. As primeiras
simulagoes serao feitas baseadas nos artigos de Rodrigo Cogni e Paulo S. Oliveira, da
Universidade de Campinas, sobre as observacoes das formigas brasileiras Gnampto-
genys moelleri sem e com recrutamento [16] [17]. Posteriormente, utilizaremos dados
da formiga Solenopsis invicta |99] e, considerando que estas utilizam-se do recruta-
mento para o forrageamento de forma mais eficiente, ou seja, envolvem mais formigas
em tal atividade, faremos adaptacgdes ao modelo principal, de forma a percebermos
como as taxas de feromonio e variagao de alimento podem interferir na dinamica de
forrageamento de formigas.

E por fim, no Capitulo 6 iremos discutir os resultados obtidos nesta dissertagao e
comparé-los com os trabalhos existentes na literatura, assim como propor trabalhos
futuros que podem ser derivados desta dissertacao.






Capitulo 2

Modelos Matematicos de Dinamica
de Populacoes

Para este estudo, o termo populacao é utilizado, de forma ampla, como um grupo
de organismos nos quais podemos mensurar as taxas de natalidade, mortalidade,
imigracao e emigracao. As populagoes aqui encontradas podem ser consideradas
como grupos de moléculas, bactérias, plantas ou animais.

Dinamica de Populagoes, por sua vez, ¢ uma sintese matematica de uma grande
variedade de processos fisicos, quimicos ou biolégicos e tem como objetivo a des-
cricao do nimero de individuos de uma populagao ao longo do tempo e de suas
subpopulagoes de interesse. Subpopulacoes de uma espécie analisada sao caracte-
rizadas por indices discretos ou continuos. No primeiro caso, cada subpopulacao «
é descrita por um numero N,(t), enquanto que no segundo caso, cada populagao
¢ descrita por uma densidade p(«,t) que é distribuida segundo «, por exemplo, no
espago ou por idade [29]. Neste trabalho, utilizaremos apenas modelos em que as
subpopulagoes sao discretas, em nimero finito (e pequeno).

A partir de dados iniciais e hipoteses tedricas destas populagoes e suas subpo-
pulagoes sao construidos os Modelos Matematicos de Dinadmica de Populagoes que
podem ser aplicados ao estudo de populagoes de atomos ou moléculas (processos
fisico-quimicos), células (processos fisiologicos), além de populagoes de animais (em
epidemiologia ou sociobiologia), pois varios argumentos e resultados mateméticos sao
similares e independem do campo de estudo [29].

Modelos Matematicos para o estudo de Dinamicas de Populagoes utilizam Equa-
¢oes Diferenciais Ordinarias (EDO) ou Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), para
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descrever o numero de individuos das subpopulagoes ao longo do tempo [27] [68].
Neste capitulo estudaremos alguns Modelos Mateméaticos bésicos de grande impor-
tancia em Biologia de Populagoes. Iniciaremos com alguns modelos fundamentais de
Dinamica de Populagao e dos quais dependerao todos os outros: Modelo de Decai-
mento Poisson-Malthus, que é o resultado dos estudos de reagoes unimoleculares, de
decaimento radioativo e dos estudos de crescimento populacional proposto por Tho-
mas Malthus, no qual o crescimento da populacao ¢ dado por uma taxa constante e
independente de sua densidade. Neste caso, nao ha como prever quando um determi-
nado individuo iré nascer ou morrer, nem quando a reacao iré ocorrer, levando assim
a uma interpretagdo probabilistica para a sua ocorréncia (Se¢ao 2.1); e o Modelo
de A¢ao de Massas — Holling I, conhecido como “Lei de Agao de Massas” (Reagao
Bimolecular de Interagao), no qual deve haver um encontro (bem sucedido) entre
duas moléculas ou individuos de populagoes para que um evento ocorra, resultando
no aumento ou diminuigao desta populacao (Secao 2.2).

Em seguida, analisaremos o Modelo de Reacoes Enzimdticas de Michaelis-Menten
(1913), um dos precursores no estudo de reagoes quimicas. Os argumentos utilizados
nele foram muito importantes para o desenvolvimento da dindmica de populagoes
em diversas areas, como ecologia e fisiologia (Se¢ao 2.3). Finalizaremos este capitulo
com o estudo de modelos mateméticos voltados especificamente para o entendimento
do comportamento de populagoes (sociobiologia) e ecologia, que é o objetivo deste
trabalho: Modelo Presa Predador de Holling II (1965), no qual a taxa de predagao
é constante, porém a mortalidade das presas diminui com a densidade (Segao 2.4);
e Modelo Presa Predador de Holling III (1978), no qual a atividade de busca do
predador aumenta com o aumento da densidade de presas (Secao 2.5).

Sob o ponto de vista matemaético consideraremos apenas trés tipos de dinamica
populacional: Malthus, A¢ao de Massas e Holling, que representam padroes de com-
portamento. Pois o objetivo maior nesta dissertagao é enfatizar com exemplos o fato
de que modelos matematicos podem (e devem) ser interpretados de maneira distin-
tas sob o ponto de vista da dindmica populacional de tal maneira que possam ser
aplicadas como constituintes basicos para a descricao de uma ampla variedade de
situacoes biologicas, o que faremos no Capitulo 4.



2.1 Modelo de Decaimento Poisson-Malthus (Rea-
¢ao Unimolecular de Decaimento)

Uma reagao unimolecular é aquela em que participa apenas uma molécula sem in-
terferéncia de outras, ou seja, nao hé encontros nem troca de informacoes, apenas
uma “decisao” espontanea do individuo. Este é um processo essencialmente proba-
bilistico: nao h& como observar um individuo e determinar o momento exato em
que ocorrerd a ‘reacao’. A hipdtese probabilistica de ocorréncia do episodio que é
utilizada neste modelo é chamada de Processo de Poisson [63], pois este estudo foi
realizado por Siméon Denis Poisson (1781-1840), um notével matematico francés que
estudou problemas de EDO e EDP, principalmente aplicados a problemas fisicos e
quimicos [72].

Um fenémeno tipico descrito por este modelo é o decaimento radioativo, também
descrito por Ernest Rutherford no inicio do século XX. Embora nao seja possivel
determinar quando ocorrera o episddio especifico (reagdo) com um individuo deter-
minado, se tivermos uma grande populagao destes, podemos determinar a taxa de
decaimento por unidade de tempo. Em vez de partirmos do modelo probabilistico
utilizaremos o Modelo de Malthus, que seré entao interpretado probabilisticamente.
Neste modelo, Thomas Robert Malthus (1766-1834), economista e demografo bri-
tanico muito bem conhecido por seu trabalho sobre crescimento populacional hu-
mano “An Essay on the Principle of Population” (1798), considera este crescimento
em progressao geométrica. Malthus também estudou algumas formas de restringir
o crescimento populacional pois, segundo ele, os meios de subsisténcia poderiam
crescer somente em progressao aritmética, além disso o crescimento populacional é
restringido pelo aumento da mortalidade e restrigoes ao nascimento [5].

Consideremos uma populagao com N (t) individuos!. Se a taxa especifica de mor-
talidade destes individuos é constante, o modelo sera escrito na forma Malthusiana:

INio se mede grandes populagdes contando “cabegas” (individuo por individuo) e sim por “lotes”,
ou seja, utiliza-se outra unidade e, desta forma, o grafico N(t) pode ser tipicamente descrito por
uma fungao continua e diferenciavel com relagao ao tempo. Por exemplo, considere a populacao do
Brasil mensurada pela unidade de “lote” de p = 108. O que, de acordo com o tltimo senso 2010
seria representado por 1,90p [48]. Nao é razoavel estudar a evolugao temporal desta populagao em
unidade de segundo e nem de séculos, talvez na unidade de meses. Se soubéssemos os valores de N (t)
nestas unidades, certamente poderiamos representa-la como um grafico na tela de um computador,
que apareceria tao continua e diferenciavel quanto o grafico de uma funcao seno ou polinomial, cuja
representacao é necessariamente discreta.



LA 2.)
onde 1 é positivo, pois aqueles que reagiram sao retirados e, em N (t) sdo contados
apenas os sobreviventes.

A solugao desta equagao é, obviamente,

N(t) = N(0)e ", (2.2)

A primeira questao que surge é saber do que se trata o parametro pu. Uma
andlise dimensional rapida mostra que a sua dimensao é [u] = T7!, [u~!] = T, mas
que medida de tempo é esta?

Para responder a esta questao, suponha que a populagao inicial seja de Ny = N(0)
individuos e, naturalmente, s6 decresce, ja que nao ha introducao de novos individuos
na populacdo. Observe, agora, que N(t) — N(t + J) representa, aproximadamente, o
niumero de individuos que “morreram” no instante ¢ (isto é, estavam la em ¢ e logo
depois nao estavam mais). Se forem tomados valores seguidos de ¢, 0 = tg < t; <
v < tm < tme1 = tmas... separados por pequenos intervalos, J, a soma ponderada
(por tempo de sobrevivéncia)

YNo Yt N(tp +0)) (2.3)
representa, aproximadamente, o tempo médio de vida dos individuos. Se agora
diminuirmos o comprimento § dos intervalos e escrevermos a expressao (2.3) na forma

Zt N(tm +0)) - Zt Nt + 6()5 — N(t’"))d, (2.4)

é facil ver que no limite para 6 — 0 obtemos uma integral:

(N(tm +8) — N(t)) _—1/00 dN 1
7 (1513% tm ; 5= o dt = " (2.5)

Portanto, a medida intrinseca de tempo 1/u representa o tempo médio de vida, ou
ainda, o tempo médio de espera para que a reagao ocorra em uma determinada
molécula no caso de uma reacao quimica monomolecular.

Utilizando a solugao da Equagao Malthusiana (2.2) e, interpretando o modelo
depois de um periodo de tempo como sendo o resultado de observacoes da mesma
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experiéncia (reagoes, mortes ou decaimento) para muitos individuos (que sao inde-
pendentes entre si, pois ndo interagem), a expressao

N(0) = N(1)
N(0)

pode ser interpretada como a razao entre a quantidade de experiéncias que resultaram

= 1M (2.6)

em morte e o namero total de experiéncias realizadas, o que caracteriza a defini¢ao
usual (frequencial) de probabilidade de que tal evento (morte) ocorra em um periodo
de tempo t para um tunico individuo observado. Observe que esta probabilidade se
aproxima de 1 conforme o periodo de tempo de observacao ¢ maior.?
Por outro lado,
M —e M (2.7)
N(0)
¢é interpretado como a probabilidade de sobrevivéncia de um determinado individuo
depois de um periodo de tempo ¢, que obviamente se aproxima de zero exponencial-
mente. Se pensarmos, agora, apenas em um pequeno intervalo de tempo, 9, podemos
perguntar: qual a probabilidade de que ocorra um evento para um individuo neste
pequeno periodo de tempo? A resposta para esta questao pode ser escrita na forma

N(t) = N(t + )
N(t)

Um Processo de Poisson é definido como eventos naturais ao longo do tempo de

=1—eM = pud+ 0(5?). (2.8)

tal forma que “a probabilidade de que ocorra o evento em um pequeno intervalo de
tempo € proporcional ao comprimento deste intervalo a menos de um erro de sequnda
ordem, com rela¢io a este intervalo” [63]. Partindo deste Modelo de Poisson, é
possivel demonstrar que a populacao, em média, evolui proporcionalmente como no
Modelo de Malthus [4]. Neste caso, o parametro k tem significado probabilistico:
“probabilidade de que em um intervalo de tempo & ocorra o epsddio por unidade de
tempo” [63|. Estas sdo as interpretac¢oes para o mecanismo de rea¢do unimolecular
que utilizaremos a seguir.

2A definigdo frequencial de probabilidade e ocorréncia de um determinado evento E (quando

N,
um tipo de “experimento” é realizado) é dado pela razao: p(E) = limN—)OOWE7 onde N = namero
total de repeticoes do experimento e Np = namero de experimentos em que ocorreu o evento F,

onde N é “muito grande”. O exemplo cléssico é do “experimento de langamento de uma moeda” em
que o evento observado é “cara para cima’”.
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Este argumento mostra que qualquer Modelo Malthusiano pode ser interpretado
probabilisticamente pelo Processo de Poisson e vice-versa. Estas duas formas de
abordar o mesmo fenémeno sao importantes para a compreensao de Modelos Mate-
maticos de Dinamica de Populagao.

Com tudo isso, é importante enfatizar que em qualquer modelo de din&mica
populacional o primeiro cuidado a ser tomado é especificar, com precisao, quem
serao os individuos que fazem parte da populagao contada por N(t).

Observe que no caso anterior estamos observando uma populagdo de Ny (N(0))
individuos onde apenas incide a mortalidade, nao estamos contando os que nascem,
imigram ou emigram. A especificagdo desta populagao, N(t), equivale aos individuos
vivos no instante ¢ dentre aqueles Ny que foram inicialmente discriminados.

O modelo completo de Malthus:

1 dN
N dt
contempla a taxa de fertilidade ou natalidade, v, e a taxa de mortalidade, u. Desta

=K=V—U, (2.9)

forma, quando a taxa de natalidade for maior do que a de mortalidade teremos
positivo, neste caso o crescimento populacional ao longo do tempo pode ser repre-
sentado como no Gréafico 2.1; e quando a taxa de mortalidade for maior do que a de
natalidade teremos x negativo, havendo um decaimento populacional, aqui represen-
tado pelo Grafico 2.2.

Para uma melhor interpretacao probabilistica do processo, é interessante especi-
ficar trés populacoes:

e N(t) = populagdo no instante ¢;
e S(t) = sobreviventes da populagao original Ny no instante t;

e R(t) = individuos da populacao original Ny que ja se reproduziram, pelo menos
uma vez, até o instante .

Observe que em um pequeno intervalo de tempo (¢,t+¢) para ¢ g 0, se nasceram
vN(t)d individuos da populagao, de acordo com o modelo Malthusiano, podemos
dizer que esta mesma quantidade de individuos pode ser retirada da populagao R(t),
de onde
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Modelo de Crescimento Populacional de Malthus

Populagéo

Tempo

Figura 2.1: Grafico que representa o Modelo de Crescimento Populacional de Malthus:
N(t) = N(0)e*, onde N(t) & a populagao ao longo do tempo, N (0) a populacio inicial e k
uma constante positiva.

C;—R = —vR
t (2.10)
R(0) = Ry

Utilizando argumentos semelhantes aos que foram empregados para a interpreta-
¢ao de p podemos concluir que /v é o tempo médio que individuos de uma populagao
Malthusiana utiliza para se reproduzir.

14

Analogamente, podemos interpretar e como a probabilidade de que um indi-

viduo da populac¢do nao se reproduza no intervalo de tempo [0,¢]. Com isto, com-
pletamos a interpreta¢ado do Modelo Malthusiano completo [30].

2.2 Modelo de Agao de Massas - Holling I (Reagao
Bimolecular de Interagao)

A “Lei de Agao de Massas” é assim chamada porque o conceito foi herdado da Te-
oria Cinética de Reacoes Quimicas, mas, de fato, nada ha de dogmético nas suas
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Modelo de Decaimento Radioativo Poisson-Malthus

Populagéo

Tempo

Figura 2.2: Grafico que representa o Modelo de Decaimento de Poisson-Malthus, também
conhecido como Modelo de Reacido Unimolecular de Decaimento: N(t) = N(0)e™*
N(t) é a populagao ao longo do tempo, N(0) a populagao inicial e k uma constante.

, onde

afirmagoes que justifique o termo “lei”; ela é tao somente um modelo matematico
util. Melhor seria chamar sua formulagao de Modelo Matemdtico de A¢ao de Massas
(Holling 1), pois pode ser modificado por conta de varias circunstancias.

O Modelo de A¢ao de Massas (Holling I), como qualquer outro modelo, é aplicavel
sob certas condigoes que, se nao verificadas, enfraquecem a argumentagao para sua
utilizagao.

No caso, ha basicamente duas hipoteses simples, mas essenciais para a sua argu-
mentacao. Primeiro, de uma forma geral, supoe-se que ha “reacao” ou “interacgao”
em decorréncia de encontros bem sucedidos. Lembrando que nem todos os encontros
entre individuos sao bem sucedidos (no sentido de ocorrer a reagao) e varias razoes
podem concorrer para isto. Por exemplo, no caso de uma reagao quimica, este en-
contro é um choque que nao pode nem ser muito “fraco” e nem muito “forte”. O
mesmo acontece com interagoes entre organismos, onde encontros “casuais” podem
ser insuficientes para troca de informagoes. Portanto, uma das hipoteses bésicas da
“Lei de acao de Massas” é que apenas uma fragao destes encontros resulta em uma
interacao, e no caso mais simples, supomos que esta fragao seja fixa, constante.

Um caso particular interessante que invalida o Modelo de A¢ao de Massas € o
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caso da predacao para alimentacao. Para este predador, quando saciado, os encontros
“bem sucedidos” caem a quase zero porque nao lhe interessa se alimentar além da sua
capacidade digestiva. Por outro lado, ha predadores, tais como as joaninhas (insetos
da Familia Coccinellidae), em que saciedade nao diminui o seu &nimo trucidador
contra as suas presas preferidas, os pulgdes (insetos da Familia Aphididae) [27] [68].

A proxima hipotese refere-se a taxa de encontros entre os individuos. Neste caso,
supoe-se que os individuos estejam executando um movimento aleatorio, ou seja, nao
existe uma busca deliberada e planejada de encontros, taxia, que poderia melhorar a
qualidade dos encontros (fracdo bem sucedida). A busca aleatoria pode ser eficiente
e, de fato, é muito empregada por organismos, pequenos e grandes |7]. Em quimica,
as moléculas nao “buscam”, obviamente, mas sao agitadas por movimentos térmicos
que, no final das contas, ¢ um movimento aleatério. Um modelo intuitivo para este
processo considerando apenas um “predador insaciavel” seria supor que o seu encontro
com uma “presa”’ se dé a uma taxa proporcional ao nimero (densidade) destes que
caracteriza um processo de Poisson. Neste caso, tomando-se um individuo (molécula)
consideramos que a probabilidade de encontro com outro individuo em um intervalo
de tempo é de

5t = Kt + O(0t). (2.11)

Supondo, entao, que esta seja a estratégia de busca empregada pelos organismos
em questao, é razoavel considerar que “o modelo produz a taxa de encontros bem
sucedidos proporcional ao produto entre as respectivas densidades dos ‘encontreiros™
[63]. Observe que esta taxa de encontros nao é o ntmero de encontros, e sim, a
frequéncia deles: encontros por unidade de tempo.

A dependéncia do produto das densidades pode ser também interpretada da se-
guinte maneira: tomando-se um individuo de uma das espécies (digamos predador
ou informador) imerso em uma populac¢ao da espécie de individuos a serem encon-
trados, a frequéncia de encontros aumenta linearmente com a densidade destes. Este
é, de fato, o argumento para o Modelo de Holling 1. Portanto, é razoavel supor que
individuos que se movimentam com maior rapidez terao uma frequéncia de encontros
proporcionalmente maior. Este movimento depende nao apenas da mobilidade dos
individuos, ou seja, sua capacidade de movimentagao, mas também da “transitabi-
lidade” da regiao. (Compare a frequéncia de encontro de coelhos com um predador
em regiao de facil transito, por exemplo um campo, e em uma regiao com obstaculos,
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por exemplo uma floresta).

Lei de Agao de Massas - Holling |

fka

Figura 2.3: Grafico que representa o Modelo de A¢do de Massas, também conhecido como
Modelo de Holling I, onde os termos a e b representam duas populagoes, k representa a taxa
de encontros e f a fracao bem sucedida.

Resumindo, o Modelo de A¢ao de Massas (Holling I) para a taxa de encontros
entre individuos de duas espécies A e B sera escrito como

kab, (2.12)

onde a e b sao densidades respectivas as populagoes e £ uma constante de propor-
cionalidade. Destes encontros uma fracao f é bem sucedida e, portantro, a taxa de
encontros bem sucedidos pode ser escrita como

[kab. (2.13)

Interpretando o modelo matemético de reacao bimolecular segundo o argumento
apresentado para o modelo unimolecular, podemos dizer que o termo fka representa o
tempo médio que uma molécula b levara para reagir, ou encontrar com sucesso, uma
molécula a (Gréfico 2.3). Aplicando este modelo a Biologia, podemos interpreta-
lo como um Modelo de Encontros, Influéncia ou Transmissao de Informagao, nao
somente como Modelo de Reagoes.
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A taxa de encontro entre dois individuos, sejam eles presa e predador, parasita e
hopedeiro, ou duas formigas realizando forrageamento, pode ser diretamente propor-
cional a densidade desses individuos. Entretanto, variagoes na pobabilidade da taxa
desses encontros podem ser observadas em diferentes grupos de individuos, e podem
ser explicadas por diferencas comportamentais, distribuicao geografica, interferéncia
ambiental, entre outros fatores, como sera visto mais adiante nas Segoes (2.4) e (2.5)
[49].

2.3 Modelo de Reagoes Enzimaticas Michaelis-Men-
ten

Em 1913, Leonor Michaelis [33|, um renomado bioquimico alemao, juntamente com
a médica fisiologista canadense Maud Leonora Menten [34] descreveram um modelo
bésico de reacoes enzimaticas resultantes da conversao de um substrato S em um
produto P, através de uma enzima catalitica F. Este processo envolve a ligacao
do substrato com a enzima, formando um complexo SE, que posteriormente dara
origem ao produto e liberara a enzima. Esta reacao podem ser representada esque-
maticamente pela notacao estequiométrica:
k1 k2

S+E = SE — P+ E, (2.14)
na qual ki, ko e k_; sdo parametros constantes associados as taxas de reacoes. A
dupla seta = indica que a reacao pode ocorrer nas duas direcoes, ou seja, tanto o
substrato pode se ligar a4 enzima formando SE, quanto o complexo pode se desfazer,
liberando S e E. A seta em um tunico sentido — indica que o complexo pode dar
origem ao produto mais a enzima, porém, apés formado o produto, este nao pode
voltar a forma de complexo, ou seja, esta é uma reac¢ao unilateral [68].

Obviamente, para a analise da dindmica de rea¢oes quimicas nao contaremos mo-
lécula por molécula, para tal utilizaremos a concentracao das substancias, que em
quimica é dado por mols por unidade de volume (supondo que ela esteja uniforme-
mente distribuida no espago) e representadas pela notagao auto-explicativa [S], [E],
[SE] e [P]. Matematicamente, é comum o emprego de uma nota¢ao mais simples:

s =[S} e=[E); c=[SE]; p=[P). (2.15)
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Assume-se que estas reagoes unimoleculares comportam-se como no Modelo de
Decaimento de Poisson (Segao 2.1) e que as reagoes bimoleculares comportam-se
como no Modelo de Holling I, a chamada “Lei de Agao de Massas” (Secao 2.2), onde
a taxa das reagoes bimoleculares é proporcional ao produto das concentragoes dos
reagentes. Por exemplo, a taxa de formacao do complexo ¢ é proporcional a taxa de
encontros entre s e e, neste caso aplicaremos a “Lei de Acao de Massas”, enquanto
que a reversao do complexo em substrato é uma reagao unimolecular que tomaremos
como um Processo de Poisson com constante k_; e assim por diante. Desta forma,
0 Modelo de Reacoes Enzimdticas Michaelis-Menten resulta no Sistema de Equacoes
Diferenciais Ordinarias Nao-Lineares [68]:

(ds
= —kies + k_qc
d
d_: = —kies + (k-1 + k2)c
) (2.16)
c
i kies — (k_1 + ko)c
dp
\g = ]CQC.

Considerando que iniciamos as reagoes com certa quantidade de substrato e en-
zima, e que estes darao origem aos primeiros complexos e, consequentemente, aos
primeiros produtos, as condigoes inicias sao dadas por:

5(0) = s0; €(0) = ep; ¢(0) = 0; p(0) = 0. (2.17)

Uma vez que estamos interessados apenas na evolucao da interagao entre enzi-
ma e subtrato, se tomarmos a solugdo do sistema de equagoes (2.16) com os valores
iniciais de (2.17), teremos como resultado as concentragoes e as taxas das reagoes
em funcdo do tempo. E importante lembrar que os valores das concentracdes nao
podem ser negativos e o modelo matemaético, consistentemente, nao atinge pontos
fora da regiao positiva, uma vez iniciado o processo com valores positivos para as
concetragoes das substancias.

Para simplificar o sistema (2.16) observamos que estas equagoes nao sao todas
independentes, o que sera visto logo a seguir. A tultima equacao é desacoplada das
demais e podemos escrever o seu resultado como uma operagao integral na forma

18



() = ko /0 " (2.18)

uma vez que a equagao c¢(t) tenha sido determinada.

Por outro lado, a enzima FE, neste tipo de reacao catalitica, nao se decompoe
e nem ¢ componente dos produtos finais, ou seja, ela é totalmente liberada (ou
preservada) para participar novamente em outro processo com outra molécula de
substrato. Portanto, para uma anélise com populagoes biologicas, podemos inter-
pretar a “populagao de enzimas” como predadoras que “consomem” a “populacao de
substrato” (presas) e preservam a sua identidade apos o processo. O complexo pode
ser interpretado como o momento da captura antes do consumo propriamente dito
da “presa”, que pode, eventualmente, escapar (da mesma forma que a reagao pode
nao se completar). Este ultimo processo pode ser, entdo, interpretado como a rever-
sibilidade da reagao que permite, em algumas poucas situagoes, a quebra da ligacao
enzima-substrato (ou, “presa-predador”) e retorno a situacao original [78] [45].

Com tudo isso, pode-se notar que a concentragao total de enzimas (ou na inter-
pretagao, predadores) livres ou nos complexos é constante, o que pode ser observado
adicionando a 2% e a 3% equagoes de (2.16), nas quais temos as concentragoes de
enzimas livres (e) e as enzimas no complexo (c), respectivamente. Desta forma,
observa-se que:

% + % =0=e(t) + c(t) = ep. (2.19)

Usando as condigoes iniciais dadas em (2.17), com a alteragao de (2.18) e substi-
tuindo e(t) = ep — c(t) (2.19) nas 1* e 3% equagdes de (2.16), o Sistema de Equagoes
Diferenciais Ordinarias fica reduzido a somente duas equagoes [68]:

d

d—j = —k1608 + (/ﬁs + kfl)C

) (2.20)
d_j = kyeos — (ks + k_y + ks)c.

Nota-se que a condicao inicial das enzimas estéd embutida no sistema de equacoes.
Desta forma, para completar a formulacao matematica, resta definir as condigoes
iniciais para s e c:

5(0) = sp; ¢(0) =0. (2.21)
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Portanto, as solu¢oes do sistema sao func¢oes da seguinte forma:

S(t, kl, k—l) k27 €o, 50)
(2.22)
c(t, k1, k-1, ka, €o, 50),

ou seja, as solucoes dependem da variavel “independente” ¢ e ainda de cinco para-
metros. Esta quantidade de pardmetros dimensionais dificulta o estudo qualitativo
e quantitativo (simulagdes numéricas) do processo. Por exemplo, se tivermos que
simular numericamente o comportamento das solugoes teriamos que resolvé-lo, mini-
mum minimorum para trés valores (“pequeno, médio e grande”) de cada parametro, o
que daria um total de 3% = 243 gréficos, o que resultaria em uma enorme quantidade
de calculos numeéricos, impossivel de se analisar a “olho nu”. Portanto, para evitar
calculos desnecessarios e intuteis, uma analise adimensional do modelo é imprescin-
divel. O fato é que estes parametros nao sao “independentes” (em um sentido que
ird se tornar mais claro mais adiante) e uma analise dimensional deve ser feita para
que se reescreva o modelo com um ntmero reduzido de parametros que serao deno-
minados adimensionais. O modelo adimensional exibird apenas um conjunto “base”
indispensavel de parametros [61] [3].

Antes de ser feita a adimensionalizacao do sistema (2.20), é importante a analise
da dimensao dos parametros presentes nele.

(5] = [s0] = [c] = [eo] = P(densidade de populaéio),

[t] = T'(tempo),

2]-[t] -
by = [k_y] =T Ve

(k1] = (PT)~".

Com base nestas informagoes, pode-se adimensionalizar este sistema, substituindo
os seguintes parametros [68|
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T = kiegt, u(t) = —=, v(1) = —=,
So €o
" " N (2.24)
—1 1 Ko 2 €0
kisg kiso’ ¢ So
no sistema (2.20), obtendo:
d(S/S()) . [—kleoS + (k'lS + k71>C]
d(kiegt) kiegs
(k1eot) 1€050 (2.25)
d(/eo) _ [kregs — (ks + k_1 + k2)c] L 0
d(kleot) k’l €0€o So .

E importante observar que a escolha de escalas, isto ¢, unidades intrinsecas de
tempo e populagao acima, diferencia as duas populagoes, de enzima e substrato (s,
€p), enquanto que a unidade de tempo é tomada como o tempo médio de “espera” da
reacao para uma molécula de substrato (Ty = (kjeg)™!) ou, na interpretagao popu-
lacional, o tempo médio que uma presa passa sem ser percebida por um predador.
(Quanto ao tempo médio, este é referente ao mesmo conceito tratado acima para um
processo Malthusiano).

Desta forma, temos um sistema adimensionalizado com as seguintes condicoes
iniciais [68]:

kK= A u(0) =1

.

; (2.26)
v

— = u-— K)v; = 0.

€= u (u+ K)v; v(0) =0

Assim, solucionando os valores de u(7) e v(7), imediatamente obteremos os va-
lores de p e e, através das equagoes (2.18) e (2.19). Com a adimensionalizagao,
reduzimos o numero de pardmetros ao seu minimo (uma “base”), ou seja, agora as
fungoes incognitas podem ser descritas na forma:

u(t, K, \ €)
(2.27)

v(t, K, A\ ¢€),
onde os parametros essenciais sao apenas trés e o numero de simulacoes numeéricas
minimum minimorum cai para 27. Observa-se que nao ha perda de casos qualita-
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tivos com relacao ao modelo dimensionalizado; o que ocorre é que as varias simu-
lagoes dimensionais sao qualitativamente iguais, o que dificilmente se constataria
observando-se um conjunto de mais de duas centenas delas.

Da reagao original (2.14), na qual ocorre a reacdo de conversao de S em P, é
razoavel concluir que, no estagio final, as concentracoes de substrato e de complexo
(enzima-substrato) serdo iguais a zero, ou seja, u = 0 e v = 0. Para entendermos a
evolugao temporal das reagoes é necesséario analisar o sistema nao-linear (2.26), o qual
nao pode ser resolvido analiticamente de uma forma simples. Solugoes “explicitas”
desta equagao envolve fungoes de Lambert, que sao relativamente obscuras, o que
nao ajuda muito ao nosso propoésito. Entretanto, é possivel analisar estas equagoes
qualitativamente, o que faremos a seguir. Para instantes iniciais, ou seja, para 7 = 0,
7 < 1 (o que significa um intervalo de tempo bem menor do que aquele tempo
médio de “vida livre” para uma molécula de substrato, antes de ser capturada por
uma molécula de enzima e, de fato, muito pequeno, pois as moléculas de enzima sao
muito “vorazes”), vemos, pela primeira equacao, que (4/at) < 0, ou seja, u decresce
de u = 1, o que é razoavel de se esperar, ja que o substrato seréd consumido e pouco
dele sera devolvido pela reagao reversa, que é bem mais lenta. Também, perto de
7 =0, (®/dat) > 0, devido ao pequeno valor de v inicial, lembrando que v(0) = 0.
Entretanto, nestes primeiros instantes temos:

% _ %m — (u+ K)). (2.28)
E, sendo ¢ < 1, o valor desta derivada é muito alto, o que significa que v aumenta
violentamente nos primeiros instantes da reagao, chamado “periodo transiente” de
zero até as imediagoes do valor v = ¥/(u+k), onde (%/at) =~ 0. Depois que v atinge
seu maximo ele passa a diminuir, porém, lentamente, assim como u, o qual o faz
monotonicamente para todo o processo. A concentracdao da enzima F, diminui de
ep, perto de t = 0, e aumenta até ey novamente, quando t — oo [68|.

Sob o ponto de vista mateméatico, se o pardmetro € = (¢o/s,) for muito pequeno,
ou seja, se a quantidade de enzimas é muito menor do que a de substrato, (2.27)
se configura como um sistema com perturbacao singular do tipo “Tikhonov”. A
singularidade é por conta do parametro € = (¢/s,) que multiplica a derivada da
segunda equagao e a classificagao “Tikhonov” se deve ao fato de que este problema
foi inicialmente estudado por A.N.Tikhonov, A.B Vasil’eva e sua escola na Uniao
Soviética a partir da década de 1940 [92]. Os sistemas de “Tikhonov” sdo aqueles da
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forma:

dx
) (2.29)
Ed_th = g(xay)v e 17

tais que, zerando “ingenuamente” o termo a esquerda da segunda equagao (afinal
e ~ 0), ela se reduz a uma equagao nao diferencial na forma 0 = g(x,y) que, em
principio, pode ser resolvida y = ¢(z). Obviamente, em geral, esta curva nao esté
sobre a solugao do sistema. Mas, se

{g(x, y) <0, paray > ¢(z) (2.30)

g(z,y) >0, para y < ¢(x),

concluimos que esta curva “captura” a solucao do sistema rapidamente apds um pe-
queno periodo transiente, no sentido de que a solugao permanece em uma vizinhanca
tubular dela no periodo permanente (isto é, depois do transiente). A ilustragao gra-
fica (Figura 2.4) mostra, com clareza, os argumentos de Tikhonov que sao aplicaveis
diretamente para o sistema Michaleis-Menten.

Em sistemas com perturbacao singular deste tipo diz-se que satisfazem a hipotese
do estado quase estacionario (do inglés: “QSSA = Quase-Steady State Assumption”)
[61].

Considerando, entao, este estagio quase estavel, com € = 0 = € (®/ar) = 0, e
substituindo em (2.30), obtém-se:

d
d—u:—u+(u+K—)\)v; u(0) =1
T (2.31)

0=u—(u+ K)v; v(0)=0.

Observa-se em (2.31) que as condigoes iniciais nao sao todas cumpridas, pois a se-
gunda equagao se reduziu a uma equagao nao-diferencial e, portanto, vy = “0/(ug+K) #
0. Entretanto, como as reagoes v sao muito mais rapidas do que as reacgoes u, isto
significa que o equilibrio do modelo pode ser alcancado quando temos a aproximagao
dada em (2.31) [68].

Por outro lado, resolvendo algebricamente o sistema de equagdes (2.31) e substi-
tuindo v = ¥/(u+K) na 1* equagao, tem-se:
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Figura 2.4: Grafico que representa os argumentos de Tikhonov, pela Equacao (u(d), v(4)),
com v(0) = 0.

du u du u

dr ( )(u+K) dr (u+ K) (232)
onde du/4r & a taxa da reagao dada pela concentragao do substrato. E interessante
observar que, sabendo-se a concentragao do substrato, obtém-se a magnitude da taxa
da reagao. Nota-se que (2.32) é uma equagao elementar cuja solugao é facilmente

obtida de forma implicita:

dr lu+ K 1 1
- — _~ _(K/\) =
T o ) ( /A)u (2.33)

Revertendo as equagoes as medidas originais (dimensionais e extrinsecas) e fa-

zendo as substituigoes inversas de (2.24), observa-se que:

ds eokas
—_—=— 2.34
dt k_i+ ko ( )
s+ ——
k1
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Considerando @ = kqeg e K, = (k-1+k2)/k; pode-se escrever a equagao da taxa
de reagao (2.34), da seguinte forma:
ds Qs
N 2.35
dt s+ K, ( )
onde @ ¢é a velocidade maxima das reagoes e K, é a constante de Michaelis (Gréafico
2.5) |68].

Modelo de Reagdes Enzimaticas de Michaelis—Menten

Q2

Km s

Figura 2.5: Este grafico representa o Modelo de Reagoes Enziméaticas de Michaelis-Menten
representado pela Equacao (2.35), onde @ é a velocidade maxima das reagdes, K, é a
constante de Michaelis e s a concentracao de substrato. Também conhecido como Modelo
Presa Predador de Holling IT

A equagao (2.35) também utilizada nos sistemas de interagao presa-predador é
denominada de Holling II e sera mais estudada na Secao 2.4.

O modelo do mecanismo de reagoes enzimaticas de (2.14) combina um substrato
com uma enzima, que possui apenas um sitio de ligacao para formar o complexo
(enzima-substrato). E comum, entretanto, enzimas que possuem mais de um sitio
de ligacao. Nestes casos, as rea¢oes enzima-substrato sao chamadas de cooperativas,
pois somente a ligacao da enzima com dois ou mais substratos dara origem ao com-
plexo, que por sua vez dard origem a dois ou mais produtos e liberara novamente a
enzima.
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Retomando a interpretacao bioldgica, estas enzimas alostéricas (que dispoe de
varios sitios, ou “portas”, de reagao com moléculas de substratos e a ocupacao de
um sitio diminui ou facilita a capacidade de reagdo com outros sitios) podem ser
interpretadas como predadores que necessitam de mais de um individuo-presa para
se saciarem e, naturalmente, apds capturada uma presa os predadores podem nao
ser tao vorazes com relacao a proxima, por estarem cansados, ou serem ainda mais
vorazes, por estarem com mais energia [45].

Uma simples derivagao da teoria de Michaelis-Menten pode ser obtida nos casos
em que uma enzima F utiliza-se de duas moléculas de substrato S para formar o
complexo C' que, entao, dard origem a duas moléculas de produto P e liberard a
enzima, como mostra a reagao estequiométrica a seguir [27]:

k1 k2
25+ F f1 C =2P+FE. (2.36)

Neste modelo, temos duas moléculas de substrato ligando-se a uma enzima para
)
formar o complexo e, pela “Lei de Agao de Massas”, esta reagao dara origem a seguinte
equacao:

kis’e. (2.37)

E, como no modelo anterior, k_; e ky sao constantes de reagoes unimoleculares
de Poisson. Com tudo isso, temos o sistema de equagoes para o modelo (2.36):

(ds
% = —k182€ + k,lc
d
d—j = —/{31526 + (k_l + ]{32)0
) (2.38)
C
E = k’182€ — (k}_l + k’g)C
dp
ka = k‘QC.

Com as condigoes iniciais iguais ao exemplo anterior (2.17).

Nota-se que a tltima equagdo do sistema (2.38) é desacoplada das demais, assim
como no sistema (2.16), desta forma, pode-se utilizar a mesma operacdo integral
(2.18) e teremos o valor de p uma vez que ¢ for determinado. Pode-se, ainda, aplicar
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a lei de conservagao as enzimas, pois trata-se de um sistema fechado, no qual nao hé
perda nem ganho de enzimas (2.19). Assim, substituindo

e(t) = ey — c(t) (2.39)
nas 1% e 3" equagoes do sistema (2.38), teremos o sistema reduzido a somente duas
equacoes:

d
d_j = —kys’eq + (k18> + k_1)c
(2.40)
d
d—;: = /{315260 — (k152 + ]{371 + k'Q)C.

Nota-se que este sistema (2.40) é semelhante ao sistema de duas equagdes do
exemplo anterior (2.20), a tnica diferenga ¢ que s foi alterado para s*. Fazendo esta
mesma alteragdo no resultado do desenvolvimento do exemplo anterior (Equacao
2.35), teremos [27]:

ds Qs?
= e K. =V(s), (2.41)
que pode ser representado de acordo com o Grafico (2.6).

Observa-se que o termo de reagao tem um comportamento parabolico para peque-
nos valores de s e que, apdés uma inflexao, ele se aproxima do limite maximo que é Q).
Este modelo foi considerado por Holling em um contexto ecolégico da Teoria de Po-
pulacoes e se refere a predagao do “substrato” por um predador que atua com pouca
voracidade para pequenas populagoes da presa e aumenta esta voracidade conforme
a sua densidade aumenta. Este modelo foi utilizado por Ludwig, Jones e Holling
em seu famoso artigo de 1978 para o estudo da infestacao de pragas em plantagoes
de arvores [65] e é referéncia indispensavel nesta area de Biomatematica e, por esta
razao, serd melhor discutido na Secao 2.5: Modelo Presa Predador de Holling II1.

Pode-se generalizar os modelos de rea¢ao estequiométrica (2.14 e 2.36), para
reagoes cooperativas envolvendo duas ou mais moléculas, da seguinte forma:

k1 k2
nS+ L = C — nP+E. (2.42)

Onde teremos a taxa de conversao de n-substratos em complexo escrita como uma
Fquagao de Hill, demonstrada no Grafico (2.7).
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Modelo de Reagdes Enzimaticas de Michaelis—Menten

Q2

Km S

Figura 2.6: Este grafico representa o Modelo de Reagoes Enzimaticas de Michaelis-Menten
com duas moléculas de substrato reagindo com uma enzima, representado pela Equacgao
(2.41), onde @ é a velocidade maxima das reagoes, K,, é a constante de Michaelis e s a
concentracao de substrato. Também denominado de Modelo Presa Predador de Holling I11.

ds Qs"
dt s+ K,

Embora a Fquacao de Hill possa ser uma forma quantitativa razoavel para des-

(2.43)

crever a velocidade das reagoes na compreensao de Michaelis-Menten, os detalhes das
reagoes que dao origem para isto nao decorrem diretamente dos argumentos da Le: de
Acao de Massas, pois ao invés de '+ S, nos necessitamos de E +nS combinado para
formar o complexo em apenas um passo. Isto é um tanto improvavel se n nao é um
nimero inteiro, apesar de que isto poderia ser uma forma de estequiometria®. Se n é
um numero inteiro e n > 2, a reagao € tri-molecular ou maior. Rigorosamente, tais
reagoes nao ocorrem, mas representam bem situagoes onde ocorrem diversas reacoes
intermediarias extremamente rapidas, comparadas com outras reacoes mais lentas
[68] [27]. Podemos fazer esta mesma comparagao com populagoes de “predadores”,
que precisam se alimentar de vérias “presas’ e que conseguem fazer a captura e

3A palavra estequiometria ¢ de origem grega, onde stoicheion (elemento) e meitrein (medir) se
referem a célculos matemaéticos utilizados para determinar quantidades de matéria envolvidas em
um processo quimico.
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Modelo de Reagbes Enzimaticas de Michaelis—Menten

Figura 2.7: Este gréafico representa o Modelo de Reagoes Enzimaticas de Michaelis-Menten
com n moléculas de substrato reagindo com uma enzima, representado pela Equagao (2.43),
onde @) ¢é a velocidade méaxima das reagoes. Denominada de Equacao de Hill, para n = oo
teremos praticamente uma funcao descontinua de Heaviside.

manuseio delas de forma muito mais rapida do que outros predadores que consomem,
geralmente, presas maiores (proporcionalmente a seu tamanho) [45].

2.4 Modelo Presa Predador de Holling II

Um dos primeiros e mais importantes estudos teéricos sobre a dindmica especifica
de interacao entre individuos de populagoes distintas, especialmente no contexto de
presa-predador, foi realizado por Crawford Stanley Holling, “Buzz”, um ecologista
canadense reconhecido pelo seu trabalho de manejo de recursos naturais [57]. Em
seu famoso trabalho publicado em 1959 [44], baseado em resultados experimentais
cuidadosamente planejados, Holling introduz o conceito e o termo Resposta Funcional
para representar a dependéncia da taxa de consumo de um predador individual, em
relacao a densidade das presas disponiveis. A Resposta Funcional € um componente
bésico na formulacao de modelos matematicos de interacao populacional e para a

descricao do comportamento de predadores.
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Para a compreensao de um sistema presa-predador é fundamental o entendimento
da Resposta Funcional, pois com esta informacgao é possivel determinar a quantidade
de presas capturadas em um periodo de tempo [54].

Para explicar a Resposta Funcional tal como definida por Holling [44] em seu
estudo analitico sobre Modelo Presa Predador, consideram-se os termos presa e pre-
dador em seus sentidos amplos. Portanto, predadores sao, por exemplo, seres carni-
voros, herbivoros, parasitas, entre outros, ou seja, qualquer ser vivo que se alimente
ativamente de outros seres vivos. E as presas sao os seres vivos consumidos parcial ou
inteiramente pelos predadores [53]. De uma forma geral, esta classe de modelos ma-
tematicos considera a dindmica de duas populagoes, onde a taxa de interacao efetiva
resultante de encontros entre individuos destas duas populag¢oes implica em aumento
populacional (taxa especifica positiva) para uma delas (predador) e um decréscimo
para a outra (presa). Em certas circunstancias o efeito da interacdo presa-predador
¢é notavel apenas em uma das populagoes envolvidas como, por exemplo, quando
uma ou outra populagao for suficientemente grande para que nao sinta o efeito desta
interagao, por exemplo, no caso das presas em Ludwig et al. [65] (Segao 2.5).

Ao invés de iniciarmos os estudos de dinamica de populacoes com sistemas mate-
maticos complexos, o mais indicado é observar uma situagao cuja resposta funcional
seja simples, que serd modificada apropriadamente e paulatinamente, conforme ne-
cessdria, para uma situagao mais complexa. Desta forma, a explicagao matemaética
mais simples, além de explicar uma primeira abordagem, se torna a base para o de-
senvolvimento de sistemas mais complexos, para modelos que, assim, serao melhor
compreendidos.

Para a anéalise de um sistema simples, Holling (1959) desenvolveu um experi-
mento artificial no qual as “presas” eram representadas por discos de lixa de 4 cm
de diametro. Estes discos foram espalhados em uma mesa com area de 0,3m? ¢ a
acao do “predador” era representada por uma pessoa (possivelmente uma aluna de
pos-graduacao) de olhos vendados que deveria detectar a posi¢ao dos tais discos ape-
nas pelo uso do tato e retira-los da mesa. Observa-se que a acao do “predador” se
constituia de duas etapas: deteccao e retirada dos discos. Sob o ponto de vista bio-
l6gico, isto poderia ser substituido por encontro e consumo (ou captura) das presas
e, sob o ponto de vista quimico, como colisao e reacao efetiva. O agente “predador”
permanecia em frente & mesa e procurava “capturar’ as “presas”, isto é, detectar e
excluir os discos encontrados, apalpando-os com os dedos; esta tarefa era realizada
por periodos de um minuto. Conforme o “predador” encontrava as “presas” (discos),
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retirava-as da mesa, e continuava a busca por mais “presas’. Cada experimento foi
repetido oito vezes com densidades de discos que variava entre 5 e 305 discos por m?
de area.

Em uma primeira analise, talvez seja natural supor uma relagao de proporcio-
nalidade entre a densidade de discos e a taxa de retirada de discos, por exemplo,
dobrando-se a densidade de discos, dobra-se a quantidade de discos retirados. No
entanto, os resultados do experimento de Holling (1959) mostraram que, ha uma
quebra de linearidade, que possivelmente pode ser explicada pelo tempo total en-
volvido entre a atividade de achar o disco e retira-los da area da busca. Em outras
palavras, nesta situacao de alta densidade, muitos discos sao “capturados” e uma
grande proporcao do tempo de caga é gasto na logistica de retirada das presas e
nao especificamente na atividade de busca. Como resultado, a taxa de descoberta
“per capita” em area de alta densidade, pode ser menor do que em areas de baixa
densidade, onde poucos discos sao encontrados e a maior parte do tempo pode ser
gasta na procura (caga) por outras presas.

A analise de Holling sobre o processo de captura que apresentaremos a seguir é
instrutivo e revelador de como um experimento simples, mas bem planejado, e seguido
de uma argumentagao também simples, mas objetiva, pode produzir importantes
resultados. Assumindo que esta relacao, uma espécie de “Lei de Acao de Massas”,
esteja correta, tem-se a simples expressao:

y = aTly. (2.44)

Onde y é o namero de discos removidos, = é a densidade de discos, T, é o tempo
disponivel para procura (caga) e a é a constante igual a taxa de procura (caca) mul-
tiplicada pela probabilidade de encontrar um disco, ou seja, a ¢ a taxa de encontros
do predador com a presa. Esta constante a serd chamada de taxa instantanea de
procura (caga). Se em um intervalo fixo de tempo 7' é permitido para um expe-
rimento, entao 7' deve variar em relagao ao nimero de discos encontrados, pois é
preciso considerar que a retirada dos discos encontrados diminui o tempo de procura
(caca). Entao se b é igual ao tempo gasto para retirar um disco, tem-se:

T, =T —by. (2.45)
E, substituindo (2.45) em (2.44) tem-se:
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y=a(T — by)z. (2.46)

Isolando o nimero de discos retirados y, a equagao (2.46) pode ser simplificada
na equagao:

y:( Ta (2.47)

1+ abx)

Nota-se em (2.47) que quando < 1 o termo a direita apresenta um crescimento
aproximadamente linear de x, que é dado por T'ax. Desta mesma equagao, observa-se
que para z muito grande, a taxa de reagao se aproxima de seu valor limite /s que é
o intervalo de tempo fixo pelo tempo gasto na busca de um disco, ou seja, o tempo T’
é quase todo utilizado para a remocao ja que a taxa de um encontro é muito rapida.
Isto acontece, em geral, quando ax > 1 mesmo que a ou x sejam pequenos.

De acordo com Holling, a equagao (2.47) determina a Resposta Funcional do
Modelo Presa Predador [44]|. Esta equagao, denominada de Fquacgao de Holling II,
foi e, ainda é, muito utilizada em varios modelos de dindmica populacional. Uma
representacao grafica da Resposta Funcional de Holling I foi feita para um maior
entendimento do seu desenvolvimento ao longo do tempo (Gréafico 2.8).

Observa-se, contanto, que a taxa de resposta “per capita” é dada pela Equagao
ldv __Ta (2.48)
rdt 1+ abx

e pode ser representado pelo Grafico (2.9)

Se analisarmos a Resposta Funcional em relacao a escala de tempo, podemos
notar que, em alguns casos, o comportamento de busca dos predadores ¢ dado em
uma escala de tempo consideravelmente rapida (minutos ou horas), se comparada
com a da dindmica da populacao descrita, que é expressa, normalmente, em dias ou
anos. De forma a solucionar este problema, a Resposta Funcional pode ser expressa
em funcao da taxa de presas por predadores, podendo ser escrita na seguinte forma:

N
f(/p) = ;Er J/Vl;l = bPafN, (2.49)

onde N é a populacao de presas, P a populacao de predadores, a é a taxa maxima

de predagao e b é a densidade de presas na qual a taxa de predagao é 1/2 de sua
saturagao [8].
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Respostas Funcionais de Holling
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Figura 2.8: KEste grafico representa a Resposta Funcional do Modelo Presa Predador de
Holling II, representado pela Equacao 2.47 e o Modelo de Acao de Massas ou Holling I,
representado por y; = Tax

Para os propositos deste trabalho frequentemente interessam o tempo de “caca”
como atividade de forrageamento, ou seja, de busca de alimento, e o tempo de re-
mocao como sendo exatamente isso, ou seja, de trasporte do alimento encontrado
[45].

Observamos que o Modelo Presa Predador de Holling II, tal como apresentado
acima, tem semelhancas conceituais com o Modelo de Reacdes Enzimdticas de Michaelis-
Menten e sao exatamente iguais formalmente. Poderfamos interpretar ecologica-
mente este modelo como um predador voraz (enzima) que captura rapidamente uma
presa (substrato), mas que leva um tempo para processa-la (tempo em que permanece
na “forma de complexo”) podendo, inclusive, perder a presa.

2.5 Modelo Presa Predador de Holling 111

Em um trabalho publicado em 1978, juntamente com D. D. Jones (ecélogo canadense)
e Donald Ludwig (matematico canadense que realizou diversos trabalhos aplicados
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Resposta Funcional "per capita"
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Figura 2.9: Este grafico representa a Resposta Funcional “per capita” do Modelo Presa
Predador de Holling II, representado pela Equagao 2.48.

principalmente ao manejo de recursos e a conservagao [64]), Crawford Stanley Hol-
ling, utilizando ferramentas teéricas do estudo de ecologia, mais especificamente da
teoria qualitativa de equagoes diferenciais, descreve a dinamica de populacoes de
larvas de mariposas (genero Choristoneura) em uma floresta de coniferas (Divisao
Pinophyta) no noroeste da América do Norte, ecossistema tipico de regides tempe-
radas [65].

Para um melhor entendimento da dindmica de populagoes destas larvas, deve-se
considerar sua interagao com o ambiente. Os fatores limitantes para o crescimento
desta populagao serao o suprimento de alimento e o efeito de predadores. Uma
abordagem inicial e natural para esta dinadmica pode ser feita com o Modelo de
Verhulst. Portanto, se B representa a densidade de larvas, entao, na auséncia de
predadores, B satisfaz a seguinte equagao:

dB B

Assume-se que a capacidade suporte Kp depende da densidade de folhas (ali-
mento) disponivel, ou seja, de arvores. O crescimento populacional de mariposas
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também poderia ser explicado por outro modelo que envolvesse um crescimento
auto-limitado, entretanto, o Modelo de Verhulst foi escolhido para este caso, pois
envolve somente dois parametros, o que mais tarde facilitard a anélise matematica.
Entretanto, este ¢ um modelo muito simples para explicar aspectos importantes do
processo, pois nao ha nele a taxa de predacao que estas larvas sofrem pelos péssaros.

Portanto, é imprescindivel adicionar ao modelo o efeito desta predacao, sobre as
mariposas (presas) por passaros (predadores), que é incluso subtraindo-se o termo
g(B) (taxa de predagao) do lado direito da equagao (2.50):

dt K

Na qual considera-se que a populacao de passaros se mantém constante neste periodo.

a5 _ g <1_E> — 4(B). (2.51)

Uma caracteristica da predagao ¢ que ela se satura com uma alta densidade de
presas, isto é, ha um limite superior para a taxa de mortalidade de mariposas devido
a predacao. O consumo de presas por ave predadora é limitado por saturacao, e o
numero de aves é limitado por varios fatores, tais como comportamento territorial,
e nao apenas pela quantidade de alimento (larvas de mariposas) disponivel. Assim,
mesmo que o numero de presas aumente, o niimero de passaros se mantera constante,
fazendo com que este limite de saturacao da predacao mantenha-se.

Conclui-se que g(B) deve-se aproximar a um limite superior de  para B > 1,
ou seja, uma taxa suficiente quando B — oo. O valor do limite S é naturalmente
a capacidade maxima da taxa de predagao da populagao de passaros. Ha, também,
uma diminui¢do no valor de g(B) com a efetividade da preda¢ao em baixas densida-
des de mariposas. Esta é uma caracteristica no ntimero de predadores e ocorre com
os passaros, em parte, por causa do efeito da aprendizagem. Os péassaros, em geral,
tém o que se denomina em ecologia “imagem mental” das presas e raramente atacam
os organismos que nao se enquadram no seu “cardapio” que, embora, conservados é
passivel de ser modificado por fontes circunstanciais. Por exemplo, havendo escassez
dos “ingredientes” do cardapio visual e ocorrendo encontros fortuitos com outros or-
ganismos potencialmente adequados a sua alimentagao, pode haver uma mudancga no
comportamento predatorio. Entretanto, é importante enfatizar que ha uma “inércia”
coletiva comportamental do predador para modificagao de seu “cardapio”. Esta é a
razao do crescimento lento (quadratico) da predagao para pequenas quantidades de
presas. Entao, pode-se assumir que g(B) diminui quando B — 0. Com o aumento
da densidade de mariposas, elas se tornam mais comuns, os passaros comegam a
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associa-las a presas e iniciam uma busca seletiva pelas mesmas, até que seja atingido
o limite superior 5. Uma forma conveniente para g(B), na qual ha a propriedade de
saturagao em um nivel 5, com B — oo e na qual hé a diminuicao com B — 0, é
dado pela equagao [65][66]:
B2
9(B) =8 m‘
A equacdo (2.52) é denominada de Holling III, onde o parametro « determina
a escala de densidade de larvas de mariposas na qual a saturacao comeca a tomar
lugar. O Grafico 2.10 representa o efeito da predagdo com aprendizado (2.52).

(2.52)

Resposta Funcional de Holling Ill

Taxa de Predacdo

Densidade de Presas

Figura 2.10: Este grafico representa o efeito da Resposta Funcional do Modelo Presa Pre-
dador de Holling III (2.52) sob uma determinada populagao animal.

Substituindo g(B) (2.52) na equagao (2.51), temos que a dindmica de populagoes
de mariposas, considerando a taxa de predacao, é dada por:

dB B B2
—=rBll—-—= | —-f———. 2.53
a < K) P+ B (2.53)
Esta equacao foi escolhida, pois explica de forma mais sucinta, ou seja, com o

menor numero de parametros possiveis, o que ocorre com a populacao de mariposas
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na floresta de coniferas no leste da América do Norte [65].

A FEquacgao de Holling III passou a ser aplicada por pesquisadores em outros
modelos de populacoes, entre elas, as de formigas e abelhas, explicando inclusive
suas dinamicas de forrageamento ou busca por um novo ninho. De acordo com
Sumpter e Pratt [87], durante o processo de forrageamento as formigas desempenham
papéis transitorios, entre eles o de busca e exploracao de uma fonte de alimento, que
sao realizados pelas formigas S (escoteiras) e E (exploradoras), respectivamente.
Temos também que para o forrageamento sao utilizados caminhos marcados (ou
trilhas), com a liberacdo de feromoénio, pelas exploradoras para ligar o formigueiro
a fonte de alimento, que esta sendo explorada (explicado em detalhes no Capitulo
3). Quanto maior a concentragao destes feromonios na trilha, maior a probabilidade
de uma formiga S encontra-la e segui-la. Esta concentragao esté relacionada com
o numero de individuos E nas trilhas e com a taxa de liberacao de feromodnios,
que chamaremos de k, depositada por estes individuos. Onde k é determinado pela
qualidade e quantidade de alimentos encontrados.

Considerando que d ¢ a funcao que determina a taxa de descoberta de uma fonte
de alimento pelas formigas S, com a utilizacao de trilhas de feromonio realizadas por
E, o modelo desta dinamica pode ser proposto utilizando a Fquac¢ao de Holling II1,
como descrito abaixo:

(kE)?
m& (2.54)

Na equagao (2.54), 8 é a constante determinada pela taxa na qual S encontra a

d(E,S)=2p

trilha de feromonio e K determina o nimero de formigas na trilha na qual d(FE,S)
encontra o seu ponto médio [87]. Para uma analise mais detalhada, simulagoes
numeéricas devem ser realizadas.

Resumindo as Segoes (2.2), (2.4) e (2.5), temos que as populagoes animais, de-
pendendo de suas estratégias de predagao, podem demostrar um destes trés tipos de
Resposta Funcional (Gréfico 2.11) [78][59]:

e Holling I, onde a taxa de consumo de alimento é proporcional & taxa de encon-
tros com as presas e nao ha taxa de saturagao, um exemplo de individuos que
apresentam este tipo de resposta funcional sao os organismos filtradores;

e Holling 1I, na qual os predadores gastam certo tempo na busca e captura das
presas, desta forma, em baixas densidades de presa, ha um crescimento quase
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Respostas Funcionais de Holling

i/, — Holling 11

i s — — —Holling 1Nl

n-Hill (n=5)
7 — — = n=Hill (n=10)

S n—Hill (n=cc )

Taxa de Predagao
\~

Presas

Figura 2.11: Grafico que representa as Respostas Funcionais de Holling: Holling I ou Lei de
Acao de Massas; Holling II, onde ha um fator limitante para o crescimento populacional; e
Holling III, que além do fator limitante, também leva em consideragdo um comportamento
de aprendizagem, resultando em uma curva sigmoéide.

que linear no consumo de alimento e, conforme esta densidade aumenta a taxa
de predacao vai aproximando-se de um limite de saturacao, este processo ocorre,
por exemplo, com populacoes de insetos;

e Holling I1I, na qual os animais mostram uma aprendizagem de comportamento
(os vertebrados, por exemplo), ou seja, quando hé poucas presas o consumo
¢é bem baixo e, o aumento na taxa de encontros presa-predador apresenta um
crescimento quadratico em relagao ao consumo destas presas, e, assim como
em Holling II, este aumento na taxa de predacao ocorre até um certo nivel de
saturacao. O que resulta em uma curva sigmoide.

Com base nos Modelos Mateméticos de Dindmica de Populacao apresentados, dis-
cutidos e interpretados neste primeiro capitulo, iremos propor Modelos Matematicos
para o Forrageamento de Formigas (Capitulo 4). Para tal, precisamos da motivagao
biologica que nos levem aos mesmos, e assim, antes de tratarmos destes modelos, dis-
correremos brevemente sobre a etologia e sociobiologia das formigas, dando énfase,
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obviamente, ao comportamento forrageador destes animais (Capitulo 3).

E importante observar que cada modelo, seja um Malthus-Euler ou de Resposta
Funcional de Holling (I, II ou III) pode ser interpretado de forma distinta com
relacao a dinamica populacional adjacente. Por exemplo, o modelo com saturagao
de primeira ordem

N

f(N) = B—— (2.55)

pode ser o modelo matematico de uma grande popula¢do N(¢) (“substrato”) subme-

tida & predac¢do de uma populac¢do de predadores vorazes (“enzimas”) considerando
seu estado quase estacionario, mas também, pode ser o modelo mateméatico de uma
populagao (“discos”) submetida a uma predagao cujo agente (“aluno de pos”) des-
pende um tempo para manipulacao de cada presa. Estas duas interpretacoes sao
distintas, o que nos indica que o mesmo modelo matematico pode ser utilizado em
diversas situagoes. (A proposito, estas duas interpretagoes nao sao as unicas para
este modelo). Da mesma forma, o Modelo Holling 111 (ou Hill n > 2)

BTL
1B =P

pode ser interpretado sob o ponto de vista da dinamica de enzimas alostéricas, isto

(2.56)

é, enzimas com mais de um sitio de reacao que se interferem; ou sob o ponto de vista
do Modelo Ludwig-Holling em que o predador apresenta uma mudanga de compor-
tamento de apreensao com o aumento da densidade de presas.

A diversidade de interpretagdes dos modelos de interagao (predagao) foi exempli-
ficada neste capitulo com o objetivo de ampliar o leque de aplicagoes que faremos no
Capitulo 4, quando varios modelos serao considerados.
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Capitulo 3

Populacoes de Formigas

3.1 Caracteristicas Gerais

A explanacgao das caracteristicas gerais das formigas deve se iniciar com uma breve
descrigao de sua classificagao bioldgica, que é o sistema que ordena os seres vivos
e os distribuem em grupos hierarquicos. As formigas pertencem ao maior grupo
de animais, o Filo Arthropoda, que perfaz cerca de 80% de todas as espécies de
animais conhecidas. Dentro deste filo esta a Classe Insecta, com mais de um milhao
de espécies descritas atualmente e, dentro desta, estd a Ordem Hymenoptera a qual
contém a Familia Formicidae, ou seja, as formigas.

Com base na sua classificacao biologica, podemos afirmar que as formigas sao
animais que possuem o corpo segmentado, recoberto por um exoesqueleto e dividido
basicamente em trés regioes: a cabega, responséavel pela recepgao sensorial, integracao
neural e alimentagao; o térax, onde se encontram os trés pares de pernas articuladas
e os dois pares de asas transparentes (presentes apenas nos individuos férteis); e o
abdomen, cujo primeiro segmento estd amplamente ligado ao térax e separado do
restante do abdémen por um peciolo estreito, a cintura [79.

A familia Formicidae possui entre 12.000 e 20.000 espécies descritas e sua diver-
sidade é resultado de sua adaptacao ao ambiente terrestre, ao vdo e & coevolugao
com plantas que produzem flores. Elas habitam quase todos os ambientes terrestres,
com excecao das regioes polares. Seu sucesso, assim como o dos insetos, pode ser
atribuido a diversos fatores, sendo os mais importantes: seu esquema corporeo, sua
resisténcia a dessecacgao, sua adaptacao ao voo e seu desenvolvimento indireto. Na
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sociedade de formigas, os individuos adultos e imaturos sao muito diferentes entre
si, morfoldgica e ecologicamente, permitindo a divisao de recursos, a especializagao
para efetuar diferentes fungoes, evitando assim a competicao pelas mesmas fontes de
alimento [41]]79].

Desenvolvimento indireto, para formigas, significa que todas iniciam a vida como
ovos, depois se tornam larvas mintsculas, semelhantes a vermes, e finalmente transformam-
se em pupas. Uma vez que emergem das pupas sao consideradas adultas e nao cres-
cem mais, isto se deve a estrutura de seu exoesqueleto, que nao é capaz de esticar
e se acomodar em relagao ao seu crescimento. Ao emergir, a formiga pode ser uma
reprodutiva alada (macho ou rainha) ou uma operéria fémea nao-alada. Apenas
a rainha se acasala e pode produzir fémeas, sejam operarias ou rainhas. Mas, em
muitas espécies, tanto as rainhas, quanto as operarias que nao se acasalam, podem
produzir machos, pois estes provém de ovos nao fertilizados [37].

As rainhas e os machos sao responsaveis pela reproducao, enquanto as operarias
sao responsaveis pelo trabalho fisico e cuidado com a prole. Estas sao caracteristicas
de uma organizagao social, ou eussocialidade, que surgiu em apenas dois taxons de
insetos, nos Isoptera (cupins) e nos Hymenoptera (abelhas, vespas e formigas) e foi,
aparentemente, responsavel pelo enorme éxito desses taxons. Todas as formigas sao
eussociais e nenhum individuo ¢ capaz de sobreviver sozinho [79].

3.2 A Sociedade das Formigas

As colonias de formigas sao consideradas como eussociais, por apresentarem as trés
caracteristicas organizacionais tipicas: sobreposi¢ao de geragoes (descendentes coo-
peram ativamente com os ascendentes); individuos adultos cooperam nos cuidados
com a prole; e divisdo reprodutiva de trabalho (entre individuos férteis e nao-férteis)
[79].

Uma formiga adulta, fémea, fértil é chamada de formiga rainha. A formiga rainha
jovem tem uma fungdo tnica na fundagao de novas colénias [41]. Uma nova colonia
de formigas se forma quando um macho de uma colénia-mae se acasala com uma
nova rainha de outra colonia e, em seguida, a rainha recém-acasalada funda uma
nova colénia. Uma vez estando a colonia estabelecida, a rainha continuara a por
ovos [96]. Apesar do nome, as formigas rainhas ndo reinam na colonia, elas nao
tém autoridade, nem privilégios e seu principal trabalho é por ovos. Mesmo assim,
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sem a rainha, uma colonia de formigas esta fadada a extingao, nao sendo possivel a
reposicao ou adogao de outra rainha [37].

Os machos, por sua vez, aparecem apenas quando é necessario fecundar a rainha,
o que acontece durante um véo em que participam milhares de fémeas e machos
alados; depois da fecundagao, os machos nao entram no formigueiro e geralmente
morrem rapidamente [83].

As formigas operérias, por sua vez, realizam todo o trabalho da colonia e, ne-
nhuma formiga é capaz de avaliar as necessidades globais da coldnia, de contar quan-
tas operarias estao engajadas em cada tarefa ou decidir quantas devem ser remane-
jadas e, cada operaria toma decisoes razoavelmente simples. A colonia utiliza um
sistema de divisao de tarefas baseado em uma distribuicao por idade ou tamanho,
que proporciona uma eficiéncia na realizagao do trabalho [83]. Esta divisdo é baseada
em um sistema descentralizado, no qual ndo ha uma formiga (nem a rainha), ou um
grupo delas, decidindo quais atividades as demais irdo realizar [36][38].

Em espécies de formigas polimdrficas (isto é, formigas da mesma espécie que
apresentam caracteristicas morfologicas, tamanho e forma, distintas), operérias de
certos tamanhos realizam tarefas fixas durante suas vidas adultas [36][47].

Em espécies monomdrficas, ocorre a troca de tarefas quando elas envelhecem
[35]. No inicio do seu ciclo de vida, as formigas monomorficas mais jovens trabalham
dentro do formigueiro (operarias internas), em sua construc¢ao, armazenando os ali-
mentos coletados, cuidando da rainha e alimentando a prole [40]. Apds meses ou
semanas, tempo que varia de espécie para espécie, elas passam a exercer atividades
externas [37].

As formigas externas podem ser divididas em quatro grupos [35][37]:

e As operdrias da manutencgao, que sao responsaveis pelos reparos do formigueiro;

e As operdrias do monturo, que tem a funcao de limpar o ninho e trocar de local
o monturo (deposito de substancias que nao servem mais para a colonia);

As patrulheiras, que realizam a defesa do formigueiro e, de algum modo, sao
elas, também, que determinam as dire¢oes a serem tomadas pelas forrageado-
ras; e

As forrageadoras, que percorrem maiores distancias em busca de alimento.
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A troca de tarefas entre as formigas operarias ocorre de acordo com a percepgao
quimica e tatil do meio e as necessidades da colonia (Figura 3.1). Por exemplo,
quando ocorre uma chuva, no dia seguinte mais formigas trabalharao em reparos do
formigueiro e, operérias que antes realizavam atividades internas, passam a ser do
grupo das operarias da manutengao. Da mesma forma, se o nimero de operarias do
monturo é diminuido, formigas internas passam a desempenhar esta funcao. Assim,
a manutencao e o cuidado com o monturo sao as primeiras atividades que as formigas
realizam quando passam a exercer funcoes externas [37][46].

No caso em que ha um aumento no nimero de formigas intrusas, serao formigas
da manuten¢ao e/ou monturo que irdo auxiliar as patrulheiras. E, quando aumenta a
quantidade de alimento disponivel no ambiente, aumenta-se a atividade forrageadora
e as formigas que passam a exercer esta atividade podem ser tanto patrulheiras, como
da manutengao ou do monturo [35][36]. De uma forma geral, elas seguem este fluxo
de troca de tarefas e, uma vez que passam a desempenhar a nova fun¢ao nao retornam
para a antiga [37][47].

| v
Manutencao

Forrageadoras

Internas Patrulheiras

\4

v
\ 4

Monturo

Figura 3.1: Modelo esquematico da troca de tarefas em formigas monomérficas.

A

Este sistema de troca de tarefas (Figura 3.1) pode ser explicado pelo Modelo
de Estruturas Etéarias de Euler, o qual considera a evolucao temporal populacional
de populagoes heterogéneas quanto as taxas de natalidade e mortalidade etarias.
Obtem-se com esse modelo, além do ntmero total de individuos da populagao ao
longo do tempo, a dindmica da populagao, em cada instante de tempo, com maiores
detalhes, ou seja, no caso das formigas, obtém-se o nimero de individuos em cada
atividade, seja ela interna, manuteng¢ao, monturo, patrulha ou forrageadora [29].

As formigas, assim como os demais insetos sociais, tém diversas vantagens em
relagao aos insetos solitarios. A presenca de muitos individuos pode aumentar o
sistema de seguranca e a divisao de tarefas pode aumentar a organizacao e a efi-
ciéncia do trabalho, pois o total de trabalho realizado por uma colénia é maior do
que a soma dos trabalhos individuais. Outra vantagem ¢é a possibilidade de troca de
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informacgoes, que permite: alimentar as larvas e as formigas adultas internas, “lem-
brar” de um local previamente visitado, escolher entre dois caminhos e “controlar”
o total de atividade forrageadora [51]. Isso porque, apesar da colénia de formiga
ser formada por individuos separados, cada forrageadora nao se alimenta do que ela
mesma coletou, assim, a coldnia nao é formada por um grupo de forrageadoras in-
dependente [40], desta forma, podemos considerar a colonia de formigas como um
super-organismo, capaz de se alimentar, desenvolver, crescer e se reproduzir [47].
Além disso, e principalmente, estd a capacidade de adequacao da coletividade as
exigéncias ou oportunidades que o meio exterior e as circunstancias oferecem, que
otimizem a eficiéncia e as suas chances de sobrevivéncia |77].

3.3 Forrageamento

A intensidade da atividade forrageadora (ou o comportamento interativo entre as
formigas e seus alimentos) varia entre os dias do ano, devido aos fatores ambientais,
como sol, chuva e, principalmente, a quantidade de alimento encontrado. Durante
o dia, as forrageadoras sao estimuladas a sairem do ninho em busca de alimento, se
elas encontram alimento, voltam para o formigueiro e “estimulam” outras formigas
a realizarem a atividade forrageadora, caso nao encontrem nada, nao hé o estimulo
para que outras formigas iniciem a busca por alimento. As decisoes tomadas por
uma colonia de formigas, em relagao a atividade forrageadora, nao é baseada em
um sistema de informacgoes ou controle centralizado, é resultado da forma como as
formigas, usando informagoes locais, decidem como irao forragear naquele momento
e como elas interagem umas com as outras, pois nao ha um sistema centralizado
[81]]40]. Mas como as formigas percebem os estimulos ambientais ao seu redor?
Como ocorre a interagao entre elas?

A atividade forrageadora é propiciada pela percepcao visual, quimica e tatil das
formigas em relagao ao ambiente e aos individuos da mesma coloénia. E é através
destes trés sentidos que as formigas forrageadoras conseguirao perceber o ambiente
ao seu redor e interagir umas com as outras [47]. Mas, como esses sentidos funcionam?

A percepcao visual acontece através de seus dois olhos compostos, que sao for-
mados por muitas unidades receptoras de luz, chamadas omatidios, na qual cada
unidade contém sua propria lente, ou coérnea. Desta forma, pode-se dizer que a visao
das formigas é formada por uma superposicao de informagoes luminosas, que possi-
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bilitam a percepc¢ao principalmente de padroes de movimento ao seu redor e nao de
imagens estaticas [46][79].

A percepcao tdtil ocorre principalmente pelo contato entre antenas. Acredita-se
que o toque entre antenas sirva para receber informacao ao invés de envia-las. Com
suas antenas as formigas tocam o corpo de outras formigas de modo a percebé-las,
literalmente senti-las, e nao de modo a informar-lhes algo. Alguns experimentos mos-
traram que a freqiiéncia de toques entre antenas desempenha um papel importante
no recrutamento, visando a exploragao de determinada fonte de alimento [46]. Deste
modo, é possivel perceber que a informacao obtida seja feita por percepcao “olfativa”,
dos alimentos e/ou feroménios que tenham entrado em contato com a formiga tocada.
Ou seja, as forrageadoras inativas, através do toque entre antenas, ao perceberem a
presenca de hidrocarbonetos nas formigas que estao retornando ao formigueiro, sao
estimuladas a deixarem o formigueiro. E da mesma forma que, no inicio da manha,
as primeiras forrageadoras sao estimuladas, pelas patrulheiras, a sairem do ninho
[40].

O sistema de comunicag¢ao quimica entre os membros de uma mesma espécie de
formigas ocorre através da producao e percepc¢ao de substancias quimicas, denomina-
das feromonios. Estes feromoénios sao excretados no ambiente pelas glandulas anal,
toracica e abdominal, glandula de veneno e glandula Dufour. Miltiplos feroménios
podem ser utilizados por uma tnica formiga tornando a comunicagao durante o
forrageamento complexa [51].

Os feromonios excretados pela glandula Dufour sao utilizados na mediacao dos
sistemas de defesa, recrutamento e atracao sexual. A glandula de veneno produz
acido formico (veneno), sendo responsavel pela predacao e defesa, entretanto, em al-
gumas espécies ela pode também ser utilizada para recrutamento e alarme. As glan-
dulas, abdominal e anal sao homologas e, dependendo da espécie, podem atuar no
sistema de alarme ou no sistema de recrutamento e tandem run, um comportamento
que sera explicado mais adiante. A glandula toracica, por sua vez, produz substan-
cias que ficam na superficie do corpo da formiga, tendo a funcao anti-séptica e de
reconhecimento e identificagao de individuos do mesmo formigueiro. Estas substan-
cias, quando excretadas no formigueiro, o protege contra microorganismos e, quando
excretadas em regioes ao redor deste, sdo responséaveis pela marcagao territorial [46].

Dependendo da espécie e das circunstancias ambientais as formigas liberam fe-
romonios nas trilhas, para comunicacao e recrutamento, que podem conter diferentes
estruturas, que incluem: &lcoois, aldeidos, 4cidos férmico e nerdlico, heterociclos de
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nitrogénio, terpenoides, lactonas, isocumarinas, entre outros [47].

O comportamento forrageador das formigas é dividido basicamente em quarto
etapas: a procura por alimento; sua manipulac¢ao (que envolve a exploragao da fonte
e o transporte do alimento até o formigueiro); o recrutamento de outras formigas
para exploragdo da mesma fonte (que pode ser feito por comunicagdo quimica ou
percepgao tatil); e o consumo do alimento em si, que nao sera feito somente pela
formiga que o manejou [87] [85] (Figura 4.2).

Assim, no inicio do dia, ao sair do formigueiro & procura de alimento, as forrage-
adoras depositam feromoénio em seu caminho, o que servird de “pista” para a volta,
formando assim, uma rede de trilhas [58]. Ao encontrar uma boa fonte de alimento,
elas voltam para o formigueiro pelas trilhas previamente marcadas, que neste mo-
mento apresentam uma quantidade menor de feromoénio, por se tratar de substancias
volateis. Entretanto, dando continuidade ao processo de marcacao, elas depositam
mais feromonios nestas trilhas, o que as reforcarao. Essas trilhas de feromoénio pro-
movem um mecanismo de feedback positivo [51].

Aqui, é natural observar que uma trilha curta e bem sucedida terd uma quan-
tidade maior de feromonio do que uma trilha longa, pois sera reforcada em menos
tempo. Esta maior quantidade de feromdnio no percurso permite que outras opera-
rias encontrem a mesma trilha. A medida que a trilha é reforcada, mais forrageadoras
adicionam sua substancia quimica nela, fazendo com que exista um feedback posi-
tivo, que facilitard a troca de informacao sobre os locais onde estao a comida e o
formigueiro. Quando a fonte de alimento se esgota, a passagem de formigas diminui
e consequentemente cessa o deposito de feromonios que, sendo substancias voléteis,
levam a uma reducao gradual de sua concentracgao, e, portanto a diminuicao da
intensidade do feedback sobre as outras forrageadoras [50].

O grande ntmero de espécies de formigas gerou uma diversidade de adaptagoes
ecologicas e sociais. A grande variedade de habitats e de habitos alimentares, por
exemplo, evita a competicao entre as espécies. Algumas espécies de formigas se
especializaram em apenas um tipo de alimento, como, por exemplo, as Leptogenys
que predam apenas Isopodes (pequenos crusticeos), espécies do género Discothyrea
e Proceratium que se alimentam apenas de ovos de artrépodes. Outras espécies, a
maioria, sao mais generalistas e tem uma grande variedade de presas; algumas se
alimentam de sementes, como as Pogonomyrmex; outras apresentam relagoes mutu-
alisticas com plantas, na qual as formigas se alimentam de néctar, e com culturas de

fungos [83][96].
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O forrageamento, dependendo da espécie de formiga e do alimento encontrado,
pode ser realizado de duas maneiras: de forma solitaria ou pela cooperagao entre as
formigas do formigueiro. Neste segundo caso, ha o recrutamento, comportamento
no qual uma forrageadora, apds encontrar uma fonte de alimento, retorna ao ninho
e “transmite” informacoes sobre a localizacao desta, seja pela trilha de feromonios
deixada no caminho, ou pelo contato entre antenas [16]. E importante ressaltar que
a quantidade em que as formigas utilizam-se da ferramenta “recrutamento” varia de
espécie para espécie e de acordo com a fonte alimentar encontrada. Por exemplo,
formigas da espécie Gnamptogenys molelleri (Segoes 5.1 e 5.2), consideradas formigas
“ancestrais” nao utilizam-se sempre do recrutameno e, quando o fazem, é um recruta-
mento pequeno. Principalmente se comparadas as formigas dos géneros Camponotus,
Formica, Pheidole, Solenopsis (Se¢ao 5.3), que apresentam um comportamento re-
crutador mais elaborado (23] [17] [32] [90] [99].

Quando o forrageamento é feito com a cooperacao entre as formigas e ha a opgao
de escolha entre dois caminhos para chegar & mesma fonte de alimento, ela é feita
pelo tempo mais curto entre o formigueiro e a fonte. Inicialmente, a quantidade de
formigas nos dois caminhos ocorre de forma simétrica e, com o passar do tempo,
elas escolhem uma das trilhas, geralmente a mais curta. Mas, uma vez que esta
trilha fica superlotada, ocorre a passagem para um outro caminho mais longo ou
mais largo, pois o tempo gasto por uma formiga para ir até a fonte e voltar em uma
trilha superlotada é maior do que em outra mais vazia. Esta escolha é feita através
das percepcoes visuais, quimicas e tateis, mas sem que haja conhecimento explicito
por parte das forrageadoras em um nivel individual [25][62].

Outros experimentos que demonstram de forma explicita a presenga e importan-
cia das trilhas de feromoénio e do contato entre antenas para o forrageamento sao
aqueles referentes a escolha entre duas fontes de alimento [43]. E, novamente, atra-
vés de pistas locais, o comportamento social da colénia privilegia a fonte que sera
mais conveniente para o formigueiro e evolui para uma estratégia que assegura uma
exploragao eficiente [10][22].

E importante, aqui, enfatizar que insetos como formigas ndo tem um cérebro
suficientemente sofisticado que permite (a cada uma delas) realizar planejamento
com objetivos a serem cumpridos, visualizar situagoes abstratas e avaliar melhor
opgoes; estas sao capacidades humanas e o estudo social de formigas deve sempre
estar alerta quanto ao perigo da “antropomorfizacao”.

Para evitar esta armadilha, embora utilizemos termos como “transmitir infor-
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magoes” na verdade procuraremos modelar (no Capitulo 4) a dindmica social das
formigas supondo sempre que o comportamento individual é resultado de influéncias
muito simples e diretas que nao envolvem em nenhuma circunstancia capacidade
de arquivamento, recuperacao de informagoes e nem decisoes individuais. A capaci-
dade e a sofisticacao operacional de “formigas” ocorre unicamente como um fenémeno
“emergente” e social, que se torna tao extraordinario exatamente por depender de
individuos com comportamentos extremamente simples [37][38][80][96].
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Capitulo 4

Modelos Matematicos do
Forrageamento de Formigas

Diariamente, as formigas realizam a atividade de forrageamento percebendo o meio
fisico e biologico através de suas caracteristicas visuais, quimicas (feromoénios) ou
tateis (taxas de encontros), principalmente pelas duas tltimas. Como visto anterior-
mente, em todas as espécies de formigas, o inicio do forrageamento, em uma regiao
ainda nao demarcada ou cuja marcagao por feromonios ja se volatizou, é feito (como
nao poderia deixar de ser) de maneira aleatoria, ou seja, quando nao ha qualquer
informacao a respeito da localizacao de alimentos a busca aleatéria rapida é a tnica
opc¢ao. Somente quando elas encontram uma fonte de alimento conveniente é que
se inicia a exploracao sistematica da mesma. O objetivo deste trabalho é analisar
a experiéncia de uma organizagao social e forrageamento que resulta de modelos de
comportamento ativados por estimulos externos.

Podemos separar as formigas forrageadoras em diferentes grupos, conforme suas
atividades forrageadoras: ‘“espera’”; busca; exploracao; e recrutamento. Estas re-
presentacoes sao, obviamente, dinamicas, pois as formigas podem passar de uma
atividade para outra de acordo com os estimulos ambientais e sociais que recebem
ao seu redor, assim como permanecer na mesma atividade.
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4.1 Modelos Simples Nao Interativos Entre Classes
Distintas

Em um primeiro modelo de forrageamento, representado esquematicamente na Fi-
gura (4.1), temos trés grupos de formigas:

1. as que estao dentro do formigueiro e ainda nao exerceram nenhuma atividade
externa, e por isto, chamadas de operarias Internas (I);

2. as que estao em busca de alimento, denominadas de Escoteiras (S);

3. e as que ja encontraram uma determinada fonte de alimento e estao explorando
o local, denominadas de Exploradoras (E).

(a) ()

A
A

4 ) (b) (d)
(e)

Figura 4.1: Modelo compartimental esquemético do forrageamento de formigas, no qual I
sao as formigas que estao dentro do ninho (internas), S sao as formigas que estao em busca
de alimento (escoteiras) e E sao as formigas que estao explorando uma fonte de alimento
(exploradoras). As setas indicam as dire¢oes nas quais as operarias mudam de estagio, ou
seja, (a) é a taxa pela qual as formigas iniciam a busca de alimento, (b) ¢ a taxa pela
qual elas param de procurar, (c) é taxa pela qual elas encontram uma determinada fonte e
iniciam a exploragao da mesma, (d) ¢ a taxa pela qual elas desistem da fonte, e (e) a taxa
pela qual as operarias param de trabalhar e retornam para o ninho.

As formigas podem, como visto anteriormente (Capitulo 3), trocar de funcao de
acordo com os estimulos do ambiente ou da sociobiologia (interacao). Neste primeiro
modelo utilizaremos as seguintes notagoes:

1. (a) representando o inicio das atividade de forrageamento, ou seja, a passagem
de formigas de Internas para Escoteiras;

2. (b) o retorno destas formigas para o formigueiro;
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3. (¢) o encontro de uma fonte, ou seja, a passagem de S para Exploradoras;
4. (d) a volta de F para a atividade de busca; e
5. (e) a passagem de F para I, quando as exploradoras retornam ao formigueiro.

Nota-se que nao foram considerados, no modelo, os efeitos da natalidade e da
mortalidade, pois estamos tratando de um periodo de tempo razoavelmente curto
(um dia de trabalho); essas taxas podem ser facilmente acrescentadas em um modelo
um pouco mais complexo.

Neste Modelo Compartimental (a), (b), (¢), (d) e (e) podem ser interpretados
como Funcgoes de Resposta, que sao assumidas das seguintes formas.

O forrageamento é uma atividade diaria. A taxa das formigas que saem do ninho
para iniciar a atividade de busca (a) serd dada em fun¢ao do nimero de formigas
internas e independem de qualquer outro fator:

a(l) = al, (4.1)

onde /a é o tempo médio que uma forrageadora espera para sair do ninho antes de
iniciar a busca. Pode-se interpretar o parametro «, também, como a probabilidade,
por unidade de tempo, de uma formiga qualquer do ninho passar a fase de forragea-
mento, um Processo Poisson que nao depende da influéncia de outras na vizinhanca,
ou seja, a é um parametro que nao tem componente “social”.

Em um modelo diario poderiamos utilizar «(t) dependendo de t, ou seja, varian-
do de acordo com as horas do dia, uma vez que as formigas tem picos de atividades
em determinados horarios. As formigas colhedoras vermelhas (Pogonomyrmex bar-
batus), por exemplo, iniciam sua atividade forrageadora por volta das 7h30min da
manha e voltam ao formigueiro por volta das 11h-12h, quando aumenta a tempera-
tura. As Aphaenogaster, outra espécie de formiga que habita a mesma regiao das
Pogonomyrmez, divisa do Arizona com o Novo México, “preferem” forragear em um
periodo ainda menos quente e, por isso, iniciam suas atividades no inicio da noite e
permanecem, muitas vezes, até a manha seguinte [37].

Quando as formigas escoteiras iniciam a atividade de busca de alimento e nao
encontram nada, elas retornam para o formigueiro a uma taxa que serd dada em
fungao do nimero de formigas escoteiras S.

b(S) = BS, (4.2)
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onde 1/ ¢ o tempo médio que uma operaria gasta procurando alimento antes de
retornar ao ninho. Observacao analoga quanto ao parametro «, ou seja, 8 também
é um parametro ‘nao social”. Eventualmente pode ser que S dependa inversamente
da quantidade de alimento disponivel A.

Por outro lado, quando as escoteiras encontram uma fonte de alimento de seu
interesse, elas iniciam a exploragao (¢) a uma taxa em func¢ao de S. Assim, se tem:

c(S) = 1(A4)S, (4.3)

onde /4, é o tempo médio gasto para que uma determinada fonte possa ser encon-
trada. Observagao analoga para o parametro acima 7, que pode depender direta-
mente da quantidade de alimento disponivel A.

Este parametro ;(A) depende naturalmente da facilidade com que uma fonte
¢ encontrada pelas formigas, ou seja, depende da quantidade de alimento disponi-
vel, que pode ser abundante e praticamente constante em um dia de atividade ou
variavel conforme a exploragao. Neste primeiro caso, assumiremos ~; constante; e
posteriormente, acrescentaremos um decréscimo de A na forma

V.4 (<o) (4.4)
e 71(A) decrescente com A.

Portanto, as formigas escoteiras responderao a duas formas alternativas distintas
para modificar o seu estado. Em outras palavras, as escoteiras apresentarao duas
possibilidades: desistir da exploracao e voltar a populagao interna do ninho ou, se
encontrar alimento passar a ser uma exploradora. Assim, temos que 1/(8 + 1) é o
tempo médio em que as formigas permanecem exercendo a fungao de busca [87].

Seja pelo esgotamento da fonte de alimento ou por se perderem no caminho, as
formigas abandonam a exploragdo de uma fonte de uma forma aleatoria (Poisson),

que era descrita em fungao das formigas que exercem a exploragao:

d(E) = 0E, (4.5)

onde o tempo médio em que uma operéria explora uma fonte antes de retomar a
atividade de busca é dado por /5. Observa-se que, assim como para o parametro a,
0 ¢ um parametro sem componente “social” e também pode ser interpretado como a
probabilidade de uma formiga exploradora qualquer retornar a atividade de busca,
em um Processo Poisson.
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Observa-se que a taxa de abandono ¢ pode ser tomada como dependente da
disponibilidade de alimentos, ou seja, como fungao da abundancia (riqueza) da fonte,
quanto menor a riqueza, mais formigas desistem. Assim, podemos considerar d, nao
como uma constante, mas variando com a quantidade de alimento (A), desta forma,
teriamos:

d(E) = 5(A)E, (4.6)

Naturalmente a fonte de alimento A diminui de acordo com a exploracao feita
pelas formigas E. Se isto acontecer de maneira notavel, podemos modelar o processo
da seguinte forma:

LY
¢ (4.7)
A(0) = Ao,

onde 6 é a taxa de consumo do alimento (A) pelas formigas exploradoras (FE).
Também, podemos supor a fonte de alimento variando em func¢ao do tempo, uma
vez que as formigas tem um pico de atividade em determinado horario [37], como
por exemplo:

A(t) = Ag cos(wt). (4.8)

Neste caso, a distancia entre cada pico de atividade corresponde a 24h.
Tem-se, ainda, que a taxa de formigas que param de trabalhar (e) ¢ dada, somente,
em funcao das exploradoras:

e(F) = pFE, (4.9)

onde 1/u é o tempo médio em que uma formiga explora a fonte antes de voltar para
o ninho. O parametro p, em geral também pode depender da “riqueza” da fonte,
analogamente ao parametro anterior.

Este ¢ um modelo simplificado do forrageamento de formigas que, sozinhas, ex-
ploram o alimento (Figura 4.1). Até o presente momento, nao foi incluido nenhuma
interacao social que modificasse o comportamento de cada formiga, ou seja, cada
mudanca de atitude é resultado apenas de um evento probabilistico de Poisson com
taxa fixa ou com uma taxa que dependa da taxa de alimento. A dependéncia da
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adptacao do comportamento com relagao a disponibilidade de alimento pode, en-
tretanto, ser considerada como uma forma indireta de interacao social ja que ela ¢é
modificada pela exploragao da fonte e sua variagao ¢é “sentida” por outras formigas.

4.2 Modelo com Interacao Via Feromoénio

O objetivo deste trabalho, entretanto, é analisar o comportamento coletivo de insetos
eussociais, tal como no forrageamento de formigas onde hé interagoes sociais em
que a probabilidade de alteracao de estado de uma formiga depende da presenca
de “interacao”, ou seja, de “comunicagao” com formigas de outras classes. Exemplos
dessas interagoes sociais sao o recrutamento via feromonio, que ocorre em quase todas
as espécies de formiga e o recrutamento via contato direto, que ocorre em formigas
com comportamento mais evoluido. No primeiro exemplo, apos o encontro de uma
boa fonte de alimento, as formigas retornam ao formigueiro deixando uma trilha de
feromonio, que pode ser detectada por outras formigas que estao buscando alimento
[60] [47] (Figura 4.2).

(h)

| (a) (©) l f)

v
“n
oy
v}

A
A

$ (b) T (d) | 9
(e)

Figura 4.2: Modelo esquematico do forrageamento de formigas, que exploram a fonte de
alimento e realizam recrutamento. I, S, E, a, b, ¢, d e e sao dados de populagoes e fungoes
de resposta, tal como na Figura 4.1. R sao as recrutadoras. f e g sao as taxas de formigas
que passam de F (exploradoras) para R e vice-versa, e h é a taxa de formigas que passam
de internas ([) para explorar uma fonte (F), com a agao das R.

Consideremos, agora, o caso em que as exploradoras deixam uma trilha de fe-
romonio, que auxiliam as escoteiras S a encontrarem a mesma fonte [37]. Neste caso,
a fungao de resposta (c) passara a ter um significado de interagao social que iremos
expressar de acordo com a “Lei de A¢ao de Massas” (Segao 2.3), em fungao de S e
E [6]:
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(S, E) = 1SE, (4.10)

onde 7y passa a ser a taxa de encontro de S com as trilhas feitas por F. Esta
expressao serd tomada como primeira abordagem e o parametro 7, é “carregado de
informagoes”. Esta abordagem, pode inclusive ser considerada incompleta, uma vez
que ela nao leva em consideracao a saturacao e nem que esta interacao nao é direta,
mas intermediada pelo feromonio que é deixado nas trilhas pelas exploradoras E.

Com este modelo assume-se, implicitamente, que h& apenas uma pequena quanti-
dade de formigas da classe F, uma vez que nao ha saturacao do efeito da quantidade
E. Um modelo que remedia esta restrigao é dado pela interagao Holling II (Se¢ao2.4)
[87]:

E
—5’7
Ey+ FE

onde Ejy é a quantidade de exploradoras que provocam uma taxa de contato que

(S, E) = (4.11)

resulta em uma probabilidade, por unidade de tempo, /2 para que uma formiga
S passe a ser uma exploradora e v5 é a taxa de encontros bem sucedidos entre as
escoteiras as trilhas deixadas pelas exploradoras.

Uma outra interpretagao desta fungao resposta pode ser feita notando que a in-
teracao via feromoénio deveria, eventualmente, incluir um termo de “time lag” ou
“memoria” ja que a substancia quimica ¢ extremamente degradavel e, também, por-
que a infuéncia das formigas F (exploradoras) sobre S (escoteiras) nao se da no
momento ¢ pela quantidade de E(t), mas pela quantidade de E(t — d)e #*, variando
0 e onde u; € a taxa de degradacao do feromoénio. Este assunto pode ser melhor
apresentado em um modelo mais sofisticado. Uma forma (rudimentar) de fazer isto
seria introduzir uma “populacao” de feromoénio F' que é suprida pelas exploradoras
bem sucedidas e que degrada na forma

d—F =¢oFE —¢F. (4.12)
dt
Onde 1/¢ é o tempo médio de degradagdo do feroménio e, considerando que ela
ocorre em um pequeno intervalo de tempo, temos um valor alto para £. E ¢ ¢é a taxa
de deposito de feromonios deixadas pelas formigas E nas trilhas. Consideraremos,

também, ¢ e £ como constantes.
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Assim, a passagem de escoteiras para exploradoras seria regulada pela taxa de
encontros “atual” (no instante t) entre as escoteiras S(t) e a quantidade de feromoénio
encontrada na trilha F'(t), ou seja,

c=SF. (4.13)

Obviamente, alguma saturacao deveria ser incluida em uma segunda abordagem, em
que a funcao ¢ poderia ser escrita como uma Resposta Funcional de Holling IITI:

F2

e —— 4.14
F2 + QOQ’ ( )

c=78

onde ¢ é uma constante.

E importante ressaltar que no caso em que consideramos a “populacio” de fe-
romonio, quanto mais formigas tivermos explorando uma fonte de alimento mais
feromonio havera na trilha, uma vez que sao as exploradoras que reforcam a trilha.
Em contrapartida, uma vez que o alimento se torna escasso, a trilha entre a fonte
e o ninho nao é suficientemente reforcada, pois o transito de formigas diminui e,
consequentemente, a quantidade de feromoénio depositado serd pouca. Além disso,
sua degradagao rapida (representada pela constante &) impede uma eficiéncia na
comunicagcao.

4.3 Modelo Interativo com Recrutamento via Con-
tato Direto

Quando da exploragao de uma fonte de alimento, as forrageadoras sao levadas a uma
série de procedimentos que caracteriza uma estratégia para tal exploragao. Em sin-
tese, a estratégia emergente depende do tamanho e qualidade da fonte de alimento
encontrada. Uma boa fonte de alimento faz com que o niimero de exploradoras
aumente, assim como o nimero encontros entre estas e as formigas internas. E,
somente apos haver certo nimero de encontro entre essas formigas, inicia-se o su-
primento apreciavel de recrutadoras R, que irao, através de contato direto, recrutar
formigas internas para explorar a fonte de alimento. Para modelar matematicamente
tal processo, utilizamos a Fung¢do de Resposta de Holling 111 (Secao 2.5):
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E2
—pE——
P B

onde p deve depender da “fartura” de alimento. Observa-se que a “‘comunicacao” por

f(E) (4.15)

contato supoe-se que seja imediata e nao envolva um retardamento (“time lag”), ao
contréario da sinalizagao por feromonios.

No inicio, as recrutadoras vao até o formigueiro e através, do contato entre ante-
nas, elas “conduzem” as formigas internas uma a uma para a fonte de alimento, este
fenébmeno é chamado de tandem run. Apos certo periodo, as recrutadoras voltam ao
formigueiro e passam a conduzir varias formigas para a fonte (quantidade que varia
de espécie para espécie), este fenémeno é chamado de recrutamento em grupo [76]. A
taxa especifica (probabilidade por unidade de tempo) com que ocorre este processo
de recrutamento, sendo um processo que depende essencialmente da interagao social
entre recrutadoras e internas, é natural que dependa monotonicamente da frequén-
cia de encontros entre elas, mas nao de maneira ilimitada, pois ha obviamente uma
saturagao. Novamente, o Modelo Presa Predador de Holling II, serd o modelo sim-
ples indicado para representar este caso, pelo menos em primeira instancia, expresso,
portanto, da seguinte maneira [87]:

R
—— ]
Ry + R
onde \ é a taxa méaxima (de encontros bem sucedidos entre as recrutadoras e as
internas) e Ry ¢ a quantidade de recrutadoras que faz uma probabilidade, por unidade

h(I,R) = A (4.16)

de tempo, 1/2 para que uma [ passe a ser uma exploradora.
A atividade de recrutamento é abandonada (neste modelo) pelas recrutadoras R
que voltam ao grupo das exploradoras F a uma taxa fixa o:

g(R)=0R, (4.17)

no qual /s é tempo médio que as recrutadoras permanecem neste estagio.
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4.4 Modelo Matematico Proposto para o Forragea-

mento de Formigas

Apresentaremos inicialmente um modelo genérico do forrageamento de formigas que,
posteriormente, sera adaptado para casos especificos. Consideraremos a existéncia
de interagoes via feromonio (contato indireto) e via contato entre antenas (contato
direto). Em um primeiro momento, serao considerados os coeficientes das taxas de
passagem de uma atividade para outra constantes, de forma que eles possam ser
adaptados de acordo com a necessidade. Além disso, desconsideraremos a taxa de
degradacao do feromonio, que seré adicionada mais tarde (Segao 5.4).

Portanto, juntando as Equacgoes que melhor explicam as passagens de uma ati-
vidade para outra do forrageamento no modelo esquematico representado na Figura
4.2, podemos escrever a variacao das populagoes em fun¢ao do tempo em um sistema
de equagoes ordinarias nao-lineares:

dI
e E— I
o al + 58S +pu )\RO+R
ds E
o= aI+5E—<ﬁ+’Y1+’)/2EO+E)S
418
4B tp— ) S+ oR+A I (64 )F - pE— " e
ar o _ _ B
dt NTPE L E Ro+ R S Sy 57
dR E?
= pE——— —0oR.
i~ e

4.5 Adimensionalizacao do Modelo Matematico Pro-

posto

Para realizarmos a adimensionalizacao do modelo tomamos 1" para representar a dimensao

de tempo e P para populagao, onde:
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A adimensionalizagao do modelo proposto (?7) é feito de forma a diminuir a quantidade

de parametros e facilitar o estudo quantitativo do processo (Segao 2.3). Para tal, utiliza-

remos as unidades intrinsecas do problema: Ej para populagao e /v, para tempo. Tais

unidades foram escolhidas por serem os parametros que determinam a mudanga de estégio

de uma escoteira para uma exploradora onde hé interagao social, que é o foco deste modelo.

Desta forma, temos o resultado da multiplicacdo de ambos os lados das equagoes do

sistema (??) por (Egy2) ! dado por:

(di X / / ;

o Y

7 i+ B's+ ple 'ro—l-rz

ds ,

22 i 8le— [ B v

I a'i+d'e (5 +9+ +1)

de e e?
o~ _° N (¢ _

- (7+ +1>s+a7’+ - (0" +p')e p60+62
dr e? ,

— = pe———=—0'r.

dr / e2 +e?

No qual o parametro adimensional de tempo 7 é dado por:

T = t’YQ.

E os parametros adimensionais de populagao sao dados por:

1 S E R £y Ro

1= —;8§= —;e=—;Tr=—;e0= —;70 = —-
Ey’ Ey’ Ey’ Ey’ Ey’ FEy

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Ou seja, i, s, € e T s@0 as proporgoes das populagoes de formigas em cada uma das quatro

fungoes, internas, escoteiras, exploradoras e recrutadoras, respectivamente, sobre a quan-

tidade de exploradoras que fazem uma probabilidade, por unidade de tempo, 1/2 para que

uma formiga escoteira passe a ser uma exploradora Ey. Podemos definir Ey como sendo a

populagao de Exploradoras necessaria para que seja notada totalmente pelas escoteiras.

Temos ainda que:
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Continuando a analise dos pardmetros temos que a taxa de passagens de formigas inter-
nas para escoteiras em relagao a taxa de passagem de escoteiras para exploradoras (levando
em consideragdo a interagao social) é dado por o, ou seja, 1/’ é o tempo médio que uma
interna leva para passar para a atividade de busca de alimento em relacao ao tempo de
passagem do estagio de escoteira para exploradora.

Analogamente temos: 3 para a mudanca de estidgio de formigas escoteiras para inter-
nas; u', &' e p’ para a passagem de exploradoras para internas, escoteiras e recrutadoras,
respectivamente; e ¢’ para o retorno de formigas recrutadoras para exploradoras. Ou seja,
neste caso, temos que o tempo de mudanca de estagio é sempre dado em relagao ao tempo
de passagem de escoteiras para exploradoras.

Por fim, temos que )\ é a taxa de encontros bem sucedidos entre recrutadoras e internas
em relagao a taxa de passagem de escoteiras para exploradoras.
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Capitulo 5

Simulacoes Numéricas

5.1 Gnamptogenys moelleri sem recrutamento

As duas primeiras simulagoes que iremos apresentar neste trabalho é referente ao com-
portamento forrageador de Gnamptogenys moelleri, uma espécie de formiga considerada
“ancestral”, pois possui colonias pequenas, se comparadas as coldnias de outras espécies,
e nao apresenta um recrutamento muito elaborado. A grande maioria dos itens alimenta-
res que estas formigas exploram sao pequenos e levados ao formigueiro por forrageadoras
individuais, o mesmo ocorre quando elas encontram um grupo de presas pequenas. En-
tretanto, ao encontrar presas maiores ou uma fonte abundante de néctar, elas utilizam o
recrutamento [17].

A principal razdo para iniciarmos este capitulo com o estudo de uma espécie com com-
portamento menos elaborado é o de melhor entendermos a evolugao do recrutamento e,
assim, podermos avaliar a influéncia deste comportamento no forrageamento como um
todo.

Na primeira simulagdo consideraremos o comportamento forrageador de uma colonia
de G. moelleri quando suas operarias encontram apenas fontes alimentares pequenas, por
exemplo, moscas Drosophila de Imm. Para iniciarmos esta simulacao, precisamos do nu-
mero de formigas em cada uma das etapas do forrageamento: Internas (I), Escoteiras (5),
Exploradoras (E) e Recrutadoras (R). Suponha, entdo, que no inicio do dia todas as

formigas estao dentro do formigueiro (I), assim podemos considerar:

5(0) = 0; E(0) = 0; R(0) = 0. (5.1)

E o ntmero inicial de formigas internas, aqui consideradas as formigas forrageadoras ina-
tivas, mas que com o passar do dia podem vir a desempenhar tal fungdo, sera dado pelo
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numero médio de forrageadoras encontradas em oito formigueiros de Gnamptogenys moelleri
nos experimentos de Cogni e Oliveira [16]:

1(0) = 94. (5.2)

O ntimero de formigas que deixam o ninho, ou seja, o nimero de formigas que passam
de Internas (I) para Escoteiras (5), antes de encontrar uma fonte de alimento, ¢ de apro-
ximadamente 1 formiga a cada 2 minutos, o que pode variar de acordo com as condicoes
climéticas. Por exemplo, mais formigas saem para forragear no verao do que no inverno
[17]. Por outro lado, as formigas ficam mais tempo exercendo a funcdo de busca (até re-
tornarem ao ninho ou encontrarem uma fonte de alimento) no inverno do que no verao.
Em média, elas ficam 137 segundos no inverno e 96 segundos no verao [16]. Como o foco,
nessas simulagoes, nao é comparar as variagoes sazonais, utilizaremos os valores e médios
mencionados.

Assim, podemos considerar as taxas médias de « e 3, como:

a = 0,0053 (5.3)

6 =10,5315. (5.4)

Agora, consideremos um primeiro momento em que as formigas estejam encontrando
alimento, mas ainda sem recrutamento. Entao, a taxa de sucesso, ou seja, a taxa de formigas

S que encontram alimento, varia entre 1,9% (inverno) e 5,2% (verdo), o que nos levara ao
valor médio de v; [16]:

71 =0,0355 e
p=0.

Considere agora que o tempo que uma forrageadora leva exercendo a fungdo de explo-
radora E é de aproximadamente 2 minutos, ou seja, este é o tempo que uma exploradora
G. moelleri leva pegando o alimento e levando-o ao formigueiro, o que a fara retornar a
fungéo de escoteira S ou voltar a ser uma formiga interna I. Assim,

§+pu=0,5. (5.7)

Essas taxas variam com a qualidade e quantidade de alimento, para simplificar, vamos
considera-las com mesmos valores, ou seja,

§=p=0,25. (5.8)
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Além disso, a taxa de formigas deixando o formigueiro aumenta, passando para 6 for-
migas por minuto [17]:

a = 0,0638. (5.9)

Considere agora que a quantidade de formigas que provocam uma taxa de contato que
resulta em uma probabilidade 1/2 para que uma formiga S passe para E seja de 5 explo-
radoras e que a taxa de encontros bem sucedidos entre as escoteiras e as trilhas deixadas
pelas explorados seja de 1/2. Logo,

FEy=5 (5.10)
72 =0,5. (5.11)

Os dados em (5.10) e (5.11) nos permitem fazer a adimensionalizagao do problema, que
resultard em uma populagao incial, dada por:

i(0) = 18,8 5.12
s(0) = e(0) =7(0) = 0. 5.13)
E varidveis médias dadas por:
o =0,1276 B =1,063 ~=0,0710 (5.14)
§=0,5 =05 p=0. (5.15)

Fazendo a simulagao numérica do forrageamento de G. moelleri para o encontro de
uma fonte alimentar, com os dados obtidos em (5.12), (5.13), (5.14) e (5.15) no programa
(Apéndice A) em Matlab 7.11.0 (R2010b), teremos o Grafico (5.1). No qual observamos uma
pequena quantidade de escoteiras e exploradoras em atividade, mas nenhuma recrutadora,
uma vez que a taxa de passagem de exploradoras para recrutadoras é nula.

Observa-se que o namero de formigas buscando alimento é maior do que o ntmero de
exploradoras.

5.2  Gnamptogenys moelleri com recrutamento

As formigas da espécie Gnamptogenys moelleri sao forrageadoras oportunistas e sua dieta
é formada por invertebrados de diferentes tamanhos, variando de 0, lmg a 100mg, além de
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Figura 5.1: Grafico do Modelo Adimensionalizado de Forrageamento de Formigas G. moel-
leri, com as seguintes variaveis: o = 0,1276, 3/ = 1,063, v = 0,0710, 8’ = 0,5, ¢/ = 0,5,
p' = 0. O grafico mostra o ntmero de formigas em cada uma das atividadades (Internas
(1), Escoteiras (s), Exploradoras (e) e Recrutadoras (r)) ao longo do tempo.

néctar extrafloral. Enquanto pequenos itens sdo explorados por operarias solitarias, itens
maiores sao levados ao formigueiro por pequenos grupos de formigas. Além disso, segundo
Cogni e Oliveira [16], a probabilidade de uma operaria recrutar outras formigas do seu
formigueiro aumenta com o peso bruto do alimento. Na primeira simulagao (Capitulo 5.1)
consideramos que as formigas encontraram um alimento leve e que a taxa de recrutamento
foi nula (p = 0).

Na segunda simulagdo, vamos analisar o comportamento forrageador de G. moeller:
quando uma operéria encontra uma presa de 100mg e utiliza o recrutamento para sua
exploragdo. Para tal, manteremos o niimero de formigas que deixam o ninho, ou seja, «
permanece o mesmo (5.9), assim como o tempo de viagem das escoteiras, 1/5 (5.4) e a taxa
de sucesso associada a . Entretanto, como para presas maiores uma formiga gasta mais
tempo em sua exploragao, considere que este tempo seja de 6,2 minutos (dura¢do méaxima
observada em uma viagem, no inverno, de uma operéaria, menos o tempo de busca [16]).
Assim, temos:
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§ = u' =0,1613. (5.16)

Cogni e Oliveira [16] observaram 104 itens explorados pelas forrageadoras e, em apenas
25 deles houve recrutamento, com isso podemos considerar

p = 0,2404. (5.17)

Considere que uma formiga fique em torno de 1 minuto realizando a tarefa de recrutar,
logo,

o' =1,0 (5.18)

e que o recrutamento ocorre em grupos de 3 a 12 individuos [16]. Desta forma, podermos
supor o valor da taxa de recrutamentos bem sucedidos como

A = 0,2070. (5.19)

Se considerarmos, ainda, Fy = F1 = Ry, teremos no modelo adimensionalizado:

€0 =To = 1,0. (5.20)

Utilizando, no Modelo Adimensionalizado de Forrageamento de Formigas (4.23) (Apén-
dice A), os valores de o/, B’ e v obtidos em (5.14) e, para as demais variaveis, os dados
obtidos nesta se¢ao (5.16 a 5.19), obteremos o grafico (5.2) no qual observar-se um pequeno
namero de recrutadoras, que provocam, consequentemente, um aumento no niumero de ex-
ploradoras. Este fato pode ser observado comparando os dois Graficos do comportamento
forrageador de G. moelleri: sem recrutamento (5.1) e com recrutamento (5.2).

5.3 Formiga do fogo Solenopsis invicta

O comportamento forrageador de Solenopsis invicta, também conhecida como formiga do
fogo ou lava-pés, consiste de trés etapas: busca, exploragao (que inclui a retirada do alimento
da fonte e o transporte até o formigueiro) e recrutamento (direto e indireto). Os trés
principais fatores que controlam a atividade forrageadora sao: necessidades do formigueiro,
recursos alimentares disponiveis e pardmetros ambientais. Com base nessas informagoes,
vamos escolher um exemplo, dentre os ambientes e alimentos analisados no estudo de Yijuan
et al. [99], para determinarmos a quatidade de formigas empregadas em cada uma das

atividades de forrageamento. Para esta simulagao vamos considerar a dindmica de formigas
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Figura 5.2: Grafico do Modelo Adimensionalizado de Forrageamento de Formigas G. mo-
ellert, com as seguintes varidveis: o/ = 0,1276, 5/ = 1,063, v = 0,0710, ' = 0,1613,
w = 0,1613, p/ = 0,2404, ¢/ = 1,0, r9 = 1,0, X = 0,2070. O grafico mostra o numero
de formigas em cada uma das atividadades (Internas (i), Escoteiras (s), Exploradoras (e)
e Recrutadoras (r)) ao longo do tempo.

forrageadoras no experimento feito com S. invicta, em um pomar de lichia, com salsichas
como fonte de alimento.

O numero de formigas envolvidas na atividade de forrageamento em uma colénia de
S. invicta é maior do que o niimero de formigas envolvidas na atividade de forrageamento
de Gnamptogenys moelleri. Suponha, entdao, que o ntimero inicial de internas (formigas
forrageadoras inativas, ou seja, apenas as operarias que desempenham tal fungao) seja:

I = 200. (5.21)

Suponha, ainda, que o numero de formigas internas que passam a fazer a busca de
alimento é de aproximadamente 10 por minuto, assim teremos

a =0,05. (5.22)

Se o tempo que uma Solenopsis despende na atividade de busca de alimento em um
pomar de lichia for de aproximadamente 486,2 segundos [99], consideraremos a taxa de
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descoberta de uma fonte de salsicha como 10% e assim podemos supor:

B=0,1111 e (5.23)
v = 0,0123. (5.24)

O tempo empregado na exploracdo de alimentos de 0,5¢ foi em média 26,2 minutos
[99]. Se considerarmos que, apds a exploragao da fonte, a probablidade de uma formiga

voltar a ser uma interna ou uma escoteira seja a mesma, teremos:

§ = =0,0382. (5.25)

Com a finalidade de compararmos os resultados obtidos nesta simulagéo e nas anteriores,
as variaveis utilizadas na adimensionalizagao do problema serao as mesmas para as duas

espécies, ou seja, consideraremos:

E() =be (5.26)
2 = 0,5. (5.27)

Fazendo a adimensionalizacao das variaveis acima (5.21), (5.22), (5.23), (5.24) e (5.25)
teremos:

i=40; o =0,1; B =0,2222; (5.28)
v =0,0246; & =0,0764; p=0,0764. (5.29)

Considerando, agora, que uma formiga recrutadora fique cerca de 3 minutos exercendo
tal fungdo, o valor adimensionalizado de o é de:

o' =0,6667 (5.30)

Podemos, ainda, supor os valores para a taxa especifica com que ocorre o recrutamento
e a taxa de encontros bem sucedidos entre internas e recrutadoras, respectivamente, como:

P =0,4e (5.31)
N =0,8. (5.32)
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Assim como podemos considerar a quantidade de recrutadoras que faz uma probabilidade
1/2 para que uma interna passe a ser uma exploradora de Ry = 4 e o mesmo valor para Fj,
ou seja,

ro=0,8¢ (5.33)
eo = 0,8. (5.34)

Assim, se juntarmos todos os valores adimensionalizados (5.28), (5.30), (5.31), (5.32),
(5.33) e (5.34) e plotarmos no Programa (Apéndice A) feito para o modelo proposto (Ca-
pitulo 4), obteremos o Grafico (5.3) com duas curvas sigmoidais, que mostram nitidamente
o comportamento de Resposta Funcional de Holling Il para as formigas exploradoras e
recrutadoras.

Temos nos primeiros instantes do Gréafico (5.3), um aumento gradual no namero de
escoteiras; apOs certo tempo comeca a aumentar o nimero de exploradoras, que tem um
aumento rapido até atingir um valor limitante; o mesmo acontece com as recrutadoras,
um pouco depois de ocorrer com as exploradoras; o que, obviamente, acarreta em uma
diminuigao brusca no ntimero de formigas internas, uma vez que sao elas que passam a
exercer as demais fungoes do forrageamento.

5.4 Modelo com Degradacao e Volatizacao do Fe-
romonio

A Equagao (4.11) leva em consideragao a taxa de encontros indiretos, ou seja, a taxa de
encontros entre as formigas escoteiras e as trilhas de feromoénios deixadas pelas exploradoras.
Uma vez que o feromodnio é uma substancia degradavel, é importante que haja um termo
de retardamento, como mencionado na Se¢ao (4.2). Portanto, a ideia para esta simulagao
é adicionar uma “populacao” de feroménio no Modelo Proposto para Forrageamento de
Formigas (??), a qual originara das formigas exploradoras e ira interagir diretamente com a
populacdo de escoteiras. A dinamica da “populacao” de feromoénio seréa dado pela equagao
(4.11):

dF
— = ¢k —EF.
g~ E-¢
onde ¢ é a taxa de deposicao de feromonio proveniente das formigas exploradoras F, a qual

iremos considerar hipoteticamente como
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Figura 5.3: Grafico do Modelo Adimensionalizado de Forrageamento de Formigas Solenopsis
invicta, com as seguintes variaveis: o/ = 0,1, 8/ = 0,2222, v = 0,0246, ¢’ = 0,0764, p' =
0,0764, p' = 0,4, 0’ =0,6667, 790 = 0,8, ¢g = 0,8 e X' = 0,8. O grafico mostra a dinamica
das formigas em cada uma das atividadades (Internas (i), Escoteiras (s), Exploradoras (e)
e Recrutadoras (r)) ao longo do tempo.

¢’ =1,0; (5.35)

e £ é o tempo médio de degradagio ou volatizacdo do feromonio e, uma vez que este tempo
médio ¢ de 30 segundos [11], vamos considerar

¢ =4,0. (5.36)

Neste novo modelo a passagem de escoteiras para exploradoras é dada em funcao da
taxa de encontros entre escoteiras e a trilha de feromoénio. Tal interacao seré descrita

matematicamente como:
F2
F?2+ F}

Utilizando as varidveis v e Fy para a adimensionalizagdo do Modelo com Degradacgao

Y28 (5.37)

e Volatizacao de Feromoénio, teremos:
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Como continuamos a trabalhar com as formigas da espécie Solenopsis invicta tomaremos
os valores das demais taxas iguais aos da simulac¢ao anterior (Se¢ao 5.3).

Os Gréficos (5.4 a, b, c¢) resultantes das simulagdes em Matlab 7.11.0 (R2010b) (Apén-
dice B) do Modelo Proposto com a presenga da “populagao” de feromoénio estabelecem uma
sequéncia de comportamento.

e Em (a) temos as formigas escoteiras saindo do formigueiro e um pequeno nimero de
exploradoras.

e Em (b) temos a descoberta de uma fonte de alimento, na qual as formigas exploradoras
passam a depositar feromonio pelo caminho, formando uma “trilha de feromoénio”
para a localizacao da fonte. Neste exemplo podemos observar um aumento inicial de
escoteiras, que apos certo periodo de tempo passam a explorar determinada fonte, o
que resulta em uma diminuicao das escoteiras e consequentemente um aumento no
nimero de exploradoras.

e E em (c¢) temos, além do recrutamento indireto via feroménio, o recrutamento di-
reto, o que resulta em uma queda brusca na quantidade de internas apés o inicio do
recrutamento, pois estas passam a integrar o grupo das exploradoras que, por sua
vez, passam & atividade de recrutamento. Com isso, é possivel observar uma grande
quantidade de exploradoras e recrutadoras e uma quantidade pequena de internas e
escoteiras. Observa-se, ainda, que o nimero de formigas internas diminui progressiva-
mente de (a) = (b) — (c), uma vez que o nimero de formigas exercendo atividades
externas aumenta.
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5.5 Modelo com Variacao na Quantidade de Ali-
mento

Uma outra forma de modificarmos o modelo proposto (?7) é considerar que o alimento nao
é constante. Uma vez que as formigas comegam a explorar determinada fonte, a quantidade
de alimento diminui proporcionalmente ao ntimero de exploradoras. Desta forma, teremos
A como sendo a fonte de alimento e representada de acordo com a Equacao (4.7).

Neste caso, uma vez que a quantidade de exploradoras varia diretamente com a quan-
tidade de alimento, podemos considerar as passagens c e f, do Modelo Esquematico repre-
sentado na Figura (4.2), variando de acordo com a quantidade de alimento, A. Ou seja,
teremos, no modelo adimensionalizado, as seguintes equagoes descrevendo tal comporta-

mento:
c(s,e,a) = yas + a(eoij—e)s
2 (5.39)
fle,a) = Pam

onde a é a quantidade de alimento, ou de uma forma mais complexa, a taxa de influéncia
da quantidade de alimento na passagem de uma atividade para outra, que por sua vez é
diretamente proporcional & quantidade de alimento e sua facilidade de ser encontrado no
ambiente.

Assim, teremos o Modelo de Forrageamento de Formigas com Variacdo na Quantidade
de Alimento, ja adimensionalizado, representado pelo sistema de equacoes

di
é:—a'i—}—ﬁ’s—i—p/e—)\'aro%i

d

;—a’i—i-(S/e—(B/—i-’ya—i-aej_l)S

% (14— VastolrtNa—"—i— (4 p)e— fay’ (540
dr e+ 1 ro+r e%—keg

dr , €2 ,

— =pa—-——= —0'r

dr P 63+62

da

— = —fea.

\dT e
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Se utilizamos para esta simulagao os valores inicial da quatidade de alimento (ag) e da
taxa de consumo da fonte de alimento pelas exploradoras (#) como, respectivamente,

ag=10¢e
6 = 0,005,

obteremos o Gréafico (5.5) com o Programa (Apéndice C) em Matlab 7.11.0 (R2010b).
Neste grafico podemos notar que o encontro de uma fonte de alimento, gera um aumento

(5.41)

no numero de formigas exploradoras e recrutadoras. O aumento destas formigas, leva a uma
diminuicao gradual na quantidade de alimento, uma vez que elas estdo explorando a fonte.
Essa diminuicao na quantidade de alimento resulta em uma diminuicao na quantidade de
exploradoras e recrutadoras, que irdao voltar ao interior do formigueiro ou para a atividade
de busca.

5.6 Modelo com Variacao Ciclica na Quantidade de
Alimento

Se considerarmos agora uma variagao didria na quantidade de alimento, ao invés da ex-
ploracdo de uma tunica fonte, podemos interpretar a variacao da quantidade de alimento
de forma ciclica, e ndo linearmente negativa como visto na simulagao anterior (Segao 5.5).
Assim, podemos substituir a tltima equagao do Sistema (5.40), por:

da

— = —sin(wt). 5.42

= = —sin(wt) (5.42)
E podemos considerar, ainda, que o recrutamento varia com a quantidade de alimento,

ou seja,
h(i,r,a) = \a——i (5.43)
i,r,a) = Aa i .
Y ro+r

Assim, teremos a dindmica populacional das formigas ao longo dos dias. E, se supormos

ag =4
(5.44)
w=0,3.
obteremos o Gréafico (5.6) com o Programa (Apéndice D) em Matlab 7.11.0 (R2010b),

demonstrando os picos de atividade da formigas forrageadoras em um determinado horario
do dia, que podem ser determinados por diversos fatores ambientais como, por exemplo,
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temperatura, luminosidade, etc., dependendo da fonte alimentar [37] e das caracteristicas
biolégicas da espécie.

Neste Grafico (5.6) podemos observar que a quantidade de formigas exploradoras e re-
crutadoras aumenta com o aumento da quantidade de alimento, enquanto que a quantidade
de formigas internas e escoteiras aumentam com a diminuicdo da mesma.
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Figura 5.4: Graficos da dindmica do comportamento forrageador das formigas S. invicta.

As taxas comuns utilizadas para estes graficos sao: o

=0,1, 8/ = 0,2222, v = 0, 0246,

§ = 0,0764, 1/ = 0,0764, o/ = 0,6667, 1o = 0,8, ¢¢g = 0,8 ¢ X = 0,8. Em (a) temos

as taxas de producao de feroménio e de recrutamento

nulas, ou seja, ¢ = 0 e p = 0; em

(b) adicionamos uma taxa de produgao de feroménio ¢ = 1,0 e uma taxa de degradagao
€ =4,0; em (c) utilizamos as mesmas taxas de (b) e ainda adicionamos p = 0, 4.
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Figura 5.5: Grafico da dindmica do comportamento forrageador das formigas com variagao
linear na quantidade de alimento proporcional & exploragao feita pelas exploradoras. Com
valores ag = 10 e 8 = 0,005
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Figura 5.6: Grafico da dindmica do comportamento forrageador das formigas com variagao
ciclica na quantidade de alimento, com a fonte de alimento variando em funcao do tempo,
a=[0,4].

7



78



Capitulo 6

Discussao

Nesta Dissertacao de Mestrado foram apresentados Modelos Matematicos de Dinamica Po-
pulacional que serviram de base para a formulagdo de Modelos Mateméticos para Dinamica
de Forrageamento de Formigas, objetivo principal desta dissertacao.

O primeiro Modelo Matematico apresentado foi o de Decaimento Poisson-Malthus (Equa-
¢ao 2.1), o qual explica a reagao na qual apenas uma molécula participa, e por ndo haver
encontro ou troca de informacao com outras moléculas torna-se um processo essencialmente
probabilistico [63].

Os modelos seguintes apresentados dependem da presenga de dois individuos, sejam eles
moléculas, insetos ou vertebrados. No Modelo de A¢ao de Massas ou Modelo de Holling 1
(Equagao 2.13) considerando-se que para haver uma reagao é necessario que haja encontros
e que estes sejam bem sucedidos. Além do mais, temos que a taxa de encontros bem
sucedidos é proporcional a concentracao das populagoes destes individuos.

O Modelo Presa Predador de Holling II (Equagao 2.47), por sua vez, explica mate-
maticamente o conceito de Resposta Funcional, que representa a dependéncia da taxa de
consumo de um predador individual voraz, em relacao a densidade das presas disponiveis.
E importante resaltar aqui que, mesmo que haja uma quantidade muito grande de presas,
h& um limite na quantidade de alimento que é consumido por uma determinada populagao
de predadores [44].

Por fim, foi apresentado o Modelo Presa Predador de Holling 111 (Equagao 2.52), o
qual considera a Resposta Funcional com um comportamento de aprendizagem, ou seja,
em baixas concentragoes de presa a predagdo é pequena e cresce lentamente (como em
uma funcdo de segundo grau) com o aumento no nimero de presas e, com uma maior
concentracao destas, o crescimento é quase linear até comegar a chegar préoximo a taxa de
saturacgao, em que o crescimento da taxa de predagao volta a crescer lentamente, formando
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uma sigmoide [65] [66].

Os Modelos de Poisson-Malthus, Holling I, II e I1I sao explicagoes matematicas de pa-
droes de comportamento que podem ser aplicados a diferentes situacoes biologicas. O Mo-
delo de Poisson-Malthus, além de ser aplicado as reagoes moleculares [63], pode também ser
aplicado as sub-populagoes de formigas, que alteram sua atividade de forma probabilistica.
Os Modelos Presa Predador de Holling podem ser aplicados a diferentes animais, tais como,
herbivoros e plantas, carnivoros e suas presas, parasitas e hospedeiros [66]. Além disso, este
mesmo comportamento pode ser aplicado as reagoes quimicas, onde consideramos enzimas
como predadores vorazes e o substrato como as presas [68], ou ao comportamento forrage-
ador de formigas, onde consideramos as presas e os predadores como duas sub-populagoes
de formigas forrageadoras, escoteiras e exploradoras, por exemplo [88].

Foram apresentados comportamentos de Sociobiologia que serviram como fundamento
aos Modelos Matematicos do Forrageamento de Formigas. As formigas forrageadoras foram
divididas em quatro sub-populagoes, cada qual desenvolvendo uma determinada atividade:
internas (espera); escoteiras (busca); exploradoras; e recrutadoras. Foi analisado como
ocorre a passagem das formigas de uma atividade para outra: aleatoria; através de depositos
de feromodnios nas trilhas entre o formigueiro e as fontes de alimento; e por contato entre
antenas entre as formigas internas e as recrutadoras. Tais comportamentos foram explicados
matematicamente pelos Modelos de Poisson-Malthus, Holling II e Holling I11.

No primeiro Modelo Matemético do Forrageamento de Formigas apresentado nao foi
considerado nenhum tipo de interacao entre as sub-populacées de formigas, sendo consi-
deradas todas as passagens de uma atividade para outra como aleatérias. Neste primeiro
modelo foram utilizados apenas equagoes do tipo Decaimento de Poisson-Malthus, por se
tratar de eventos probabilisticos. Este modelo pode ser aplicado a algumas espécies de for-
migas, tais como algumas formigas do deserto [37], que fazem a busca de alimento sozinhas,
sem se comunicar com outras da coldnia. Esse padrao de comportamento também ocorre
com formigas que utilizam-se de interacao para a busca quando as formigas encontram um
alimento que pode ser transportado apenas por elas mesmas [16].

Entretanto, a maioria das espécies de formigas faz uso dos feromonios (hidrocarbonetos)
de forma a se comunicar com as outras formigas da colonias [42] [51], por isso, foi proposto
o Modelo com Interacao Via Feromoénio, no qual utilizamos o Modelo de Holling II para
descrever a passagem de formigas escoteiras para exploradoras.

Com este segundo modelo foram feitas algumas simulagoes do forragemaneto de formigas
das espécie Gnamptogenys moelleri e Solenopsis invicta. Se compararmos os resultados
obtidos de G. moelleri sem recrutamento (Grafico 5.1) e com recrutamento (Grafico 5.2),
notamos que no segundo gréafico o niimero de internas diminui muito mais do que no primeiro
(mais formigas deixam o formigueiro para forragear), uma vez que o ntumero de exploradoras
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aumenta mais. Além disso, a sub-populagdo de recrutadoras aparece apenas no segundo
caso, o que era de se esperar, uma vez que nao ha recrutamento no (Grafico 5.1).

Notamos, também, no (Grafico 5.2) que o crescimento da sub-populagdo de explora-
doras, assim como de recrutadoras, é comparavel ao Modelo Presa Predador de Holling I1.
Em contrapartida, na dinAmica de Solenopsis invicta (Grafico 5.3) ap6s o encontro de uma
fonte de alimento, o crescimento de exploradoras e recrutadoras ocorre como no Modelo de
Holling III, ou seja, ha um crescimento lento no nimero de exploradoras no inicio do for-
rageamento e, apés um certo niimero de exploradoras encontrar a fonte, algumas formigas
passam a recrutar outras (surgem, assim, as recrutadoras), o que resulta em um cresci-
mento acelerado no ntimero de exploradoras até chegar a um limite. Isso ocorre devido ao
comportamento recrutador que é descrito como no Modelo de Holling III (Equagao 4.15).
Biologicamente, essa diferenca é explicada pelo comportamento forrageador mais evoluido
das formigas da espécie Solenopsis invicta em relagdo as Gnamptogenys moelleri [16] [99].
Dessa forma, o Grafico (5.3) mostra um recrutamento mais intenso do que o (Grafico 5.2),
o que resulta em uma quantidade maior de exploradoras e, consequentemente, um nimero
menor quantidade de formigas no interior do formigueiro, como era de se esperar.

O terceiro Modelo Matemético do Forrageamento de Formigas foi desenvolvido consi-
derando a “populagao” de feromonios, uma vez que no primeiro modelo estavamos consi-
derando um contato indireto entre as formigas escoteiras e as exploradoras, e é o contato
das escoteiras com a trilha de feroménio que faz com que estas vao até a fonte de alimento
(Modelo 5.38). Trés situagoes foram consideradas para as simulagdes com a “populagao”
de feromonio (degradando a uma taxa constante): na primeira simulagao foi realizada ape-
nas para fins de comparagdo, nela consideramos que as formigas nao estavam deixando
feromonio no caminho; na segunda, consideramos a presenga de feromoénio deixada pelas
exploradoras e, neste caso, observamos que o nimero de exploradoras aumentou significa-
tivamente com a presenca do feromoénio na trilha, o que fez reduzir o niimero de escoteiras
(uma vez que estas passaram a explorar a fonte); e, na terceira simulagao, consideramos
a presenca de feromdénio na trilha e de recrutamento via contato direto das recrutadoras
com as formigas internas, neste caso observamos um aumento ainda maior do nimero de
exploradoras que se deu pela passagem de formigas internas para esta sub-populagao, desta
forma o numero de formigas que deixaram o ninho foi ainda maior do que na segunda si-
mulagdo. Com estas trés simulages (Grafico 5.4) observamos o efeito destes dois tipos de
recrutamento (indireto por feromonio e direto por contato entre antenas) nas mudangas de
atividade (transicao entre as sub-populagdes), na ordem em que elas ocorrem na natureza
[22] [76] [83].

O quarto Modelo Matematico do Forrageamento de Formigas foi desenvolvido consi-
derando uma variacdo na quantidade de alimento, uma vez que as fontes de alimento na
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natureza nao sao constantes e ilimitadas. Em um primeiro momento consideramos uma
diminuigao da quantidade de alimento variando com a taxa de exploragao da fonte (Modelo
5.40). E observado no (Gréfico 5.5) um rapido aumento na densidade de exploradoras,
assim que as primeiras escoteiras encontram uma boa fonte de alimento. Em seguida, com
a diminui¢ao de alimento na fonte (coletado pelas exploradoras e levado até o formigueiro),
o numero de exploradoras e recrutadoras nesta fonte comeca a diminuir e o nimero de
internas e escoteiras passa a aumentar, ou seja, parte das formigas volta para o ninho e
a outra parte inicia uma nova busca por outras fontes de alimento. HEsse comportamento
foi descrito por Liefke et al. (2001) em seu trabalho sobre o recrutamento de formigas do
género Polyrhachis, onde apo6s a descoberta de uma fonte de alimento, hd um crescimento
sigmoide no niamero de formigas deixando o ninho e indo até a fonte de alimento e, apos
meia hora o niimero de formigas exercendo a atividade de forrageamento comeca a diminuir
[60]. E importante observar, também, que enquanto ha forrageamento, o niimero de esco-
teiras nunca chega a zero, tal comportamento é também observado na natureza e é muito
importante para a sobrevivéncia das formigas, pois uma vez que a fonte se esgota (pela
propria explora¢ao ou por forgas externas a elas) ou a trilha é perdida, ha outras formigas
que ja estao buscando uma nova fonte [13| [14].

Uma Variagao Ciclica na Quantidade de Alimento foi considerada neste quarto Modelo
Matemético do Forrageamento de Formigas. Nele observamos que quando ha um aumento
na quantidade de alimento o ntmero de exploradoras e recrutadoras aumenta, enquanto
o namero de formigas internas e escoteiras diminui e, quando a quantidade de alimento
diminui, o contrario é observado, da mesma forma como foi esperado na construcao do
modelo. Nota-se novamente, que quando ndo hé alimento o nimero de exploradoras e
recrutadoras chega a zero, mas quando a quantidade de alimento chega ao seu maximo o
numero de escoteiras e internas nunca atinge zero, isso porque as formigas nao colocam
todos os seus esfor¢os em uma tnica fonte |77]. Esse padrao ciclico de comportamento
forrageador é observado quando as formigas exploram completamente uma fonte e depois
passam para outra e também em formigas que possuem um padrao diario de comportamento
[37].

E importante ressaltar que o trabalho de modelagem e simulacdes nio se esgota nesta
dissertacao e muitas outras poderiam ser realizadas observando-se o comportamento de
formigas, assim como foi descrito no Capitulo 3. Podem ainda ser feitas modelagens e si-
mulagoes considerando: tanto a variacao da quantidade de feromoénio quanto a de alimento;
mais de uma fonte de alimento encontrada ao mesmo tempo; considerando outros fatores
externos como predadores, competidores ou algum outro fator que colabore com o aumento
na quantidade de alimento. Além do mais, a populacdo de formigas forrageadoras nesta
dissertacao foi tratada como um todo, pode, ainda, ser feita uma distribuicdo por idade
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(com entrada de formigas para este grupo e saida por mortalidade) ou distribuigao espacial
destas formigas ao forragear [37] [47] [87].

Este tipo de Modelagem Matematica também pode ser aplicada as populacoes de abe-
lhas, cujo comportamento forrageador se assemelha ao das formigas, uma vez que as abelhas
também sao insetos eussociais e também utilizam-se de feedback positivo quando encon-
tram uma boa fonte de alimento; mesmo havendo algumas diferencas biol6gicas no padrao
de comunicacao entre esses dois animais (as formigas realizam o forrageamento pela terra
(caminhando) e as abelhas pelo ar (voando)). Seeley e Visscher realizaram diversos experi-
mentos com as abelhas Apis melifera e observaram que apés um certo nimero de individuos
comegar a explorar a fonte, h4 um aumento grande no nimero de abelhas que passam a
ir para a mesma fonte [82] [93], mesmo padrao observado nos Graficos (5.3) e Grafico (5.4
c). Ja no trabalho de Jarau et al. (2000), foram observadas abelhas de duas espécies de
Melipona por 180 minutos consecutivos e que descreveram um padrao de comportamento se-
melhante ao descrito do Gréfico (5.6), onde ha um aumento e diminuigao de sub-populagoes
de abelhas variando com o encontro de fontes de alimento [52].

Essa mudancga de comportamento no forrageamento de formigas e abelhas, apds haver
um certo ntimero de insetos exercendo tal atividade é denominado de Quorum Sensing [76]
[74] [82] [89]. Esse termo foi introduzido por Dr. Steven Winans em 1994 para descrever o
comunicagao entre bactérias que, utilizando-se da producao e liberagao de autoindutores,
conseguem mensurar a concentragao bacteriana. E, quando as bactérias conseguem perce-
ber um limite minimo da concentracao desses autoindutores, elas passam a expressar um
gene que vai resultar em uma mudanga no comportamento coletivos delas [95] [91]. Ou
seja, a percepgao de um quorum permite que um grande niimero de bactérias ajam juntas
[15]. Muitas bactérias apresentam esse comportamento, entre elas, as bactérias biolumines-
centes Photobacterium e Beneckea, as quais produzem sistemas de bioluminescencia apés a
detecgao de uma grande quantidade de autoindutores [69]. Outro exemplo é a das bactérias
da espécie Pseudomonas aeruginosa, um patdégeno humano responsavel por diversos tipos
de doencas (infecgbes no trato urinario, nos vasos sanguineos e até pneumonias), que s6
expressa seus fatores de viruléncia depois que a populacao bacteriana atinge uma certa
densidade, desta forma elas conseguem produzir uma quantidade suficiente de fatores de
viruléncia para superar a o sistema de defesa do hospedeiro [24] [73].

Esse conceito de Quorum Sensing passou a ser aplicado a diversos campos da Biologia
de Populagoes, passando pelas populagoes de insetos sociais, tanto para o recrutamento com
a finalidade de migracdo (mudanga de ninho) [74] [76], quanto de forrageamento [87] [84],
até os animais vertebrados com o processo de tomada de decisoes coletivas de populagoes
de peixes [94] e de populagoes de humanos [18] [97].
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Apéndice A

Programa do Modelo Proposto para
a Dinamica de Forrageamento de
Formigas

function modelo

clc
%pars = [alpha, beta, gamma, delta, lambda, mu, rho, rO, e0, sigma]
[0.1276 1.0630 0.0710 0.1613 0.2070 0.1613 0.2404 1.0 1.0 1.0];

parmin =
parmax = [0.1276 1.0630 0.0710 0.1613 0.2070 0.1613 0.2404 1.0 1.0 1.0];
parmed = (parmin + parmax)/2;

yO = [18.8 0 0 0]; %i, s, e, T
[t,y] = ode45(@dinamica, [0 20],y0,odeset (’MaxStep’,0.1) ,parmed) ;

doplots(t,y)

function doplots(t,y)

clf

styles = {’I‘—’,’g——’,’b: ’,’C—. 7};
hold on

for k = 1:4, plot(t,y(:,k),styles{k}), end
hold off
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legend(’i’,’s’,’e’,’r’,’Location’,’East’)

function s = dinamica(~,y,pars)
[alpha,beta,gamma,delta,lambda,mu,rho,r0,e0,sigmal = deal(pars(1),...
pars(2) ,pars(3) ,pars(4) ,pars(5) ,pars(6) ,pars(7),pars(8) ,pars(9),pars(10));

[i,s,e,r] = deal(y(1),y(2),y(3),y(4));

s = [
-alpha*i + beta*s + muk*e - lambdax*(r/(r + r0))*ij;
alpha*i + delta*e - (beta + gamma + e/(e + 1))*s;
(gamma + e/(e + 1))*s + sigma*r + lambda*(r/(r + r0))*i - (delta + mu)*e
- rthox(e~2/(e0"2+e~2));
rhox(e~2/(e0"~2+e"2)) - sigmaxr;
1;

86



Apéndice B

Programa do Modelo Proposto com
Degradacao de Feromonio

function modelo?2

clc
%pars = [alpha, beta, gamma, delta, lambda, mu, rho, rO, e0, sigma, phi, xi]
parmed = [0.1 0.2222 0.0246 0.0764 0.8 0.0764 0.4 0.8 0.8 0.6667 1.0 4.0];

yo = [40 000 0]; %i, s, e, T
[t,y] = ode45(@dinamica, [0 15],y0,odeset(’MaxStep’,0.1),parmed) ;

doplots(t,y)

function doplots(t,y)
clf
styles = {’r-’,’g--7,’b:’,%c-.",’y-"};

hold on

for k = 1:5, plot(t,y(:,k),styles{k}), end
hold off

box on

axis([0 15 -inf inf])
legend(’i’,’s’,’e’,’r’,’f’,’Location’, ’Northeast’)
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function s = dinamica(~,y,pars)

[alpha,beta,gamma,delta,lambda,mu,rho,r0,e0,sigma,phi,xi] = deal(pars(1),...
pars(2) ,pars(3) ,pars(4) ,pars(5) ,pars(6) ,pars(7) ,pars(8) ,pars(9),pars(10),
pars(11) ,pars(12));

[i,s,e,r,f] = deal(y(1),y(2),y(3),y(4),y(5));

s =1
-alpha*i + beta*s + muxe - lambdax(r/(r + r0))*i;
alpha*i + delta*e - (beta + gamma + £°2/(£°2 + 1))*s;
(gamma + £~2/(£°2 + 1))*s + sigma*r + lambda*(r/(r + r0))*i
- (delta + mu)*e - rhoxex(e~2/(e0"2+e"2));
rhoxex*(e~2/(e0~2+e"~2)) - sigma*r;
phi*xe - xixf;

1;
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Apéndice C

Programa do Modelo Proposto com
Variacao Linear na Quantidade de
Alimento

function modelo3

clc
%pars = [alpha, beta, gamma, delta, lambda, mu, rho, rO, e0, sigma, thetal
parmed = [0.1 0.2222 0.0246 0.0764 0.8 0.0764 0.4 0.8 0.8 0.6667 0.005];

yO = [40 0 0 O 10]; %i, s, e, r, a
[t,y] = ode23s(@dinamica, [0 100],y0,odeset(’MaxStep’,0.1) ,parmed) ;

doplots(t,y)

function doplots(t,y)
clf
Styles = {,r"»’k—’,’b-’,’c—’,’Y"};

hold on

for k = 1:5, plot(t,y(:,k),styles{k}), end

hold off

box on, axis([0 40 -inf inf])
legend(’i’,’s’,’e’,’r’,’a’,’Location’, ’Northeast’)
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function s = dinamica(~,y,pars)

[alpha,beta,gamma,delta,lambda,mu,rho,r0,e0,sigma,theta] = deal(pars(1),...
pars(2) ,pars(3) ,pars(4) ,pars(5) ,pars(6) ,pars(7) ,pars(8) ,pars(9),pars(10),
pars(11));

[i,s,e,r,a]l = deal(y(1),y(2),y(3),y4),y(5));

s =1
-alpha*i + beta*s + muxe - lambdax(r/(r + r0))*i;
alpha*i + delta*e - (beta + gamma*a + axe/(e + 1))x*s;
(gamma*a + a*e/(e + 1))*s + sigma*r + lambdax(r/(r + r0))*i
- (delta + mu)*e - rhoxax(e~2/(e0"2+e"2));
rho*a*(e~2/(e0~2+e"~2)) - sigma*r;
-thetaxexa;

1;
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Apéndice D

Programa do Modelo Proposto com
Variacao Ciclica na Quantidade de
Alimento

function modelo3

clc
%pars = [alpha, beta, gamma, delta, lambda, mu, rho, rO, e0, sigma, omegal
parmed = [0.1 0.2 0.1 0.5 0.10.20.40.80.80.70.3];

yO = [40 0 0 0 4]; %i, s, e, T, a
[t,y] = ode23s(@dinamica, [0 100],y0,odeset(’MaxStep’,0.1) ,parmed) ;

doplots(t,y)

function doplots(t,y)
clf
Styles = {,r"»’k—’,’b-’,’c—’,’Y"};

hold on

for k = 1:5, plot(t,y(:,k),styles{k}), end
hold off

box on, axis([0 50 -inf inf])

legend(’i’,’s’,’e’,’r’,’a’,’Location’, ’Northeast’)
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function s = dinamica(t,y,pars)

[alpha,beta,gamma,delta,lambda,mu,rho,r0,e0,sigma,omega] = deal(pars(1),...
pars(2) ,pars(3) ,pars(4) ,pars(5) ,pars(6) ,pars(7) ,pars(8) ,pars(9),pars(10),
pars(11));

[i,s,e,r,a]l = deal(y(1),y(2),y(3),y4),y(5));

s =1
-alpha*i + beta*s + muxe - lambdaxax(r/(r + r0))*i;
alpha*i + delta*e - (beta + gamma*a + axe/(e + 1))x*s;
(gamma*a + a*e/(e + 1))*s + sigma*r + lambdaxa*(r/(r + r0))*i
- (delta + mu)*e - rhoxax(e~2/(e0"2+e"2));
rho*a*(e~2/(e0~2+e"~2)) - sigma*r;
-2xsin(omega*t) *omega;

1;
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