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Resumo

E apresentada uma nova formaliza¢io do conceito de nimero fuzzy poligonal junto com uma
extensdo do conceito para dimensao n. Esta abordagem unificada permite obter generalizagdes e ver-
soes simplificadas de resultados relevantes sobre nimeros fuzzy poligonais e sobre aproximacgdo de
quantidades fuzzy n-dimensionais. Consideramos o problema da melhor aproximacdo poligonal de
um nimero fuzzy e estudamos algumas das suas propriedades incluindo propriedades gerais de inva-
riancia. Finalmente, um modelo de regressao linear com varidvel resposta fuzzy e varidvel explicativa
real é considerado. Mostra-se que o correspondente problema de estimacao por quadrados minimos
¢ equivalente a um problema de projecdao num espago de Hilbert e neste marco tedrico é mostrada a
consisténcia do estimador. E considerado e estudado um método de solugo aproximado do problema
de estimacdo via aproximacao poligonal de nimeros fuzzy.

Palavras-chave: Numeros fuzzy, aproximag¢ao de nimeros Fuzzy, otimizacdo de fun¢des Fuzzy.



Abstract

A new formalization of the concept of polygonal fuzzy number is presented with an extension
to n dimensions. This unified approach lets us to generalize and simplify versions of relevant results
on polygonal fuzzy numbers and approximation of n-dimensional fuzzy quantities. We consider the
problem of best polygonal approximation of a fuzzy number and study some of its properties inclu-
ding general properties of invariance. Finally, a linear regression model with fuzzy response variable
and real explanatory variable is considered. It is shown that the corresponding least square problem
is equivalent to a projection problem in a Hilbert space and within this framework is shown the con-
sistency of the estimator. A numerical method is developed to obtain an approximated solution of the
estimation problem by polygonal approximation of fuzzy numbers.

Keywords: Fuzzy Numbers, Fuzzy Numbers Approximation, Fuzzy Functions Optimization.
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Introducao

O conceito de conjunto fuzzy foi introduzido em 1965, por Lofti A. Zadeh [86] e simultaneamente
por Dieter Klaua '. Desde entdo, multiplas aplicacdes e pesquisas usando a teoria de conjuntos e
16gica fuzzy, tem sido desenvolvidas. Sao intimeras as dreas onde hoje aplicam-se estes conceitos:
processamento de informacao, reconhecimento de padrdes, andlise de dados, controle de sistemas
em engenharia, modelagem de preferéncias, administracado, financas, epidemiologia, ci€ncias sociais,
entre outras [46], [70], [60]. No que se refere a relagao da teoria de conjuntos fuzzy com outras areas
da matemdtica pura, podemos encontrar linhas de pesquisa relacionadas com teoria de categorias,
topologia, dlgebra e andlise [83], [84].

As técnicas e conceitos associados com a teoria de conjuntos fuzzy constituem um grupo de
ferramentas tteis em situagdes onde seja necessario considerar a pertinéncia parcial de um objeto a um
conjunto, isto €, onde pode houver uma transi¢ao entre a pertinéncia total e a nao pertinéncia. Quando
as informacdes ou dados considerados estdo incompletos ou sdo imprecisos, a teoria da possibilidade
oferece um contexto para lidar com estas situagcdes de imprecisdo. Neste sentido, pode ser considerada
como um complemento a outras abordagens de modelagem da incerteza. Para mais detalhes sobre
conjuntos fuzzy, teoria da possibilidade e outros conceitos relacionados veja [87], [31], [85], [46].

O conceito de nimero ou intervalo fuzzy mostra-se relevante neste contexto, pois permite modelar
tanto a transicdo no nivel de pertinéncia, quanto incerteza ou imprecisao (veja [31], [56]) e portanto
seu estudo e andlise resulta relevante.

Outra drea da matematica que tem demostrado amplamente sua importancia € a otimiza¢do ma-
temdtica. Grande parte da teoria cldssica de otimizacdo pode ser associada a nomes ilustres da ma-
temdatica como Newton, Gauss, Lagrange, Euler ou Cauchy. Vérias dreas da matematica se juntam
para oferecer os fundamentos e ferramentas da teoria de otimizacao. Grandes partes da teoria de oti-
mizacdo podem ser unificadas por principios geométricos da andlise real, analise convexa e andlise
funcional. De forma reciproca, muitos problemas ligados a otimizacdo tem promovido desenvolvi-
mentos tedricos em diversas dreas da andlise matemética. Pode-se dizer portanto que, a otimizagcao
matemadtica € uma drea em que teoria e aplica¢des interagem de forma rica e produtiva.

Diante disso, cabe-se perguntar, € possivel relacionar a teoria de conjuntos fuzzy e otimizacao
matematica? Respostas afirmativas para esta pergunta ja foram dadas em diferentes trabalhos, ao
considerar com sucesso diferentes problemas de otimizagdo sob incerteza fuzzy, como por exemplo,
problemas de otimizac¢do com coeficientes, conjunto factivel ou func¢io objetivo fuzzy.

Outros problemas relacionando simultaneamente otimizacao, andlise e conjuntos fuzzy, encontram-
se na area de regressao e estimagcao com dados fuzzy [28],[29], [47], [65], [11], [32], [35], [57], ou
ainda aproximagdo de numeros fuzzy [1], [2], [10], [64], problemas estes em que as proprias varidveis

10 trabalho de Klaua sobre pertinéncia parcial em teoria de conjuntos foi reconhecidosé recentemente [38].



Introducgao 2

sdo nimeros ou conjuntos fuzzy.

Ap6s uma série de discussdes com pesquisadores associados com o grupo SMIRE (Statistical
Methods with Imprecise Random Data), em particular com os professores Ana Colubi e Gil Gonzélez-
Rodriguez, da Universidade de Oviedo e do European Centre for Soft Computing (ECSC) respecti-
vamente, encontramos um ponto de interesse comum em problemas do seguinte tipo

1. (Problema de ajuste de dados) Dados z1, x5, - - - , x,, nimeros reais e Y7, Ys, - - - Y,, nimeros
fuzzy € possivel encontrar nimeros fuzzy A e B tais que, a funcdo Y = Ax + B ajuste os
dados de forma otima?

2. (Problema de estimacdo estatistica) Suponha que as varidveis z e Y estdo relacionadas por,
Y = Ax + B para alguns nimeros fuzzy A e B. Como estimar os parametros A e B, a partir
de uma amostra aleatéria de x e Y dada por (21, Y1), (x2,Ys) -+, (2, ¥3)?

Embora, no caso cldssico de regressdo linear estes dois problemas sejam equivalentes, 0 mesmo
nao ocorre quando nimeros fuzzy sao considerados. A hipdtese da existéncia de uma relacdo linear
entre x ¢ Y no problema (2.), necessariamente reduz o conjunto de nimeros fuzzy factiveis A e B,
pois dados Y e A fuzzy e z real, nem sempre € possivel encontrar um B tal que Y = Ax + B. Esse
tipo de restricdo estd relacionada com a diferenca de Hukuhara, tema abordado no Capitulo 1.

Problemas de ajuste de dados fuzzy tem sido considerados por exemplo em [11], [32], [35], [57]
e [27]. No entanto, para o problema de estimacgao estatistica com dados fuzzy gerais, ndo existem
trabalhos relacionados a condicdo de existéncia e unicidade, bem como métodos de solugdo para tal
problema. Isto nos motivou a desenvolver teorias capazes de garantir a existéncia e a unicidade da
solugdo de tais problemas, bem como propor um método de solucdo geral.

Sendo assim, consideramos um modelo de regressdo linear com dados fuzzy e um problema de
estimacdo por minimos quadrados correspondente. Dado que € possivel mergulhar algumas classes
de conjuntos fuzzy, como cones em espacos de Banach ou Hilbert, entao é possivel usar os conceitos
basicos de andlise funcional para estudar as propriedades do problema de estimacgdo estatistica. Com
esta abordagem € de fato possivel mostrar vérios resultados de existéncia e unicidade da solugdo para
o problema, bem como mostrar a consisténcia do estimador.

Tendo em vista que o uso desta metodologia depende da escolha do espaco de Banach e do tipo
de mergulho, apresentamos um novo teorema de mergulho para uma familia de nimeros fuzzy. O
espaco escolhido para o mergulho € essencialmente L?(0, 1] x L?(0, 1]. Apresenta-se uma relagdo de
isometria identificando um nimero fuzzy com um par de fungdes definido sobre (0, 1], neste caso, as
fun¢des que associam para cada o € (0, 1], o ponto médio e a dispersdo de cada a—corte.

O que motiva considerarmos o espago L*(0, 1] € ndo L?[0, 1] é que, embora no contexto da teoria
da medida, os espagos L%(0, 1] e L?[0, 1] sdo essencialmente iguais, para os conjuntos fuzzy, as vezes,
¢ preferivel desconsiderar o que acontece em o« = 0 e assim considerar simultaneamente, conjuntos
fuzzy com suporte limitado e ndo limitado. Esta abordagem € uma tendéncia atual na drea de métodos
estatisticos com dados fuzzy, pois além de incrementar a generalidade dos resultados obtidos, trds
algumas vantagens técnicas.

Ao considerarmos o problema de estimacdo estatistica ( Problema 2. ), pode-se dizer que, do
ponto de vista pratico, ndo é suficiente estudar apenas as propriedades do estimador, mas sim ter um
método de célculo da solugdo, ou no minimo um método de solucao aproximado. Neste sentido, surge
uma questdo natural: € possivel aproximar arbitrariamente um ndmero fuzzy usando nimeros fuzzy
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mais simples que sejam faceis de manipular? A resposta intuitiva € sim, usando nimeros fuzzy com
funcdo de pertinéncia linear por partes.

Embora o uso deste tipo de nimero seja uma pritica comum, a teoria desenvolvida € escassa,
pouco explicativa e ndo pode ser estendida a dimensdes superiores. Sendo assim, este trabalho traz
uma nova formalizacdo matemdtica deste conceito permitindo sua generalizacdo 4s dimensdes supe-
riores. Introduzimos assim, o conceito de conjuntos fuzzy poligonais.

No Capitulo 2, apresentamos esta nova formaliza¢ao, bem como suas propriedades matematicas.
Analisamos também o conceito de aproximagao poligonal de conjuntos fuzzy e aproximacao de fa-
milias de conjuntos fuzzy. Uma parte dos resultados deste capitulo foram aceitos para publica¢cdo em
[14]

Uma vez estabelecido o conceito de aproximacgdo poligonal de um ndmero fuzzy, uma questao
relevante a ser feita € se é possivel determinar a melhor aproximacgao poligonal e em qual sentido?

Trabalhos encontrados na literatura [1], [2], [10], [64], estudam o problema da melhor aproxima-
¢do trapezoidal ou triangular de um numero fuzzy. No entanto, € interesante notar que em mais de
uma ocasido ([3], [42], [7], [10], [9], [8], [18]), foi necessdrio fazer correcdes e revisdes de resultados
publicados na drea, pois os algoritmos de aproximac¢do propostos ndo forneciam um nimero fuzzy
trapezoidal ou sequer um nimero fuzzy como resposta. Isto nos motivou a abordar o problema mais
geral, da melhor aproximacao poligonal, tendo em vista o desenvolvimento tedrico feito sobre nu-
meros fuzzy poligonais. Os resultados obtidos com este tema sdo apresentados no Capitulo 3. Tais
resultados generalizam e ampliam varios resultados prévios sobre o problema da melhor aproximacao
trapezoidal.

Com estas ferramentas, € considerado um método de solucdo aproximado do problema de es-
timacdo estatistica usando aproximac¢ao poligonal do conjunto factivel e da funcdo objetivo. Nesta
situacdo a questdo relevante agora é: como garantir a convergéncia da solu¢do aproximada a solucdo
original do problema?

Este tipo de questdo sobre convergéncia entre problemas de otimizagdo, ou convergéncia de mini-
mizadores de funcdes, sdo assuntos estudados previamente em outros contextos e estdo relacionados
com os conceitos de convergéncia variacional de funcdes. Neste sentido, sdo relevantes os conceitos
de I'-convergéncia, Mosco-convergéncia de fun¢des, Mosco-convergéncia de conjuntos e convergén-
cia entre conjuntos no sentido de Painlevé-Kuratowski. Alguns resultados sobre estes assuntos se
encontram no Apéndice.

Um resultado em particular resulta relevante para o estudo do método de solucdo aproximado
proposto para o problema de estimagao:

Teorema Seja X um espago de Banach reflexivo e (4,), A uma sequéncia de subconjuntos néo
vazios convexos e fechados de X e proja(x) a proje¢io de = em A. As seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

a. A, — A no sentido de Mosco
b. Vx € X, proja, (x) converge fortemente a proja(x).
c. Vx € X, d(x, A,) converge a d(z, A).

E mostrada na tese, a equivaléncia entre os problemas de estimacio aproximada e alguns pro-
blemas de projecdo sobre um espaco de Hilbert e portanto, para garantir a convergéncia do método
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proposto, basta mostrar a Mosco convergéncia das aproximagdes poligonais do conjunto factivel. Este
resultado fundamental € apresentado no Capitulo 4 no qual mostramos também que a sequéncia de
problemas aproximantes € equivalente a uma familia de problemas de otimizagao de dimensao finita.
Com isso, obtemos um método de célculo aproximado para a aproximacdo da solucdo do problema
de estimacdo usando problemas de otimiza¢do de dimensao finita.

Finalmente no Capitulo 5, apresentamos os resultados publicados em [6]. Esta publicagdo € fruto
da revisao bibliogréfica inicial sobre anélise com dados fuzzy, em particular na drea de aproximacao.
Durante este processo, encontramos alguns contra-exemplos para um resultado publicado em [43].
Tal resultado refere-se a convolucao de numeros fuzzy e foi utilizado em [43] para provar a densidade
dos conjuntos fuzzy Lipschitz na familia de conjuntos fuzzy compactos e convexos de R. Mesmo
com o contra-exemplo apresentado, parecia claro que o resultado principal continuava a ser valido.
Diante disso, introduzimos o conceito de nimero fuzzy p—triangular de R o qual possibilitou provar
a validade do resultado principal de densidade em [43]. Uma extensdo e continu¢ao direta do trabalho
apresentado em [6] € considerada em [16].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos vérios resultados que serdo usados a longo da tese. Na secdo 1.1
consideramos os conjuntos compactos e convexos de R". Na secdo 1.2 introduzimos os conjuntos
fuzzy de R" e algumas de suas métricas. Na sec¢do 1.3, mostramos que uma certa classe de conjuntos
fuzzy de R pode ser imerso como um cone convexo e fechado no espago L*(0, 1] x L*(0, 1]. Por fim,
na secdo 1.4 introduzimos a diferenca de Hukuhara e mostramos que, sob certas condi¢des esta, €
uma operagdo continua.

1.1 Conjuntos compactos e convexos de R"

Sejam, KC(R™) o espago dos conjuntos compactos R” e C.(R™) o espago dos conjuntos compactos
e convexos de R".
E possivel definir operagdes aritméticas basicas entre elementos de IC.(R").

Definicao 1.1.1. Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios de R” e A € R. Definem-se as operagdes de
Minkowski, soma e multiplicacao por escalar por

A+ B:={a+b:a€ Abe B},
M :={)a:a€ A}.

Proposicao 1.1.2. (Proposicdo 2.2.1. em [28].) As operacdes de Minkowski sdo fechadas em K.(R™)
e em IC(R™).

Quando consideramos conjuntos compactos e convexos de IR, isto €, intervalos fechados, podemos
identificar cada intervalo com um par de nimeros reais, bem sejam os extremos do intervalo, ou o
ponto médio e a dispersao do intervalo.

Definicdo 1.1.3. Seja A € K.(R), com A := [A,, Aj]. O ponto médio e dispersao de A, denotados
por mid 4 e spr 4 respectivamente, sdo definidos por

A+ A
2 )

midA =
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A, — A

Note-se que A = [mid4 — spr,, mid4 + spr,].
Lema 1.14. Se A, B € K.(R) e A € R entdo
a. mida, g = mids + dmidp,
b. spra g = spra+ |Msprg.

Demonstragdo. Sejam A = [A;, A,] e B = [B,, B,]. Temos que

A+ )MB;, A, + \B, A>0
At A= | A TABLA AR se A2
[Al + )\BT, Ar + )\Bl] se A<O0
Da definicao 1.1.3, temos que
. At A AABAABr g0 )\ > () . .
midaiap = {AZ+AT+§BT+ABZ se A<0 mida - Amids,

Ar—A;+AB-—AB; se A > 0

_ 2 _
SPLatap = {ATALHBZABT = spry + [Alsprp.
2

se A<O0

Definicdo 1.1.5. Sejam A, B € K.(R) e 6 € (0, 1], a distancia dy entre A e B é definida como

d2(A, B) = |mid, — midg|* + @ |spr, — sprp|*.
Para mais detalhes sobre a métrica dy e suas generalizagdes ver [79].

Definicdo 1.1.6. Sejam A, B € K.(R™) e d a métrica usual em R". A distancia de Pompeiu-
Hausdorff d;, entre A e B é definida como:

dp(A, B) = max{sup inf d(z,y),sup inf d(x,y)}
reAYEB yEB €

A métrica dy € equivalente a métrica de Pompeiu-Hausdorff no caso n = 1, como consequéncia
da identidade

dn(A, B) = max{|B, — A,|,|B; — Ai|} = |mid4 — midp| + |spr, — sprg|. (1.1)
Proposicao 1.1.7. (Proposicdo 2.4.1. em [28].) Se A, B,V,W € K(R") entdo
a. dp(ANA,AB) = |\|dy(A, B) para todo \ € R.
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b dy(A+V, B+ W) < dp(A, V) + dn(B,W)

Proposicio 1.1.8. (Proposicdo 2.4.2. em [28].) Se A, B € K.(R™) e C' € K(R") entdo
dn(A+ C, B+ C) = dy(A, B).

Proposicio 1.1.9. Se A, B,V,W € K.(R) e 0 € (0, 1] entdo

a. dg(A, B) < d,(A, B),

b. do(ANA,AB) = |\|dy(A, B), para todo \ € R,

c. dg(A+V,B+V)=dy(A,B),

d. do(A+V,B+W) <dg(A,B)+dog(V,W).

Demonstragdo. a. Temos que

dn(A, B) = |mid4 — midg| + |spr, — sprg|

€ portanto
d2(A, B) = (|mid4 — midp| + |spr, — sprg|)*.

Assim,

d: (A, B) > |mids — midp|* + [spr, — sprg|*> > |mid4 — midg|® + 0|spr, — spry|?
para todo 6 € (0, 1]. Logo d2 (A, B) > di(A, B) e portanto o resultado segue.

b. Pela Defini¢do 1.1.3 e 0 Lema 1.1.4, temos que d3(AA, AB) = |A\|?|mid4 — midp|? + 0| \|*|spr, —
sprg|? = |\?d3(A, B).

c. Pelo Lema 1.1.4 temos que d5(A + V,B + V) = |mid4 + midy — midg — midy|* + 6|spr, +
spry, — sprp — spry, |2 = |mid4 — midg|?* + 0|spr, — sprp|? = d3(A, B).

d. Temos que

dg(A+V,B + W) = (|midy + midy — mids — midy|?

+ 6]spr,y + spry — spry — spryy|*)?
= (|mid4 + midy — midp — midyy|?

+ ‘Q%SPI'A + Hésprv — Q%SPI‘B - Q%SPI'WF)%

(Desigualdade de Minkowski) < ((|mid4 — midg|> + |#2spr, — 62spr,|?)2

+ (Imidy — midyy|? + [2spry, — 82 spryy|?)2

do(A+V,B+W) < dy(A,B)+ do(V,W).
m
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Proposicao 1.1.10. Se A é um conjunto convexo ndo vazio de R™, e X\, > 0 entdo (A + B)A =
ANA + BA.

Demonstracdo. Note que a inclusdo (A + §)A C AA + S A é imediata.
Para ver a outra inclusdo podemos supor que A # 0 (pois caso contrdrio ndo ha nada a provar).
Para ay,as € A tem se que

A B
Aay + Bag = (A + a + as | .
Como ﬁ €[0,1]e ﬁ—’—% = lsegue que a = (ﬁal + FBﬁ@) € uma combinacao convexa

de elementos de A e portanto a € A. Agora, \a; + fay = (A+ )a, e portanto Aa; + Sas € (A+ ) A.
Como ay, as sdo elementos arbitrarios de A conclui-se que A\A + A C (A + 5)A.
O

Proposicdo 1.1.11. Sejam A, B compactos, convexos ndo vazios de R" com B C A. Para X € [0, 1]
definimos D) = (1 — \)A + \B. As seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1. Dy é ndo vazio, convexo e compacto para todo \ € [0, 1].
22 BCDsCD,CAparad <a<p <1

3. dp(Dy, Dg) < (B — a)dp(0,A) + (6 — a)dp(0,B) < K(f — o) para0 < o < < 1 e uma

constante K.

Demonstragdo. 1. Dadob € B,como B C Aeb = (1 — )b+ A\bparatodo A € [0, 1], obtemos
que b € Dy, e assim B C D, para todo A € [0, 1], mostrando que D, # .

Para provar a convexidade de D), considere x,y € D). Assim, existem a;,as € Ae by, by € B
tais que © = (1 — N)a; + Aby ey = (1 — N)ag + Aby. Para v € [0, 1] tem-se que:

ar+ (1 —a)y=a((l —X)ag + Aby) + (1 —a)((1 — Nag + Abs)
= (1= X)(aa; + (1 — a)ag) + AMaby + (1 — a)bs).

Pela convexidade de A e B, temos que aa; + (1 —a)ay € Ae ab; + (1 —a)by € B. concluimos
entdo que axr + (1 — )y pertence a D), e portanto D, é convexo.

Para provar a compacidade, consideremos uma sequéncia {d, },en C D, isto é, d, = (1 —
A)a, + Ab, com {a, }pen C Ae {b,}nen C B. Como A é compacto existe uma subsequéncia
convergente {a, },cr, — a. Considere agora a subsequéncia {b, },¢y, , isto €, a subsequéncia de
{b,} obtida com os mesmos indices da subsequéncia convergente {a,, },c;,. Pela compacidade
de B, a subsequéncia {b,, },¢;, tem também uma subsequéncia convergente {b, },c;, — b. Con-
siderando agora o conjunto de indices I, C I3, temos que a subsequéncia {d,, },c;, converge
para (1 — A)a + Ab e portanto, D) é compacto.
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2. Consideremos 0 < o < f < leds € Dg,istoé,dg = (1 — f)a+ fbparaa € Aeb € B.
Para mostrar que dg € D,, asumimos que o < 1 (para @ = 3 = 1 o resultado ¢ imediato).
Vamos mostrar que dg é uma combinacdo convexa de elementos de D,. Consideremos d,,

(1 —a)a+ abe A = £==. Pela defini¢do de D,, temos que d, € D, e A € [0, 1]. Mostremos
que dg € uma combmagao convexa de d,, e b. De fato

(1= N)do +Ab= (1= M) [(1 = a)a+ ab]+Ab

= 1:5[(1—04)&4—041)]%—?:36
-~ —p ﬁ—a
_(1—B)a+{1_ 1_()}1)
B a—af+ 06—«
—(1—5)a+{ 1o }b

(1 —ﬁ)a-FBbZ dﬁ.

Isto &, dg pode ser escrito como uma combinagdo convexa de d,, e b que sdo elementos de D,,
isto implica que dg € D, pois D, € convexo.

3. Consideremos «, 3 € [0, 1]. Suponha sem perda de generalidade que o < (3. Pela Proposi¢ao
1.1.7 e a Proposi¢do 1.1.10 tem-se que

dy(Do, D) = dp((1 — 2)A+aB, (1 — 3)A+ B)
< dp((1 = a)A, (1= B)A) + dn(aB, BB)
=dp((1=8)+ (B —a))A, (1= B)A) +dy(aB, (a+ (8 — a))B)
=dp((1 = B)A+ (B —a)A, (1 = B)A) +dn(aB,aB + (8 — a)B)
= duy((B — )

A,0) + dy(0, (8 — a)B)
= (8= a)(dn(A,0) + du(0, B))
dn(Das Dg) < K (B — )

onde K = 2max{d(A,0),dn(0,B)}. Como A e B sdo conjuntos compactos em R", K < co.
0

Proposicao 1.1.12. Sejam { Ay}, { By} sequéncias de conjuntos fechados em R™ tais que Ay, C By,
para todo k = 1,2,---. Se existem conjuntos fechados A,B C R" tais que dy(Ax, A) — 0 e
dp(Bg, B) — 0 quando k — oo entdo A C B.

Demonstragdo. Seja a € A. Por hipétese dp,(Ay, A) — 0 logo d(Ax,a) — 0. Como A, é fechado,
existe uma sequéncia {a} € Ay tal que ax — a. Suponha que a ¢ B. Como B é fechado, existe
e > 0 tal que B.(a) C B°. Por outro lado, como a;, — a, existe k; € N tal que ay em B.(a) para
todo k& > k; e portanto, d(ay, B) > € para todo k > k. Isto é uma contradi¢@o, pois a, € A, C By,
e dy,(By, B) — 0, o que implica que, dado € > 0 existe k tal que se k > k, entdo dj,(b, B) < € para
todo b € By, em particular d(ay, B) < € para k > k. Concluimos entdo que a € B e portanto A C B.

O]
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1.2 Conjuntos Fuzzy de R"

O conceito de conjunto fuzzy foi introduzido em 1965, por Lofti A. Zadeh [86] e simultanea-
mente por Dieter Klaua [38]. Os conjuntos fuzzy podem ser definidos informalmente como conjuntos
cujos elementos tem graus ou niveis de pertinéncia. A ideia por trds da no¢ao de conjuntos fuzzy e
considerar situacdes onde hd uma transsi¢do gradual entre as situagdes pertinéncia absoluta (grau de
pertinéncia 1) e ndo pertinéncia (grau de pertinéncia 0). A formalizacio desta nocao € feita usando a
no¢do de funcdo de pertinéncia do conjunto, que associa com cada elemento o seu grau de pertinéncia
no intervalo [0,1]. Para uma completa introducao aos conjuntos e 16gica fuzzy veja [46] ou [87].

Defini¢do 1.2.1. ! Dado um conjunto X, um conjunto fuzzy U de X é uma fungdo U : X — [0, 1].
Denotamos por F(X) a classe de conjuntos fuzzy de X.

Definicio 1.2.2. Para € [0, 1] e U € F(R™) define-se U,, (conjunto de nivel a, «—nivel ou a—corte
de U) como:

Uy={zeR":U(x) >a} seac(0,1]el;= UU

a€(0,1]

Podemos considerar as seguintes classes de conjuntos fuzzy:

F(R"):={U € F(R") : U, CR" ¢ compacto, convexo e ndo vazio paratodo « € [0,1]}.

Fo(R") :={U € F(R"): U, C R"® €& compacto, convexo e ndo vazio paratodo « € (0,1]}.

Claramente
-FC(RH) C ch(Rn)-

Proposicao 1.2.3. (Teorema de Representagdo de Negoita e Ralescu [66], [28])
Seja C = {C,, : a € [0,1]} uma familia de subconjuntos de R" tais que:

a. C, € compacto, convexo e ndo vazio para todo o € (0, 1],

b. Cs CCyupara) <a< <1,

c. Co =2y Cu, para toda sequéncia ndo descrescente c;; — .
Se definirmos u : R™ — [0, 1] como

u(z) = max{0,sup{f € (0,1] : x € Cs}},

entdo u € Foo(R™), com u, = C,, para todo o € (0, 1] e ug = Uae 01 Ca C Co. Além disso, se C, é
compacto entdo v € F.(R").

! Algumas definicdes cldssicas de conjunto fuzzy consideram como objetos diferentes o (sub)conjunto fuzzy de X e a
sua funcdo de pertinéncia. Na abordagem aqui apressentada, estabelece-se por defini¢do uma identificag@o entre os dois
objetos. Isto resulta ser mais adequado para o desenvolvimento matematico no qual estamos interessados.
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Demonstracdo. Seja a € (0,1]. Como C, é ndo vazio, podemos considerar x € C, e assim,
a € {f € (0,1] : © € Cg}. Pelo anterior é claro que sup{$ € (0,1] : = € Csz} > « e por-
tanto u(x) = sup{B € (0,1] : x € Cg} > «, isto é, x € u,.

Se x € u,, entdo u(x) > a e assim, sup{f € (0,1] : z € Cg} > . Sesup{f € (0,1} : = €
Cs} > a, entdo existe § > « tal que © € Cjp e assim, pela hipétese b., x € Cg C C,. Se sup{S €
(0,1] : x € Cg} = C,, entdo existe uma sequéncia ndo decrescencte o; € {3 € (0,1] : x € Cy} tal
que o; — a. Pela hipétese c.,C, = (=, Cy,;» € como = € C,,, para todo i temos que x € C,,.

Concluimos entdo que para o € (0, 1], uo, = C,. Assim, ug := UaE(O ) Ua = Uae(o 1 C, e como,
pela hipétese b., C,, C Cj para todo o € (0, 1], temos que ug = Uae(o’” C, C Cp. Se Cyy é compacto

entdo ug é compacto e u € F.(R").
0

A estrutura aritmética que consideraremos sobre F.o(R"™) é a usual, definida usando o Teorema
de representacdo de Negoita-Ralescu e as operacdes de Minkowski.

Defini¢do 1.2.4. Sejam A, B € Fo(R") e A € R. Definimos A + B e AA como os elementos em
Feo(R™) que satisfazem

(A+ B)o = Aa + Ba (1.2)

()\A)Oé = >\Ao¢ (13)

para todo a € (0,1]. Se A, B € F.(R") entdo A + B, A € F.(R"™) e as equagdes (1.2) e (1.3) sdo
vdlidas também paa o = 0.

Para mais detalhes da estrutura aritmética ver Diamond [28]. Para o caso de conjuntos fuzzy da
reta real, vamos considerar vdrias func¢des reais associadas aos conjuntos de nivel.

Definicdo 1.2.5. Seja A € F(R). Definimos A;(-) e A,(+), as fungdes de extremo esquerdo e
direito respectivamente, como as fungdes de [0, 1] em R = R U {£o0} tais que

Ao = [Al(), Ar(@)]
para a € [0,1].

Definicdo 1.2.6. Seja A € F.o(R). Definimos mid4(-) e spr,(-), funcdes de ponto médio e disper-
$40 como

A () + A(a)
2

Ar<04) — Al<Oé)
2

mldA(Oé) = midAa =

spra(@) = spry, =

sempre que as expressoes estejam bem definidas.
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Assim, se A € F.o(R) temos que as fungdes mid 4 e spr , estdo bem definidas no intervalo (0, 1] e
A, = [midy(a) — spr(a), mid4(a) + spr ()]
para a € (0,1]. Se A € F.(R) aigualdade anterior também € vélida para o = 0.

Lema 1.2.7. Se A, B € F(R) e A € R entdo

mid sy ap) () = mid (o) + Amidp(«)

SPr(arap) (@) = spry(a) + [Alsprp(a),
para todo o € (0,1]. Se A, B € F.(R), entdo as identidades também sdo vdlidas para oo = 0.

Demonstragdo. O resultado segue-se da Defini¢do 1.2.6 e do Lema 1.1.4. [

Definicdo 1.2.8. Seja A € F(R™). A aplicacdo de nivel 14 : [0, 1] — (IC.(R"),d},) é definida como
IA(CY) = Aa.

Exemplo 1.2.9. Considere os seguintes conjuntos fuzzy u, v, z (Figuras 1.1, 1.2, e 1.3).

1
?
|
/4]
.—Q—?
L o T
0 1/2 1

Figura 1.1: [,(a) = [0,1], se 0<a<1/41,(a)={1/2}, se 1/i<a<1.

T T

| |

| |

! !

| |

o o x
-1 1

Figura 1.2: I,(«) = [—1,1]

Note que conjunto fuzzy u tem aplicagdo de nivel discontinua em 1/4 e os conjuntos fuzzy v, z
tem aplicac@o de nivel continua em todo [0, 1].
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u(x)

0 1 2

Figura1.3: (o) = [2]° =[1 — (1 —a)3,1 + (1 — )?]

Vamos considerar as seguintes classes de conjuntos fuzzy de R™:

Fee(R") ={A € F.(R"): 1, écontinua}

Fer(R") ={A € F.(R"): 14 éLipschitz continua}

Claramente F,..,(R™) C F..(R™).

Definicao 1.2.10. Um subconjunto D C F.o(R"™) é equicontinuo por niveis em aq € (0, 1], se Ve > 0
existe 0 > 0 tal que

la — ap| <0 = dp(ua,ta,) <€ YueD.

D é equicontinuo por niveis em [0, 1] se D é equicontinuo por niveis em «, para todo « € [0, 1].

A seguir definimos uma classe de conjuntos fuzzy que consideraremos com frequéncia ao longo
do trabalho.

Definicao 1.2.11. Definimos F.»(R) como a classe elementos em F(R) tais que as fun¢des mid e
spr sdo quadrado integraveis, isto €,

Feo(R) = {A €: Fo(R) : mid s, spr, € L*(0,1]}.

1.2.1 Algumas distancias entre conjuntos fuzzy

Definicio 1.2.12. Para A, B € F.(R") definimos a distincia de Pompeiu-Hausdorff generalizada
entre A e B como

doo (A, B) = sup dp(Aa, Ba).

a€0,1]

Definicdo 1.2.13. Para A, B € F.»(R), definimos a distancia L, ponderada entre A e B como

dy(A, BY? = / fi(@)| A(a) — Bi(a)Pda+ / f(@)|A,(@) — By(a)*da
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com f; e f, fungdes integraveis, ndo-negativas, ndo-decrescentes sobre [0, 1] tais que fol fila)da > 0
e [ fr(a)da > 0.

Para detalhes sobre este tipo de distancia e suas generalizacdes veja [39] e [19].

Definicdo 1.2.14. Para A, B € F.»(R) e 6 € (0, 1] definimos a distancia D, entre A e B como

1

1 1
Di(A, B) = / d3(Ag, Ba) = / Imid 4 (o) — midg (o) *do + 0/ Ispr 4 () — spry(a)|da.
0 0 0

Para detalhes sobre este tipo de distincia e suas generalizagdes veja [13] e [79].

Lema 1.2.15. Se f; = f. = 1, as métricas dy e Dy sdo equivalentes em F.(R).

Demonstracdo. Pela defini¢do 1.2.6, é claro que se A; — B;e A, — B, em L?, entdo mid4 — midp
e spr, — sprz em L% Do mesmo modo, dado que A; = midy — spr, e A, = mids + spr, a
convergéncia de mid4 — midp e spr, — sprp em L? implicam que A; — B;e A, — B, em L% A
equivalencia das métricas segue do fato de que A — B com respeito a dy se e somente se A; — B
e A, — B.em L? e A — B com respeito a Dy se e somente se mid, — midp e spr, — sprz em
L2 [
Proposicio 1.2.16. Se A, B,V,W € F(R), A € Re§ € (0, 1] entdo

a. Dy(A,B) < dw(A, B),

(4,
b. Dg(ANA,AB) = |\ Dy(A, B),
C. Dg(A—{-VB—FV) D@(A, B),
d Dg(A+V,B+ W) < Dy(A,B) + Do(V,W).

Demonstragdo. Os items a., b. e c. seguem diretamente da defini¢do 1.2.14 de Dy e das propriedades
de dy estabelecidas na Proposicdo 1.1.9. Para o item d. note que pelo item d. na Proposicao 1.1.9
temos que

1
2

Do(A+V,B+W) = (

<(/

(Desigualdade de Minkowski) < <

\

d2(Ay + Vi, Ba + Wy )da )

1
2

(do(Aa, Ba) +d9<va,wa>)2da)

1
2

\c\

i 1
(dg(As, By) d) +(/ (dg(Va,Wa))zdoz)
0
Do(A+V,B+W) < Dy(A, B) + Dy(V, W)
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1.3 Um novo mergulho para F,,(R)

Nesta se¢do consideramos a classe de conjuntos fuzzy da reta 7. »(IR). Mostraremos que é possivel
estabelecer um mergulho entre 7, »(R) e um cone fechado e convexo num espaco de Hilbert.

1.3.1 Alguns resultados sobre o espaco de Hilbert L?(0, 1]

Nesta se¢@o apresentamos alguns resultados sobre o espaco de Hilbert L?(0,1] = {f : (0,1] —
R flly < oo} onde |I£I; = Jy |f(x)Pdz.

O resultado a seguir pode ser provado usando conceitos basicos sobre espacos de Hilbert (ver
[25], [48D).

Lema 1.3.1. Seja H = L*(0,1] com produto interno usual < f,g >p. Para todo 0 > 0 a fun-
cdo < (f,q),(h,k) >¢g=< f,h >12 +0 < g,k >12 define um produto interno no espaco produto
L2(0,1] x L?(0, 1] tal que Hy = (L*(0,1] x L*(0,1], <, >¢) é um espago de Hilbert. Além disso, para
01,05 > 0 as normas geradas por <, >y, e <, >, sdo equivalentes em L*(0,1] x L?(0,1].

A seguir, seguindo as notac¢do usual em teoria da medida, usaremos a abreviagdo g.t.p. para a
expressao quase todo ponto.

Lema 1.3.2. Seja f, f,, € L*(0,1] paran = 1,2, - - tais que [, L f
a. Se para todon € N a funcdo f, > 0 q.t.p. entdo f > 0 q.t.p.

b. Se para todo n € N a funcdo f, é uma funcdo ndo crescente (ndo decrescente) q.t.p. entdo f é
ndo crescente (ndo decrescente) q.t.p.

Demonstragdo. a. Consideramos X = (0, 1]. Como f, L f, entdo existe uma subsequéncia (f,,, )
que converge pontualmente a f ¢.t.p 2, isto é, existe My com (M) = 0 (1 a medida usual em R)
tal que para todo z € X\M,, f,, (x) = f(z) quando k& — oco. Ademais, existem conjuntos M,
n=1,2,--- tais que u(M,) = 0e f,(x) > 0 paratodo x € X\ M,,.

Seja M = Up2 M,. Como M € uma unido enumeravel de conjuntos de medida nula, entdo
(M) =0.Sex € X\M e f(x) < 0, entdo para € = —@ existe K € Ntal que se k > K,
| fn.(x) — f(z)| < e Isto implica que f,, () < 0 o que € absurdo. Concluimos portanto que se
x € X\M entdo f(x) > 0 e obtemos o resultado desejado.

b. Consideraremos apenas o caso em que as fungdes f,, sdo ndo crescentes. O caso em que as funcdes
f» sdo ndo decrescentes é andlogo. A convergéncia de f, em L? implica a existéncia de uma
subsequéncia f,,, e um conjunto My com p(My) = 0, tal que f(x) = limg_00 frn, (2) paratodo z €
X\ M. Além disso, pela hipéteses no item b., sabemos que existem conjuntos M,, com p(M,,) = 0
tais que f,, é ndo crescente em X\ M.

Seja M = U2 M,,. Como M é uma unido enumerdvel de conjuntos de medida nula, entdo
u(M) = 0. Sejam z,y € X\M tais que x < y e suponhamos que f(z) < f(y). Seja e =

2Bartle [12], Capitulo 7.
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M. Pela convergéncia pontual de f,, a f, existem K;, K» € N tal que se k > K, entdo
|fr, (@) — f(2)] < eesek > Ky, |fn,(y) — f(y)] < e. Assim, se k > max{K, Ky} temos que
() < flx) +€ = fly) —2¢ < f(y) — € < fany © que contradiz o fato de f,, ser uma
funcdo nao crescente. Concluimos portanto, que para z,y € X\ M tais que = < y se satisfaz que
f(x) > f(y), isto é, f é ndo crescente g.1.p.

]

Lema 1.3.3. Seja f : A(a, b] — R uma fungdo ndo crescente (ndo decrescente) q.t.p.. Entdo existe
f: (a,b] = R tal que f é ndo crescente (ndo decrescente) em todo o intervalo (a,bl e f = f q.t.p.

Demonstracdo. Consideramos X = (a, b]. E suficiente provar o resultado s6 para o caso f ndo cres-
cente. Se f é ndo crescente g.z.p. entdo existe M C (a, b] tal que (M) = 0 e para todo y, z € X\ M
com y < z se satisfaz que f(y) > f(z2).

Se M = () o resultado é imediato fazendo f = f.Se M # (), entdo para cada x € M considere
osconjuntos A, = {y € X\M :y<z}eB,={z€ X\M :z < z}.

Observe que para todo = € M, os conjuntos A, e B, sdo ndo vazios. De fato, se A, = () entdo
para todo z € X'\ M teriamos que = < z, o que implicaria que o intervalo (a, x) esta contido em M,
o que é um absurdo pois (M) = 0. Do modo similar, se B, = () isto implicaria que o intervalo (z, b)
estd contido em M e novamente chega-se numa contradi¢do pois p(M) = 0.

Como f é ndo crescente em X \ M, segue-se da definicdo de A, e B, que f(y) > f(z) para todo
y € A, etodo z € B,. Logo, inf f(A,) e sup f(B,) existem e sup f(B,) < inf f(A,).

inf f(Az)+sup f(Bz) Defina f como
: .

(u) = {f(u) se ue€ X\M

¢, se u€ M.

Sejac, =

Vejamos que f € ndo crescente em todo X. Sejam y, z € X tal que y < z. Temos quatro casos
a considerar. Primeiro, se y, z € X\ M entdo f(y) = f(y) e f(z) = f(z). Como f é ndo crescente
segue que f(y) > f(z).Sey € X\M ez € Mentioy € A, e f(z) = c.. Pela defini¢io de
c. temos que f(z) = ¢, < inf f(A,) < f(y) = f(y).Sey € Mez € X\Mentio z € B, e
fly) = ¢, > sup f(B,) > f(z) = f(2) pela defini¢do de ¢y. Se y, z € M entdo existe w € X\ M
tal que y < w < z (caso contrario implicaria que (y, Z) C M) e ja mostramos que neste caso

) = f(w) e f(w) > f(2). segue-se entao que f(y) > f(2).

Concluimos assim que f € ndo crescente em todo X e o resultado desejado € obtido notando que
f=fem X\ M.
O

Lema 1.3.4. Sejaa € (0,1] e f, € L*(0,1] paran = 1,2, - - tais que f, converge em L*(0,1].
a. Se paratodon € N f,(a) < oo e f, é ndo crescente em todo (0, 1] entdo existe f € L*(0,1] tal

que f, z f, f(a) < oo e f ndo crescente em todo (0, 1]
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b. Se paratodon € N —oo < f,(a) e f, é ndo decrescente em todo (0,1] entdo existe f € L*(0, 1]
tal que f, L f, —oo < f(a) e f ndo decrescente em todo (0, 1]

Demonstragdo. E suficiente provar a primeira parte do resultado. Como f,, € ndo crescente para cada

n, pelo Lema 1.3.2, temos que existe f € L?(0,1] tal que f, = f e f ndo crescente em € X\ M
para algum M C (0,1] com u(M) = 0. Como f € L?*(0, 1] temos que o conjunto N = {z € (0,1] :
f(z) = 400} tem medida nula. Logo, podemos considerar que f(x) < oo paratodo x € (0, 1]. Como
f é ndo crescente em X\ (M U N), aplicando o Lema 1.3.3, podemos considerar f ndo crescente em
todo o intervalo (0,1] e f(a) < occ. O

Os lemas seguintes mostram que a regra do trapezio, aplicada a fun¢cdes mondtonas num intervalo,
permite aproximar a norma da fung¢do em L2

Lema 1.3.5. Seja f : [a,b] — R uma funcdo mondtona tal que fj |f(z)]Pdx < oco. Se definirmos
g:la,b] = Rcomo g(x) = (1 — F=2) f(a) + =2 f(b) entdo
[ 156~ o) < 0y~ m?,
com M = max{ £(a), /(5)} e m = min{(a), f(8)}.

Demonstragdo. Como f é monétona, é claro que m < f(z) < M para todo x € [a, b]. Do mesmo
modo, como g(z) é uma combinagdo convexa de f(a) e f(b) temos que m < g(z) < M. Assim,
concluimos que | f(z) — g(z)| < (M — m). Do anterior temos que

/ 1% |dx</ab<M—m)2dx:(b—a)(M—m)2.
OJ

Lema 1.3.6. Seja f : [a,b] — R uma fungdo mondtona tal que fab|f(x)|2dx <oxeP,:a=
ap < ap < -+ < a1 <, = buma parti¢do do intervalo |a, b] tal que o; 1 — a; = %pam todo
i=0,---,n— 1. Sedefinimos G,(f) = gn : [a,b] — R por

gn() = (1 = ———L) f(ay) + (

it — Oy Qi1 — @

T — .
Z Vf(aipr) para o <z <apyq i=0,---,n—1

entdo

’ 1
[ 176@) = gu@)Pde < 501 = mp?

com M = max{f(a), f(b)} e m = min{f(a), f(b)}.

Demonstracdo. E suficiente provar o resultado para f uma funcio monétona ndo crescente. Neste
caso M = f(a) e m = f(b). Note que pelo Lema 1.3.5, paracadai = 0,--- ,n — 1 temos que
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/ %Hl\f(m)— @) < (o1 — ) (fla) — Flain))? = -(Fla) — Flaw))

Assim,
[ @) —ga@ar =3 [ 5@ = g < 23 (500) = Sla)

Como > a? < (3 a;)? se a; > 0 para todo i, entdo podemos concluir que
i 1
/ £(@) = gu()dz < ~ (Zf ) aM)) =~ (f(a) = F(B)) = (M —m)".

Usando os lemas anteriores podemos provar que para funcdes monétonas quadrado integraveis, a
aproximagao trapezoidal também converge a fungio em L2

Corolario 1.3.7. Seja f : (0,1] — R uma fun¢do monotona tal que fol |f(2)Pdz < 00 e —00 <
f(1) <oo.SejaP,:0=ay <oy < < au_1 < a, =1uma parti¢io do intervalo [0, 1] tal que
®it1 — o = L paratodo i =0,--- ,n — 1. Se definirmos G,,(f) = g, : [0,1] = R como

Q410

oy = [0 @)+ (20 ) pars S S =L
" f(%) para nggi.

lim [|f — gall7, — 0.

n—oo
Demonstracdo. E suficiente provar o resultado para f uma fun¢io mondtona ndo crescente. Como
f(1) < oo, sem perda de generalidade podemos considerar que f(1) = 0 e por tanto f(z) > 0 para
todo € (0, 1] (caso contrario ¢ suficiente considerar f(z) = f(z)— f(1)). Pelo anterior e a definicio
de g, segue que g,(x) > Oparatodoz € (0,1]en=1,2,---

Dado € > 0, como fol |f(x)|?dr < oo, existe N € N tal que fN | f(z)|?dz < §. Vamos estimar o
valor de || f — gn||*. Temos que

1f = gNnla = / (@) — g (o) P = / (@) — gn (o) e + / (@) — g (o) Pde. (1.4)
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Como g, () > 0 para todo n, entdo em particular f(z) — gn(z) < f(z) e como gy (z) = f(5) <

f(x) para z € (0, ] entdio temos 0 < f(z) — gn(z) < f(x), paraz € (0, ;. Elevando ao quadrado
na expressao anterior temos

0 < (f(z) — gn(2)? < [f(2)]%

para z € (0, %] Usando esta desigualdade na expressdo 1.4 temos que

If = gnl2 = / 1F(2) - gn()Pde = / " 1£(2) — gn (@) de + / (@) — g(@)Pdz. (15)

1

~ 1
< [Tir@Pdr+ [ 1) - av(@)Pds (1.6)
1
17 = gwlie <5+ [ 1) - gula)Pde. (1.7

Por outro lado, note que, como estamos considerando f(1) = 0, segue do Lema 1.3.6 que a
integral [ |f(z) — gn(z)|2dz pode ser limitada como
N

! 1.1
- 24r < — (=),
[ ) - vt < (5
Note alids que, f(z) > f(+) > 0 paratodo z € (0, +] e portanto

+ (f(%))Q -/ ’ flgrie< | ¥ e <

Ao considerar esta tltima desigualdade na desigualdade 1.7 temos

DO ™

1
||f—gN\|2s§+/}V
1 1

<gty (f(N))

1

<Sq |7 f@)de

|f(2) = gn(2)Pdw

=9 o
<€+€_
=39 2—6.

Concluimos assim que lim,, o || f — gn |22 — 0
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1.3.2 Um teorema de mergulho para (F.5(R), Dy)
O teorema a seguir estabelece um mergulho de (F.2(R), Dy) em
Hy = <L2(07 1] X L2(07 1]7 < >9)'

A ideia € identificar um nimero fuzzy A com o par de fungdes (midy4,spr,). O que caracteriza es-
tas fungdes € o fato de elas determinam completamente os cv—niveis de A pois A, = [mids(«) —

spr 4 (), mid 4 () + spr 4 ()]

Teorema 1.3.8. O espaco (F.2(R), Dy) é isometricamente isomorfo a um cone convexo e fechado
em Hy.

Demonstragdo. Seja L definido como

L=A{(f,9) € Hy:g>0,—0c0 < f(1) < oo, f + g ndo crescente, f — g ndo decrescente.}. (1.8)

Vamos mostrar que F.»(R) pode ser mergulhado em L pela aplicagdo ¢ : A — (mid4, spr ).

Pela defini¢do de F.5(R), para todo A € F.»(R), a fungdo A; € ndo decrescente e a fungdo A,
€ ndo crescente. Além disso, as fungdes sdo finitas em a« = 1 e A, < A;. Pela definicdo de A, e
A; em termos de midy4 e spr, concluimos que o par (mida, spr,) pertence a L, isto é, a aplicagdo
¢: A — (midy,spr,) leva F.2(R) em L.

Provemos que L é um cone convexo. Da defini¢do de L tem-se que se (f, g) € L entdo g(1) < oc.
De fato, se g(1) = oo entdo (f + ¢)(1) = oo, com f + g uma fungdo ndo crescente em (0, 1]. Assim,
f + g = oo e por tanto f + g ndo estd em L*(0, 1], o que ndo pode ocorrer pois f, g € L*(0, 1].

Notemos que se A > 0 e (f,g) € L entdo (A\f,A\g) € L. Se (h, k) estd também em L entdo
g+k>0,f+h+g+kénidocrescente, f +h— (g+ k) = (f — g) + (h — k) é ndo decrescente e
(f + h)(1) < oo. Concluimos assim, que (f, g) + (h, k) € L. Portanto L € um cone convexo em Hy.

Afim de provar que L é fechado, consideremos uma sequéncia (f,,, g,) € L tal que (f,, gn) —
(f,g9) em Hy. Sendo assim, f, — f.Gn — Gs fa+9n — f+ g€ fo—gn — f— gem L*0,1].
Pelo Lemma 1.3.4 se (f,,9,) € L entdo g > 0, f + g é ndo crescente , f — g é ndo decres-
cente, f(1) + ¢g(1) < oo e —oo < f(1) — g(1). Das duas desigualdades anteriores tem-se que
—o00 < f(1),g(1) < oo. Concluimos com isso que (f, g) € L, e portanto L é fechado.

Vejamos agora que todo elemento de L corresponde-se de forma tnica com um elemento de
Fe2(R). Seja (f,g) € L, como as fungdes f + g e f — ¢ sdo fungdes reais mondtonas sobre um
intervalo, € possivel concluir que estas fungdes tem no maximo uma quantidade enumeravel de des-
continuidades, sendo todas elas descontinuidades de salto ( Teorema 4.29, Teorema 4.30 e Corolario
p.- 96 em [76] ). Note que as fungdes descontinuas a direita ou a esquerda sdo indistinguiveis em
L?(0,1], e portanto, podemos sempre considerar versdes continuas a esquerda das fungdes f — g e

f+g
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Como g > Oentdo f —g < f+g e podemos definir o intervalo A, = [(f —g)(a), (f+9g)(a)] para
a € (0,1]. Como g(1), f(1) < oo temos que () # A;. Por outro lado, como f — ¢ é ndo decrescente
e f + g é ndo crescente, segue que A, C Agse a > 3, a, 5 € (0,1]. Ademais, pelo fatode f — g e
f+g serem funcdes continuas a esquerda, temos que se a; < g < -+ -, — aventdo A, = ﬂ?zl Ay,

Defina
A(z) = max{sup{a: z € A,},0}.

Observe que A € F.(R), pois a familia A, satisfaze as condi¢des do Teorema 1.2.3. Note também
que os conjuntos de nivel de A sdo exatamente os conjuntos A, = [(f — g)(«), (f + ¢)(«)] e portanto
midy = f e spr, = g. Concluimos assim que A € F.5(R).

Pelas propriedades de mid e spr, estabelecidas na Proposic@o 1.1.4 e no Lema 1.2.7, segue que ¢
¢ um isomorfismo. Para provar que ¢ é uma isometria, note que para A, B € F.»(R)

1 1
D2(A, B) = / imid (o) — midp(a)[2da + 6 / spr, () — spry(a)[2da
0 0
=< midy, midg >2 +0 < spry, sprg >r2
D3(A,B) = ||(mid,, spr,) — (mid., spry)|;

1.4 Sobre a diferenca de Hukuhara

Dados A, B € F.»(R) nem sempre é possivel encontrar um elemento C' € F.5(R) tal que
A = B+ C. Quando o elemento C' existe, ele é tinico e ¢ chamado de diferen¢a de Hukuhara entre A
e B e denotado por C' = A —;, B. Quando a diferenca de Hukuhara existe, esta operacdo é continua
com respeito a métrica Dy.

Proposicido 1.4.1. Sejam A, A, B, B, € F.o(R) paran = 1,2,..., tais que, B, — Be A, — A
com respeito a alguma métrica d satisfazendo as seguintes condigoes:

o (Fe2(R),d) é completo,
« AU V) <dU+W,V+W),
c dU+V,W+Z) <dUW)+d(V,Z)

para U VW, Z € F.5(R). Se B, —, A, existe para todo n = 1,2,..., entdo B —}, A existe e
B —h A= llmng)oo Bn —h An

Demonstragdo. Note que a sequéncia B,, — hA,, € uma sequéncia de Cauchy pois
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d(By =1, Ap, By =1 Am) < d(By —p A + Ay, By —1 A + Ay)
< d(By, By —1 Am + Ay)

< d(By + Am, B —1 A + Ay + Ap)
< d(Bn+ A, B + Ay)

< d(

d(Bn ~—h An7 Bm ~h Am) Bna Bm) + d(Am7 An)

Como F.5(R) é completo com esta métrica, existe Z € F.o(R) tal que Z = lim,,_,, B,

Mostremos que que Z = B —, A. De fato, note que paratodon = 1,2, --- |
dB, —n A+ A, B)<dB,—nA,+A+A,,B+A,) <dB,+ A B+ A,)
d(B, —n A, + A, B) <d(B,,B) +d(A, A,),
isto €,

d(Z + A, B) = d(lim B, — A, + A, B)

n—oo
= lim d(B, —, A, + A, B)
n—oo
< lim d(B,, B) + d(A, A,)
n—o0o
d(Z+A,B)=0

eassim Z = B —;, A.

22
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]

Note que a proposi¢ao anterior € vdlida para a métrica Dy como mostrado no resultado a seguir.

Corolario 1.4.2. Sejam A, A, B, B,, € F.2(R) paran = 1,2,... tais que B,, - B e A, — A
com respeito a Dy. Se B,, —;, A,, existe para todon = 1,2,..., entdo B —j, A existe e B —), A =

Demonstragdo. O resultado segue da Proposicdo 1.4.1, notando que pelo Teorema 1.3.8 e a Proposi-

¢do 1.2.16, a métrica Dy satisfaz as condi¢Oes da Proposi¢do 1.4.1.

O

Algumas condi¢des podem ser estabelecidas para garantir a existéncia da diferenca de Hukuhara.
Intituitivamente, o resultado a seguir indica que, a diferenca de Hukuhara entre A e B existe, se ao
fazer diferenca via funcdes mid e spr, obtem-se fungdes adequadas para ser fungdes de ponto meio e

de dispersdo de algum nimero fuzzy.

Lema 1.4.3. Sejam A, B € F.2(R). A diferenca de Hukuhara A —j, B existe se e somente se

1. sprg(a) < spr,(a) para todo o« € (0, 1],

2. mida(o) — midg(a) + spra(a) — sprg(a) € ndo crescente em (0, 1],
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3. mida(o) — midg (o) — spr (@) + sprg(a) é ndo decrescente em (0, 1].

Demonstragdo. Se existe C' € F.5(R), tal que C' = A —j, B, isto é, A = B + C entdo temos que
midy = midg + mid¢c e spry = sprg + spr. Logo

mids = midy — midp e Spr = Spry — Spry. (1.9)

Como C' € F.»(R) temos que spr, > 0 para todo o € [0, 1], mide + spr € uma fungdo ndo
crescente em [0, 1] e mide — spr, € uma fungo ndo decrescente em [0, 1]. Assim, as condigdes 1. 2.
e 3. sdo satisfeitas.

Suponha agora que as fun¢des midy, spr 4, midg, spr satisfazem as condigoes 1. 2. 3. Definimos
as fungdes mid¢ e spr., usando as equagdes 1.9 e definimos C,, = [mid¢ () — spre (), mide (o) +
sprc (o).

Como A, B € F.(R), os conjuntos C,, assim definidos, satisfazem as condi¢des do Teorema de
Representagdo de Negoita Ralescu e portanto, definem adequadamente um numero fuzzy C. Pela
definicdo de C', temse que A = B+ C,istoé A —;, Bexistee C' = A —, B.

O



Capitulo 2

Numeros Fuzzy poligonais

Este capitulo refere-se a resultados aceitos para publicacdo em [14].

O conceito de ndmero fuzzy poligonal € uma generalizagcao natural dos conceitos de nimero fuzzy
triangular e trapezoidal. O uso de fun¢des de pertinéncia lineares por partes € uma pratica comum em
aplicagoes ([5, 30, 31, 53, 54, 69, 70, 80, 78]).

No caso unidimensional, esta ideia j4 foi considerada por vérios autores ([S], [78]). Os nimeros
fuzzy poligonais também podem ser considerados como um caso particular de representagdo paramé-
trica de nimeros fuzzy com interpolagao linear ([77], [34]).

Liu e Li em [53] e [54] introduziram o conceito de nimero fuzzy poligonal simétrico € mostraram
alguns resultados relevantes sobre a estrutura matematica destes objetos. Recentemente, tem sido
consideradas vdrias ligacOes entre a teoria de redes neurais fuzzy e os nimeros fuzzy poligonais
simétricos (ver [52], [55], [53], [44], [81]).

A ideia de quantidades fuzzy com funcdes de pertinéncia simples ou candnicas em dimensoes
superiores também tem sido considerada em vdrios trabalhos anteriores ( [61], [63], [73], [6], [16],
[82], [S1]).

Neste capitulo € apresentada uma nova formalizagdo do conceito de nimero fuzzy poligonal que
pode ser estendido naturalmente a dimensdes superiores. A relevancia desta formalizacdo estd no
fato de permitir uma vis@o unificada para os casos unidimensional e multidimensional, o que permite
obter generalizacdes n—dimensionais de varios resultados em dimensao um e versdes simplificadas
de resultados relevantes sobre aproximagao em F.(R").

Sao apresentadas algumas propriedades matematicas e uma caracaterizagdo dos espagos de con-
juntos fuzzy poligonais. No caso unidimensional é mostrado que estes espagos de nimeros fuzzy
podem ser considerados como cones fechados e convexos de dimensdo finita. Finalmente, alguns
desenvolvimentos tedricos sobre aproximacao de nimeros fuzzy e aproximacao de conjuntos de nu-
meros fuzzy sido considerados.

2.1 Conjuntos Fuzzy Poligonais de R"

A defini¢do de conjunto fuzzy poligonal é baseada na seguinte ideia: usando um nimero finito de
cortes, os cortes intermedidrios serdo obtidos usando interpolacdo linear por partes.

Definicao 2.1.1. Seja P,,, uma parti¢do finita do intervalo [0,1]:

24
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Prn:0=ayg <o) <ag <+ <, =1.

Um elemento Z de F.(R"™) é chamado de conjunto fuzzy poligonal associado com P,, se para
todo a € (0, 1] temos que o a—nivel Z,, satisfaz:

Zo =1 =XNZa, + Xy,
onde 0 < o < a <@g < lparaalgimi=0,..m—1lel = \a)= (04(0_:;:(2)

Temos definido os conjuntos fuzzy poligonais, como aqueles elementos em F.(R") satisfazendo
uma propriedades de interpolacdo linear convexa entre os «—niveis com respeito a uma particao finita
do intervalo. Denotaremos por F. p,, (R™) o conjunto de conjuntos fuzzy poligonais de R" associados
com a particao P,,. No caso n = 1 os denominaremos nimeros fuzzy poligonais.

Exemplo 2.1.2. Vejamos que os nimeros fuzzy triangulares e trapezoidais sdo nimeros fuzzy poli-
gonais associados com a partic¢do trivial P,,, : 0 = a9 < a; = 1. Consideremos um nimero fuzzy
trapezoidal A com a—niveis dados por A, = [aa, bs] para a € [0, 1].

(ao,0) (bo, 0)

Figura 2.1: Numero fuzzy trapezoidal

O fato de que A seja um ndmero fuzzy trapezoidal implica que os pontos (a,, ) e (b, @) satis-
fazem as seguintes relacdes lineares:

ao = ag + afa; —ag) = (1 — a)ag + aay
bo = bo + a(by — by) = (1 — )by + aby.
Pelas propriedades da aritmética intervalar, isto € equivalente a
[Ala = (1 = a)[A]o + a[A]1.

Isto é, A € um niimero fuzzy poligonal associado com a parti¢do trivial P; : 0 = a9 < oy = 1.
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Exemplo 2.1.3. Seja A € F.(R) tal que A tem uma fungdo de pertinéncia cujo grafico tem forma
poligonal e com conjuntos de nivel dados por A, = [a,, b, para a € [0, 1]. Consideremos a parti¢do
Prn:0=0ay<ag <ay<- < a,=1formada pelos «; € [0, 1], tais que, no ponto (a,,, ;) ou
no ponto (b,,, o;), ocorre uma mudanga na inclinagao do gréfico .

Para todo a € [0, 1] com «; < o < ;41 (0 indice 7 sempre existe), temos que 0s pontos (a,, o) e
(by, ) satisfazem as relagdes lineares

Ao = a; + )\(CLZ‘+1 — CLZ‘) = (1 - /\)CLZ + ACLZ'_H
ba =a; + )\(bi+1 — bz) = (1 — )\)bZ + /\bi—l—l

(a—ai)

com \ = <.
(vip1—ay4)

Pela aritmética intervalar, isto implica que

Ao = (1= N)Ag, + M

isto é, A é um niimero fuzzy poligonal associado a parti¢ao P,,.

Q41

Hz
1= Yy ———-
a3F-F-——-———-—-—-—-ff- - - - — =

Q- — — —————————

«
Gypbr--fp-——————-—-— - - — — ———— —————— =

O:Ckg T

Figura 2.2: Numero fuzzy poligonal.

A seguinte proposicao estabelece que o espago F.p, (R") estd bem definido e que ¢ suficiente
considerar um nimero finito de conjuntos de nivel convexos e compactos, para definir adequadamente
um elemento de F. p, (R") C F.(R").

Proposicao 2.1.4. Sejam P,, : 0 = ap < oy < ag < --+ < «u, = 1 uma parti¢do do intervalo
0,1] e {C4, }izo,...m uma colecdo de conjuntos ndo vazios, compactos e convexos de R" tais que
C,, CC, , C---CC,, Paracada o € (0, 1] definimos o conjunto

Co = (1= A\)Ca, + \C,

i+1
com0<aq;<a<aqy<lel= % Entdo, a familia {C,}ac)o,1) define adequadamente um
tinico elemento em F.p, (R™) C F.(R"), isto é, existe um niimero fuzzy poligonal Z € F.p, (R™) C
F.(R™) tal que [Z],, = C,, para o € [0, 1].
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Demonstragcdo. De acordo com a Proposicao 1.1.11, temos que para qualquer par de conjuntos nao
vazio compactos e convexos A, B C R" com B C A,se Dy = (1 — A\)A+ AB com A € [0, 1] entdo
as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1. D, é compacto, convexo e ndo vazio para tudo A € [0, 1].

2.BCDgC D, CApara0 < a < <1(Dy¢éumafamilia monoténicamente decrescente
com respeito a \).

3. dp(Dy, Dg) < (B —a)dp(0,A)+ (8 —a)dp(0,B) < K(f—a) para0 < a < § < 1ealguma
constante K (D) é uma familia Lipschitz continua com respeito a \).

A familia {C,} é construida usando o processo de combinag¢des convexas C, = (1 — \)C,, +

Ao, €N = % Assim pela parte 1. acima, C,, é compacto, ndo vazio e convexo para todo
a € [0,1].
A expressao A = % ¢ uma funcdo estritamente crescente de « € [y, ;41] quando o

indice ¢ é fixado. Assim, pela parte 2. acima, C,, € uma familia monotonicamente decrescente em
« € |ay, a;41] para todo ¢ e dado que C,,, € C,, , C --- C C,, obtemos que C,, é uma familia
monoténicamente decrescente com respeito a « no intervalo [0, 1].

Quando i estd fixo, A torna-se também uma func@o continua de o € [«;, ;11| para todo i, e a-
ssim, pela parte 3 acima, C,, é uma familia continua com respeito a « € [«;, ;1] para todo i. Se
B,y € [0,1] e B — ~ é possivel sempre supor que 3,7 € [, ;. 1] para algum i fixo, assim, C, é
uma familia continua com respeito a « no intervalo [0, 1].

As trés conclusdes anteriores sao, de fato, as condi¢des do Teorema de representacdo de Negoita

e Ralescu (Teorema 1.2.3) e portanto, concluimos que existe um conjunto fuzzy Z € F.(R") tal que
[Z]a = C, para todo « € [0, 1]. Pela propria defini¢do de C, temos que Z € F. p,, (R).

]

Proposicao 2.1.5. Para uma particdo fixa Py, : 0 = ap < ap < ag < -+ < ,, = 1 0 conjunto
Fep,, (R™) é fechado com respeito a soma e multiplicagdo por escalar.

Demonstragdo. Consideremos dois conjuntos fuzzy poligonais Z, W € F.p (R"), e ¢ € R. Para
todo « € [0, 1] temos que 0 < o; < v < ;1 < 1 para algim i. O conjunto fuzzy Z +cW € F.(R")
satisfaz

Z+ Wa=Zy+ [W]a = Zy + W,
= ( - )‘)Zai + >\Zai+1 + C((l - /\)Waz‘ + >‘Wai+1)
= ( - )\)(Zal + CWOéi) + )\(Zai+1 + CWOti+1)
= (1 =M(Z + Wla,) + MZ + Wlay,,)
com \ = %, A € [0, 1]. Pelo anterior, Z + ¢W é um conjunto fuzzy poligonal associado com a

mesma parti¢ao P,, . O
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A proposi¢do anterior ndo indica que o espaco F. p, (R") seja um espago vetorial, a multiplica-
¢do por -1 produz um elemento em F. p, (R™) que ndo necesariamente é um elemento inverso para
a soma. O que o resultado anterior indica é que o conjunto F.p, (R") tem a estrutura de um cone
convexo.

O resultado a seguir estabelece alguns fatos sobre a continuidade da aplicacdo de nivel para os
numeros fuzzy poligonais.

Proposicao 2.1.6. Para uma particdo fixa Py, - 0 = oy < ap < g < -+ < oy, = 1 e qualquer Z €
Fep,, (R") aaplicagdo de nivel, 15 : [0,1] — (K.(R™),dy), Iz(c) = Z, é Lipschitz e uniformemente
continua sobre [0, 1].

Demonstragdo. Consideremos «, § € [0,1]. Se a, f € [«v;, v;41] para algum ¢ entdo temos que

dh(zaa ZB) = dh((1 - )\Ol)zai + AazaiJrl)’ (1 - )‘ﬁ)zai + )\/Bzai+1>>

S Ki|>‘a - >\,B|
i Ja-d
O — O

dn (24, 25) < Mila — B

onde a primeira desigualdade € consequéncia da parte c. da Proposicao 1.1.11 e M; ndo depende de
« ou de [3. Isto mostra que a aplicagdo I, é Lipschitz continua em cada subintervalo [«;, ;1] com
constante M.

Seja M = max{My, My, ..., M,,_1}. Suponha sem perda de generalidade que o < 3. Se o, 5 €
[a;, ;1] para algum i, entdo temos que
dn(Zas ) < Mila = B| < Mla = ).
Se a, 5 ndo pertencem ao mesmo intervalo |«, ;1] para nenhum 4, entdo a parti¢ao é nao trivial
e existem k e [ em N tais que
ap1 Sa<ap <y S Qppe < <o <8 < gy

Além disso, temos que

dh(zm Zﬁ) < dh(zav Zak) + dh(zaw Zoék+1) et dh(zak-s-zv Zﬁ)
< My (o — ) + Mypr (o1 — ag) + - + Mi1 (8 — agya)
< Mg —a+appn — o+ + 8 — agq)
<M(B - a).

Concluimos assim que a fungdo I, é Lipschitz continua no intervalo [0, 1] com constante M e
portanto é uniformemente continua sobre [0, 1]. O
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Proposicao 2.1.7. Sejam A, B € F.p, (R") comP,, : 0 =y < aq < ag < -+ < a, = 1. Entdo

deo(A, B) = max{dy(Aa,;, Ba,) :1=0,...,m}.

Demonstrag¢do. Usando propriedades da métrica dj, é possivel estabelecer que para todo « € [0, 1]

dn(Aa, Ba) = dp((1 = N)Aa, + M, (1 = XN)Ba, + ABa,,,)
<d (( A)A ( )B ) + dh()\AaH»l’ )‘Boéi+1)
< ( ) (Aan Baz) + Adh(AaH—l? Baz‘+1)

dh<Aa7 Boz) < d (Aa*v Ba*)

com dp(Aa,, Ba,) = max{dy(Aqa,, Bas,) 11 =0,...,m}. Assim, o supremo em d, (A, B) é atingido
e doo(A, B) = dy(Aa., Ba.). 0

Proposicio 2.1.8. O espaco (F.p, (R"),d) € completo.

Demonstragdo. Seja A* uma sequéncia de Cauchy em (F. p,, (R™),d,,), assim para um € > 0 existe
k € Ntal que se ki, ko > k entdo d.(A™, A¥2) < £. O que implica que para ki, ky > k

dp(Al1, Ak < % Vi=0,...,m.

Assim, para todo i = 0,...,m a sequéncia A% & uma sequéncia de Cauchy em (K.(R"),dy).
Este espaco é completo (veja [49]) e assim para todo ¢ = 0, ..., m existem conjuntos A; € K .(R")
tais que

Ak g,

quando k vai para oo.

Por defini¢do A* € F,p, (R") paratodo k € N, e portanto os conjuntos de nivel estdo encaixados

Af cAr c-c AE

1

para todo k£ € N. Pela Proposicdo 1.1.12, se consideramos £ — oo obtemos que

A, CA,_1C---CA.

Vamos definir agora um conjunto fuzzy poligonal A associado com a parti¢do P, fazendo [A],, =
A;. Pela Proposicao 2.1.4, A esta bem definido e pela Proposi¢do 2.1.7 obtemos

doo(AF, A) = max dn (AL | Ag,).
Assim, quando k — o0, do(A*, A) — 0 porque Af I A, para todo ¢ = 0,...,m. Temos
provado assim que A* — A e portanto o espago (F.p,, (R"), d,) é completo. ]
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Corolario 2.1.9. Para uma particao fixa Py, o espago (F.p,, (R"), d) é um cone convexo e fechado
em (Fo(R™), do).

Demonstragdo. O resultado € uma consequéncia das Proposicoes 2.1.5 e 2.1.8. [

Existem alguns resultados bem conhecidos sobre mergulhos do espaco F.(R"™) ou de subespa-
cos dele em diferentes espagos. Puri e Ralescu em [71] mostraram que (F.(R"),d) com a arit-
mética usual pode ser mergulhado em um espago normado V, onde V € um espaco quociente de
F.(R™) x F.(R™). Usando fungdes soporte, Klement et. al. em [45] mostraram que (F..(R"™), dw)
pode ser mergulhado em Lip([0, 1] x S™~!, R) com a norma do sup. Usando procedimentos similares
é possivel obter um mergulho do espago (F.(R"),d) em B([0,1] x S™1 R) [28].

Romaén-Flores et. al em [75] e Rojas-Medar et. al. [74] estenderam estes resultados e mostraram
que (Fe.(R™), dy ) pode ser isometricamente mergulhado no espago C'([0, 1] x B*,R).

As Proposicoes 2.1.5, 2.1.6, 2.1.8 mostram que (F.p, (R"), d) é um cone convexo fechado do
espaco F.r(R") C F..(R™), assim, qualquer um dos resultados prévios sobre mergulhos poderia ser
aplicado a F. p,, (R™) para obter um novo resultado sobre mergulhos. Como um exemplo, o seguinte
resultado pode ser obtido como corolario dos resultados em [75] ou [74].

Corolario 2.1.10. Para uma parti¢do fixa P,, o espago (F.p,, (R"),d) € isomorfo a um cone con-
vexo e fechado em C([0,1] x B*R).

Os corolarios 2.1.6, 2.1.7 e 2.1.8 sdo generaliza¢des para o espaco geral F.p, (R") de resultados
obtidos para n = 1 em [53] e [54]. Na préxima se¢do mostraremos que o espago J p,, (R) pode ser
considerado como um cone convexo num espaco vetorial de dimensao finita.

2.2 Numeros fuzzy poligonais de R

2.2.1 Representacido em dimensao finita de 7. p (R)

Ao considerar nimeros fuzzy poligonais em R € possivel usar o fato de que cada a— nivel estd
caraterizado exatamente por dois nimeros reais, e portanto, podemos obter um mergulho do conjunto
de nimeros fuzzy poligonais associados com uma parti¢do P,, em um cone convexo no espaco eucli-
diano real de dimenséo 2(m + 1).

Definicao 2.2.1. (Representacao por pontos extremos.)
Consideremos um nimero fuzzy poligonal Z € F.p, (R) e Z,, = [z1(a), z- ()] = [21(4), 2(7)]
parai = 0,--- ,m e uma parti¢io fixa P,,. Definimos o vetor real Ep, (Z) = z € R?™*1 como:

Ep, (7Z) =z := (%(0),z(1),...,z(m), z.(m) ..., 2:(1), 2. (0))" := (2, 2.)""

Pelo anterior ¢ claro que Ep, : F.p, (R) — R2™+Y Quando ndo houver confusio, usaremos
a notacdo £ no lugar de Ep,,. Esta representacdo em dimensdo finita de F, p,, (R) serd chamada
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de representacdo por pontos extremos. Como a representacdo por pontos extremos depende da par-
ticdo P,,, um elemento em R?(™*1) pode representar diferentes nimeros fuzzy poligonais segundo
diferentes particoes.

HA
“20) D) 2(2) 2B) 2 ad) 235 @) () 2 0)

Figura 2.3: Representacio por pontos extremos do nimero fuzzy poligonal Z

Proposicao 2.2.2. A aplicacdo F ¢ injetiva e semilinear.

Demonstracdo. Consideremos uma parti¢do fixa P, : 0 = ag < oy < ag < -+ < a,, = le
Z,W e F.p, (R") com

Zoéj = [ZZ(J)7Zr(j)] Waj - [wl(.]>’wT(j)]
paraj =1,...,m.Se E(Z) = E(W) entao

Zo; =Wy, para j=1,...,m.

Como Z e WV sdo nimeros fuzzy poligonais com respeito a mesma parti¢cao, pela Proposicao 2.1.4
eles estdo completamente caraterizados por seus conjuntos de nivel, por tanto, Z e W s@do iguais o
que prova que E € injetiva.

Pela Proposi¢do 2.1.5, sabemos que F, p,, (R) é fechado com respeito a soma e multiplicagdo por
escalar. Se considerarmos Z,W € F.p, (R),c € R e E(Z) = z, E(W) = w obtemos que

(Z + CW)th = [zl(j)azr(j)] + C[wl(j)vwr(j)] = [Zl(j) + Cwl(j)7z7”(.j) + cw,«(j)],

isto é, a aplicacdo F associa o vetor z + cw € R2™*Y ao nimero fuzzy Z + c¢W e portanto E é
semilinear. [

Corolario 2.2.3. Considere uma particdo fixa P, : 0 = ap < a3 < ag < -+ < «,, = 1, €
A, B € F.p, (R) com representacdo de pontos extremos dada por E(A) e E(B) respectivamente.
Entdao
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doo(A, B) = || E(A), E(B)]

oo *

Demonstragdo. Consideremos A,, = [4;(i), A, (i)] e Ba, = [Bi(i), B,-(i)], temos que

dn(Aa;; Bo;) = max{[A, (i) — B,(i)], [Ai(i) — Bi(i)]}

parat =0,...,m.

Da Proposi¢do 2.1.7 sabemos que do.(A, B) = max{d,(Aa,, Bs;,) : © = 0,...,m}. Assim,
deo(A, B) = max;—g.... m{max{|A, (i) — B.(7)], |Ai(¢) — By(i)|}, mas pela defini¢do de E, este ma-
ximo € equivalente a0 maximo dos valores absolutos de todas as componentes do vetor F(A) —
E(B) = (AT(()) - Br(0)7 s Ar<m) - Br(m)7 Al(m) - Bl<m>7 ce 7Al(0> - Bl(o))’ isto €,

doo(A, B) = max{|E(A); — E(B);| :i=1,...,2(m + 1)} = | E(A) — E(B)]|

]

Definicao 2.2.4. (Representacao por mid e spr.)
Sejam Z € F.p, (R) e P, uma parti¢do fixa de [0, 1]. Definimos a aplicagido Mp,, : F.p, (R) —
R207+1) por

2, (1) + 21(1)
2

20(1) — z(7)
2

(Mp,,(2)); = mid(Za,) =

(Mp,,(Z))ism+1 = spt(Za,) =
parai =0,--- ,m,onde Z,, = [z/(i), z-(7)].

A aplicacdo Mp, associa com cada nimero fuzzy poligonal, um vector de nimeros reais tal que as
primeiras m + 1 coordenadas sdo os pontos meios dos correspondentes cv—cortes de Z, e as ultimas
m + 1 coordenadas sdo as correspondentes dispersdoes dos a— cortes. Quando ndao houver lugar a
confussdo usaremos a notacdo M no lugar de Mp,_ .

A identificacdo por pontos extremos £ e a identificacao por mid e spr estdo relacionadas por uma
matriz de mudanca de coordenadas. De fato, temos que para uma particdo fixa P,,

M(Z) = ME(Z)

onde M € REm+2)x(2m+2) agt4 definida como
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2.1

L -1 1 4 2(m+1)x2(m+1)

Ser til considerar também a mudanga inversa de coordenadas, isto é, E(Z) = MM (Z) =
2MTM(Z) com

1 ~1
E=M"1=2MT =

(2.2)

_1 1 4 2(m+1)x2(m+1)

Corolario 2.2.5. Para uma particdo fixa P,,, M : F.p, (R) — R* ™Y ¢ yma aplicacdo injetiva e
semilinear

Demonstragcdo. O resultado segue das relacdes matricias entre a aplicacdo M e F e da Proposic¢ao
2.2.2. O]

2.2.2 Algumas propriedades de 7. p, (R)

Teorema 2.2.6. Para uma parti¢cdo fixa Py, o espagco F.p, (R) é isomorfo ao cone convexo C' =
{z € R+ . Bz > 0} com

-1 1 0 0 0]
0 -1 1 0 0
B—|0 0 -11 0
[0 0 o 0 =L L]

Demonstragdo. Considere Z € F.p, (R) e sua representacdo por pontos extremos E(Z) = z €
R20"+1) Como Z é um nimero fuzzy seus a—niveis satisfazem que Z, C [Z]s para o, 8 € [0, 1]
com o > f3,logo se Z,, = [z(7), 2,(j)] paraj = 0,...,...,m, temos que:
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21(0) < z(1) < < z(m) < z(m) < -+ < z.(1) < 2(0). (2.3)

A condigdo (2.3) € equivalente a dizer Bz > 0 com

-1 1 0 0 --- 0
0 -1 1 0 0
B=10 0 —-11 --- 0 (2.4)
00 ... 0 -1 1 (2m+1) x (2m+2)

Vejamos agora que, qualquer vetor real € R*™+1) satisfazendo a condigio (2.4) pode ser iden-
tificado com um tnico elemento X € F.p, (R). Se considerarmos & = (21, 2,..., Togmi1)) €
fazemos X,, , = [z, mg(mﬂ),(i,l)] parat = 1,...,m + 1, entdo pela condi¢do (2.4), os conjuntos
X,, estdo encaixados. Pela Proposicdo 2.1.4, os conjuntos X, caracterizam univocamente um ele-
mento de F, p, (R). Como o conjunto {z € R2™*+D : Bz > (0} é convexo e a aplicagdo F injetiva e
semilinear, o resultado desejado segue imediatamente. 0

Note que a caraterizacdo matrizial dada no Teorema 2.2.6 ndo € exclusiva dos nimeros fuzzy
poligonais. Qualquer familia de nimeros fuzzy que possa ser caraterizada completamente em termos
de uma quantidade finita de a— niveis pode ter uma caracterizacao similar, pois o que a condi¢do
estabelece € simplesmente que os a—niveis escolhidos estdo encaixados. Contudo, temos obtido uma
caracterizacdo e um isomorfismo! Usando o Corolario 2.2.3 e a equivaléncia entre as métricas em
dimensao finita, temos uma verséo refinada do Teorema 2.2.6:

Corolario 2.2.7. Para uma particdo fixa Py, o conjunto (F.p,, (R),d) € isométricamente isomorfo
ao cone fechado e convexo

C={zeR*™:B,>0} C (R*™V |||
Corolario 2.2.8. ([53],[54]) O espago (F.p,,(R),d) € separdvel.

Demonstragdo. Pelo Corolario 2.2.7 a aplicagdo E leva o conjunto (F.p,, (R), do) isométricamente

no espago (C, || - ||o). Dado que C' C R* ™+ como R+ ¢ separavel com || - ||, concluimos
que C' também € separdvel. A imagem inversa de C' pela isometria injetiva £/ é também separdvel,
isto &, (F.p,,(R),d) € separdvel. O

A proposicio seguinte carateriza a compacidade em (F. p,, (R), dw).

Proposicio 2.2.9. ([53],[54]) Um conjunto U C (F.p,, (R),dw) é compacto se e somente se U é
fechado e limitado

Demonstragdo. Pela proposigdo 2.2.7, F. p, (R) é isometricamente isomorfo a um conjunto fechado
num espas¢o de dimensao finita. [l

O Corolario 2.2.8 e a Proposicao 2.2.9 foram provados por Liu e Li em [53] e [54] usando ar-
gumentos diferentes aos usados neste capitulo. Nossas provas sio significativamente mais simples e
concretas pelo uso da caracterizacdo obtida no Teorema 2.2.6.
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2.3 Transformacao e aproximacao poligonal

Nesta secdo analizaremos a aproximacao de quantidades fuzzy, por conjuntos fuzzy poligonais.
Inicialmente estudaremos o caso de elementos em F.(R"™) e depois extenderemos alguns dos resulta-
dos para F.»(R).

Lembremos que pela Proposi¢do 2.1.4, para definir adequadamente um elemento em F, p, (R")
¢ suficiente definir os conjuntos de nivel a para oy < a1 < ag < -+ < @y,. Usaremos este fato para
definir a aproximacao poligonal de um niimero fuzzy.

2.3.1 Transformacao e aproximacao poligonal em F.(R").
Definicdo 2.3.1. Para uma particdo fixa P, : 0 = ap < oy < ag < -+ < ayp, = Leu € F.(R")
definimos a transformacéo poligonal P,, : 7.(R") — F.p, (R") como

[Prn(t)]a; = Ua, parai =0,--- ,m.

A transformacao poligonal leva um conjunto fuzzy numa versao poligonal dele. Nesta secdao ana-
lizaremos a forma em que esta versdo poligonal aproxima o conjunto fuzzy original. Nao havendo
lugar a confusdo usaremos a notacao P,, para a particado assim como para a transformagao poligonal.

Proposicao 2.3.2. Para uma particdo fixaP,, : 0 = ap < a1 < ag < - -+ < oy, = 1 a transformagdo
P, € linear

Demonstracdo. A linearidade segue da defini¢do da transformacdo P, e da aritmética em F.(R")

definida via av—cortes. De fato,

[P (u+ av)]a, = [u+ av]e, = ta, + aVa, = [Pr()]a, + a[Ppn(v)]a,,

para cada i, u,v € F.(R™) e a € R. Pela defini¢do do operador P,, o anterior implica que [P,,(u +
av)|a = [Pm(u)]a + a[Pm(v)]s para todo « € [0, 1]. O

Proposicao 2.3.3. Para uma particdo fixa' Py, : 0 = ag < a1 < ap < -+ - < oy, = 1 a transformacdo
Pon, € continua e ndo expansiva com respeito a métrica dy..

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 2.1.7, temos que

oo (P (1), Prn(v)) = dp ([P (W] s [P (v)]e;) = dn (e, s V)

para algum i = 0,...,m, e pela defini¢dio da métrica d, isto implica que doo(Py,(u), Ppr(v)) <

doo(u,v). N

Corolario 2.3.4. Seja D C (F.(R"),dw) e P : 0 =g < oy < ag < + -+ < o, = 1 uma particdo
fixa. Se D é compacto entdo P,,(D) é compacto. Se D é convexo entdo P,,(D) é convexo.

Demonstragdo. O resultado segue das Proposi¢des 2.3.2 e 2.3.3. [
Para uma particdo fixa P, : 0 = ap < oy < ag < --- < a,, = 1, consideramos AP,, =
max{|a;1 — ;| : i = 0,--- ,m}. Note que a parti¢do uniforme U, : oy = - fori = 0,1,--- ,m

satisfaz que Al,,, — 0 quando m — 0.
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Teorema 2.3.5. Seja u € F..(R") e {Pp }m=2s... asequéncia de parti¢oes de [0,1], tal que AP, —
0 guando m — oo. Entdo

lim doo(u, Pp(u)) =0

m—r0o0

Demonstracdo. Seja e > 0e «a € [0,1]. Para qualquer m = 2,3, --- fixo consideramos a parti¢do
Pn:0=apy<ag<ay<---<a,=1lea; <a< ;4 paraalgum 7 entre 0 e m — 1.

Assim, g, € uq C ug, € [Pm<u>]ai+1 C [Pr(u)]a € [Pm(u)]a; edh(uOé?uaiJrl) < dh<uai7uai+l>
e dp([Pm(W)]ai s [Prm(w)la) < dn([Pim()]as,s, [Pm(u)]a,)- Temos entdo que para a; < o < aijpq

dh(uav [Pm<u)] ) < dh(um uaz+1> + dh(uaz+1> [,Pm(uﬂazﬂ) + dh([Pm<u)]ai+17 [Pm<u>]01)
< dn(tta, Yoy, ) + dn([Prm(W)]asr s [Pr(w)]a)
< dp(tass Uasyr) + ([P ()] oy [P (W)]ay)
dp(ta, [Pm(w)]a) < 2dp(ta,, Ua,,,)- (2.5)

Dado que u € F..(R"), a aplicagdo de nivel I, € continua sobre [0, 1] e portanto uniformemente
continua sobre [0,1], assim, para todo ¢ > 0 existe um § > 0 tal que se |o; — ;11| < J entdo
dp(ta,; Ua,,,) < eparatodoi = 0,--- ,m—1.Como AP,, = max{|a;;1—as| : i =0,--- ,m—1} —
0 quando m — oo a parti¢do P,, satisfaz |«; — o 1| < 0 para qualqueri =0,--- ,m—1sem > M,
onde M ¢é suficientemente grande. Do anterior e da desigualdade (2.5) obtemos:

dp(Ueys [P (u)]a) < 2€

para todo « € [0,1] e m > M. Tomando o supremo para o € [0, 1] obtemos dy. (u, P, (u)) < 2¢ para
todo m > M. Como ¢ foi arbitrério, isto implica que lim,,, . doo(u, Prn(u)) = 0 como queria-se
mostrar. 0

O resultado anterior € uma generalizacio para dimensdes superiores do Teorema 5.8 presentado
em [53]. Como consequéncia imediata pode-se mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.3.6. ([74]) F.(R") = F..(R™) com respeito a métrica d..

Demonstragdo. Pela proposi¢ao 2.1.6, P,,(u) € F..(R") paratodo u € F.(R")em = 2,3,---.

Pode ser provado (ver [74]) que F..(R™) com a métrica doo é fechado. De fato, se u” 9> 1 com
uP € F..(R") entdo dado € > 0 existe n € N tal que doo(u?,u) < § para todo p > n. Para py > n
fixo, como u” € F..(R") existe 0 > 0 tal que se |a — 3| < ¢ entdo dj, (ul?, ujy’) < 5.

Pelo anterior, se |a — 3] < d e py é grande o suficiente temos que:

dh(uaa uﬁ) S dh(uon U'Z/;’O) + dh(u£07ugo) + dh(uzo)?? U/g)
< doo(u, uP) + % + doo (1, u??)

<€
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assim a aplicagdo de nivel de u é continua e por tanto u € F..(R").

Agora bem, pelo Teorema 2.3.5, para cada elemento u € F..(R") existe uma sequéncia de ele-
mentos P,,(u) € F.(R™) que convergem a u na métrica d... Os comentdrios prévios implicam que

ch(Rn) = fcc(Rn) O

O Teorema anterior foi provado por Rojas-Medar et. al. em [74], usando polindmios de Bernstein
multivalorados e o Teorema de aproximacao de Vitali para multifungdes. Nossa prova € muito mais
simples e intuitiva pelo uso dos conjuntos fuzzy poligonais.

Para finalizar esta subsecdo, mostraremos que quando consideramos a métrica Dy, e parti¢cdes
uniformes, a aproximacao poligonal de um elemento u € F.(R) converge a u, ainda que u ndo tenha
aplicacao de nivel continua.

Teorema 2.3.7. Sejam u € F.(R) e {Pn,}m=123.. asequéncia de particoes uniformes de [0, 1], tal
que i1 — oy = %paraz’ =0,...,m — 1. Entdo

lim Dy(u, Py (u)) =0

m—0o0
Demonstra¢do. Vamos provar que a aproximagdo poligonal P,,(u) converge para u com respeito a
métrica dy com f; = f, = 1 e usaremos a equivaléncia das métricas, estabelecida no Lema 1.2.15,
para obter a convergéncia desejada na métrica Dy. Usaremos também o Lema 1.3.6 do capitulo ante-
rior.

Consideremos a fun¢des de pontos extremos de P,,,(u), isto €, as fun¢des [Py, (u)]; € [P (u)], tais

que

[P (w)]a = [P (w)]i (), [P (w)] ()]

para cada o € [0, 1].

Pela defini¢do de P,,(u), como combinagéo convexa por partes dos cortes de u, temos que as
fungdes [P, (u)]; € [P (u)], sdo as aproximagdes trapezoidais de u; e u,.. Usando a notagdo do Lema
1.3.6, temos de fato que

[P ()l = G (wr)

[Prn(w)]r = Gar(uy).

Como as fungdes v; € u, sio mondtonas, podemos concluir do Lema 1.3.6 que ||u;— [P, (u)];]|3 —
0e ||u, — [Pn(u)],]|3 — 0 quando m — oco. Isto impica que

d}(u, Prn(u)) = |[ur = [P (2 + [[r = [Pr(w)]: ][5 — 0

quando m — oo e, pela equivaléncia das métricas dy e [y, obtemos que

lim Dy(u, Pp(u)) =0

m—r0o0
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2.3.2 Transformacao e aproximacio poligonal em 7, -(R).

Antes de definir a aproximagao poligonal P,, para elementos em F. »(IR), vamos definir para cada
elemento u € F.2(R), uma aproximagio usando elementos de F.(R).

Definicdo 2.3.8. Seja ¢ € (0,1]. Parau € F,5(R), definimos o j—truncamento de u, denotado por
Ts5(u), como

U, se 0<a<l
T(w)a =14 ° S 2.6
7w {U5 se 0<a<i. (26)
Note que 75 : F.2(R) — F.(R).
Lema 2.3.9. A aplicacdo Ty : F.2(R) — F.(R) é linear para cada 6 € (0, 1].
Demonstragdo. Sejam A € Re u,v € F.2(R). Temos que
AU]q d<a<l, o + Ay d<a<l,
Tout Aol = {0 TN se 0 @S L Jua b A, se 05 2.7)
[u+Mv|s se 0<a<oy, us + Avs se 0<a<y,
e assim
[Ts(u + Av)]a = [T5(u)]a + AlT5(0)]a-
0

Proposi¢ao 2.3.10. Se u € F,»(R) entdo Dy(T5(u),u) — 0 quando § — 0.

Demonstragdo. Vamos provar que T5(u) converge a v com respeito a métrica dy com f; = f, =1, e
usaremos o Lema 1.2.15 para concluir a convergéncia com respeito a Dy. Note que paratodo A € Re
u, v € Feo(R) dp(u+X, v+ ) = ds(u,v) e Ts(u+A) = T5(u)+ . Pelo anterior, podemos considerar
que u estd centrado em zero, isto é, podemos considerar sem perdida de generalidade que mid,, (1) = 0
e que u,(1) > 0, u(1) < 0 (caso contrario, basta com considerar u + A com A = —mid,(1)).

Pela monotonia de u; e u,., temos também que u,. (o) > 0 e u;(«) < 0 para toda « € (0, 1]. Como
ur(a) > u,(6) para a € (0,9) e u,, > 0, segue que

Jur (@) =, (0)] = ur(@) = ur(9) < (@) = fur(a)].

De forma anédloga obtemos que, como u;(«) < 0 e uy(a) < uy(d) para v € (0, 9).

(@) — w(9)] = —w(a) + w(d) < —w(a) = [w(a)l.

As inequagdes anteriores vao nos permitir fazer uma estimacao de d?(fg(u), u). Da definigdo de
T5(u) temos que

§ 5
d?('ﬁ;(u),u) —/0 |ul(oz)—ul(5)]2da+/0 lu () — u,(6)]*de
1 é
S/o |ul(oz)|2da+/0 u, (o) |Pder.



2.3 Transformagao e aproximacgao poligonal 39

Como estamos considerando u € F.5(R), as fungdes mid, e spr, pertencem a L?(0,1] assim
como as funcdes u; e u,. Sendo assim, as integrais anteriores vao para zero quando 6 — 0 pois
1 1
Jy Jw(@)Pda < oo, [, |w(a)Pdo < co.
Pela equivaléncia entre as métricas dy e Dy, segue que Dy(7T5(u),w — 0) quando § — 0.
U

Usando a no¢do de d—truncamento podemos extender a nocdo de aproximagdo poligonal para
elementos de F.»(R) com 0—corte ndo limitado.

Definicdo 2.3.11. Para uma particio fixa P, : 0 = g < oy < ag < -+- < oy, = L e u € F.2(R)
definimos a transformacéo poligonal P,, : F.5(R) — F.p, (R) como

) P(u) se wup € K(R)
Pl = {Pmml(u)) se ug & K(R)

Lema 2.3.12. A transformagdo poligonal extendida Py, : F.2(R) — F.p,, (R) definida em 2.3.11 é
linear.

Demonstragdo. Note que para u,v € F.o(R) o suporte [u + v]y € ndo limitado se e somente se g ou
Vo € ndo limitado. L]

Proposicdo 2.3.13. Sejamu € F.5(R) e Pp, : 0 =g < oy < g < -+ < auy, = 1 a sequéncia de
particdes do intervalo [0, 1] tais que o;y 1 — «; = % paratodoi =0,--- ,m — 1. Entdo

lim Dy(u, P (1)) = 0.

m_; 00

Demonstracdo. Se uy € K(R) o resultado desejado é justamente o Teorema 2.3.7. Se ug ¢ KC(R)
entdo P,,(u) é a aproximagdo poligonal de truncamento 7y, (u), isto é, Py, (u) = P, (71 (u)). Pela
defini¢do de P,,(u), como combinagio convexa por partes dos cortes do truncamento 71 (u), temos

n

que as fungdes [P, (u)]; € [P (u)], sdo as aproximagdes trapezoidais de [71 (u)]; e [T1 (u)],. Usando
a notacdo do Lema 1.3.7, temos que: " "

[Prn(w)li = Gar(w)

[P (W] = Gar(uy).

Como as fungdes u; € u, sdo mondtonas, podemos concluir do Lema 1.3.7 que
|| — [P (w)]i]|3 — 0 € ||u, — [Pn(w)],]|2 — 0 quando m — oo. Isto impica que

df (1, Prn (1) = |[ur = [Pon (2 + [[ttr = [Pra(w)]s][3 = 0

quando m — oo €, pela equivaléncia das métricas d; e Dy, obtemos que

lim Dy(u, Py (u)) =0
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2.3.3 Convergéncia de familias de conjuntos fuzzy

Outra consequéncia do Teorema 2.3.5 estd relacionada com os limites de conjuntos no sentido
de Painlevé-Kuratowski. Lembremos que se (D,),ey € uma sequéncia de subconjuntos num espago
métrico entdo os limites superiores e inferiores no sentido de Painlevé-Kuratowski estdo definidos
como

limsup D, = {z € X : = lim 2,7, € Dy, }
q—00 J—roo

liminf D, ={z € X : 2 = lim z,, 2, € D},
q—00 q—00
isto €, se considerarmos sequéncias (z,) com z, € D, entdo lim sup D, contem os pontos de acu-
mulugdo das sequéncias e lim inf D, contem os pontos de convergéncia. Temos que lim inf, .., D, C
limsup,_, ., Dy
Uma sequéncia (D,) convergea D, D C X no sentido de Painlevé-Kuratowski se lim sup,_, ., D, =

. - . K
liminf, ,., D, = D e neste caso usamos a notagdo D = lim, ., D, or D, — D.

Corolario 2.3.14. Seja { Py, }m—23... uma sequéncia de particées de [0,1], Py, : 0 = ap < a1 <
ay < -+ < Qy, = 1 tais que AP, — 0 quando m — o0 e D C (Fee(R"),ds) = Fee(R™). Temos
que D C liminf,, ,., P, (D).

Demonstracdo. O resultado é uma consequéncia do Teorema 2.3.5 e da defini¢do de lim inf,, oo P, (D).
O

Corolario 2.3.15. Seja {P,,}m—23.. a sequéncia de particées de [0,1], Py, : 0 = ap < oy < g <
oo < ap = ltal que 0y — oy = L parai = 0,--- ,m —1eD C (F.2(R),Dy). Temos que
D C liminf,, o P (D).

Demonstragdo. O resultado € uma consequéncia imediata da Proposi¢do 2.3.13 e da definicao de
lim inf. O

Quando o conjunto é fechado com respeito a métrica d., e equicontinuo por niveis (veja defini¢cao
1.2.10) se tem a igualdade.

Proposicdo 2.3.16. Se um conjunto D C (F..(R"),dw) € fechado e equicontinuo por niveis em
0,1] e {Pp.}m=23,.. € uma sequéncia de particoes de [0,1], tal que AP,, — 0 quando m — o0
entdo lim,, o, Pm(D) = D.

Demonstragcdo. Levando em consideragdo o Coroldrio , € preciso provar sé que

limsup P, (D) C D.

m—ro0

Seja z € limsup,,_,.. Pm(D) e € > 0. Pela hipoteses de equicontinuidade por niveis para D e a
compacidade de [0, 1], existe 0 > 0 tal que se o, € [0, 1] e | — 3| < J entdo dj,(ua, ug) < § para
todou € D.
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Seja M € N suficientemente grande para que AP,, < ¢ param > M. Como
x € limsup P, (D),
m—0o0
existe uma quantidade infinita de elementos da forma P, (u) comn € Ne u € D tais que
€

Consideremos um daqueles elementos em particular, digamos P, (v), tal que do (2, Pp(v)) < §
paran > M e algum v € D. Pela desigualdade (2.5) no Teorema 2.3.5, sabemos que Vu € F.(R") e
m € N temos que

dh(uou [Pm(u>]a) S th(uau uai+1) VOé € [07 1]
e algum o; < a < 4.

Assim, para o elemento P, (v) em particular temos que

dn(Vas [Pn(v)]a) < 2d,(va,, Uai+1)7
Vo € [0,1],e comon > M temos também |, — 1| < 8,i8t0 &, dp, (Va, [Pn(v)]a) < 2dk(Vay, Vayy,) <
¢ para tudo o € [0, 1].

Tomando o supremo sobre « € [0, 1] obtemos

doo(0, P (0)) < 5.
A desigualdade anterior mostra que
oo (,0) < dog(r, Po(0) + (0, Pu(v)) < 5 45 = ¢

para algum v € D. Como € > 0 foi arbitrdrio a tltima desigualdade estd indicando que x € D = D
e concluimos que limsup,, .. Pm(D) C D.

]



Capitulo 3

Melhor aproximacao poligonal em F,.(R)

Muitas aplicacdes ou técnicas usando a teoria fuzzy, requerem aproximar um nimero fuzzy dado,
por um nimero fuzzy com algumas caracteristicas especificas, com fungdes de pertinéncia simples,
ou faceis de interpretar (veja por exemplo [6], [43], [16], [21],[17] ).

Muitas vezes, € suficiente considerar a aproximac¢do de um ndmero fuzzy com ndmeros fuzzy
triangulares ou trapezoidais. Como esta aproximacao pode ser feita de muitas formas, € preciso esta-
belecer algum critério adicional para garantir que aproximacao seja razodvel em algum sentido. Uma
das ideias naturais é considerar uma aproximacgao que seja a mais préxima do nimero fuzzy original,
com respeito a alguma distancia dada.

Neste sentido, sdo muitos os trabalhos relacionados com a melhor aproximacao triangular ou tra-
pezoidal de um nimero fuzzy com ou sem condicdes adicionais ( veja por exemplo [1], [2], [10],
[201, [7], [19], [41], [40] e [64] para uma revisdo completa do assunto).

Ademais de procurar por uma aproximacao Otima com respeito a alguma métrica, em algumos
casos € desejavel que aproximacgdo possua certas propriedades ou que algumas caracteristicas do nu-
mero fuzzy original sejam preservadas. Entre os criterios considerados, espera-se que a aproximagao
seja invariante por traslacdes ou mudancas de escala, ou que alguns dos conjuntos de nivel da apro-
ximacgado coincidam com os respectivos conjuntos de nivel do nimero original([41], [42]).

E interesante notar que em mais de uma ocasido ([7], [3], [42], [10], [9], [8], [18]) foi necesario
fazer correcdes e revisdes de resultados publicados na drea, pois os algoritmos de aproximagdo pro-
postos, ndao forneciam um nimero fuzzy trapezoidal ou sequer um niimero fuzzy como resposta.

Neste capitulo consideraremos o problema da melhor aproximacdo trapezoidal de um nimero
fuzzy, como um caso particular de uma abordagem mais geral. Consideremos uma métrica d sobre
F+(R). Dado um elemento A € F.(R) e uma familia de conjuntos fuzzy M C F.(R), o problema da
melhor approximagao de A por elementos de M com respeito a métrica d € o seguinte problema de
minimizacao

Minimizar f(B) =d(A,B) sa Be&€ M.

42
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Este problema é também denominado de problema de projegdo sobre M e denotamos por Py, (A)
o conjunto solugdo. Note que o conjunto solucao depende da métrica d e pode ser vazio ou ter mais
do que um elemento.

Usando os desenvolvimentos feitos no capitulo anterior, consideraremos o problema da melhor
aproximagao poligonal de um nimero fuzzy com respeito a familia de métricas d definidas por

d5(A, BY? = / fi(@)| A(a) — Bi(a)Pda + / £(@)|Ar(@) — By(a) *da

para A, B € F.(R) com f; e f, fungdes integraveis, ndo-negativas, ndo-decrescentes sobre [0, 1]
tais que fo fila)da > 0, fo fr(a)da > 0.

Na primeira sec¢do estudaremos a funcdo distancia entre um ndmero fuzzy e um nimero fuzzy
poligonal. Na segunda se¢do, discutiremos propriedades gerais do problema da melhor aproximacao,
bem como alguns métodos de solu¢@o. Consideramos os casos de restri¢des adicionais para preserva-
¢do de intervalo esperado ou preservagdo de conjuntos de nivel do nimero fuzzy original. Finalmente,
mostraremos que algumas das propriedades de invariancia apresentadas na literatura sobre a melhor
aproximacao trapezoidal, sdo independentes da métrica ou da unicidade da aproximacgdo e dependem,
de fato, da invariancia da familia M, com respeito a operacdo considerada.

3.1 Funcao Distancia

Dado A € F.(R) fixo, defina-se a fungdo distancia de A por g4(D) = ds(A, D), D € F.(R). O
préximo lema € uma ferramenta técnica para o calculo das distincias entre nimeros fuzzy.

Dada uma parti¢do fixa P, : 0 = g < 1 < ap < -++ < @, = 1, uma fungdo G : [0,1] — Re
A € [0, 1], definimos A;G () como:

AzG()\> = G(Oéz + )\(OéH,l — Ck@))
parai =0,1,...m — 1, e definimos também AG(\) como:
AG(N) = [AgG(N), A1G(N), ... A GV

Lema 3.1.1. Considere uma particdo fixa P, : 0 = ap < a1 < ag < -++ < am = 1 e fungoes

h.k, f : [0,1] — R integrdveis. Se considerarmos a fun¢do Ny (h, k) fo |h(a ()| f(a)da
entdo temos que:

Ny(h, k) = /0 1[Ah()\) — AEW]TTHN)[AR(N) — Ak(N)]dA
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Lp(A) =

-(Oél — ()éo)Aof()\) 0 0 0 0 ]
0 (Ozg - O[l)Alf()\) 0 o --- 0
0 0 (Olg — &Q)Azf()\) 0 0

i 0 0 0 0 (om—am1)An1f(N)

Demonstragcdo. Observemos que

1

Ni(h k)= [ [h(a) — k(@)Pf(a)da

S—

1

3
|

[ Iht@) - k@) Pfa)d

o

7=l

a—ay
ojp1—ay’

Fazendo em cada integral a mudanga de varidvel A\ =
do = (41 — a;)d)\ temos

isto é, a = q; + )\(ai—l—l — O-/i) €

3
L

@
I
o
N
>

Ny(h,k) = ‘ (qip1 — ai)[h(ei + AMaipr — @)

— kﬁ(@z + A(ai-i-l — ai))lzf(ai + )\(ai—i-l — Oél))d)\

[y

1m—

= /0 . (tig1 — )| Ah(A) — Aik(N)2PAif(N)dA.

Da expressao anterior e da defini¢do de Ah(\), Ah(\) e I'f(\) obtemos imediatamente que
1
N¢(h, k) = / [AR(N) — Ak(N)] T (V) [AR(N) — Ak(N)]dA. (3.2)
0

[l
Note que a expressado (3.2) pode ser escrita numa forma expandida como:
1 1
Ny(h ) = [ (BRTTANISRAI -2 [ [AROTTS AR
0 0

+ /0 [AEN)])TT (M) [AK(N)]dA.

Agora podemos obter uma férmula explicita para a distdncia entre um nimero fuzzy e um nimero
fuzzy poligonal.
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Proposiciao 3.1.2. Sejam A € F.(R), Z € Fop,,(R)comP,, : 0 =ap <oy <ag < -+ <y, =1
e E(Z) =z = (2, 2,) € R*™Y q identificacdo em pontos extremos de Z. Entdo,

ga(Z) = d3(A, Z) =v" 2+ 2" Nz 4+ d3(A,0),
com v um vetor e N uma matriz semidefinida positiva.

Demonstragdo. Da defini¢do da métrica d; temos que

(A, 7) = /\A, ~ Zi) o da+/ A (@) — Z,() 2, (a)da

Assim, aplicando o Lema 3.1.1 obtemos

d?(A> Z) = gl(Zl> + gr(Zr)
onde
a(Z) = [ 1A = AZOITH (A4 - AZ ) (3:3)

0 (2) = [ IA) = AZWITLAA ) = AZ ()] G4)

Analizemos inicialmente na fung¢do ¢;(Z;). Usando o fato de que Z é um nimero fuzzy poligonal
é possivel escrever g(Z;) em termos da representacdo finito dimensional de Z, denotada por F(Z) =
z = (z,2) € R*™+Y De fato, note que, como Z é um niimero fuzzy poligonal, temos que para
A\ = ai‘:%i, Niz(N) = Zy(a; + Mo — @) = (1= Nz (@) + Az(i + 1) parai = 0,...,m — 1.

Obtemos assim que

AZ[ = [(1 — >\)Em + )\Eo]zl == HZ(A)ZZ

onde H;(\) = (1 — N E,,, + AEy e E,, e Ey sdo matrizes m x (m + 1) correspondentes & operagdo
de eliminar a dltima e a primeira componente de um vetor em R™"!, respectivamente.

Logo, usando a equagdo (3.3) obtemos

9(Zy) :/0 [AA(X) = Hi(N)2) T, (W[AA(N) — Hi(X)z]dA
- / AAN]TT 3 (VA4 NN — 2 / AAN]TT () Hy(A) z]dA

v T 5 () HO) 1A

gl(Zl) = 91(0) + Uz 21+ 2 NzZz

com N; = [} [Hy(N)]"T 5, (\)Hy(A\)dX and vff = —2 [[AA;(N)]T 1, (\) H;(\)dA.
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Esta integracdo matricial é considerada como uma integragdo termo a termo. Note que como f;
na defini¢do da métrica d; é ndo negativa, entdo a matriz I'y,(\) é semidefinida positiva para todo
A € [0, 1] e portanto a matriz N; obtida por integragdo é também semidefinida positiva.

Um procedimento similar pode ser aplicado para a funcéo g,(Z,), bastando observar que, como
estamos considerando z, = (Z,(m), Z,(m —1),--- , Z,(0)), um realinhamento de varidveis é neces-
sario.

Obtemos entdo

9:(Z) = g:(0) + vy 2 + 2 Noz,

com N, = J2[H, (V|70 (N (N, oF = =2 [ A ()]TT;, (V) H, ()dA e
H,.(A\) = ((1 = X)E,, + \Ey)R onde R ¢ a matriz de realinhamento dada por

0o 0 --- 1
0 --- 1 0

R=|. .
100 (m+1)x (m—+1)

Note que a matriz N, é definida positiva.
Porfim tem-se a seguinte expressao:

9a(2) = g(Z)) + 9.(Z,) = ga(0) + v 2+ 2T Nz = vl 2 + 2NTz + dfc(A, 0) (3.5)

N,
0 N,

T ,T

com N = { ] matriz semidefinida positiva e v = [v}', vT] como desejado.

Corolario 3.1.3. A fungdo d7(A, Z) = ga(z) é uma fungdo convexa.

Demonstragdo. O resultado segue-se do fato de que a matriz NV € semidefinida positiva e da Proposi-
¢do 2.2.2. O

3.2 Melhor approximacao poligonal

Vamos estudar o problema de melhor approximagao poligonal com respeito a métrica ponderada
dy, isto é, dado um ndmero fuzzy A e uma parti¢do P, de [0,1] consideramos o seguinte problema:

minds(A,Z) sujeitoa Z € F.p, (R). (3.6)
Podemos considerar o problema equivalente
min d}(A,Z) sujeitoa Z € Fop,(R)

que tem exatamente as mesmas solugdes que o problema original.
Usando a identificagdo em pontos extremos e a identidade estabelecida em (3.5) sobre a funcdo
distancia, obtemos de imediato o seguinte importante resultado.
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Teorema 3.2.1. Para A € F.(R), o problema 3.6 da melhor aproximagdo poligonal com respeito a
métrica dy é equivalente ao seguinte problema de otimiza¢do quadrdtico de dimensdo finita:

min ga(z) sujeitoa Bz >0, 3.7)

onde ga(z) é como na identidade (3.5) dado por

9a(Z) = g(Z)) + 9:(Z,) = 9a(0) + "z + 2" Nz = vz + 2N"z + dj(A, 0),
e z corresponde a representacdo via pontos extremos do niimero fuzzy poligonal Z.

A proposicao anterior e o Corolario 3.1.3 permitem aplicar a teoria de otimizac¢do convexa para o
problema da melhor approximagao poligonal 3.6.

Corolario 3.2.2. A melhor aproximagdo poligonal de um niimero fuzzy com respeito a dy sempre
existe.

Demonstracdo. E sabido que, para um problema de otimizicdo quadrético com matriz semidefinida
positiva, se existe algum ponto factivel e se a fungdo objetivo € limitada inferiormente no conjunto
factivel entdo existe um minimizador global (este resultado é conhecido também como Teorema de
Frank-Wolfe). No caso da aproximacgao poligonal, o conjunto factivel é nao vazio (qualquer vetor z
correspondente a representacao por pontos extremos de um numero fuzzy poligonal estd no conjunto
factivel) e a fungdo objetivo € limitada inferiormente por zero pois ga(Z) = d*(A, Z), assim, o
problema 3.6 sempre tem solugdo. [l

Corolario 3.2.3. O conjunto de aproximacdes poligonais de um niimero fuzzy A, é um conjunto
convexo, assim, o problema da melhor aproximagdo tem solugdo inica ou infinitas solugoes.

Demonstracdo. Para programas quadraticos com matriz semidefinida positiva o conjunto solugado é
convexo (veja por exemplo o Teorema 4.4 em [50]). Assim, o conjunto solugdo, € vazio, ou tem um
Unico ponto, ou tem uma quantidade nao enumeravel de solugdes. Para o problema quadrético equiva-
lente ao problema de melhor aproximacao, temos que a matriz € semidefinida positiva e no Corolario
3.2.2 temos provado a existencia de solucdes, assim o resultado desejado segue como conseqiiéncia
da equivaléncia dos problemas e o Teorema 2.2.6. [

Mais detalhes sobre otimizagdo convexa ou quadrética podem ser achados em [50], [15] ou [67].

3.3 Melhor aproximacao poligonal com restricoes adicionais

Nesta sec¢ao consideramos o problema da melhor approximacao de um ndmero fuzzy por nimeros
fuzzy poligonais com restri¢des associadas a preservacdo de caracteristicas do numero original. Em
[11,[2], [7], [19], ou [40] a questdo € considerada com relacdo a aproximacao trapezoidal ou triangular.

Mostraremos que para a aproximagao poligonal, algumas destas restri¢cdes podem ser introduzi-
das no problema quadratico equivalente (3.7), como restricdes convexas simples e portanto o novo
problema de aproximacdo € ainda um problema quadrético convexo.
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3.3.1 Melhor aproximacao poligonal de nameros fuzzy preservando cortes.

Dado um nimero fuzzy A, uma particdo P,, e o € [0, 1], vamos considerar o problema da melhor
aproximacdo Z de A tal que Z, = A, com Z € F.p, (R), isto é,

minds(A,Z) sujeitoa Z € F.p,(R) e Z,=A,. (3.8)

para algum « € [0, 1].

Consideremos inicialmente o problema da melhor aproximagdo poligonal de A preservando o
corte «;, para algum «; na parti¢do P,,.

Usando a identificacio por pontos extremos z € R2™*1) de um nimero fuzzy poligonal Z,
a restri¢do adicional necessaria para garantir que o nivel «; seja preservado € dado pela seguinte
expressao

Z(]) :Al(aj) Z<2m+2_j):Ar(aj)>
a;)

: ef Al(ay
que pode ser escrito como ();z = bcom Q; = | ;7 eb= Al

L . ] 62m+2—j T(aj>
ej= € o vetor unitario com 1 na posi¢@o j.
Agora, se procurarmos a melhor aproximacdo de A em F.p, (R) preservando o nivel o com
a; < a < aj41 entdo a restricdo necessdria pode ser escrita como (), = b com

]paraj—(),...,m,onde

Qo = (1 =N)Q; + AQjy1,
Ay(a)

_ (o) _
M) = Gran €0 = {Ar(a)}
Em qualquer caso, as novas restri¢des s@o lineares e por tanto o problema € ainda um problema

quadratico convexo.

3.3.2 Melhor aproximacao poligonal com restricao do intervalo esperado.

Para um ndmero fuzzy A = (A;, A,) definimos o intervalo esperado por

BI(A) = /0 " A()da, /0 " A(0)dal.

E possivel considerar o problema da melhor aproximagio de A por um ndmero poligonal Z com
o mesmo intervalo esperado, isto é, E1(Z) = [fol Z(), fol Z.(a)] = EI(A).

Consideremos um caso mais geral, em que a restri¢do € a igualdade entre o intervalo esperado de
Z e um intervalo arbitrdrio, isto é, F1(Z) = [a, b] para algum par a, b € R fixo.

Neste caso temos que
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=)
Il
S—

1 m—1 Qit1
Zi(a)da = Z/ Zi(a)da
i=0 v i

3

1
(vip1 — ) / Zi(o; + M1 — a;))d\ com a mudanca de varidvel o = o + M1 — ;)
0

I
N

[y

3

(i1 — @) /01 M) + (1= N Zy(i + 1)dA

I
1]

m—1
Qi1 — @ . .
= LQ)(ZZ@ + Zi(i + 1))
=0
1 T
= 5(041 — p, Qg — A1, .oy Uy — Q1) (B + Eo) 2
a=q (Ex+ Eo)z
em que ¢ = %(ocl — p, Qg — A,y ..y Oy — (1), € B, eFy sdo as matrizes m X (m + 1) cor-

respondentes a opera¢io de eliminar a tltima e a primeira componente de um vetor real em R™ "1,
respectivamente.

Com procedimento semelhante e levando em conta o realinhamento necessdrio, a parte da restri-
¢ao associada com o extremos b do intervalo tem a forma

b=q" (Ey + Eo)Rz,

0o 0 --- 1
e 10 .
onde R = |, .| é uma matriz de realinhamento (m + 1) x (m + 1).
1 - 0 0

Concliimos assim que, a nova restricdo linear necessdria para garantir que a aproximagao poligo-
nal tenha intervalo esperado igual a [a, b] é

Bz=d

T(E D
/ q (Eu + Eo) _ |21
com B’ = [qT(EM—i-EO)R ed= bl

! Approximacio poligonal preservando o valor e ambigiiidade
Para um niimero fuzzy dado A definimos o seu valor e ambigiiidade como:

1 1
Val(A) = /o alAj(a) + Ar(a))da Amb(A) = /0 a(4)(a) — Ar(o))da

A preservacdo destes pardmetros também pode ser considera dentro do problema de aproximagao poligonal e € possivel
encontrar uma restri¢cdo linear correspondente. Estas equacdes ndo sdo apresentadas aqui pois podem ser deduzidas de
forma idéntica usando a mudanga de varidvel o = «; + A(@;4+1 — ;) dentro da integral como foi feito anteriormente.
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3.4 Invariancia de propriedades na aproximacao poligonal de
nameros fuzzy

Virios trabalhos tratam o assunto da invaridncia da aproximacdo triangular ou trapezoidal de
numeros fuzzy por translacdes ou mudangas de escala (veja por exemplo [1], [2], [10], [64], [7],
[19], [40], [20]). Usando a notagdo P,;(A) para a melhor aproximacao de A por elementos de M, as
propriedades de invariincia que estamos considerando sdo:

parar, A\ € R, A # 0.
A seguir estebelecemos resultados gerais para este tipo de propriedade, incluso no caso em que a
projecdo ndo € dnica.

Seja (X, d) um espago métrico, A, B € X e M C X tal que P),(A) é ndo vazio paratodo A € X.

Teorema 3.4.1. Seja g uma aplicagdo bijectiva g : F.(R) — F.(R) tal que M = g(M). Se existe
uma fun¢do h : R — R cresciente, tal que d(g(A),g(B)) = h(d(A,B)), para A € X e B € M
entdo Py (9(A)) = g(Pu(A)).

Demonstragdo. Consideremos os seguintes problemas de minimizac¢ao:

(P1) minimizar d(g(A),B) sa BeM
(P2) minimizar h(d(4,97'(B))) sa BeM
(P3) minimizar d(A,Z) sa ZeM

Seja Z* uma solucgdo do problema (P3). Se B* = ¢g(Z*) ndo for uma solugdo do problema (P2),
entdo existe B € M tal que h(d(A, g7 (B))) < h(d(A, g~ *(B*))). Como h é cresciente temos que
d(A,g7(B)) < d(A, g Y(B*)) = d(A, Z*). Dado que g(M) = M temos que Z = g '(B) € M e
d(A,Z) < d(A, Z*). Mas isto contradiz a defini¢do de Z*. Portanto B* = ¢(Z*) é uma solugdo do
problema (P2).

Vejamos agora que se B* é uma soluc¢do do problema (P2), entdo Z* = ¢~ '(B*) é uma solu-
¢do do problema (P3). Se ndo for asssim, entdo existe Z € M tal que d(A,Z) < d(A,Z"). Fa-
zendo B = ¢(Z) e usando o fato de que a fungdo h € creciente, teriamos que h(d(A, g '(B))) <
h(d(A, g~'(B*))) o que contradiz a defini¢io de B*.

Como os problemas (P1) e (P2) sdo equivalentes pois pela hipéteses h(d(A, g~ (B))) = d(g(A), B),
os comentarios feitos sobre os problema (P2) e (P3) mostram que Z € Py (A) se e somente se
9(Z) = B € Py(g(A)),isto &, g(Pu(A)) = Prr(g(A)). [

Corolario 3.4.2. A melhor approximagdo poligonal de niimeros fuzzy é invariante por translacdo.

Demonstragdo. Tomando (X, d) = (F.(R),ds), M = F.p,,(R), afungdo g(A) = A+rcomr € R
h(x) = z, as hipdteses da proposi¢do anterior sdo satisfeitas e portanto o resultado segue. [

Corolario 3.4.3. A melhor aproximagdo poligonal é invariante por multiplicacdo de escalares ndo
nulos.
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Demonstragdo. Tomando (X,d) = (F.(R),dy), M = F.2(R), a fungdo g(A) = AA, com A € R
A # 0 e h(z) = |z as hipéteses da proposi¢do anterior sdo satisfeitas e obtém-se o resultado
desejado [

Note que os Corolarios 3.4.2 e 3.4.3 sdo validos também para as métricas d, € Dy, uma vez que
mostro-se que a invariancia da melhor aproximacgao € independente da métrica e s6 consequéncia da
invariancia da familia M com respeito a translacdes e multiplicac@o por escalares nao nulos.



Capitulo 4

Um modelo de regressao linear com variaveis
Fuzzy

Modelos de regressdao simples sao usados para expressar uma relacdo funcional entre uma varia-
vel dependente (varidvel resposta) e uma varidvel independente (varidvel explicativa) observadas num
experimento aleatorio.

Além da incerteza introduzida pela natureza estocdstica do experimento aleatdrio, pode aparecer
também imprecisdo quando as caracteriticas do resultado a serem observadas ndo estao delimitadas de
forma precisa. Quando a imprecisdo na quantificagdo das observacdes € formalizada usando conjun-
tos fuzzy, o elemento aleatdrio resultante € chamado de varidvel aleatéria fuzzy ([72]). As varidveis
aleatodrias fuzzy sdo usadas para modelar caracteristicas imprecisas como opinides, percepcoes de es-
pecialistas ou juizios onde a aritmética usual sobre F.(R) é adequada (veja por exemplo [22, 36]).

Modelos de regressdo no contexto fuzzy tem sido amplamente considerados (veja [65] para uma
revisdo ou [11, 32, 35, 57] para alguns desenvolvimentos mas recentes). Em [35], é analizado um
modelo de regressdo linear baseado na aritmética usual entre conjuntos fuzzy onde duas varidveis
aleatdrias fuzzy sdo relacionadas usando um parametro escalar.

Neste capitulo estamos interessados numa relagdo do tipo linear entre uma varidvel fuzzy e uma
variavel crisp considerando um parametro de regressao fuzzy. Uma fun¢do de ajuste similar tem sido
estudada em [27] mas € preciso ressaltar que, como acontece com outros modelos, (veja [35]) o pro-
blema de estimacao estatistica e o problema de ajuste numérico nao sao equivalentes. Isto € devido a
nao linearidade do espaco de nimeros fuzzy. Portanto € preciso uma metodologia diferente da apre-
sentada em [27].

Em [26] e [33] é considerado um caso particular deste tipo de problema, em que utilizam-se
somente nimeros fuzzy do tipo LR como varidveis resposta. No entanto, ainda ndo tem sido estabe-
lecidas condi¢des de existéncia bem como um método de solugdo para o caso em que os dados fuzzy
sejam mais gerais € ndo podem ser determinados sé por tres valores, como acontece com 0s nimeros
fuzzy de tipo LR.

Consideraremos o problema de estimacdo de quadrados minimos correspondente € mostraremos

52
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que este problema € equivalente com um problema de projec¢do sobre um conjunto fechado e convexo
num espago de Hilbert. Neste contexto é mostrada a consisténcia do estimador. E considerado e
estudado um método de solu¢do aproximado do problema de estimacdo, via aproximagdo poligonal
de numeros fuzzy.

4.1 Um modelo de regressao linear com variavel resposta fuzzy e
variavel explicativa real

Definicdo 4.1.1. Dado um espago de probabilidade (€2, .A, P), uma aplicagdo X : 2 — F.»(R) é uma
variavel aleatoria fuzzy (VAF) associada com (€2, .A), se para todo a € (0, 1], a aplica¢do de nivel o,
Xy 1 Q= K(R), com X, (w) = (X (w)), para todo w € €, é um conjunto aleatério compacto, isto &,
€ uma funcdo mensurdvel com respeito a o —algebra de Borel associada com a métrica de Hausdorff
em K.(R).

Nota 4.1.2. Uma VAF, pode ser definida de forma equivalente, como uma fung¢do X : Q@ — F.2(R)
Borel- mensurdvel quando considera-se F, 5(R) com a métrica Dy (veja [72], [23], [24], [37]).

Definicdo 4.1.3. Se X é uma varidvel aleatéria fuzzy tal que E'(max{| min Xy|, | max Xy|}) < +o0
a esperanca ou valor esperado de X', denotado por E(X) € F.2(R) € o tinico nimero fuzzy tal que

(E(X)),, = [E(min X,), E(max X,)]

para todo « € (0, 1].

Para mais detalhes sobre as VAF veja [71], [72], [23], [24] ou [37].

Neste capitulo, vamos considerar o seguinte modelo linear
Y=AX+E& “.1)

onde ), £ sdo variaveis aleatérias fuzzy , X é uma varidvel aleatéria real e A € F.o(R).

Se assumimos que E(E|X) = B € F.»(R), entdo a funcao de regressdo associada com (4.1) é
E(Y|X) = AX + B. (4.2)

O objetivo principal deste capitulo € estudar o problema de estimagdo dos parametros A e B em
(4.2), por meio de quadrados minimos com respeito a familia de métricas Dy, baseados numa amostra
aleatéria { X;, V;} ,, obtida por observagdes de (X, ))) em n unidades estatisticas.

Um modelo linear alternativo poderia ser dado por
Y =AX + B +¢, 4.3)

com E(e|X) = 1o (onde 1 denota a fungdo indicadora de conjuntos cldssicos), isto €, con-
siderando erros condicionalmente centrados em 0. Como acontece com o modelo em [35], pela ndo
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linearidade da classe de conjuntos fuzzy, este modelo implicaria que os erros seriam de valor real mas
ndo fuzzy, embora a funcdo de regressdo seja a mesma nos dois modelos. Assim, para considerar a
possibilidade de erros fuzzy, o termo independente deve ser incluido na formalizacdao dos possiveis
erros, como no modelo (4.1).

Da expressao (4.1) se deduz que os erros do modelo de regressao sdo a diferenca de Hukuhara de
Ye AX, isto é, se satisfazque £ = Y —, AX.

Outra forma de ver a necessidade de considerar a diferenca de Hukuhara € a seguinte. Ao consi-
derar que a amostra aleatéria {X;, );}; é obtida como uma série de observacdes de (4.2) estamos
assumindo que os dados obtidos estdo relacionados da seguinte forma

Se considerarmos a possibilidade de que os erros ¢; sejam fuzzy, vemos que a equacdo anterior
implica que
Y; —n Ax; existe para todo 7.

Ao considerar a existéncia da diferencia de Hukuhara ) —;, AX dentro do modelo, o problema de
minimizagao correspondente ao problema de estimagao pode ser escrito como

1 n
Minimizar =S D2(Y;, Az; + B
inimizar n; o z; + B)

sujeitoa B € F.»(R),Ae D
comD ={A¢c F.o2(R):Y,—px;A existe Vi=1,...,n}

4.4)

4.2 Estimador de minimos quadrados

Nesta se¢@o consideramos o Problema (4.4). Como as diferencas de Hukuhura Y; —;, Az; existem,
podemos usar as propriedades da métrica Dy (Proposi¢ao 1.2.16) para reescrever a funcio objetivo
de (4.4) da seguinte forma:

Dj(Y;, Az; + B) = Dj(Y; — Az; + Aw;, Az + B) = D (Y; —p, Ax;, B).
Assim, temos o problema de minimizagdo equivalente
1 n
Minimizar — Y D2(Y; —, Ax;, B
- ; o(Yi—n ) “5)
sujeitoa B € F.5(R),Ae D
comD ={A¢c F.o(R):Y,—px;A existe Vi=1,...,n}.
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A métrica Dy satisfaz a propriedade de Frechet (veja [35]), e portanto, para Vi, ..., V,, € F.2(R)
a fungdo g : F.2(R) = R,

o) = 37 DRV

é minimizadaem U =V = 15" V1.
Isto implica que o problema de estimagdo € equivalente a:

1 & -
Minimizar — Y D2(Y; —, 5;A,Y —, zA

sujeitoa A€ D.

Pelas propriedades da aritmética entre quantidades fuzzy e da diferenca de Hukuhara temos que
Y —p A=Y —; xA. Note que em geral v A # TA para A € F.»(R).
Do anterior, o problema de estimacao € reduzido a:

1 & -
Minimizar — D2(Y; — 5, AY —, A
w2 Do A @)

sujeitoa A € D.

'Isto pode mostrarse usando o fato de que a métrica Dy est4 associada com um produto interno num espaco de Hilbert.
De fato, se temos uma métric d associada com um produto interno entao

o) = - S (Vi 0)
i=1

1 n
~Y (Vi-UVi-U)
n <
=1
1 n n n

ﬁZ(WW—%Z(VuUWr%ZW,Uy

i=1 i=1

Assim, a fung@o g(U) tem os mesmos pontos de minimizagdo do que a fungdo —2 37" (V;,U) + L 3" (U, U) e
portanto, os mesmos pontos de minimizac¢do do que a fungéo

CRDIES NGRS oAt
i=1 =1
=(U,U)-2(U,U)+ (U,U)
—({T-U,T-U)
=d*(U,U),

que € minimizada em U.
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4.2.1 O conjunto factivel D

Nesta secao vamos estudar o conjunto factivel D do problema de minimizacdao 4.7. O conjunto
D, definido como D = {A € F.»(R) : Y; —, ;A existe Vi=1,...,n} pode ser escrito como

com D; = {A € F.5(R) : Y; —, ;A existe}. Vamos estudar inicialmente conjuntos similares aos
conjuntos D;.

Proposicio 4.2.1. Se Y € F.»(R), x € R entdo o conjunto
Q={AecF.2(R):Y —,zA existe.}

satisfaz as seguintes propriedades

a 0€@

b. Se A € Qentdo A+r € Q) paratodor € R

c. Se A1, Ay € Q entdo NAy + (1 — N)As € Q para X € [0, 1]

Demonstracdo. a. NotequeY —p,z-0=Y —, 0 =Y logo 0 € Q.

b. Se A € () entdo existe algum B € F.»(R) talque Y = xA + B parar € R,

Y=2A+B+ar—ar=x(A+r)+B—ar
e B—uare F.o(R),istoé, Y —, x(A+r)existee A+ 1 € Q.

c. Se Ay, Ay € ( entdo existem By, By € F.»(R) taisque Y = 24, + By eY = zA; + B,. Para
A € [0, 1] considere

A)\ :)\A1+(1 —)\)AQ B/\ :)\Bl+(1—)\)BQ

logo para A € [0, 1]

AN + By = 2AA; + .T(l — )\)AQ + AB; + (1 — )\)BQ
= )\(ZL’Al + Bl> + (1 — /\)(IAQ + Bg)
Y+ (1-NY =Y

e portanto AA; + (1 — N\) Ay = A, € Q.
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Lema 4.2.2. Se Y € F.(R), x € Rz # 0, entdo o conjunto
Q={AecF.2R):Y —p,zA existe},
¢é um subconjunto de F.(R).

Demonstragdo. Se Y € F.(R) entdo Y tem suporte limitado, isto €, Yy = Uae(o,1)Ya € limitado.
Portanto as dispersdes de todos os conjuntos de nivel de Y podem ser limitada por um mesmo valor,
isto €, existe M > 0 tal que spr,(«) < M para todo « € [0, 1].

Se A € (Q mas A ndo tem suporte limitado, isto €, Ag = Ua,e(0,114q ndo € limitado, entdo ndo €
possivel limitar todos os niveis de A simultdneamente, isto é, para cada N > 0 existe a € (0, 1] tal
que spr,(a) > N.

Em particular para N = % existe algum nivel « tal que spr () > A > rrlo)

ial E isto €,

spry (@) < |z[spry(a) = spr, ().
Mas o anterior é um absurdo pois pelo Lema se a diferenca de Hukuhara Y —j x A existe entdo

spry () > spr 4 (a).
Concluimos assim que A tem suporte limitado e assim D C F.(R). [

Lema 4.2.3. Se Y € F.»(R), = € R entdo o conjunto
Q={AecF.2(R):Y —,zA existe},

é fechado em (F.2(R), d), para qualquer métrica d sobre F.5(R) que satisfaza as seguintes condi-
coes

o (F.2(R),d) é completo,

* Para todo x € R a aplicacdo U — xU é continua com respeito a d,

« AU, V) <dU+ W,V 4+ W),

s dU+V,W+2Z)<dUW)+dV,2),
para todo U, V. W, Z € F.5(R).
Demonstragdo. Consideremos a sequéncia A, € Q paran = 1,2,... e A € F.»(R) tal que

A, — A. Pela hipéteses de continuidade da multiplicagdo escalar com respeito a d, temos que
zA, — TA.

Como A, € @ segue que Y —; xA, existe paran = 1,2,.... Pela Proposi¢do 1.4.1 temos que
Y —, A existe e consequentemente A € (). O]

Da Proposicao 1.2.16 temos que a métrica Dy satisfaz as hipdteses da proposi¢cdo anterior € por-
tanto o conjunto D; é fechado para cada i. Assim, D = N}, D; é fechado em (F,.2(R), Dy). Do
Lema 4.2.1 e o fato de que a intersecdo finita de conjuntos convexos € convexa, concluimos que o
conjunto D € convexo. Pela isometria ¢ em 1.3.8 os dois comentarios anteriores nos levam ao seguinte
resultado:

Corolario 4.2.4. O conjunto ¢(D) é convexo e fechado em Hy = (L*(0,1] x L*(0,1], <, >¢)
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4.2.2 Problema de quadrados minimos como um problema de projecao

Nesta se¢@o mostraremos que o problema de quadrados minimos 4.7 pode ser considerado como
um problema de projecdo sobre um conjunto convexo e fechado de um espaco de Hilbert.

Proposicao 4.2.5. O problema de quadrados minimos (4.7) é equivalente a um problema de projecdo
sobre um conjunto convexo e fechado no espaco de Hilbert Hy.

Demonstracdo. A seguir usaremos <,> e || - || para o produto interno e a norma usual em L2
Consideremos de novo a fungdo objetivo a ser minimizada:

] — -
f(A) = - E;Dg(Yi —n 3 AY — TA).

Usando as propiedade das fun¢des mid e spread estabelecidas em 1.2.7, podemos obter:
1 S —
A)=— Di(Y; —p 2 AY — A
fA) =~ ; g(Yi —n n v A)
_! i ||midy, — 2;mid4 — midy + Zmid4||?
n — i 2 Y

1 —
03 [Ispry, — lailspr — spry -+ [o]spr
=1

f(A) = fi(A) + 0f2(A).

A fungdo f»(A) na expressdo acima satisfaz

1 ¢ —
foA) =2 Ispry, — lailspry — spry -+ [afspry |
=1

1 & — —
= Z <8pryi — |zi|spry — spry + |z[spr 4, spry, — |z;|spry — spry + ImISprA>
=1

] — 1 _ -
= 3 (spry, — laalspra,spry, — [ralspr) + - > (spry — [elspr, spry — Telspr
=1 =1

2 — -
= =3~ (spry, = [ailspr.spry — [espr )
=1

1 « — —
= =3 (spry, — lailspr,, spry, — [aslspra) — (spry — [zlspr., spry — [zlspr, )
=1

n

1 — 2
Jo(A) = > " (sbry;.spry;) -+~ S (spra,spra) = > Jai| (spry;, spry)
=1

i=1 =1

n

—9 JRE—
— (spry-, spry) — || (spry, spr) + 2|z {spry, spry) .
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Para encontrar os pontos de minimizacdo da fungdo f,, podemos desconsiderar os termos inde-
pendentes de A, ou seja, minimizar f, é equivalente a minimizar

1 — 2 — — 9 _
=3 (spra,spra) — 3 feul {spry,.spra) — fal” {spra.spra) + 2[e] (spry, spry)
=1

=1 i=

equivalente a

1 ., -
ﬁ ZI‘? - ‘LU| <SprA7 SprA> —2 <SprA7 ’%‘SPTY - \x|spr7> = 0-\293| <SprA7 sprA) —2 <SpI'A, U|z\,spry> )
=1

onde
n
2 1 2 T2
Olz) = § z; — ||
n “
=1

1 —
Tlalspry = > lailspry, + [«]spry-.
i=1
A soma de termos independentes de A ndo muda os pontos de minimizagdo, assim que minimizar
f2 € equivalente a minimizar

0oy (SPLAs SPTA) = 2 (SPL4; Tlafspry. ) + (Olalspry » Olalspry ) =

o o o

2 |[spry lz[spry \ 2 ||,spry

Ole) \ SPTa = = 5 »SPTa = = 53— ) = 0o ||SPTa = — 5 —
|| ||

2
|],spr
Spr — ITY

|

com aﬁﬂ # (. Concluimos entdo que minimizar f> € equivalente a minimizar

Com um argumento anédlogo, tem-se que a minimiza¢ao da funcdo f; é equivalente a minimizacao

2
. O mi . PPN - . . < e ~
de Hmld A— ’U—;Y e assim a minimizagdo de f(A) é equivalente 2 minimizagdo de
2
2
. O z,mid O|z|,spr
mldA—x—QIY +9 SprA_%
Tz @]

Oz, mi O\ z|,spr ~ o . . ~ ~ , .
Se fizermos S, = (T2, Z25™) entdio, f € Hy e a minimizagdo da fungdo f(A) é equivalente
z E1
a minimizagdo de

2

Temigy Olalsory ||| (4.8)

2 7 2

(midy4, spry) —
0
Em termos do Teorema 1.3.8 temos que
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Minimizar f & equivalente a minimizar ||¢(A) — S,||5.

Esta equivaléncia, implica que o problema de quadrados minimos (4.7) € equivalente ao seguinte
problema:
Minimizar ||(A) — S, |2
s.a. (4.9)
AeD.

Pela correspondéncia biunivoca entre um elemento A € F.5(R) e o par ¢(A) = (mida, spry), o
problema de quadrados minimos (4.7) € equivalente a

Minimizar ||h — SnHz
ca (4.10)
h € ¢(D).

com S = (U”+dy, U"‘%) € Hy. Por fim, pelo Corolério 4.2.4 o conjunto ¢(D) é fechado e convexo

v %l

em Hy e portanto o resultado segue. 0
Corolario 4.2.6. A solucdo do problema de quadrados minimos (4.7) existe e é unica.

Demonstracdo. A existéncia e a unicidade da projecdo de S,, sobre ¢(D) segue de resultados cldssi-
cos de projecdo sobre conjuntos convexos e fechados em espagos de Hilbert (veja por exemplo [58]).
Pela identificagdo dos elementos em F, 5(R) por elementos em Hy, conclui-se que a solugdo de (4.7)
existe e € unica. 0

Denotaremos por A’ o estimador obtido pela solu¢io do problema 4.7.

4.3 Consisténcia do estimador A’

Nesta secao mostraremos que, sob certas hipdteses, € possivel estabelecer um valor tedrico para o
pardmetro fuzzy A e mostraremos também a consisténcia do estimador A’ com respeito a este valor.
Para isto, é necessdrio introduzir um tipo especial de operador covariancia.

4.3.1 Um tipo especial de covariancia

Usando o conceito de valor esperado para um elemento aleatério num espago de Banach (ver por
exemplo [62]), definimos uma covariancia entre uma varidvel aledtoria real X’ e uma varidvel aleatdria
com valores num espago de Banach Z, por

cov(X,Z) = B(XZ) — E(X)E(Z). @.11)

Note que o elemento X' Z € o produto escalar entre a varidvel aleatéria X' e o elemento aleatdrio
Z, assim, este produto é uma varidvel aleatéria com valores no mesmo espaco de Banach do que o
elemento aleatértio Z. Esta covaridncia satisfaz
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1. cov(X, X A) = var(X).A para um elemento aleatério degenerado (constante) A € B

2. cov(X,cY +dW) = ccov(X,Y) + dcov(X, W) para c¢,d € R Y,V elementos aleatérios em
B e X uma variavel aleatéria real.

Para detalhes sobre elementos aleatérios em espacos de Banach ver [62].

4.3.2 Valor teorico de A

Nesta se¢cao mostraremos uma forma fechada para o valor A no modelo (4.1), usando a covarian-
cia definida na subsecao 4.3.1.

A identifica¢do de elementos em F 5(R) com um par de fungdes em L?, como foi estabelecido na
Proposi¢do 1.3.8, leva a pensar numa variavel aleatorias fuzzy ) como um par de varidvies aleatérias
(midy, spry,) com valores num espago de Banach. Com isto em mente, nota-se que, do modelo (4.1),
€ possivel obter os seguintes modelos envolvendo midy e spry;:

midy = Amidy + midg,

spry, = |X[spr, + sprg.
Suponha que F(midg : X') = midg e E(spr./X) = spry e assim

E(midy/X) = Xmid, + midg

E(spry/X) = |X|spry + sprp.

Suponha que var |X'| # 0, o que implica var X # 0. Suponha também que cov(X', midg) = 0 e
cov(|X], sprg) = 0.

Com isso temos que:

cov(| X, spry) = cov(|X], | |spr,, + spre) = spr., var || + cov(|X], spre) = spr, var | X

(¢

cov(X,midy) = cov(X, Xmids + midg) = spr, var X' + cov(X, midg) = mid, var X,
e portanto

cov(|X], spry)
var | X|

cov(§, midy)
var(X)

Spr, =

I‘IlidA =



4.3 Consisténcia do estimador A}, 62

De acordo com o Teorema 1.3.8, o que temos obtido é uma expressao fechada para ¢(A), isto é

(4.12)

¢(A) = (mida,spry) = S = (COV(Xamidy) cov(|X], Spry)>

var(X) 7 var(|X])

4.3.3 Consisténcia do estimador

cov(X,midy) cov(|X],spry)
var(X) ' var(|X])

Seja S o elemento em Hy dado por S = < > Lembremos que A} é obtido

via a projecdo de

Sp = (—l;nzldy : —'f,léSTY) sobre ¢(D).
. T

Como o conjunto D depende do tamanho da amostra, pasaremos a denotéd-lo por D,,, em que 0s
subindice n faz refreéncia a esta dependéncia.

Lema 4.3.1. O estimador A}, converge ao valor tedrico A quando n — oo da mesma forma em que
S, converge a S quando n — 0o

Demonstragdo. Estamos considerando que a amostra aleatéria {X;, );}", vem do modelo (4.1), e
portanto o valor teérico de A tem que pertencer sempre ao conjunto factivel D,, sem importar o ta-
manho da amostra, isto é, A € D,,. Esto implica que S = ¢(A) € ¢(D,,) e portanto S = Pyp,)(S5).

Agora, para todo n € N temos que:

do(A7, A) = [[0(A7) = o(Allo = [[Pona) (Sn) = Fona) (S)llo < {152 = Sl

onde a ultima identidade € obtida pela propiedade de ndo expansividade das projecdes sobre conjun-
tos convexos fechados em espagos de Hilbert.

Note que, embora o conjunto D),, depende da amostra, a desigualdade anterior ndo possui tal
dependéncia. Logo, dy(A?, A) converge para zero da mesma forma que ||.S,, — S||y converge para

zero quando n — oo.
[l

Pela proposic¢do anterior, para provar a consisténcia de A} ¢ suficiente considerar o comporta-
mento da seguinte expressao:

Ormidy  COV(AX,midy)

o2 var(X)

T

15, — Sll5 =

’ 4 Ola|,spry . COV(|X|,SpI'y)
var(| )

2
%jal

Sob condigdes tipicas de independéncia e idéntica distribuicdo, as leis cldssicas dos grandes nu-
meros permitem provar a convergéncia quase certa’ de o2 a var(X) e de 0|2x| a var(|X|), pois neste
caso, s6 estamos considerando as varidveis aleatdrias reais X', | X'| e as amostras aleatdrias x;, | ;.

ZPara varidveis aleatérias X, X;, Xs,--- diremos que a convergéncia de X, a X ¢é quase certa se
Pr (lim,,— oo X, = X) = 1 ou de forma equivalente se Pr ({w € Q| limy, 00 Xp(w) = X(w)}) = 1. Neste caso deno-

N q.c.
taremos a convergéncia como X,, — X
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Proposicao 4.3.2. Se X ¢é um espaco de Banach sepdravel e {V,} é uma sequéncia de elementos
aleatdrios independentes e identicamente distribuidos em X tais que E||V1|| < oo, entdo ||V —

E(W)|| &5 0, onde E(V1) é o valor esperado de Fréchet de V.
Demonstragdo. Veja [68] ou [37]. ]

Corolario 4.3.3. Sejam X, X1, X5, ...X,, varidveis aleatorias reais, identicamente distribuidas tais
que: var(z) # 0, E|X|? < oo. Suponha ainda que Y, Y1, ..., Y, sdo varidveis aleatdrias fuzzy identi-
camente distribuidas tais que E||Y||* < oo, Xmidy, X\midy, , ... X,midy, e Xspry, Xispry, , ... X,spry,
sdo independentes, entdo Dy(A%, A) ©5 0

Demonstragdo. O espago L?(0, 1] é separavel. Por hipotese temos que

Xmidy, Xmidy,, ... X, midy,

sdo elementos aleatorios independentes e identicamente distribuidos em . O mesmo ocorre com

A'spry,, X1spry, , ..., Spry, .

A condigdo E||Y||> < co garante que F|/midy||* e E||spry||* sdo finitas e portanto
E[|Y]|, El[midy||, E[|spry|],

sdo finitas. Isto implica a existéncia dos valores esperados £), EFmidy, Espry, (veja [68]). Como
E|X|? < oo segue que também E|X|, EX < oco. Aplicando a desigualdade de Holder aos produtos
A'midy e [ X|spr,, a existéncia de £(AX'midy) e E(|X|spry,) pode ser garantida.

Pela defini¢do de cov(X, midy) e continuidade das operacdes em o, miq,. € @ Proposi¢ao 4.3.2 nés
obtemos que

Ormidy  COV(X,midy) || g
5~ — 0.
o2 var(X)
Da mesma forma podemos concluir que
Olalspry cov(|X|, spry) 0 .

a|2m| var (| X))

isto &, ||S,, — S|l L5 0.
Pelo Lema 4.3.1, concluimos que Dg( A, A) 25 0.
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4.4 Um método de solucao aproximado

Nesta secao estudarermos um método aproximado para resolver o problema (4.7). A ideia con-
siste em considerar aproximacoes poligonais do conjunto factivel e da fung@o objetivo. Usando fer-
ramentas desenvolvidas ao longo do trabalho mostraremos que € possivel construir uma sequéncia de
problemas de otimiza¢do em dimensao finita que aproximam a solu¢do exata do problema.

Suponhamos que € possivel obter uma sequéncia de aproximacdes R,,, do conjunto factivel D tais
que, em algum sentido

D= lim R,,.

m—ro0

Suponha também que € possivel obter uma aproximacao S,,,, do elemento .S,, no problema (4.10).
Considere o seguinte problema aproximado

Minimize ||A — Sy, |
s.a. (4.13)
A € ¢(Rm)
A pergunta natural €, sob quais condi¢des a solu¢do A = do problema aproximado (4.13) conver-
gem ao estimador A* quando m — co? Note que estd questdo estd relacionada com a convergencia
das projecdes dos elementos S,,, nos conjuntos R,,.

A seguir, estabelecemos um resultado geral relacionado com convergéncia de projecdes, usando
a nocdo de Mosco convergéncia (ver Apéndice).

Proposicao 4.4.1. Sejam D, R,, C H fechados e convexos tais que D = M —lim,,, o, R, e x,,, = @
com x,,x € H. Entdo Pg, (x,,) — Pp(x) para todo x € H.

Demonstragdo.
< [1Pp(2) = Pr, (2)llg + lz = 2mlly

O termo ||z — z,,|, converge a zero por hipéteses e, pelo resultado A.1.9 no Apéndice, o primer
termo converge também para zero quando m — o0. 0

Lema 4.4.2. SeT : F.5(R)x--- F.2(R) — H éuma aplicagdo continua entio Sy, = T(Y]",--- , Y™
Sp,=T(Y1,---,Y,) quando m — oo se Y, — Y; quando m — oo para cadai =1, ..., n.

Demonstracdo. O resultado segue da continuidade de 7T'. [

A seguir, usando aproximacgdes poligonais, vamos a estabelecer uma familia de conjuntos appro-
ximantes R, de D e elementos aproximantes S, de S,,.
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4.4.1 Aproximacao do conjunto factivel usando particoes uniformes.

Nesta subsecdo vamos mostrar algumos resultados relacionados com a aproximagao do conjunto

D={AecF.o(R):Y, —pz;A existe Vi=1,...,n},

o conjunto factivel do problema (4.7).

Nesta subsecdo consideraremos que as observagdes Y; € F.(R), isto é, estamos considerando
observacoes com suporte limitado. Note que pelo Lema 4.2.2 isto implica que D C F.(R). Vamos
considerar que x; # 0 paraalgum¢ =1,... n.

Consideraremos também a sequéncia de particdes P,,, = Usm m = 1,2, - - -, onde U,,, € a particao
uniforme de longitude 5 do intervalo [0, 1], isto é:

® 730:0,1
M 7)1:0,%,1
® ,P2:07

* ctc.

Note que para estas particoes uniformes, os pontos de uma parti¢do estdo incluidos em todas as
particdes seguintes, isto &,
P C Pras1-

Isto implica que, quando m vai aumentando e o nivel de poligonalizacdo vai crescendo, sdo agregados
novos conjuntos de nivel mais todos os conjuntos previos sao preservados.

Usando a notacdo do Capitulo 2, onde P, denota tanto a particdo quanto o operador poligonal
tenemos o seguinte resultado

Lema 4.4.3. Considere a sequéncia de particoes P,, = Usm m = 1,2, --- | onde U,, é a parti¢cdo
uniforme de longitude 2%,1 do intervalo [0, 1. A sequéncia de operadores poligonais correspondentes
satisfaz que

Pun(Prms+1(A)) = P (A), (4.14)
para todo A € F.(R).

Demonstracdo. Pela forma da sequéncia de particdes fica claro que como subconjuntos de pontos
temos que P,,, C Pi1 C [0, 1]. Lembremos que na defini¢cdo da aproximagdo poligonal é suficiente
cosiderar os cortes associados com os pontos da particdo e que por defini¢do da aproximagdo P,,
temos que

[Pm(A)]a = Aau

para « € P,,. Para todo « na particao P,, temos que

[Pm(Pm-i-l (A))]a = [Pm-i-l(A)]a = A,
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pois o € mathcal P,, C Pyp,+1. Do anterior concluimos que

[P (Pmi1(A)]a = [P (A)]a,

para o € P,,, € ao ser numeros poligonais associados com a mesma parti¢dao a Proposicao 2.1.4
implica que Py, (Pr11(A4)) = P (A).
]

Usando as parti¢cdes P,,,, vamos considerar as seguintes versoes aproximadas do conjunto D:
Qm ={A € F(R) : Pn(Y;) —h xiPm(A) existe Vi=1,...,n},
R, ={Aec F.p,(R) : Pp(Y:) —p ;A existe Vi=1,...,n}.

Proposicao 4.4.4. Para todom = 1,2,.... temos que

a. D C Q,,
¢. Pn(D) C R,

d Qmi1 CQnmparatodom =1,2,....

Demonstragdo. a. Seja A € D, isto é, para todo i = 1,...,n existe B; € F.»(R) tal que Y; =
;A + B;. Como estamos considerando Y; em F,.(R) e z; # 0 para algum ¢, entdo do Lema
4.2.2 segue que A, B; € F.(R). Como o operador P, é linear em F.(R) temos que P,,(Y;) =
;P (A) + P (B;) e concluimos que a diferenga de Hukuhara P, (Y;) —p, x;P,,(A) existe. Temos
entdo que A € ),,, e portanto D C Q,,.

b. Segue da defini¢do de @, e R,,, que P,,,(Q.,) C R,;, e como P,,,(A) = Aparatodo A € F.p,, (R)
temos que R,, C Q..

c. O resultado segue dos items a. e b. anteriores.

d. Seja A € Qy,11. Temos entdo que, para todo i = 1, ..., n, existe B; € F.o(R) tal que Py, 11(Y;) =
2iPm+i1(A) + B;. Pelo Lema 4.2.2, B; € F.»(R). Aplicando o operador P, aos dois lados da
anterior identidade e usando o Lema 4.4.3 temos que

Pin(Yi) = 2iPm(A) + Pu(Bi),

e assim, A € @,,. Concluimos que Q,,+1 C Q. ]

Proposicao 4.4.5. Para cadam = 1,2, ..., os conjuntos Q,, e R,, sdo convexos.
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Demonstragdo. Sejam A, B € Q, e A € [0,1], assim, existem V, W € F.,(R) tais que P, (V;) =
TiPm(A) +V = x;P,,(B) + W. Vamos mostrar que AA + (1 — \) B esta em (),,,. Note que

(P AA+ (1 = XN)B)) + AV + (1 = A\)B = 2, AP (A) + 2;(1 = )P (B) + \V + (1 — \)B
= M@ Pm(A) + V) + (1 = A)(2:Pn(B) + W)
= APu(Y) + (1= \)Pu(Y:) =
=Pn(Yi).

Com isto, provamos que a diferenca de Hukuhara P,,(Y;) —p :(Pn(AA + (1 — ) B)) existe e
assim AA + (1 — \)B € @,,. Finalmente, como R,, = Q,, N F.p, (R), entdo R,, é a intersecdo de

dois conjuntos convexos e portanto é convexo.
]

Na Proposicao 2.3.3 mostramos a continuidade do operador de poligonalizacao P,,, com respeito
a métrica generalizada de Hausdorff. Quando considerarmos a métrica Dy, o operador P, nio é
necesariamente continuo e portanto € necesario introduzir algumas hipéteses adicionais.

Proposicio 4.4.6. Suponha que existe M € N tal que a aplicagdo P, : (F.(R), Dy) — (Fep,, (R), Dy)
é continua em QQ,,, para todo m > M. Entdo, Q,, é fechado em (F.(R), Dy) para todo m > M.

Demonstragao. Sejam m > M fixo, A € F.(R) e (A;) uma sequéncia tal que A, € @Q,, para todo
k=12 ---.,¢e A, D¢ 4. Como Ay € Q, temos que P,,(Y;) —p ;P (Ay) existe Vi = 1,...,n
Por hipétese, P, € continuo em Q,,,, logo Py, (Ay) 2 p,, (A) quando £ — oo. De acordo com a
Proposi¢do 1.4.1, tem-se a continuidade da diferencia de Hukuhura, logo P,,,(Y;) —p, ;P (A) existe,

isto é, A € (),,, e por tanto (),,, € fechado. O conjunto R,, é igual a @, N F. p, (R) assim que é uma
intersecdo finita de conjutos fechados e portanto R,,, € também fechado. [

Lema 4.4.7. NQ,, C D

Demonstracdo. Da proposi¢do 4.4.4 temos que, D C Qy Qi1 C Q€ Pr(D) C Ry C Q.
Seja A ¢ D, ou seja, Y; —p, ;A ndo existe para algum ¢ = 1, ..., n. Se para todo m, P,,(Y;) —
x;Pm(A) existe, como lim,, o P, (Y;) = Y; e lim,, oo P (A) — A entdo a Proposi¢do 1.4.1 im-
plica que Y; —, x; A existe. Mas isto é um absurdo pois A € D.
Assim, temos que P, (Y;) —p, 2P, (A) ndo existe para algum m. Se A € F.(R) o anterior implica
que, A & @, para algum m e portanto A & NQ,,. Se A € F.2(R) mas A ¢ F.(R) também temos
que A € NQ,,. O que temos provado é que D C (NQ,,)¢ ou de forma equivalente NQ,,, C D. [

Os teoremas seguintes estdo relacionados com a convergencia dos conjuntos R, ao conjunto D.

Teorema 4.4.8. Se existe M € N tal que a aplicagdo Py, : (F.(R),Dy) — (Fep,. (R),Dy) é
continua em @Q,, para todo m > M entdo

D = lim R,,.

m—ro0
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Demonstracdo. Pela Proposicdo 4.4.6 e a Proposicdo 4.4.4 temos que (), € uma familia decrescente
de conjuntos fechados e portanto, lim sup @),,, = NQ,,. Pela Proposicdo 4.4.7, temos que NQ,,, C D
assim que lim sup @),,, C D. Temos pela Proposi¢ao 4.4.4 que

limsup R,, C limsup@,, C D

m—0o0 m—0o0

lim inf P,,,(D) C liminf R,),.

m—r 00 m— 00

Pelo Corolario 2.3.15 sabemos que D C liminf,, ., Ppn(D) logo

D C liminf P,,(D) C liminf R,,, C limsup R,,, C limsup @,, C D

m—00 m—0oo m—00 m—00
e portanto D = lim,,, o, R,y,.
O

Se considerarmos os conjuntos (),,, € I, como subconjuntos num espaco de Hilbert usando o
isomorfismo ¢ estabelecido no Teorema 1.3.8, é possivel provar a convergéncia no sentido de Mosco
das aproximagdes ao conjunto D.

Teorema 4.4.9. Com as condigdes do Teorema 4.4.8, e ¢ o isomorfismo da Proposigdo 1.3.8 entdo

O(R) = $(D).
Demonstragdo. Como ¢ é umaisometria, D C lim inf P,, (D) implica que ¢(D) C liminf ¢(P,,(D)).
Da Proposicido 4.4.4 temos que ¢(P,,,(D)) C ¢(Rm) C ¢(Qy) € assim
$(D) C liminf ¢(Ry,). (4.15)

Por outro lado como ¢ € injetiva entdo NP(Qy,) = A(NQ,n) C (D) onde a ultima conte-
néncia é garantida pelo Lema 4.4.7. Como ¢(Q,,+1) C ¢(Q.,), aplicando o resultado estabele-
cido em A.1.8 tem-se que M — limsup ¢(Qy,) = NP(Q.n) C ¢(D). Mas ¢(R,,) C ¢(Qn) logo
M —limsup ¢(R,,) C M — limsup ¢(Q,,) e portanto

M — limsup ¢(R.,) C ¢(D). (4.16)

As expressoes (4.15) e (4.16) estdo dizendo justamente que M — lim ¢(R,,,) = ¢(D) como que-
riamos mostrar.
O

4.4.2 Aproximacao de S,

Nesta subsecdo vamos considerar a aproximacao do elemento .S,, na funcio objetivo dado em
(4.10), isto €, vamos considerar uma aproximagao de

S — Oz midy O|z|spry
n — 5 2 :
0 le‘
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A ideia é considerar as versdes poligonais P,, (Y1), ..., Pn(Y,) dos dados fuzzy Yi, ..., Y, usa-
dos na construcdo de S,,. Assim, vamos definir .S,,,, como:

g [ Jzmidpne) Tl sprpn, v)
nm — ) 2

2

Lema 4.4.10. S,,, — S, quando m — <.

Demonstragdo. Note que as operagdes envolvidas na defini¢do de .S,,, ( mid, spr, o) s@o todas opera-
¢oes continuas, logo o resultado desejado € obtido como consequéncia imediata do Lema 4.4.2 e o
fato de que P,,(Y) — Y quando m — oo.

]

4.4.3 Convergéncia do método de aproximacao

Teorema 4.4.11. Se existe M € N tal que a aplicagdo P, : (F.2(R),Dy) — (Fep,, (R), Dy) é
continua em (), para todo m > M, entdo a solugdo A, do problema (4.13) converge a solugdo A,
de (4.10) quando m — oo

Demonstragdo. Temos que:

d( Ay, = Ar)o = || Porn)(Sn) = Po(rn) (Smn)||,

Mas S,,, — S, e M —lim¢(R,,) = ¢(D) pelo Lema 4.4.10 e o Teorema 4.4.9 respectiva-
mente. Como os conjuntos ¢(D) e ¢(R,,) sdo fechados e convexos, a Proposi¢do 4.4.1 garante a
convergéncia de A* ~a A’ quando m — oo. ]

O resultado anterior indica que, sob certas condi¢des de continuidade, é possivel aproximar-se da
solucdo do problema (4.10) resolvendo a familia de problemas (4.13) quando R,, é uma familia de
numeros fuzzy poligonais dada por

R,={Aec F.p,(R): Pp(Y:) —p z;A existe Vi=1,...,n}.

Isto €, é possivel aproximar-se da solu¢do do Problema (4.10), usando niimeros fuzzy poligonais.
No entanto, o fato mais relevante a ser considerado, é que, a familia de problemas (4.13) é equiva-
lente a uma familia de problemas de otimiza¢do em dimensao finita, como mostraremos na subse¢ao
seguinte.

4.4.4 Aproximacao por problemas de dimensao finita.
Consideremos a familia de problemas (4.13) reescrita como
Minimize || (mid 4, Spr4) — Snl|;

s.a. “4.17)
A€eR,
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para
R, ={Aec Fep,(R): Pp(Y;) —p x;A existe Vi=1,...,n}
e
Ozmidp,, vy Olzlsprp,, (v
Snm = 2 ) 2
lop Oy
onde

2 1 ¢ 2 T2
=1

n
1
aiz— E x?—EQ,
n-
=1

n

Tlalsprp,, vy = o Z |zilsprp,, (v,) + [%[sPrawy-
=1

1 n
Ux,midpm(y) = ﬁ E l’imldpm(yi) + ’l’|mldm
=1

Note que todos os nimeros fuzzy envolvidos no problema anterior, sdo elementos de F. p, (R),
isto €, sdo todos nimeros fuzzy poligonais associados com a mesma particdo. Usando as represen-
tacdes em dimensdo finita £ (identificagdo por pontos extremos) e M (identificagdo por mid e spr)
introduzidas no Capitulo 2, na Subsecao 2.2.1, podemos reescrever o problema em dimensao finita.

Denotemos por z € R2™+1) a representacdo por pontos extremos da varidvel A, e y; € R2(m+1)
a representacdo por pontos extremos de P, (Y;), isto é, z = E(A) y; = E(P,,(Y;)). Lembremos que
um vetor Z € R20"1) representa um elemento de F, p, (R) se e somente se Bz > 0 com

-1 1 0 0 --- 0

o -1 1 0 --- 0

B=|0 O —-11 --- 0
00 ... 0 -1 1 (2m+1) x (2m+2)

Assim, temos que A € R,, = {A € Fep, (R) : Pp(Y) —p ;A existe Vi =1,...,n}é
equivalente a
Bz>0 e B(yi—z;z) >0, Vi=1,...,n.

A ultima parte € equivalente a

r;Bz < By,

para todo ¢ = 1,...,n. Mas de fato, ndo € necesario considerar os casos em que x; € negativo
ou zero, pois nesta situacdo a anterior desigualdade € imediata pois estamos considerando 0 < Bz e
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0 < By; ja que y; sao numeros fuzzy poligonais. Assim, assumindo que x; € positivo, a desigualdade
anterior € equivalente

e € suficiente considerar

Bz <C

com C' = {¢;} € R*™*! definido por ¢ = min;_; ... ,{coordenada k do vetor i vil,
A discussao anterior nos permite concluir A € R,, se e somente z = E(A) satisfaz

0< Bz<C, (4.18)

com C' = {¢;} € R*™ | ¢, = min,—; ... ,{coordenada k do vetor i—y}

Vejamos agora o que acontece com a fungio objetivo || (mid., spr ) — Sy .

U:c,lnidpm(y) O'\z\,sprpm<y)
2 9 2

Como S,,,, =

, quando identificamos os nimeros fuzzy poligonais P,,(Y;)

com vetores de dimensao finita, as operagdes Tz midp, vy © Olal, ,» geram vetores de R™*1, e a-

PP, (v
ssim a expressio correspondente S,,,,, pode ser identificada com um vetor real, s,,,,, € R2™+1)_ Temos
de fato que

Og,mid, Flzl,spr,

2 2
(o O'm

Smn

com y; = E(P,,(Y;). Consideremos a representa¢do de A por mid e spr, M(A) = M(z) com M
dada por

1 1

(4.19)

DN —
|
[S—
—_

L -1 1 4 2(m+1)x2(m+1)

Assim, a fun¢do objetivo do problems 4.17 € equivalente a

[[Mz — Sang

Finalmente podemos concluir que a familia de problemas 4.17 é equivalente a
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Minimize|| Mz — 5,.|
S.t.
0<Bz<C,
A R2(m+1)a

(4.20)

com C = {¢;} € R¥+! | ¢ = min;—_; .. ,{coordenada k do vetor 2%},




Capitulo 5

Conjuntos Fuzzy p-triangulares e densidade
de conjuntos Fuzzy Lipschitz

Este capitulo refere-se a resultados publicados em [6]. Nesse artigo apresentamos alguns contra-
exemplos de resultados relacionados com conjuntos fuzzy Lipschitz e com convolugdo de conjuntos
fuzzy. Usando o conceito de nimero fuzzy p-triangular é apresentada uma prova alternativa de um
resultado relevante sobre densidade de conjuntos fuzzy que tinha sido previamente provada usando o
resultado invalidado.

5.1 Densidade de conjuntos Fuzzy Lipschitz

Collings e Kloeden em [21] mostraram que um elemento em F.(R") pode ser aproximado na
métrica d.,, por conjuntos fuzzy continuos. Em [74], € mostrado que o espago de elementos em
F.(R™) com aplicagdo de nivel Lipschitz continua é denso em F.(R"™) com respeito a2 métrica d..
Em [75] € apresentada uma generalizacao deste resultado para espacos de Banach, com uma aplicacdo
ao estudo da compacidade relativa em espacos de conjuntos fuzzy e a existéncia de solugdes para
equagoes diferenciais fuzzy.

Em [43], é estabelecido o seguinte resultado, também relacionado com densidade entre espagos
de conjuntos fuzzy:

Proposicao 5.1.1. (L(R"), D) é denso em (F.(R"), d).

O conjunto £(R™) é o conjunto dos elementos em F.(R™) com fung¢do de pertinéncia Lipschitz
sobre seu soporte. Denominaremos os elementos de £(R™) como conjuntos fuzzy Lipschitz.

Um passo fundamental na prova de Proposi¢do 5.1.1 € dado pelo seguinte resultado:
Proposicao 5.1.2. Sejam u,v € F(R"). Se v € L(R") entdo uVv € L(R™).

No enunciado anterior ©uVv € a convolugdo entre os conjuntos fuzzy u, v dada por

(uVv)(z) = sup{u(y) Av(z —y)},

yeR”
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com A denotando o minimo sobre [0, 1].

Neste capitulo, apresentamos dois contra-exemplos para a Proposi¢do 5.1.2, porém, apds intro-
duzir conceito de conjunto fuzzy p-triangular e provar alguns resultados relacionados, apresentamos
uma prova valida para a Proposicdo 5.1.1.

5.2 Contra-exemplo 1

Seja u, v (veja Figuras 5.1 e 5.2) definidos como:

W [[01], se 0<a<1/4
e _{{1/2}, se 1/4<a<1

?
|
|
|
|
0 1/2

—Q
8

Figura 5.1: [u]* = [0,1], se 0<a<1/4,[ul*={1/2}, se 1l/4<a<]1.

o ————

*

I

I

I

I

o T
1

I
—_

Figura 5.2: v = xB,(0) = X[-1,1]

Claramente u,v € F.(R) e v é Lipschitz em seu suporte. Vamos calcular uVv. Como u,v €
F.(R) temos que [uVv], = [u], + [v], assim que

[uVo]* =[0,1] +[-1,1] =[-1,2], se 0<a<1/4
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uvo(z)
1

) ?

| |

| |
— |1/ o—t
o ' ' o T
~1-1/2 3/2 2

Figura 5.3: uVv nio € fuzzy Lipschitz.

WVol® = {1/2} + [~1,1] = [-1/2,3/2], se 1/4<a<1.

Isto contradiz a Proposi¢do 5.1.2, uma vez que o conjunto ©Vv nao € fuzzy Lipschitz (veja
Figura 5.3). Se houvese um nimero K > 0, tal que |(uVv)(z) — (uVv)(2)| < K|x — z| para todo

z,z € [uVv]® = [~1, 2], entdo terfamos para x = 3/2 e qualquer z € (3/2,2] que
|(uVv)(3/2) — (Vo) ()| _
3/2 — 2| B
-1
3/2— 2| ~
3/4]
3/2 =2 ~

o que é absurdo pois z é um nimero qualquer em (3/2, 2|, e portanto, pode estar arbitrariamente
préximo de 3/2.

Os autores em [43], ndo consideraram que  — y € 2 — y podem ndo estar simultaneamente em
supp(v) = [—1,1] para x, z € supp(uVv) ey € supp(v).

Nosso contra-exemplo invalida o argumento da prova da Proposi¢do 5.1.1 em [43], dado que a
prova usa a Proposi¢@o 5.1.2 com v = x g, (o).
p

(uVv)(z) — (uVv)(2)

Note que Vv ndo é fuzzy Lipschitz, devido a que as razdes diferenciais

ndo estdo limitadas ao redor de 3/2 ou —1/2. Note ainda que u tem uma propriedade similar ao redor
de 1/2 e de fato outros contra-exemplos podem ser construidos usando nimeros fuzzy u com esta
propriedade.

5.3 Contra-exemplo 2

No contra-exemplo anterior, a aplicacio de nivel de u, [u]") : [0,1] — K (R") é descontinua. E
natural perguntar se, considerando sé conjuntos fuzzy u com aplicacdo de nivel continua, € possivel
ter um resultado vélido no sentido da Proposi¢ao 5.1.2. A resposta € de novo negativa.

Sejau € F.(R) definido por
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vr—14+1 se 0<z<1
u(z) =9 —vVr—1+1 se 1<x<2

0 em outro caso

0 1 2

Figura5.4: [u]* =[1— (1 —a)? 1+ (1 — )

que tem conjuntos de nivel dados por [u]* = [1 — (1 — )3, 1+ (1 — «)?3] for a € [0, 1].

Neste caso, u tem aplica¢do de nivel continua, mas v nao é Lipschitz sobre R" e ndo é fuzzy
Lipschitz sobre seu suporte. Um contra-exemplo poderia ser construido tomando v = X}, mas €
possivel considerar ainda um contra-exemplo ndo trivial, fazendo v = X p[p,1] = X[-1,1] COMO antes.

Nesta situagdo, para o € [0, 1] temos

WVo]*=[1-(1-a)’,1+(1-a)’]+[-11]=[-(1-a)’2+(1—-a).
Usando o Teorema de representacdo de Negoita e Ralescu, obtemos a seguinte funcao de perti-
néncia
1+92 se —1<x2<0
1 se 0<2<?2
1—vVr—2 se 2<x<3

0 em outro caso

uVo(x) =

uVo(x)

-1 0 1 2

Figura 5.5: uVv(x) ndo é Lipschitz.
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Este ndmero fuzzy nao € Lipschitz e ndo € fuzzy Lipschitz, pois de novo, as razoes diferenciais
nao sdo limitados ao redor de 0 e 2 (veja Figura 5.5).

Dos argumentos apresentados em [43], vemos que se considerarmos que a funcdo v € Lipschitz
em todo R", € possivel provar o seguinte resultado, similar a proposi¢do 5.1.2.

Proposicao 5.3.1. Seja u,v € F(R™). Se v € Lipschitz sobre R" entdo uNv € L(R™).

Vamos manter este resultado em mente para provar a Proposicao 5.1.1, considerando nimeros
fuzzy triangulares, ao em vez de funcdes indicadoras.

5.4 Conjuntos Fuzzy p-triangulares e densidade

A seguir, vamos definir o conceito de conjunto fuzzy p-triangular, que generaliza o conceito de
numero fuzzy triangular centrado em zero, para dimensao n.

Definicdo 5.4.1. Sejap € R, p > 0. Definimos 7,, € F(R") (conjunto fuzzy p-triangular) como:

[T5]* = B(1-a)/»(0),

para todo « € [0, 1].

—1/p (T 1/p

Figura 5.6: T}, paran = 1.

Note que da defini¢do de T, temos que 7,(x) = 0 se e somente se ||z| > 1/p, além disso se
|z|| < 1/p, pelo Teorema de representagdo temos que

p(x) =sup{a:z € [T,].}
— sup{a: 2 € B0, (1 - a)/p]}
=sup{a: [|lz]| < (1 —a)/p} (5.1)
— supfa:a < 1 pla|]}

Tp(x) =1 —p||$”

Como parece sugerir a Figura 5.6 para o caso n = 1, T}, deveria ser Lipschitz no conjuntos todo
R™, isto pode ser de fato provado.

Lema 5.4.2. Para todo p > 0, T}, é Lipschitz sobre R".



5.4 Conjuntos Fuzzy p-triangulares e densidade 78

Demonstragdo. Sejax,y € R". Se T,(z) = T,(y) é claro que |T,,(x) — T, (y)| < K||z —y|| para todo
K > 0. Vamos considerar que T),(x) < T),(y).

Se T,,(x) = O entdo ||z|| > 1/pe 0 < T,(y). Asssim,
Neste caso temos que

y|l < 1/pe portanto T),(y) = 1 — plly||.

Tp(x) = To(w)| = To(y) = 1 = pllyll = p(1/p = llyll) < p(ll=ll = llyl) < pllz -yl

Se T),(x) > 0 entdo

To(z) = Tp(y)| = Tp(y) — Tp(x) = 1 = pllyll = 1+ pllzll = p(lzll = llyl) < plle =yl

O
Corolario 5.4.3. Sejam u € F.(R™). Se v é um conjunto fuzzy p-triangular sobre R" entdo uNv €
L(R™).
Demonstracdo. Consequéncia direta da Proposi¢ao 5.3.1 e do Lema 5.4.2. [

Usando conjuntos fuzzy p-triangulares e o coroldrio anterior € possivel provar que os conjuntos
fuzzy Lipschitz sdo densos em (F.(R"), dw,).

Proposicao 5.4.4. (L(R"™), D) é denso em (F.(R"),dw).

Demonstragdo. Sejau € F.(R") e considere 7}, com, p > 0.

Fazendo u, = uVT,, temos do Corolario 5.4.3 que u, € L(R") para todo p > 0.

Usando as propriedades da métrica de Hausdorff entre os conjuntos de nivel o temos que para
cada v € [0, 1]

dp([up]®, [u]*) = dn([uVv,]", [u]?)
dp([u]* + B[O, (1 — @)/p], [u]” + {0})

(5.2)
= (1—a)/p.
Tomando o supremo sobre a € [0, 1] temos que do(u,, u) < 1/p. Assim a sequéncia (u,) com
p=1,2,..., converge a u, € obtemos o resultado desejado.
O

Nota: A secdo sobre convolugdo e integral de Choquet em [43] permanece vélida usando os re-
sultados obtidos neste capitulo.



Conclusoes

Este trabalho tem como principais contribui¢des:

1. A introdu¢do de uma nova formalizacdo do conceito de nimero fuzzy poligonal e sua extensao
a R"™. Tal formalizacdo permite generalizar vérios resultados relevantes sobre este tipo de con-
juntos fuzzy e sobre aproximacio de conjuntos fuzzy de R”. E possivel mostrar que, para uma
particdo fixa, o espago F. p,, (R") é isométricamente isomorfo a um cone convexo e fechado
em dimensao finita (Teorema 2.2.6).

2. Dois resultados fundamentais sobre aproximacao de conjuntos e nimeros fuzzy (Teoremas
235e23.7).

O primeiro formaliza e extende, para dimensdes superiores e a diferentes parti¢des, o fato de
que, um ndmero fuzzy pode ser aproximado por nimeros fuzzy poligonais. Como consequén-
cia, obtemos uma prova simplificada de um resultado bem conhecido sobre aproximacdo em

Fee(R™).

O segundo resultado mostra que, quando considera-se uma métrica adequada, um niimero fuzzy
pode ser aproximado por nimeros fuzzy poligonais, mesmo quando a aplicacdo de nivel do
numero fuzzy nio € continua.

3. Uma generaliza¢do do problema da melhor aproximacao trapezoidal e triangular, introduzindo
o problema da melhor aproximacao poligonal de um nidmero fuzzy com respeito a uma familia
de métricas L, ponderadas.

Mostramos que este problema € equivalente a um problema de otimizacao quadratico convexo
em dimensao finita, inclusive quando sdo introduzidas restri¢des adicionais para garantir que al-
gumas propriedades do nimero fuzzy original sao mantidas (Teorema 3.2.1). Como consequén-
cia, foram mostradas propriedades gerais para a solu¢do deste tipo de problema de aproximagao
(existéncia, convexidade do conjunto solugdo).

Mostramos ainda que, as propriedades de invariancia da melhor aproximacao com respeito a
translagdes e mudancas de escala, sdo consequéncias de resultados gerais de invariancia para
projecdes em espacos métricos (Teorema 3.4.1 e Corolarios 3.4.2 e 3.4.3).

4. O estudo de um problema de estimagdo estatistica associado com um modelo de regressao
linear com dados fuzzy. Usando um novo resultado de mergulho (Teorema 1.3.8) para uma
classe de conjuntos fuzzy sobre o espaco de Hilbert Hy, conseguimos mostrar propriedades im-
portantes do problema de estimacao tais como, existéncia, unicidade e consiténcia do estimador
(Corolarios 4.2.6 € 4.3.3).
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Além disso, usando aproximacdes poligonais, foi proposto um método de aproximacao da solu-
¢ao para o problema. Combinando o mergulho em Hy com resultados da teoria de convergéncia
e Mosco-convergéncia de conjuntos em espagos de Banach, mostramos condi¢des suficientes
para a convergéncia do método proposto (Teorema 4.4.11).



Apéndice A

Apéndices

A.1 Convergéncia de conjuntos e ['- convergéncia

Nesta sec@o lembramos diferentes resultados relacionados com convergéncia de conjuntos e con-
vergéncia variacional de fun¢des. Para detalhes veja [4, 59].

Definicao A.1.1. Seja (X, d) um espago métrico e (A,,) uma sequéncia de subconjuntos nao vazios
A, € X paran =1,2,.... Definimos os limites superiores e exteriores de A,, como:

limsup A, = {z € X : o= lim x,,,,z,, € A, }
q—00 J—00

liminf A, ={z € X : 2z = lim z,,z, € A,},
n—oo

q—0

Definicao A.1.2. Seja (X, d) um espago métrico e (A,,) uma sequéncia de subconjuntos ndo vazios
A, € X paran = 1,2,.... Dizemos que (A,) converge a A, A C X, no sentido de Painlevé-
Kuratowski se se satisfazem as seguintes condi¢des:

a. Se r € A entdo existe uma sequéncia (x,,) tal que z,, — x e x,, € A,, paratodon € N.

b. Se uma sequéncia (z,), com z, € A, para todo n € N, tem um subsequéncia convergente a z,
entdo r € A.

. K
Neste caso escreveremos A = lim,,_,o, A,, or A,, — A.

Em termos dos limites superiores e inferiores, A,, converge a A no sentido de Painlevé-Kuratowski
se e somente se A C liminf, ,. A4, e limsup,,_,. A, C A.

Defini¢cdo A.1.3. Seja (X, ||-||) um espago de Banach reflexivo e (A,,) uma sequéncia de subconjuntos
ndo vazios, A, € X paran = 1,2,.... Seja A C X Dizemos que (A,) converge a A no sentido de
Mosco se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

a. Para todo = € A existe uma sequéncia (x,,) tal que z,, —» z e z,, € A, paratodon € N.
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b. Se uma sequéncia (x,,), com x,, € A, paratodon € N, tem um subsequéncia fracamente conver-
gente a x, entdo x € A.

. M
Neste caso escreveremos A = M — lim,,_,., A,, or A,, — A.

Definicdo A.1.4. Seja X um espaco topolégico, (F,) uma sequéncia de funcdes de X em R. Dizemos

que a sequéncia F,, é I'-convergente a F', ' : X — R se as seguintes condi¢des sao satisfeitas

a. Para toda sequéncia x,, € X tal que z,, — x € X quando n — oo, F(z) < liminf, ., F,(x,).

b. Paratodo x € X existe uma sequéncia x,, convergendo a z tal que F'(x) > limsup,,_, .. F,(z,).

Neste caso denotamos F' por F' = I' — lim,, ., F}, ou F), Lr

Definicio A.1.5. Seja X um espago topoldgico, (F},) uma sequéncia de fungdes de X em R. Dizemos
que a sequéncia F}, converge no sentido de Mosco a I, F' : X — R se as seguintes condi¢des sao
satisfeitas

a. Para toda sequéncia z,, € X tal que =, — = € X fracamente quando n — oo, F(z) <
liminf, . F,(z,).

b. Paratodo z € X existe uma sequéncia z,, convergindo a x fortemente tal que F'(z) > limsup,,_, . Fy(x,).

Neste caso denotamos F' por F' = M — lim,,_,, F}, ou F, Mp

Seja A C X. A fungio caracteristica de A, x 4, é definida como:

0 se zc€A.

xa(x) = (A.1)
400 em outro caso

E possivel estabelecer uma relagdo entre convergéncia de conjuntos e convergéncia variacional de
fungdes usando as funcdes caracteristicas dos conjuntos.

Proposicio A.1.6. Seja X um espaco métrico, A C X e (A,) uma sequéncia de subconjuntos de

. . . . r
X. (A,) converge a X no sentido de Painlevé-Kuratowski se e somente se X 4, — XA

Proposicao A.1.7. Seja X um espaco de Banach reflexivo A C X e (A,,) uma sequéncia de subcon-

. . M
Juntos de X. (A,,) converge a X no sentido de Mosco se e somente se X o, — X A-

Proposicio A.1.8. Seja X um espaco de Banach reflexivo e (A,) uma sequéncia de subconjuntos
convexos e fechados de X.

N : - M
a. Se a sequéncia é crescente, ou seja, A, C A,i1 para todo n € N entdo A, — A onde A =
UnENAn-

a” . - M
b. Se a sequéncia é decrescente, ou seja, A,.1 C A, para todo n € N entdo A, — A onde
A — mneNAn.
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Teorema A.1.9. Seja X um espaco de Banach reflexivo e (A,,), A uma sequéncia de subconjuntos
ndo vazios convexos e fechados de X e proja(z) a projecdo de x em A. As seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

a A, % A
b. Vx € X, proja, (x) converge fortemente a proja(x).
c. Ve € X, d(x, A,) converge a d(z, A).
Consideremos agora o seguinte problema geral de optimiza¢do em um espaco métrico X

Minimizar f(x)
. (A.2)
sujeitoa: x € D,
com D C X e f: X — R.Pode acontecer que nem o conjunto DD nem a funcio f sejam faceis de
manipular e que seja mais simples considerar versoes aproximadas D,, e f,, de D e f respetivamente.
Neste contexto € possivel considerar o seguinte problema de optimizacdo como uma aproximag¢do do
problema (A.2):

Minimizar x
o fm( ) (A_S)
sujeito a:  x € Dy,
A questdo imediata é determinar sob quais condi¢des o problema (A.3) converge ao problema
(A.2) e como € este tipo de convergéncia. Estas questdes tem a ver com a no¢ao de ['-convergencia.

Proposicao A.1.10. Seja (X, d) um espaco métrico, f, fr, : X = R, e D, D,, C X tais que D,, —
D no sentido de Painlevé-Kuratowski e f,, é continuamente convergente a f, entdo F,, = xp,, + fm
[-converge to F = xp + f.

Demonstragdo. Pela hipéteses temos que lim,, ., D,,, — D assim que as fun¢des indicadoras xp,,
['-convergem a xp. Como a sequéncia f,, é continuamente convergente a f entdo pela Proposicdo
6.20 em [59] F,,, = xp,, + fm ['-converge to F' = xp + f.

[l

Corolario A.1.11. Seja (X,d) um espagco métrico, f, f,, - X — R tais que f é continua e f,,
converge uniformemente a f, entdo f,, é continuamente convergente a f.

Demonstracdo. Sejax € X e ¢ > 0 dado. Como f é continua existe uma vizinhanza U de x tal que
|f(u) — f(z)] < § para todo v € U. Temos ainda que f,, converge uniformente a f em X entdo
existe n € N tal que se k > n entdo |f,(z) — f(x)| < § para todo x € X. Em particular para os
elementos de U temos que se k > n | f,,(u) — f(x)] < [fu(u) — f(u)| + |[f(u) = f(z)| < S+ 5 =€
Isto é, f,, é continuamente convergente a f.

O

Corolario A.1.12. Seja H um espago normado p,,,p € H. Considere as funcdes g(z) = ||p — z|| e
gm(x) = ||pm — z||- Se pny = p € H entdo g, é continuamente convergente g.
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Demonstragdo. Paraz,y € H temos que |g(x) — g(y)| = ||lp — z|| — |lp — yl|| < |z — yl, assim que
a fun¢do € continua. Temos também que:

|gm(2) — g(2)| = |[|pm — || = [lp — 2| < |pm — DI,

ou seja, g,, converge a g uniformemente em H. Pelo corolario A.1.11 g,, é continuamente con-

vergente a g.
]
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