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Resumo

É apresentada uma nova formalização do conceito de número fuzzy poligonal junto com uma
extensão do conceito para dimensão n. Esta abordagem unificada permite obter generalizações e ver-
sões simplificadas de resultados relevantes sobre números fuzzy poligonais e sobre aproximação de
quantidades fuzzy n-dimensionais. Consideramos o problema da melhor aproximação poligonal de
um número fuzzy e estudamos algumas das suas propriedades incluindo propriedades gerais de inva-
riância. Finalmente, um modelo de regressão linear com variável resposta fuzzy e variável explicativa
real é considerado. Mostra-se que o correspondente problema de estimação por quadrados mínimos
é equivalente a um problema de projeção num espaço de Hilbert e neste marco teórico é mostrada a
consistência do estimador. É considerado e estudado um método de solução aproximado do problema
de estimação via aproximação poligonal de números fuzzy.

Palavras-chave: Números fuzzy, aproximação de números Fuzzy, otimização de funções Fuzzy.
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Abstract

A new formalization of the concept of polygonal fuzzy number is presented with an extension
to n dimensions. This unified approach lets us to generalize and simplify versions of relevant results
on polygonal fuzzy numbers and approximation of n-dimensional fuzzy quantities. We consider the
problem of best polygonal approximation of a fuzzy number and study some of its properties inclu-
ding general properties of invariance. Finally, a linear regression model with fuzzy response variable
and real explanatory variable is considered. It is shown that the corresponding least square problem
is equivalent to a projection problem in a Hilbert space and within this framework is shown the con-
sistency of the estimator. A numerical method is developed to obtain an approximated solution of the
estimation problem by polygonal approximation of fuzzy numbers.

Keywords: Fuzzy Numbers, Fuzzy Numbers Approximation, Fuzzy Functions Optimization.
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Introdução

O conceito de conjunto fuzzy foi introduzido em 1965, por Lofti A. Zadeh [86] e simultaneamente
por Dieter Klaua 1. Desde então, múltiplas aplicações e pesquisas usando a teoria de conjuntos e
lógica fuzzy, tem sido desenvolvidas. São inúmeras as áreas onde hoje aplicam-se estes conceitos:
processamento de informação, reconhecimento de padrões, análise de dados, controle de sistemas
em engenharia, modelagem de preferências, administração, finanças, epidemiologia, ciências sociais,
entre outras [46], [70], [60]. No que se refere à relação da teoria de conjuntos fuzzy com outras áreas
da matemática pura, podemos encontrar linhas de pesquisa relacionadas com teoria de categorias,
topologia, álgebra e análise [83], [84].

As técnicas e conceitos associados com a teoria de conjuntos fuzzy constituem um grupo de
ferramentas úteis em situações onde seja necessario considerar a pertinência parcial de um objeto a um
conjunto, isto é, onde pode houver uma transição entre a pertinência total e a não pertinência. Quando
as informações ou dados considerados estão incompletos ou são imprecisos, a teoria da possibilidade
oferece um contexto para lidar com estas situações de imprecisão. Neste sentido, pode ser considerada
como um complemento a outras abordagens de modelagem da incerteza. Para mais detalhes sobre
conjuntos fuzzy, teoria da possibilidade e outros conceitos relacionados veja [87], [31], [85], [46].

O conceito de número ou intervalo fuzzy mostra-se relevante neste contexto, pois permite modelar
tanto a transição no nível de pertinência, quanto incerteza ou imprecisão (veja [31], [56]) e portanto
seu estudo e análise resulta relevante.

Outra área da matemática que tem demostrado amplamente sua importância é a otimização ma-
temática. Grande parte da teoria clássica de otimização pode ser associada a nomes ilustres da ma-
temática como Newton, Gauss, Lagrange, Euler ou Cauchy. Várias áreas da matemática se juntam
para oferecer os fundamentos e ferramentas da teoria de otimização. Grandes partes da teoria de oti-
mização podem ser unificadas por princípios geométricos da análise real, análise convexa e análise
funcional. De forma recíproca, muitos problemas ligados à otimização tem promovido desenvolvi-
mentos teóricos em diversas áreas da análise matemática. Pode-se dizer portanto que, a otimização
matemática é uma área em que teoria e aplicações interagem de forma rica e produtiva.

Diante disso, cabe-se perguntar, é possível relacionar a teoria de conjuntos fuzzy e otimização
matemática? Respostas afirmativas para esta pergunta já foram dadas em diferentes trabalhos, ao
considerar com sucesso diferentes problemas de otimização sob incerteza fuzzy, como por exemplo,
problemas de otimização com coeficientes, conjunto factível ou função objetivo fuzzy.

Outros problemas relacionando simultaneamente otimização, análise e conjuntos fuzzy, encontram-
se na área de regressão e estimação com dados fuzzy [28],[29], [47], [65], [11], [32], [35], [57], ou
ainda aproximação de números fuzzy [1], [2], [10], [64], problemas estes em que as próprias variáveis

1O trabalho de Klaua sobre pertinência parcial em teoria de conjuntos foi reconhecidosó recentemente [38].
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Introdução 2

são números ou conjuntos fuzzy.
Após uma série de discussões com pesquisadores associados com o grupo SMIRE (Statistical

Methods with Imprecise Random Data), em particular com os professores Ana Colubi e Gil González-
Rodríguez, da Universidade de Oviedo e do European Centre for Soft Computing (ECSC) respecti-
vamente, encontramos um ponto de interesse comum em problemas do seguinte tipo

1. (Problema de ajuste de dados) Dados x1, x2, · · · , xn números reais e Y1, Y2, · · ·Yn números
fuzzy é possível encontrar números fuzzy A e B tais que, a função Y = Ax + B ajuste os
dados de forma ótima?

2. (Problema de estimação estatística) Suponha que as variáveis x e Y estão relacionadas por,
Y = Ax + B para alguns números fuzzy A e B. Como estimar os parâmetros A e B, a partir
de uma amostra aleatória de x e Y dada por (x1, Y1), (x2, Y2) · · · , (xn, Yn)?

Embora, no caso clássico de regressão linear estes dois problemas sejam equivalentes, o mesmo
não ocorre quando números fuzzy são considerados. A hipótese da existência de uma relação linear
entre x e Y no problema (2.), necessariamente reduz o conjunto de números fuzzy factíveis A e B,
pois dados Y e A fuzzy e x real, nem sempre é possível encontrar um B tal que Y = Ax + B. Esse
tipo de restrição está relacionada com a diferença de Hukuhara, tema abordado no Capítulo 1.

Problemas de ajuste de dados fuzzy tem sido considerados por exemplo em [11], [32], [35], [57]
e [27]. No entanto, para o problema de estimação estatística com dados fuzzy gerais, não existem
trabalhos relacionados à condição de existência e unicidade, bem como métodos de solução para tal
problema. Isto nos motivou a desenvolver teorias capazes de garantir a existência e a unicidade da
solução de tais problemas, bem como propor um método de solução geral.

Sendo assim, consideramos um modelo de regressão linear com dados fuzzy e um problema de
estimação por mínimos quadrados correspondente. Dado que é possível mergulhar algumas classes
de conjuntos fuzzy, como cones em espaços de Banach ou Hilbert, então é possível usar os conceitos
básicos de análise funcional para estudar as propriedades do problema de estimação estatística. Com
esta abordagem é de fato possível mostrar vários resultados de existência e unicidade da solução para
o problema, bem como mostrar a consistência do estimador.

Tendo em vista que o uso desta metodologia depende da escolha do espaço de Banach e do tipo
de mergulho, apresentamos um novo teorema de mergulho para uma família de números fuzzy. O
espaço escolhido para o mergulho é essencialmente L2(0, 1]× L2(0, 1]. Apresenta-se uma relação de
isometria identificando um número fuzzy com um par de funções definido sobre (0, 1], neste caso, as
funções que associam para cada α ∈ (0, 1], o ponto médio e a dispersão de cada α−corte.

O que motiva considerarmos o espaço L2(0, 1] e não L2[0, 1] é que, embora no contexto da teoria
da medida, os espaços L2(0, 1] e L2[0, 1] são essencialmente iguais, para os conjuntos fuzzy, as vezes,
é preferível desconsiderar o que acontece em α = 0 e assim considerar simultaneamente, conjuntos
fuzzy com suporte limitado e não limitado. Esta abordagem é uma tendência atual na área de métodos
estatísticos com dados fuzzy, pois além de incrementar a generalidade dos resultados obtidos, trás
algumas vantagens técnicas.

Ao considerarmos o problema de estimação estatística ( Problema 2. ), pode-se dizer que, do
ponto de vista prático, não é suficiente estudar apenas as propriedades do estimador, mas sim ter um
método de cálculo da solução, ou no mínimo um método de solução aproximado. Neste sentido, surge
uma questão natural: é possível aproximar arbitrariamente um número fuzzy usando números fuzzy
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mais simples que sejam fáceis de manipular? A resposta intuitiva é sim, usando números fuzzy com
função de pertinência linear por partes.

Embora o uso deste tipo de número seja uma prática comum, a teoria desenvolvida é escassa,
pouco explicativa e não pode ser estendida a dimensões superiores. Sendo assim, este trabalho traz
uma nova formalização matemática deste conceito permitindo sua generalização ás dimensões supe-
riores. Introduzimos assim, o conceito de conjuntos fuzzy poligonais.

No Capítulo 2, apresentamos esta nova formalização, bem como suas propriedades matemáticas.
Analisamos também o conceito de aproximação poligonal de conjuntos fuzzy e aproximação de fa-
mílias de conjuntos fuzzy. Uma parte dos resultados deste capítulo foram aceitos para publicãção em
[14]

Uma vez estabelecido o conceito de aproximação poligonal de um número fuzzy, uma questão
relevante a ser feita é se é possível determinar a melhor aproximação poligonal e em qual sentido?

Trabalhos encontrados na literatura [1], [2], [10], [64], estudam o problema da melhor aproxima-
ção trapezoidal ou triangular de um número fuzzy. No entanto, é interesante notar que em mais de
uma ocasião ([3], [42], [7], [10], [9], [8], [18]), foi necessário fazer correções e revisões de resultados
publicados na área, pois os algoritmos de aproximação propostos não forneciam um número fuzzy
trapezoidal ou sequer um número fuzzy como resposta. Isto nos motivou a abordar o problema mais
geral, da melhor aproximação poligonal, tendo em vista o desenvolvimento teórico feito sobre nú-
meros fuzzy poligonais. Os resultados obtidos com este tema são apresentados no Capítulo 3. Tais
resultados generalizam e ampliam vários resultados prévios sobre o problema da melhor aproximação
trapezoidal.

Com estas ferramentas, é considerado um método de solução aproximado do problema de es-
timação estatística usando aproximação poligonal do conjunto factível e da função objetivo. Nesta
situação a questão relevante agora é: cómo garantir a convergência da solução aproximada à solução
original do problema?

Este tipo de questão sobre convergência entre problemas de otimização, ou convergência de mini-
mizadores de funções, são assuntos estudados previamente em outros contextos e estão relacionados
com os conceitos de convergência variacional de funções. Neste sentido, são relevantes os conceitos
de Γ-convergência, Mosco-convergência de funções, Mosco-convergência de conjuntos e convergên-
cia entre conjuntos no sentido de Painlevé-Kuratowski. Alguns resultados sobre estes assuntos se
encontram no Apêndice.

Um resultado em particular resulta relevante para o estudo do método de solução aproximado
proposto para o problema de estimação:

Teorema Seja X um espaço de Banach reflexivo e (An), A uma sequência de subconjuntos não
vazios convexos e fechados de X e projA(x) a projeção de x em A. As seguintes afirmações são
equivalentes:

a. An → A no sentido de Mosco

b. ∀x ∈ X , projAn
(x) converge fortemente a projA(x).

c. ∀x ∈ X , d(x,An) converge a d(x,A).

É mostrada na tese, a equivalência entre os problemas de estimação aproximada e alguns pro-
blemas de projeção sobre um espaço de Hilbert e portanto, para garantir a convergência do método
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proposto, basta mostrar a Mosco convergência das aproximações poligonais do conjunto factível. Este
resultado fundamental é apresentado no Capítulo 4 no qual mostramos também que a sequência de
problemas aproximantes é equivalente a uma família de problemas de otimização de dimensão finita.
Com isso, obtemos um método de cálculo aproximado para a aproximação da solução do problema
de estimação usando problemas de otimização de dimensão finita.

Finalmente no Capítulo 5, apresentamos os resultados publicados em [6]. Esta publicação é fruto
da revisão bibliográfica inicial sobre análise com dados fuzzy, em particular na área de aproximação.
Durante este processo, encontramos alguns contra-exemplos para um resultado publicado em [43].
Tal resultado refere-se à convolução de números fuzzy e foi utilizado em [43] para provar a densidade
dos conjuntos fuzzy Lipschitz na família de conjuntos fuzzy compactos e convexos de R. Mesmo
com o contra-exemplo apresentado, parecia claro que o resultado principal continuava a ser válido.
Diante disso, introduzimos o conceito de número fuzzy p−triangular de R o qual possibilitou provar
a validade do resultado principal de densidade em [43]. Uma extensão e continução direta do trabalho
apresentado em [6] é considerada em [16].



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos vários resultados que serão usados a longo da tese. Na seção 1.1
consideramos os conjuntos compactos e convexos de R

n. Na seção 1.2 introduzimos os conjuntos
fuzzy de R

n e algumas de suas métricas. Na seção 1.3, mostramos que uma certa classe de conjuntos
fuzzy de R pode ser imerso como um cone convexo e fechado no espaço L2(0, 1]×L2(0, 1]. Por fim,
na seção 1.4 introduzimos a diferença de Hukuhara e mostramos que, sob certas condições esta, é
uma operação contínua.

1.1 Conjuntos compactos e convexos de R
n

Sejam, K(Rn) o espaço dos conjuntos compactos Rn e Kc(R
n) o espaço dos conjuntos compactos

e convexos de R
n.

É possível definir operações aritméticas básicas entre elementos de Kc(R
n).

Definição 1.1.1. Sejam A e B dois conjuntos não vazíos de Rn e λ ∈ R. Definem-se as operações de
Minkowski, soma e multiplicação por escalar por

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B},
λA := {λa : a ∈ A}.

Proposição 1.1.2. (Proposição 2.2.1. em [28].) As operações de Minkowski são fechadas em Kc(R
n)

e em K(Rn).

Quando consideramos conjuntos compactos e convexos de R, isto é, intervalos fechados, podemos
identificar cada intervalo com um par de números reais, bem sejam os extremos do intervalo, ou o
ponto médio e a dispersão do intervalo.

Definição 1.1.3. Seja A ∈ Kc(R), com A := [Ar, Al]. O ponto médio e dispersão de A, denotados
por midA e sprA respectivamente, são definidos por

midA =
Ar + Al

2
,

5



1.1 Conjuntos compactos e convexos de R
n 6

sprA =
Ar − Al

2
.

Note-se que A = [midA − sprA,midA + sprA].

Lema 1.1.4. Se A,B ∈ Kc(R) e λ ∈ R então

a. midA+λB = midA + λmidB ,

b. sprA+λB = sprA + |λ|sprB.

Demonstração. Sejam A = [Al, Ar] e B = [Bl, Br]. Temos que

[A+ λB] =

{

[Al + λBl, Ar + λBr] se λ ≥ 0

[Al + λBr, Ar + λBl] se λ < 0
.

Da definição 1.1.3, temos que

midA+λB =

{
Al+Ar+λBl+λBr

2
se λ ≥ 0

Al+Ar+λBr+λBl

2
se λ < 0

= midA + λmidB,

e

sprA+λB =

{
Ar−Al+λBr−λBl

2
se λ ≥ 0

Ar−Al+λBl−λBr

2
se λ < 0

= sprA + |λ|sprB.

Definição 1.1.5. Sejam A,B ∈ Kc(R) e θ ∈ (0, 1], a distância dθ entre A e B é definida como

d2θ(A,B) = |midA − midB|2 + θ |sprA − sprB|2 .

Para mais detalhes sobre a métrica dθ e suas generalizações ver [79].

Definição 1.1.6. Sejam A,B ∈ Kc(R
n) e d a métrica usual em R

n. A distância de Pompeiu-
Hausdorff dh entre A e B é definida como:

dh(A,B) = max{sup
x∈A

inf
y∈B

d(x, y), sup
y∈B

inf
x∈A

d(x, y)}

A métrica dθ é equivalente à métrica de Pompeiu-Hausdorff no caso n = 1, como consequência
da identidade

dh(A,B) = max{|Br − Ar|, |Bl − Al|} = |midA − midB|+ |sprA − sprB|. (1.1)

Proposição 1.1.7. (Proposição 2.4.1. em [28].) Se A,B, V,W ∈ K(Rn) então

a. dh(λA, λB) = |λ|dh(A,B) para todo λ ∈ R.



1.1 Conjuntos compactos e convexos de R
n 7

b. dh(A+ V,B +W ) ≤ dh(A, V ) + dh(B,W )

Proposição 1.1.8. (Proposição 2.4.2. em [28].) Se A,B ∈ Kc(R
n) e C ∈ K(Rn) então

dh(A+ C,B + C) = dh(A,B).

Proposição 1.1.9. Se A,B, V,W ∈ Kc(R) e θ ∈ (0, 1] então

a. dθ(A,B) ≤ dh(A,B),

b. dθ(λA, λB) = |λ|dθ(A,B), para todo λ ∈ R,

c. dθ(A+ V,B + V ) = dθ(A,B),

d. dθ(A+ V,B +W ) ≤ dθ(A,B) + dθ(V,W ).

Demonstração. a. Temos que

dh(A,B) = |midA − midB|+ |sprA − sprB|

e portanto
d2h(A,B) = (|midA − midB|+ |sprA − sprB|)2.

Assim,

d2h(A,B) ≥ |midA − midB|2 + |sprA − sprB|2 ≥ |midA − midB|2 + θ|sprA − sprB|2

para todo θ ∈ (0, 1]. Logo d2h(A,B) ≥ d2θ(A,B) e portanto o resultado segue.

b. Pela Definição 1.1.3 e o Lema 1.1.4, temos que d2θ(λA, λB) = |λ|2|midA−midB|2+ θ|λ|2|sprA−
sprB|2 = |λ|2d2θ(A,B).

c. Pelo Lema 1.1.4 temos que d2θ(A + V,B + V ) = |midA + midV − midB − midV |2 + θ|sprA +
sprV − sprB − sprV |2 = |midA − midB|2 + θ|sprA − sprB|2 = d2θ(A,B).

d. Temos que

dθ(A+ V,B +W ) = (|midA + midV − midB − midW |2

+ θ|sprA + sprV − sprB − sprW |2) 1
2

= (|midA + midV − midB − midW |2

+ |θ 1
2 sprA + θ

1
2 sprV − θ

1
2 sprB − θ

1
2 sprW |2) 1

2

(Desigualdade de Minkowski) ≤ ((|midA − midB|2 + |θ 1
2 sprA − θ

1
2 sprB|2)

1
2

+ (|midV − midW |2 + |θ 1
2 sprV − θ

1
2 sprW |2) 1

2

dθ(A+ V,B +W ) ≤ dθ(A,B) + dθ(V,W ).
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Proposição 1.1.10. Se A é um conjunto convexo não vazio de R
n, e λ, β ≥ 0 então (λ + β)A =

λA+ βA.

Demonstração. Note que a inclusão (λ+ β)A ⊆ λA+ βA é imediata.
Para ver a outra inclusão podemos supor que λ 6= 0 (pois caso contrário não há nada a provar).

Para a1, a2 ∈ A tem se que

λa1 + βa2 = (λ+ β)

(
λ

λ+ β
a1 +

β

λ+ β
a2

)

.

Como λ
λ+β

∈ [0, 1] e λ
λ+β

+ β
λ+β

= 1 segue que a =
(

λ
λ+β

a1 +
β

λ+β
a2

)

é uma combinação convexa

de elementos de A e portanto a ∈ A. Agora, λa1+βa2 = (λ+β)a, e portanto λa1+βa2 ∈ (λ+β)A.
Como a1, a2 são elementos arbitrários de A conclui-se que λA+ βA ⊆ (λ+ β)A.

Proposição 1.1.11. Sejam A,B compactos, convexos não vazios de R
n com B ⊂ A. Para λ ∈ [0, 1]

definimos Dλ = (1− λ)A+ λB. As seguintes propriedades são satisfeitas:

1. Dλ é não vazio, convexo e compacto para todo λ ∈ [0, 1].

2. B ⊆ Dβ ⊆ Dα ⊆ A para 0 ≤ α ≤ β ≤ 1.

3. dh(Dα, Dβ) ≤ (β − α)dh(0, A) + (β − α)dh(0, B) ≤ K(β − α) para 0 ≤ α ≤ β ≤ 1 e uma

constante K.

Demonstração. 1. Dado b ∈ B, como B ⊂ A e b = (1− λ)b + λb para todo λ ∈ [0, 1], obtemos
que b ∈ Dλ, e assim B ⊂ Dλ para todo λ ∈ [0, 1], mostrando que Dλ 6= ∅.

Para provar a convexidade de Dλ, considere x, y ∈ Dλ. Assim, existem a1, a2 ∈ A e b1, b2 ∈ B
tais que x = (1− λ)a1 + λb1 e y = (1− λ)a2 + λb2. Para α ∈ [0, 1] tem-se que:

αx+ (1− α)y = α((1− λ)a1 + λb1) + (1− α)((1− λ)a2 + λb2)

= (1− λ)(αa1 + (1− α)a2) + λ(αb1 + (1− α)b2).

Pela convexidade de A e B, temos que αa1+(1−α)a2 ∈ A e αb1+(1−α)b2 ∈ B. concluímos
então que αx+ (1− α)y pertence a Dλ e portanto Dλ é convexo.

Para provar a compacidade, consideremos uma sequência {dn}n∈N ⊂ Dλ, isto é, dn = (1 −
λ)an + λbn com {an}n∈N ⊂ A e {bn}n∈N ⊂ B. Como A é compacto existe uma subsequência
convergente {an}n∈I1 → a. Considere agora a subsequência {bn}n∈I1 , isto é, a subsequência de
{bn} obtida com os mesmos indices da subsequência convergente {an}n∈I1 . Pela compacidade
de B, a subsequência {bn}n∈I1 tem também uma subsequência convergente {bn}n∈I2 → b. Con-
siderando agora o conjunto de índices I2 ⊂ I1, temos que a subsequência {dn}n∈I2 converge
para (1− λ)a+ λb e portanto, Dλ é compacto.
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2. Consideremos 0 ≤ α ≤ β ≤ 1 e dβ ∈ Dβ , isto é, dβ = (1 − β)a + βb para a ∈ A e b ∈ B.
Para mostrar que dβ ∈ Dα, asumimos que α < 1 (para α = β = 1 o resultado é imediato).
Vamos mostrar que dβ é uma combinação convexa de elementos de Dα. Consideremos dα =
(1 − α)a + αb e λ = β−α

1−α
. Pela definição de Dα, temos que dα ∈ Dα e λ ∈ [0, 1]. Mostremos

que dβ é uma combinação convexa de dα e b. De fato

(1− λ)dα + λb = (1− λ) [(1− α)a+ αb] + λb

=
1− β

1− α
[(1− α)a+ αb] +

β − α

1− α
b

= (1− β)a+

[

α
1− β

1− α
+

β − α

1− α

]

b

= (1− β)a+

[
α− αβ + β − α

1− α

]

b

= (1− β)a+ βb = dβ.

Isto é, dβ pode ser escrito como uma combinação convexa de dα e b que são elementos de Dα,
isto implica que dβ ∈ Dα pois Dα é convexo.

3. Consideremos α, β ∈ [0, 1]. Suponha sem perda de generalidade que α ≤ β. Pela Proposição
1.1.7 e a Proposição 1.1.10 tem-se que

dh(Dα, Dβ) = dh((1− α)A+ αB, (1− β)A+ βB)

≤ dh((1− α)A, (1− β)A) + dh(αB, βB)

= dh(((1− β) + (β − α))A, (1− β)A) + dh(αB, (α + (β − α))B)

= dh((1− β)A+ (β − α)A, (1− β)A) + dh(αB, αB + (β − α)B)

= dh((β − α)A, 0) + dh(0, (β − α)B)

= (β − α)(dh(A, 0) + dh(0, B))

dh(Dα, Dβ) ≤ K(β − α)

onde K = 2max{dh(A, 0), dh(0, B)}. Como A e B são conjuntos compactos em R
n, K < ∞.

Proposição 1.1.12. Sejam {Ak}, {Bk} sequências de conjuntos fechados em R
n tais que Ak ⊆ Bk

para todo k = 1, 2, · · · . Se existem conjuntos fechados A,B ⊂ R
n tais que dh(Ak, A) → 0 e

dh(Bk, B) → 0 quando k → ∞ então A ⊆ B.

Demonstração. Seja a ∈ A. Por hipótese dh(Ak, A) → 0 logo d(Ak, a) → 0. Como Ak é fechado,
existe uma sequência {ak} ∈ Ak tal que ak → a. Suponha que a 6∈ B. Como B é fechado, existe
ǫ > 0 tal que Bǫ(a) ⊂ Bc. Por outro lado, como ak → a, existe k1 ∈ N tal que ak em Bǫ(a) para
todo k > k1 e portanto, d(ak, B) > ǫ para todo k > k1. Isto é uma contradição, pois ak ∈ Ak ⊂ Bk

e dh(Bk, B) → 0, o que implica que, dado ǫ > 0 existe k̂ tal que se k > k̂, então dh(b, B) ≤ ǫ para
todo b ∈ Bk, em particular d(ak, B) ≤ ǫ para k > k̂. Concluimos então que a ∈ B e portanto A ⊂ B.
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1.2 Conjuntos Fuzzy de R
n

O conceito de conjunto fuzzy foi introduzido em 1965, por Lofti A. Zadeh [86] e simultanea-
mente por Dieter Klaua [38]. Os conjuntos fuzzy podem ser definidos informalmente como conjuntos
cujos elementos tem graus ou níveis de pertinência. A ideia por trás da noção de conjuntos fuzzy e
considerar situações onde há uma transsição gradual entre as situações pertinência absoluta (grau de
pertinência 1) e não pertinência (grau de pertinência 0). A formalização desta noção é feita usando a
noção de função de pertinência do conjunto, que assocía com cada elemento o seu grau de pertinência
no intervalo [0,1]. Para uma completa introdução aos conjuntos e lógica fuzzy veja [46] ou [87].

Definição 1.2.1. 1 Dado um conjunto X , um conjunto fuzzy U de X é uma função U : X → [0, 1].
Denotamos por F(X) a classe de conjuntos fuzzy de X .

Definição 1.2.2. Para α ∈ [0, 1] e U ∈ F(Rn) define-se Uα (conjunto de nível α, α−nível ou α−corte
de U ) como:

Uα = {x ∈ R
n : U(x) ≥ α} se α ∈ (0, 1] e U0 =

⋃

α∈(0,1]

Uα.

Podemos considerar as seguintes classes de conjuntos fuzzy:

Fc(R
n) := {U ∈ F(Rn) : Uα ⊂ R

n é compacto, convexo e não vazio para todo α ∈ [0, 1]}.

Fc0(R
n) := {U ∈ F(Rn) : Uα ⊂ R

n é compacto, convexo e não vazio para todo α ∈ (0, 1]}.

Claramente
Fc(R

n) ⊂ Fc0(R
n).

Proposição 1.2.3. (Teorema de Representação de Negoita e Ralescu [66], [28])

Seja C = {Cα : α ∈ [0, 1]} uma família de subconjuntos de R
n tais que:

a. Cα é compacto, convexo e não vazio para todo α ∈ (0, 1],

b. Cβ ⊂ Cα para 0 ≤ α ≤ β ≤ 1,

c. Cα =
⋂∞

i=1 Cαi
para toda sequência não descrescente αi → α.

Se definirmos u : Rn → [0, 1] como

u(x) = max{0, sup{β ∈ (0, 1] : x ∈ Cβ}},
então u ∈ Fc0(R

n), com uα = Cα para todo α ∈ (0, 1] e u0 =
⋃

α∈(0,1] Cα ⊂ C0. Além disso, se C0 é

compacto então u ∈ Fc(R
n).

1Algumas definições clássicas de conjunto fuzzy consideram como objetos diferentes o (sub)conjunto fuzzy de X e a
sua função de pertinência. Na abordagem aqui apressentada, estabelece-se por definição uma identificação entre os dois
objetos. Isto resulta ser mais adequado para o desenvolvimento matemático no qual estamos interessados.
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Demonstração. Seja α ∈ (0, 1]. Como Cα é não vazio, podemos considerar x ∈ Cα e assim,
α ∈ {β ∈ (0, 1] : x ∈ Cβ}. Pelo anterior é claro que sup{β ∈ (0, 1] : x ∈ Cβ} ≥ α e por-
tanto u(x) = sup{β ∈ (0, 1] : x ∈ Cβ} ≥ α, isto é, x ∈ uα.

Se x ∈ uα, então u(x) ≥ α e assim, sup{β ∈ (0, 1] : x ∈ Cβ} ≥ α. Se sup{β ∈ (0, 1] : x ∈
Cβ} > α, então existe β > α tal que x ∈ Cβ e assim, pela hipótese b., x ∈ Cβ ⊂ Cα. Se sup{β ∈
(0, 1] : x ∈ Cβ} = Cα, então existe uma sequência não decrescencte αi ∈ {β ∈ (0, 1] : x ∈ Cβ} tal
que αi → α. Pela hipótese c.,Cα =

⋂∞
i=1 Cαi

, e como x ∈ Cαi
para todo i temos que x ∈ Cα.

Concluímos então que para α ∈ (0, 1], uα = Cα. Assim, u0 :=
⋃

α∈(0,1] uα =
⋃

α∈(0,1] Cα e como,

pela hipótese b., Cα ⊂ C0 para todo α ∈ (0, 1], temos que u0 =
⋃

α∈(0,1] Cα ⊂ C0. Se C0 é compacto
então u0 é compacto e u ∈ Fc(R

n).

A estrutura aritmética que consideraremos sobre Fc0(R
n) é a usual, definida usando o Teorema

de representação de Negoita-Ralescu e as operações de Minkowski.

Definição 1.2.4. Sejam A,B ∈ Fc0(R
n) e λ ∈ R. Definimos A + B e λA como os elementos em

Fc0(R
n) que satisfazem

(A+ B)α = Aα + Bα (1.2)

(λA)α = λAα (1.3)

para todo α ∈ (0, 1]. Se A,B ∈ Fc(R
n) então A + B, λA ∈ Fc(R

n) e as equações (1.2) e (1.3) são
válidas também paa α = 0.

Para mais detalhes da estrutura aritmética ver Diamond [28]. Para o caso de conjuntos fuzzy da
reta real, vamos considerar várias funções reais associadas aos conjuntos de nível.

Definição 1.2.5. Seja A ∈ Fc0(R). Definimos Al(·) e Ar(·), as funções de extremo esquerdo e
direito respectivamente, como as funções de [0, 1] em R = R ∪ {±∞} tais que

Aα = [Al(α), Ar(α)]

para α ∈ [0, 1].

Definição 1.2.6. Seja A ∈ Fc0(R). Definimos midA(·) e sprA(·), funções de ponto médio e disper-
são como

midA(α) = midAα
=

Ar(α) + Al(α)

2
e

sprA(α) = sprAα
=

Ar(α)− Al(α)

2

sempre que as expressões estejam bem definidas.



1.2 Conjuntos Fuzzy de R
n 12

Assim, se A ∈ Fc0(R) temos que as funções midA e sprA estão bem definidas no intervalo (0, 1] e

Aα = [midA(α)− sprA(α),midA(α) + sprA(α)]

para α ∈ (0, 1]. Se A ∈ Fc(R) a igualdade anterior também é válida para α = 0.

Lema 1.2.7. Se A,B ∈ Fc0(R) e λ ∈ R então

mid(A+λB)(α) = midA(α) + λmidB(α)

e

spr(A+λB)(α) = sprA(α) + |λ|sprB(α),

para todo α ∈ (0, 1]. Se A,B ∈ Fc(R), então as identidades também são válidas para α = 0.

Demonstração. O resultado segue-se da Definição 1.2.6 e do Lema 1.1.4.

Definição 1.2.8. Seja A ∈ F(Rn). A aplicação de nível IA : [0, 1] → (Kc(R
n), dh) é definida como

IA(α) = Aα.

Exemplo 1.2.9. Considere os seguintes conjuntos fuzzy u, v, z (Figuras 1.1, 1.2, e 1.3).

u(x)

1/2

1

x
10

1/4

Figura 1.1: Iu(α) = [0, 1], se 0 ≤ α ≤ 1/4, Iu(α) = {1/2}, se 1/4 < α ≤ 1.

v(x)

1

x
1-1

Figura 1.2: Iv(α) = [−1, 1]

Note que conjunto fuzzy u tem aplicação de nível discontínua em 1/4 e os conjuntos fuzzy v, z
tem aplicação de nível contínua em todo [0, 1].
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u(x)

1

1

x
20

Figura 1.3: Iz(α) = [z]α = [1− (1− α)3, 1 + (1− α)3]

Vamos considerar as seguintes classes de conjuntos fuzzy de R
n:

Fcc(R
n) = {A ∈ Fc(R

n) : IA é contínua}

FcL(R
n) = {A ∈ Fc(R

n) : IA é Lipschitz contínua}

Claramente FcL(R
n) ⊂ Fcc(R

n).

Definição 1.2.10. Um subconjunto D ⊂ Fc0(R
n) é equicontínuo por níveis em α0 ∈ (0, 1], se ∀ǫ > 0

existe δ > 0 tal que

|α− α0| < δ ⇒ dh(uα, uα0) ≤ ǫ ∀u ∈ D.

D é equicontínuo por níveis em [0, 1] se D é equicontínuo por níveis em α, para todo α ∈ [0, 1].

A seguir definimos uma classe de conjuntos fuzzy que consideraremos com frequência ao longo
do trabalho.

Definição 1.2.11. Definimos Fc,2(R) como a classe elementos em Fc0(R) tais que as funções mid e
spr são quadrado integráveis, isto é,

Fc,2(R) = {A ∈: Fc0(R) : midA, sprA ∈ L2(0, 1]}.

1.2.1 Algumas distâncias entre conjuntos fuzzy

Definição 1.2.12. Para A,B ∈ Fc(R
n) definimos a distância de Pompeiu-Hausdorff generalizada

entre A e B como

d∞(A,B) = sup
α∈[0,1]

dh(Aα, Bα).

Definição 1.2.13. Para A,B ∈ Fc,2(R), definimos a distância L2 ponderada entre A e B como

df (A,B)2 =

∫ 1

0

fl(α)|Al(α)− Bl(α)|2dα +

∫ 1

0

fr(α)|Ar(α)− Br(α)|2dα
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com fl e fr funções integráveis, não-negativas, não-decrescentes sobre [0, 1] tais que
∫ 1

0
fl(α)dα > 0

e
∫ 1

0
fr(α)dα > 0.

Para detalhes sobre este tipo de distância e suas generalizações veja [39] e [19].

Definição 1.2.14. Para A,B ∈ Fc,2(R) e θ ∈ (0, 1] definimos a distância Dθ entre A e B como

D2
θ(A,B) =

∫ 1

0

d2θ(Aα, Bα) =

∫ 1

0

|midA(α)− midB(α)|2dα + θ

∫ 1

0

|sprA(α)− sprB(α)|2dα.

Para detalhes sobre este tipo de distância e suas generalizações veja [13] e [79].

Lema 1.2.15. Se fl = fr ≡ 1, as métricas df e Dθ são equivalentes em Fc,2(R).

Demonstração. Pela definição 1.2.6, é claro que se Al → Bl e Ar → Br em L2, então midA → midB

e sprA → sprB em L2. Do mesmo modo, dado que Al = midA − sprA e Ar = midA + sprA a
convergência de midA → midB e sprA → sprB em L2 implicam que Al → Bl e Ar → Br em L2. A
equivalencia das métricas segue do fato de que A → B com respeito a df se e somente se Al → Bl

e Ar → Br em L2 e A → B com respeito a Dθ se e somente se midA → midB e sprA → sprB em
L2.

Proposição 1.2.16. Se A,B, V,W ∈ Fc0(R), λ ∈ R e θ ∈ (0, 1] então

a. Dθ(A,B) ≤ d∞(A,B),

b. Dθ(λA, λB) = |λ|Dθ(A,B),

c. Dθ(A+ V,B + V ) = Dθ(A,B),

d. Dθ(A+ V,B +W ) ≤ Dθ(A,B) +Dθ(V,W ).

Demonstração. Os items a., b. e c. seguem diretamente da definição 1.2.14 de Dθ e das propriedades
de dθ estabelecidas na Proposição 1.1.9. Para o item d. note que pelo item d. na Proposição 1.1.9
temos que

Dθ(A+ V,B +W ) =

(∫ 1

0

d2θ(Aα + Vα, Bα +Wα)dα

) 1
2

≤
(∫ 1

0

(dθ(Aα, Bα) + dθ(Vα,Wα))
2 dα

) 1
2

(Desigualdade de Minkowski) ≤
(∫ 1

0

(dθ(Aα, Bα))
2 dα

) 1
2

+

(∫ 1

0

(dθ(Vα,Wα))
2 dα

) 1
2

Dθ(A+ V,B +W ) ≤ Dθ(A,B) +Dθ(V,W )
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1.3 Um novo mergulho para Fc,2(R)

Nesta seção consideramos a classe de conjuntos fuzzy da reta Fc,2(R). Mostraremos que é possível
estabelecer um mergulho entre Fc,2(R) e um cone fechado e convexo num espaço de Hilbert.

1.3.1 Alguns resultados sobre o espaço de Hilbert L2(0, 1]

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre o espaço de Hilbert L2(0, 1] = {f : (0, 1] →
R : ‖f‖2 ≤ ∞} onde ‖f‖22 =

∫ 1

0
|f(x)|2dx.

O resultado a seguir pode ser provado usando conceitos básicos sobre espaços de Hilbert (ver
[25], [48]).

Lema 1.3.1. Seja H = L2(0, 1] com produto interno usual < f, g >L2 . Para todo θ > 0 a fun-

ção < (f, g), (h, k) >θ=< f, h >L2 +θ < g, k >L2 define um produto interno no espaço produto

L2(0, 1]×L2(0, 1] tal que Hθ = (L2(0, 1]×L2(0, 1], <,>θ) é um espaço de Hilbert. Além disso, para

θ1, θ2 > 0 as normas geradas por <,>θ1 e <,>θ2 são equivalentes em L2(0, 1]× L2(0, 1] .

A seguir, seguindo as notação usual em teoria da medida, usaremos a abreviação q.t.p. para a
expressão quase todo ponto.

Lema 1.3.2. Seja f, fn ∈ L2(0, 1] para n = 1, 2, · · · tais que fn
L2

→ f .

a. Se para todo n ∈ N a função fn ≥ 0 q.t.p. então f ≥ 0 q.t.p.

b. Se para todo n ∈ N a função fn é uma função não crescente (não decrescente) q.t.p. então f é

não crescente (não decrescente) q.t.p.

Demonstração. a. Consideramos X = (0, 1]. Como fn
L2

→ f , então existe uma subsequência (fnk
)

que converge pontualmente a f q.t.p 2, isto é, existe M0 com µ(M0) = 0 (µ a medida usual em R)
tal que para todo x ∈ X\M0, fnk

(x) → f(x) quando k → ∞. Ademais, existem conjuntos Mn,
n = 1, 2, · · · tais que µ(Mn) = 0 e fn(x) ≥ 0 para todo x ∈ X\Mn.

Seja M = ∪∞
n=0Mn. Como M é uma união enumerãvel de conjuntos de medida nula, então

µ(M) = 0. Se x ∈ X\M e f(x) < 0, então para ǫ = −f(x)
3

existe K ∈ N tal que se k > K,
|fnk

(x) − f(x)| ≤ ǫ. Isto implica que fnk
(x) < 0 o que é absurdo. Concluímos portanto que se

x ∈ X\M então f(x) ≥ 0 e obtemos o resultado desejado.

b. Consideraremos apenas o caso em que as funções fn são não crescentes. O caso em que as funções
fn são não decrescentes é análogo. A convergência de fn em L2 implica a existência de uma
subsequência fnk

e um conjunto M0 com µ(M0) = 0, tal que f(x) = limk→∞ fnk
(x) para todo x ∈

X\M . Além disso, pela hipóteses no item b., sabemos que existem conjuntos Mn com µ(Mn) = 0
tais que fn é não crescente em X\M .

Seja M = ∪∞
n=0Mn. Como M é uma união enumerável de conjuntos de medida nula, então

µ(M) = 0. Sejam x, y ∈ X\M tais que x < y e suponhamos que f(x) < f(y). Seja ǫ =

2Bartle [12], Capítulo 7.
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f(y)−f(x)
3

. Pela convergência pontual de fnk
a f , existem K1, K2 ∈ N tal que se k > K1 então

|fnk
(x) − f(x)| ≤ ǫ e se k > K2, |fnk

(y) − f(y)| ≤ ǫ. Assim, se k > max{K1, K2} temos que
fnk

(x) ≤ f(x) + ǫ = f(y) − 2ǫ < f(y) − ǫ ≤ fnk(y) o que contradiz o fato de fnk
ser uma

função não crescente. Concluímos portanto, que para x, y ∈ X\M tais que x < y se satisfaz que
f(x) ≥ f(y), isto é, f é não crescente q.t.p.

Lema 1.3.3. Seja f : (a, b] → R uma função não crescente (não decrescente) q.t.p.. Então existe

f̂ : (a, b] → R tal que f̂ é não crescente (não decrescente) em todo o intervalo (a, b] e f = f̂ q.t.p.

Demonstração. Consideramos X = (a, b]. É suficiente provar o resultado só para o caso f não cres-
cente. Se f é não crescente q.t.p. então existe M ⊂ (a, b] tal que µ(M) = 0 e para todo y, z ∈ X\M
com y < z se satisfaz que f(y) ≥ f(z).

Se M = ∅ o resultado é imediato fazendo f̂ = f . Se M 6= ∅, então para cada x ∈ M considere
os conjuntos Ax = {y ∈ X\M : y < x} e Bx = {z ∈ X\M : x < z}.

Observe que para todo x ∈ M , os conjuntos Ax e Bx são não vazios. De fato, se Ax = ∅ então
para todo z ∈ X\M teriamos que x ≤ z, o que implicaria que o intervalo (a, x) esta contido em M ,
o que é um absurdo pois µ(M) = 0. Do modo similar, se Bx = ∅ isto implicaria que o intervalo (x, b)
está contido em M e novamente chega-se numa contradição pois µ(M) = 0.

Como f é não crescente em X\M , segue-se da definição de Ax e Bx que f(y) ≥ f(z) para todo
y ∈ Ax e todo z ∈ Bx. Logo, inf f(Ax) e sup f(Bx) existem e sup f(Bx) ≤ inf f(Ax).

Seja cx = inf f(Ax)+sup f(Bx)
2

. Defina f̂ como

f̂(u) =

{

f(u) se u ∈ X\M
cx se u ∈ M.

Vejamos que f̂ é não crescente em todo X . Sejam y, z ∈ X tal que y < z. Temos quatro casos
a considerar. Primeiro, se y, z ∈ X\M então f̂(y) = f(y) e f̂(z) = f(z). Como f é não crescente
segue que f̂(y) ≥ f̂(z). Se y ∈ X\M e z ∈ M então y ∈ Az e f̂(z) = cz. Pela definição de
cz temos que f̂(z) = cz ≤ inf f(Az) ≤ f(y) = f̂(y). Se y ∈ M e z ∈ X\M então z ∈ By e
f̂(y) = cy ≥ sup f(Bz) ≥ f(z) = f̂(z) pela definição de cy. Se y, z ∈ M então existe w ∈ X\M
tal que y < w < z (caso contrario implicaria que (y, z) ⊂ M ) e já mostramos que neste caso
f̂(y) ≥ f̂(w) e f̂(w) ≥ f̂(z), segue-se então que f̂(y) ≥ f̂(z).

Concluímos assim que f̂ é não crescente em todo X e o resultado desejado é obtido notando que
f̂ = f em X\M .

Lema 1.3.4. Seja a ∈ (0, 1] e fn ∈ L2(0, 1] para n = 1, 2, · · · tais que fn converge em L2(0, 1].

a. Se para todo n ∈ N fn(a) < ∞ e fn é não crescente em todo (0, 1] então existe f ∈ L2(0, 1] tal

que fn
L2

→ f , f(a) < ∞ e f não crescente em todo (0, 1]
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b. Se para todo n ∈ N −∞ < fn(a) e fn é não decrescente em todo (0, 1] então existe f ∈ L2(0, 1]

tal que fn
L2

→ f , −∞ < f(a) e f não decrescente em todo (0, 1]

Demonstração. É suficiente provar a primeira parte do resultado. Como fn é não crescente para cada

n, pelo Lema 1.3.2, temos que existe f ∈ L2(0, 1] tal que fn
L2

→ f e f não crescente em ∈ X\M
para algum M ⊂ (0, 1] com µ(M) = 0. Como f ∈ L2(0, 1] temos que o conjunto N = {x ∈ (0, 1] :
f(x) ≡ +∞} tem medida nula. Logo, podemos considerar que f(x) < ∞ para todo x ∈ (0, 1]. Como
f é não crescente em X\(M ∪N), aplicando o Lema 1.3.3, podemos considerar f não crescente em
todo o intervalo (0, 1] e f(a) < ∞.

Os lemas seguintes mostram que a regra do trapezio, aplicada a funções monótonas num intervalo,
permite aproximar a norma da função em L2.

Lema 1.3.5. Seja f : [a, b] → R uma função monótona tal que
∫ b

a
|f(x)|2dx < ∞. Se definirmos

g : [a, b] → R como g(x) = (1− x−a
b−a

)f(a) + x−a
b−a

f(b) então

∫ b

a

|f(x)− g(x)|2 ≤ (b− a)(M −m)2,

com M = max{f(a), f(b)} e m = min{f(a), f(b)}.

Demonstração. Como f é monótona, é claro que m ≤ f(x) ≤ M para todo x ∈ [a, b]. Do mesmo
modo, como g(x) é uma combinação convexa de f(a) e f(b) temos que m ≤ g(x) ≤ M . Assim,
concluímos que |f(x)− g(x)| ≤ (M −m). Do anterior temos que

∫ b

a

|f(x)− g(x)|2dx ≤
∫ b

a

(M −m)2dx = (b− a)(M −m)2.

Lema 1.3.6. Seja f : [a, b] → R uma função monótona tal que
∫ b

a
|f(x)|2dx < ∞ e Pn : a =

α0 < α1 < · · · < αn−1 < αn = b uma partição do intervalo [a, b] tal que αi+1 − αi =
1
n

para todo

i = 0, · · · , n− 1. Se definimos Gn(f) = gn : [a, b] → R por

gn(x) = (1− x− αi

αi+1 − αi

)f(αi) + (
x− αi

αi+1 − αi

)f(αi+1) para αi ≤ x ≤ αi+1 i = 0, · · · , n− 1

então

∫ b

a

|f(x)− gn(x)|2dx ≤ 1

n
(M −m)2,

com M = max{f(a), f(b)} e m = min{f(a), f(b)}.

Demonstração. É suficiente provar o resultado para f uma função monótona não crescente. Neste
caso M = f(a) e m = f(b). Note que pelo Lema 1.3.5, para cada i = 0, · · · , n− 1 temos que
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∫ αi+1

αi

|f(x)− gn(x)|2dx ≤ (αi+1 − αi)(f(αi)− f(αi+1))
2 =

1

n
(f(αi)− f(αi+1))

2.

Assim,

∫ b

a

|f(x)− gn(x)|2dx =
n−1∑

i=0

∫ αi+1

αi

|f(x)− gn(x)|2dx ≤ 1

n

n−1∑

i=0

(f(αi)− f(αi+1))
2.

Como
∑

a2i < (
∑

ai)
2 se ai > 0 para todo i, então podemos concluir que

∫ b

a

|f(x)− gn(x)|2dx ≤ 1

n

(
n−1∑

i=0

f(αi)− f(αi+1)

)2

=
1

n
(f(a)− f(b))2 =

1

n
(M −m)2.

Usando os lemas anteriores podemos provar que para funções monótonas quadrado integráveis, a
aproximação trapezoidal também converge à função em L2.

Corolário 1.3.7. Seja f : (0, 1] → R uma função monotona tal que
∫ 1

0
|f(x)|2dx < ∞ e −∞ <

f(1) < ∞. Seja Pn : 0 = α0 < α1 < · · · < αn−1 < αn = 1 uma partição do intervalo [0, 1] tal que

αi+1 − αi =
1
n

para todo i = 0, · · · , n− 1. Se definirmos Gn(f) = gn : [0, 1] → R como

gn(x) =

{

(1− x−αi

αi+1−αi
)f(αi) + ( x−αi

αi+1−αi
)f(αi+1) para αi ≤ x ≤ αi+1 i = 1, · · · , n− 1,

f( 1
n
) para 0 ≤ x ≤ 1

n
.

Então

lim
n→∞

||f − gn||2L2
→ 0.

Demonstração. É suficiente provar o resultado para f uma função monótona não crescente. Como
f(1) < ∞, sem perda de generalidade podemos considerar que f(1) = 0 e por tanto f(x) ≥ 0 para
todo x ∈ (0, 1] (caso contrario é suficiente considerar f̂(x) = f(x)−f(1)). Pelo anterior e a definição
de gn segue que gn(x) ≥ 0 para todo x ∈ (0, 1] e n = 1, 2, · · · .

Dado ǫ > 0, como
∫ 1

0
|f(x)|2dx < ∞, existe N ∈ N tal que

∫ 1
N

0
|f(x)|2dx ≤ ǫ

2
. Vamos estimar o

valor de ||f − gN ||2. Temos que

||f − gNn||2L2 =

∫ 1

0

|f(x)− gN(x)|2dx =

∫ 1
N

0

|f(x)− gN(x)|2dx+
∫ 1

1
N

|f(x)− gN(x)|2dx. (1.4)
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Como gn(x) ≥ 0 para todo n, então em particular f(x)−gN(x) ≤ f(x) e como gN(x) = f( 1
N
) ≤

f(x) para x ∈ (0, 1
N
] então temos 0 ≤ f(x)− gN(x) ≤ f(x), para x ∈ (0, 1

N
]. Elevando ao quadrado

na expressão anterior temos

0 ≤ (f(x)− gN(x))
2 ≤ [f(x)]2,

para x ∈ (0, 1
N
]. Usando esta desigualdade na expressão 1.4 temos que

||f − gN ||2L2 =

∫ 1

0

|f(x)− gN(x)|2dx =

∫ 1
N

0

|f(x)− gN(x)|2dx+

∫ 1

1
N

|f(x)− gN(x)|2dx. (1.5)

≤
∫ 1

N

0

|f(x)|2dx+

∫ 1

1
N

|f(x)− gN(x)|2dx (1.6)

||f − gN ||2L2 ≤ ǫ

2
+

∫ 1

1
N

|f(x)− gN(x)|2dx. (1.7)

Por outro lado, note que, como estamos considerando f(1) = 0, segue do Lema 1.3.6 que a
integral

∫ 1
1
N

|f(x)− gN(x)|2dx pode ser limitada como

∫ 1

1
N

|f(x)− gN(x)|2dx ≤ 1

N
f(

1

N
)2.

Note aliás que, f(x) ≥ f( 1
N
) ≥ 0 para todo x ∈ (0, 1

N
] e portanto

1

N

(

f(
1

N
)

)2

=

∫ 1
N

0

f(
1

N
)2dx ≤

∫ 1
N

0

f(x)2dx ≤ ǫ

2
.

Ao considerar esta última desigualdade na desigualdade 1.7 temos

||f − gN ||2 ≤
ǫ

2
+

∫ 1

1
N

|f(x)− gN(x)|2dx

≤ ǫ

2
+

1

N

(

f(
1

N
)

)2

≤ ǫ

2
+

∫ 1
N

0

f(x)2dx

≤ ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

Concluímos assim que limn→∞ ||f − gn||2L2 → 0
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1.3.2 Um teorema de mergulho para (Fc,2(R), Dθ)

O teorema a seguir estabelece um mergulho de (Fc,2(R), Dθ) em

Hθ = (L2(0, 1]× L2(0, 1], <,>θ).

A ideia é identificar um número fuzzy A com o par de funções (midA,sprA). O que caracteriza es-
tas funções é o fato de elas determinam completamente os α−níveis de A pois Aα = [midA(α) −
sprA(α),midA(α) + sprA(α)].

Teorema 1.3.8. O espaço (Fc,2(R), Dθ) é isometricamente isomorfo a um cone convexo e fechado

em Hθ.

Demonstração. Seja L definido como

L = {(f, g) ∈ Hθ : g ≥ 0,−∞ < f(1) < ∞, f + g não crescente, f − g não decrescente.}. (1.8)

Vamos mostrar que Fc,2(R) pode ser mergulhado em L pela aplicação φ : A → (midA, sprA).

Pela definição de Fc,2(R), para todo A ∈ Fc,2(R), a função Al é não decrescente e a função Ar

é não crescente. Além disso, as funções são finitas em α = 1 e Ar ≤ Al. Pela definição de Ar e
Al em termos de midA e sprA concluimos que o par (midA, sprA) pertence a L, isto é, a aplicação
φ : A → (midA, sprA) leva Fc,2(R) em L.

Provemos que L é um cone convexo. Da definição de L tem-se que se (f, g) ∈ L então g(1) < ∞.
De fato, se g(1) = ∞ então (f + g)(1) = ∞, com f + g uma função não crescente em (0, 1]. Assim,
f + g ≡ ∞ e por tanto f + g não está em L2(0, 1], o que não pode ocorrer pois f, g ∈ L2(0, 1].

Notemos que se λ ≥ 0 e (f, g) ∈ L então (λf, λg) ∈ L. Se (h, k) está também em L então
g + k ≥ 0, f + h+ g + k é não crescente, f + h− (g + k) = (f − g) + (h− k) é não decrescente e
(f + h)(1) < ∞. Concluímos assim, que (f, g) + (h, k) ∈ L. Portanto L é um cone convexo em Hθ.

Afim de provar que L é fechado, consideremos uma sequência (fn, gn) ∈ L tal que (fn, gn) →
(f, g) em Hθ. Sendo assim, fn → f , gn → g, fn + gn → f + g e fn − gn → f − g em L2(0, 1].
Pelo Lemma 1.3.4 se (fn, gn) ∈ L então g ≥ 0, f + g é não crescente , f − g é não decres-
cente, f(1) + g(1) < ∞ e −∞ < f(1) − g(1). Das duas desigualdades anteriores tem-se que
−∞ < f(1), g(1) < ∞. Concluímos com isso que (f, g) ∈ L, e portanto L é fechado.

Vejamos agora que todo elemento de L corresponde-se de forma única com um elemento de
Fc,2(R). Seja (f, g) ∈ L, como as funções f + g e f − g são funções reais monótonas sobre um
intervalo, é possível concluir que estas funções tem no máximo uma quantidade enumerável de des-
continuidades, sendo todas elas descontinuidades de salto ( Teorema 4.29, Teorema 4.30 e Corolário
p. 96 em [76] ). Note que as funções descontínuas à direita ou à esquerda são indistinguíveis em
L2(0, 1], e portanto, podemos sempre considerar versões contínuas à esquerda das funções f − g e
f + g.
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Como g ≥ 0 então f−g ≤ f+g e podemos definir o intervalo Aα = [(f−g)(α), (f+g)(α)] para
α ∈ (0, 1]. Como g(1), f(1) < ∞ temos que ∅ 6= A1. Por outro lado, como f − g é não decrescente
e f + g é não crescente, segue que Aα ⊂ Aβ se α ≥ β, α, β ∈ (0, 1]. Ademais, pelo fato de f − g e
f+g serem funções contínuas à esquerda, temos que se α1 ≤ α2 ≤ · · ·αn → α então Aα =

⋂n
i=1 Aαi

.

Defina
A(x) = max{sup{α : x ∈ Aα}, 0}.

Observe que A ∈ Fc(R), pois a família Aα satisfaze as condições do Teorema 1.2.3. Note também
que os conjuntos de nível de A são exatamente os conjuntos Aα = [(f −g)(α), (f +g)(α)] e portanto
midA = f e sprA = g. Concluímos assim que A ∈ Fc,2(R).

Pelas propriedades de mid e spr, estabelecidas na Proposição 1.1.4 e no Lema 1.2.7, segue que φ
é um isomorfismo. Para provar que φ é uma isometria, note que para A,B ∈ Fc,2(R)

D2
θ(A,B) =

∫ 1

0

|midA(α)− midB(α)|2dα + θ

∫ 1

0

|sprA(α)− sprB(α)|2dα

=< midA,midB >L2 +θ < sprA, sprB >L2

D2
θ(A,B) = ‖(midA, sprA)− (midA, sprB)‖2θ .

1.4 Sobre a diferença de Hukuhara

Dados A,B ∈ Fc,2(R) nem sempre é possível encontrar um elemento C ∈ Fc,2(R) tal que
A = B+C. Quando o elemento C existe, ele é único e é chamado de diferença de Hukuhara entre A
e B e denotado por C = A −h B. Quando a diferença de Hukuhara existe, esta operação é contínua
com respeito à métrica Dθ.

Proposição 1.4.1. Sejam A,An, B,Bn ∈ Fc,2(R) para n = 1, 2, . . . , tais que, Bn → B e An → A
com respeito a alguma métrica d satisfazendo as seguintes condições:

• (Fc,2(R), d) é completo,

• d(U, V ) ≤ d(U +W,V +W ),

• d(U + V,W + Z) ≤ d(U,W ) + d(V, Z)

para U, V,W,Z ∈ Fc,2(R). Se Bn −h An existe para todo n = 1, 2, . . . , então B −h A existe e

B −h A = limn→∞ Bn −h An.

Demonstração. Note que a sequência Bn − hAn é uma sequência de Cauchy pois
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d(Bn −h An, Bm −h Am) ≤ d(Bn −h An + An, Bm −h Am + An)

≤ d(Bn, Bm −h Am + An)

≤ d(Bn + Am, Bm −h Am + An + Am)

≤ d(Bn + Am, Bm + An)

d(Bn −h An, Bm −h Am) ≤ d(Bn, Bm) + d(Am, An).

Como Fc,2(R) é completo com esta métrica, existe Z ∈ Fc,2(R) tal que Z = limn→∞ Bn − hAn.
Mostremos que que Z = B −h A. De fato, note que para todo n = 1, 2, · · · ,

d(Bn −h An + A,B) ≤ d(Bn −h An + A+ An, B + An) ≤ d(Bn + A,B + An)

d(Bn −h An + A,B) ≤ d(Bn, B) + d(A,An),

isto é,

d(Z + A,B) = d( lim
n→∞

Bn −h An + A,B)

= lim
n→∞

d(Bn −h An + A,B)

≤ lim
n→∞

d(Bn, B) + d(A,An)

d(Z + A,B) = 0

e assim Z = B −h A.

Note que a proposição anterior é válida para a métrica Dθ como mostrado no resultado a seguir.

Corolário 1.4.2. Sejam A,An, B,Bn ∈ Fc,2(R) para n = 1, 2, . . . tais que Bn → B e An → A
com respeito a Dθ. Se Bn −h An existe para todo n = 1, 2, . . . , então B −h A existe e B −h A =
limn→∞ Bn −h An.

Demonstração. O resultado segue da Proposição 1.4.1, notando que pelo Teorema 1.3.8 e a Proposi-
ção 1.2.16, a métrica Dθ satisfaz as condições da Proposição 1.4.1.

Algumas condições podem ser estabelecidas para garantir a existência da diferença de Hukuhara.
Intituitivamente, o resultado a seguir indica que, a diferença de Hukuhara entre A e B existe, se ao
fazer diferença via funções mid e spr, obtem-se funções adequadas para ser funções de ponto meio e
de dispersão de algum número fuzzy.

Lema 1.4.3. Sejam A,B ∈ Fc,2(R). A diferença de Hukuhara A−h B existe se e somente se

1. sprB(α) ≤ sprA(α) para todo α ∈ (0, 1],

2. midA(α)− midB(α) + sprA(α)− sprB(α) é não crescente em (0, 1],
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3. midA(α)− midB(α)− sprA(α) + sprB(α) é não decrescente em (0, 1].

Demonstração. Se existe C ∈ Fc,2(R), tal que C = A −h B, isto é, A = B + C então temos que
midA = midB + midC e sprA = sprB + sprC . Logo

midC = midA − midB e sprC = sprA − sprB. (1.9)

Como C ∈ Fc,2(R) temos que sprC ≥ 0 para todo α ∈ [0, 1], midC + sprC é uma função não
crescente em [0, 1] e midC − sprC é uma função não decrescente em [0, 1]. Assim, as condições 1. 2.
e 3. são satisfeitas.

Suponha agora que as funções midA, sprA,midB, sprB satisfazem as condições 1. 2. 3. Definimos
as funções midC e sprC usando as equações 1.9 e definimos Cα = [midC(α) − sprC(α),midC(α) +
sprC(α)].

Como A,B ∈ Fc(R), os conjuntos Cα assim definidos, satisfazem as condições do Teorema de
Representação de Negoita Ralescu e portanto, definem adequadamente um número fuzzy C. Pela
definição de C, tem se que A = B + C, isto é A−h B existe e C = A−h B.



Capítulo 2

Números Fuzzy poligonais

Este capítulo refere-se a resultados aceitos para publicação em [14].
O conceito de número fuzzy poligonal é uma generalização natural dos conceitos de número fuzzy

triangular e trapezoidal. O uso de funções de pertinência lineares por partes é uma prática comum em
aplicações ([5, 30, 31, 53, 54, 69, 70, 80, 78]).

No caso unidimensional, esta ideia já foi considerada por vários autores ([5], [78]). Os números
fuzzy poligonais também podem ser considerados como um caso particular de representação paramé-
trica de números fuzzy com interpolação linear ([77], [34]).

Liu e Li em [53] e [54] introduziram o conceito de número fuzzy poligonal simétrico e mostraram
alguns resultados relevantes sobre a estrutura matemática destes objetos. Recentemente, tem sido
consideradas várias ligações entre a teoria de redes neurais fuzzy e os números fuzzy poligonais
simétricos (ver [52], [55], [53], [44], [81]).

A ideia de quantidades fuzzy com funções de pertinência simples ou canônicas em dimensões
superiores também tem sido considerada em vários trabalhos anteriores ( [61], [63], [73], [6], [16],
[82], [51]).

Neste capítulo é apresentada uma nova formalização do conceito de número fuzzy poligonal que
pode ser estendido naturalmente a dimensões superiores. A relevância desta formalização está no
fato de permitir uma visão unificada para os casos unidimensional e multidimensional, o que permite
obter generalizações n−dimensionais de vários resultados em dimensão um e versões simplificadas
de resultados relevantes sobre aproximação em Fc(R

n).
São apresentadas algumas propriedades matemáticas e uma caracaterização dos espaços de con-

juntos fuzzy poligonais. No caso unidimensional é mostrado que estes espaços de números fuzzy
podem ser considerados como cones fechados e convexos de dimensão finita. Finalmente, alguns
desenvolvimentos teóricos sobre aproximação de números fuzzy e aproximação de conjuntos de nú-
meros fuzzy são considerados.

2.1 Conjuntos Fuzzy Poligonais de R
n

A definição de conjunto fuzzy poligonal é baseada na seguinte ideia: usando um número finito de
cortes, os cortes intermediários serão obtidos usando interpolação linear por partes.

Definição 2.1.1. Seja Pm uma partição finita do intervalo [0,1]:

24
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Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1.

Um elemento Z de Fc(R
n) é chamado de conjunto fuzzy poligonal associado com Pm se para

todo α ∈ (0, 1] temos que o α−nível Zα satisfaz:

Zα = (1− λ)Zαi
+ λZαi+1

onde 0 ≤ αi < α ≤ αi+1 ≤ 1 para algúm i = 0, ...,m− 1 e λ = λ(α) = (α−αi)
(αi+1−αi)

.

Temos definido os conjuntos fuzzy poligonais, como aqueles elementos em Fc(R
n) satisfazendo

uma propriedades de interpolação linear convexa entre os α−níveis com respeito a uma partição finita
do intervalo. Denotaremos por Fc,Pm

(Rn) o conjunto de conjuntos fuzzy poligonais de Rn associados
com a partição Pm. No caso n = 1 os denominaremos números fuzzy poligonais.

Exemplo 2.1.2. Vejamos que os números fuzzy triangulares e trapezoidais são números fuzzy poli-
gonais associados com a partição trivial Pm : 0 = α0 < α1 = 1. Consideremos um número fuzzy
trapezoidal A com α−níveis dados por Aα = [aα, bα] para α ∈ [0, 1].

1

α

0
(a0, 0)

(aα, α)

(a1, 1)

(b0, 0)

(bα, α)

(b1, 1)

Aα = [aα, bα]

Figura 2.1: Número fuzzy trapezoidal

O fato de que A seja um número fuzzy trapezoidal implica que os pontos (aα, α) e (bα, α) satis-
fazem as seguintes relações lineares:

aα = a0 + α(a1 − a0) = (1− α)a0 + αa1

bα = b0 + α(b1 − b0) = (1− α)b0 + αb1.

Pelas propriedades da aritmética intervalar, isto é equivalente a

[A]α = (1− α)[A]0 + α[A]1.

Isto é, A é um número fuzzy poligonal associado com a partição trivial P1 : 0 = α0 < α1 = 1.
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Exemplo 2.1.3. Seja A ∈ Fc(R) tal que A tem uma função de pertinência cujo gráfico tem forma
poligonal e com conjuntos de nível dados por Aα = [aα, bα] para α ∈ [0, 1]. Consideremos a partição
Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 formada pelos αi ∈ [0, 1], tais que, no ponto (aαi

, αi) ou
no ponto (bαi

, αi), ocorre uma mudança na inclinação do gráfico .

Para todo α ∈ [0, 1] com αi ≤ α ≤ αi+1 (o índice i sempre existe), temos que os pontos (aα, α) e
(bα, α) satisfazem as relações lineares

aα = ai + λ(ai+1 − ai) = (1− λ)ai + λai+1

bα = ai + λ(bi+1 − bi) = (1− λ)bi + λbi+1

com λ = (α−αi)
(αi+1−αi)

. Pela aritmética intervalar, isto implica que

Aα = (1− λ)Aαi
+ λAαi+1

isto é, A é um número fuzzy poligonal associado à partição Pm.

[A]α = [aα, bα]

1 = α4

α3

α2

α1

0 = α0

α

µZ

x

Figura 2.2: Número fuzzy poligonal.

A seguinte proposição estabelece que o espaço Fc,Pm
(Rn) está bem definido e que é suficiente

considerar um número finito de conjuntos de nível convexos e compactos, para definir adequadamente
um elemento de Fc,Pm

(Rn) ⊂ Fc(R
n).

Proposição 2.1.4. Sejam Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 uma partição do intervalo

[0, 1] e {Cαi
}i=0,...m uma coleção de conjuntos não vazíos, compactos e convexos de R

n tais que

Cαm
⊆ Cαm−1 ⊆ · · · ⊆ Cα0 . Para cada α ∈ [0, 1] definimos o conjunto

Cα = (1− λ)Cαi
+ λCαi+1

com 0 ≤ αi ≤ α ≤ αi+1 ≤ 1 e λ = (α−αi)
(αi+1−αi)

. Então, a família {Cα}α∈[0,1] define adequadamente um

único elemento em Fc,Pm
(Rn) ⊂ Fc(R

n), isto é, existe um número fuzzy poligonal Z ∈ Fc,Pm
(Rn) ⊂

Fc(R
n) tal que [Z]α = Cα para α ∈ [0, 1].
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Demonstração. De acordo com a Proposição 1.1.11, temos que para qualquer par de conjuntos não
vazio compactos e convexos A,B ⊂ R

n com B ⊂ A, se Dλ = (1− λ)A+ λB com λ ∈ [0, 1] então
as seguintes propriedades são satisfeitas:

1. Dλ é compacto, convexo e não vazio para tudo λ ∈ [0, 1].

2. B ⊆ Dβ ⊆ Dα ⊆ A para 0 ≤ α ≤ β ≤ 1 (Dλ é uma família monotónicamente decrescente
com respeito a λ).

3. dh(Dα, Dβ) ≤ (β−α)dh(0, A)+ (β−α)dh(0, B) ≤ K(β−α) para 0 ≤ α ≤ β ≤ 1 e alguma
constante K (Dλ é uma família Lipschitz contínua com respeito a λ).

A família {Cα} é construída usando o processo de combinações convexas Cα = (1 − λ)Cαi
+

λCαi+1
e λ = (α−αi)

(αi+1−αi)
. Assim pela parte 1. acima, Cα é compacto, não vazio e convexo para todo

α ∈ [0, 1].

A expressão λ = (α−αi)
(αi+1−αi)

é uma função estritamente crescente de α ∈ [αi, αi+1] quando o
índice i é fixado. Assim, pela parte 2. acima, Cα é uma família monotonicamente decrescente em
α ∈ [αi, αi+1] para todo i e dado que Cαm

⊆ Cαm−1 ⊆ · · · ⊆ Cα0 obtemos que Cα é uma família
monotónicamente decrescente com respeito a α no intervalo [0, 1].

Quando i está fixo, λ torna-se também uma função contínua de α ∈ [αi, αi+1] para todo i, e a-
ssim, pela parte 3 acima, Cα é uma família contínua com respeito a α ∈ [αi, αi+1] para todo i. Se
β, γ ∈ [0, 1] e β → γ é possível sempre supor que β, γ ∈ [αi, αi+1] para algum i fixo, assim, Cα é
uma família contínua com respeito a α no intervalo [0, 1].

As três conclusões anteriores são, de fato, as condições do Teorema de representação de Negoita
e Ralescu (Teorema 1.2.3) e portanto, concluímos que existe um conjunto fuzzy Z ∈ Fc(R

n) tal que
[Z]α = Cα para todo α ∈ [0, 1]. Pela propria definição de Cα temos que Z ∈ Fc,Pm

(R).

Proposição 2.1.5. Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 o conjunto

Fc,Pm
(Rn) é fechado com respeito a soma e multiplicação por escalar.

Demonstração. Consideremos dois conjuntos fuzzy poligonais Z,W ∈ Fc,Pm
(Rn), e c ∈ R. Para

todo α ∈ [0, 1] temos que 0 ≤ αi ≤ α ≤ αi+1 ≤ 1 para algúm i. O conjunto fuzzy Z+cW ∈ Fc(R
n)

satisfaz

[Z + cW ]α = Zα + [cW ]α = Zα + cWα

= (1− λ)Zαi
+ λZαi+1

+ c((1− λ)Wαi
+ λWαi+1

)

= (1− λ)(Zαi
+ cWαi

) + λ(Zαi+1
+ cWαi+1

)

= (1− λ)([Z + cW ]αi
) + λ([Z + cW ]αi+1

)

com λ = (α−αi)
(αi+1−αi)

, λ ∈ [0, 1]. Pelo anterior, Z + cW é um conjunto fuzzy poligonal associado com a
mesma partição Pm .
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A proposição anterior não indica que o espaço Fc,Pm
(Rn) seja um espaço vetorial, a multiplica-

ção por -1 produz um elemento em Fc,Pm
(Rn) que não necesariamente é um elemento inverso para

a soma. O que o resultado anterior indica é que o conjunto Fc,Pm
(Rn) tem a estrutura de um cone

convexo.

O resultado a seguir estabelece alguns fatos sobre a continuidade da aplicação de nível para os
números fuzzy poligonais.

Proposição 2.1.6. Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 e qualquer Z ∈
Fc,Pm

(Rn) a aplicação de nível, IZ : [0, 1] → (Kc(R
n), dh), IZ(α) = Zα é Lipschitz e uniformemente

contínua sobre [0, 1].

Demonstração. Consideremos α, β ∈ [0, 1]. Se α, β ∈ [αi, αi+1] para algum i então temos que

dh(zα, zβ) = dh((1− λα)zαi
+ λαzαi+1

), (1− λβ)zαi
+ λβzαi+1

))

≤ Ki|λα − λβ|

≤ Ki
|α− β|
αi+1 − αi

dh(zα, zβ) ≤ Mi|α− β|

onde a primeira desigualdade é consequência da parte c. da Proposição 1.1.11 e Mi não depende de
α ou de β. Isto mostra que a aplicação Iz é Lipschitz contínua em cada subintervalo [αi, αi+1] com
constante Mi.

Seja M = max{M0,M1, . . . ,Mm−1}. Suponha sem perda de generalidade que α < β. Se α, β ∈
[αi, αi+1] para algum i, então temos que

dh(zα, zβ) ≤ Mi|α− β| ≤ M |α− β|.
Se α, β não pertencem ao mesmo intervalo [αi, αi+1] para nenhum i, então a partição é não trivial

e existem k e l em N tais que

αk−1 ≤ α ≤ αk ≤ αk+1 ≤ αk+2 ≤ · · · ≤ αk+l ≤ β ≤ αk+l+1.

Além disso, temos que

dh(zα, zβ) ≤ dh(zα, zαk
) + dh(zαk

, zαk+1
) + · · ·+ dh(zαk+l

, zβ)

≤ Mk(αk − α) +Mk+1(αk+1 − αk) + · · ·+Mk+l+1(β − αk+1)

≤ M(αk − α + αk+1 − αk + · · ·+ β − αk+l)

≤ M(β − α).

Concluímos assim que a função Iz é Lipschitz contínua no intervalo [0, 1] com constante M e
portanto é uniformemente contínua sobre [0, 1].
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Proposição 2.1.7. Sejam A,B ∈ Fc,Pm
(Rn) com Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1. Então

d∞(A,B) = max{dh(Aαi
, Bαi

) : i = 0, . . . ,m}.

Demonstração. Usando propriedades da métrica dh é possível estabelecer que para todo α ∈ [0, 1]

dh(Aα, Bα) = dh((1− λ)Aαi
+ λAαi+1

, (1− λ)Bαi
+ λBαi+1

)

≤ dh((1− λ)Aαi
, (1− λ)Bαi

) + dh(λAαi+1
, λBαi+1

)

≤ (1− λ)dh(Aαi
, Bαi

) + λdh(Aαi+1
, Bαi+1

)

dh(Aα, Bα) ≤ dh(Aα∗ , Bα∗)

com dh(Aα∗ , Bα∗) = max{dh(Aαi
, Bαi

) : i = 0, . . . ,m}. Assim, o supremo em d∞(A,B) é atingido
e d∞(A,B) = dh(Aα∗ , Bα∗).

Proposição 2.1.8. O espaço (Fc,Pm
(Rn), d∞) é completo.

Demonstração. Seja Ak uma sequência de Cauchy em (Fc,Pm
(Rn), d∞), assim para um ǫ > 0 existe

k ∈ N tal que se k1, k2 > k então d∞(Ak1 , Ak2) ≤ ǫ
2
. O que implica que para k1, k2 > k

dh(A
k1
αi
, Ak2

αi
) ≤ ǫ

2
∀i = 0, . . . ,m.

Assim, para todo i = 0, . . . ,m a sequência Ak
αi

é uma sequência de Cauchy em (Kc(R
n), dh).

Este espaço é completo (veja [49]) e assim para todo i = 0, . . . ,m existem conjuntos Ai ∈ Kc(R
n)

tais que

Ak
αi

dh→ Ai

quando k vai para ∞.

Por definição Ak ∈ Fc,Pm
(Rn) para todo k ∈ N, e portanto os conjuntos de nível estão encaixados

e

Ak
αm

⊂ Ak
αm−1

⊂ · · · ⊂ Ak
α0

para todo k ∈ N. Pela Proposição 1.1.12, se consideramos k → ∞ obtemos que

Am ⊂ Am−1 ⊂ · · · ⊂ A0.

Vamos definir agora um conjunto fuzzy poligonal A associado com a partição Pm fazendo [A]αi
=

Ai. Pela Proposição 2.1.4, A está bem definido e pela Proposição 2.1.7 obtemos

d∞(Ak, A) = max
i=0,...,m

dh(A
k
αi
, Aαi

).

Assim, quando k → ∞, d∞(Ak, A) → 0 porque Ak
αi

dh→ Ai para todo i = 0, . . . ,m. Temos
provado assim que Ak → A e portanto o espaço (Fc,Pm

(Rn), d∞) é completo.
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Corolário 2.1.9. Para uma partição fixa Pm o espaço (Fc,Pm
(Rn), d∞) é um cone convexo e fechado

em (Fc(R
n), d∞).

Demonstração. O resultado é uma consequência das Proposições 2.1.5 e 2.1.8.

Existem alguns resultados bem conhecidos sobre mergulhos do espaço Fc(R
n) ou de subespa-

ços dele em diferentes espaços. Puri e Ralescu em [71] mostraram que (Fc(R
n), d∞) com a arit-

mética usual pode ser mergulhado em um espaço normado V , onde V é um espaço quociente de
Fc(R

n) × Fc(R
n). Usando funções soporte, Klement et. al. em [45] mostraram que (FcL(R

n), d∞)
pode ser mergulhado em Lip([0, 1]×Sn−1,R) com a norma do sup. Usando procedimentos similares
é possível obter um mergulho do espaço (Fc(R

n), d∞) em B([0, 1]× Sn−1,R) [28].

Román-Flores et. al em [75] e Rojas-Medar et. al. [74] estenderam estes resultados e mostraram
que (Fcc(R

n), d∞) pode ser isometricamente mergulhado no espaço C([0, 1]× B∗,R).

As Proposições 2.1.5, 2.1.6, 2.1.8 mostram que (Fc,Pm
(Rn), d∞) é um cone convexo fechado do

espaço FcL(R
n) ⊂ Fcc(R

n), assim, qualquer um dos resultados prévios sobre mergulhos poderia ser
aplicado a Fc,Pm

(Rn) para obter um novo resultado sobre mergulhos. Como um exemplo, o seguinte
resultado pode ser obtido como corolario dos resultados em [75] ou [74].

Corolário 2.1.10. Para uma partição fixa Pm o espaço (Fc,Pm
(Rn), d∞) é isomorfo a um cone con-

vexo e fechado em C([0, 1]× B∗,R).

Os corolarios 2.1.6, 2.1.7 e 2.1.8 são generalizações para o espaço geral Fc,Pm
(Rn) de resultados

obtidos para n = 1 em [53] e [54]. Na próxima seção mostraremos que o espaço Fc,Pm
(R) pode ser

considerado como um cone convexo num espaço vetorial de dimensão finita.

2.2 Números fuzzy poligonais de R

2.2.1 Representação em dimensão finita de Fc,Pm
(R)

Ao considerar números fuzzy poligonais em R é possível usar o fato de que cada α− nível está
caraterizado exatamente por dois números reais, e portanto, podemos obter um mergulho do conjunto
de números fuzzy poligonais associados com uma partição Pm em um cone convexo no espaço eucli-
diano real de dimensão 2(m+ 1).

Definição 2.2.1. (Representação por pontos extremos.)
Consideremos um número fuzzy poligonal Z ∈ Fc,Pm

(R) e Zαi
= [zl(αi), zr(αi)] = [zl(i), zr(i)]

para i = 0, · · · ,m e uma partição fixa Pm. Definimos o vetor real EPm
(Z) = z ∈ R

2(m+1) como:

EPm
(Z) = z := (zl(0), zl(1), . . . , zl(m), zr(m) . . . , zr(1), zr(0))

T := (zl, zr)
T .

Pelo anterior é claro que EPm
: Fc,Pm

(R) → R
2(m+1). Quando não houver confusão, usaremos

a notação E no lugar de EPm
. Esta representação em dimensão finita de Fc,Pm

(R) será chamada
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de representação por pontos extremos. Como a representação por pontos extremos depende da par-
tição Pm, um elemento em R

2(m+1) pode representar diferentes números fuzzy poligonais segundo
diferentes partições.

zl(0) zl(1) zl(2) zl(3) zl(4) zr(4)
︸ ︷︷ ︸

EPm (Z)=z=(zl,zr)T

zr(3)zr(2) zr(1) zr(0)

α4

α3

α2

α1

α0

µA

x

Figura 2.3: Representação por pontos extremos do número fuzzy poligonal Z

Proposição 2.2.2. A aplicação E é injetiva e semilinear.

Demonstração. Consideremos uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 e
Z,W ∈ Fc,Pm

(Rn) com

Zαj
= [zl(j), zr(j)] Wαj

= [wl(j), wr(j)]

para j = 1, . . . ,m. Se E(Z) = E(W ) então

Zαj
= Wαj

para j = 1, . . . ,m.

Como Z e W são números fuzzy poligonais com respeito a mesma partição, pela Proposição 2.1.4
eles estão completamente caraterizados por seus conjuntos de nível, por tanto, Z e W são iguais o
que prova que E é injetiva.

Pela Proposição 2.1.5, sabemos que Fc,Pm
(R) é fechado com respeito a soma e multiplicação por

escalar. Se considerarmos Z,W ∈ Fc,Pm
(R), c ∈ R+ e E(Z) = z, E(W ) = w obtemos que

(Z + cW )αj
= [zl(j), zr(j)] + c[wl(j), wr(j)] = [zl(j) + cwl(j), zr(j) + cwr(j)],

isto é, a aplicação E assocía o vetor z + cw ∈ R
2(m+1) ao número fuzzy Z + cW e portanto E é

semilinear.

Corolário 2.2.3. Considere uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1, e

A,B ∈ Fc,Pm
(R) com representação de pontos extremos dada por E(A) e E(B) respectivamente.

Então
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d∞(A,B) = ‖E(A), E(B)‖∞ .

Demonstração. Consideremos Aαi
= [Al(i), Ar(i)] e Bαi

= [Bl(i), Br(i)], temos que

dh(Aαi
, Bαi

) = max{|Ar(i)−Br(i)| , |Al(i)− Bl(i)|}
para i = 0, . . . ,m.

Da Proposição 2.1.7 sabemos que d∞(A,B) = max{dh(Aαi
, Bαi

) : i = 0, . . . ,m}. Assim,
d∞(A,B) = maxi=0,··· ,m{max{|Ar(i)− Br(i)| , |Al(i)− Bl(i)|}, mas pela definição de E, este má-
ximo é equivalente ao máximo dos valores absolutos de todas as componentes do vetor E(A) −
E(B) = (Ar(0)−Br(0), . . . Ar(m)−Br(m), Al(m)−Bl(m), . . . , Al(0)−Bl(0)), isto é,

d∞(A,B) = max{|E(A)i − E(B)i| : i = 1, . . . , 2(m+ 1)} = ‖E(A)− E(B)‖∞ .

Definição 2.2.4. (Representação por mid e spr.)
Sejam Z ∈ Fc,Pm

(R) e Pm uma partição fixa de [0, 1]. Definimos a aplicação MPm
: Fc,Pm

(R) →
R

2(m+1) por

(MPm
(Z))i = mid(Zαi

) =
zr(i) + zl(i)

2

(MPm
(Z))i+m+1 = spr(Zαi

) =
zr(i)− zl(i)

2

para i = 0, · · · ,m, onde Zαi
= [zl(i), zr(i)].

A aplicação MPm
assocía com cada número fuzzy poligonal, um vector de números reais tal que as

primeiras m + 1 coordenadas são os pontos meios dos correspondentes α−cortes de Z, e as últimas
m + 1 coordenadas são as correspondentes dispersões dos α− cortes. Quando não houver lugar a
confussão usaremos a notação M no lugar de MPm

.
A identificação por pontos extremos E e a identificação por mid e spr estão relacionadas por uma

matriz de mudança de coordenadas. De fato, temos que para uma partição fixa Pm

M(Z) = ME(Z)

onde M ∈ R
(2m+2)×(2m+2) está definida como
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M =
1

2



















1
·

·
·

1

1
·

·
·

1
−1

·
·

·
−1

1
·

·
·

1



















2(m+1)×2(m+1)

(2.1)

Será útil considerar também a mudança inversa de coordenadas, isto é, E(Z) = M−1M(Z) =
2MTM(Z) com

E = M−1 = 2MT =



















1
·

·
·

1

−1
·

·
·

−1
1

·
·

·
1

1
·

·
·

1



















2(m+1)×2(m+1)

(2.2)

Corolário 2.2.5. Para uma partição fixa Pm, M : Fc,Pm
(R) → R

2(m+1) é uma aplicação injetiva e

semilinear

Demonstração. O resultado segue das relações matricias entre a aplicação M e E e da Proposição
2.2.2.

2.2.2 Algumas propriedades de Fc,Pm
(R)

Teorema 2.2.6. Para uma partição fixa Pm o espaço Fc,Pm
(R) é isomorfo ao cone convexo C =

{z ∈ R
2(m+1) : Bz ≥ 0} com

B =










−1 1 0 0 · · · 0
0 −1 1 0 · · · 0
0 0 −1 1 · · · 0
...

...

0 0 . . . 0 −1 1










(2m+1)×(2m+2)

.

Demonstração. Considere Z ∈ Fc,Pm
(R) e sua representação por pontos extremos E(Z) = z ∈

R
2(m+1). Como Z é um número fuzzy seus α−níveis satisfazem que Zα ⊂ [Z]β para α, β ∈ [0, 1]

com α ≥ β, logo se Zαj
= [zl(j), zr(j)] para j = 0, . . . , ...,m, temos que:
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zl(0) ≤ zl(1) ≤ · · · ≤ zl(m) ≤ zr(m) ≤ · · · ≤ zr(1) ≤ zr(0). (2.3)

A condição (2.3) é equivalente a dizer Bz ≥ 0 com

B =










−1 1 0 0 · · · 0
0 −1 1 0 · · · 0
0 0 −1 1 · · · 0
...

...
0 0 . . . 0 −1 1










(2m+1)×(2m+2)

(2.4)

Vejamos agora que, qualquer vetor real x ∈ R
2(m+1) satisfazendo a condição (2.4) pode ser iden-

tificado com um único elemento X ∈ Fc,Pm
(R). Se considerarmos x = (x1, x2, . . . , x2(m+1)) e

fazemos Xαi−1
= [xi, x2(m+1)−(i−1)] para i = 1, . . . ,m + 1, então pela condição (2.4), os conjuntos

Xαi
estão encaixados. Pela Proposição 2.1.4, os conjuntos Xαi

caracterizam univocamente um ele-
mento de Fc,Pm

(R). Como o conjunto {z ∈ R
2(m+1) : Bz ≥ 0} é convexo e a aplicação E injetiva e

semilinear, o resultado desejado segue imediatamente.

Note que a caraterização matrizial dada no Teorema 2.2.6 não é exclusiva dos números fuzzy
poligonais. Qualquer família de números fuzzy que possa ser caraterizada completamente em termos
de uma quantidade finita de α− níveis pode ter uma caracterização similar, pois o que a condição
estabelece é simplesmente que os α−níveis escolhidos estão encaixados. Contudo, temos obtido uma
caracterização e um isomorfismo! Usando o Corolario 2.2.3 e a equivalência entre as métricas em
dimensão finita, temos uma versão refinada do Teorema 2.2.6:

Corolário 2.2.7. Para uma partição fixa Pm o conjunto (Fc,Pm
(R), d∞) é isométricamente isomorfo

ao cone fechado e convexo

C = {z ∈ R
2(m+1) : Bz ≥ 0} ⊆ (R2(m+1), || · ||∞).

Corolário 2.2.8. ([53],[54]) O espaço (Fc,Pm
(R), d∞) é separável.

Demonstração. Pelo Corolario 2.2.7 a aplicação E leva o conjunto (Fc,Pm
(R), d∞) isométricamente

no espaço (C, || · ||∞). Dado que C ⊂ R
2(m+1), como R

2(m+1) é separavel com || · ||∞, concluimos
que C também é separável. A imagem inversa de C pela isometria injetiva E é também separável,
isto é, (Fc,Pm

(R), d∞) é separável.

A proposição seguinte carateriza a compacidade em (Fc,Pm
(R), d∞).

Proposição 2.2.9. ([53],[54]) Um conjunto U ⊂ (Fc,Pm
(R), d∞) é compacto se e somente se U é

fechado e limitado

Demonstração. Pela proposição 2.2.7, Fc,Pm
(R) é isometricamente isomorfo a um conjunto fechado

num espasço de dimensão finita.

O Corolario 2.2.8 e a Proposição 2.2.9 foram provados por Liu e Li em [53] e [54] usando ar-
gumentos diferentes aos usados neste capítulo. Nossas provas são significativamente mais simples e
concretas pelo uso da caracterização obtida no Teorema 2.2.6.
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2.3 Transformação e aproximação poligonal

Nesta seção analizaremos a aproximação de quantidades fuzzy, por conjuntos fuzzy poligonais.
Inicialmente estudaremos o caso de elementos em Fc(R

n) e depois extenderemos alguns dos resulta-
dos para Fc,2(R).

Lembremos que pela Proposição 2.1.4, para definir adequadamente um elemento em Fc,Pm
(Rn)

é suficiente definir os conjuntos de nível α para α0 < α1 < α2 < · · · < αm. Usaremos este fato para
definir a aproximação poligonal de um número fuzzy.

2.3.1 Transformação e aproximação poligonal em Fc(R
n).

Definição 2.3.1. Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 e u ∈ Fc(R
n)

definimos a transformação poligonal Pm : Fc(R
n) → Fc,Pm

(Rn) como

[Pm(u)]αi
= uαi

para i = 0, · · · ,m.

A transformação poligonal leva um conjunto fuzzy numa versão poligonal dele. Nesta seção ana-
lizaremos a forma em que esta versão poligonal aproxima o conjunto fuzzy original. Não havendo
lugar a confusão usaremos a notação Pm para a partição assím como para a transformação poligonal.

Proposição 2.3.2. Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 a transformação

Pm é linear

Demonstração. A linearidade segue da definição da transformação Pm e da aritmética em Fc(R
n)

definida via α−cortes. De fato,

[Pm(u+ av)]αi
= [u+ av]αi

= uαi
+ avαi

= [Pm(u)]αi
+ a[Pm(v)]αi

,

para cada i, u, v ∈ Fc(R
n) e a ∈ R. Pela definição do operador Pm o anterior implica que [Pm(u +

av)]α = [Pm(u)]α + a[Pm(v)]α para todo α ∈ [0, 1].

Proposição 2.3.3. Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 a transformação

Pm, é contínua e não expansiva com respeito à métrica d∞.

Demonstração. Pela Proposição 2.1.7, temos que

d∞(Pm(u),Pm(v)) = dh([Pm(u)]αi
, [Pm(v)]αi

) = dh(uαi
, vαi

)

para algum i = 0, . . . ,m, e pela definição da métrica d∞ isto implica que d∞(Pm(u),Pm(v)) ≤
d∞(u, v).

Corolário 2.3.4. Seja D ⊂ (Fc(R
n), d∞) e Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 uma partição

fixa. Se D é compacto então Pm(D) é compacto. Se D é convexo então Pm(D) é convexo.

Demonstração. O resultado segue das Proposições 2.3.2 e 2.3.3.

Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1, consideramos ∆Pm =
max{|αi+1 − αi| : i = 0, · · · ,m}. Note que a partição uniforme Um : αi =

i
m

for i = 0, 1, · · · ,m
satisfaz que ∆Um → 0 quando m → 0.
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Teorema 2.3.5. Seja u ∈ Fcc(R
n) e {Pm}m=2,3,... a sequência de partições de [0,1], tal que ∆Pm →

0 quando m → ∞. Então

lim
m→∞

d∞(u,Pm(u)) = 0

Demonstração. Seja ǫ > 0 e α ∈ [0, 1]. Para qualquer m = 2, 3, · · · fixo consideramos a partição
Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 e αi ≤ α ≤ αi+1 para algum i entre 0 e m− 1.

Assim, uαi+1
⊆ uα ⊆ uαi

e [Pm(u)]αi+1
⊆ [Pm(u)]α ⊆ [Pm(u)]αi

e dh(uα, uαi+1
) ≤ dh(uαi

, uαi+1
)

e dh([Pm(u)]αi+1
, [Pm(u)]α) ≤ dh([Pm(u)]αi+1

, [Pm(u)]αi
). Temos então que para αi ≤ α ≤ αi+1

dh(uα, [Pm(u)]α) ≤ dh(uα, uαi+1
) + dh(uαi+1

, [Pm(u)]αi+1
) + dh([Pm(u)]αi+1

, [Pm(u)]α)

≤ dh(uα, uαi+1
) + dh([Pm(u)]αi+1

, [Pm(u)]α)

≤ dh(uαi
, uαi+1

) + dh([Pm(u)]αi+1
, [Pm(u)]αi

)

dh(uα, [Pm(u)]α) ≤ 2dh(uαi
, uαi+1

). (2.5)

Dado que u ∈ Fcc(R
n), a aplicação de nível Iu é contínua sobre [0, 1] e portanto uniformemente

contínua sobre [0,1], assim, para todo ǫ > 0 existe um δ > 0 tal que se |αi − αi+1| < δ então
dh(uαi

, uαi+1
) < ǫ para todo i = 0, · · · ,m−1. Como ∆Pm = max{|αi+1−αi| : i = 0, · · · ,m−1} →

0 quando m → ∞ a partição Pm satisfaz |αi−αi+1| < δ para qualquer i = 0, · · · ,m− 1 se m > M ,
onde M é suficientemente grande. Do anterior e da desigualdade (2.5) obtemos:

dh(uα, [Pm(u)]α) < 2ǫ

para todo α ∈ [0, 1] e m > M . Tomando o supremo para α ∈ [0, 1] obtemos d∞(u,Pm(u)) < 2ǫ para
todo m > M . Como ǫ foi arbitrário, isto implica que limm→∞ d∞(u,Pm(u)) = 0 como queria-se
mostrar.

O resultado anterior é uma generalização para dimensões superiores do Teorema 5.8 presentado
em [53]. Como consequência imediata pode-se mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.3.6. ([74]) FcL(Rn) = Fcc(R
n) com respeito à métrica d∞.

Demonstração. Pela proposição 2.1.6, Pm(u) ∈ FcL(R
n) para todo u ∈ Fcc(R

n) e m = 2, 3, · · · .

Pode ser provado (ver [74]) que Fcc(R
n) com a métrica d∞ é fechado. De fato, se up d∞→ u com

up ∈ Fcc(R
n) então dado ǫ > 0 existe n ∈ N tal que d∞(up, u) < ǫ

3
para todo p > n. Para p0 > n

fixo, como up0 ∈ Fcc(R
n) existe δ > 0 tal que se |α− β| < δ então dh(u

p0
α , up0

β ) < ǫ
3
.

Pelo anterior, se |α− β| < δ e p0 é grande o suficiente temos que:

dh(uα, uβ) ≤ dh(uα, u
p0
β ) + dh(u

p0
α , up0

β ) + dh(u
p0
α , uβ)

≤ d∞(u, up0) +
ǫ

3
+ d∞(u, up0)

≤ ǫ,
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assim a aplicação de nível de u é contínua e por tanto u ∈ Fcc(R
n).

Agora bem, pelo Teorema 2.3.5, para cada elemento u ∈ Fcc(R
n) existe uma sequência de ele-

mentos Pm(u) ∈ FcL(R
n) que convergem a u na métrica d∞. Os comentários prévios implicam que

FcL(Rn) = Fcc(R
n).

O Teorema anterior foi provado por Rojas-Medar et. al. em [74], usando polinômios de Bernstein
multivalorados e o Teorema de aproximação de Vitali para multifunções. Nossa prova é muito mais
simples e intuitiva pelo uso dos conjuntos fuzzy poligonais.

Para finalizar esta subseção, mostraremos que quando consideramos a métrica Dθ, e partições
uniformes, a aproximação poligonal de um elemento u ∈ Fc(R) converge a u, ainda que u não tenha
aplicação de nível contínua.

Teorema 2.3.7. Sejam u ∈ Fc(R) e {Pm}m=1,2,3,... a sequência de partições uniformes de [0, 1], tal

que αi+1 − αi =
1
m

para i = 0, . . . ,m− 1. Então

lim
m→∞

Dθ(u,Pm(u)) = 0

Demonstração. Vamos provar que a aproximação poligonal Pm(u) converge para u com respeito à
métrica df com fl = fr = 1 e usaremos a equivalência das métricas, estabelecida no Lema 1.2.15,
para obter a convergência desejada na métrica Dθ. Usaremos também o Lema 1.3.6 do capítulo ante-
rior.

Consideremos a funções de pontos extremos de Pm(u), isto é, as funções [Pm(u)]l e [Pm(u)]r tais
que

[Pm(u)]α = [[Pm(u)]l(α), [Pm(u)]r(α)]

para cada α ∈ [0, 1].
Pela definição de Pm(u), como combinação convexa por partes dos cortes de u, temos que as

funções [Pm(u)]l e [Pm(u)]r são as aproximações trapezoidais de ul e ur. Usando a notação do Lema
1.3.6, temos de fato que

[Pm(u)]l = GM(ul)

e
[Pm(u)]r = GM(ur).

Como as funções ul e ur são monótonas, podemos concluir do Lema 1.3.6 que ||ul−[Pm(u)]l||22 →
0 e ||ur − [Pm(u)]r||22 → 0 quando m → ∞. Isto impica que

d2f (u,Pm(u)) = ||ul − [Pm(u)]l||22 + ||ur − [Pm(u)]r||22 → 0

quando m → ∞ e, pela equivalência das métricas df e Dθ, obtemos que

lim
m→∞

Dθ(u,Pm(u)) = 0

.
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2.3.2 Transformação e aproximação poligonal em Fc,2(R).

Antes de definir a aproximação poligonal Pm para elementos em Fc,2(R), vamos definir para cada
elemento u ∈ Fc,2(R), uma aproximação usando elementos de Fc(R).

Definição 2.3.8. Seja δ ∈ (0, 1]. Para u ∈ Fc,2(R), definimos o δ−truncamento de u, denotado por
Tδ(u), como

[Tδ(u)]α =

{

uα se δ ≤ α ≤ 1,

uδ se 0 ≤ α ≤ δ.
(2.6)

Note que Tδ : Fc,2(R) → Fc(R).

Lema 2.3.9. A aplicação Tδ : Fc,2(R) → Fc(R) é linear para cada δ ∈ (0, 1].

Demonstração. Sejam λ ∈ R e u, v ∈ Fc,2(R). Temos que

[Tδ(u+ λv)]α =

{

[u+ λv]α se δ ≤ α ≤ 1,

[u+ λv]δ se 0 ≤ α ≤ δ,
=

{

uα + λvα se δ ≤ α ≤ 1,

uδ + λvδ se 0 ≤ α ≤ δ,
(2.7)

e assim
[Tδ(u+ λv)]α = [Tδ(u)]α + λ[Tδ(v)]α.

Proposição 2.3.10. Se u ∈ Fc,2(R) então Dθ(Tδ(u), u) → 0 quando δ → 0.

Demonstração. Vamos provar que Tδ(u) converge a u com respeito à métrica df com fl = fr = 1, e
usaremos o Lema 1.2.15 para concluir a convergência com respeito a Dθ. Note que para todo λ ∈ R e
u, v ∈ Fc,2(R) df (u+λ, v+λ) = df (u, v) e Tδ(u+λ) = Tδ(u)+λ. Pelo anterior, podemos considerar
que u está centrado em zero, isto é, podemos considerar sem perdida de generalidade que midu(1) = 0
e que ur(1) ≥ 0, ul(1) ≤ 0 (caso contrario, basta com considerar u+ λ com λ = −midu(1)).

Pela monotonia de ul e ur, temos também que ur(α) ≥ 0 e ul(α) ≤ 0 para toda α ∈ (0, 1]. Como
ur(α) ≥ ur(δ) para α ∈ (0, δ) e ur ≥ 0, segue que

|ur(α)− ur(δ)| = ur(α)− ur(δ) ≤ ur(α) = |ur(α)|.

De forma análoga obtemos que, como ul(α) ≤ 0 e ul(α) ≤ ul(δ) para α ∈ (0, δ).

|ul(α)− ul(δ)| = −ul(α) + ul(δ) ≤ −ul(α) = |ul(α)|.
As inequações anteriores vão nos permitir fazer uma estimação de d2f (Tδ(u), u). Da definição de

Tδ(u) temos que

d2f (Tδ(u), u) =

∫ δ

0

|ul(α)− ul(δ)|2dα +

∫ δ

0

|ur(α)− ur(δ)|2dα

≤
∫ δ

0

|ul(α)|2dα +

∫ δ

0

|ur(α)|2dα.
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Como estamos considerando u ∈ Fc,2(R), as funções midu e spru pertencem a L2(0, 1] assim
como as funções ul e ur. Sendo assim, as integrais anteriores vão para zero quando δ → 0 pois
∫ 1

0
|ul(α)|2dα < ∞,

∫ 1

0
|ul(α)|2dα < ∞.

Pela equivalência entre as métricas df e Dθ, segue que Dθ(Tδ(u), u → 0) quando δ → 0.

Usando a noção de δ−truncamento podemos extender a noção de aproximação poligonal para
elementos de Fc,2(R) com 0−corte não limitado.

Definição 2.3.11. Para uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 e u ∈ Fc,2(R)
definimos a transformação poligonal Pm : Fc,2(R) → Fc,Pm

(R) como

Pm(u) =

{

Pm(u) se u0 ∈ K(R)

Pm(Tα1(u)) se u0 6∈ K(R)

Lema 2.3.12. A transformação poligonal extendida Pm : Fc,2(R) → Fc,Pm
(R) definida em 2.3.11 é

linear.

Demonstração. Note que para u, v ∈ Fc,2(R) o suporte [u+ v]0 é não limitado se e somente se u0 ou
v0 é não limitado.

Proposição 2.3.13. Sejam u ∈ Fc,2(R) e Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1 a sequência de

partições do intervalo [0, 1] tais que αi+1 − αi =
1
m

para todo i = 0, · · · ,m− 1. Então

lim
m→∞

Dθ(u,Pm(u)) = 0.

Demonstração. Se u0 ∈ K(R) o resultado desejado é justamente o Teorema 2.3.7. Se u0 6∈ K(R)
então Pm(u) é a aproximação poligonal de truncamento Tα1(u), isto é, Pm(u) = Pm(T 1

n
(u)). Pela

definição de Pm(u), como combinação convexa por partes dos cortes do truncamento T 1
n
(u), temos

que as funções [Pm(u)]l e [Pm(u)]r são as aproximações trapezoidais de [T 1
n
(u)]l e [T 1

n
(u)]r. Usando

a notação do Lema 1.3.7, temos que:

[Pm(u)]l = GM(ul)

e
[Pm(u)]r = GM(ur).

Como as funções ul e ur são monótonas, podemos concluir do Lema 1.3.7 que
||ul − [Pm(u)]l||22 → 0 e ||ur − [Pm(u)]r||22 → 0 quando m → ∞. Isto impica que

d2f (u,Pm(u)) = ||ul − [Pm(u)]l||22 + ||ur − [Pm(u)]r||22 → 0

quando m → ∞ e, pela equivalência das métricas df e Dθ, obtemos que

lim
m→∞

Dθ(u,Pm(u)) = 0

.
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2.3.3 Convergência de familias de conjuntos fuzzy

Outra consequência do Teorema 2.3.5 está relacionada com os limites de conjuntos no sentido
de Painlevé-Kuratowski. Lembremos que se (Dq)q∈N é uma sequência de subconjuntos num espaço
métrico então os límites superiores e inferiores no sentido de Painlevé-Kuratowski estão definidos
como

lim sup
q→∞

Dq = {x ∈ X : x = lim
j→∞

xqj , xqj ∈ Dqj}

e
lim inf
q→∞

Dq = {x ∈ X : x = lim
q→∞

xq, xq ∈ Dq},

isto é, se considerarmos sequências (xq) com xq ∈ Dq então lim supDq contem os pontos de acu-
mulução das sequências e lim infDq contem os pontos de convergência. Temos que lim infq→∞ Dq ⊂
lim supq→∞ Dq.

Uma sequência (Dq) converge a D, D ⊂ X no sentido de Painlevé-Kuratowski se lim supq→∞ Dq =

lim infq→∞Dq = D e neste caso usamos a notação D = limq→∞Dq or Dq
K→ D.

Corolário 2.3.14. Seja {Pm}m=2,3,... uma sequência de partições de [0,1], Pm : 0 = α0 < α1 <
α2 < · · · < αm = 1 tais que ∆Pm → 0 quando m → ∞ e D ⊂ (Fcc(R

n), d∞) = Fcc(R
n). Temos

que D ⊂ lim infm→∞ Pm(D).

Demonstração. O resultado é uma consequência do Teorema 2.3.5 e da definição de lim infm→∞ Pm(D).

Corolário 2.3.15. Seja {Pm}m=2,3,... a sequência de partições de [0,1], Pm : 0 = α0 < α1 < α2 <
· · · < αm = 1 tal que αi+1 − αi = 1

m
para i = 0, · · · ,m − 1 e D ⊂ (Fc,2(R), Dθ). Temos que

D ⊂ lim infm→∞ Pm(D).

Demonstração. O resultado é uma consequência imediata da Proposição 2.3.13 e da definição de
lim inf.

Quando o conjunto é fechado com respeito a métrica d∞ e equicontínuo por níveis (veja definição
1.2.10) se tem a igualdade.

Proposição 2.3.16. Se um conjunto D ⊂ (Fcc(R
n), d∞) é fechado e equicontínuo por níveis em

[0, 1] e {Pm}m=2,3,... é uma sequência de partições de [0,1], tal que ∆Pm → 0 quando m → ∞
então limm→∞ Pm(D) = D.

Demonstração. Levando em consideração o Corolário , é preciso provar só que

lim sup
m→∞

Pm(D) ⊂ D.

Seja x ∈ lim supm→∞Pm(D) e ǫ > 0. Pela hipoteses de equicontinuidade por níveis para D e a
compacidade de [0, 1], existe δ > 0 tal que se α, β ∈ [0, 1] e |α − β| < δ então dh(uα, uβ) ≤ ǫ

4
para

todo u ∈ D.
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Seja M ∈ N suficientemente grande para que ∆Pm ≤ δ para m ≥ M . Como

x ∈ lim sup
m→∞

Pm(D),

existe uma quantidade infinita de elementos da forma Pn(u) com n ∈ N e u ∈ D tais que

d∞(x, Pn(u)) ≤
ǫ

2
.

Consideremos um daqueles elementos em particular, digamos Pn(v), tal que d∞(x,Pn(v)) ≤ ǫ
2

para n ≥ M e algum v ∈ D. Pela desigualdade (2.5) no Teorema 2.3.5, sabemos que ∀u ∈ Fc(R
n) e

m ∈ N temos que
dh(uα, [Pm(u)]α) ≤ 2dh(uαi

, uαi+1
) ∀α ∈ [0, 1]

e algum αi ≤ α ≤ αi+1.

Assim, para o elemento Pn(v) em particular temos que

dh(vα, [Pn(v)]α) ≤ 2dh(vαi
, vαi+1

),

∀α ∈ [0, 1], e como n > M temos também |αi−αi+1| ≤ δ, isto é, dh(vα, [Pn(v)]α) ≤ 2dh(vαi
, vαi+1

) ≤
ǫ
2

para tudo α ∈ [0, 1].
Tomando o supremo sobre α ∈ [0, 1] obtemos

d∞(v,Pn(v)) ≤
ǫ

2
.

A desigualdade anterior mostra que

d∞(x, v) ≤ d∞(x,Pn(v)) + d∞(v,Pn(v)) ≤
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ

para algum v ∈ D. Como ǫ > 0 foi arbitrário a última desigualdade está indicando que x ∈ D = D
e concluímos que lim supm→∞ Pm(D) ⊂ D.



Capítulo 3

Melhor aproximação poligonal em Fc(R)

Muitas aplicações ou técnicas usando a teoria fuzzy, requerem aproximar um número fuzzy dado,
por um número fuzzy com algumas características específicas, com funções de pertinência simples,
ou fáceis de interpretar (veja por exemplo [6], [43], [16], [21],[17] ).

Muitas vezes, é suficiente considerar a aproximação de um número fuzzy com números fuzzy
triangulares ou trapezoidais. Como esta aproximação pode ser feita de muitas formas, é preciso esta-
belecer algum critério adicional para garantir que aproximação seja razoável em algum sentido. Uma
das ideias naturais é considerar uma aproximação que seja a mais próxima do número fuzzy original,
com respeito a alguma distância dada.

Neste sentido, são muitos os trabalhos relacionados com a melhor aproximação triangular ou tra-
pezoidal de um número fuzzy com ou sem condições adicionais ( veja por exemplo [1], [2], [10],
[20], [7], [19], [41], [40] e [64] para uma revisão completa do assunto).

Ademais de procurar por uma aproximação ótima com respeito a alguma métrica, em algumos
casos é desejavel que aproximação possua certas propriedades ou que algumas características do nú-
mero fuzzy original sejam preservadas. Entre os criterios considerados, espera-se que a aproximação
seja invariante por traslações ou mudanças de escala, ou que alguns dos conjuntos de nível da apro-
ximação coincidam com os respectivos conjuntos de nível do número original([41], [42]).

É interesante notar que em mais de uma ocasião ([7], [3], [42], [10], [9], [8], [18]) foi necesario
fazer correções e revisões de resultados publicados na área, pois os algoritmos de aproximação pro-
postos, não forneciam um número fuzzy trapezoidal ou sequer um número fuzzy como resposta.

Neste capítulo consideraremos o problema da melhor aproximação trapezoidal de um número
fuzzy, como um caso partícular de uma abordagem mais geral. Consideremos uma métrica d sobre
Fc(R). Dado um elemento A ∈ Fc(R) e uma família de conjuntos fuzzy M ⊂ Fc(R), o problema da
melhor approximação de A por elementos de M com respeito à métrica d é o seguinte problema de
minimização

Minimizar f(B) = d(A,B) s.a B ∈ M.

42
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Este problema é também denominado de problema de projeção sobre M e denotamos por PM(A)
o conjunto solução. Note que o conjunto solução depende da métrica d e pode ser vazío ou ter mais
do que um elemento.

Usando os desenvolvimentos feitos no capítulo anterior, consideraremos o problema da melhor
aproximação poligonal de um número fuzzy com respeito à família de métricas df definidas por

df (A,B)2 =

∫ 1

0

fl(α)|Al(α)− Bl(α)|2dα +

∫ 1

0

fr(α)|Ar(α)− Br(α)|2dα

para A,B ∈ Fc(R) com fl e fr funções integráveis, não-negativas, não-decrescentes sobre [0, 1]

tais que
∫ 1

0
fl(α)dα > 0,

∫ 1

0
fr(α)dα > 0.

Na primeira seção estudaremos a função distância entre um número fuzzy e um número fuzzy
poligonal. Na segunda seção, discutiremos propriedades gerais do problema da melhor aproximação,
bem como alguns métodos de solução. Consideramos os casos de restrições adicionais para preserva-
ção de intervalo esperado ou preservação de conjuntos de nível do número fuzzy original. Finalmente,
mostraremos que algumas das propriedades de invâriancia apresentadas na literatura sobre a melhor
aproximação trapezoidal, são independentes da métrica ou da unicidade da aproximação e dependem,
de fato, da invariância da família M , com respeito à operação considerada.

3.1 Função Distância

Dado A ∈ Fc(R) fixo, defina-se a função distância de A por gA(D) = df (A,D), D ∈ Fc(R). O
próximo lema é uma ferramenta técnica para o cálculo das distâncias entre números fuzzy.

Dada uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1, uma função G : [0, 1] → R e
λ ∈ [0, 1], definimos ∆iG(λ) como:

∆iG(λ) = G(αi + λ(αi+1 − αi))

para i = 0, 1, . . . m− 1, e definimos também ∆G(λ) como:

∆G(λ) = [∆0G(λ),∆1G(λ), . . .∆m−1G(λ)]T .

Lema 3.1.1. Considere uma partição fixa Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1, e funções

h, k, f : [0, 1] → R integráveis. Se considerarmos a função Nf (h, k) =
∫ 1

0
|h(α) − k(α)|2f(α)dα

então temos que:

Nf (h, k) =

∫ 1

0

[∆h(λ)−∆k(λ)]TΓf (λ)[∆h(λ)−∆k(λ)]dλ

e
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Γf (λ) =









(α1 − α0)∆0f(λ) 0 0 0 · · · 0
0 (α2 − α1)∆1f(λ) 0 0 · · · 0
0 0 (α3 − α2)∆2f(λ) 0 · · · 0
...

...

0 0 . . . 0 0 (αm − αm−1)∆m−1f(λ)










.

(3.1)

Demonstração. Observemos que

Nf (h, k) =

∫ 1

0

|h(α)− k(α)|2f(α)dα

=
m−1∑

i=0

∫ αi+1

αi

|h(α)− k(α)|2f(α)dα.

Fazendo em cada integral a mudança de variável λ = α−αi

αi+1−αi
, isto é, α = αi + λ(αi+1 − αi) e

dα = (αi+1 − αi)dλ temos

Nf (h, k) =
m−1∑

i=0

∫ 1

0

(αi+1 − αi)|h(αi + λ(αi+1 − αi))

− k(αi + λ(αi+1 − αi))|2f(αi + λ(αi+1 − αi))dλ

=

∫ 1

0

m−1∑

i=0

(αi+1 − αi)|∆ih(λ)−∆ik(λ)|2∆if(λ)dλ.

Da expressão anterior e da definição de ∆h(λ),∆h(λ) e Γf (λ) obtemos imediatamente que

Nf (h, k) =

∫ 1

0

[∆h(λ)−∆k(λ)]TΓf (λ)[∆h(λ)−∆k(λ)]dλ. (3.2)

Note que a expressão (3.2) pode ser escrita numa forma expandida como:

Nf (h, k) =

∫ 1

0

[∆h(λ)]TΓf (λ)[∆h(λ)]dλ− 2

∫ 1

0

[∆h(λ)]TΓf (λ)[∆k(λ)]dλ

+

∫ 1

0

[∆k(λ)]TΓf (λ)[∆k(λ)]dλ.

Agora podemos obter uma fórmula explícita para a distância entre um número fuzzy e um número
fuzzy poligonal.
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Proposição 3.1.2. Sejam A ∈ Fc(R), Z ∈ Fc,Pm
(R) com Pm : 0 = α0 < α1 < α2 < · · · < αm = 1

e E(Z) = z = (zl, zr) ∈ R2(m+1) a identificação em pontos extremos de Z. Então,

gA(Z) = d2f (A,Z) ≡ vT z + zTNz + d2f (A, 0),

com v um vetor e N uma matriz semidefinida positiva.

Demonstração. Da definição da métrica df temos que

d2f (A,Z) =

∫ 1

0

|Al(α)− Zl(α)|2fl(α)dα +

∫ 1

0

|Ar(α)− Zr(α)|2fr(α)dα.

Assim, aplicando o Lema 3.1.1 obtemos

d2f (A,Z) = gl(Zl) + gr(Zr)

onde

gl(Zl) =

∫ 1

0

[∆Al(λ)−∆Zl(λ)]
TΓfl(λ)[∆Al(λ)−∆Zl(λ)]dλ (3.3)

e

gr(Zr) =

∫ 1

0

[∆Ar(λ)−∆Zr(λ)]
TΓfr(λ)[∆Ar(λ)−∆Zr(λ)]dλ. (3.4)

Analizemos inicialmente na função gl(Zl). Usando o fato de que Z é um número fuzzy poligonal
é possível escrever g(Zl) em termos da representação finito dimensional de Z, denotada por E(Z) =
z = (zl, zr) ∈ R2(m+1). De fato, note que, como Z é um número fuzzy poligonal, temos que para
λ = α−αi

αi+1−αi
, ∆izl(λ) = Zl(αi + λ(αi+1 − αi)) = (1 − λ)zl(i) + λzl(i + 1) para i = 0, . . . ,m − 1.

Obtemos assim que
∆Zl = [(1− λ)Em + λE0]zl = Hl(λ)zl

onde Hl(λ) = (1 − λ)Em + λE0 e Em e E0 são matrizes m × (m + 1) correspondentes à operação
de eliminar a última e a primeira componente de um vetor em R

m+1, respectivamente.

Logo, usando a equação (3.3) obtemos

gl(Zl) =

∫ 1

0

[∆Al(λ)−Hl(λ)zl]
TΓfl(λ)[∆Al(λ)−Hl(λ)zl]dλ

=

∫ 1

0

[∆Al(λ)]
TΓfl(λ)[∆Al(λ)]dλ− 2

∫ 1

0

[∆Al(λ)]
TΓfl(λ)[Hl(λ)zl]dλ

+

∫ 1

0

zTl [Hl(λ)]
TΓfl(λ)[Hl(λ)]zldλ

gl(Zl) = gl(0) + vTl zl + zTl Nlzl

com Nl =
∫ 1

0
[Hl(λ)]

TΓfl(λ)Hl(λ)dλ and vTl = −2
∫ 1

0
[∆Al(λ)]

TΓfl(λ)Hl(λ)dλ.
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Esta integração matricial é considerada como uma integração termo a termo. Note que como fl
na definição da métrica df é não negativa, então a matriz Γfl(λ) é semidefinida positiva para todo
λ ∈ [0, 1] e portanto a matriz Nl obtida por integração é também semidefinida positiva.

Um procedimento similar pode ser aplicado para a função gr(Zr), bastando observar que, como
estamos considerando zr = (Zr(m), Zr(m− 1), · · · , Zr(0)), um realinhamento de variáveis é neces-
sário.

Obtemos então

gr(Zr) = gr(0) + vTr zr + zTr Nrzr

com Nr =
∫ 1

0
[Hr(λ)]

TΓfr(λ)Hr(λ)dλ, vTr = −2
∫ 1

0
[∆Ar(λ)]

TΓfr(λ)Hr(λ)dλ e
Hr(λ) = ((1− λ)Em + λE0)R onde R é a matriz de realinhamento dada por

R =








0 0 · · · 1
0 · · · 1 0
...

...
1 · · · 0 0








(m+1)×(m+1)

.

Note que a matriz Nr é definida positiva.

Porfim tem-se a seguinte expressão:

gA(Z) = gl(Zl) + gr(Zr) = gA(0) + vT z + zTNz = vT z + zNT z + d2f (A, 0) (3.5)

com N =

[
Nl 0
0 Nr

]

matriz semidefinida positiva e vT = [vTl , v
T
r ] como desejado.

Corolário 3.1.3. A função d2f (A,Z) = gA(z) é uma função convexa.

Demonstração. O resultado segue-se do fato de que a matriz N é semidefinida positiva e da Proposi-
ção 2.2.2.

3.2 Melhor approximação poligonal

Vamos estudar o problema de melhor approximação poligonal com respeito à métrica ponderada
df , isto é, dado um número fuzzy A e uma partição Pm de [0,1] consideramos o seguinte problema:

min df (A,Z) sujeito a Z ∈ Fc,Pm
(R). (3.6)

Podemos considerar o problema equivalente

min d2f (A,Z) sujeito a Z ∈ Fc,Pm
(R)

que tem exatamente as mesmas soluções que o problema original.
Usando a identificação em pontos extremos e a identidade estabelecida em (3.5) sobre a função

distância, obtemos de imediato o seguinte importante resultado.
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Teorema 3.2.1. Para A ∈ Fc(R), o problema 3.6 da melhor aproximação poligonal com respeito à

métrica df é equivalente ao seguinte problema de otimização quadrático de dimensão finita:

min gA(z) sujeito a Bz ≥ 0, (3.7)

onde gA(z) é como na identidade (3.5) dado por

gA(Z) = gl(Zl) + gr(Zr) = gA(0) + vT z + zTNz = vT z + zNT z + d2f (A, 0),

e z corresponde à representação via pontos extremos do número fuzzy poligonal Z.

A proposição anterior e o Corolario 3.1.3 permitem aplicar a teoría de otimização convexa para o
problema da melhor approximação poligonal 3.6.

Corolário 3.2.2. A melhor aproximação poligonal de um número fuzzy com respeito a df sempre

existe.

Demonstração. É sabido que, para um problema de otimizãção quadrático com matriz semidefinida
positiva, se existe algum ponto factível e se a função objetivo é limitada inferiormente no conjunto
factível então existe um minimizador global (este resultado é conhecido também como Teorema de
Frank-Wolfe). No caso da aproximação poligonal, o conjunto factível é não vazio (qualquer vetor z
correspondente à representação por pontos extremos de um número fuzzy poligonal está no conjunto
factível) e a função objetivo é límitada inferiormente por zero pois gA(Z) = d2(A,Z), assim, o
problema 3.6 sempre tem solução.

Corolário 3.2.3. O conjunto de aproximações poligonais de um número fuzzy A, é um conjunto

convexo, assim, o problema da melhor aproximação tem solução única ou infinitas soluções.

Demonstração. Para programas quadráticos com matriz semidefinida positiva o conjunto solução é
convexo (veja por exemplo o Teorema 4.4 em [50]). Assim, o conjunto solução, é vazio, ou tem um
único ponto, ou tem uma quantidade não enumeravel de soluções. Para o problema quadrático equiva-
lente ao problema de melhor aproximação, temos que a matriz é semidefinida positiva e no Corolario
3.2.2 temos provado a existencia de soluções, assim o resultado desejado segue como conseqüência
da equivalência dos problemas e o Teorema 2.2.6.

Mais detalhes sobre otimização convexa ou quadrática podem ser achados em [50], [15] ou [67].

3.3 Melhor aproximação poligonal com restrições adicionais

Nesta seção consideramos o problema da melhor approximação de um número fuzzy por números
fuzzy poligonais com restrições associadas à preservação de características do número original. Em
[1],[2], [7], [19], ou [40] a questão é considerada com relação à aproximação trapezoidal ou triangular.

Mostraremos que para a aproximação poligonal, algumas destas restrições podem ser introduzi-
das no problema quadrático equivalente (3.7), como restrições convexas simples e portanto o novo
problema de aproximação é ainda um problema quadrático convexo.
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3.3.1 Melhor aproximação poligonal de números fuzzy preservando cortes.

Dado um número fuzzy A, uma partição Pm e α ∈ [0, 1], vamos considerar o problema da melhor
aproximação Z de A tal que Zα = Aα com Z ∈ Fc,Pm

(R), isto é,

min df (A,Z) sujeito a Z ∈ Fc,Pm
(R) e Zα = Aα. (3.8)

para algum α ∈ [0, 1].
Consideremos inicialmente o problema da melhor aproximação poligonal de A preservando o

corte αi, para algum αi na partição Pm.
Usando a identificação por pontos extremos z ∈ R

2(m+1) de um número fuzzy poligonal Z,
a restrição adicional necessária para garantir que o nível αj seja preservado é dado pela seguinte
expressão

z(j) = Al(αj) z(2m+ 2− j) = Ar(αj),

que pode ser escrito como Qjz = b com Qj =

[
eTj

eT2m+2−j

]

e b =

[
Al(αj)
Ar(αj)

]

para j = 0, . . . ,m, onde

ej= é o vetor unitario com 1 na posição j.
Agora, se procurarmos a melhor aproximação de A em Fc,Pm

(R) preservando o nível α com
αj < α < αj+1 então a restrição necessária pode ser escrita como Qα = b com

Qα = (1− λ)Qj + λQj+1,

λ(α) = (α−αi)
(αi+1−αi)

e b =

[
Al(α)
Ar(α).

]

Em qualquer caso, as novas restrições são lineares e por tanto o problema é ainda um problema
quadrático convexo.

3.3.2 Melhor aproximação poligonal com restrição do intervalo esperado.

Para um número fuzzy A = (Al, Ar) definimos o intervalo esperado por

EI(A) = [

∫ 1

0

Al(α)dα,

∫ 1

0

Al(α)dα].

É possível considerar o problema da melhor aproximação de A por um número poligonal Z com
o mesmo intervalo esperado, isto é, EI(Z) = [

∫ 1

0
Zl(α),

∫ 1

0
Zr(α)] = EI(A).

Consideremos um caso mais geral, em que a restrição é a igualdade entre o intervalo esperado de
Z e um intervalo arbitrário, isto é, EI(Z) = [a, b] para algum par a, b ∈ R fixo.

Neste caso temos que
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a =

∫ 1

0

Zl(α)dα =
m−1∑

i=0

∫ αi+1

αi

Zl(α)dα

=
m−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

∫ 1

0

Zl(αi + λ(αi+1 − αi))dλ com a mudança de variável α = αi + λ(αi+1 − αi)

=
m−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

∫ 1

0

λZl(i) + (1− λ)Zl(i+ 1)dλ

=
m−1∑

i=0

(αi+1 − αi)

2
(Zl(i) + Zl(i+ 1))

=
1

2
(α1 − α0, α2 − α1, . . . , αm − αm−1)

T (Em + E0)zl

a = qT (EM + E0)zl

em que q = 1
2
(α1 − α0, α2 − α1, . . . , αm − αm−1), e Em eE0 são as matrizes m × (m + 1) cor-

respondentes a operação de eliminar a última e a primeira componente de um vetor real em R
m+1,

respectivamente.

Com procedimento semelhante e levando em conta o realinhamento necessário, a parte da restri-
ção associada com o extremos b do intervalo tem a forma

b = qT (EM + E0)Rzr

onde R =








0 0 · · · 1
0 · · · 1 0
...

...
1 · · · 0 0








é uma matriz de realinhamento (m+ 1)× (m+ 1).

Conclúímos assim que, a nova restrição linear necessária para garantir que a aproximação poligo-
nal tenha intervalo esperado igual a [a, b] é

B′z = d

com B′ =

[
qT (EM + E0)
qT (EM + E0)R

]

e d =

[
a
b

]

1.

1Approximação poligonal preservando o valor e ambigüidade
Para um número fuzzy dado A definimos o seu valor e ambigüidade como:

V al(A) =

∫ 1

0

α(Al(α) +Ar(α))dα Amb(A) =

∫ 1

0

α(Al(α)−Ar(α))dα

A preservação destes parâmetros também pode ser considera dentro do problema de aproximação poligonal e é possível
encontrar uma restrição linear correspondente. Estas equações não são apresentadas aqui pois podem ser deduzidas de
forma idêntica usando a mudança de variável α = αi + λ(αi+1 − αi) dentro da integral como foi feito anteriormente.
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3.4 Invariância de propriedades na aproximação poligonal de
números fuzzy

Vários trabalhos tratam o assunto da invariância da aproximação triangular ou trapezoidal de
números fuzzy por translações ou mudanças de escala (veja por exemplo [1], [2], [10], [64], [7],
[19], [40], [20]). Usando a notação PM(A) para a melhor aproximação de A por elementos de M , as
propriedades de invariância que estamos considerando são:

PM(A+ r) = PM(A) + r, PM(λA) = λPM(A)

para r, λ ∈ R, λ 6= 0.
A seguir estebelecemos resultados gerais para este tipo de propriedade, incluso no caso em que a

projeção não é única.

Seja (X, d) um espaço métrico, A,B ∈ X e M ⊂ X tal que PM(A) é não vazio para todo A ∈ X .

Teorema 3.4.1. Seja g uma aplicação bijectiva g : Fc(R) → Fc(R) tal que M = g(M). Se existe

uma função h : R → R cresciente, tal que d(g(A), g(B)) = h(d(A,B)), para A ∈ X e B ∈ M
então PM(g(A)) = g(PM(A)).

Demonstração. Consideremos os seguintes problemas de minimização:

(P1) minimizar d(g(A), B) s.a B ∈ M

(P2) minimizar h(d(A, g−1(B))) s.a B ∈ M

(P3) minimizar d(A,Z) s.a Z ∈ M

Seja Z∗ uma solução do problema (P3). Se B∗ = g(Z∗) não for uma solução do problema (P2),
então existe B ∈ M tal que h(d(A, g−1(B))) < h(d(A, g−1(B∗))). Como h é cresciente temos que
d(A, g−1(B)) < d(A, g−1(B∗)) = d(A,Z∗). Dado que g(M) = M temos que Z = g−1(B) ∈ M e
d(A,Z) < d(A,Z∗). Mas isto contradiz a definição de Z∗. Portanto B∗ = g(Z∗) é uma solução do
problema (P2).

Vejamos agora que se B∗ é uma solução do problema (P2), então Z∗ = g−1(B∗) é uma solu-
ção do problema (P3). Se não for asssim, então existe Z ∈ M tal que d(A,Z) < d(A,Z∗). Fa-
zendo B = g(Z) e usando o fato de que a função h é creciente, teriamos que h(d(A, g−1(B))) <
h(d(A, g−1(B∗))) o que contradiz a definição de B∗.

Como os problemas (P1) e (P2) são equivalentes pois pela hipóteses h(d(A, g−1(B))) = d(g(A), B),
os comentarios feitos sobre os problema (P2) e (P3) mostram que Z ∈ PM(A) se e somente se
g(Z) = B ∈ PM(g(A)), isto é, g(PM(A)) = PM(g(A)).

Corolário 3.4.2. A melhor approximação poligonal de números fuzzy é invariante por translação.

Demonstração. Tomando (X, d) = (Fc(R), df ), M = Fc,Pm
(R), a função g(A) = A+ r com r ∈ R

h(x) = x, as hipóteses da proposição anterior são satisfeitas e portanto o resultado segue.

Corolário 3.4.3. A melhor aproximação poligonal é invariante por multiplicação de escalares não

nulos.
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Demonstração. Tomando (X, d) = (Fc(R), df ), M = Fc,2(R), a função g(A) = λA, com λ ∈ R

λ 6= 0 e h(x) = |λ|x as hipóteses da proposição anterior são satisfeitas e obtém-se o resultado
desejado

Note que os Corolarios 3.4.2 e 3.4.3 são válidos também para as métricas d∞ e Dθ, uma vez que
mostro-se que a invariância da melhor aproximação é independente da métrica e só consequência da
invariância da família M com respeito a translações e multiplicação por escalares não nulos.



Capítulo 4

Um modelo de regressão linear com variáveis
Fuzzy

Modelos de regressão simples são usados para expressar uma relação funcional entre uma variá-
vel dependente (variável resposta) e uma variável independente (variável explicativa) observadas num
experimento aleatório.

Além da incerteza introduzida pela natureza estocástica do experimento aleatório, pode aparecer
também imprecisão quando as caracteríticas do resultado a serem observadas não estão delimitadas de
forma precisa. Quando a imprecisão na quantificação das observações é formalizada usando conjun-
tos fuzzy, o elemento aleatório resultante é chamado de variável aleatória fuzzy ([72]). As variáveis
aleatórias fuzzy são usadas para modelar características imprecisas como opiniões, percepções de es-
pecialistas ou juizios onde a aritmética usual sobre Fc(R) é adequada (veja por exemplo [22, 36]).

Modelos de regressão no contexto fuzzy tem sido amplamente considerados (veja [65] para uma
revisão ou [11, 32, 35, 57] para alguns desenvolvimentos mas recentes). Em [35], é analizado um
modelo de regressão linear baseado na aritmética usual entre conjuntos fuzzy onde duas variáveis
aleatórias fuzzy são relacionadas usando um parâmetro escalar.

Neste capítulo estamos interessados numa relação do tipo linear entre uma variável fuzzy e uma
variável crisp considerando um parâmetro de regressão fuzzy. Uma função de ajuste similar tem sido
estudada em [27] mas é preciso ressaltar que, como acontece com outros modelos, (veja [35]) o pro-
blema de estimação estatística e o problema de ajuste numérico não são equivalentes. Isto é devido à
não linearidade do espaço de números fuzzy. Portanto é preciso uma metodologia diferente da apre-
sentada em [27].

Em [26] e [33] é considerado um caso particular deste tipo de problema, em que utilizam-se
somente números fuzzy do tipo LR como variáveis resposta. No entanto, ainda não tem sido estabe-
lecidas condições de existência bem como um método de solução para o caso em que os dados fuzzy
sejam mais gerais e não podem ser determinados só por tres valores, como acontece com os números
fuzzy de tipo LR.

Consideraremos o problema de estimação de quadrados mínimos correspondente e mostraremos

52
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que este problema é equivalente com um problema de projeção sobre um conjunto fechado e convexo
num espaço de Hilbert. Neste contexto é mostrada a consistência do estimador. É considerado e
estudado um método de solução aproximado do problema de estimação, vía aproximação poligonal
de números fuzzy.

4.1 Um modelo de regressão linear com variável resposta fuzzy e
variável explicativa real

Definição 4.1.1. Dado um espaço de probabilidade (Ω,A,P), uma aplicação X : Ω → Fc,2(R) é uma
variável aleatória fuzzy (VAF) associada com (Ω,A), se para todo α ∈ (0, 1], a aplicação de nível α,
Xα : Ω → Kc(R), com Xα(ω) = (X (ω))α para todo ω ∈ Ω, é um conjunto aleatório compacto, isto é,
é uma função mensurável com respeito à σ−algebra de Borel associada com a métrica de Hausdorff
em Kc(R).

Nota 4.1.2. Uma VAF, pode ser definida de forma equivalente, como uma função X : Ω → Fc,2(R)
Borel- mensurável quando considera-se Fc,2(R) com a métrica Dθ (veja [72], [23], [24], [37]).

Definição 4.1.3. Se X é uma variável aleatória fuzzy tal que E(max{|minX0|, |maxX0|}) < +∞
a esperança ou valor esperado de X , denotado por E(X ) ∈ Fc,2(R) é o único número fuzzy tal que

(
E(X )

)

α
= [E(minXα), E(maxXα)]

para todo α ∈ (0, 1].

Para mais detalhes sobre as VAF veja [71], [72], [23], [24] ou [37].

Neste capítulo, vamos considerar o seguinte modelo linear

Y = AX + E (4.1)

onde Y , E são variáveis aleatórias fuzzy , X é uma variável aleatória real e A ∈ Fc,2(R).

Se assumimos que E(E|X ) = B ∈ Fc,2(R), então a função de regressão associada com (4.1) é

E(Y|X ) = AX +B. (4.2)

O objetivo principal deste capítulo é estudar o problema de estimação dos parâmetros A e B em
(4.2), por meio de quadrados mínimos com respeito à família de métricas Dθ, baseados numa amostra
aleatória {Xi,Yi}ni=1, obtida por observações de (X,Y) em n unidades estatísticas.

Um modelo linear alternativo poderia ser dado por

Y = AX + B + ǫ, (4.3)

com E(ǫ|X ) = 1{0} (onde 1{·} denota a função indicadora de conjuntos clássicos), isto é, con-
siderando erros condicionalmente centrados em 0. Como acontece com o modelo em [35], pela não



4.2 Estimador de mínimos quadrados 54

linearidade da classe de conjuntos fuzzy, este modelo implicaria que os erros seriam de valor real mas
não fuzzy, embora a função de regressão seja a mesma nos dois modelos. Assim, para considerar a
possibilidade de erros fuzzy, o termo independente deve ser incluido na formalização dos possíveis
erros, como no modelo (4.1).

Da expressão (4.1) se deduz que os erros do modelo de regressão são a diferença de Hukuhara de
Y e AX , isto é, se satisfaz que E = Y −h AX .

Outra forma de ver a necessidade de considerar a diferença de Hukuhara é a seguinte. Ao consi-
derar que a amostra aleatória {Xi,Yi}ni=1 é obtida como uma série de observações de (4.2) estamos
assumindo que os dados obtidos estão relacionados da seguinte forma

Yi = Axi + B + ǫi ∀1 = 1, . . . , n.

Se considerarmos a possibilidade de que os erros ǫi sejam fuzzy, vemos que a equação anterior
implica que

Yi −h Axi existe para todo i.

Ao considerar a existência da diferencia de Hukuhara Y −hAX dentro do modelo, o problema de
minimização correspondente ao problema de estimação pode ser escrito como

Minimizar
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Yi, Axi + B)

sujeito a B ∈ Fc,2(R), A ∈ D

(4.4)

com D = {A ∈ Fc,2(R) : Yi −h xiA existe ∀i = 1, . . . , n}.

4.2 Estimador de mínimos quadrados

Nesta seção consideramos o Problema (4.4). Como as diferenças de Hukuhura Yi−hAxi existem,
podemos usar as propriedades da métrica Dθ (Proposição 1.2.16) para reescrever a função objetivo
de (4.4) da seguinte forma:

D2
θ(Yi, Axi + B) = D2

θ(Yi −h Axi + Axi, Axi + B) = D2
θ(Yi −h Axi, B).

Assim, temos o problema de minimização equivalente

Minimizar
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Yi −h Axi, B)

sujeito a B ∈ Fc,2(R), A ∈ D

(4.5)

com D = {A ∈ Fc,2(R) : Yi −h xiA existe ∀i = 1, . . . , n}.
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A métrica Dθ satisfaz a propriedade de Frechet (veja [35]), e portanto, para V1, . . . , Vn ∈ Fc,2(R)
a função g : Fc,2(R) → R,

g(U) =
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Vi, U)

é minimizada em U = V = 1
n

∑n
i=1 Vi

1.
Isto implica que o problema de estimação é equivalente a:

Minimizar
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Yi −h xiA, Y −h xA)

sujeito a A ∈ D.

(4.6)

Pelas propriedades da aritmética entre quantidades fuzzy e da diferença de Hukuhara temos que
Y −h xA = Y −h xA. Note que em geral xA 6= xA para A ∈ Fc,2(R).

Do anterior, o problema de estimação é reduzido a:

Minimizar
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Yi −h xiA, Y −h xA)

sujeito a A ∈ D.

(4.7)

1Isto pode mostrarse usando o fato de que a métrica Dθ está associada com um produto interno num espaço de Hilbert.
De fato, se temos uma métric d associada com um produto interno então

g(U) =
1

n

n∑

i=1

d2(Vi, U)

1

n

n∑

i=1

〈Vi − U, Vi − U〉

1

n

n∑

i=1

〈Vi, Vi〉 −
2

n

n∑

i=1

〈Vi, U〉+ 1

n

n∑

i=1

〈U,U〉 .

Assim, a função g(U) tem os mesmos pontos de minimização do que a função − 2

n

∑n

i=1
〈Vi, U〉 + 1

n

∑n

i=1
〈U,U〉 e

portanto, os mesmos pontos de minimização do que a função

〈
U,U

〉
− 2

n

n∑

i=1

〈Vi, U〉+ 1

n

n∑

i=1

〈U,U〉

=
〈
U,U

〉
− 2

〈
U,U

〉
+ 〈U,U〉

=
〈
U − U,U − U

〉

=d2(U,U),

que é minimizada em U .
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4.2.1 O conjunto factível D

Nesta seção vamos estudar o conjunto factível D do problema de minimização 4.7. O conjunto
D, definido como D = {A ∈ Fc,2(R) : Yi −h xiA existe ∀i = 1, . . . , n} pode ser escrito como

D = ∩n
i=1Di

com Di = {A ∈ Fc,2(R) : Yi −h xiA existe}. Vamos estudar inicialmente conjuntos similares aos
conjuntos Di.

Proposição 4.2.1. Se Y ∈ Fc,2(R), x ∈ R então o conjunto

Q = {A ∈ Fc,2(R) : Y −h xA existe.}

satisfaz as seguintes propriedades

a. 0 ∈ Q

b. Se A ∈ Q então A+ r ∈ Q para todo r ∈ R

c. Se A1, A2 ∈ Q então λA1 + (1− λ)A2 ∈ Q para λ ∈ [0, 1]

Demonstração. a. Note que Y −h x · 0 = Y −h 0 = Y logo 0 ∈ Q.

b. Se A ∈ Q então existe algum B ∈ Fc,2(R) tal que Y = xA+B para r ∈ R,

Y = xA+ B + xr − xr = x(A+ r) + B − xr

e B − xr ∈ Fc,2(R), isto é, Y −h x(A+ r) existe e A+ r ∈ Q.

c. Se A1, A2 ∈ Q então existem B1, B2 ∈ Fc,2(R) tais que Y = xA1 + B1 e Y = xA2 + B2. Para
λ ∈ [0, 1] considere

Aλ = λA1 + (1− λ)A2 Bλ = λB1 + (1− λ)B2.

logo para λ ∈ [0, 1]

xAλ + Bλ = xλA1 + x(1− λ)A2 + λB1 + (1− λ)B2

= λ(xA1 + B1) + (1− λ)(xA2 + B2)

= λY + (1− λ)Y = Y

e portanto λA1 + (1− λ)A2 = Aλ ∈ Q.
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Lema 4.2.2. Se Y ∈ Fc(R), x ∈ R x 6= 0, então o conjunto

Q = {A ∈ Fc,2(R) : Y −h xA existe},
é um subconjunto de Fc(R).

Demonstração. Se Y ∈ Fc(R) então Y tem suporte limitado, isto é, Y0 = ∪α∈(0,1]Yα é limitado.
Portanto as dispersões de todos os conjuntos de nível de Y podem ser limitada por um mesmo valor,
isto é, existe M > 0 tal que spry(α) ≤ M para todo α ∈ [0, 1].

Se A ∈ Q mas A não tem suporte limitado, isto é, A0 = ∪α∈(0,1]Aα não é limitado, então não é
possível limitar todos os níveis de A simultáneamente, isto é, para cada N > 0 existe α ∈ (0, 1] tal
que sprA(α) > N .

Em particular para N = M
|x|

existe algum nível α tal que sprA(α) >
M
|x|

> sprY (α)

|x|
, isto é,

sprY (α) < |x|sprA(α) = sprxA(α).

Mas o anterior é um absurdo pois pelo Lema se a diferença de Hukuhara Y −h xA existe então
sprY (α) ≥ sprxA(α).

Concluímos assim que A tem suporte limitado e assim D ⊂ Fc(R).

Lema 4.2.3. Se Y ∈ Fc,2(R), x ∈ R então o conjunto

Q = {A ∈ Fc,2(R) : Y −h xA existe},
é fechado em (Fc,2(R), d), para qualquer métrica d sobre Fc,2(R) que satisfaza as seguintes condi-

ções

• (Fc,2(R), d) é completo,

• Para todo x ∈ R a aplicação U 7−→ xU é contínua com respeito a d,

• d(U, V ) ≤ d(U +W,V +W ),

• d(U + V,W + Z) ≤ d(U,W ) + d(V, Z),

para todo U, V,W,Z ∈ Fc,2(R).

Demonstração. Consideremos a sequência An ∈ Q para n = 1, 2, . . . e A ∈ Fc,2(R) tal que
An → A. Pela hipóteses de continuidade da multiplicação escalar com respeito a d, temos que
xAn → xA.

Como An ∈ Q segue que Y −h xAn existe para n = 1, 2, . . . . Pela Proposição 1.4.1 temos que
Y −h xA existe e consequentemente A ∈ Q.

Da Proposição 1.2.16 temos que a métrica Dθ satisfaz as hipóteses da proposição anterior é por-
tanto o conjunto Di é fechado para cada i. Assim, D = ∩n

i=1Di é fechado em (Fc,2(R), Dθ). Do
Lema 4.2.1 e o fato de que a interseção finita de conjuntos convexos é convexa, concluímos que o
conjunto D é convexo. Pela isometria φ em 1.3.8 os dois comentarios anteriores nos levam ao seguinte
resultado:

Corolário 4.2.4. O conjunto φ(D) é convexo e fechado em Hθ = (L2(0, 1]× L2(0, 1], <,>θ)
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4.2.2 Problema de quadrados mínimos como um problema de projeção

Nesta seção mostraremos que o problema de quadrados mínimos 4.7 pode ser considerado como
um problema de projeção sobre um conjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert.

Proposição 4.2.5. O problema de quadrados mínimos (4.7) é equivalente a um problema de projeção

sobre um conjunto convexo e fechado no espaço de Hilbert Hθ.

Demonstração. A seguir usaremos <,> e || · || para o produto interno e a norma usual em L2.
Consideremos de novo a função objetivo a ser minimizada:

f(A) =
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Yi −h xiA, Y −h xA).

Usando as propiedade das funções mid e spread estabelecidas em 1.2.7, podemos obter:

f(A) =
1

n

n∑

i=1

D2
θ(Yi −h xiA, Y −h xA)

=
1

n

n∑

i=1

||midYi
− ximidA − midY + xmidA||2

+ θ
1

n

n∑

i=1

||sprYi
− |xi|sprA − sprY + |x|sprA||2

f(A) = f1(A) + θf2(A).

A função f2(A) na expressão acima satisfaz

f2(A) =
1

n

n∑

i=1

||sprYi
− |xi|sprA − sprY + |x|sprA||2

=
1

n

n∑

i=1

〈

sprYi
− |xi|sprA − sprY + |x|sprA, sprYi

− |xi|sprA − sprY + |x|sprA
〉

=
1

n

n∑

i=1

〈
sprYi

− |xi|sprA, sprYi
− |xi|sprA

〉
+

1

n

n∑

i=1

〈

sprY − |x|sprA, sprY − |x|sprA
〉

− 2

n

n∑

i=1

〈

sprYi
− |xi|sprA, sprY − |x|sprA

〉

=
1

n

n∑

i=1

〈
sprYi

− |xi|sprA, sprYi
− |xi|sprA

〉
−
〈

sprY − |x|sprA, sprY − |x|sprA
〉

f2(A) =
1

n

n∑

i=1

〈
sprYi

, sprYi

〉
+

1

n

n∑

i=1

x2
i 〈sprA, sprA〉 −

2

n

n∑

i=1

|xi|
〈
sprYi

, sprA
〉

− 〈sprY , sprY 〉 − |x|2 〈sprA, sprA〉+ 2|x| 〈sprY , sprA〉 .
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Para encontrar os pontos de minimização da função f2, podemos desconsiderar os termos inde-
pendentes de A, ou seja, minimizar f2 é equivalente a minimizar

1

n

n∑

i=1

x2
i 〈sprA, sprA〉 −

2

n

n∑

i=1

|xi|
〈
sprYi

, sprA
〉
− |x|2 〈sprA, sprA〉+ 2|x| 〈sprY , sprA〉 ,

equivalente a

(

1

n

n∑

i=1

x2
i − |x|2

)

〈sprA, sprA〉 − 2
〈

sprA, |x|sprY − |x|sprY
〉

= σ2
|x| 〈sprA, sprA〉 − 2

〈
sprA, σ|x|,sprY

〉
,

onde

σ2
|x| =

1

n

n∑

i=1

x2
i − |x|2

e

σ|x|,sprY =
1

n

n∑

i=1

|xi|sprYi
+ |x|sprY .

A soma de termos independentes de A não muda os pontos de minimização, assim que minimizar
f2 é equivalente a minimizar

σ2
|x| 〈sprA, sprA〉 − 2

〈
sprA, σ|x|,sprY

〉
+
〈
σ|x|,sprY , σ|x|,sprY

〉
=

σ2
|x|

〈

sprA − σ|x|,sprY

σ2
|x|

, sprA − σ|x|,sprY

σ2
|x|

〉

= σ2
|x|

∥
∥
∥
∥
∥

sprA − σ|x|,sprY

σ2
|x|

∥
∥
∥
∥
∥

2

com σ2
|x| 6= 0. Concluímos então que minimizar f2 é equivalente a minimizar

∥
∥
∥
∥

sprA − σ|x|,sprY
σ2
|x|

∥
∥
∥
∥

2

.

Com um argumento análogo, tem-se que a minimização da função f1 é equivalente à minimização

de
∥
∥
∥midA − σx,midY

σ2
x

∥
∥
∥

2

e assim a minimização de f(A) é equivalente à minimização de

∥
∥
∥
∥

midA − σx,midY

σ2
x

∥
∥
∥
∥

2

+ θ

∥
∥
∥
∥
∥

sprA − σ|x|,sprY

σ2
|x|

∥
∥
∥
∥
∥

2

.

Se fizermos Sn = (
σx,midY

σ2
x

,
σ|x|,sprY

σ2
|x|

), então, f ∈ Hθ e a minimização da função f(A) é equivalente

à minimização de

∥
∥
∥
∥
∥
(midA, sprA)−

(

σx,midY

σ2
x

,
σ|x|,sprY

σ2
|x|

)∥
∥
∥
∥
∥

2

θ

. (4.8)

Em termos do Teorema 1.3.8 temos que
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Minimizar f é equivalente a minimizar ||φ(A)− Sn||2θ.
Esta equivalência, implica que o problema de quadrados mínimos (4.7) é equivalente ao seguinte

problema:
Minimizar ‖φ(A)− Sn‖2θ

s.a.

A ∈ D.

(4.9)

Pela correspondência biunivoca entre um elemento A ∈ Fc,2(R) e o par φ(A) = (midA, sprA), o
problema de quadrados mínimos (4.7) é equivalente a

Minimizar ‖h− Sn‖2θ
s.a.

h ∈ φ(D).

(4.10)

com S = (
σx,midY

σ2
x

,
σ|x|,sprY

σ2
|x|

) ∈ Hθ. Por fim, pelo Corolário 4.2.4 o conjunto φ(D) é fechado e convexo

em Hθ e portanto o resultado segue.

Corolário 4.2.6. A solução do problema de quadrados mínimos (4.7) existe e é unica.

Demonstração. A existência e a unicidade da projeção de Sn sobre φ(D) segue de resultados clássi-
cos de projeção sobre conjuntos convexos e fechados em espaços de Hilbert (veja por exemplo [58]).
Pela identificação dos elementos em Fc,2(R) por elementos em Hθ, conclui-se que a solução de (4.7)
existe e é unica.

Denotaremos por A∗
n o estimador obtido pela solução do problema 4.7.

4.3 Consistência do estimador A∗
n

Nesta seção mostraremos que, sob certas hipóteses, é possível estabelecer um valor teórico para o
parâmetro fuzzy A e mostraremos também a consistência do estimador A∗

n com respeito a este valor.
Para isto, é necessário introduzir um tipo especial de operador covariância.

4.3.1 Um tipo especial de covariância

Usando o conceito de valor esperado para um elemento aleatório num espaço de Banach (ver por
exemplo [62]), definimos uma covariância entre uma variável aleátoria real X e uma variável aleatória
com valores num espaço de Banach Z , por

cov(X ,Z) := E(XZ)− E(X )E(Z). (4.11)

Note que o elemento XZ é o produto escalar entre a variável aleatória X e o elemento aleatório
Z , assim, este produto é uma variável aleatória com valores no mesmo espaço de Banach do que o
elemento aleatórtio Z . Esta covariância satisfaz
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1. cov(X ,XA) = var(X )A para um elemento aleatório degenerado (constante) A ∈ B

2. cov(X , cY + dW) = c cov(X ,Y) + d cov(X ,W) para c, d ∈ R Y ,W elementos aleatórios em
B e X uma variável aleatória real.

Para detalhes sobre elementos aleatórios em espaços de Banach ver [62].

4.3.2 Valor teórico de A

Nesta seção mostraremos uma forma fechada para o valor A no modelo (4.1), usando a covariân-
cia definida na subseção 4.3.1.

A identificação de elementos em Fc,2(R) com um par de funções em L2, como foi estabelecido na
Proposição 1.3.8, leva a pensar numa variável aleatórias fuzzy Y como um par de variávies aleatórias
(midY , sprY) com valores num espaço de Banach. Com isto em mente, nota-se que, do modelo (4.1),
é possível obter os seguintes modelos envolvendo midY e sprY :

midY = XmidA + midE ,

e
sprY = |X |sprA + sprE .

Suponha que E(midE : X ) = midB e E(sprE/X ) = sprB e assim

E(midY/X ) = XmidA + midB

e
E(sprY/X ) = |X |sprA + sprB.

Suponha que var |X | 6= 0, o que implica varX 6= 0. Suponha também que cov(X ,midE) = 0 e
cov(|X |, sprE) = 0.

Com isso temos que:

cov(|X |, sprY) = cov(|X |, |X |sprA + sprE) = sprA var |X |+ cov(|X |, sprE) = sprA var |X |,

e

cov(X ,midY) = cov(X ,XmidA + midE) = sprA varX + cov(X ,midE) = midA varX ,

e portanto

sprA =
cov(|X |, sprY)

var |X |

midA =
cov(§,midY)

var(X )
.
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De acordo com o Teorema 1.3.8, o que temos obtido é uma expressão fechada para φ(A), isto é

φ(A) = (midA, sprA) = S =

(
cov(X ,midY)

var(X )
,
cov(|X |, sprY)

var(|X |)

)

. (4.12)

4.3.3 Consistência do estimador

Seja S o elemento em Hθ dado por S =
(

cov(X ,midY )
var(X )

,
cov(|X |,sprY )

var(|X |)

)

. Lembremos que A∗
n é obtido

via a projeção de

Sn =

(
σx,midY

σ2
x

,
σ|x|,sprY

σ2
|x|

)

sobre φ(D).

Como o conjunto D depende do tamanho da amostra, pasaremos a denotá-lo por Dn, em que os
subíndice n faz refreência a esta dependência.

Lema 4.3.1. O estimador A∗
n converge ao valor teórico A quando n → ∞ da mesma forma em que

Sn converge a S quando n → ∞
Demonstração. Estamos considerando que a amostra aleatória {Xi,Yi}ni=1 vem do modelo (4.1), e
portanto o valor teórico de A tem que pertencer sempre ao conjunto factível Dn sem importar o ta-
manho da amostra, isto é, A ∈ Dn. Esto implica que S = φ(A) ∈ φ(Dn) e portanto S = Pφ(Dn)(S).

Agora, para todo n ∈ N temos que:

dθ(A
∗
n, A) = ||φ(A∗

n)− φ(A)||θ = ||Pφ(Dn)(Sn)− Pφ(Dn)(S)||θ ≤ ||Sn − S||θ
onde a última identidade é obtida pela propiedade de não expansividade das projeções sobre conjun-
tos convexos fechados em espaços de Hilbert.

Note que, embora o conjunto Dn depende da amostra, a desigualdade anterior não possui tal
dependência. Logo, dθ(A∗

n, A) converge para zero da mesma forma que ||Sn − S||θ converge para
zero quando n → ∞.

Pela proposição anterior, para provar a consistência de A∗
n é suficiente considerar o comporta-

mento da seguinte expressão:

||Sn − S||2θ =
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

σx,midY

σ2
x

− cov(X ,midY)

var(X )

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2

+ θ

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

σ|x|,sprY

σ2
|x|

− cov(|X |, sprY)

var(|X |)

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

Sob condições típicas de independência e idêntica distribuição, as leis clássicas dos grandes nú-
meros permitem provar a convergência quase certa2 de σ2

x a var(X ) e de σ2
|x| a var(|X |), pois neste

caso, só estamos considerando as variáveis aleatórias reais X , |X | e as amostras aleatórias xi, |xi|.
2Para variáveis aleatórias X,X1, X2, · · · diremos que a convergência de Xn a X é quase certa se

Pr (limn→∞ Xn = X) = 1 ou de forma equivalente se Pr
({

ω ∈ Ω | limn→∞ Xn(ω) = X(ω)
})

= 1. Neste caso deno-

taremos a convergência como Xn
q.c.→ X
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Proposição 4.3.2. Se X é um espaço de Banach sepáravel e {Vn} é uma sequência de elementos

aleatórios independentes e identicamente distribuídos em X tais que E||V1|| ≤ ∞, então ||V −
E(V1)|| q.c.→ 0, onde E(V1) é o valor esperado de Fréchet de V1.

Demonstração. Veja [68] ou [37].

Corolário 4.3.3. Sejam X,X1, X2, ...Xn variáveis aleatórias reais, identicamente distribuídas tais

que: var(x) 6= 0, E|X|2 < ∞. Suponha ainda que Y , Y1, ..., Yn são variáveis aleatórias fuzzy identi-

camente distribuídas tais que E||Y||2 < ∞, XmidY ,X1midY1 , ...XnmidYn
e X sprY ,X1sprY1

, ...XnsprYn

são independentes, então Dθ(A
∗
n, A)

q.c.→ 0

Demonstração. O espaço L2(0, 1] é separável. Por hipótese temos que

XmidY ,X1midY1 , ...XnmidYn

são elementos aleatórios independentes e identicamente distribuídos em H . O mesmo ocorre com

X sprY ,X1sprY1
, ...XnsprYn

.

A condição E||Y ||2 < ∞ garante que E||midY ||2 e E||sprY ||2 são finitas e portanto

E||Y ||, E||midY ||, E||sprY ||,

são finitas. Isto implica a existência dos valores esperados EY , EmidY , EsprY (veja [68]). Como
E|X|2 < ∞ segue que também E|X|, EX < ∞. Aplicando a desigualdade de Hölder aos produtos
XmidY e |X|sprY a existência de E(XmidY) e E(|X|sprY) pode ser garantida.

Pela definição de cov(X ,midY) e continuidade das operações em σx,midY e a Proposição 4.3.2 nós
obtemos que

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

σx,midY

σ2
x

− cov(X ,midY)

var(X )

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

q.c.→ 0.

Da mesma forma podemos concluir que
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

σ|x|,sprY

σ2
|x|

− cov(|X |, sprY)

var(|X |)

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

q.c.→ 0,

isto é, ||Sn − S||θ q.c.→ 0.
Pelo Lema 4.3.1, concluímos que Dθ(A

∗
n, A)

q.c.→ 0.
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4.4 Um método de solução aproximado

Nesta seção estudarermos um método aproximado para resolver o problema (4.7). A ideia con-
siste em considerar aproximações poligonais do conjunto factível e da função objetivo. Usando fer-
ramentas desenvolvidas ao longo do trabalho mostraremos que é possível construír uma sequência de
problemas de otimização em dimensão finita que aproximam a solução exata do problema.

Suponhamos que é possível obter uma sequência de aproximações Rm do conjunto factível D tais
que, em algum sentido

D = lim
m→∞

Rm.

Suponha também que é possível obter uma aproximação Smn do elemento Sn no problema (4.10).
Considere o seguinte problema aproximado

Minimize ‖A− Smn‖2θ
s.a.

A ∈ φ(Rm)

(4.13)

A pergunta natural é, sob quais condições a solução A∗
mn do problema aproximado (4.13) conver-

gem ao estimador A∗
n quando m → ∞? Note que está questão está relacionada com a convergencia

das projeções dos elementos Smn nos conjuntos Rm.
A seguir, estabelecemos um resultado geral relacionado com convergência de projeções, usando

a noção de Mosco convergência (ver Apêndice).

Proposição 4.4.1. Sejam D,Rm ⊂ H fechados e convexos tais que D = M−limm→∞ Rm e xm → x
com xn, x ∈ H . Então PRm

(xm) → PD(x) para todo x ∈ H .

Demonstração.

‖PD(x)− PRm
(xm)‖θ ≤ ‖PD(x)− PRm

(x)‖θ + ‖PRm
(x)− PRm

(xm)‖θ
≤ ‖PD(x)− PRm

(x)‖θ + ‖x− xm‖θ
O termo ‖x− xm‖θ converge a zero por hipóteses e, pelo resultado A.1.9 no Apêndice, o primer

termo converge também para zero quando m → ∞.

Lema 4.4.2. Se T : Fc,2(R)×· · · Fc,2(R) → H é uma aplicação contínua então Smn = T (Y m
1 , · · · , Y m

n ) →
Sn = T (Y1, · · · , Yn) quando m → ∞ se Y m

i → Yi quando m → ∞ para cada i = 1, ..., n.

Demonstração. O resultado segue da continuidade de T .

A seguir, usando aproximações poligonais, vamos a estabelecer uma família de conjuntos appro-
ximantes Rm de D e elementos aproximantes Snm de Sn.
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4.4.1 Aproximação do conjunto factível usando partições uniformes.

Nesta subseção vamos mostrar algumos resultados relacionados com a aproximação do conjunto

D = {A ∈ Fc,2(R) : Yi −h xiA existe ∀i = 1, . . . , n},
o conjunto factível do problema (4.7).
Nesta subseção consideraremos que as observações Yi ∈ Fc(R), isto é, estamos considerando

observações com suporte limitado. Note que pelo Lema 4.2.2 isto implica que D ⊂ Fc(R). Vamos
considerar que xi 6= 0 para algum i = 1, . . . , n.

Consideraremos também a sequência de partições Pm = U2m m = 1, 2, · · · , onde Um é a partição
uniforme de longitude 1

2m
do intervalo [0, 1], isto é:

• P0 : 0, 1

• P1 : 0,
1
2
, 1

• P2 : 0,
1
4
, 1
2
, 3
4
, 1

• etc.

Note que para estas partições uniformes, os pontos de uma partição estão incluídos em todas as
partições seguintes, isto é,

Pm ⊂ Pm+1.

Isto implica que, quando m vai aumentando e o nível de poligonalização vai crescendo, são agregados
novos conjuntos de nível mais todos os conjuntos previos são preservados.

Usando a notação do Capítulo 2, onde Pm denota tanto a partição quanto o operador poligonal
tenemos o seguinte resultado

Lema 4.4.3. Considere a sequência de partições Pm = U2m m = 1, 2, · · · , onde Um é a partição

uniforme de longitude 1
2m

do intervalo [0, 1]. A sequência de operadores poligonais correspondentes

satisfaz que

Pm(Pm+1(A)) = Pm(A), (4.14)

para todo A ∈ Fc(R).

Demonstração. Pela forma da sequência de partições fica claro que como subconjuntos de pontos
temos que Pm ⊂ Pm+1 ⊂ [0, 1]. Lembremos que na definição da aproximação poligonal é suficiente
cosiderar os cortes associados com os pontos da partição e que por definição da aproximação Pm

temos que

[Pm(A)]α = Aα,

para α ∈ Pm. Para todo α na partição Pm temos que

[Pm(Pm+1(A))]α = [Pm+1(A)]α = Aα
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pois α ∈ mathcalPm ⊂ Pm+1. Do anterior concluimos que

[Pm(Pm+1(A))]α = [Pm(A)]α,

para α ∈ Pm, e ao ser números poligonais associados com a mesma partição a Proposição 2.1.4
implica que Pm(Pm+1(A)) = Pm(A).

Usando as partições Pm, vamos considerar as seguintes versões aproximadas do conjunto D:

Qm = {A ∈ Fc(R) : Pm(Yi)−h xiPm(A) existe ∀i = 1, . . . , n},
Rm = {A ∈ Fc,Pm

(R) : Pm(Yi)−h xiA existe ∀i = 1, . . . , n}.

Proposição 4.4.4. Para todo m = 1, 2, . . . . temos que

a. D ⊂ Qm,

b. Pm(Qm) ⊂ Rm ⊂ Qm,

c. Pm(D) ⊂ Rm,

d. Qm+1 ⊂ Qm para todo m = 1, 2, . . . .

Demonstração. a. Seja A ∈ D, isto é, para todo i = 1, ..., n existe Bi ∈ Fc,2(R) tal que Yi =
xiA + Bi. Como estamos considerando Yi em Fc(R) e xi 6= 0 para algum i, então do Lema
4.2.2 segue que A,Bi ∈ Fc(R). Como o operador Pm é linear em Fc(R) temos que Pm(Yi) =
xiPm(A)+Pm(Bi) e concluímos que a diferença de Hukuhara Pm(Yi)−hxiPm(A) existe. Temos
então que A ∈ Qm e portanto D ⊂ Qm.

b. Segue da definição de Qm e Rm que Pm(Qm) ⊂ Rm e como Pm(A) = A para todo A ∈ Fc,Pm
(R)

temos que Rm ⊂ Qm.

c. O resultado segue dos items a. e b. anteriores.

d. Seja A ∈ Qm+1. Temos então que, para todo i = 1, ..., n, existe Bi ∈ Fc,2(R) tal que Pm+1(Yi) =
xiPm+1(A) + Bi. Pelo Lema 4.2.2, Bi ∈ Fc,2(R). Aplicando o operador Pm aos dois lados da
anterior identidade e usando o Lema 4.4.3 temos que

Pm(Pm+1(Yi)) = xiPm(Pm+1(A)) + Pm(Bi)

Pm(Yi) = xiPm(A) + Pm(Bi),

e assim, A ∈ Qm. Concluímos que Qm+1 ⊂ Qm.

Proposição 4.4.5. Para cada m = 1, 2, . . . , os conjuntos Qm e Rm são convexos.
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Demonstração. Sejam A,B ∈ Qm e λ ∈ [0, 1], assim, existem V,W ∈ Fc,2(R) tais que Pm(Yi) =
xiPm(A) + V = xiPm(B) +W . Vamos mostrar que λA+ (1− λ)B esta em Qm. Note que

xi(Pm(λA+ (1− λ)B)) + λV + (1− λ)B = xiλPm(A) + xi(1− λ)Pm(B) + λV + (1− λ)B

= λ(xiPm(A) + V ) + (1− λ)(xiPm(B) +W )

= λPm(Yi) + (1− λ)Pm(Yi) =

= Pm(Yi).

Com isto, provamos que a diferença de Hukuhara Pm(Yi) −h xi(Pm(λA + (1 − λ)B)) existe e
assim λA + (1 − λ)B ∈ Qm. Finalmente, como Rm = Qm ∩ Fc,Pm

(R), então Rm é a interseção de
dois conjuntos convexos e portanto é convexo.

Na Proposição 2.3.3 mostramos a continuidade do operador de poligonalização Pm com respeito
a métrica generalizada de Hausdorff. Quando considerarmos a métrica Dθ, o operador Pm não é
necesariamente contínuo e portanto é necesário introduzir algumas hipóteses adicionais.

Proposição 4.4.6. Suponha que existe M ∈ N tal que a aplicação Pm : (Fc(R), Dθ) → (Fc,Pm
(R), Dθ)

é contínua em Qm para todo m > M . Então, Qm é fechado em (Fc(R), Dθ) para todo m > M .

Demonstração. Sejam m > M fixo, A ∈ Fc(R) e (Ak) uma sequência tal que Ak ∈ Qm para todo

k = 1, 2, · · · , e Ak
Dθ→ A. Como Ak ∈ Qm, temos que Pm(Yi) −h xiPm(Ak) existe ∀i = 1, . . . , n.

Por hipótese, Pm é contínuo em Qm, logo Pm(Ak)
Dθ→ Pm(A) quando k → ∞. De acordo com a

Proposição 1.4.1, tem-se a continuidade da diferencia de Hukuhura, logo Pm(Yi)−h xiPm(A) existe,
isto é, A ∈ Qm e por tanto Qm é fechado. O conjunto Rm é igual a Qm ∩ Fc,Pm

(R) assim que é uma
interseção finita de conjutos fechados e portanto Rm é também fechado.

Lema 4.4.7. ∩Qm ⊂ D

Demonstração. Da proposição 4.4.4 temos que, D ⊂ Qm, Qm+1 ⊂ Qm e Pm(D) ⊂ Rm ⊂ Qm.
Seja A 6∈ D, ou seja, Yi −h xiA não existe para algum i = 1, . . . , n. Se para todo m, Pm(Yi) −h

xiPm(A) existe, como limm→∞ Pm(Yi) = Yi e limm→∞ Pm(A) → A então a Proposição 1.4.1 im-
plica que Yi −h xiA existe. Mas isto é um absurdo pois A 6∈ D.

Assim, temos que Pm(Yi)−hxiPm(A) não existe para algum m. Se A ∈ Fc(R) o anterior implica
que, A 6∈ Qm para algum m e portanto A 6∈ ∩Qm. Se A ∈ Fc,2(R) mas A 6∈ Fc(R) também temos
que A 6∈ ∩Qm. O que temos provado é que Dc ⊂ (∩Qm)

c ou de forma equivalente ∩Qm ⊂ D.

Os teoremas seguintes estão relacionados com a convergencia dos conjuntos Rm ao conjunto D.

Teorema 4.4.8. Se existe M ∈ N tal que a aplicação Pm : (Fc(R), Dθ) → (Fc,Pm
(R), Dθ) é

contínua em Qm para todo m > M então

D = lim
m→∞

Rm.
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Demonstração. Pela Proposição 4.4.6 e a Proposição 4.4.4 temos que Qm é uma família decrescente
de conjuntos fechados e portanto, lim supQm = ∩Qm. Pela Proposição 4.4.7, temos que ∩Qm ⊂ D
assim que lim supQm ⊂ D. Temos pela Proposição 4.4.4 que

lim sup
m→∞

Rm ⊂ lim sup
m→∞

Qm ⊂ D

e
lim inf
m→∞

Pm(D) ⊂ lim inf
m→∞

Rm.

Pelo Corolario 2.3.15 sabemos que D ⊂ lim infm→∞Pm(D) logo

D ⊂ lim inf
m→∞

Pm(D) ⊂ lim inf
m→∞

Rm ⊂ lim sup
m→∞

Rm ⊂ lim sup
m→∞

Qm ⊂ D

e portanto D = limm→∞ Rm.

Se considerarmos os conjuntos Qm e Rm como subconjuntos num espaço de Hilbert usando o
isomorfismo φ estabelecido no Teorema 1.3.8, é possível provar a convergência no sentido de Mosco
das aproximações ao conjunto D.

Teorema 4.4.9. Com as condições do Teorema 4.4.8, e φ o isomorfismo da Proposição 1.3.8 então

φ(Rm)
M→ φ(D).

Demonstração. Como φ é uma isometría, D ⊂ lim inf Pm(D) implica que φ(D) ⊂ lim inf φ(Pm(D)).
Da Proposição 4.4.4 temos que φ(Pm(D)) ⊂ φ(Rm) ⊂ φ(Qm) e assim

φ(D) ⊂ lim inf φ(Rm). (4.15)

Por outro lado como φ é injetiva então ∩φ(Qm) = φ(∩Qm) ⊂ φ(D) onde a última conte-
nência é garantida pelo Lema 4.4.7. Como φ(Qm+1) ⊂ φ(Qm), aplicando o resultado estabele-
cido em A.1.8 tem-se que M − lim supφ(Qm) = ∩φ(Qm) ⊂ φ(D). Mas φ(Rm) ⊂ φ(Qm) logo
M − lim supφ(Rm) ⊂ M − lim supφ(Qm) e portanto

M − lim supφ(Rm) ⊂ φ(D). (4.16)

As expressões (4.15) e (4.16) estão dizendo justamente que M − limφ(Rm) = φ(D) como que-
ríamos mostrar.

4.4.2 Aproximação de Sn

Nesta subseção vamos considerar a aproximação do elemento Sn na função objetivo dado em
(4.10), isto é, vamos considerar uma aproximação de

Sn =

(

σx,midY

σ2
x

,
σ|x|,sprY

σ2
|x|

)

.
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A ideia é considerar as versões poligonais Pm(Y1), . . . ,Pm(Yn) dos dados fuzzy Y1, . . . , Yn usa-
dos na construção de Sn. Assim, vamos definir Smn como:

Snm =

(

σx,midPm(Y )

σ2
x

,
σ|x|,sprPm(Y )

σ2
|x|

)

.

Lema 4.4.10. Snm → Sn quando m → ∞.

Demonstração. Note que as operações envolvidas na definição de Sn, ( mid, spr, σ) são todas opera-
ções contínuas, logo o resultado desejado é obtido como consequência imediata do Lema 4.4.2 e o
fato de que Pm(Y ) → Y quando m → ∞.

4.4.3 Convergência do método de aproximação

Teorema 4.4.11. Se existe M ∈ N tal que a aplicação Pm : (Fc,2(R), Dθ) → (Fc,Pm
(R), Dθ) é

contínua em Qm para todo m > M , então a solução A∗
mn do problema (4.13) converge à solução A∗

n

de (4.10) quando m → ∞

Demonstração. Temos que:

d(A∗
n − A∗

mn)θ =
∥
∥Pφ(D)(Sn)− Pφ(Rm)(Smn)

∥
∥
θ
.

Mas Smn → Sn e M − limφ(Rm) = φ(D) pelo Lema 4.4.10 e o Teorema 4.4.9 respectiva-
mente. Como os conjuntos φ(D) e φ(Rm) são fechados e convexos, a Proposição 4.4.1 garante a
convergência de A∗

mn a A∗
n quando m → ∞.

O resultado anterior indica que, sob certas condições de continuidade, é possivel aproximar-se da
solução do problema (4.10) resolvendo a familia de problemas (4.13) quando Rm é uma família de
números fuzzy poligonais dada por

Rm = {A ∈ Fc,Pm
(R) : Pm(Yi)−h xiA existe ∀i = 1, . . . , n}.

Isto é, é possível aproximar-se da solução do Problema (4.10), usando números fuzzy poligonais.
No entanto, o fato mais relevante a ser considerado, é que, a família de problemas (4.13) é equiva-
lente a uma família de problemas de otimização em dimensão finita, como mostraremos na subseção
seguinte.

4.4.4 Aproximação por problemas de dimensão finita.

Consideremos a família de problemas (4.13) reescrita como

Minimize ‖(midA, sprA)− Smn‖2θ
s.a.

A ∈ Rm

(4.17)
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para
Rm = {A ∈ Fc,Pm

(R) : Pm(Yi)−h xiA existe ∀i = 1, . . . , n}
e

Snm =

(

σx,midPm(Y )

σ2
x

,
σ|x|,sprPm(Y )

σ2
|x|

)

onde

σ2
|x| =

1

n

n∑

i=1

x2
i − |x|2,

σ2
x =

1

n

n∑

i=1

x2
i − x2,

σ|x|,sprPm(Y )
=

1

n

n∑

i=1

|xi|sprPm(Yi)
+ |x|sprPm(Y ).

σx,midPm(Y )
=

1

n

n∑

i=1

ximidPm(Yi) + |x|midPm(Y ).

Note que todos os números fuzzy envolvidos no problema anterior, são elementos de Fc,Pm
(R),

isto é, são todos números fuzzy poligonais associados com a mesma partição. Usando as represen-
tações em dimensão finita E (identificação por pontos extremos) e M (identificação por mid e spr)
introduzidas no Capítulo 2, na Subseção 2.2.1, podemos reescrever o problema em dimensão finita.

Denotemos por z ∈ R
2(m+1) a representação por pontos extremos da variável A, e yi ∈ R

2(m+1)

a representação por pontos extremos de Pm(Yi), isto é, z = E(A) yi = E(Pm(Yi)). Lembremos que
um vetor Z ∈ R

2(m+1) representa um elemento de Fc,Pm
(R) se e somente se Bz ≥ 0 com

B =










−1 1 0 0 · · · 0
0 −1 1 0 · · · 0
0 0 −1 1 · · · 0
...

...
0 0 . . . 0 −1 1










(2m+1)×(2m+2)

.

Assim, temos que A ∈ Rm = {A ∈ Fc,Pm
(R) : Pm(Yi) −h xiA existe ∀i = 1, . . . , n} é

equivalente a

Bz ≥ 0 e B(yi − xiz) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n.

A última parte é equivalente a

xiBz ≤ Byi

para todo i = 1, . . . , n. Mas de fato, não é necesario considerar os casos em que xi é negativo
ou zero, pois nesta situação a anterior desigualdade é imediata pois estamos considerando 0 ≤ Bz e
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0 ≤ Byi já que yi são números fuzzy poligonais. Assim, assumindo que xi é positivo, a desigualdade
anterior é equivalente

Bz ≤ BYi

xi

e é suficiente considerar

Bz ≤ C

com C = {ck} ∈ R
2m+1 definido por ck = mini=1,··· ,n{coordenada k do vetor Byi

xi
}.

A discussão anterior nos permite concluir A ∈ Rm se e somente z = E(A) satisfaz

0 ≤ Bz ≤ C, (4.18)

com C = {ck} ∈ R
2m+1 , ck = mini=1,··· ,n{coordenada k do vetor Byi

xi
}.

Vejamos agora o que acontece com a função objetivo ‖(midA, sprA)− Smn‖2θ.

Como Snm =

(
σx,midPm(Y )

σ2
x

,
σ|x|,sprPm(Y )

σ2
|x|

)

, quando identificamos os números fuzzy poligonais Pm(Yi)

com vetores de dimensão finita, as operações σx,midPm(Y )
e σ|x|,sprPm(Y )

, geram vetores de R
m+1, e a-

ssim a expressão correspondente Snm pode ser identificada com um vetor real, smn ∈ R
2(m+1). Temos

de fato que

smn =

(

σx,midy

σ2
x

,
σ|x|,spry

σ2
|x|

)

com yi = E(Pm(Yi). Consideremos a representação de A por mid e spr, M(A) = M(z) com M
dada por

M =
1

2



















1
·

·
·

1

1
·

·
·

1
−1

·
·

·
−1

1
·

·
·

1



















2(m+1)×2(m+1)

. (4.19)

Assim, a função objetivo do problems 4.17 é equivalente a

||Mz − snm||2θ.
Finalmente podemos concluir que a familia de problemas 4.17 é equivalente a
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Minimize||Mz − smn||2θ
s.t.

0 ≤ Bz ≤ C,

z ∈ R
2(m+1),

(4.20)

com C = {ck} ∈ R
2m+1 , ck = mini=1,··· ,n{coordenada k do vetor Byi

xi
}.



Capítulo 5

Conjuntos Fuzzy p-triangulares e densidade
de conjuntos Fuzzy Lipschitz

Este capítulo refere-se a resultados publicados em [6]. Nesse artigo apresentamos alguns contra-
exemplos de resultados relacionados com conjuntos fuzzy Lipschitz e com convolução de conjuntos
fuzzy. Usando o conceito de número fuzzy p-triangular é apresentada uma prova alternativa de um
resultado relevante sobre densidade de conjuntos fuzzy que tinha sido previamente provada usando o
resultado invalidado.

5.1 Densidade de conjuntos Fuzzy Lipschitz

Collings e Kloeden em [21] mostraram que um elemento em Fc(R
n) pode ser aproximado na

métrica d∞, por conjuntos fuzzy contínuos. Em [74], é mostrado que o espaço de elementos em
Fc(R

n) com aplicação de nível Lipschitz contínua é denso em Fc(R
n) com respeito à métrica d∞.

Em [75] é apresentada uma generalização deste resultado para espaços de Banach, com uma aplicação
ao estudo da compacidade relativa em espaços de conjuntos fuzzy e à existência de soluções para
equações diferenciais fuzzy.

Em [43], é estabelecido o seguinte resultado, também relacionado com densidade entre espaços
de conjuntos fuzzy:

Proposição 5.1.1. (L(Rn), D) é denso em (Fc(R
n), d∞).

O conjunto L(Rn) é o conjunto dos elementos em Fc(R
n) com função de pertinência Lipschitz

sobre seu soporte. Denominaremos os elementos de L(Rn) como conjuntos fuzzy Lipschitz.

Um passo fundamental na prova de Proposição 5.1.1 é dado pelo seguinte resultado:

Proposição 5.1.2. Sejam u, v ∈ F(Rn). Se v ∈ L(Rn) então u∇v ∈ L(Rn).

No enunciado anterior u∇v é a convolução entre os conjuntos fuzzy u, v dada por

(u∇v)(x) = sup
y∈Rn

{u(y) ∧ v(x− y)},
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com ∧ denotando o mínimo sobre [0, 1].
Neste capítulo, apresentamos dois contra-exemplos para a Proposição 5.1.2, porém, após intro-

duzir conceito de conjunto fuzzy p-triangular e provar alguns resultados relacionados, apresentamos
uma prova válida para a Proposição 5.1.1.

5.2 Contra-exemplo 1

Seja u, v (veja Figuras 5.1 e 5.2) definidos como:

[u]α =

{
[0, 1], se 0 ≤ α ≤ 1/4

{1/2}, se 1/4 < α ≤ 1

e

v = χB1(0) = χ[−1,1]

u(x)

1/2

1

x
10

1/4

Figura 5.1: [u]α = [0, 1], se 0 ≤ α ≤ 1/4, [u]α = {1/2}, se 1/4 < α ≤ 1.

v(x)

1

x
1-1

Figura 5.2: v = χB1(0) = χ[−1,1]

Claramente u, v ∈ Fc(R) e v é Lipschitz em seu suporte. Vamos calcular u∇v. Como u, v ∈
Fc(R) temos que [u∇v]α = [u]α + [v]α assim que

[u∇v]α = [0, 1] + [−1, 1] = [−1, 2], se 0 ≤ α ≤ 1/4

e
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u▽v(x)

1

x
3/2−1/2−1 2

1/4

Figura 5.3: u∇v não é fuzzy Lipschitz.

[u∇v]α = {1/2}+ [−1, 1] = [−1/2, 3/2], se 1/4 < α ≤ 1.

Isto contradiz a Proposição 5.1.2, uma vez que o conjunto u∇v não é fuzzy Lipschitz (veja
Figura 5.3). Se houvese um número K ≥ 0, tal que |(u∇v)(x) − (u∇v)(z)| ≤ K|x − z| para todo
x, z ∈ [u∇v]0 = [−1, 2], então teríamos para x = 3/2 e qualquer z ∈ (3/2, 2] que

|(u∇v)(3/2)− (u∇v)(z)|
|3/2− z| ≤ K

|1− 1/4|
|3/2− z| ≤ K

|3/4|
|3/2− z| ≤ K,

o que é absurdo pois z é um número qualquer em (3/2, 2], e portanto, pode estar arbitráriamente
próximo de 3/2.

Os autores em [43], não consideraram que x − y e z − y podem não estar simultaneamente em
supp(v) = [−1, 1] para x, z ∈ supp(u∇v) e y ∈ supp(v).

Nosso contra-exemplo invalida o argumento da prova da Proposição 5.1.1 em [43], dado que a
prova usa a Proposição 5.1.2 com v = χB 1

p
(0).

Note que u∇v não é fuzzy Lipschitz, devido a que as razões diferenciais
(u∇v)(x)− (u∇v)(z)

x− z
não estão limitadas ao redor de 3/2 ou −1/2. Note ainda que u tem uma propriedade similar ao redor
de 1/2 e de fato outros contra-exemplos podem ser construídos usando números fuzzy u com esta
propriedade.

5.3 Contra-exemplo 2

No contra-exemplo anterior, a aplicação de nível de u, [u](·) : [0, 1] → K(Rn) é descontínua. É
natural perguntar se, considerando só conjuntos fuzzy u com aplicação de nível contínua, é possível
ter um resultado válido no sentido da Proposição 5.1.2. A resposta é de novo negativa.

Seja u ∈ Fc(R) definido por
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u(x) =







3
√
x− 1 + 1 se 0 ≤ x ≤ 1

− 3
√
x− 1 + 1 se 1 ≤ x ≤ 2

0 em outro caso

u(x)

1

1

x
20

Figura 5.4: [u]α = [1− (1− α)3, 1 + (1− α)3]

que tem conjuntos de nível dados por [u]α = [1− (1− α)3, 1 + (1− α)3] for α ∈ [0, 1].

Neste caso, u tem aplicação de nível contínua, mas u não é Lipschitz sobre R
n e não é fuzzy

Lipschitz sobre seu suporte. Um contra-exemplo podería ser construído tomando v = χ{0}, mas é
possivel considerar ainda um contra-exemplo não trivial, fazendo v = χB[0,1] = χ[−1,1] como antes.

Nesta situação, para α ∈ [0, 1] temos

[u∇v]α = [1− (1− α)3, 1 + (1− α)3] + [−1, 1] = [−(1− α)3, 2 + (1− α)3].

Usando o Teorema de representação de Negoita e Ralescu, obtemos a seguinte função de perti-
nência

u∇v(x) =







1 + 3
√
x se − 1 ≤ x < 0

1 se 0 ≤ x ≤ 2

1− 3
√
x− 2 se 2 < x ≤ 3

0 em outro caso

u∇v(x)

1

1

x
20−1

Figura 5.5: u∇v(x) não é Lipschitz.
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Este número fuzzy não é Lipschitz e não é fuzzy Lipschitz, pois de novo, as razoes diferenciais
não são limitados ao redor de 0 e 2 (veja Figura 5.5).

Dos argumentos apresentados em [43], vemos que se considerarmos que a função v é Lipschitz
em todo R

n, é possivel provar o seguinte resultado, similar à proposição 5.1.2.

Proposição 5.3.1. Seja u, v ∈ F(Rn). Se v é Lipschitz sobre R
n então u∇v ∈ L(Rn).

Vamos manter este resultado em mente para provar a Proposição 5.1.1, considerando números
fuzzy triangulares, ao em vez de funções indicadoras.

5.4 Conjuntos Fuzzy p-triangulares e densidade

A seguir, vamos definir o conceito de conjunto fuzzy p-triangular, que generaliza o conceito de
número fuzzy triangular centrado em zero, para dimensão n.

Definição 5.4.1. Seja p ∈ R, p > 0. Definimos Tp ∈ F(Rn) (conjunto fuzzy p-triangular) como:

[Tp]
α = B(1−α)/p(0),

para todo α ∈ [0, 1].

[Tp]
α

Tp(x)

1

x
1/p−1/p

][

α

Figura 5.6: Tp para n = 1.

Note que da definição de Tp, temos que Tp(x) = 0 se e somente se ‖x‖ > 1/p, além disso se
‖x‖ ≤ 1/p, pelo Teorema de representação temos que

Tp(x) = sup{α : x ∈ [Tp]α}
= sup{α : x ∈ B[0, (1− α)/p]}
= sup{α : ‖x‖ ≤ (1− α)/p}
= sup{α : α ≤ 1− p‖x‖}

Tp(x) = 1− p‖x‖.

(5.1)

Como parece sugerir a Figura 5.6 para o caso n = 1, Tp deveria ser Lipschitz no conjuntos todo
R

n, isto pode ser de fato provado.

Lema 5.4.2. Para todo p > 0, Tp é Lipschitz sobre R
n.
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Demonstração. Seja x, y ∈ R
n. Se Tp(x) = Tp(y) é claro que |Tp(x)−Tp(y)| < K‖x−y‖ para todo

K > 0. Vamos considerar que Tp(x) < Tp(y).
Se Tp(x) = 0 então ‖x‖ > 1/p e 0 < Tp(y). Asssim, ‖y‖ ≤ 1/p e portanto Tp(y) = 1 − p‖y‖.

Neste caso temos que

|Tp(x)− Tp(y)| = Tp(y) = 1− p‖y‖ = p(1/p− ‖y‖) < p(‖x‖ − ‖y‖) ≤ p‖x− y‖.

Se Tp(x) > 0 então

|Tp(x)− Tp(y)| = Tp(y)− Tp(x) = 1− p‖y‖ − 1 + p‖x‖ = p(‖x‖ − ‖y‖) ≤ p‖x− y‖

Corolário 5.4.3. Sejam u ∈ Fc(R
n). Se v é um conjunto fuzzy p-triangular sobre R

n então u∇v ∈
L(Rn).

Demonstração. Consequência direta da Proposição 5.3.1 e do Lema 5.4.2.

Usando conjuntos fuzzy p-triangulares e o corolário anterior é possível provar que os conjuntos
fuzzy Lipschitz são densos em (Fc(R

n), d∞).

Proposição 5.4.4. (L(Rn), D) é denso em (Fc(R
n), d∞).

Demonstração. Seja u ∈ Fc(R
n) e considere Tp com, p > 0.

Fazendo up = u∇Tp, temos do Corolario 5.4.3 que up ∈ L(Rn) para todo p > 0.
Usando as propriedades da métrica de Hausdorff entre os conjuntos de nível α temos que para

cada α ∈ [0, 1]

dh([up]
α, [u]α) = dh([u∇vp]

α, [u]α)

dh([u]
α + B[0, (1− α)/p], [u]α + {0})

≤ dh(B[0, (1− α)/p], {0})
= (1− α)/p.

(5.2)

Tomando o supremo sobre α ∈ [0, 1] temos que d∞(up, u) ≤ 1/p. Assim a sequência (up) com
p = 1, 2, . . . , converge a u, e obtemos o resultado desejado.

Nota: A seção sobre convolução e integral de Choquet em [43] permanece válida usando os re-
sultados obtidos neste capítulo.



Conclusões

Este trabalho tem como principais contribuições:

1. A introdução de uma nova formalização do conceito de número fuzzy poligonal e sua extensão
a R

n. Tal formalização permite generalizar vários resultados relevantes sobre este tipo de con-
juntos fuzzy e sobre aproximação de conjuntos fuzzy de R

n. É possível mostrar que, para uma
partição fixa, o espaço Fc,Pm

(Rn) é isométricamente isomorfo a um cone convexo e fechado
em dimensão finita (Teorema 2.2.6).

2. Dois resultados fundamentais sobre aproximação de conjuntos e números fuzzy (Teoremas
2.3.5 e 2.3.7).

O primeiro formaliza e extende, para dimensões superiores e a diferentes partições, o fato de
que, um número fuzzy pode ser aproximado por números fuzzy poligonais. Como consequên-
cia, obtemos uma prova simplificada de um resultado bem conhecido sobre aproximação em
Fcc(R

n).

O segundo resultado mostra que, quando considera-se uma métrica adequada, um número fuzzy
pode ser aproximado por números fuzzy poligonais, mesmo quando a aplicação de nível do
número fuzzy não é contínua.

3. Uma generalização do problema da melhor aproximação trapezoidal e triangular, introduzindo
o problema da melhor aproximação poligonal de um número fuzzy com respeito a uma família
de métricas L2 ponderadas.

Mostramos que este problema é equivalente a um problema de otimização quadrático convexo
em dimensão finita, inclusive quando são introduzidas restrições adicionais para garantir que al-
gumas propriedades do número fuzzy original são mantidas (Teorema 3.2.1). Como consequên-
cia, foram mostradas propriedades gerais para a solução deste tipo de problema de aproximação
(existência, convexidade do conjunto solução).

Mostramos ainda que, as propriedades de invariância da melhor aproximação com respeito a
translações e mudanças de escala, são consequências de resultados gerais de invariância para
projeções em espaços métricos (Teorema 3.4.1 e Corolários 3.4.2 e 3.4.3).

4. O estudo de um problema de estimação estatística associado com um modelo de regressão
linear com dados fuzzy. Usando um novo resultado de mergulho (Teorema 1.3.8) para uma
classe de conjuntos fuzzy sobre o espaço de Hilbert Hθ, conseguimos mostrar propriedades im-
portantes do problema de estimação tais como, existência, unicidade e consitência do estimador
(Corolários 4.2.6 e 4.3.3).
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Além disso, usando aproximações poligonais, foi proposto um método de aproximação da solu-
ção para o problema. Combinando o mergulho em Hθ com resultados da teoria de convergência
e Mosco-convergência de conjuntos em espaços de Banach, mostramos condições suficientes
para a convergência do método proposto (Teorema 4.4.11).



Apêndice A

Apêndices

A.1 Convergência de conjuntos e Γ- convergência

Nesta seção lembramos diferentes resultados relacionados com convergência de conjuntos e con-
vergência variacional de funções. Para detalhes veja [4, 59].

Definição A.1.1. Seja (X, d) um espaço métrico e (An) uma sequência de subconjuntos não vazios
An ∈ X para n = 1, 2, . . . . Definimos os limites superiores e exteriores de An como:

lim sup
q→∞

An = {x ∈ X : x = lim
j→∞

xnj
, xnj

∈ Anj
}

e
lim inf
q→∞

An = {x ∈ X : x = lim
n→∞

xn, xn ∈ An},

Definição A.1.2. Seja (X, d) um espaço métrico e (An) uma sequência de subconjuntos não vazios
An ∈ X para n = 1, 2, . . . . Dizemos que (An) converge a A, A ⊂ X , no sentido de Painlevé-
Kuratowski se se satisfazem as seguintes condições:

a. Se x ∈ A então existe uma sequência (xn) tal que xn → x e xn ∈ An para todo n ∈ N.

b. Se uma sequência (xn), com xn ∈ An para todo n ∈ N, tem um subsequência convergente a x,
então x ∈ A.

Neste caso escreveremos A = limn→∞ An or An
K→ A.

Em termos dos límites superiores e inferiores, An converge a A no sentido de Painlevé-Kuratowski
se e somente se A ⊂ lim infn→∞ An e lim supn→∞ An ⊂ A.

Definição A.1.3. Seja (X, ||·||) um espaço de Banach reflexivo e (An) uma sequência de subconjuntos
não vazios, An ∈ X para n = 1, 2, . . . . Seja A ⊂ X Dizemos que (An) converge a A no sentido de
Mosco se as seguintes condições são satisfeitas:

a. Para todo x ∈ A existe uma sequência (xn) tal que xn → x e xn ∈ An para todo n ∈ N.
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b. Se uma sequência (xn), com xn ∈ An para todo n ∈ N, tem um subsequência fracamente conver-
gente a x, então x ∈ A.

Neste caso escreveremos A = M − limn→∞An or An
M→ A.

Definição A.1.4. Seja X um espaço topológico, (Fn) uma sequência de funções de X em R. Dizemos
que a sequência Fn é Γ-convergente a F , F : X → R se as seguintes condições são satisfeitas

a. Para toda sequência xn ∈ X tal que xn → x ∈ X quando n → ∞, F (x) ≤ lim infn→∞ Fn(xn).

b. Para todo x ∈ X existe uma sequência xn convergendo a x tal que F (x) ≥ lim supn→∞ Fn(xn).

Neste caso denotamos F por F = Γ− limn→∞ Fn ou Fn
Γ→ F

Definição A.1.5. Seja X um espaço topológico, (Fn) uma sequência de funções de X em R. Dizemos
que a sequência Fn converge no sentido de Mosco a F , F : X → R se as seguintes condições são
satisfeitas

a. Para toda sequência xn ∈ X tal que xn → x ∈ X fracamente quando n → ∞, F (x) ≤
lim infn→∞ Fn(xn).

b. Para todo x ∈ X existe uma sequência xn convergindo a x fortemente tal que F (x) ≥ lim supn→∞ Fn(xn).

Neste caso denotamos F por F = M − limn→∞ Fn ou Fn
M→ F

Seja A ⊂ X . A função característica de A, χA, é definida como:

χA(x) =

{

0 se x ∈ A.

+∞ em outro caso
(A.1)

É possível estabelecer uma relação entre convergência de conjuntos e convergência variacional de
funções usando as funções características dos conjuntos.

Proposição A.1.6. Seja X um espaço métrico, A ⊂ X e (An) uma sequência de subconjuntos de

X . (An) converge a X no sentido de Painlevé-Kuratowski se e somente se χAn

Γ→ χA

Proposição A.1.7. Seja X um espaço de Banach reflexivo A ⊂ X e (An) uma sequência de subcon-

juntos de X . (An) converge a X no sentido de Mosco se e somente se χAn

M→ χA.

Proposição A.1.8. Seja X um espaço de Banach reflexivo e (An) uma sequência de subconjuntos

convexos e fechados de X .

a. Se a sequência é crescente, ou seja, An ⊂ An+1 para todo n ∈ N então An
M→ A onde A =

∪n∈NAn.

b. Se a sequência é decrescente, ou seja, An+1 ⊂ An para todo n ∈ N então An
M→ A onde

A = ∩n∈NAn.
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Teorema A.1.9. Seja X um espaço de Banach reflexivo e (An), A uma sequência de subconjuntos

não vazios convexos e fechados de X e projA(x) a projeção de x em A. As seguintes afirmações são

equivalentes:

a. An
M→ A

b. ∀x ∈ X , projAn
(x) converge fortemente a projA(x).

c. ∀x ∈ X , d(x,An) converge a d(x,A).

Consideremos agora o seguinte problema geral de optimização em um espaço métrico X

Minimizar f(x)

sujeito a: x ∈ D,
(A.2)

com D ⊂ X e f : X → R. Pode acontecer que nem o conjunto D nem a função f sejam fáceis de
manipular e que seja mais simples considerar versões aproximadas Dm e fm de D e f respetivamente.
Neste contexto é possível considerar o seguinte problema de optimização como uma aproximação do
problema (A.2):

Minimizar fm(x)

sujeito a: x ∈ Dm,
(A.3)

A questão imediata é determinar sob quais condições o problema (A.3) converge ao problema
(A.2) e como é este tipo de convergência. Estas questões tem a ver com a noção de Γ-convergencia.

Proposição A.1.10. Seja (X, d) um espaço métrico, f, fm : X → R, e D,Dm ⊂ X tais que Dm →
D no sentido de Painlevé-Kuratowski e fm é continuamente convergente a f , então Fm = χDm

+ fm
Γ-converge to F = χD + f .

Demonstração. Pela hipóteses temos que limm→∞ Dm → D assim que as funções indicadoras χDm

Γ-convergem a χD. Como a sequência fm é continuamente convergente a f então pela Proposição
6.20 em [59] Fm = χDm

+ fm Γ-converge to F = χD + f .

Corolário A.1.11. Seja (X, d) um espaço métrico, f, fm : X → R tais que f é contínua e fm
converge uniformemente a f , então fm é continuamente convergente a f .

Demonstração. Seja x ∈ X e ǫ > 0 dado. Como f é contínua existe uma vizinhanza U de x tal que
|f(u) − f(x)| ≤ ǫ

2
para todo u ∈ U . Temos ainda que fm converge uniformente a f em X então

existe n ∈ N tal que se k ≥ n então |fn(x) − f(x)| ≤ ǫ
2

para todo x ∈ X . Em particular para os
elementos de U temos que se k ≥ n |fn(u)− f(x)| ≤ |fn(u)− f(u)|+ |f(u)− f(x)| ≤ ǫ

2
+ ǫ

2
= ǫ.

Isto é, fm é continuamente convergente a f .

Corolário A.1.12. Seja H um espaço normado pm, p ∈ H . Considere as funções g(x) = ||p − x|| e

gm(x) = ||pm − x||. Se pm → p ∈ H então gm é continuamente convergente g.
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Demonstração. Para x, y ∈ H temos que |g(x)− g(y)| = |||p− x|| − ||p− y||| ≤ |x− y|, assim que
a função é contínua. Temos também que:

|gm(x)− g(x)| = |||pm − x|| − ||p− x||| ≤ |pm − p|,
ou seja, gm converge a g uniformemente em H . Pelo corolario A.1.11 gm é continuamente con-

vergente a g.
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