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Resumo

Neste trabalho apresentamos um resultado de existéncia e de unicidade
de solugdes para o problema de Cauchy envolvendo as equagbes da hierarquia
de Lax.

O problema € apresentado no contexto das dlgebras de Colombeau, mod-
eladas em H*((0,T) x R). Mostramos que se g € G,(R), entao o problema
de Cauchy para a equagdo u; = DG, (u), m € Z*, e dado inicial g tem
solugdes em G2((0,T) x R) para todo T > 0. Como H-(R) — G,(R), isto
permite considerar dados bastantes gerais.

Neste trabalho também apresentamos resultados de existéncia e de uni-
cidade de solugoes generalizadas para outras equagoes dispersivas de quinta
ordem com dado inicial em G,(R).

Demonstramos também que as solugdes obtidas em G2((0,7) x R)) para
os problemas aqui tratados sdo associadas com as solugdes ja existentes em

C([0,T]: H*).
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Capitulo 0

Introducao.

A motivacao original para generalizar o conceito de distribuigoes foi o
problema de multiplicacao que surge frequentemente no campo da fisica e
que as vezes € resolvido de maneira nao rigorosa, mas que produz resultados
satisfatdrios, merecendo portanto uma explicagdo matemadtica aceitdvel.

Na tentativa de definir um produto de distribuigdes, surgiram vdrios
métodos, dentre eles citamos o método dual (ver, por exemplo, [28]), o
método de Fourier ou de Ambrose [2] e 0 método de regularizagdo e pas-
sagem ao limite (ver, por exemplo, [28]). Todos estes deixam a desejar com
respeito & propriedades, e nao sido capazes de realizar um produto qualquer
em D' _ )

O método dual, quando restrito a espagos de Sobolev, diz que o produto
u-v definido por < u-v, ¢ >=< ux, ¢v >, para ¢ € D, onde <, > é o colchete
de dualidade e x € D (arbitrdria), define uma aplicagéo bilinear continua de
Wix WP — W se l,m € Z com [+m > 0, s+t=1:<1,1<pg<oc
e k = min{l, m}.

A definicdo anterior justifica a notagdo 4—-1‘—|5 (t— |z|) dada para a medida

o 32 [ [ [ getontbis

solucao fundamental com suporte no cone de luz adiantado para o operador
de ondas 97 — A, em R x R? (ver, por exemplo [38, p.62]). Por outro lado
ndo é capaz de realizar o produto 4 - J, visto que os espagos de Sobolev que
contém 4 sio do tipo W,,? "(R"), o > 0 e portanto a condigio [ +m > 0
nao pode ser satisfeita.



Se tentdssemos calcular o produto § - 6 pelo método de regularizacao e
passagem ao limite serfamos levados ao estudo da convergéncia de p?(z) em
D'(R™) onde p. é um nicleo regularizante; para isto, tomando uma funcao
teste ¢ € D(R") tal que ¢ = 1 numa vizinhanca de z = 0, entdo, para e
suficientemente pequeno, terfamos

L. @@z = [ a)dr.

Assim se a familia (p?)e>o convergisse em D'(R™), (p)e>0 seria limitada
em L%(R"), portanto teria uma subsequéncia convergindo fracamente em
L%*(R™). Isto implicaria que § € L2(R"), o que é um absurdo.

Dadas u e v em D'(R"), o produto de Ambrose de u e v existe se u e v
satisfazem & condicdo, ver [2]: (A) para todo z € R™ existe uma vizinhanga
(2, tal que para w, ¢ € D(£2,) tem-se

F(wu)F~Y(yw) € L'(R"),

onde F' denota a transformada de Fourier. Neste caso o produto de Ambrose
de u e v é definido por

(u-v)(w) = / Flwu)F'(¢v)dz, w e D(Q),

onde ¢ € D(;) étal que v» = 1 no supp(w). A motivagdo para esta definicao
estd na identidade de Parseval

/uvd:c = /F(U)F_l(v)da:.

Tomando u = v = §, vemos diretamente que u e v ndo cumprem a condi¢do
(A).

Na construcao de uma 4algebra (A(£2),-,+),  C R" aberto, capaz de
absorver elementos do tipo 42, algumas propriedades sio naturalmente re-
queridas:

(i) D'(2) estd linearmente imerso em A()) e f(zx) = 1 é o elemento
unidade em A(£).

(ii) existe um operador derivagdo d;, : A(2) = A(2),1 < < n, que é
linear e satisfaz a regra de Leibnitz da derivagao do produto.

(iii) a restri¢do d;,|p(n) € a derivada parcial usual de D'({2).

(iv) a restrigao -|re ()x .22 () coincide com o produto usual sobre funcgoes
limitadas.



Entretanto qualquer 4lgebra comutativa que satisfaz (i) e (ii) ndo pode
satifazer simultaneamente &s propriedades (iii) e (iv), como mostra o seguinte
exemplo: seja H a funcdo de Heaviside em R, por (ii)

O(H?) = 2HOH e O(H3) = 3H2OH.

Se (iv) for satisfeita
H*=H = H)®=H,

e assim
2HOH = 0H = 3H?*6H = 3HOH;

segue-se que
HOH =0 e 0H =0,

que contradiz (iii).

O exemplo acima sugere o relaxamento de uma das exigéncias (iii) e (iv).
Trocando (iv) por

(v) “lew@yxcny coincide com o produto usual sobre fungdes continuas;
ainda assim a construcao de uma tal dlgebra seria impossivel como mostra o
seguinte resultado de impossibilidade de Schwartz, cuja demonstragao pode
ser encontrada por exemplo em [28, p.27): ndo eziste uma dlgebra comutativa
satisfazendo das propriedades (i), (ii), (i) e (v) (mesmo relaxando (v) para
o produto em C*(2) x C*¥(Q), k € Z*, o resultado de Schwartz continua
valendo).

As édlgebras G das fungdes generalizadas construidas por J. F. Colombeau,
ver [14], satisfazem as propriedades (i), (ii), (iii) e

(vi) | geo()xcoo(n) coincide com o produto usual sobre fungoes C™((2).

Uma versao simplificada destas dlgebras, denotada por G5(€?), é dada por
H. A. Biagioni em [5]. Esta versio mantém a injecdo linear de D'(2) e tem
C*(82) como sub-dlgebra.

Esta dlgebra de Colombeau permite estudar equagoes diferenciais que
envolvem produtos de distribuigdes com dado e/ou coeficientes sendo fungdes
singulares, conforme [5], [14] e [28].

Citaremos alguns resultados envolvendo equagoes diferenciais onde essas
dlgebras sao usadas.

Considerando o problema de Cauchy para a equagao parabdlica ndo linear

u— Au+|uff'lu=0 em (0,7)xQ (0.1)



e condicao inicial
u(0,z) =6(zr) em K, (0.2)

onde I C R™ é um dominio contendo 0, 0 < p < o, 0 < T < oc, H. Brézis e
A. Friedman provaram em [10] que uma solugédo fraca de (0.1) e (0.2) existe
se e somente se 0 < p < %2, nao importando a condi¢do de fronteira. Em
particular o problema

u—Au+u*=0 em (0,T) x 0.3)
u(0,z) = 6(z) em Q, )
ndo tem solucdo fraca para qualquer dimensdo n > 1.
Usando a teoria das fungoes generalizadas J. F. Colombeau e M. Langlais
obtém em [15] resultado de existéncia e unicidade de solugdes para o problema
(0.3) com condigbes nulas na fronteira.
Por outro lado, o problema de Cauchy envolvenco a equagdo de Burgers

Uy +uu, =0
u(0, z) = uo(z), (0-4)
nao admite solu¢do quando ug = H (fungdo de Heaviside) nas dlgebras de
Colombeau (ver [28, p.187]) apesar de ter solugdo iraca, ver, por exemplo,
[37, p.266 ]. Este mesmo problema foi estudado por H. A. Biagioni e M.
Oberguggenberger em [7] onde eles obtém solugdes generalizadas quando a
igualdade na equacdo é trocada por associagdo, ver Definicdo 1.3.3.

O exemplo seguinte é a motivagao principal de escolhermos a dlgebra G,
como ambiente para estudarmos os varios problemes citados neste trabalho.

Em [8], Biagioni e Oberguggenberger mostram gue o problema de Cauchy
para a equagdo de Korteweg-de Vries (KdV)

Ug + Ul + Ugee = 0 (05)
u|{t=0} =49,

nao tem unicidade quando estudado na dlgebra G,([0, oc) xR). Considerando
a solugdo tipo soliton da KdV, eles exibem uma solucdo generalizada para
a equagao KdV diferente de zero cuja restricdo em t = 0 é zero em G;(R),
implicando portanto na néo unicidade de solugdes de (0.5). Eles obtém re-
sultado de existéncia e unicidade de solugbes para o problema (0.5) quando
estudado na dlgebra G,((0, oc) x R), ver Teorema 1.3.2.



As 4lgebras G»(£2) sdo contruidas na segdo 3 do capitulo 1 e tém a pro-
priedade de que existe uma injegdo linear de H=*°(Q2) em G5(£2) que faz com
que H* () seja uma sub-dlgebra de G»(£2).

Em [6], [8], [11] e [12] outras equagles tais como Benjamin-Ono (BO),
Smith (S), Benjamin-Bona-Mohony (BBM), Schrédinger ciibica nao linear
(NLS) e Korteweg-de Vries modificada (mKdV) foram estudadas no mesmo
contexto.

A distribuicdo do conteiido desse trabalho segue a seguinte ordem:

No capitulo 1 apresentamos as equagdes de evolugdo nado lineares que
serao estudadas, enunciamos os principais resultados usados e apresentamos
o0 espago G5((0,7) x R) onde pretendemos estudar os problemas de Cauchy.
Também neste capitulo damos as defini¢ées a serem usadas no trabalho.

No capitulo 2 demonstramos o seguinte resultado (Teorema 2.1.1) de ex-
isténcia e unicidade de solugdes para o problema de valor inicial envolvendo
as equagoes da hierarquia de Lax ‘

Sejam g € Go(R) e T > 0 finito. Entdo existe uma solucdo u em Go((0,T) x
R) para o problema de Cauchy

uy = DGp(u) em G5((0,T) x R)
ul=q} = g em Go(R).

Além disso, se exigirmos que u juntamente com suas derivadas em relagdo
a T até a ordem 3m — 3 sejam do tipo oc-(log)/2m=1’  entdo existe no
mdzimo uma solug¢do u € Go((0,T) x R) para este problema. Esta condi¢do

1
¢ satisfeita se g, ', - -, ™2 forem de tipo 2-(log) Bm=120m=117 ,

Este resultado estende para a hierarquia de Lax o Teorema 1.3.2 obtido em
[8] para a equagdo KdV. Neste capitulo também demonstramos a Proposigio
2.3.1 que estabelece um resultado de coeréncia (ver Defini¢do 1.3.2) entre a
solucdo generalizada e a solugdo cldssica do mesmo problema dada no Teo-
rema 1.2.6 devido a Ponce [30].

O capitulo 3 é dedicado & terceira equagao da hierarquia; para esta
equacao melhoramos o resultado obtido no capitulo 2. Provamos o seguinte
resultado de unicidade (Teorema 3.1.1)

Dados g € Go(R) e T > 0 finito, com g, ¢’ e ¢" do tipo 2-(log)3, o problema



de Cauchy para a equagdo u; = DG3(u) e dado inicial g tem no mdzir.. ..:a
solugcdo u € G5((0,T) x R) satisfazendo d condi¢do: possui um repres. iinie
€m0, T)x R) tal que

sup || (t, )|, = O(|loge]?), com & — 0.

k

Esta condicdo é satisfeita se g, ¢',- - -, ¢ forem de tipo 2-(log).

Finalmente no capitulo 4, usando como modelo uma equacao de evlugao
nao linear de quinta ordem, obtemos resultado de existéncia local, unicidade
e coeréncia das solugdes para o problema de Cauchy envolvendo as equacoes
de Olver (1.13), Benney (1.14) e Fisher (1.15). Temos o seguinte resultado
(Teorema 4.2.2)

Dado g € G2(R), com g e suas derivadas até a ordem quatro de iipo 2-
limitado, eziste T > 0 e uma solugdo u em G5((0,T) x R) para o problema
de Cauchy envolvendo as equagdes de Olver, Benney e Fisher. Além disso,
se ezigirmos que u satisfaca ¢ condi¢do do Teorema 3.1.1, entdo existe no
mdzimo uma solugdo em Go((0,T) x R) para este problema.



Notacgoes:

A =32
AT ol
D = 2 a=(a---ay) €N", ol =a1 + -+ ap.

T 8z ---8z3™?
Gn(u) (é o gradiente em u do funcional F,,(u)).
[A, B] = AB — BA, (comutador dos operadores A e B).
WkP(Q)) (espago usual de Sobolev).
H(Q) = Wk2(Q).
H*®(Q) = N HX(Q), H=®(Q) = U H*(Q).
D(2) (espago das fungdes testes).
D'(Q) (espago das distribuigdes).
Il é a norma de H*.
IIl;» é a norma de L*.
Oum(RY (espago das fungdes C*(R') que crescem juntamente com suas
derivadas no méximo como uma poténcia de |z|, quando |z] = oc).
S(R™) (espago de Schwartz das fun¢oes que decrescem juntamente com
suas derivadas rapidamente no infinito).
&Y (4lgebra das aplicagdes de (0,1) —» H®(Q), 4 : e = U € H®(Q)).
Em [ (8lgebra das aplicagdes de (0,1) — H*(Q2) que tém crescimento
moderado na norma |{|-||,, k inteiro).
N2(Q) (ideal de Epr2[2] das aplicagdes cujas normas ||-||, decrescem mais
répido que eM, VM > 0).
G2(Q) = g—jf,‘z%g;—] (élgebra das fungdes generalizadas modeladas em H*()).
cl(@) (classe em Gy(€2) representada por @ € £y 2[(Y]).
[a] (parte inteira de a € R).
S* (circulo de centro na origem e raio 1).
¢,¢; (sdo as varias constantes que podem mudar de valor em cada pas-
sagem ou depender polinomialmente de ¢).



Capitulo 1

Preliminares.

Este capitulo é dedicado a apresentagdo das equagoes a serem estudadas
neste trabalho. As propriedades relevantes satisfeitas por estas equacdes
serao também apresentadas. Ainda neste capitulo exibiremos o espago onde
pretendemos estudar o problema de Cauchy para equagdes da hierarquia de
Lax, e também para outras equagées de evolucdo. Os principais resultados a
serem usados serdo também enunciados.

1.1 A hierarquia de Lax.

Comecemos apresentando uma familia de equagdes diferenciais parciais
nao lineares de evolucao da forma

up = DG (u), (1.1)

onde para cadam € Z%, G,,(u) é o gradiente em u de um funcional F,,,(u) que
é constante ao longo das solugdes da equagdo de Korteweg-de Vries (KdV)

Up = Ulg + Uggs. (1.2)

A familia de funcionais {F,,(u)} foi exibida por Miura, Gardner, Kruskal e
Zabusky em [23] e [27], onde eles mostraram que os Fi,(u) sdo da forma

Fn(w) = [ fn(w)ds, (1.3)
9



onde fp,(u) é um polindmio em u e suas z-derivadas até a ordem m — 1 e
cada monémio de f,, é dado por um produto do tipo

m~—1
[T (D7w)4, (1.4)
=0
para inteiros [; > 0,com 7, {; e m satisfazendo a relagao
m~—1 ]
Z(1+§)lj =m+1. (1.5)
=

Relacionamos a seguir os quatro primeiros polinémios f,,(u), ver [27]

fl(u) = %’Lﬂ,
fow) = g0~ 5(Duy
2 - 6 2 )
filw) = qu* = 3u(Dw? + 3D,
fa(u) = %us — 6u*(Du)* + -?%_?u.(D%)2 - —13%§(D3u)2.

Multiplicando por uma constante adequada, os fp,(u) podem ser escritos
na forma, ver [23]

Fn(w) = (D™ )2 + e (D™ 20)%u + Qpu (4, D, ..., D™ 3u), (1.6)

onde @, ¢ um polinémio nas varigveis u e suas derivadas em z de ordem no
maximo m — 3.

Gardner, Kruskal, Miura e Zabusky mostraram em [27] que os autovalores
do operador de Schréodinger com potencial u,

L{t) = D* + %u(-, ), (1.7)
sdo invariantes se u é solugdo da KdV. Este fato lhes permitiu usar as idéias
do espalhamento inverso, ver [20], para obter solucdes exatas do problema
de valor inicial para a equagdo KdV. Este principio foi generalizado em [25],
onde Lax exibe uma familia de equagdes diferenciais do tipo u; = K(u),
chamada de KdV generalizada com a seguinte propriedade: o operador L(t)
dado em (1.7) se mantém unitariamente equivalente ao longo das solugées da

10



equacdo em questdo. Isto significa que existe uma familia a um pardmetro
de operadores unitdrios U(?) tal que

U~ (t)L()U(t)

é independente de ¢t quando u satisfaz & equagdo u; = K(u). E se isto acon-
tece, pode-se mostrar entao que os autovalores do operador L(t) formam uma
familia de quantidades conservadas (leis de conservagdo) para a equacdo em
consideragao.

Considerando o teorema de Stone, ver [33, p. 265], que estabelece que
uma familia de operadores unitérios satisfaz a uma equacao da forma

U, = BU, (1.8)

onde B é um operador anti-simétrico, e reciprocamente, todas as solugoes de
(1.8) com B anti-simétrico constituem uma familia de operadores unitérios,
Lax mostrou que

d
—L(t)=[B,L] = BL - LB. (1.9)

Como o operador %’; se reduz a multiplicagdo por %ut, para exibir uma familia
de equagoes com a propriedade acima é suficiente exibir uma familia de ope-
radores anti-simétricos B, tal que o colchete [By,, L] corresponda a um op-
erador multiplicagao.

Com a escolha B; = D tem-se que [By, L] = %Du que, combinando com
a equagdo (1.9), fornece a seguinte equagio

Ut = Ugp.

Esta equacgdo constitui a primeira equagao da hierarquia de Lax.

Propondo By = D3 + bD + Db para b escolhido de modo que o colchete
[Ba, L] tenha ordem zero, Lax produziu a segunda equagao de sua hierarquia,
a qual coincide com a KdV (1.2).

Em geral Lax considerou a familia de operadores anti-simétricos
m_‘l . .
B = D14 %" (5;D%' + D¥ ).

=1

Como [Bp,, L] é simétrico, requerer que seja de ordem zero impde m — 1
condigdes sobre B; estas determinam unicamente os coeficientes b;, e o

11



termo de ordem zero de [By,, L] =: K, determina a ordem 2m—1 da equagéo
up = Kp(u), (1.10)

que constitui a chamada hierarquia de Lax e tem a propriedade de que os
autovalores do operador de Schrédinger (1.7) com potencial u sdo invariantes
com o tempo se u ¢é solugdo de (1.10).

Em [19] e também em [24] é mostrado que
DGo() = (m)[Bom, L, (1.11)

onde ¢(m) é uma constante que depende somente de m. Portanto a familia
de equagdes dada em (1.1) é, a menos de multiplicagdo por constantes, a
mesma familia dada em (1.10).

Observemos que de (1.4) podemos concluir que os polinémios f,, tém
grau m + 1, pois contém o termo u™** (caso lp =m+1el; =0 paraj > 1,
ver [35]), e 75 L = m+ 1 — TN 4 < m + 1); portanto Gp(u) é um
polinédmio de grau m. Uma férmula explicita para os G,,(u) € dada em [35].
Assim a equacdo (1.1) é uma equacdo ndo linear de ordem 2m — 1 e grau m.

1.2 Resultados basicos.

A seguir enunciaremos os principais resultados a serem usados neste tra-
balho. Alguns teoremas envolvem equagdes que nao pertencem a hierarquia
de Lax, neste caso, estas equagdes serao apresentadas.

Martin Schwarz considerou em [36] o problema periédico associado as
equagdes da hierarquia de Lax. Usando a estrutura Hamiltoniana exibida

pela familia, ele estabeleceu o seguinte resultado global de existéncia e uni-
cidade.

Teorema 1.2.1 Paratodom, sen > 2m—1 e o dado inicial g € um elemento
de H*(S'), entdo eziste uma solugcdo global u(t) € H"(S') V¢ > 0 para a
equagdo (1.1). Além disso, para n > 3m — 2, u € unicamente determinada
pelo seu dado inicial.

12



O Teorema 1.2.2 é devido a Saut [34, Coroldrios 3 e 4].

Teorema 1.2.2 Para qualquer T > 0, existe uma solugdo u € C* ([0, T]x
R)NL>([0, T} : H*(R)) do problema de Cauchy para a equagdo (1.1) e dado
inicial g € H*(R).

Obs.: A solugdo obtida por Saut neste teorema é Unica na classe con-
siderada; este resultado é consequéncia da demonstragdo feita por Martin
Schwarz em [36] do Teorema 1.2.1, adaptada para o caso R.

Considerando o caso m = 3, que corresponde a seguinte equagao
2
Ut + CLU UL + CoUglUsg + CaUUzer — Ugzzes = 0, (1-12)

para constantes ¢i, 2, ¢3 convenientemente escolhidas, Ponce dd em [31] uma
prova da unicidade de solugdes para o problema do Teorema 1.2.2 diferente
da demonstracao feita em [36] por M. Schwarz; esta técnica serd a base da
demonstragao do Teorema 3.1.1. O método usado por Ponce ndo usa a pro-
priedade Hamiltoniana da equagdo, o que lhe permitiu estender o resultado
as equagoes de Olver, Benney e Fisher, respectivamente

Ut + Ug + CLUUz + CoUggr + CalgUszz + C4UULer + C5Ugzrze = 0, (113)
Ut ~ 2Uglzgy — Ulzze + Uggeer = 0, (1-14)
up + (u+ uH)ug + (1 + u)(Uglze + Ulzze) + Uzezze = 0. (1.15)

Considerando como modelo a equacdo do problema (1.16) abaixo, a qual
j& contém a estrutura basica exibida pelas equagoes acima, Ponce demonstrou
em [31], o seguinte resultado

Teorema 1.2.3 Para g € H5(R) com s > 4, eziste T = T(||g|l,) > 0 e uma
unica solu¢do u do problema

Ut + C1UgUzg + C2UULTs — Uzgzzzs = 0
1.16

na classe
xr = C([0,T) : H*(R)) N L*([0,T) : HH2(R)).

loc

Mais ainda, para todo T' < T eriste uma vizinhanca V de g em H*(R) tal
que a aplicaggo V — x1, g — U € continua.
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As leis de conservagdo permitiram a Ponce estender o resultado desse
teorema para a equacgdo (1.12) a qualquer intervalo de tempo [0, Tg]; mais
precisamente

Teorema 1.2.4 Para a equagdo (1.12), o resultado do Teorema 1.2.3 vale
em qualquer intervalo de tempo [0, Ty).

Em [31] Ponce estabelece também o seguinte resultado

Teorema 1.2.5 O resultado do Teorema 1.2.3 vale também para as equagées
de Olver (1.13), Benney (1.14) e Fisher (1.15).

Para a equagdo geral (1.1), o resultado obtido por Ponce em [30, Teorema
1.1] é o seguinte.

Teorema 1.2.6 Ezistem s = s(m) e 0 = o(m) € Z™ tais que para qualquer
g € H*(R)N L*(|z|°dz) = Xs,0, eziste T = T(llgll,,,) € uma unica solugdo
u da equagdo (1.1), com dado inicial g, satisfazendo ds condigdes

u € C([0,T] : Xs,0),
T
sup/ | Dstm=y(t, z)|2dt < oc,
z JO

o<
/ sup |D*u(t,z)|dz < oc, k=0,1,:- -,

=% [0,7]

=ast)

Mais ainda, existe uma vizinhanga V de g em X, tal que a aplicagdo g —
u(t) de V na classe definida no teorema é Lipschitz.

Enumeramos agora algumas desigualdades que serdo usadas em nossas
demonstracoes.

O resultado seguinte é devido a Gagliardo-Nirenberg, sua demonstragio
pode ser encontrada em [18, p.24]

ID*wll;, < cf| DM ol (1.17)

onde > ~s= A — k) + (1= A7, Ae[3,1].
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As desigualdades abaixo sdo devidas a Young, (1.18) é consequéncia da
convexidade da fungédo logaritmica, e (1.19) pode ser encontrada em [9, p.77].

ab < 1a? 4 19, (1.18)
P g

+%=1, l1<pg<occ, ab>0.

1£ % gllir < W F 15 Nl (1.19)
+lo1=1>0,fel? geln

A demonstragao da seguinte desigualdade, conhecida como desigualdade
generalizada de Minkowski, pode ser encontrada em [22, p.102]

(fn | /Rf(x’ y)dylpdz) < /R (/R |f(z, y)l”dxf dy, (1.20)

1<p<cxc.

O resultado seguinte é uma das versdes do Lema de Gronwall, ver [13,
p.55)

Lema 1.2.1 Sejam f e g fungées de L'(0,T), positivas tais que fg € L'(0,T)
e o > 0 (constante). Se

f@O) <a+ /Otg(a)f(a)da, para todo t € (0,T),

entao

f(t) < aexp (/otg(a)do> .

1.3 A algebra G,(Q).

Nesta secdo exibiremos o espaco onde estudaremos o problema de Cauchy
para as equagoes da hierarquia de Lax e também para as equacoes de Olver,
Benney e Fisher. Definiremos a 4lgebra tipo Colombeau G5(£2) que é um caso
particular das dlgebras G, ,(©2), definidas em [8].
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Sejam I = (0,1), 2 C R" aberto. Denotamos por &[Q] = (H®(2))" o
conjunto das aplicagoes 4 : [ — H®(Q)), e € I — @, € H®(Q), a valores
reais.

Definimos os conjuntos

EmalQ)) = {8 € £[Q): paratodo k€ Z*,3N >0 tal que

e, = O™"), com & — 0}, (1.21)

No[Q] = {T € Em[Q] : para todo k € ZF, todo M > 0, tem-se
Gell, = O(e™), com e — 0}. (1.22)
Os elementos de Ep2[2] sdo representados por 4, U, - - e sdo chamados de

moderados. O conjunto N2[Q] é chamado de espago nulo.

Se  tem a propriedade do cone, ver [1, p.66], entdo valem as seguintes
propriedades, ver [8]:

(1) Eam2[Y) é uma Slgebra com derivadas parciais,

(i) M2[2] é um ideal de Epr2[}] que é invariante sob derivagdo,

(iii) Se Q = R™ e 4 € &[] entdo, para todo € > 0 limjyje0 Ue(z) = 0.

O conjunto G5(€2), definido pelo quociente

Enm o
QQ(Q) — L) [ ]’
No[€)
é também uma 4dlgebra; seus elementos representados por u, v, --+, $40 chama-

dos de fungdes generalizadas em Q. O produto em G5(€2) é definido sobre os
representantes, isto é, se u e v € Go({1) entdo o produto uv é a classe de
U7, onde U e? sdo quaisquer representantes de u e v respectivamente. Vemos
imediatamente que a defini¢do independe dos representantes. Vale o seguinte
teorema

Teorema 1.3.1 (i) Eziste um operador derivagdo em Go(Q2) que é oriundo
da derivagGo em Ens[QY, isto €, se u € G2(2) e @ € N™ entdo D%u :=
cl(D*u) em G2(R2), onde G € Ep o[ € um representante de u, e cl(D*u) €
G2(Q2) € a classe representada por D°4.

(ii) Eriste uma injegio linear de H™°(R™) em G,(R") construida da
seguinte maneira: fizemos p € S(R™) satisfazendo das condigdes

/ p(z)dz =1, /R z%p(z)dz =0, Yo € N™, |af > 1. (1.23)
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A aplicagdo v : w — (w*pe)e, onde p.(z) = Sp(£), define uma injegdo linear
de H=®(R™) em Epo[R™). Esta aplicagdo define, por passagem ao quociente,
uma injecdo linear de H=°(R™) em Go(R™) que faz com que H*(R") seja
uma sub-dlgebra de Go(R™) .

Para a demonstragdo deste teorema, ver [8].

Tendo em vista as aplicagdes a problemas de valor inicial que faremos
logo mais, daremos agora algumas definigoes.

Definigdo 1.3.1 Seu € G5((0,T) xR) a restrigio de u a {0} xR € definida
do seguinte modo: seja U € Ens[(0,T) x R] um representante de u. Por
imersdo em espago de Sobolev temos que 4, € C*([0,T]xR) para todo £ > 0.
Como a aplicagdo restrigio H™*((0,T) x R) - H™(R) € continua para todo
m € Z*, temos que a aplicagdo @ : I — H™(R), € —U.(0,-) pertence a
Em2[R]. Resultado andlogo vale para @ € Ny((0,T) x R)). Assim podemos
definir a restrigdo de ua {0} x R como a classe em Gy(R) representada por
(0, -) em Emp[R]. Denotamos esta classe por uly=o).

Definicao 1.3.2 Dizemos que u € Go(Q) € associada a uma distribuicdo
w € H™®(Q) se existir um representante 4 de u tal que 4. — w em D'(Q))
quando € — 0. Denotamos esta propriedade por v = w. Diremos que u e v
pertencentes a Go(2) sdo associadas seu — v = 0.

Da definicdo segue que duas distribuices em H~*(£2), vistas como ele-
mentos de Go(§2) sdo associadas se e sé se sdo iguais. Assim o conceito de
associacao generaliza a igualdade de distribuigoes.

Definicao 1.3.3 Dizemos que u € Go(Q2) € de tipo r-(log)%, 2<r<
oc, j>1, seu tem um representante & € Ep 2[R tal que

@l .- = O(] Ioge];’), com € = 0; (1.24)

u € de tipo r—limitado se existirem constantes C' e § positivas tais que

iell,» <C, 0<e<d.

Se r = oc dizemos que u ¢é de tipo limitado.
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Notemos que se & € Eyo[NY] entdo @ satisfaz (1.21) com a norma de
Wkr(Q) para todo 2 < r < oc. Observemos também que as defini¢oes acima
sdo boas, no sentido que independem dos representantes.

Para a préxima defini¢do convém observarmos uma propriedade nao linear
das funcgdes generalizadas: se F' € Op(R') podemos definir F(uy,- - -, uy),
para u; € Go(), i =1,---,1, (ver [5]).

Definicdo 1.3.4 Seja L : Go(2) — Go(82) um operador diferencial tipo poli-
nomial definido sobre os elementos de Go(Q2). Dizemos que u € Go(2) €
solugdo da equagdo diferencial L(u) = 0 em Go(Q2) se, para qualquer repre-
sentante U em Ep o[, existe §j € Na(Q) tal que

L(t.(z)) =7.(z), parac € I ex € S

E nesse sentido que u € solugdo generalizada da equagdo L(u) = 0.

O seguinte teorema de existéncia e unicidade de solugdes generalizadas
do problema de Cauchy para a equagdo KdV (1.2) é devido a Biagioni e
Oberguggenberger [8]. E este resultado que pretendemos, no capitulo 2,
generalizar para a hierarquia de Lax.

Teorema 1.3.2 Seja g € Go(R) e T > 0 finito. Entdo existe uma solugdo
u € G2((0,T) x R) para a equagdo (1.2) tal que u|p=oy = g. Além disso, se
exigirmos que Du seja de tipo oc-log, teremos no mdzimo uma solugdo para
este problema. Esta condi¢do € satisfeita se g, ¢’ e ¢g" forem de tipo 2-(log)%.

Para maiores informacdes sobre fungdes generalizadas, citamos [5], [14],
[16] e [28]
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Capitulo 2

Solucoes generalizadas para a
hierarquia de Lax.

2.1 Existéncia e unicidade em G,((0,T) x R).

Na demonstragao do teorema de existéncia e unicidade para a equagao
(1.1) com dado inicial em G,(R) que faremos a seguir, usamos a caracteristica
especial exibida pela familia, isto é, as solugbes destas equagoes satisfazem
a uma infinidade de leis de conservagao. Mostraremos que para cada inteiro
positivo m, existem solugdes generalizadas de (1.1), em todo tempo, e que,
sob certas condigdes, as solugdes sdo unicamente determinadas pelo seu valor
inicial.

Teorema 2.1.1 Sejam g € Go(R) e T > 0 finito. Entdo eziste uma solugdo
u em Go2((0,T) x R) para o problema de Cauchy

us = DGp(u) em G2((0,T) x R)

dioy = g em Ga(R). 21)

Além disso, se erigirmos que u juntamente com suas deriwadas em relagdo
a z até a ordem 3m — 3 sejam do tipo oc-(log) V™=V (ver (1.24)), entdo
eziste no mdzrimo uma solugdo u € Go((0,T) x R) para o problema (2.1).

Restri¢oes sobre o dado inicial g que garantem que a condig¢do acima seja
satisfeita serdo dadas na segdo 2.2.
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Prova Eristéncia: Seja § um representante de g em Epo[R]. Como g, €
H>*(R), para todo € > 0, pelo Teorema 1.2.2, existe uma solu¢do %, em
C>([0,T] x R)N L*([0,T], H*(R)) para o problema

4.(0) = g. em R. ’
Portanto dado o € N2, segue da equacgio em (2.2) que D?%.(¢,-) € L*(R)
para todo t € (0,7) e € > 0. Como

1D%elly < VT sup; [|[D*Te(t, )]l

temos que 4. € H*((0,T) x R). Em particular a aplicagdo 4 : I x (0,T) x
R — R, (gt z) = U(tz) pertence a &[(0,T) x R]. Como as leis de
conservagao satisfeitas pelas equagdes (1.2) e (1.1) cdo as mesmas, a demon-
stragdo de que 4 € Ep2[(0,T) x R] é a mesma dada por Biagioni e Ober-
guggenberger na prova do Teorema 1.3.2 em [8], once eles mostram que uma
z-derivada de ordem qualquer da solugdo 4. da equacdo KdV satisfaz a esti-
mativa (1.21) com a norma de L2, e usando a equacio, estendem o resultado
para uma derivada qualquerde .. Assim a classe u € Go((0,T) x R), cujo
representante é 4, é uma solugdo de (2.1).

Unicidade: Suponhamos que existam duas solu¢des u, v € G2((0,T) x R)
desse problema satisfazendo as condigbes do teorema. Neste caso existem
N € My((0,T) x R) e 1 € No(R) tais que, se denctarmos por U = U.(-,-) e
D = ¥(,-) os representantes em £y,0[(0,T) x R)] cas solugdes u e v respec-
tivamente, entao

o~

By (Gie — Te)(t, ) = D(Grm(Te) — Gm(Te))(t, ) + Ne(t, )
(as - 175)(0, T) = ﬁe(:c)

Vamos seguir a demonstracdo de Schwarz do Teorema 1.2.1 dada em [36],
adaptando para o caso R. Devemos observar que as constantes que aparecem
nas suas estimativas, no nosso caso dependem de =, a saber, sao polinémios
de grau no maximo 2(m — 1)2 nas normas L™ de i, 7. e de suas z-derivadas
de ordem no méaximo 3m — 3 e temos que controlar a dependéncia destas
constantes em relacao a €.

Para facilitar as contas e simplificar as notagdoes podemos supor 7 = 0,
pois caso contrdrio, trocamos @ por % + 7. Também omitiremos a letra € e o

(2.3)
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sinal = em nossas notacdes. Assim se fizermos w = u — v,0 problema (2.3)
para w toma a forma

8w = D(Grm(1) — Gm(v)) + N

2.4
wlt:o = O. ( )

Multiplicando a equagdo em (2.4) por w e integrando o resultado em z e ¢
obtemos, apds usar integracao por partes em x, a equacgao

% /Ot /R Bwdzdt = / / W (G () = G (v))dadt+ / / wNdzdt. (2.5)

Lembremos que G,,(u) é o gradiente do funcional F,;,(u) em u, onde F,(u)
tem a forma (1.3), e cada termo em fp,(u) é dado por um produto do tipo
(1.4), para inteiros [; > 0 com j, [; e m satisfazendo a relagdo (1.5), de modo
que podemos escrever fp, na forma (1.6).

Nas notagGes que seguem omitiremos, sempre que ndo houver risco de
confusdo, o dominio R e as varidveis de integracio. Os termos (D™ 1u)? e
(D™=2y)%y de fy, fornecem a G,(u) as parcelas

2D 2y e 2(=1)""2D™%(uD™ %u) + (D™ %u)?
respectivamente. O termo 2D?™ 2y ndo oferece contribui¢do em (2.5), pois
[walDPm 2 w) =0, e 2(=1)"2DmA(uD™ ) + (D™2u)?

contribui com

[ [wel2D™ @D — wD"20) 4 (D™ 2u)? — (D20

que, apds integracdo por partes em z, fornece a expressao

t
/2Dm‘1w(qu‘2u — vD™ 2y)
0

t
+/ /wz(Dm"i’u — D™ 2) (D™ 2y + D’"‘%)‘
0

t
/ [2uD™ D™ 2y + 2wD™  wD™ 2]
0

¢
+/ /wxDm‘Qw(Dm“Qu—l-Dm'%)
0
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IA

2l [ [ID™ )2+ (D™2w)?
ol [ [l v

+ “Dm—-2u + Dm—QU”Lw/(; /[(D'll))2 + (Dm—Qw)2]
2(lulleo + D724 + D7) )

IA

- t [ + (Dw)? + (D™2w)? + (D™ w)?] (2.6)

Usando equivaléncia de normas em H™}(R), obtemos que (2.6) é menor ou
igual a

e [[Tho(s) + [ (o)) ds.

O termo de maior grau em f,,(u), obtido quando [ = m+1 e portanto {; =0
para j # 0 é, a menos de coeficiente u™*!, ver [35], o que oferece a G, (u) o
termo u™, cuja contribuicdo em (2.5) é dada por

/ot/wz(um - vm)’

t
= / /wxw(um_1 +u™ Py 4 up™ T2 4 ™
0

< Jumt b um o= L)+ IDw(s) ) ds

< el + ol oo el + - - + ull oo 0l + oIl 7'
et +1Dw(s) 1) ds

< ¢ [ ()1 + IDw(s)]3) ds.

De maneira semelhante os outros termos em (2.5) podem ser estimados
fornecendo, apés efetuar a soma dos resultados e substituir em (2.5), a esti-
mativa

(@l < ol 1Nl + ¢ [ Q@)+ [Pr-wi)ds,  (@27)

onde ¢ é um polinémio nas variaveis ”Dku” oo
com grau no mdiximo igual a m — 1.

DR k=0,1,2,--,m-2,

22



A seguir, multiplicando a equagdo em (2.4) por G, (u) — Gn(v) e inte-
grando em z e t, obtemos a expressao

[ [000(Gn(w) = Gl = [ [ N(Gul) = Gule)).  (28)
Da caracterizagdo de Fy,, cada termo de f,, é da forma (1.4), isto é,
w(Du) (D) - .. (D™ ty)tm-r,
O termo correspondente em G,,(u) é dado por
lou*"' (Du)" - - - (D™ u)m~! — [, D[u(Du)" ™" - - - (D™ )]
+ oo (=) U D™ Ul (Du)tt - (D™ ),
Em Gp,(u) aparece o termo 2D*™2y, obtido no caso em que [; = 0,

0<j<m—2ely.1 =2. Sua contribuicdo no primeiro membro de (2.8) é
dada por

2 [ [ o™= (1) [* [ oDyt = (<17 D).

Vamos reescrever (2.8) na forma

[ w@)} = o+ + Jo + (1) / / N(Gn(t) = Gm(v)), (2.9)

onde os Jjs sdo contribui¢gdes no primeiro membro de (2.8) obtidas como
segue: denotamos por Aa = a(u) — a(v) e u; = D7u. Consideremos os
seguintes casos: (a) [; =0, 7>1; (D), =0, 7>2(c); =0, j > 3; (d)
lozlelm_2=2.

(@) §; = 0,7 > 1. O termo correspondente em Gp(u) é (m + 1)u™, que
contribui em (2.8) com

t
Jo lo/o Opw(u™ — v™)

IN
3
I
4
i~
3
[
S
+
+
4
<
3
!
+
S
3
1
—
S



Lembrando que o segundo membro da equagdo em (2.2) tem grau m e por-
tanto O;(u™ ! + u™ % + - - - 4+ uv™ 2 + ™" 1) tem grau 2m — 2, concluimos
que t
2 2
Jo < e{llw®)l; + [ ()l ds),

onde ¢ é um polinémio nas varidveis ||[D*u Dkvll k= 0,1,2,- -
L’ 1.
,2m — 1, de grau 2m — 2.

(b) I; =0, j > 2. Este caso corresponde em G, a
loulo—l(Du)h _ llD[ulo(Du)l’_l],
cuja contribui¢do em (2.8) é dada por
/ / Bwlloud~ub — lewb=lob — i D(ubub =) + [ D(vlowh 1],
que apos integragdo por partes fornece a expressao
/ / [BywloA (w1 ul) + 1, Bywi A (ulouli~1Y].

Usando as identidades

Auug) = (Aw;)u; + viAuj, (2.10)
e
Auj = uf =i = (Au) (W F b R 4 el T 0T
= (Aui)Pli_l, (211)

podemos escrever o integrando em J; na forma

loBewo[(AuP ™ )ui + v (Aul)] + hdw [(AuP)ub ™! + vl (Aub ™)
= lyBwo(woPly—2ul +v‘° "wi Py, 1) 4+ hwi (wePy—1ul ™ + vwi P, ).

Assim J; pode ser escrito da seguinte maneira
1 t 2 h 2 1o
ho= 5 [ [(eduiPyoul + howileR,
+2l8wowy v Py, _1 + 21,8,y wo Py ul ),
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ou ainda, usando integracao por partes em t e a regra de Leibnitz,
ho= / (lowd P2l + Lwvls Py + 2L wywo Pyl ™)
“5/0 /[lowoat(on-zuf) + Lwid, (v Py —2)
+20,wow1 8y (Pg—1ul 1) ]+/ /atwowl lovi™ Py — [ Pp—qut 1)),
E, portanto temos a estimativa
Bo< gl Poatd ], [wh ot |Poolt], [ w2
+1h “Ho-—luh 1||L°° /(wo +w?)
+§lo ”&(on..zull‘_)”L / /wo —l1 “&(Pl, ) / /wl
+ 1 “6t P,_jul? “ / / wh + w?)

//[atwowl(lovo TPy = 0Pyt

(2.12)

O dltimo termo da soma acima pode ser escrito na forma

t
/0 /6tw0w1[lové°‘l(Ph_1 - l1U§ ) + llul‘ 1(l ’Ulo— — Plo—-l)]- (213)
Como

Pli—-l - liU?—l = (1 ~; ) Li=1 + uﬁ""zvi +---+ Ul + ’U -1

u;
li-1 _ l, 2 l;—2
U,

= b ui(vf‘_ —u )+ -+ u,- 2(2),- - Uu;),

podemos escrever as igualdades
Pio1 = it = —wi P(uy, vi) (2.14)

}Dzi_l - livf"—l = ’LUiP(’U,,', 'U,'), (215)

onde, P(u;,v;) é um polinémio em u; e v; de grau [; — 2. Usando isto, (2.13)
toma a forma

t
’/0 /3twOW1[~l0Ué wlP(ul, 7)1) - llul’ leP(uo, 'U())]
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t
= Vo /[atwolovéo_lp(ul, v)w? + G,wolyud P(ug, vo ) wows |
i /w2

” PYT) n-l -1 Ay
lO “3th000 P(ul, ul)

+ll “at'tUoUlf 1 ’LLo, ’Uo / /(’UJO -+ ’l.Ul

(VAN

Este resultado, substituido em (2.12), fornece a estimativa
2 2, [t 2 2
S < efllw(®)lg + I Dw ()l +/0 (lw(s)llo + l1Dw(s)llp)ds}-
Observando por exemplo, que
Ot (Piy—2u?) = 8y(Piy-2)ull + Iy Pyl ™! Duy,

e sendo DG, (u) de ordem 2m — 1, temos que at(Plo_gul ) tem ordem 2m e
lembrando que Y7 (1 + )l = m+1 concluimos que ¢ é um polinémio nas

variaveis ”D"u“nm “D" HLOO , k=0,1,2,---,2m de grau menor que 2m—2.
(¢) I; =0, j > 3, que corresponde em G,, ao termo

loul~ b ul — 1 D(ulou) 1ul) + LD (uloul ™),
cuja contribuigdo em (2.8) é dada por

/ /loatwo lyligl glmlhyl)

=11 lo, h—1,1
_llatwOD(uO uf 'UQZ 'UOO’( 11 2)

+128,we D? (uul ub =t — vl vl 1),

ou
t
/ / loat’woA(ulo——lull] ub ) _ llatwoD(A(uo ull1—1 12))
+20,wo D (A(ulul ul2=))).
Usando (2.10) duas vezes, escrevemos o integrando na forma

lg@two[(Au"’ Daubul + ’° YAuh)ud + vt vh (AUl )]
+00un [(Auf)ul ! '2+vl°(Aul“1) 2yl 1(Au vl
+pBywo(Aug)uy uf ™t + v (Aut Jug~ 1+vi‘(Au" D),
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e usando (2.11), a expressao acima toma a forma
b, L lo—1 lo-1,1
loatwO(wOHO_QUf 'LL22 + Ug - ’LU1.P11_1’LL2 + Yo o= 1’LUQP[2 1)

=1, o, l—1
+0 0wy (wo Py ud " u 4 vfow) Py, ou + vPvd Tlwa Py, _y)

-1 lo, b1

I, 1 1
+l0wg (wo Pyl ul2 ™t 4+ vlow Py ul ™t 4 vvd wo B, s).

Usando integragdo por partes, obtemos a seguinte expressao para J,
2 t 2
w w
[0 Pyttt = [ [ 165000 (Pyaud uf)
t
+/ /loatwo(wlvé"'lPh_luz +’Ul° -1 l’w2P12_1)
Iy t Wy lo Iy
'*‘/ll“"vo P, _qug —/ /ll_at(vo Py, -ou3)
[ 100 P + il P )
Wy t w
+/l2'§"00 ’Ul1 1312 2— / /lz—zat(v(l)ovi1}312_2)
t
+ [ [ tBuwa(woPryrulrul + vlpun Py ),

Tomando o valor absoluto, obtemos a seguinte estimativa para J;

Jo “Plo 2“1 “2 Hw(t)llg+% Iat(Plo—zulfulzq / lw( Hg
\Pz, 20| I1Dw();
3 By -ab)] . [ IDws)IR
+—\ HD? @],

|5t 1312_21)0 vl / ”D2

i ‘/0 /(loatwowwoo— 1311-11122 + l13tw1w0Plo—1ulf -1 12)

t
+ ‘/ /(loatwo’wg’l)éo -1 l‘P12_1 + lgatwgwono_lul‘ ué’ 1)

-1 l la—1
/l1at’w1w21)0 uy B.Z_l-i-lgatwgwlvah_lu; ) .
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Usando integragao por partes em ¢ e a regra de Leibnitz, obtemos a seguinte
expressdo para os ultimos trés termos do segundo membro da desigualdade
218)

\L«-.L }

lo—1 l1-1
/3twowluz (lovd™ Ppy—1 — liuy =" Py-1)

-1, -1
—/ /llwﬂﬂoat (Py—1ui " ug +/l1w1woPlo ul "l

/Btwowg lov‘° lvl’Plz_l - lzPlo_lull’ul; o) (2.17)

—/0 /lzwzwoat(Plo_lull‘ul; 1)+/12w2w0Plo_1u’1’u‘22 1
t

+ ,/0 /61;101102’060 (ll’u,ll]-llglz._l - l2B1__2Ul22_1)

t
1 lg—1 -1
—/0 /lngwlat(U0°H1_1U2 +/12w2w1v0 F’h_luf .

Observemos que

-1 -1
Btwowlu (lo’U 1311 1 llu‘ I)lo 1)
lp—1 -1, h-1 lo-1, L1i—1 -1
Btwowluz (lo’U - Pz1_.1 — loll'U 0= ’uf =+ loll’U - 11 l u’ ‘Plo—l)
- lo—1 h-1 h—-1 lo—1
= Guwowud [love ™ (P, 1 = hiub ™) = uh Y (Py_y — vl 1)

— -1
= atwowlug[—lgvo Yw, P(uy, vy) — bhuy ™ wo P(ug, vo)),
e analogamente temos que

h-1 1
Btwlwgvo (lyuy™ P[2_1—ZQP1,_QU22 )

- atwlwgvo [ ll'Uh 1w2P(U2,’U2) - lgué?'lwlp(ul,vl)].
O integrando de (2.17) pode ser escrito na forma

Btwgwg{lovo L Py = bul ™) = b[(u) = o) Py
v (Pg—1 —lovl" Djug~t}

loll1

= 3tw0w2{ lov?™ vy wo P (ug, v2) — lo[w1 Py -1Py—1

+ob! woP(uo,vo)]ulf -1y

onde usamos (2.14) e (2.15).
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Juntando estas informagdes, obtemos que os ltimos trés termos em (2.16)
podem ser estimados por

o |l PCas, ), [ 1Dw(s)lds

+hy |t P, [ w(s)]E + 1Dw()]R)ds
Hy [Bnviood = Plug, )| [ D)} ds

o [Bunvlpns= Plan, ). [ (IDw(@)E + [D2u(o)])ds
o Bty ol Pluz, )| [ [Du(s)| ds

s [l Py 1P| [ (IDw ()3 + | D2u(s)[)ds
Hy [t P, 0)|, [ (o)l + ]| D%w(s) s
+hy [P )] [ et + 1Dw(s)R)ds
[Pt ™) [ hot)I + [Dw()])ds
4y Joutel Byl [ (DR + | D2u(s)]))ds
()] + [ Dw(e) 1)

o || P (eIl + | D20 (0)]))

o | P (1Dw ()] + | D20,

=11
+l1 Bo_1u1] u;

oo

que apds substituir em (2.16), d4 a seguinte estimativa para J
2 2 2 2
B < cflw@)ll; + [Dw(@)§ + || D*w ()],
t 2
+ [ ()l + 1Dw ()l + [Dw(s)],)ds).
Usando equivaléncia de normas em H?(R), obtemos a desigualdade

B < el + | D)} + [ () + |Pu(s)],)ds).
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Iy, iy, I Iy, l—1
Lembrando que 8;(Py,_ouj ug) = Oy(Ppy—ou; )ug + laPyy—_qui'uz ™' D?u; e que

DG, (u) tem ordem 2m — 1, concluimos que ¢ é um polinémio nas varidveis
Ipkull o Dkl E=0,1,2,---,2m+ 1 de grau < 2m — 2.

I e =i flree’

(d) lo = 1 e lu_a = 2, que corresponde ao termo (D™ 2u)?u de f.(u),
fornece a G, (u) os termos 2(—1)™"2D™=2(uD™ %y) + (D™ 2u)? e contribui
em (2.8) com

¢
Jy = /0 /atw[2(—1)m“2Dm“2(qu'2u —vD™ %) + (D™ 2u)? — (D™ 20)?).

Usando as identidades

uD™ 2y — D™ %y = uD™ 2w + wD™ %y

(Dm—2u)2 _ (Dm—2v)2 = Dm—Qw(Dm—2u + Dm_2’U),
obtemos a expressao
t
J = / / Byw[2(—1)™2 D™ 2 (uD™ 2y + wD™ %)
0
+D™"2y(D™ 2y + D™ %)].
Usando integragdo por partes em z, encontramos a estimativa
t
Jy < / /[2Dm‘26tw(qu‘2w + wD™ %)
0

+ath1n—2w(Dm—2u 4 Dm—?,v)]'

t
= /0 /[at(D’"'Qw)zu + 2D™23,ww D™ %y
+0,w D™ 2w(D™2u + D))

Integrando por partes em £, obtemos a estimativa
t
Ji < l/(D"“2w)2u - / /(Dm“zw)gatu + 2/Dm‘2wwD"‘"2v
0
t t
—2/ /Dm"2w8t(me”2v) +/ /8thm'2w(Dm’2u+ D™ 2y)].
0 0

Aplicando a regra do produto na derivada 8;(wD™ ?v) e usando a identidade

OywD™ 2wD™ 2y — D™ ?wl,wD™ 2v = duw (D™ *w)?,

30



obtemos a estimativa

t
Ji < }J[(Dm~2w)2u - j/ /(Dm“2w)26tu + 2/Dm‘2wme‘2v
0

-/ [ aw(Dmw)? - / [ Dmtwwaomy

Assim, temos que

B S Nl [P0 + 180l [ D™ 0)[ ds
+2[[Dm2 (@)l + |D™w()[)
+wulle [ D7) ds
+lanmn [ + D™ ds.
Portanto
1y < el + [} + [ (o)1 + [Dm=2u(s)[ds).

Observando que DGp,(u) tem ordem 2m — 1, temos que ¢ € um polindémio
nas varigveis HD"u“mo e ”D"v”L°° , k=0,1,2,---,3m — 3 de grau m.

~ Analogamente os termos intermedidrios que aparecem em (2.9) podem
ser avaliados, obtendo sempre estimativas do tipo

el @I+ ID7w @2 + [ Uhuls) I3 + ID"w(s)l)ds),

com 7 sendo um inteiro entre 0 e m — 2, e ¢ um polinémio nas varidveis
ﬁD"u‘ e ”Dkv“ ,k=10,1,2,---,3m — 3, de grau no méaximo igual a
o0 L.
m— 3.
Combinando estes resultados com (2.9) obtemos, apds usar equivaléncia
de normas em H™ ?(R), a seguinte estimativa para ||[D™ 'w(t)|,

D™ tw@]) < el + | D 2u)|;

+ [[Qu)E + | Dm2u(s)))ds)
IVl [Gon () = G ()] -
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Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, (1.17), comp=g=171 =2,

s=m-—2, k=m—1e)="2=2 obtemos que

m-—2 2 m—1 2:_:% —%—1'
[P, < e[ D™ tulm el

Aplicando a desigualdade de Young, (1.18), com p = -ﬁ:—é eq=m-—1,
obtemos a desigualdade
2 2
| 20@)| < 8| D w @), + E©) e @);. (2.18)

onde k(6) = 42°™ e § > 0 (arbitrdrio). Substituindo (2.18) na estimativa
obtida para HDm‘lw(t)Hg, obtemos a desigualdade

[ 1w} < cllw@I+k®) I} + 8 [pm-tuo)]l)

s+ [ ()3 + [P (o) )ds
IVl G () = Gon(o)y-

Escolhendo & tal que ¢§ = 1 e, portanto ck(d) = 2™~?¢™~! é um polinémio

nas variveis ”D’“u“ , “D"v“ , k=0,1,2,---,3m — 3 de grau igual a
1. 1,

2(m — 1), obtemos a estimativa

e, < clv@if+e /Ot(|lw(3)||§+”Dm_lw(s)”i)ds
+ [N lly Gom (1) = Gl

onde ¢ é um polindmio nas varigveis “Dku”,‘w e “Dkv“r’w, kE=0,1,2,--

-, 3m — 3 de grau igual a 2(m — 1)2.
Usando (2.7), encontramos que

[om=tw@} < elully 1Nl + ¢ [ (s)]E + D s) [)ds
+[IN1lo 1Gn (12) = Gon(0)l,.

Somando este resultado com a desigualdade (2.7), obtemos finalmente a es-
timativa

lo@lE+ [P} < e [ Ul + D™ () [)ds
+e((IN Iy 1Gm(u) = Gm(®)llg + IN1l, l1wlly)-
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Usando o Lema 1.2.1, concluimos que
2
lw@)ll; + [P w(@); < ae, (2.19)

onde a = ¢(|| Ny |Gm(u) — Gm(v)llo + lINlls llw]ly) € ¢ é um polindmio nas

varigveis “Dku”m e “Dkv roor B =10,1,2,-+,3m—3 de grau igual a 2(m~—1)2
Por hipdtese as solucgoes e suas r-derivadas de ordem até 3m — 3 sdo do

1
tipo oc-(log)2m-17 | isto é, os representantes u e v podem ser escolhidos de

modo a satisfazerem a condigido

“DkUE = O] ]ogelﬂml‘)’ ),come—0,k=0,1,2,---,3m — 3.

I

A desigualdade (2.19) e o fato de N € M3((0,T) x R) fornecem portanto a
estimativa

2
lw(t)]2 + ”D’"“lw(t)“0 < ce?,Vq e € > 0, suficientemente pequeno. (2.20)

Temos entdo que supg<;<r |we (£)|2 = O(e9), com & — 0, Yg; o que implica
em .

lwellg = O(e?), e = 0. (2.21)
De (2.20) tiramos também que (2.21) vale para as derivadas D*w,
k=1,2,---,m— 1. Nosso objetivo é mostrar que (2.21) vale para qualquer

derivada em z de w. Para isto, dado um inteiro k, & > m, seja ¢ tal que
m + ¢ = k. Diferenciando ¢ + 1 vezes a equagdo em (2.4) em relagdo a z,
multiplicando o resultado por D¢*'w e integrando em z e t, obtemos, apés
usar integracao por partes, a expressao

S[pwf = (-1 /Ot [ D*30(Gon() ~ Gn())

t
+ [ [DHivDtiy, (2.22)
4]

: o 2
Vejamos, como fizemos para obter a estimativa para [|w(t)||;, qual a con-
tribui¢do em (2.22) de cada termo que aparece em Gy, (u). O termo 2D~ 2y
ndo oferece contribuigdo e o termo (D™ 2u)? contribui com

¢
/ /D2£+3me'2me“2(u +v)
0
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t
= (=1)? / / D DDy D2 (y + v))

£+2
= ( / /DeM > <£j2>D"‘+f"J D™ (y 4 o)
0

j=o

1)e+2/ /De+1me+eme—2(u+v)
(-1 e+2/ /De+1 gy <£+2)Dm+£—1 D™ (y 4 )
— (___1)€+2/ /D€+lem+£me-—2(u+U)

__/ /'u)DE'H [£+2 (€+ 2) DT D2 (4 ) | (2.23)

J

Usando a desigualdade de Hélder, obtemos que (2.23) é estimado por

[ +)],., [P wE); + [DHmuis)|)ds

0+2 6+1

+lwll 223 ¢
j=1i=0

Dm+2£+1——]—iw” ”Dm—2+j+i(u+ U)“ A
0 I.oe

A contribuigdo do termo 2(—=1)""2D™"2(yuD™ %y) em (2.22) é

/ /Dze+3 Y2 D2 (D2 — y D 2y)
/D2£+3w2(_ )m 2Dm_2(Dm"2wu+Dm_2'uw)

= 2(—1)mt2H /t/me‘L%‘H(Dm"?wu-i-Dm_2vw)

m+2£+1
— m+1/ / c] D2m+2€ 1—JwD]

Dm—2+1 Dm+2£+1—]w)]‘ (2.24)

Portanto (2.24) é majorada por

m+2£+1 . . . .
”w”O Z cj(“D2m+2£—1—-Jw“0 H‘D]u“,}>° + ”Dm+2£’+1—]w“0 “Dm-—2+JUH Loo)
=0

J=
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O termo u™ que aparece em G,,(u) contribui em (2.22) com
t t
|/ /D”"’sw(um - vm\l = |/ /’tzHa’lUPm—ll
[Jo I 1o |
< flwlly [D***w], | Panill oo

onde P,,—; é dado por (2.11).

Analogamente os outros termos que aparecem em (2.22) podem ser es-
timados por um produto onde um dos fatores é ||w||,. Fazendo uso destas
estimativas em (2.22), obtemos a desigualdade

2

”Dﬁ-lw(t)no < C/Ot(”Dﬁ-lw(S)”z + “D£+mw(s)“z)ds
+ HD£+1N”0 “Dt’+lw”0 ta, (2.25)

onde ¢ = ||[D™ ?(u + v)||; € @ = a(€), é uma soma onde cada termo tem o
fator ||wl|, que, por (2.21), é O(e9), € = 0.

Diferenciando a equagdo (2.4) £+ 1 vezes em relagdo a z, multiplicando
o resultado por D (Gn(u) — G (v)) e integrando em ze ¢, obtemos a
igualdade

t
| [ DH10wD ! (Grn(u) = Gon(v)
0
t
— /0 / DHIN DG (1) — G (0)). (2.26)
O termo 2D?™~2y de G, (u) contribui no primeiro membro de (2.26) com

t
/ /D€+lathE+1(2D2m—2w),
0 . '

~ . 2 .
que apds integracao por partes torna-se igual a ”D“—J“L"“w(t)“0 . Assim podemos
reescrever (2.26) na forma

HD”’"w(t)”z =Jo+--+ i+ /0 t / D*INDHY(G(u) — Gm(v)). (2.27)

As contribuigdes Jis sdo definidas abaixo, e para estimé-las usaremos a
hipétese de indugdo, isto é, queremos mostrar que vale uma estimativa do
tipo

sup “D"we(t, )Ilo < c(k)el. (2.28)
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Como ja sabemos que (2.28) vale para 0 < k < m, suponhamos que seja
vélida para k substituido por s, s =m,m+1,---,m+ € — 1. Considerando
a caracterizagdo das leis de conservagdo F,,, temos os seguintes casos:

(a) l]‘:O’]Z L
t
Jo = / /3twe+1DH1(loU — lov™) / /lOathlD H(wPp-1)

= / / =0 (Wes1)* P 1+/ /loatweﬂeif (g-l—l)DHl_J DI Pp_y.

Usando integracdo por partes em ¢, obtemos a expressio
Jo = —(we+1) Proy — —'(’we+1) 01 Py

£+1
+ / J Z (“ 1)DHI-JwDJPm_

Assim Jy pode ser estimado por
41 2 Hl pe 2
Jo < c{”D w(t)“o +/0 “D w(s)“0 ds} + ay,
onde ¢ é um polinémio nas varidveis || D*u||;» , || D*v||; , s = 0,1,2, -+, 3m—
3 de grau no méximo igual a 2m—2, e oy é uma soma onde cada termo contém
um fator do tipo sup, |[D*w,(t)|,, que por (2.28) é O(<?), ¢ — 0.
(b)l;=0, j>2.
Jio= / /8twg+1D‘+1[loul° Ll — lgvle= b — [ D(ulpud ) + [ D(vbuh 1))
- / /atw£+1D oA (ug~ur) — LD(A(uguy 7)),

ou, usando (2.10)

5 = /Ot [ Bevers D {lof( vl + o (M)
— LD[(Aug)uf 7t + v~ (Aud )}
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Usando (2.11) e integracdo por partes, obtemos a expressao
t
J = j£ / 1odywe 1 D wg Py _gul) + 00w Py, )
t
+/0 /llatwl+2D€+1(w0Plo—-1ul11—1 + w1 P —ov™?)

t
!
= //lof’tweﬂweﬂplo—zuf
041

{+1 _
+/ /loatw€+12( )DHl I DJ(Plo 2“1)

t
+/ /loatweﬂDeH(v(l)o_lMH,—1) +/(; /llatw£+2w£+2pl1—2v(l)0—l

£+1

+/ /llatw£+2z (€+ I)DH2—J DJ(Ph 2Ul° 1)

+/ /l1atQUg+2D (wOPIO_lul‘ 1).

Usando integracdo por partes em ¢, podemos escrever os termos

¢ ¢
I lo—1
/0 /loatwe+1wz+1pzo—2uf e /(; /llatw£+2w£+2pl1—2'voo

respectivamente nas formas

l [
/QO(WH Pyy—out // % (wer1)20y(Py—qul) €

[ [
/Zl(wf-i-?) 1311—21’10 ! _/ / : u’€+2 at(Ph 2U00 1)-

Os outros termos que aparecem em J; podem ser estimados por uma soma
onde cada termo contém um fator do tipo sup, || D°w,(t)||,, que por (2.28) é
O(e?), € — 0. Assim, J; pode ser estimado por

Ol Ul

+ [l + [t o

onde ¢ é um polindmio nas varidveis || D*ul|; o , [|D*|| ;00 , 8 = 0,1,2, -+, 3m—
3 de grau no méaximo igual a 2m — 2, e a1 é O(e?), € — 0.
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(¢)lj=0,j52>3.

T = [ [ d0en D oul 7 ukl ~ oot
Dt~ o) bl )
o [ oD ot - DOk
+ DA b))
(ug

= //loathlDHl(
4 [ [ 0D (Al )

t
Jy [ toPeven D (gl o (A o+ o A

+ / [ 180w 2 D {(Auds b Tl + o (A + b Au))

lo= 1u'l"u,lz2 +/ /zlatme +1(A(u'° h- 1ul;))

Il

+ / [ 1B s D (Al g™ + o [(Aud a4 b AugY)).
Usando (2.11), J2 pode ser escrito na forma
Jo / /loatme T wePry_gul ud + v@ w Py _jud + vf vl wy Py, y)
+/ /l Oywey o D (wo Py ul Hul? —I—zé"w Py, _pud + vl —tw, P, )
+/(; /lg@twg+3D +1 (woPlo_lulfqu2 1y vy v0w P, - 1u12 ! +’b(l]ovi1wgf)[.2_2).

Usando a regra de Leibnitz, podemos escrever J, na forma

t
Jg - /0 /lgathlD”lelo_ Ulll ulf
t Glre+
+/ /loatwe+1 Z( )DZH_] D](Plo 2uy ulzz)
+/ /loat’weﬂDHl( o=l P, _qu 4+ vl b wy P, )

+ 11 Oswep o D 2wl Py _oul
1 2
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41

£+1
+/ /llatw£+22( >D£+2_J DJ(’U Pl,—2’u2)
+/0 /llatme +1(wP¢o-1ull‘ ~2yk +vé°v{‘ YwyPy,_1)
t
+/ /lgat’IUg+3D£+3’wU(l)o'Ui1P[2_2
£+1 1
+/ /lzat’l.Ug+3Z (£+ )D£+3_JwDJ(U(l]0’Ul1Fol2 )

I, la—1 1
+/0 /lg@twg+3D+ (wPy—1uy'ug™ +v0 wlP;,-luf ).

A 1%, 4% ¢ 7% linhas de J, acima podem ser escritas respectivamente nas

formas
[
/ (we41)* Pro—ouf ug — //0 (wes1)?8e(Prp—2ui ug),
[
/ (w£+2) 'Uo ’ P, - 2“2 —// 1(w€+2) 6t(Uo P, 2“2)

! !
/;(we+3) v vy Pz — // 2 (Wers)? O, (vy'vy P-2).

Y ol Y P

Portanto podemos concluir, apés usar equivaléncia de normas em H3(R),
que Jy pode ser estimado por

Jy < c{”D“lw(i)”z + llDst(t)llz
+ [ (), + D us) [ds) + o

onde ¢ é um polinémio nas varidveis || D*u||; , | D°V||;00 , 8= 0,1,2,---,3m—
3 de grau no méximo igual a 2m — 2, e ap é O(c9), € — 0.

(d)A contribuicdo J; em (2.27) é devida ao termo
2(-1)"2D™2(uD™ 2u) + (D™ 2u)? de Gy (u), e portanto é dada por

t
Jy = /0 /atmefH[z(—1)m—2Dm-2(qu—2u — yD™ %)
+ (Dm—2u)2 _ (Dm—2v)2]
t
- /0 / Bywes1 D [2(—1)™"2 D™= 2 (u D™ 2y + wD™ )
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+D™ 2y (D™ 2y + D))
= /_t /{atwg+m_1D‘+1[2(qu-2w + wD™ %))
+ Oywes1 DFHD™2w(D™ " (u + v))]}
= 2(/t / ByWesm-1 D™ wu

{+1
+ / / Bewetm- 12 (Hl)D”m_l""wD"U)

+ 2L/0 /5twg+m_1De+1(me_2v)
t
+ /0 / B,wer DD (D™ (u + )],

ou ainda,

Jy = /(wg+m_1)2u-—/t/ Wepm—1)>Osu

41
+2(/ /athm_l Z (Z + 1)De+m 150y Ding )

t
2 f s 0) 2 [ [0 D)
t
+ [ e DD (D2 u + ),

As linhas 3 e 4 de J; acima, podem ser escritas na forma

“lrir41
2/we+m—1D€+1u)Dm 2v+2/wg+m_1z< j )DHI Jqy D™=2+iy,

g=1

Hlre+1
—2/ /U)Z+m 1at (’wg.HDm 21)-{-2( _; )DZ+1—J D™ 2+]U)

glle+1
= Q/w“_m 1D€+1 D™ 2U+2/w£+m-—lz< —; >D£+1—J wD™=2tiy
1=

—2/ /me_lelat(Dm‘?v) - 2/0 /me_lathle—zv

+1 é-{-l _ e
——2/ /w£+m—13t< ( )DZ'H IwD 2+JU>

7j=1
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De volta & expressao de Jy, concluimos que J; pode ser estimado por
s elfpaff + oot
+ [} + D) [ds) + e
0 0 0 4

onde ¢ é um polinémio nas varidveis ||D*ul| ;o , || D*V|| ;0 , s = 0,1,2,---,3m—
3 de grau no méximo igual a 2m — 2, e oy é O(e?), € > 0.

Os outros termos que aparecem em (2.26) podem, analogamente ser esti-
mados, obtendo estimativas do tipo

cﬂﬁﬂ“waﬂﬁ+“Dm”w@w3+A%Wﬂ“wwﬂﬁ+“Dm”wQMDdﬂ+w%,

1 <y < €~1, ecum polinébmio nas varidveis ”Dku“,w e ”Dkv”m , k=
0,1,2,---,3m — 3, de grau no médximo igual a 2m — 3. ‘

Levando estes resultados em (2.27) obtemos, ap6s usar equivaléncia de
normas em H™ -1 (R), a estimativa
[Pl < o], + Do),
+ [P+ [t as
+ | DN |DH (Gm(u) - Gr(w)] ) (2.29)

Usando a desigualdade (1.17)., p=q=r=2,s=m-2,k=m-1, A=

Z—:f, e w substituido por D*w, obtemos a desigualdade

[P < [P ot
Aplicando a desigualdade de Young (1.18) com p = 2=% e ¢ = m—1, obtemos
a desigualdade

[DHm=tw)|] < k() [P w()|] + 8 [Dmw();.

0

Substituindo esta wltima desigualdade em (2.29), escolhendo & de maneira
conveniente, obtemos a seguinte estimativa
2

o muts]

< e|pu@]} +e [ (D) + [ Dt [ds
+[D4], [P Gnta) - GaloD)
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Usando (2.25), encontramos a desigualdade
|2
“llo

||D£+ w(t < ,W_,_p”DeﬂN” ”D“’lw“
= 0

+[[ptw], [0 Cntw) - Gt

e [P+ [t fas

Somando este resultado com a desigualdade (2.25), encontramos finalmente
a estimativa

Do+ ol < e [ (P uef + [pemute)fas + 5.
onde 8 é O(e9). Usando o Lema de Gronwall, concluimos que
[pw@)]; + D) < pe, (2.30)

-,3m — 3 de grau igual a 2(m — 1)2 g ;

Tal como fizemos para estimar a norma ||w(-, -)|l,, obtemos de (2.30) que
ID™we (-, )lo = O(e%), & = 0.

Usando a equagdo de (2.4), obtemos uma estimativa andloga para as derivadas
mistas de w, implicando assim que w € N2((0,7) x R), e portanto a unici-
dade pretendida. O

2.2 Condicoes sobre o dado.

As exigéncias impostas sobre as solugdes do problema de Cauchy (2.1)
no Teorema 2.1.1, as quais garantem a unicidade de solugdes para aquele
problema, podem ser obtidas impondo certas restrigées no dado g, como
mostra o seguinte resultado
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Proposicao 2.2.1 Suponhamos que g e suas derivadas até a ordem (3m —

1
2) sejam do tipo 2-(log) Gm=12m-07  (yer (1.24)). Entdo as solugbes u do
probiema (2.1) sao, junitamentie com suas x-derivadas até a ordem (3m — 3),
1

2(m—1)‘2 .

do tipo oc-(log)

Prova Seja u = U, o representante de u solugdo do problema (2.2). Da
desigualdade
a0 < lu@)llo + lus(t)lly (2.31)

que é consequéncia da desigualdade (1.17), quando fazemos p = o¢, s =
O,g=r=2k=1el = %, podemos obter, apés tomar o supremo em ¢, a
estimativa

lull oo < sup [lu(t)llo + sup [[uz(t)ll, (2.32)

A primeira lei de conservacao

1
Fi(u) = 5 [ vz, t)ds,
implica em ||u(t){|, = ||glly, e portanto temos que

tullree < llgllo + sup [lus(t)ll, (2.33)

Para estimar sup, ||uz(t)||,, usamos a segunda lei de conservagao

de onde obtemos a igualdade

1
/uidx =3 /uad:v - %/g3dm + /(g')zd:c.

Consequentemente temos a seguinte desigualdade

, 1 1
leslff < 5 (Ol [ wde+ 5 lgllye [ gdz+ [(9)2de.

Usando (2.31) em {|u(t)||; € em ||g]|;«, Obtemos a estimativa

(lgllo + llua(®)llo) llglls + ':1,;(”9”0 +1lg'llo) llgll5 + llg'1ls

Ll —

2
Juz(t)lly <
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ou ainda

onde usamos a desigualdade ab < 1(a®+b?). O resultado anterior implica em

llua(®)llg < cCllgllo + llglls +1lg'llo)- (2.34)

Tomando o supremo em (2.34) e substituindo em (2.33), obtemos a estimativa

ull e < <(llgllo + llgllo + lg'llo)- (2.35)

Vamos obter agora uma estimativa para ||u,||; em fungdo das normas
L? de g e suas derivadas. Para isto trocando u por u, em (2.31), obtemos a
desigualdade

e (Ol 70 < Nua(®llg + Nuae(llp- (2.36)

O primeiro termo do segundo membro de (2.36) estd estimado em (2.34).
Para estimar o segundo termo usamos a terceira lei de conservacao

1 9
Fy(u) = [ (7u* - 3u? + Zul,)ds,

de onde obtemos a identidade

-

2 _2____1_ 4 2 l 4.7, n2 _9_/ 2 .
/uwda:—g( 4/ud:1:+3/uuxda:+4/gdz 3/g(g)d:c+5 (¢")*dx).

Consequentemente temos a seguinte desigualdade

luas(®)ls < c{llullre lglly + lull e lluz(®ls + (lallo + 119'llo)* l9ll2
+(llgllo + 11g'llo) 191l + llg"l13}-

Usando (2.34) e (2.35), obtemos a estimativa

luaz (Bl < Ps(llgllo 19'llo > [19"]l0)s (2.37)

onde P; é um polindmio de grau 3. De volta a (2.36) obtemos, apés tomar o
supremo em ¢, uma estimativa andloga a (2.37) para ||uz|| ;e -
Trocando u por u;,; em (2.31), obtemos a desigualdade

ez ()l oo < [ltaz(t)llg + lltzae(t)llo - (2.38)
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O primeiro termo do segundo membro de (2.38) estd estimado em (2.37).
Para estimar o segundo termo usamos a quarta lei de conservagao

1
= /(%u5 — 6utul + ﬁud2 08 ul_)dz,

5 3 5 zxm

de onde obtemos a igualdade

1
/ U dT = 108{/5 Sdr — /Guzzf"al:z:+/—5—-uu2 d:c—/—g5dz
N2 II m 2
dzx
+/6g dz — / =9 d'z:+/ 35 }-

Consequentemente temos a seguinte desigualdade

lueee@)lly < c{Ilull3ee gl + llullFeo feta ()G + ltll oo (1uaa ()]
+(llglly + llg'llo)* llallg + (gl + lg'll)? 119"l
+(llgllo + 1lg'llo) lla"1la + g™ 115} -

Usando (2.34), (2.35) e (2.37), obtemos a estimativa

[[tazz()llg < Palllgllos 11g'llo» llg”lko » 119" llo)- (2.39)

De volta a (2.38) obtemos, apds tomar o supremo em %, uma estimativa
andloga a (2.39) para ||uzel] ;e -

Dado um inteiro positivo ¢, trocando u por Dfu em (2.31), obtemos a
desigualdade

ool <ol « ool @
Supondo j4 obtidas as estimativas '
|D*u(t)], < PesaCligllo- 9'llg - - - 6 ) (2.41)

< k < ¢, onde Py é um polinémio de grau k + 1, vamos prova-la para
= ¢+ 1. Usando a lei de conservagao

Frpo(u) = /{(Df“”u)2 + cu(D)? + Qeyo(u, Du, - - -, D*'u) }dz,
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obtemos a igualdade
j/(D£+1u)2d:c =—c j/ u(Dfu)?dr - J[ Q..,(u, Du,-- - D" 'u)dzx
+ [(Dg)dz +c [ (D)’
+/Qt+2(g, Dg,---,D*g)dz. (2.42)
Agora, observando que

/ u(Dfu)?dz < ||ul| ;e HDeu(t)“z’

concluimos, usando a hipétese de inducdo, que If u(Deu)zdz‘ pode ser esti-
mado por um polinémio nas variaveis

lglla, 1Dgly, - - -, | D%l de grau 2 +2(¢+1) = 26+ 4.

Para estimar a integral [@,,,(u,Du,- - -, D" 'u)dz, usamos que cada
termo de @),,, tem grau > 3 e é do tipo (ver (1.4) e (1.5))

-1 ) -1 i
[1(D*w)", onde Y (1 + -2—)li ={+3.
i=0 i=0

Assim podemos escrever a expressao

-1
/H(Dlu)"‘dm =
=0
= /ulo(pu)h o (DIg)sTY (DR (D)l DIy DR ud,

0< 4,k < €1, de onde vemos que, aplicando a desigualdade de Holder em
dois termos enquanto os demais termos sao estimados pela norma L%,

1-1

oo

L—1

o0 .

-1
JI(Dwkds < il |1 Dullfs - | D
=0

||

[o e

le1
>

Du)], |Prute],

Pela hipdtese de inducdo temos que HD"uHr°<> pode ser estimado por um
polinémio

Pialllgllo s 1Dglly - - - [|D**g] ), 1< k< e—1,
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portanto [ [J523(D'u)%dzx pode ser majorado por um polindmio nas normas
llgllo s 1Dgllo» - - - ||De_lg“0de grau dado pela soma

2p0+30+---+G+2)G -1+ -+ (E+2)(lk - 1)
+-+ =14+l + G+ 1)+ (k+1),

e esta € igual a

%(z‘+2)li—(j+2)—(k+2)+(j+1)+(k+1)
=0

-1 :
= 2y (1+)h—-2=20+4
i=0

De onde concluimos que [ Qet2(u, Du, - - -, D¢~ 1u)dz pode ser estimado por
um polindmio nas varidveis ||g||,, [|Dglly,- - -, “D‘"lgHO de grau 2+ 4. O

mesmo resultado vale para [ Qa(g, Dg, - - -, D¢ 1g)dz.
De volta a (2.42), obtemos a estimativa

[P u(®)], < Pealliglla, 1Dgllo - -, [ D*'g]|,)- (2.43)

As desigualdades (2.40) e (2.43) implicam, finalmente na seguinte estimativa
para as solugoes u do problema (2.1)

| < Pesalllslly D3l | D*g] ). €€ Z*.

Assim se exigirmos que ¢ e suas derivadas até a ordem (3m —2) sejam do
1

) (3m=1)2(m—1)2

tipo 2-(log , isto é, g tem um representante ainda denotado por

g em £y 9[R], tal que

1
| D], < eultog el k= 0,1,2,3m 2,0 <2 <5,

Tt41 }
O ?

sendo

|p%], . < c{llgcliy +IDg.lly +- -+ | D',
comr; <3m~—1,0<7<+1, teremos que

HDEUE [0 S C{|]og{;‘l(3"1—1;2("!—1)'Z +!10g€|(3m_1)r2(m_.1)§
+ -+ +| Toge T |

47



E como (3m_1)r2j(m__1).2 < 2(m1_1)2, conclufmos que para € < min{é,e '}, vale

e e e T/ —
19 Uelf, o < c¢llogep=-m?, =0,1,2,.--,3m -3
O que conclui a demonstragao da proposicao. O

2.3 Coeréncia com resultados conhecidos.

A proposigdo seguinte mostra que a solugdo generalizada obtida no Teo-
rema 2.1.1 para o problema (2.1) é associada (ver Defini¢do 1.3.2) & solugdo
obtida por Ponce (ver Teorema 1.2.6).

Proposigdo 2.3.1 Seja g € H'(R) N L?(|z|°dz) = Xy s com r = maz{3m —
2,8}, onde s e o sdo inteiros positivos obtidos no Teorema 1.2.6. Entio

a soluggo do problema (2.1) com dado cl(t(g)) dada no Teorema 2.1.1 é
associada d solugdo v € C([0,T]: xr, ) dada no Teorema 1.2.6.

Prova Consideremos a injecdo ¢ : H~*(R) — &)y9[R] dada no Teorema
1.3.1. Como r > 3m — 2, a desigualdade de Young (1.19) implica que cl(c(g))
e suas derivadas até a ordem 3m — 2 sao do tipo 2-limitado, em particular
cl(i(g)) satisfaz as hipdteses da Proposicdo 2.2.1; segue do Teorema 2.1.1 que
existe uma unica solugdo u € Go((0,T) x R) para a equagdo u; = D(Gp(u))
com dado cl(¢(g)) em Go(R). Esta solucdo tem, por construgdo, como re-
presentante a unica solugdo 4. em C*°([0,T] x R)n L=([0,T] : H*(R)) do
problema (2.2) com dado g* p. obtida no Teorema 1.2.2 e observacdo no final
do enunciado desse teorema.

Vamos mostrar que g* p, estd em Xr 4, para todoe > 0. Como g € H*(R),
segue (ver, por exemplo [3, Teorema 5.11, pg. 165]) que g *x p. € H*(R); por
outro lado, usando (1.20), temos que

lo* ollivary = ([Ioxp)(@)Plalodz)” =

= (/| stz = octirs] 1)’
- (/ ‘/g(x - y)pe(y)lxl%dylp d:v)];
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< [([lste-v)Ploctw) |P|x|"da:) dy
= /Ipe (/ lg(z —y l”lxl"d:z:> dy
= [locw)i ([ 1962) |p|y+z|"dz) dy
¢ [1ocwllylFdy (/ l9(2 |sz>”
+0/!pe(y |dy (/ l9(z)P|= i"dz)

Portanto temos a desigualdade (uma generalizacdo da desigualdade de Young
(1.19) para g € L N L*(|z|?))

IA

”g * pE“LP(|q;|o S c {”g”TP ”pE”p(lml%) + ”g“LP(IxP) ”pE“L’ } ’ (244)

onde usamos a desigualdade |y + 2|7 < ¢(]y|? + |2|%) que é consequéncia de
(1.18).

Como p € S(R), segue que [ |pe (y)||y|? dy e [ |p(y)|dy sdo finitos, e como
g € L*(|z|°dz) a desigualdade (2.44) com p = 2 implica que g * pe
€ L%(|z|°dz).

Como C([0,T] : xs0(R)) € L*([0,T] : H*(R)) com inclusdo continua,
segue da dependéncia continua dada no Teorema 1.2.6, que

sup [[Ze(t) — v(t)ll; —= 0, se [lg* pe —gll,, ) = 0 € = 0, (2.45)

onde
g * pe = glly, .y = 119 % pe — gll; + 19 % pe = 9l 12 - (2.46)

Como D(R) C S(R) C L'(R) densamente, segue que V& > 0 existe °
€ D(R), tal que o <6
Avaliemos o tltimo termo de (2.46)

g % P = ll 2 gapey = [|(0e = ) x g+ i x g — g 12(jale)

+lglxg—g (2.47)

)
< ”(pf —ve)*g 12(|z}°) 12(|jzlo)
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Por (2.44), temos que

é 2
e~y val < ellglale— ],

L2(|z|9)

Como p, ¢® € S(R) temos que

pe_(pg

L (el%) et / |o(z) = ¢*(z)||z|Fdz < ¥ My,

Por outro lado ¢° foi escolhida de modo que

onde M, = “p— I, (I=/%)"

< d; segue entdao que

pe =@l = Hp— @’

ltoe =€) xa| . <e{llgllis Mie® +llgll 2, 63 (2.48)

L2(|z}9)

Antes de estimarmos o dltimo termo de (2.47), observemos que a densi-
dade de C(R) em LP(|z|”) (ver por exemplo, Teorema 3.14 de [32, p.71]),
nos permite escolher g9 € C.(R) tal que ”(g -¢)()%|| < 4. Como ¢ tem

L2

suporte compacto temos que ¢?*g¢ — g¢ converge a zero uniformemente sobre
compactos quando € — 0. O mesmo acontece com (¢! x g¢ — g¢)| - |3. Como
supp(¢? * g¥) C esuppy’ +suppg! C K5, K5 compacto fixo, consequente-
mente temos a convergencia,

é 6 s
(pe*gl_gl

—0,e = 0. (2.49)

L2(|z}9) L

Agora avaliemos o Gltimo termo de (2.47); segue de (2.44) que

pixg—g = [lefx (9 D)) + (¢ 9! — g) + (4} — 9)|
L2(|=zi9) L2(jz|o)
0 A _ 6 A0
< c{“g 91fl2 ||¥e L1(1x(%)+“g 91l 72(fgjey 117 1
+{|(pl % gf — gD ()|, + (e - gD )E]| .}
< cfllg- gl , Mas® + 505+ lloll;)
+| (el x gf — g3, + 6},
onde M, = ||° (el %) © onde usamos
@l S|l =pel|,, +llpell <+l -
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Usando esta estimativa e a desigualdade (2.48) em (2.47), obtemos que

Ha o — ol
1Pe * 5 7 G120y

Segue de (2.49) que

lim,_ sup||ps * g — g||L2”ZIU) < c(6%+4), V8> 0.

Como § é arbitrdrio temos que

lloe x g — gHLz”zlg) — 0 quando e — 0. (2.50)

A convergéncia para zero de ||p. * g — 9|, , quando £ — 0 é clara; portanto

segue de (2.50) e de (2.46) que
g * pe — g||xm — 0, quando € — Q.

Finalmente, (2.45) mostra que @. — v em L*°([0,T] : H*(R)), e portanto em
D'((0,T) x R). Isto conclui a demonstracio da proposicao. 0
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Capitulo 3

Solucoes generalizadas para a
equacao u; = DG3(u).

O Teorema 2.1.1 para a equacgio geral (1.1) j4 nos garante a existéncia de
solugdes em G,((0,T) x R) para o problema de Cauchy envolvendo a equagéo
(3.4) com dado inicial g € Go(R). A demonstragdo de unicidade de solugdes
que faremos no Teorema 3.1.1, ao contrdrio da demonstracdo que fizemos
para o Teorema 2.1.1, ndo usa a caracteristica bdsica satisfeita pela classe,
isto é, a equacgdo (1.1) é completamente integrdvel. Isto permitird estender
o resultado as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) que correspondem aos modelos
considerados respectivamente por Olver [29], Benney [4] e Fisher [17]

Ut + Uz + CiUUL + Colggr + C3UzUzz + C4UUZey + C5Urrzer = 0, (31)
Ug — 2UglUzy — UlUzzr + Ugzzzz = 0, (32)
up + (u+ u?)ug + (14 w)(Ug ez + Ulgzr) + Ugzezz = O (3.3)

O que ser4 feito no capitulo 4.

3.1 Unicidade de solucgoes.

Consideremos a equacdo (3.4), que corresponde ao terceiro membro da
hierarquia de Lax, obtida quando fazemos m = 3 na equagdo (1.1)

2
U + CLU UL + CoUL Uy + C3UULzr — Uzzzezr = O- (3.4)
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Teorema 3.1.1 Dados g € Go(R) e T > 0 finito, com g, ¢’ e g" do tipo
2 — (log)%, o problema de Cauchy para a equagdo (3.4) e dado inicial g tem

um representante U € Ep2[(0,T) x R)] tal que

sup ||Ze(t, )|, = O(Jloge|F), com e — 0. (3.5)
[0,7]

Condigdes sobre o dado inicial g que garantem que (3.5) seja satisfeita
serao dadas na Proposi¢ao 3.2.1.

Uma comparagdo da Proposi¢do 2.2.1 com a Proposicao 3.2.1 nos permite
concluir que a condigao imposta neste teorema, a qual garante a unicidade,
é mais fraca que as exigéncias impostas sobre as solugdes no Teorema 2.1.1.

Prova Suponhamos que existam duas fungGes generalizadas u, v € G2((0,T") x
R) satisfazendo & equagdo (3.4), 4 hipStese do teorema e tal que em ¢t = 0
coincidam com g. Neste caso existem 7i;, i € No((0,T) x R) e 71 € Mo(R),
tais que, se denotamos também por u = %.(-,-) e v = 7.(-, -) os representantes
das solugdes em Ex2[(0, T) x R] satisfazendo portanto as equagdes (3.4) com
0 no segundo membro substituido respectivamente por 7i;, 72, entdo

Oi(u — v) + c1(u2Du — v2Dv) + co(DuD?*u — DvD?v)
+e3(uD?u —vD3) — D3(u—v) = A; — Ay em (0,7) x R)
(u—v)lt=0 = 7 em R

Fazendo w = u — v, N = i, — 7ip supondo, sem perder a generalidade, que
7 = 0, o problema acima se escreve na forma

dw + ¢1(u + v) Duw + c;v?Dw + coDvD*w
+coD*uDw + c3D3uw + csvD3w — D%w = N, (3.6)
'lU|t=0 = 0.

Multiplicando a equagdo em (3.6) por w e integrando o resultado em relagéo
a z, obtemos a expressao

1d

-Q-a—t/uﬁdz +c /wz(u +v)Dudz + ¢ /wszwdx

+62/vaD2wd:z: + cg/tzqudx +c3/w2D3udx
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+03/va3wdx - /stwdz = /dea:. (3.7

Usando as identidades abaixo, obtidas por integracdo por partes

1
/vaswdx = —g/vaD2wdx+ Z/w2D3vdx,

/wD5wd:1: =0,

/wDQUDwdm = —%/wQDsud:r

/wszwd:c = —/w2vadx,
podemos escrever (3.7) na forma
2dt /w2d:c+cl/w (u+ v)Dudz — 01/w vad:c+c2/vaD2wd:c

Ca

-5 w?D¥udz +03/w2D3ud:c - 3%/vaDzwdar:
+%/w2D3vdx = /dea:,
de onde obtemos a desigualdade

%/uﬂdx < [I(lul + )IDul + o] Do + [DPu] + | DPolluda
+c/|vaD2w|d;r+c/le|dx,

onde ¢ é uma constante positiva.
Integrando a desigualdade anterior de 0 a t < T, usando imersio de
Sobolev e a desigualdade ab < da% + 67162, § > 0, obtemos a estimativa

/w2dx < ¢||N||, llwlly + e(M(T) + ¢~ / /wzdzdt
2 2
+6 /0 / (DvD*w)2dzdt. (3.8)
onde M(T) é dado por

M(t) = CS[:)JtI]D(l + [lu(s)lly + llv(s)lly)® (3.9)
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Obtém-se uma estimativa conveniente para o ultimo termo de (3.8) usando
o argumento devido a Ginibre e Tsutsumi [21], isto &,

/t/ (vD*w)? + (DvD*w)?|dzdt

< Z / / [(vD*w)? + (DvDw)2)x3 (x)dzd

J——OO

< { Z SUT%SUP[ v(z,1))* + (Du(z, 1)) ]x3(z)} -

j=—o0 |

sup [ [(Dwyxsta)dza)
<oy sup (0x;) (O} - (sup [ [(Dwpxndt},  3.10)

_7“—-00 1

onde xj(z) =x(zr—7),7€Zex€eDR),0<x<1,x=1em[0,1],x=0
fora de (-1, 2).

Para continuar a demonstragao usaremos as estimativas abaixo, baseadas
em Ponce [31], que serdo demonstradas posteriormente

S supllwx) O < K = cllu0)If + e sup (o) + 1)) + e

j=— 0,T
(3.11)
onde o é O(g9), e

sgp /Ot/(wu)zxjda:dt
< ¢ [ (wla, )ds + e(M(t) + 7)) [ t [l 1))
+6 (/Ot/(vwm)zdxdt + /Ot/(vxwm)zdxdt) + B, (3.12)

onde ¢ é uma constante, § > 0 é arbitrdrio, M(t) é dado por (3.9) e § é
O(e?).
Admitindo as estimativas acima, temos que (3.10) é estimado por

cK{ /w2da: +¢(M(T) +cd™! / /wzda:dt
+5/ [1wD?w)? + (DuD*u )]d:cdt+ﬁ}.
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Escolhendo § = m, temos das desigualdades anteriores que

/
kl 2(1 + 2c)

< cK{c/dea:+c(M(T) +cd” )/0 /w2d:cdt+ﬁ}.

[(vD*w)? + (DvD*w)*]|dzdt
[ J

Como $ < 1— m, obtemos que

/: /[(UD2’LU)2 + (DvD*w)?|dzdt
< 2K {c/dea: +c(M(T) +cd‘1)/0t/w2dxdt+ﬁ}.
A desigualdade acima usada em (3.8) fornece a estimativa
[wtds < cliNllhwly +e(M(T) +e57) [ [ widsat
+2cK§ {c/w2d:z: +c(M(T) +c™1) /Ot /wzd:zdt + ﬂ} ,
ou ainda,

1
5.2 2 _
(1-2c°Ké /w dz < c|[Njgllwlly + 1+ 2¢ p

+(M(T) + c6~ )(c+202K6//w2dzdt

Observando que

202K c
1-2*K6=1- =1-
¢ 2(cK + 20°K) 1+ 2c

N

concluimos que
t
/de:c < 2¢||NY|p lwll + B+ L/ /w2drcdt,
0

onde L = 2¢(1 + 2¢K8)(M(T) + c5~1).
Segue do Lema de Gronwall que

lw(@)lfy < (2e]IN |, [Jwlly + B) €™ (3.13)
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Substituindo na expressio de L o valor escolhido para 4, e usando - vx-
pressdes de K e M(T) dados respectivamente em (3.11) e (3.9), obt: .55 a
seguinte estimativa para L

L<ec {1 +a+ gz + [SOU%(IIU(t)Ih + @)y + @) ll; + @)l + 1o i,‘illi)}-

Assim, se exigirmos que o dado g e as solugGes u e v satisfacam as hiy jteses
do teorema, teremos por (3.13) que

sup [lw(t)||, < ce™, para todo M dado. /3.14)
t

bl

A demonstragao do Teorema 3.1.1 estard concluida quando encont:armos
uma estimativa anédloga & estimativa (3.14) para uma derivada qualquer de
w. Para isto observemos primeiramente que valem as seguintes igual-iades

uw?Du — v2Dv = %(hw)x, (3.15)
DuD?*y — DvD*v = %(DlDw)x (3.16)

‘ 1 3
uD*u — vD3% = —2-(lw)mm - §(D1Dw),,, ‘ (3.17)

onde h=u?+uv+viel=u+uv. :
Usando (3.15), (3.16) e (3.17), a equacdo em (3.6) pode ser esc:ita na
forma

8w + S (hw)s + 3 (10)aes +d(DIDW)s = D°w = N, (3.18)

onde d = 234,
Diferenciando a equagao acima em relacdo a z e multiplicando o re:ultado
por Dw, obtemos a expressiao

Dwo,Dw + (%D"’h + 0—23D4l)wa + [-z-chh + (2c5 + d)D3l](Dw)2 3 %h

+(3¢3 + 2d) D) DwD*w + (2¢5 + d) DID*wDw + fg—zD“wa

~D%ywDw = DNDw.
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Integrando a equagdo acima em z e usando integragao por partes, obtemos
a equacao

1d

1 c1 C3
faliadl 2 . __D3 __D5 2d
5T (Dw)*dz 2/(3 h+ 5 Nwdzx

+ [[BeDh+ (2¢; + d)D(Dw)ds — 5 [ 2D + (3¢ +20) DVl (Dw)ds

3
—(2¢3 + d) / (DAD3w + DID*w)wdz — %3- / (DID*w + I DPw)wdz
_ / DSwDwdz = / DN Duwdz,

ou equivalentemente

1d

27, 3 57%,,2 2 3 2
th/Dw)d /( D*h+2Du da:+/( e:Dh+ c3D |)(Dw)?dz
+ / [(~2¢3 = d)(D*D*w + DID*w) = 2(DID*w + ID°u]uds = / DNDuw.

Integrando a tltima igualdade de zero a t < T, usando a desigualdade de
Holder e a estimativa

[sou%(lth(t)Ilr,oo+}|D‘°’l(t)[|,l ) < esup(IIDh(t) )il + ||

< esup(llu(@)ll; + @)l + (Ol + [lo@)lly), (3.19)

obtemos a desigualdade

D) < e{ (1], .. + %], sup sl + 271 [

o |
+ | DUl e | D* o] + 1l o [| D] ) sUp [l (@)llo + sup(lu(@)s + 0 ()13
[0,7} [0,7)

+ 1@l + 101 [ 1Dw@]2de} + IDN ] 1Dwl,.

Consequentemente temos que

IDw(OIE < DNy 1Dy + Asup lw(@)ly + B [ D] d,
(0,7 0
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onde
A = o(oh], . + [P, ) sup el + [071],.. D]

+ DUl o [ D*0]) | + 110 | D®w]] )

B = CFOU%(IIU(t)Ili + o)1 + lu@)lly + llo()l)-

k)

Usando o Lema de Gronwall obtemos que
IDw(®)lls < (1PNl [ Dwll, + A(SOU% llw()llo)e”

Usando que supjyr {lw(t)|, j& satisfaz a estimativa desejada, que w é mo-
derada e as hipGteses sobre u e v, obtemos que

sup || Dw(t)|l, = OEM), € = 0, VM.
(0,7
Seguindo por inducdo, diferenciamos a equagédo (3.18) k-vezes em relagdo

a z, multiplicando o resultado por D*¥w e em seguida integrando em z, obte-
mMos a expressao

[ D*acwD*wdz + 931 / D**! () DFuds + & / D*3(lw) D*wdz

+d [ D*(DiDw)D*wdsz - [ D¥**wD wdz = [D*NDrwdz. (3.20)

Aplicando a regra de Leibnitz para a derivada do produto e integragdo por
partes, obtemos, para o 2° termo de (3.20), a expressio

k+1
/ D*(hw)Drwdr = / S (*#') D'~ hDiwD wdz
j=0
- / hD*+ oy Drwdz + (k +1) / Dh(D*w)2dz
k—l . .
+ [ 3 (+4) D*~hDiw Drwdz,
=0 .

de onde obtemos, usando integragdo por partes, a igualdade

/ DY (hw)Drwdzr = (k+—12-) / Dh(D*w)%dz

k-1
+/ > () DH D D uda. (3,21
]:
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O 39 termo de (3.20) é igual a

[ o w)Druds = [ ‘Z’m) DF+3=3 Dy Drwdz

- / I D3y Drwdz + (k + 3) / DID*2w DFwdz

Gy 3)2(’“ +2) / DADF ' wDkwdz

+(lc +3)(k ;— 2)(k+1)

k—1
+/ b (+49) D¥3-91DdwDrwds,

/ D3(D*w)?dx

de onde obtemos, aplicando integracao por partes, a expressao
/ D (lw)Drwds = — / D*2D(ID*w)dx

—(k+3) / D*lwD(DID*w)dz

(k4 3¥k +2) /D31(Dkw)2d1:

t+ 2)(
+(k+3)(k—g J(k+1) [ DD s

k~1
+ [ 3 () D¥-itDiwD was,
ou
k+3 k _ 1 3 k 2 k41 2
/D (lw)DFwdz = —E/D [(D*w) d:v+/Dl(D w)2da
+% [ DUD* )2 + 5;—3 [ DU(D*w)da
—(k+3) / DI(D*'w)?dz
4 3)(k + 2

+ / Z ") D931 DI Druda
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reorganizando os termos, encontramos a expressao

/ D¥3 (1 DFwdr = [% — (k+3)] / DI(D*'w)%dz

1 k+3 (k+3)(k+2
3+ = )4 )

k-1
+ [ Y () D*-lDiwD wds. (3.22)
i=0

O 49 termo de (3.20) pode ser escrito na forma,
k+1 o
/ D**Y(DIDw)D*wdz = / Y (F4) D***-1Di wDkwde
Jj=0
= /Dle+2kawda:
+(k +1) / DAD*'wDrwdz
k 1
+(k—2+—) / D¥(DFw)?dz

k—2
+/Z (k}rl) D231 DIty Drydz,
j=0

ou
/ D*Y(DIDw)D*wdz = % / D3l(D*w)2dz — / DI(D*+1w)2dz
k2 -1 3 k 2
+ / D3(D*w)?de
k—2 ) )
+/ > (1) DR D uds,
J=
ou ainda,
k+1 k _ k_z 37/ ks N2 E+1, 22
D*T(DIDw)D*wdzx = 5 D*l(D*w)*dx DI(D*" w)“dzx

k=2
+/ > (k;'q) DF2=3 DIty D*wdz.  (3.23)
=0
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Nas expressdes (3.22) e (3.23) aparece o termo [ DI(D**!'w)?dz, que pode
ser substituido por

% / D3(D*w)dz + / DAD*lwD**wdz + / DID*'wDF3udz.

Usando isto, substituindo (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.20) e lembrando que
[ D*¥t35wD*wdz = 0, obtemos a expressao.

%/(Dkw)2dz = /(chh + ¢, D) (D*w)%dzx

+ [ es(D*D*w + DID**w) D*wda
k—1
+ 3 [(d;D*1~7h + &;D+3-il) DiwD wde
=0
k-2 ) )
+>° / f;D¥**11 DIty D*wdz
=0

+2 [ D*ND*wds, (3.24)

onde ci, ¢, c3, dj, e; € f; sdo constantes -que dependem apenas de k.
Chamando de pr o segundo membro (3.19), usando esta desigualdade,
segue de (3.24) que

£ [(Dwide < pr [(D*wds + [ les(DUD*20 + DID*u) D ulds
k—1 | o
+ Z / |dek+1—Jh + ejDk+3_]lHD]’LU||Dkw|d:c
J=0
k—2 . .
+2 / |f;D**-I DI w D w|dx + 2/ |D¥N D*w|dz.
=0

Consequentemente, integrando a desigualdade anterior de 0 a ¢, obtemos a
estimativa

/(Dkw)Qda: < ur /Ot /(Dkw)2dz:dt

it S . . .
+3 / / |d; DM 13 h + e; DF+3-11|| Diw| | D¥w|dzdt
5=0"0
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k=2 ot o
+3 [ [15; D5 D" wDru|dedt
5=0"0
rt » L. . .
+/ / lea( D21 D**2w 4 DID**3w) D*~'w|dzdt
0
i
+2 / / | D¥N D*wldzdt. (3.25)
0

As duas somatérias juntamente com os dois ultimos termos que aparecem
em (3.25) podem ser estimados por

oS Ul o] ol vt
2 {0,7

- S| [t
=0 ‘

00,7

{1, |5l + 1 [ s ot

+2[[p*N] [Dtul,

que denotaremos por ap. Assim (3.25) toma a forma,

t
/(D"w)zda: < ar+ pr / /(Dkw)Qd:cdt.
0
Usando o Lema de Gronwall, obtemos a seguinte estimativa
IDRu(t)], < are™.

Entao se assumirmos por hipétese de indugéo que supjg |1 Diw(t)]|, = O(M),
com ¢ — 0, para todo M > 0e 0 < j < k, obtemos, como h, [, e w sao mo-
deradas, a estimativa

sup ”Dkw(t) “ < ceMeThr,
[0.7) 0

Usando as hipéteses do teorema, isto é, que u e v satisfazem a desigualdade
1
sup lu(@)lly < cllogels,

]
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obtemos que

sup “Dkw(t)lln = O(eM), com e = 0, VM. (3.26)
0.7 "

Finalmente usando a equagdo de (3.6), obtemos uma estimativa equiva-
lente a (3.26) para uma derivada qualquer de w. Isto conclui a demonstragao
do teorema. O

A seguir demonstraremos a estimativa (3.11). Observemos primeiramente
que

- supllwx)®ll; < Y supll(ox,)AIE + X supll(vx;): (I3
j=—00 [0, j=—00[0,T j=—00 [0,T]
+.E Supll(vxg')m(t)llﬁ- (3.27)
J=—0 Y :

Para majorar, por exemplo, o termo 322 _ . supjo 7 [[(vwxj)(t)Hg que aparece
no desenvolvimento da tltima parcela do segundo membro de (3.27), diferen-
ciamos a equacdo (3.4) duas vezes em rela¢do a £ com v no lugar de u e ny no
lugar de 0, multiplicamos o resultado por vz;¢;, onde ¢; = x? e, integrando
na variavel z, obtemos a equagao

1d
2 / (D%0)%g;dz + ¢ / (v2Dv)e0 D*0g;dz + ¢ / (DvD?) 40 D?vg;dz+
Cs /(D2vD3v + 2DvD*v + vD%) D> dz — /D7UD2v¢jd:r = /ngcp,-vm.
(3.28)
Usando integracao por partes podemos escrever a seqiliéncia de igualdades
abaixo

/UDSUD2'U(,0jd$ = —/DUD4UD2’L)(,&jd:E— /'UDA'UD3U(,0]'d.’L'
—/vD4vD2v(¢_i)xdx,
e
/D7vD2v<pjdz = —/D%D%cpjda: - /D%D%(c,oj)mda:

= /D511D4U<,9jdx +2/D50D3U(99j)zd17
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+/D5UD2U(90j)zmdx
= —= /(D47J\2(¢J)wd’c——2/(D4v) (¢))odz
3 / D*uD%(¢;)zsdz — / D*vD?5(¢;)cazdz
__/(D“v) )edz + = /D3 () ze2dz
+ / (D*0)*(5)zzad + / D*vD*v(¢;)ozzrdz
- ——/(D“ )odz + 2/ (D*)*(¢;)scadz
~3 /(D2U (¢5)zrez2d.

Usando estes resultados em (3.28), obtemos a expressio

1 .
2;5 /(D2 )i+ /(UzDv)szvgoj + ¢y /(Dszv)szvcpj

+c3 /(D2vD3v + 2DvD*) D*vyp; — c3/D4vaD2v<pj

]

—03/vD4vD3vcpj — q/vD“vD2 2/ (D)

5 1
"—/(Dav 2 ¢j)xzz+ 5/ D2U 2 (f';j TITTT — /n295jvz:r-
Integrando em ¢, em seguida passando ao supremo quando ¢ € [0, T}, usando

imersoes de Sobolev e a desigualdade ab < ¢ +b obtemos, apds tomar a soma
em j, a estimativa

i sup [ (D*o)e; < cHDzv(O)Ilj+cT[s0u7%(llv(t)Ili+Ilv(t)lli+|Iv(t)lli)

+c |Inzllg [lvezllo

onde c é uma constante positiva.

Analogamente podemos majorar os outros termos do 2° membro de (3.27)
encontrando sempre uma estimativa do tipo acima, implicando na desigual-
dade (3.11). i

A demonstragio da estimativa (3.12) é feita seguindo a demonstracao
dada por Ponce da Proposigdo 2.4 em [31] adaptando para o nosso caso, obser-
vando que o termo [ J~1(N)J~!(w)ndz pode ser estimado por ¢, ||N||, llwll,
que é O(e?), ¢ = 0.
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3.2 Coeréncia entre as solucoes.

A proposicdo seguinte, cuja demonstracao usa-se as mesmas técnicas em-
pregadas na demonstragdo da Proposi¢ao 2.2.1, mostra que a condi¢do im-
posta sobre a solugdo u no Teorema 3.1.1 que garante a unicidade de solugdes,
pode ser obtida impondo mais restrigdes sobre o dado g. Este fato serd usado
na demonstragdo do resultado de associacdo Proposigao 3.2.2.

Proposigao 3.2.1 Se ezigirmos que g e suas derivadas até a ordem gquatro
. 1] ~ . ~

sejam do tipo 2-(log)®, entdo existe um representante da solugdo u de (3.4)

satisfazendo a condi¢d@o do Teorema 3.1.1.

Proposicio 3.2.2 Seg € H*(R) com s > 4, entdo a solugio u € Go((0,T) x
R) dada no Teorema 2.1.1 para o problema (2.1) com dado cl(t(g)) em =3
¢ associada & solugdo v € C([0,T] : H*(R)) N L*([0,T] : Ht*(R)), dada no
Teorema 1.2.4.

Prova Consideremos a injegdo ¢ : H-®°(R) — &£y 2[R] dada no Teorema
1.3.1. Segue da desigualdade de Young para convolugao (1.19) que as normas
L% de 1(9):(*), t(g")e(+),- - -, t(g™)c(+) sdo limitadas independente de . Pelo
Teorema 2.1.1, Proposicdo 3.2.1 e Teorema 3.1.1, existe uma tnica solugdo
u € Go((0,T) x R) para a equagdo u; = DG3(u) com dado inicial a classe
representada por ¢(g) em Go(R). _

Esta solucdo tem, por construcdo, como representante a inica solu¢do em
C>([0,T] x R) N L*>([0,T] : H*(R)) da equagdo ;. = DG3(i,) e dado
t(g)e, obtida no Teorema 1.2.2. Claramente ¢(g).(-) = g em H*(R), quando
e — 0. Segue da dependéncia continua dada no Teorema 1.2.4 que a familia
i, converge a v em C([0,T] : H*(R)) N L%([0,T] : Ht%(R)), portanto em

D'((0,T) x R). Isto demonstra a proposigao. O
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Capitulo 4

Solucoes generalizade ; para as
equacoes de Olver, B: nney e
Fisher.

A equagdo do problema (4.1) abaixo foi estuc da por Ponce em [31],
onde ele estabelece um teorema de existéncia loce. e unicidade de solugdes
em C([0,T) : H*(R))NL*([0,T] : HSt*(R)) para o "roblema de Cauchy com
dado em H*(R), para s > 4, ver Teorema 1.2.3.

Nosso objetivo neste capitulo é estabelecer um :zorema de existéncia lo-
cal, e, sob certas condi¢des, de unicidade de solugdes em G2((0,T) x R)) para
o mesmo problema com dado inicial em G5(R). Pz:a a existéncia usaremos
o resultado do Teorema 4.1.1 abaixo, em cuja dem .nstracao usamos o Teo-
rema 1.2.3. Para demonstrar a unicidade basta sez1irmos a mesma técnica
utilizada na demonstracao do Teorema 3.1.1.

Estes resultados sido vélidos também para as ec1agoes de Olver, Benney
e Fisher.

4.1 O problema classico.

O resultado a ser usado na demonstragao do Teorema 4.2.1 é o seguinte
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Teorema 4.1.1 Dado g € Eps[R], com ||gel|, limitado independentemente
de e, eriste T que independe de € e uma tnica solugdo do problema

Ut —+ Cluz :l::l: + CQu ux:x:c uix:t:cz =0 (41)
ut(0,z) = g.(z).

na classe C([0,T): H*(R)). Além disso, temos a segquinte estimativa para a

solugao uf
sup [lu(t)||, = O(e™"), N = N(s), € 0. (4.2)
[0,7]

Prova A demonstragio que faremos a seguir se baseia na demonstragao dada
por Ponce em [31, Lemma 3.5). O Teorema 1.2.3 j4 garante a existéncia de
um T = T(||g.||,) e de uma tnica solugdo do problema (4.1) na classe acima.
Resta mostrar que T é limitado inferiormente por uma constante maior que
zero independente de € e que vale a estimativa (4.2). Omitindo a letra ¢ e
aplicando o método usual de estimativa de energia obtemos, apés derivar a
equagdo em (4.1) k vezes em relacdo a z, multiplicar o resultado por D¥u,
integrar em z e tomar a soma a partir de & = 0 até k£ = s, a seguinte
estimativa

(o) < cllu@l @I + e [ uD*uD**ude.
~Usando a identidade abaixo, obtida por integragao por partes
/ uDSuD**Fudz = 211- / (D*w)?DPudz — g / D*uDuD***udz,
obtemos a desigualdade
Z OI? < cllu(o)l [u@)? +¢ [ D'uDuDudz,  (43)
vélida para qualquer s € Z7.

Usando a desigualdade ab < 67 'a? + §b%, § > 0, obtemos de (4.3), a
desigualdade

S M2 < e (o)l +e8) u(OI? +8 [(DuD™ufdz.  (4.4)
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Para estimar o iltimo termo de (4.4), usamos novamente o argumento da
desigualdade (3.10) para obter a estimativa

/'" /‘((uDs“u)2 + (DuD**?u)?)dzdt
o]

c (,Z sgpn(uxj)a)né) (sm;p [/ (Ds+2u)2xjdxdt) (45)

j=—00

IA

onde x; é como na desigualdade (3.10)

Na demonstragiao do Teorema 3.1.1, usamos a estimativa (3.11), onde a
equacdo envolvida continha o termo u?u,. Seguindo um raciocinio andlogo
ao usado na demonstracao desta estimativa, podemos mostrar também que
a desigualdade

oo

> supll(wx) Ol < UE) =g +¢ [ (@i + Iu(@)Edo; (46)

j==—o0

vale para qualquer solu¢do u do problema (4.1).

Para estimar o segundo fator do segundo membro de (4.5), aplicamos o
operador D* na equacao, multiplicamos o resultado por (D*u)¢é, ¢ € C®(R)
com ¢ e ¢, limitadas e integramos na varidvel z, obtendo assim a expressao

/ D*uD'udds = —c / D*(ugtuze) D*uddz — c3 / D* (wtiges) D° uddz

+ / D’ ugpree D uddz. (4.7)

As integrais acima podem ser escritas nas seguintes formas:

1d
Déu;D* =—— Su)?
/ u D uddr 5 (D*u)*pdz,

/Ds(umuu)Dsugﬁd:c = /DS+2uDuDsu¢dm

+ Z/ (j) D27y DIy Diugdz,
Jj=1

3 1
/Ds(uuzu)Dsud)d:c = —§/Ds+2uDsu(u¢)xd~T+ Z/(DSU)Q(Ud))mzd“’

+s / DS*2uDuD*uddzs

+3 / (j) D3Iy DiyDSugdx
Jj=2
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e
5 )
s+5 s - _Z s+2, 12 e s+1,\2
J/ D*uD'ugds = -2 / (D**2u)*gdo + / (D*H10)? fypada
1 5,,\2

Voltando com estas identidades em (4.7) obtemos, ap6s um rearranjo conve-
niente dos termos e integragao em ¢, a expressao

/0 t / (D**2u)2g,dzdt = %{ / (D*u(0, z))2ddz — / (D*u(t, z))2¢dz
—2(cy + ¢38) /0 t / D2y DuDSugdzdt
i
+3¢, /0 / D**?uDu(ug).dz dt
—%/Ot~/(Dsu)2(u¢)mzdxdt

- i . )
—2¢; 21/0 /(j) DIy DIy DS ugdz dt
J:
$ t . .
—2cy 22/0 / (j) Dst3-iyDiuDSugdzdt
]:

t
+5 /0 / (D**'u)2 gy drdt
t
-] (Dsu)%mmdxdt}.
0
Observando que as somatdrias acima podem ser majoradas por

t
1 2d
C/o( + [[u(o)l) ulo)ll o,
e usando a desigualdade ab < da? + §~1b%, obtemos a estimativa
t t
s+2, \2 -1 2
| [0 ugudndt < e [ (67 +1+1lu(@)],) (o) do
1 s 2 1 s 2
+5/(D u(0, 2))24dz 5/(1) u(t, 7)) ddz
t
+5/ /((Ds“uDu)2 + (uD**?u)?)dzdt
0
t
s+1,12
+ /0 / (D102 ppdudt. (4.8)
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Para estimar o dltimo termo de (4.8) usamos argumentos semelhantes, isto
é, derivamos a equagdo em (4.1) s — 1 vezes em z, multiplicamos o resultado
nor D*~lus) e assim por diante, obtendo a estimativa

[ [ wpyeazde < e [0+ )l fu(o)l do
5/ (D*~1u(0, z)) wdx—5/(Ds lu(t, z))2ydz.

Fazendo ¢, = x, x; = x(z — j), escolhendo v positiva com derivada positiva
tal que |¢zzz| < ¥z € substituindo a estimativa anterior em (4.8), obtemos a
desigualdade

[ [owisar < e [(@67 414 (o)) (o) do
—{% /(D%(O,x))%,-d:c - % /(Dsu(t,x))zqﬁjd:v
+6 | t [(DuD**u)* 1 (uD*uy?)dadt
+3 [0, e - 5 [0t 2))

Escolhendo jp de modo que a quantidade no segundo membro da desigualdade
anterior seja maior que a metade do seu supremo em Z, obtemos de (4.5) e
(4.6), a estimativa

| t J(DuD**u)? + (uD***u)?)dedt

t 1

< WO [ @+ 1+ [u@)) @) do + = [(D'u(0,2))dsds
1
S

1 §— S~
+3/(D (0, )2y, dz — -/ DMt z)) wﬂ,da:} (4.9)

onde U(t) é dado por (4.6). Por hipétese, existe M > 0 tal que

1gell, < M, Ve > 0. (4.10)

t
(D*u(t, z))?¢;,dz + 6 / / (D*+?*uDu)? + (uD**2u)?)dzdt

Tomando é = W’ temos que

(4.11)

]

cd ||gellz <
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que, juntamente com (4.6), nos permite definir T* (dependendo de ¢) por

§)> = % (4.12)

Substituindo (4.12) em (4.9), obtemaos a desigualdade
/ t [(@D**2u)? + (DuD***u)?)dzdt
< 20 { [(67 41+ (o)) (o) do + 5 [(D*u(0,2)) 600
_%/(Dsu(t,x))%jodx + % /(DS‘IUJ(O,ir))zwjod“C
1

-z (Ds'lu(t,x))2¢jodx}.

Integrando a desigualdade (4.4) de 0 a ¢, usando a desigualdade anterior e
reorganizando convenientemente os termos, obtemos que

w1 + 5 [(D*u(t,2)fd0ds + 5 [(D*u(t,2))wsd
< () + 3 [(D*u(0,2))d5dz + £ [(Du(0,2)eds
v (e +[[uo)l,) o)l do

+ [(@67 + 1+ o)) Iuto)]2do (4.13)

A fungdo definida pelo primeiro membro de (4.13) é equivalente a ||u(t)|>. A
desigualdade (4.13) implica portanto na estimativa

t
lu(®)If; < ellu(O)I; + C/O (1 + [[u(0)ll,) lf(o)I]; do. (4.14)
Fazendo s = 4 e usando (4.10), obtemos a seguinte estimativa
t
lu()lls < eM? + C/O (1+ llu(o)ll) llu(o)lls do.
Usando o Lema Gronwall, obtemos que
c c [t
lu(®)ll, < vVeM exp(z) exp(z [ [lu(o)ll; do), (4.15)
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que implica em

Portanto temos que
L exp(~£ [ u(o)lldo) > ~Sv/EM exp(51)
i P T2 449) =73 Pigth
que integrada de zero a t fornece a desigualdade
c [t c
exp(-2 [ Ilu(o)llydo) 2 1+ VeM(1 — exp(51))

de onde conclufmos que, se t < T = 2In(1 + —57)

c [t 1
(5 [ (o)l d9) < f— ey

Usando este resultado em (4.15), obtemos a seguinte estimativa para a norma

()14
1

1 —exp(£t))’

Definindo Ty < T, agora independente de ¢, pela igualdade

(Ol < VM exp(50)

c 1
S0k ey y o exp(St) 2

temos que
sup |[u(t)], < 2v/cM. (4.16)
[07T0]

Se Ty < T* dado por (4.12) temos que Ty e (4.16) fornecem o resultado
desejado para o caso s = 4. Se Ty > T*, por (4.12), (4.11) e (4.16), obtemos
que

N —

=l + 7" sup (o) + 1))

IA

% + c8T*(4eM? + 8¢5 M3),
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o que implica, pela defini¢ao de 4, em

1 —_ * K

>
= 4e(1 + 2¢/cM) ’

m*
AL

isto é, obtivemos uma cota inferior independente de € para T*. Em qualquer
caso seja T = min{T™**, Ty}, vemos que para todo € > 0 as solugdes u® estao
definidas no intervalo {0, 7.

Finalmente, uma estimativa para ||u(t)||, é obtida de (4.14): substituindo
(4.16) em (4.14) temos que

2 2 T 2
[l < ellu()I +c [ (1+2vEM) fu(®ll2 dt,
e, pelo Lema de Gronwall,
c
e, < Ve )l exp ST(1 +2vEM),

para todo 0 <t < T, produzindo o resultado desejado. O

4.2 Solucoes generalizadas.

O teorema seguinte garante a existéncia de uma solugdo para o problema
(4.17), estudado na dlgebra G»((0,T) x R). A unicidade é garantida se exi-
girmos que as solucoes desse problema satisfacam as hipoteses do Teorema
3.1.1.

Teorema 4.2.1 Dado g € G2(R), com g e suas derivadas até a ordem qua-
tro de tipo 2-limitado, eziste T e uma solug¢do u em G5((0,T) x R) para o
problema de Cauchy

Oyu + e;DuD?*u + couD%u — DPu =0 em Go((0,T) x R)

u|g=0y = g em Go(R). (4.17)

Além disso, se ezigirmos que u satisfaca a condi¢do do Teorema 3.1.1, entdo
eriste no mdzimo uma solugcdo em Go((0,T) x R) para este problema.
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Prova Ezisténcia: Seja § um representante de g em &y o[R]. A condicdo
sobre g implica que ||G.||, é limitado independentemente de €. Assim o Teo-
rema 4.1.1 fornece um T e uma tinica solugdo 4, em C([0,T] : H*(R)) para
o problema (4.1) com dado g, satisfazendo a estimativa

sup ||Te(t, )|, = O(e™), M = M(s), € =0,
[0.7]

Temos portanto que @ € Epr2[(0, T)xR]. A funcio generalizada u € Go((0,T) %
R) que tem @ por representante é solucao do nosso problema.

Unicidade: A condi(,;éo imposta sobre g neste teorema implica que g, ¢’
e ¢" sdo de tipo 2-(log)z. Seguindo a mesma técnica empregada na demon-
stracdo do Teorema 3.1.1, podemos concluir o resultado. O

Teorema 4.2.2 O resultado do Teorema 4.2.1 vale para as equag¢des de Olver
(5.1), Benney (3.2) e Fisher (3.3).

Prova Usando o Teorema 1.2.5 e as mesmas técnicas empregadas na demon-
stragdo do Teorema 4.1.1 é possivel mostrar que o resultado do Teorema 4.1.1
ainda vale para as equacdes em consideracdo. A conclusio do resultado é
obtida como na demonstragdo do Teorema 4.2.1. O

A seguir demonstraremos o seguinte resultado de coeréncia com solugdes
cléssicas que, com as devidas modificagbes, vale também para as equagdes de
Olver, Benney e Fisher.

Proposicdo 4.2.1 Seg € H°(R) com s > 4, entdo a solugdo u € Go((0,T) x
R) dada no Teorema 4.2.1 para o problema (4.17) com dado inicial cl(¢(g))
é associada & solugdo v € C([0,T] : H*(R))NL%([0,T] : Ht2(R)), dada no
Teorema 1.2.5.

Prova Consideremos a injecdo ¢ : H-®(R) = Eum2[R], 9 — ¢ * pe, com
p satisfazendo (1.23). Como g € H*(R) e s > 4, segue da desigualdade de
Young para a convolugdo (1.19) que ||g * p||, é limitado independentemente
de €. O Teorema 4.1.1 fornece uma tnica solugdo 4. em C([0,T] : H*(R))
para o problema (4.1) com dado inicial g * p.. A desigualdade (4.16) mostra
que

sup 3.4, < K

3
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Portanto a solugdo u € G»((0,T) x R) para o problema (4.17) com dado
cl(t(g)) dada no Teorema 4.2.1, que tem, por construcio, 4, como represen-
tante, & tnica. Como gxp. — g em H*(R), com € — 0, segue da dependéncia
continua dada no Teorema 1.2.3 que @, — v em C([0,T] : H*(R))NL?*([0,T] :
H%(R)), portanto em D'((0,T) x R), o que conclui a demonstragdo. O

loc
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