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����� ��&�"&�� � ����� �� ����N�
��� 
��� � ��/��� �� K������ �� 
�

����

"���� � ��������� �� ����
��������� � ���� �� 
�!���
��� �@
�&�"D�
�� �� ����

"����

� ��
����
���� �� ����

"����#  ��

����� '�J�� 
�� 
��������� ������ 
��
����� 
�� �

�L���
� �

"������ � 
�� � �L���
� �� ����# ����� ����� 
����
"�� �$�!���� �"/
�� �$���

&



%
�������� +

�"�� �� ����

"���� ���� 
��*�
���� � �� ���" ���
����� ���� �"/������� �� ��
����
����

���� ����

"����� � ��������� 
*����� �� ������ ��
������ @
� '�J 
�� �� 
�� '��������

U. �� �����J /������� �� ����

"��� ���� ��
����
��"� 
�� � �L���
� �

"������ � � ���

/
���� 
��� 
�� ��������� �� ��������� '�J 
�� �� 
�� �����J /������� �� ����

"���

�� '���� �����" �� 1������ ���� ����

"���� 
�� � �L���
� dp� 0 < p < ∞� ������� ���

dp(x, y) = (|x1−y1|p+· · ·+|xn−yn|p)
1

p � ����� x, y ∈ Rn� 
�� x = (x1, ..., xn) � y = (y1, ..., yn)#

2 ��/
��� 
����
"� L ����
��� �� ���
�� ��� 
M��/�� "������� q������# ���
����� 
��

�� 
M��/�� 
��������� �� ����� �������� ��!�� 
� 
��I
��� A ����� @
�"@
��# �� ��/
����

�J���� 
�� !��&� ������
��� ��� 
M��/�� "������� �������� ��!�� 
����� ������ � ��� ��

���
����� �� 
M��/�� "������� q������� I� ������
J���� � ����N�
�� �� (��# 2� 
M��/�� q�

����� ����� ��������� �� �������� 
��I
��� �� 
M��/�� 
������ � �� �����

"��� @
���� q L

������ Zq L 
� 
���� � ����� � 
M��/� q����� ����
� ����� �� ������������ ��� 
M��/��

�������� ��!�� 
�����#  �� �
��� "���� @
���� q ��� L 
� �S���� ������ �"/
��� ������

������������ ����� ��� ��������� 
��� ��� �$���"�� 
� 
��I
��� �� /�������� "����������

�������������#

0���"����� �� ���
���� 
����
"�� ���
����� �� ����

"���� q������ @
� ��� �!����� �� 
M�

��/�� q������ ��"� ������
��� �# ��&����� ������������ ������ ����

"���� �!����� &�� �����

��
��� � '���� �!�������� 
��� ��� �$���"�� �� 
��� �� @
� q L ������ 
����/
���� �!���


�� �����J �� 
� ����

"��� q����� �� '���� �����" �� 1������� ����&��� �� 
�� �����J

�� '���� ������ �� 
M��/� q����� ����
����# ���� �����J �I
�� � ����"��
�� � �"/������ ��

��
����
���� ���� � �L���
� dp �� 
��� �� @
� p = 1� ����������� �� �����
"� �� �����

���/�� �� �"/������ ��� ������ ��
�����# ���
����� ����� 
�� '���� �� �� ��
����
�� 
�


M��/� q����� �� �L���
� �� (�� 
����� 
� ���
���� �� ��
����
���� �� ����

"��� q�����

����
���� � &�
��&����# �$���"��
���� ���� S"���� �!����/�� 
�� � ��
����
���� �� 
�


M��/� �� 3���� 
"����
�#



�������� 	

����
���	
�

����� 
����
"�� �� -���� 1.1 % -���� 1.7 ������
J������ ������?�� !���
�� � ������������

��"�
������� � ����

"����# �"/
��� ��"�� 
��� � ����� �� ����N�
�� � �D� ���� ���"��

����� ���
����� 
�� � �L���
� �

"������# �
��� ��

� L 
��*�
��� �� "������
�� ��!��

������������ �� ����

"���� ���
����� �� �L���
� �� ����# ������ ���

����� '�J�� 
��


��������� ������ ������?�� � ������������ �� �L���
� �

"������ � �� ����# �� -���� 1.8

�$�!������ �"/
�� �$���"�� �� ����

"���� � �� -���� 1.9 ���� �"/������� �� ��
����
����

�� ����

"����# �� ����
����� ��'��D�
��� 
��"�J���� ����� 
����
"� '���� B
℄� B8℄�B
�℄� B
:℄ �

B

℄#

��� ���
��	�
 ���
����	��


��4
���� &6&6 �� �	�
�� 	��� Λ �� Rn � 	� ����
������ �� �!���� 	� 
�� 	��� β =

{u1, u2, ..., um} �� "������ ����
������ ������������� �� Rn� 
�� m ≤ n� �
� #	� x ∈ Λ ��� �

������� ��� x = a1u1 + · · ·+ amum� 
�� ai ∈ Z �
�
 i = 1, ..., m�

�*������ β �� "�
� �� Λ � �"� ��� L S��
�#

��4
���� &6+6 �� 
 Λ ∈ Rn 	� ����
	�
��� ��$����� 
 �������� �� Λ � �����
��� ���

dim(Λ)� � �%���� �� "������ �� 	�
 �
�� β �� Λ�

7��	8�� &6'6 & '��	�
 (�( �����
 
��	�� ������ �� ����
	�
�� Λ 
�� 	�
 �
�� �
�
 ���

{(1, 1), (1, 3)}� ��
 �	��
 �
�� �
�
 � ����
	�
�� Λ � {(1, 1), (2, 0)}�

'
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0�/
�� 
#
T �$���"� 1.3

���8�
���� &626 )(*℄ �� Λ � 	� ����
	�
�� �� �������� n ���
�� ��� 	�
 �
�� β� 	�


�
�� α �� Rn � 	�
 �
�� ����� ����
	�
�� ��� � ������� ��� α ⊂ Λ � 
 �
���, �	�
��
 ��

�
�� [T ]βα �� β �
�
 α � 	�
 �
���, 	�����	�
�� ���� �� ��� ����
�
� ������
� � ��������
���

±1�

��������
���� -�I� [T ]αβ � �����J �
����� �� !��� �� α ���� β# ���� 
��� �"������ ��

!��� β ���� ��� ��
���� 
��� 
��!������ ������� ��� �"������� �� α � &�
��&����� �� �����J��

[T ]βα � [T ]αβ �M ����
�� �������� �������� �� ��� 
����/
����� �� �����
��&�� �������������

���!L� ��� ��������# ���� [T ]βα · [T ]αβ = I� ���� I L � �����J ����������� ����� det([T ]βα) ·
det([T ]αβ) = 1 � ��� det([T ]βα) = det([T ]αβ) = ±1#

.�
����
������� 
��� α L 
�� !��� �� Rn � � �����J �
����� �� !��� β ���� α ����
�

������� �������� ��������� ����� ���� �"������ �� !��� β ���� ��� ��
���� 
��� 
��!������

������� ��� �"������� �� !��� α �� ��������� ���� �"������ �� ����

"��� /����� ��� β

������
� �� ����

"��� /����� ��� α � &�
��&����#

,����.��� &606 �� Λ � 	� ����
	�
�� �� �������� m ≤ n � α � β ��� �
��� �� ����
	�
���

����� 
 �
���, �	�
��
 �� �
�� [T ]βα �� β �
�
 α ��� ����
�
� ������
� � ��������
��� ±1�

��������
���� -� m = n I� ������������# -� m < n� ���� �� �����J�� �
����� �� !���

[T ]βα � [T ]αβ ��� !���� �� ����

"���� ���!L� &�"� [T ]βα · [T ]αβ = I� ����� � ������������ ��


���"���� L ���"�/� � �������� ����� �� ������������ ��  ��������� 
#9#

*"
������� &6:6 -��� #	� 	� ����
	�
�� Λ � 	� �	���	�� 
����"� �� Rn� .� �
���
	�
��

�� u, v ∈ Λ� ����� u+ v � u− v ��� "������ �� ����
	�
���
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 0

�����	� &656 )(/℄ �� Λ � 	� �	���	�� 
����"� ���
���� �� Rn� ����� Λ � 	� ����
	�
���

��������
���� -�I� Λ 
� �
!/�
�� �����&� ���
���� �� Rn#  ��&���� ��� ���
��� ��!�� n

@
� Λ L 
� ����

"���# -�I�� {v} 
� �
!
��I
��� ��$���" "���������� ������������ ��

Λ � r ∈ R� ��" @
� B[0, r] ∩ Λ 
= {0}� �� @
� B[0, r] ������ � !�"� '�
*��� 
������� �� 0 �

���� r# ���� Λ L 
� �
!/�
�� ���
����� ���� !�"� '�
*��� 
������� �� J���� ����
� ������

�"������� �� Λ#  ������ ��
�"*�� ������ z ∈ B[0, r] ∩ Λ� z 
= 0� ��" @
� � ����� �� z ��I�

������ � �
!����
�� v ��� z# (�/�� ���� @
�"@
�� w ∈ Λ ����� w = λz# �/���� �
���*� @
�

�$���� w1 = λ1z ∈ Λ� ��" @
� λ1 ��� ��I� 
� �S���� �������# ���� Λ L �
!/�
�� �����&��

⌊λ1⌋z ∈ Λ� �� @
� ⌊λ1⌋ ������ � ����� ������� ����� �
 �/
�" � λ1� � ����� ���!L�

w′
1 = λ1z − ⌊λ1⌋z = (λ1 − ⌊λ1⌋)z ∈ Λ#

���

‖w′
1‖ = ‖(λ1 − ⌊λ1⌋)z‖ = |λ1 − ⌊λ1⌋|‖z‖ ≤ ‖z‖#

��� ���� 
�������J � ������"����� �� ‖z‖#  �������� @
�"@
�� w ∈ Λ L 
�� 
��!������

������� �� z# (�/� Λ L 
� ����

"���#

�/���� ��I� {v1, ..., vm} 
� �
!
��I
��� ��$���" "���������� ������������ �� Λ� m ≤ n#

-�I� V � �
!������ /����� ��� {v1, ..., vm−1} � ��I� Λ0 = Λ∩V # ����� Λ0 L �
!/�
�� �����&�

���
����� ����� ��� ���
��� L 
� ����

"���# (�/� �$���� 
�� !��� {u1, ..., um′} �� Λ0# ����

�� �"������� v1, ..., vm−1 ∈ Λ0 ����� @
� m′ = m− 1� � ������� �
!����
�� {u1, ..., um′} ���
{v1, ..., vm−1}� �
 �@
�&�"��������� ���
��� @
� ���� �"������ �� Λ0 L 
�� 
��!������

"����� 
�� 
���
������ �������� �� v1, ..., vm−1# -�I� T � �
!
��I
��� �� ����� �� x ∈ Λ ��

'����

x = a1v1 + · · ·+ amvm


�� ai ∈ R� ���� @
� 0 ≤ ai < 1 ���� i = 1, ..., m − 1 � 0 ≤ am ≤ 1# ������ T L "��������

"�/� ����� I� @
� Λ L ���
����# ������ ������� ��
�"*�� 
� x′ ∈ T 
�� � ����� m�L����


���
����� �����
"�� ��/���� @
�

x′ = b1v1 + · · ·+ bmvm#

���������� {v1, ..., vm−1, x
′} L "���������� ������������# -�I� z ∈ Λ� ������� ��
�"*��


���
������ �������� ci ���� @
�

z′ = z − cmx
′ − c1v1 − · · · − cm−1vm−1
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 :

����I� �� T � � 
���
����� �� vm �� z′ ��I� ����� �� @
� bm� ��� ��� ��/���&�#  �"� ��
�"*�

�� x′ ���� 
���
����� ��&� ��� J���� ����� z′ ∈ Λ0# (�/� {v1, ..., vm−1, x
′} /���� Λ � Λ L 
�

����

"���#

���8�
���� &6;6 )0℄ �� ����
	�
�� Λ � ��������

����� 	��
����� ���� �� �
��� ���� "������

#	
��#	�� x, y ∈ Λ� �!���� 	�
 ��������
 φ : Rn −→ Rn �
� #	�1

2�3 φ(Λ) = Λ� �	 �� 
� φ � 	�
 �������
 �� Λ�

2��3φ(x) = y� �	 �� 
� φ 
�� ��
�����"
����� �� Λ�

��������
���� ����� x, y ∈ Λ� ���� � �����"���� ���� ��� φ(v) = v + (y − x)# V 
"���

@
� φ L 
�� ��������� � � 
������� (ii) L ���&��"����� �����'����# �/��� ��I� β = {u1, ..., un}

�� !��� �� Λ# ���� y − x ∈ Λ� �$����� b1, ..., bn ∈ Z ���� @
� y − x = b1u1 + · · ·+ bnun#

���� w ∈ φ(Λ)� �$���� 
� v ∈ Λ ��" @
� φ(v) = w� ����� �$����� a1, ..., an �������� ���� @
�

v = a1u1 + · · · + anun# (�/�� φ(v) = v + (y − x) = (a1 + b1)u1 + · · · + (an + bn)un ∈ Λ#

 ������� φ(Λ) ⊆ Λ#

-�I� r ∈ Λ� ���� z = r − (y − x) ∈ Λ� ����� φ(z) = r − (y − x) + (y + x) = r#  �������

Λ ⊆ φ(Λ) � � 
������� F�G ���!L� L �����'����#

,����.��� &6/6 �� 
 Λ 	� ����
	�
�� � v ∈ Λ� ����� 
 ��
���
��� T (u) = u + v� � 	�


��������
 #	� ��"
 Λ �� Λ�

��������
���� � ���&� ����� 
���"���� L ���"�/� � ���&� �� 
������� F��G �� ����������

��������� !������� �
!����
�� x− y ��� v �� ������������#

2!���&���� @
� � �����"���� L ��������� ���� ����� �� �L���
�� dp� 1 ≤ p < ∞.

��4
���� &6&16 �� 
 {u1, ..., um}� 	�
 �
�� �� "������ �� ����
	�
�� Λ� ���� ui = (ui1, ..., uin)�

�
�
 i = 1, ..., m � m ≤ n � �� 
 x ∈ Λ� 4������ ��
��"�� x �
 
���


x = k1

⎛
⎜⎜⎝

u11

���

u1n

⎞
⎟⎟⎠+ · · ·+ km

⎛
⎜⎜⎝

um1

���

umn

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

u11 · · · um1

���
���

u1n · · · umn

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

k1
���

km

⎞
⎟⎟⎠

���� ki ∈ Z� �
�
 i = 1, ..., m� 5��� �����
 #	� ���� x ∈ Λ � �
 
���
 MvT � ���� M

� 
 �
���, 
	 
 
� 
��	�
� ��� �� "������ �� 	�
 �
�� �� Λ � v = (k1, ..., km) � 	� "����


�� ����
�
� ������
�� & �
���, M ���
���
 

��
 � 
�
�
�
 	�
 	����< �������� ��

����
	�
�� Λ�
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-� 
� ����

"��� Λ ����
� 
�� !��� 

I�� &������ ����
�� ������ �������� ���������

������� �!��� 
�� �����J /������� ���� � ����

"��� �� 
� '������ ����
��" @
� L �
���

S��"#

��4
���� &6&&6 )(6℄ �� 
 H = (hij) 	�
 �
���, n × m� 
�� n ≤ m� 
�� 
��$
������

��������� �� m = n � H � ��� ����	�
�� ��,���� #	� H � 	�
 �
���, �
 ����� ������

�	 
	����	 27-'3 ��1

2�3 H � ���
��	�
� �	������8

2��3 hii > 0� �
�
 ���� i = 1, ..., n8

2���3 hij < hjj� �
�
 ���� i < j�

�� n ≤ m 
 �
���, H �
 
���
 -���
� �� 7������ � �
 
���

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 ∗ ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗
���

���
� � �

���
���

� � � � � �
���

0 0 · · · 0 0 · · · 0 ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

F
#
G

���� 
� %����
� n 
��	�
� 
���
� 	�
 �
���, 7-' �� ����� n�

-� A = (aij) L 
�� �����J n×m� 
�� m ≥ n � 
���
������ �� Z� L �����&�" ��
�������

'�J���� ������?�� �"��������� ��� 
�"
��� �� A, 
�� �����J B �� '���� 
#
# � �����J

H '������ ��"�� S"����� n 
�"
��� �� B ���� 
*����� �� �����J HNF �� A# 2 ��/
����

�"/������ ������ 
��� ��
������ � �����J H # ����������� ��� hij �� 
���
������ �� H �

��� Ai � Hi �� 
�"
��� �� A � H � �����
��&������� � ���� 
� �S���� ���" z ����������� ���

[z] � ⌊z⌋ � ������� ���� ��M$��� �� z � � ����� ������� ����� �
 �/
�" � z� �����
��&������#

 ������	� &6&+6 )(6℄

• 
���� �� &����	
 "
��� n �
�
 i � "
��� m �
�
 k � 
���#	� l = 1�

• 
���� �� �� ����� �� aij� �
�
 j < k� ��� �	���� "���$#	� �� aik < 0� -���� 

��

�	�����	
 
 
��	�
 Ak� ��� −Ak � ����� "9 �
�
 � �
��� 0�

�� 
��	� aij� �
�
 j < k � ��� �	��� "9 �
�
 � �
��� :�

• 
���� �� .�
���
 	� aij ��� �	�� �
�
 j ≤ k #	� ����	
 � ����� "
��� 
����	���

�������� ��� aij0� .����� �� j0 < k� ����	�� 
� 
��	�
� Ak � Aj0� �� aik < 0� �	�����	



 
��	�
 Ak� ��� −Ak � 
���#	� b := aik� ����� "9 �
�
 � �
��� /�



&6& ,�

����
 9�
��	�
���
 ;

• 
���� �� 4
�
 j = 1, ..., k − 1� 
���#	� q := [aij/b] � Aj = Aj − qAk � ����� "9 �
�


� �
��� ;�

• 
���� �� <���#	� b := aik� �� b = 0� ����� 
����	
 � "
��� k + 1 �
�
 k � "9 �
�
 �

�
��� *� <
�� 
����9���� �
�
 j > k 
���#	� q := ⌊aij/b⌋ � Aj = Aj − qAk � ����� "9

�
�
 � �
��� *�

• 
���� �� �� i = l� ����� �
�
 j = 1, ..., m− k+ 1 
���#	� Hj = Aj+k−1 � � 
��������

������
� <
�� 
����9��� 
����	
 "
��� i− 1 �
�
 i� k − 1 �
�
 k � "9 �
�
 � �
��� ;�

*"
������� &6&'6 )(6℄ 4
�
 ��
����
� 
 �
���, 7-' �
 �
���, A $,���� 
���
� ����
�=��

������
� ����� 
� 
��	�
� �� A� > ����?"�� �����
� �
���� #	� 
 �
���, 7-' �� A � %��

�

.����� �� A 
�� 	�
 �
���, 
�� 
��$
������ ��������� 
	 
� 
��	�
� ��� 	� 
�� 	��� ��

���
����� �� 	� ����
	�
�� Λ� 
� 
��	�
� �
 �
���, 7-' �� A ��� 
����
�� 
 %��

 �
�� ��

Λ 
	 
 
 �
���, ���
���
 
���
�
�
 H � 7-'� -� 

�� �� #	� 
 �������� �� ����
	�
�� �

n� 
 �
���, H ���9 ���
��	�
� �	������� 4������ �
���� ����$

� 


������� � 
��������

(�(; � ��
����
�� �
�
 ���� 

��� 	�
 �
���, 7-' �� A ���
��	�
� ��
������

��4
���� &6&26 ��,���� #	� Λ∗ ⊂ Λ � 	� 
�"�����
����� �� Λ� �� Λ∗ 
���
 
�� 	�

����
	�
���

��4
���� &6&06 ��,���� #	� 	� Z��@�	�� M � ��"�� �� ����� r �� �!����� � "������

v1, ..., vr ∈ M #	� ��� ����
������ ������������� ����� Z � �
�� #	� �
�
 ���� v ∈ M ������

v =
∑r

i=1 aivi ∈ M � 
�� ai ∈ Z� �
�
 i = 1, ..., r�

��4
���� &6&:6 ��,���� #	� 	� ��	�� 
����
�� G � ��"�� �� ����� r �� G � 	� Z��@�	��

��"�� �� ����� r�

���8�
���� &6&56 )(/℄ �� 
� G 	� ��	�� 
����
�� ��"�� �� ����� r � H 	� �	���	�� �� G�

.���� G/H � $���� ��� � ������� ��� �����(G) = �����(H)� �� {x1, ..., xn} � 	�
 Z��
��

�
�
 G � {y1, ..., yn} � 	�
 Z��
�� �
�
 H �
�� #	� yi =
∑n

i=1 aijxj� �
�
 aij ∈ Z� i = 1, ..., n�

����� |G/H| = |���(aij)|.

*"
������� &6&;6 )(;℄ �� ����
	�
�� Λ � 	� ��	�� 
����
�� ��"�� � 	� �	������
	�
��

Λ∗ ⊆ Λ � 	� �	���	�� �� Λ� .����� ���
 4��������� (�(A� ����� #	� |Λ/Λ∗| < ∞ ��� �

������� ��� dim(Λ) = dim(Λ∗)� &��� ������ �� M � 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 Λ � N

	�
 �
���, ���
���
 �
�
 Λ∗� �!���� 	�
 �
���, 
�� ����
�
� ������
� A �
� #	� N = AM �

&���� ����� #	�



&6& ,�

����
 9�
��	�
���
 /

|Λ/Λ∗| = |���(A)| = |���(N)|/|���(M)|

���8�
���� &6&/6 )(*℄ �� 
� Λ 	� ����
	�
�� n����������
� � M 	�
 �
���, ���
���
 ��

Λ� ��$�
��� � 
�� 	���

DΛ = {x ∈ Rn : 〈x, z〉 ∈ Z, ∀z ∈ Λ}�

B���� #	� DΛ � 	� ����
	�
�� n����������
� 
�� 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 ��� (M−1)t�

��������
����  ������������ ������� @
� �� u = (M−1)tw� 
�� w ∈ Zn� ����� ���� 
�

z ∈ Λ� ������� ��
��&�� z �� '���� z = Mv� 
�� v ∈ Zn � �����

〈u, z〉 = 〈(M−1)tw,Mv〉 = vtM t(M−1)tw = vtw ∈ Z#

(�/� u ∈ DΛ#

�/���� �� 
�"
��� �� �����J (M−1)t ��� "���������� �������������� ���� M L 
�� �����J

��� ���/
"��# (�/�� ����� 
�"
��� '����� 
�� !��� �� Rn# � i�L���� 
�"
�� �� (M−1)t L

���� ��� Ci := (M−1)tei� i = 1, ..., n � ��"� @
� ��������� �
��� �"� ������
� � DΛ# �����

��I� y ∈ DΛ� 
��� y ∈ Rn � {C1, ..., Cn} L 
�� !��� �� Rn� ����� y = k1C1 + · · ·+ knCn =

(M−1)tk� ���� k = (k1, ..., kn) ∈ Rn# U
������ ������� @
� k L 
� &���� 
�� ��������

��������# ���� y ∈ DΛ� ����� 〈y, z〉 ∈ Z� ���� ���� z ∈ Λ# ������ ���� �� &������ �� Λ ��

'���� Mei� i = 1, ..., n# (�/�� ���� 
��� i = 1, ..., n �����

〈y,Mei〉 = 〈(M−1)tk,Mei〉 = etiM
t(M−1)tk = eti(M

−1M)tk = etik = 〈ei, k〉 = ki ∈ Z.

 ������� DΛ = {y ∈ Rn : y = (M−1)tk, k ∈ Zn}� �
 ��I�� DΛ L 
� ����

"��� n�����������"


�� �����J /������� (M−1)t#

��4
���� &6+16 C 
�� 	��� DΛ ��$���� �
 4��������� (�(D� � 
�
�
�� �� �	��
�����

���� �� ����
	�
�� Λ � � �����
��� ��� Λ⊥�

��4
���� &6+&6 ��,���� #	� 	� ����
	�
�� Λ � ���� ���� �� Λ = Λ⊥�

7��	8�� &6++6 <�������� � ����
	�
�� Λ = Z2� 
�� �
�� {(1, 0), (0, 1)}� C ����
	�
�� �	
�

�� Λ � Λ⊥ = Z2� �	 �� 
� Z2 � 	� ����
	�
�� 
	�� �	
��



&6+ )����< �� ���	 � �����	�
�
�� �� ����
����� &1

��� ��	��� 
� ���� � 
�	�������	� 
� ��	�
���
�

��4
���� &6+'6 �� 
� Λ 	� ����
	�
�� � M 	�
 �
���, ���
���
 �� Λ� 
 �
���, M tM =: G

� 
�
�
�
 	����< �� ���	 �� ����
	�
�� Λ�

*"
������� &6+26 -��� #	� 
� ij�����
� ����
�
� �� G ��� �
�
� ���� ����	�� �������

2	�	
�3 〈vi, vj〉� ���� vi� �
�
 i = 1, ..., m ��� �� "������ �
 �
�� �� ����
	�
��� � #	� G

� 	�
 �
���, �������

� 
���� G �	
��
 ��
���
�=�� �����

� ������
���� ����� 
 �
��

��
�����
�

���� 
� ����

"��� ����
� �������� !���� ��'�������� ����
� ���!L� �����J�� /��������

��'������� � 
����@
��������� �����J�� �� 3��� ��'�������� ���������� � ������������ ��


��� 
�� ��"�� �M ������� �� ����

"���# V � @
� ������ � ��/
���� ���
"����#

���8�
���� &6+06 )0℄ �� 
� A � B �	
� �
���,�� ���
���
� �� 	� ����
	�
�� Λ� �����

G := ATA � G′ := BTB ����	�� � ����� ��������
����

��������
���� ���� A � B ��� �����J�� /�������� ���� � ����

"��� Λ� �$���� 
�� �����J

U ��" @
� B = AU � ��"� ��"������ 
#8 det(U) = ±1# �����

det(BtB) = det(AtU tAU) = det(At)det(U t)det(A)det(U) = det(AtA).

��4
���� &6+:6 ��$����� � �����	�
�
�� �� Λ � �����
��� ��� det(Λ) 
��� � ������

���
��� �� 	�
 �
���, �� E�
� #	
�#	�� �� Λ�

��4
���� &6+56 ��,���� #	� 	� ����
	�
�� Λ � �������
� �� ����	�� 	�
 �
�� β 
�� "������

���� 
 ���� �������
���

*"
������� &6+;6 �� Λ � 	� ����
	�
�� �������
�� ��� ����	� 	�
 �
���, �� E�
� ��
���
�

� � ��������
��� �� ����
	�
�� ���9 � ����	�� ��� ��������� �
 ��
���
� ����
 �
���,�

�� �/��� �� ������ ���!�"*������ 
�� ����

"���� �� �������� n �� Rn#

��� ������ ���
����	��

��4
���� &6+/6 ��
 ������ ��
��	�
��� F �� 	� ����
	�
�� Λ � 	� �	�
�� 	��� 
��


�
�� �� Rn #	� �
�����
 Rn� ���� �� ���
��� 
@��
� �� F ��
���
�
�
� ����� "������ v ∈ Λ�


�����	���� 
����� ���� Rn �� 
���
 #	� ���� �
������� �	 ��� �F� �������
��� �	 �� ������

��
�
� 
���
� �� ������



&6' !����� ��
��	�
��� &&

��4
���� &6'16 �� 8���������8� ��
��	�
��� � � 
�� 	���

P = {θ1u1 + · · ·+ θnun : 0 ≤ θi ≤ 1� �
�
 ���� i = 1, ..., n}�

����� β = {u1, u2, ..., un} � 	�
 �
�� �� 	� ����
	�
�� Λ� �	 �� 
� � � �
�
�����?���� n�

���������
� ���
�� ���� "������ �
 �
�� �� ����
	�
�� Λ�

*"
������� &6'&6 C "��	�� �� 	� �
�
�������� 
	��
����
� vol(P ) � �
�� ���� ��������

�
��� �
 �
���, ���
���
 M �� ����
	�
�� )0℄� &����� det(Λ) = det(G) = det(M tM) =

det2(M) = (vol(P ))2.

���8�
���� &6'+6 )(*℄ C �
�
�������� 
	��
����
� � 	�
 ������ 
	��
����
��

��������
���� V 
"��� @
� P L '�
*���� ����� !���� ���&�� @
� ������� �� ����"���� P+v =

{x + v : x ∈ P}� ���� v ∈ Λ� 
�!����� ���� � Rn �� '���� @
� ���� "����"*�� �
 ��� �D�

�������
��� �
 �� �������
��� ������ �� !����#

-�I� ⌊a⌋ � ����� ������� �� �S���� ���" a� ���� L� ⌊a⌋ ∈ Z � 0 ≤ a−⌊a⌋ < 1� ����� ���� 
���

&���� v =
∑n

i=1 aiui �� Rn� ���� ui ���� i = 1, ..., n ��� �� �"������� �� !��� �� ����

"����

�����
∑n

i=1 aiui =
∑n

i=1⌊ai⌋ui +
∑n

i=1(ai − ⌊ai⌋)ui.

����
∑n

i=1⌊ai⌋ui ∈ Λ �
∑n

i=1(ai − ⌊ai⌋)ui ∈ P � ��/
� @
� Rn =
⋃

v∈Λ v + P #

2 �������� �� v + P L � 
��I
���

int(v + P ) = {v +
∑n

i=1 biui : 0 < bi < 1}.

-�I�� x ∈ Rn � v1, v2 ∈ Λ ���� @
� x ∈ int(v1 + P ) ∩ int(v2 + P )# ����� �$�����

ai, ..., an, bi, ..., bn ∈ Z � αi, ..., αn, β1, ..., βn� 
�� 0 ≤ αi, βi < 1� i = 1, ..., n� ��" @
�

x =
∑n

i=1 aiui +
∑n

i=1 αiui � x =
∑n

i=1 biui +
∑n

i=1 βiui#

���� {u1, ..., un} L !��� �� Rn� ����� ai − bi + αi − βi = 0 ���� i = 1, ..., n# ������ 
���

ai − bi ∈ Z � 0 ≤ |αi − βi| < 1� ����� ai = bi � αi = βi� �
 ��I�� v1 = v2#

 �������� ���*
� ����� �� �������� �� v + P ���� ����� �� �������� �� �
��� ����"���

u+ P #

7��	8�� &6''6 <�������� � ����
	�
�� Λ 
�� �
�� {(0, 1), (2, 1)}� -
 '��	�
 (�;� ����� �

�
�
�������� 
	��
����
� P 
���
�� ����� �� "������ �
 �
�� �� ����
	�
�� Λ � � �
�����
�

����� �
�� ���
� ��
���
�=�� �� P ��� "������ �� ����
	�
���



&62 !����� �� =���
�� &+

P

0�/
�� 
#�T  ���"�"����� '
��������" �� ����

"��� Λ#

���8�
���� &6'26 )0℄ C "��	�� �� #	
�#	�� ������ 
	��
����
� �� 	� ����
	�
�� Λ � ������

� ������

��� '������ � ������������ ����� ���
"����� @
� ���� ��� ��
������� �� B�℄#

��4
���� &6'06 �
��� x, y ∈ Rn, 
 ����G�
�
 �
 ���
 ����� x � y � ��$���
 
��� d(x, y) =
∑n

i=1 |xi − yi|, ����� x = (x1, ..., xn) � y = (y1, ..., yn).

�� @
� ��/
�� 
�����
������ � ������
J�� 
��
����� � ���
"����� ��"�
������� � ����

"����

� @
���� ��&�"&���� � ����� �� ����N�
��� ������ @
� �����&�"� '������ 
�� 
���������

��� �L���
�� �

"������ � �� ����#

��� ������ 
� �������

��4
���� &6':6 & ������ �� =���
�� �� 	� ����� v ∈ Λ � � 
�� 	���

R(v) = {x ∈ Rn : d(x, v) ≤ d(x, u)� �
�
 ���� u ∈ Λ}�

 ��� 
�� �L���
� ���
J��� ��� 
�� ����� ‖ · ‖ �� Rn� ������� ����
��&�� � ��������

�
��� �� ��/
���� �������T

R(v) = {x ∈ Rn : ‖v − x‖ ≤ ‖u− x‖� ���� ���� u ∈ Λ}#

���� L � 
��� ��� �L���
�� �

"������ � �� ����# �� @
� ��/
� 
������������� ������ ��

�L���
�� ���
J���� ��� ������ �� Rn#



&62 !����� �� =���
�� &'

���8�
���� &6'56 )0℄ �� 
 v ∈ Λ� ����� #	�

R(v) = v +R(0) = {v + x ∈ Rn : x ∈ R(0)}.

��������
���� +����

R(0) = {y ∈ Rn : ‖y‖ ≤ ‖w − y‖, ∀w ∈ Λ}

-�I� Tv : Rn → Rn � �����"���� ���� ��� Tv(k) = k + v. +������ 
� x ∈ R(0)� �����

‖v − Tv(x)‖ = ‖v − (x+ v)‖ = ‖x‖ ≤ ‖w − x‖ = ‖w − Tv(x) + v‖ = ‖u− Tv(x)‖, ���� ����
u ∈ Λ# (�/� Tv(x) = x+ v ∈ R(v)� �
 ��I�� v +R(0) ⊆ R(v)#

�/��� ��I� y ∈ R(v)#  ������ ��
��&�� y �� '���� y = v + k� ���� k = y − v ∈ Rn#

��������� @
� k ∈ R(0)# �� '����

‖k‖ = ‖v − (k + v)‖ = ‖v − y‖ ≤ ‖w − y‖� ���� ���� w ∈ Λ#

�����

‖k‖ ≤ ‖w − y‖ = ‖w − v + k‖ = ‖r + k‖, ���� ���� r ∈ Λ#

(�/� k ∈ R(0) �� ��������� R(v) = v +R(0)#

� ���������� �
��� ��� ��J @
� R(0) L 
�� ��/��� '
��������" �� ����

"��� Λ� I� @
�

��"� �������� �"� L '�
*��� � ���� @
�"@
�� ����� u ∈ Rn �
 ���� ����� ���� ���� ��M$��� ��

�"/
� &���� v ∈ Λ �� ����� 
���� u ∈ R(v) = v+R(0)� �
 ���� ����� ���� % ����� ����N�
��

�� ��'������� ������ �� ����

"��� � ����� 
��� ������
� �� !���� 
��
� ��� ��/�?�� ��

K������ ������ ������# ������ �� ��/�?�� �� K������ ��� ������ �� ����

"��� "����"*��

���� Rn#

�� ������ n�����������" �

"������ �� ��/�?�� �� K������ �� 
� ����� v ∈ Λ ��� ���

"������ n������������� '�
*���� � 
��&�$�� ������������ ��"� �������
��� �� �����������

������������ ��� *�����"���� 

I�� ������ �@
������� �� v � ��� ������ ������ �� ����

�

"���# �� �L���
� �� ���� �� ��/�?�� �� K������ �� 
� ����

"��� ����� ��� ��� ��"������

n������������� 
��&�$��#

7��	8�� &6';6 �
��� ���� ������ x = (0, 0) � y = (2, 3)� � 
�� 	��� ��� ������ #	� �����

H ����
 ����G�
�
 �� x � y �
� �����

� �	
����
�
 � �
 ���
 ��� �
��� ���
� $�	�
� �


������
 � �
 ��#	���
� �����
��"
������
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0�/
�� 
#OT ���I
��� ��� ������ @
� ����� % ����� ����N�
�� ��� ������ x � y ��� �L���
��

�

"������ � �� ����#

7��	8�� &6'/6 -
 '��	�
 (�/� H ��#	���
 ������ 
� ����=�� �� I������ �� ���
��� 
 �����



�	
����
�
 � H ������
� 
� ����=�� �� I������ �
 �����

 �
 ���
 �� ����
	�
�� ��!
���
� �
��

���
 �
�� {(1, 0), (1/2,
√
3/2)}�

7��	8�� &6216 -
� '��	�
� (�0� H ��#	����
 ����� 
� ����=�� �� I������ �
 �����

 �	�


����
�
 � H ������
� 
� ����=�� �� I������ �
 �����

 �
 ���
 �� ����
	�
�� Λ #	� ��� ���

�
�� {(1, 4), (0, 3)}�

*"
������� &62&6 .����
 
� ����=�� �� I������ �� 	� ����
	�
�� �
 �����

 �	
����
�
 �

�
 �����

 �
 ���
 �� 
� ��
�������� ���
 4��������� (�:/� ��
� ����	�� � ����� "��	���

���� 
��
� ��� ����=�� 
	��
����
���

��� ���
�
�
� 
� ����
�	����	� 
� �� ��	�
���
�

� ��������� �� ����
�������� �� 
� ����

"��� Λ L � ��������� �� ������ 
�!���� ��"�


���� �� ��'���� � ����� ���� ���I
���� 
�������� �� ������ �� Λ 
�� � ����� ���� �����&�"#

���� 
��
���� ���� ����������� ��"�
������ �� 
"����
� ���!"��� �� ����
�������� ��'L��
�

@
� 
������� �� ���
�!��� � ��"*�� '���� �� ������!
�� ��'���� �� ���� r �� Rn �� ���� @
�T

F�G �
�� ��'���� @
���@
�� ����� �����I� ������ �� ��@
�� �� 
� ����� �� W
��
�X �
 ���

����
�� ���������� �"/
���

F��G ���� �����I� �� ��'���� ��I� � ���� ����� �����&�"� ���� L� �

�� � ����� ������ �����&�"#
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0�/
�� 
#9T .�/�?�� �� K������ �� ����

"��� *�$�/���" 
����������� �� �L���
� �

"������

� �� ����#

 ������ ���
��&�� 
� ����
�������� �� ��'���� �� Rn ����
��
���� ������ �� ��
�


������ � � ���� ��� ��'����# U
���� �� 
������ ��� ��'���� '����� 
� ����

"��� ��J����

@
� � ����
�������� L 
� ����
�������� ����

"���#

�$����� &����� ����&��?�� ���� �� ��
������ �� ����
��������� ����

"���� n�������������


�� �"�� ���������# ��L � ����&� �������� �"� �
���� ��� '���"��� �� ����

"���� An� Dn

� En @
� �!��������� !��&������ ���� ������� � �D� 
���������D�
�� 
�� �� ���/�����

�� <�!������J�K��# �� �������� 24 � ����
�������� �� ����

"��� ���
� Λ24 ��� 
��

���������� 
���$�� 
�� � /�������� *����!M"�
� � 
�� � �"/�!�� �� (��# ����
���������

����

"���� �D� ��"�
��?�� ������� �� +����� ��� �S������ ����"
��� �� �@
��?�� ���'��������

�� 3�������� ��� �S����� � ��� ���!"���� ��
�������� �� 
��
��
���� ��/���"# ����
����

������ ��������������� �D� ��"�
��?�� �� U
���
�� �� 0���
� � �� 5��"�/�� B
:℄# �� '����

/���"� % ������ @
� � �������� 
���
� � ��������� �� ����
�������� �� ����

"��� ��
���
�#

7��	8�� &62+6 & '��	�
 (�* �����
� H ��#	���
 � H ������
 � ���

��
����� �� ��
��
� �


�����

 �	
����
�
 � �
 ���
� �����
��"
������ �� ����
	�
�� {(2, 5), (0, 4)}

 ������ �&�"��� � @
�� ����� L 
� ����

"���� 
��������� � &�"
�� �� 
�� ��/��� ��

K������ R(v) �� 
� ����� v ∈ Λ 
�� � &�"
�� �� ����� !�"� '�
*��� 
������� �� v @
�

�"� 
���L�#
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"��� Λ 
����������� �� �L���
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"������ � ��

����#
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4

0�/
�� 
#:T ����
�������� ����

"��� ��� �L���
�� �

"������ � �� ����

��4
���� &62'6 �� 
 d 	�
 �����

 �� Rn� <�
�
��� �� ���� �� �	8�
���	�
�� ��

	� ����
	�
�� Λ � "
���1

ρ = max{r : Bd[0, r] ⊂ R(0)},

���� Bd[0, r] �����
 
 ���
 
�
�
�
 �
 �����

 d �� 
����� 0 � �
�� r�

7��	8�� &6226 <�������� � ����
	�
�� �� .!����� (�/L� -
 '��	�
 (�A� H ��#	���
 �����


 �
��� ���
 �	
����
�
 ����?"��� ������ �
 ������ �� I������ �
 �����

 �	
����
�
 �� �����

(0, 0) � H ������
 
 �
��� ���
 �
 ���
 ����?"�� ������ �
 ������ �� I������ �� ����� (0, 0)

�
 �����

 �
 ���
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0�/
�� 
#;T ����� !�"� �

"������ � �� ���� �����&��� ������ �� 
�� ��/��� �� K������ ��

����

"��� Λ �� �$���"� 
#9	

��4
���� &6206 �� 
 d 	�
 �����

 �� Rn� & ����� ������ η �
 �����

 d �� 	�

����
	�
�� Λ ⊆ Rn � ��$���
 ���

η = min{d(x, 0) : x ∈ Λ, x 
= 0}�

C� "������ �� ����
	�
�� Λ #	� �
���

,�� 
 ����
 �?���
 ��� 
�
�
��� �� �	���	� �	

����� �������

#�	� &62:6 �� 
 d 	�
 �����

 �� Rn � Λ 	� ����
	�
��� ��$�
���

ρ = �9!{r : Bd(u, r) ∩Bd(v, r) = ∅, u, v ∈ Λ}.

B���� ρ = ρ� ���� ρ � � �
�� �� ���

��
����� �� ����
	�
���

��������
���� ��������� � !�"� '�
*��� Bd[0, ρ]# �������� @
� Bd[0, ρ] ⊂ R(0)# �� '����

�
���*� @
� Bd[0, ρ] � R(0)� "�/� �$���� x ∈ Bd[0, ρ] ��" @
� ‖x‖ ≥ ‖x − v‖� ���� �"/
�

v ∈ Λ# ������ x ∈ Bd(0, ρ)∩Bd(v, ρ)� ���� ‖x−v‖ ≤ ‖x‖ ≤ ρ# ��� ���� 
�������J � ��������

�� ρ# ������ Bd[0, ρ] ⊂ R(0) � ��"� ��$���"����� �� ρ ��/
� @
� ρ ≥ ρ#

�/��� 
��� � ��/��� �� K������ �� 
� ����� v �� ����

"��� ���� ��� ���� ��� R(0)+v�

������� 
��������� ρ = ��${r : Bd[v, r] ⊂ R(v), v ∈ Λ}. -
���*� @
� �$����� u, v ∈ Λ

� 
� x ∈ Rn ���� @
� x ∈ Bd(u, ρ) ∩ Bd(v, ρ)# ��� ����� x ∈ Bd(u, ρ) ⊂ R(u) � x ∈
Bd(v, ρ) ⊂ R(v)� "�/� x ∈ R(u) ∩ R(v)# ���� �� ��/�?�� �� K������ �� �����
�
��� ������

�� �
� '��������� x ������
� % '�������� �� R(u)� "�/� @
�"@
�� !�"� �!���� 
������� ��

u ����
� ������ �� R(u) � ������ �� Rn − R(u)# �� �����

"��� � !�"� Bd(u, ρ) ����
�
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������ �� Rn −R(u)� ��� ���� 
�������J � �������� �� ρ# (�/� Bd(u, ρ)∩Bd(v, ρ) = ∅ � ��

��$���"����� �� ρ ����� ρ ≥ ρ#  �������� ρ = ρ#

���8�
���� &6256 )(D℄ �� 
 d 	�
 �����

 �� Rn � Λ ∈ Rn� C �
�� �� ���

��
����� ρ

� ���
�� �
 ����
 �?���
 η �� Λ �
 �����

 d�

��������
���� -�I�� u, v ∈ Λ� u 
= v � r =
η

2
. -
���*���� @
� x ∈ Bd(u, r) ∩ Bd(v, r)#

 �� 
� "��� ����� d(u, x) + d(x, v) ≥ d(u, v) = d(u − v, 0) ≥ η#  �� �
��� "��� �����

d(u, x)+ d(x, v) < r+ r = η� � @
� L 
�� 
����������# (�/�� ����� Bd(u, r)∩Bd(v, r) = ∅#

��������� @
� r =
η

2
L � ����� ���� �����&�" ���� 
� ����
�������� ����

"���# -� r >

η

2
�

��I� u ∈ Λ ��" @
� d(u, 0) = η� ����� ���� w = u/2 ∈ Rn ����� d(w, u) = d(w, 0) =
η

2
< r�

��� ���� L 
�� 
����������� ���� �������� @
� w ∈ Bd(u, r)∩Bd(0, r)#  �������� r = ρ#

��4
���� &62;6 ��$����� 
 ��

����� �� 	� ����
	�
�� Λ �� Rn ���

∆(Λ) =
vol(Bd[0, r])

vol(R(0))
.

 �"�  ��������� 
#O9 � � 2!���&���� 
#O
� ����� vol(R(0)) = vol(P ) = (det(Λ))1/2� �����

P � ����"�"����� '
��������" �� Λ� "�/�

∆(Λ) =
vol(Bd[0, r])

(det(Λ))1/2
#

������ � ��������� ������� ������ �� 
�� !��� � �� ����� ������ �� Λ# ���� '�
�"��� !���

����� � 
�"

"� �� ��������� �� ����

"���� I� @
� �� �����
� ���������� � ��/��� �� K������

�� 
� ����

"��� L 
� ���!"��� ���� ���&��"#

2 &�"
�� �� 
�� !�"� n−����������" �� ���� r L ���� ��� Vnr
n� ���� Vn L � &�"
�� ��

!�"� 
�������# B
:℄#

 ��� � ����N�
�� �

"������ � &�"
�� �� ��'��� 
������� L ���� ��� B
:℄T

Vneucl
=

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

πn/2

n
2
!
, �� n L ����

2nπ(n−1)/2((n− 1)/2)!

n!
, �� n L �����#

F
#�G

 ��� � ����N�
�� �� ���� � &�"
�� �� ��'��� 
������� L ���� ��� B
8℄T

Vnsoma
=

2n

n!
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7��	8�� &62/6 <�������� � ����
	�
�� ��!
���
� 
�� 
 �
�� {(1, 0), (1/2,
√
3/2)}.

B���� #	� 
 �	
 ������
�� �
 �����

 �	
����
�
 � �
 ���
 ��� �
�
� ���

∆eucl(Λ) =
π/4√
3/2

≃ 0, 9069 � ∆soma(Λ) =
1/2√
3/2

≃ 0, 5773.
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���� &6016 ��$����� 
 �	������	 �	 
	���� �� 	� ���

��
����� ����
	�
�� Λ

���

δ =
∆

(det(Λ))1/2
=

ρn

(det(Λ))1/2
,

����� ρ � �
�� �� ���

��
������

���� � &�"
�� �� !�"� 
������� n�����������" L 
��*�
���� � ���
�� �� ����
���������

����

"���� ���� ��� ���
J��� �� 
�"

"� �� ��������� �� 
�����#

K������ �� -���� 
#;#
 @
�� �� 
������������ � �L���
� �

"������� �� ����
�������� 
�

����

"���� � ��&� ����

"��� ����
��� � ����� ��������� �� ��������� ��� � ����� ����

��� �
����
�� �� 
������������ � �L���
� �� ����#

�� ! ���� 
� 
�"��	���

 ������ 
��������� � ���!"��� �� ���� �� 
�!���
�� 
��� � �
�" �� ���!"��� �� ���� ��

����
��������# 2 @
� �� ����I� L� ���� 
� ����

"���� ��
������ 
� ���� ��" @
� � 
����

�� ��'���� �� ����� ���� 
�������� ��� ������ �� ����

"��� 

!�� ���� � Rn � � ���������

�� ����� ��!�������� ��� ��'���� ��I� � ����� �����&�"#

��4
���� &60&6 �
��� 	� ����
	�
�� Λ �� Rn � 	�
 �����

 d� 
�
�
��� �� ���� ��


�"������ �� ����
	�
�� � "
���

ζ = min{r : Rn ⊆ Λ+Bd[0, r]}.

 ��� 
� !�� ����
�������� ���

����� 
� ����

"��� @
� ��$���J� � ���� �� ��/���

�� Rn 
�!���� ��� ��'����� ��� �
��� "���� ���� 
�� !�� 
�!���
�� ���

����� 
� ����

�

"��� @
� ������J� � ���� ��� ��/�?�� I
��������� �� 
�!���
��#  ��� ����� � @
���� 
��


�!���
�� L ��"*�� �� @
� � �
��� ����� �������� ����� 
�� ��$� ���"�/� � ��������� ��

����
��������� 
*����� �� ������
�� �� 
�����	�
#

��4
���� &60+6 �� 
 d 	�
 �����

� Λ 	� ����
	�
�� �� Rn � ζ � ��	 �
�� �� 
�����	�
 �


�����

 d� 
 ��

����� �� 
�"������ θ �� ����
	�
�� Λ � �
�
 ���
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θ =
vol(Bd[0, ζ ])

(det(Λ))1/2
=

Vnζ
n

(det(Λ))1/2
�

����� Vn � � "��	�� �
 ���
 n����������
� 	���9��
�
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√
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�� �� 
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 ����� ����
	�
�� �� ���
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� �	
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 � �
 ���
 ��� �
�
�

�����
��"
������ ���

θeucl(Λ) =
π

2
� θsoma(Λ) = 2

0�/
�� 
#6T .��� �� 
�!���
�� �� ����

"��� Z2

*"
������� &6026 )(;℄ �� ζ � τ ��� �� �
��� �� 
�����	�
 �� 	� ����
	�
�� Λ �
� �����

�

�	
����
�
 � �
 ���
� �����
��"
������ ����� ����� ζ ≤ τ ≤ √
nζ�

��# ��	�
���
�
 �$��%����	�


��4
���� &6006 �� 
 d 	�
 �����

 �� Rn� ��
 
���

��� ϕ �� Rn � 	�
 ��������
 �


�����

 d ��� �
��� x, y ∈ Rn� ����� d(x, y) = d(ϕ(x), ϕ(y))�

��4
���� &60:6 ���� ����
	�
��� Λ1 � Λ2 ��� ����� �-������
��
 �
 �����

 d �� �!����

	�
 ��������
 ϕ : Rn → Rn � 	� �%���� ��
� ������"� λ �
�� #	� (λϕ)(Λ1) = Λ2. ��,����

#	� λ � 
 ��<�� �� 
�	����
�� �� Λ1 �
�
 Λ2� M	
��� λ = 1 ��,���� #	� �� ����
	�
���

��� 
����	������
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����� ����
	
��
� ��	���
����� �� �����
� �	

������

�� ���������� �� ������ �

"������ Rn ��� ����� ��� �����?�� �� ����� �� W�����X n − 2

������������� ��Y�$?�� �� ����� �� W�"����Zn− 1 ������������� �����"��?�� � 
�������?��

������ B�
℄# � �����J �� 
�� ������� �
 �� 
�� ��Y�$�� L 
�� �����J ����/���"� �
 ��I��

L 
�� �����J ��� ���/
"�� O� ��" @
� OTO = OOT = I. V '�
�" &����
�� @
� 
�������?��

�� �����J�� ����/����� ���!L� ��� �����J�� ����/������ ������ ���� ��������� �

"������ ϕ

���� ��� ��
���� 
���

ϕ(x) = O

⎛
⎜⎜⎝

x1

###

xn

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝

c1
###

cn

⎞
⎟⎟⎠

���� O L 
�� �����J ����/���" � xt = (x1, ..., xn), c
t = (c1, ..., cn) ∈ Rn#

���� �����'�����?�� ����/����� "�&�� !��� �� !���� �����?�� � ��Y�$?�� "�&�� 
� �����



"��� �� 
� ����

"��� �� �� c L 
� &���� �� ����

"���� ��"� ����"���� 
#R � ����

"���

Λ′ := Λ + c� ����"����� ��� c� L 
� ����

"���# ���� ���
�������� Λ′ L � ��M���� ����

"���

Λ# �/���� �� c ��� L 
� &���� �� ����

"��� ��� L &������ @
� � 
��I
���

S = {v + c, v ∈ Λ}

L 
� ����

"���#

�� '���� �� S '���� 
� ����

"���� S ����� 
� �
!/�
�� ���
���� �� Rn� ����� ����� u, v ∈ Λ�

�� &������ u+ c � v + c ������
����� � S �� ��������� (u+ c)− (v + c) = u− v ∈ S# (�/��

u−v = z+c ���� �"/
� z ∈ Λ# ��� �������� @
� c = u−v−z ∈ Λ� � @
� L 
�� 
����������#

��
���� @
� �� �L���
� �

"������ �� ���������� �� ����

"���� ��� ����� ��� �����?���

��Y�$?��� �����"��?�� ��� &������ �� ����

"��� � � 
��������� ������ ��D�# ���� �� �����"��

�?�� ��� &������ �� ����

"��� "�&�� � ����

"��� �� ��M���� ����

"���� ������� 
���������

�� ���
�� �� ����

"���� �@
�&�"����� �� �L���
� �

"������ ������ �� �����?�� � �� ��Y�$?��#

���8�
���� &6056 )0℄ �� Λ1 � Λ2 ��� ����
	�
��� �#	�"
������ �
 �����

 �	
����
�
� �����

�!����� �
���,�� �� E�
� G1 � G2 �� Λ1 � Λ2 �����
��"
����� � 	� �%���� ��
� ������"� λ

�
�� #	�

�3 G2 = λ2UTG1U, ���� U � 	�
 �
���, 	�����	�
�8

��3ρ2 = λρ1� ����� ρ1 � ρ2 �
��� �� ���

��
����� �� Λ1 � Λ2� �����
��"
������

���3∆(Λ1) = ∆(Λ2)�
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��������
���� �G -� A L 
�� �����J /������� �� ����

"��� Λ1� 
��� Λ1 � Λ2 ��� �@
�&��

"������ �$����� 
� λ ∈ R ������&� � �����J�� U 
�����
"�� �M ����/���"� ���� @
� � �����J

λMAU L � �����J /������� �� Λ2# ������

G2 = (λMAU)T (λMAU) = λ2UTATMTMAU = λ2UTATAU = λ2UTG1U #

��G -�I�� ϕ 
�� ��"�
���� ����/���" � λ ∈ R ������&�� ���� @
� (λϕ)(Λ1) = Λ2# ���� v ∈ Λ1�

����� @
� ‖λϕ(v)‖2 = λ‖v‖2.  �� �
��� "���� �$���� 
� x ∈ Λ2 ��" @
� ‖λϕ(v)‖2 = ‖x‖2� "�/�
‖x‖2 = λ‖v‖2# ������ �� ρ1 � ρ2 ��� � ���� �� ����
�������� � ∆1 � ∆2 ��� �� ����������

�� Λ1 � Λ2 �����
��&������� �����

min{‖x‖2 : x ∈ Λ2}
2

=
min{λ‖v‖2 : v ∈ Λ1}

2
=

λmin{‖v‖2 : v ∈ Λ1}
2

� ��� � ���� �� ����
�������� �� λ2 L ρ2 = λρ1#

���G ��� �� ������ �����?�� �� ������������ �� ���� F�G � ��
������� @
� �����J�� 
���

���
"���� �D� � ������������ �/
�" � ±1� �����

det(Λ2) = det(λ2UTG1U) = λ2ndet(UTU)det(G1) = λ2ndet(Λ1)#

���

∆2 =
Vneucl

ρn2
(det(Λ2)1/2

=
Vneucl

(λρ1)
n

λn(det(Λ2)1/2
= ∆2#

+���� 
�� ��
����
� �� ���� � ��  ��������� 
#8;� �� ���������� �!��$�#

���8�
���� &60;6 )(*℄ �� 
� Λ1 � Λ2 ����
	�
���� �� �!����� �
���,�� �� E�
� G1 � G2 ���

����
	�
��� Λ1 � Λ2 �����
��"
������ �
�� #	� G2 = λG1� ����� �� ����
	�
��� ��� �#	�"
������

�
 �����

 �	
����
�
�

��������
���� -�I�� β1 = {u1, ..., un} � β2 = {v1, ..., vn} !���� ��� ����

"���� Λ1 � Λ2 ��

@
��� �� �����J�� �� 3��� G1 � G2� ���� @
� G2 = λG1� ����� ����
�����# ������ � ��"�
����

"����� T : Rn → Rn� ������� ��� T (ui) =
1

λ
vi L 
�� ��������� ��" @
� (λT )(Λ1) = Λ2#

�� '���� 
��� G2 = λ2G1� ����� λ2〈ui, uj〉 = 〈vi, vj〉� ���� i, j = 1, ..., n# ������ ����

u = a1u1 + · · ·+ anun ∈ Λ1� �����
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‖T (u)‖22 = 〈T (u), T (u)〉
= 〈a1T (u1) + · · ·+ anT (un), a1T (u1) + · · ·+ anT (un)〉
= 〈a1

1

λ
v1 + · · ·+ an

1

λ
vn, a1

1

λ
v1 + · · ·+ an

1

λ
vn〉

=
n∑

i,j=1

aiaj
1

λ2
〈vi, vj〉

=
n∑

i,j=1

aiaj
1

λ2
.λ2〈ui, uj〉

= 〈u, u〉
= ‖u‖2.

(�/�� ����� u, v ∈ Λ1 �����

d(T (u), T (v)) = d(T (u)− T (v), 0) = d(T (u− v), 0) = ‖T (u− v)‖2 = ‖u− v‖2 =
d(u− v, 0) = d(u, v)#

 �������� T L 
�� ���������#

�/���� ���� x = a1u1 + · · ·+ anun ∈ Λ1� ����� @
�

(λT )(x) = λ[(1/λ)a1v1 + · · ·+ (1/λ)anvn] = a1v1 + · · ·+ anvn ∈ Λ2.

(�/� (λT )(Λ1) ⊆ Λ2#

� ���� y = b1v1+· · ·+bnvn ∈ Λ2� ������� w = b1u1+· · ·+bnun ∈ Λ1� �!����� (λT )(w) = y#

������ 
��
"
���� � �/
�"���� (λT )(Λ1) = Λ2#

-�I� Λ L 
� ����

"��� 
�� !��� {u1, ..., un}# ���� 
�� ������� R L 
�� �����'�������

����/���" �"� "�&� !��� �� !��� � ����� 
����������� � �L���
� �

"������� R(Λ) ���!L�

L 
� ����

"��� 
�� !��� {T (u1), ..., T (un)}# -���� R 
�� ���������� �� ����

"���� Λ �

Λ′ = R(Λ) ��� �@
�&�"������ "�/� ����
�� � ����� ���������� ���� L� 
�� ������� ����

���&� � ��������� �� 
� ����

"��� �� �L���
� �

"������� ��� � ����� ��� �
����
� ��


������������ � �L���
� �� ����#

����� ����
	
��
� ��	���
����� �� �����
� �� �
��

����I���� ��!�� @
��� ��� �� ���������� �����&��� �� Rn �� ��"���� % �L���
� �� ����#

���8�
���� &60/6 )(;℄ �� f : Rn −→ Rn � 	�
 ��������
 
�� 
 �����

 �
 ���
� �����

f = a+ φ� ���� a ∈ Rn � φ � 	�
 ��������
 �
 �����

 �
 ���
 �
� #	� φ(0) = 0�

��������
���� +������ a = f(0) � φ(x) = f(x)− a# +���� @
�
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d(φ(x), φ(y)) = d(f(x)− a, f(y)− a) = d(f(x), f(y))

� φ(0) = f(0)− a = 0#

���8�
���� &6:16 �� φ : Rn −→ Rn � 	�
 ��������
 ����
� 
�� 
 �����

 �
 ���
� �����

φ(ei) = ±ej � �� i 
= j ����� #	� φ(ei) 
= φ(ej)� �
�
 ���� 1 ≤ i, j ≤ n�

��������
���� ���� φ : Rn → Rn L ��������� "������ d(φ(ei), 0) = d(φ(ei), φ(0)) =

d(ei, 0) = 1� i = 1, ..., n� "�/� φ(ei) ������
� �� !���� �� Bsoma[0, 1]# -
���*� φ(e1) 
= ej �

���� ���� j = 1, ..., n# ����� �$����� ��"� ����� �
�� �������� ��� �
"�� �� &���� φ(e1)#

-�I� φ(ej) = (aj1, ..., ajn)� ���� ���� j = 1, ..., n# ��������� @
� �$����� k, j ∈ {1, ..., n}�
k 
= j� ���� @
� φ(ek) � φ(ej) ����
�� 
�� ������� ��� �
"� �� ����� �������#

-� �"/
� φ(ej)� j 
= i� ��&�� 
�� ������� ��� �
"� �� ����� ������� �� φ(e1) ���� '����#

�/���� �� ���� ��� �
����
�� ����� n−2 �����?�� ���� &����
�� �� ������ n−1 &������ �$�����

���� 
�� 
�� ������� ��� �
"� �� 
��
�# ���� ����� &������ ��� ����� ��� �
"��� ����

�
����
�# ������ ��I�� k, j ∈ {1, ..., n}� k 
= j� ���� @
� φ(ek) � φ(ej) ����
�� 
�� �������

��� �
"� �� 
��
�� ���� L� �$���� i ��" @
� aki = aji 
= 0#  �"� ����/
�"���� �����/
"�� ���

��� |a+b| ≤ |a|+ |b| � � �/
�"���� &�"� ��� � ������� ��� ab ≥ 0# +���� ���� 
���� � ���"����#

• -� aki(−aji) < 0� ����� |aki + (−aji)| < |aki|+ | − (aji)| � �����

2 = d(ek, ej)

= d(φ(ek), φ(ej))
n∑

l=1,l �=i

|akl + (−ajl)|+ |aki + (−aji)|
n∑

l=1,l �=i

|akl|+ |(−ajl)|+ |aki|+ |(−aji)|

< 2,

� @
� L 
�� 
����������#
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• -� aki(−aji) > 0� ����� akiaji < 0� ��� ����� |aki + aji| < |aki|+ |aji| � �����

2 = d(ek,−ej)

= d(φ(ek), φ(−ej))

=
n∑

l=1,l �=i

|akl + ajl|+ |aki + aji|

<
n∑

l=1,l �=i

|akl|+ |ajl|+ |aki|+ |aji|

< 2,

� @
� L 
�� 
����������# (�/� ��� ������� ��� �
�� �������� �� 
��
�� � @
�

���"�
� @
� φ(ei) �M ���� ��� 
�� ������� ��� �
"�� φ(ei) = ±ek � φ(ei) 
= φ(ej)� ��

i 
= j� ���� ���� 1 ≤ i, j ≤ n#

�� ���������� ���
����� ��  ��������� 
#:	 ��� ��"�
��?�� ����/������ 

I�� �����J�� ����

�
�� �� 
��� 
�"
�� ������� 
�� ������� ��� �
"� �/
�" � ±1# ����� �� ��"�
��?��

����/����� 

I�� �����J�� ����
�� � '���� @
� �
�!���� �� ���
��&�� 
�������� 
�� 
��

�����"���� ��� ���������� �� Rn 
�� � �L���
� �� ����# �� '���� L �����&�" ������� @
� �����

��� �� S��
�� ���������� �� Rn �� �L���
� �� ���� B�	℄# ��� �� ������ �!���&��?�� @
�

�J���� ���� �� ���������� �

"������� �� ����

"���� 
�� �������� %� �����"��?��� �� ���
��

�� ����

"���� �@
�&�"����� 
�� � �L���
� �� ����� ��� �������/������ ������ %� ����������

����� ��"�  ��������� 
#:	#

*"
������� &6:&6 & 4��������� (�0A 
�����	
 ����� "9���
 �
�
 ����
	�
��� �#	�"
������

�
 �����

 �
 ���
� & ��������
��� �
 ���������� �
�
 
 �����

 �
 ���
 � 
�9���


H 
���
 �
�
 
 �����

 �	
����
�
� ����� ��
���9��� 
���
� �	�
� 
� ����
��  9 #	� 
�

��
��
���
�=�� �������
�� ���
���
� �
 4��������� (�*L �
���� ������"
� 
 ����
 �
 ���
�

�� 

��� �� x ∈ Rn� ������� ��
��"�� x �
 
���
 x = x1e1 + · · · + xnen � ����� φ(x) =

x1φ(e1) + · · ·+ xnφ(en)� '
,���� 	�
 �������
��� �
� 
������
�
� �� φ(x) �����

φ(x) = (±xk1)e1 + (±xk2)e2 + · · ·+ (±xkn)en,

���� ki ∈ {1, 2, ..., n} � �� i 
= j� ����� xki 
= xkj� B��
��� 
� ����
� �
 ���
 �� x � φ(x)�

�������

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| =
n∑

i=1

|±xki| = ‖φ(x)‖1 .
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�	
����
�
�

��������
���� -�I� φ : Rn → Rn 
�� ��������� �� �L���
� �� ����� ����� ei 
= ej ��� �

������� �� Φ(ei) 
= Φ(ej)� "�/�

deuclid(φ(ei), φ(ej)) =
√
2 = deuclid(ei, ej).

V 
"��� @
� �� ei = ej � ����� deuclid(φ(ei), φ(ej)) = deuclid(ei, ej). ��
���� @
� φ L 
��

��������� "����� �� �L���
� �

"������#

7��	8�� &6:'6 )(;℄ <�������� � ����
	�
�� Z2 
�� 
 �����

 �
 ���
� B���� #	� �	


������
�� �� ���

��
����� �
 �����

 �
 ���
 � △soma (Z2) =
22(1/2)2

2!
=

1

2
= 0, 5�

&���
 �� 
 R 	�
 ���
��� �� 45 ��
	� �� ����� �
 ������� & ������
�� �� R(Z2) �


�����

 �
 ���
 � △soma (R(Z2)) =
22(

√
2/2)2

2!
= 1 #	� � �9!��
 �� �	
 ���������

-
 '��	�
 (�D ����� H ��#	���
 � H ������
 �����
��"
������ �� ���

��
������ �
 ���

���

 �
 ���
 �� ����
	�
�� Z2 � �� ����
	�
�� R(Z2)�

0�/
�� 
#RT ����
�������� ��� ����

"���� Z2 � R(Z2)

*"
������� &6:26 C .!����� (�*:� �����
 #	� 
 ��
?���

 �
 4��������� (�*; ��� "
��� ��



��� � ����
	�
�� Z2 � � ����
	�
�� Z2 ���

���
�� ��� 45 ��
	�� ��� �#	�"
������ �
 �����



�	
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�
� �
� ��� ��� �#	�"
������ �
 �����

 �
 ���
� ���� �� 
����� 
 ������
�� ��

���

��
����� �
 �����

 �
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	�
��� ����
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�
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������� &6:06 & 4��������� (�06 �
���� ��� � "9���
 �
�
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	�
��� �
 �����

 �
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9
�� "���$

� #	� �� ����
	�
��� �� .!����� (�*: ����	�� 
 ����
 �
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 �� ����
�����
 +5

�� E�
�� �
� � ����� 
��	����� 	�
�� �
 �����"
��� 

��
 �����
 #	� ����� ����
	�
���

��� ��� �#	�"
������ �
 �����

 �
 ���
�

��& '(�����
 
� ��	�
���
�


����� ����� ���
��&������ �"/
�� ����

"���� ����������� � �
�� ������������# � ����
���"

��'��D�
�� L B
:℄#

����� �� ����
	
��
� 
���

� Zn

2 ����

"��� 
S!�
� Zn L � 
��I
���

Zn = {(x1, ..., xn) : xi ∈ Z, i = 1, ..., n}

� �����J /������� ����� ����

"��� L � �����J ���������� �� ����� n� "�/� ��
 ��������

����� L �/
�" � 1# �� �L���
� �

"������ � �� ���� � ����� ������ L 1 � �� &������ �� �����

������ ��� (0, ...,±1, ..., 0)# 2 ���� �� ����
�������� L ρ =
1

2
# �� �L���
� �

"������ �

���� �� 
�!���
�� L
√
n

2
= ρ.

√
n# � ��������� ��� �L���
�� �

"������� � �� ���� L ����

��� ∆ = Vn2
−n� ���� ��&���� 
��������� Vn 
��� � &�"
�� �� !�"� 
������� n−����������"

�� 
��� �L���
�# � � ��������� �� 
����� �� ��!�� �� �L���
�� L δ = 2−n# �� ��/�?��

�� K������ �� �L���
� �

"������ � �� ���� ��� �/
��� � �D� � '���� �� *����

!��# 2

����

"��� Zn L �
�� �
�"#

�� �������� 2 �
� &����� ����
������ ��� 45 /��
� ��������� � ����� ��������� �� �����


�������� � � ����� ��������� �� 
�!���
�� �����&��� �� �������� � ��!�� ��� �/
��� � 1#

���� ���@
� � ��/��� �� K������ �� ����

"��� � �� !�"�� �� ���� ρ � ζ 
���
����#

����� �� ����
	
��
� An

2 ����

"��� An L � 
��I
���

An = {(x0, x1, ..., xn) ∈ Zn+1 : x0 + · · ·+ xn = 0}#

2!���&� @
� ��� 
����� n+1 
����������� ���� ������ � ����

"���An @
� ���� �� *�����"���
∑

xi = 0#

��� �����J /������� L ���� ���
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 �� ����
�����
 +;

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 · · · 0

1 −1 0 · · · 0

0 1 −1 · · · 0

0 0 1 · · · 0
###

###
###

###

0 0 0 · · · −1

0 0 0 · · · 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2 ��
 ������������ L n + 1# �� �L���
� �

"������ � �� ����� �� ������ �������

���
√
2 � 2� �����
��&������� � �� &������ �� ����� ������ ��� ����� �� ����
���?�� ��

(1,−1, 0, ..., 0)# 2� ����� �� ����
�������� �� �L���
� �

"������ � �� ���� ��� ρ =
1√
2
� 1�

�����
��&������# 2 ���� �� 
�!���
�� �� �L���
� �

"������ L ζ = ρ(2a(n+1−a)/(n+1))1/2�

���� a L � ����� ������� ��
n + 1

2
B
:℄#

2 ����

"��� *�$�/���"� �������� ��� �$���"�� 
#OR � 
#9R L �@
�&�"���� �� �L���
� �
�


"������ �� ����

"��� A2# �� '���� � ����

"��� *�$�/���" ���� ��� /����� ��"�� &������ (1, 0)

�

(
−1

2
,

√
3

2

)
� ��@
���� @
� � ����

"��� A2 L /����� ��"�� &������ (−1, 1, 0) � (0,−1, 1)�

����� �
�� �����J�� �� 3��� ������ !���� ����� ����
����� ���
(

1 −1
2

−1
2

1

)
= (

√
2)2

(
2 −1

−1 2

)

���� � �����J �� ��@
���� L � �����J �� 3��� �� ����

"��� *�$�/���" � � �� ������� L

� �����J �� 3��� �� ����

"��� A2# ������ ��"�  ��������� 
#86� ����� ����

"���� ���

�@
�&�"����� �� �L���
� �

"������#

2 ������������ �� ����

"��� *�$�/���" L �/
�" �
3

4
# �� �L���
� �

"������ �
� �����

������ L η = 1� �� &������ �� ����� ������ ��� (±1, 0) �

(
±1

2
,±

√
3

2

)
, � ���� �� ���

��
�������� L ρ =
1

2
, � ��������� �� ����
�������� L ∆ =

π√
12

� � ���� �� 
�!���
�� L

ζ =
2ρ√
3
# 2 ����

"��� *�$�/���" ����
� � ����� ��������� �� ����
�������� �� ��������

�#

����� �� ����
	
��
� Dn

2 ����

"��� Dn� ���� n ≥ 3 L ������� ���
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 �� ����
�����
 +/

Dn = {(x1, ..., xn) ∈ Zn : x1 + · · ·+ xn L ���}�

�
� ���� �� �
��� ����� Dn L �!���� 
�"������ �� ������ �� Zn �"������������ �� &����"*�

� !���
�� 
��� �� 
� ��!
"���� �� $����J � ��/���� ������ �� ������ &����"*��� ��� ����

Dn �� &�J�� L 
*����� �� ����

"��� 
��
K��
��#

��� �����J /������� �� Dn L ���� ���
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 1 0 · · · 0

−1 −1 1 · · · 0

0 0 −1 · · · 0
###

###
###

###

0 0 0 · · · −1

0 0 0 · · · −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2 ������������ �� Dn L 9# �� �L���
� �

"������ � �� ���� �� ������ ������� ��� η =
√
2 �

2� �����
��&������� �� &������ �� ����� ������ ��� ����� �� ����
���?�� �� (±1,±1, 0..., 0)�

� ���� �� ����
�������� �� �L���
� �

"������ � �� ���� ��� ρ =
1√
2
� 1� �����
��&������#

�� �L���
� �

"������ � ��������� �� 
����� L δ = 2−(n+2)/2, � � ���� �� 
�!���
�� L ζ = ρ
√
2#

2 ����

"��� D3 L �@
�&�"���� � A3 �� �L���
� �

"������ � L 
��*�
��� ���!L� ���

����

"��� 


��
������� 
	��
# �� �L���
� �

"������� D3, D4 � D5 ��� �� ����
���������

����

"���� ���� ������ �����&��� �� �������� 3, 4 � 5#

����� �� ����
	
��
� E6, E7 � E8

2 ����

"��� E8 L � 
��I
���

E8 = {(x1, ..., x8) : ���� xi ∈ Z �
 ���� xi ∈ Z+
1

2
,
∑

xi L ���}

��� �����J /������� ���� E8 L
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�����
 '1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 0 0 0 0 1/2

0 1 −1 0 0 0 0 1/2

0 0 1 −1 0 0 0 1/2

0 0 0 1 −1 0 0 1/2

0 0 0 0 1 −1 0 1/2

0 0 0 0 0 1 −1 1/2

0 0 0 0 0 0 1 1/2

0 0 0 0 0 0 0 1/2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2 ������������ �� E8 L 
# �� �L���
� �

"������ � �� ����� �� ������ ������� ��� η =
√
2

� 2� �����
��&������� �� ����� �� ����
�������� ��� ρ =
1√
2

� 1� �����
��&������# ��

�L���
� �

"������ � ��������� L ∆ =
π4

384
≃ 0, 2537� � ��������� �� 
����� L δ =

1

16
� � ����

�� 
�!���
�� L ζ = ρ
√
2 = 1 � � ��������� �� 
�!���
�� L θ =

π4

24
≃ 4, 0584# 2 ����

"���

E8 L �
�� �
�" � ����
� � ����� ��������� �� �L���
� �

"������ �� �������� 8#

2!����� �� ����

"���� E7 � E6 � ������ �� ����

"��� E8 �� ��/
���� '����T

E7 = {(x1, ..., x8) ∈ E8 : x1 + ... + x8 = 0} �

E6 = {(x1, ..., x8) ∈ E8 : x1 + x8 = x2 + · · ·+ x7 = 0}

2 ������������ �� E7 L �# �� �L���
� �

"������ � ����� ������ L η =
√
2� � ���� ��

����
�������� L ρ =
1√
2
� � ��������� �� ����
�������� L ∆ =

π3

105
≃ 0, 2953� � ���������

�� 
����� L δ =
1

16
� � ���� �� 
�!���
�� L ζ = ρ

√
3 =

√
3

2
.

H� � ����

"��� E6 ����
� ������������ �/
�" � 3# �� �L���
� �

"������ ���� ����

"���

����
� ����� ������ η =
√
2� ���� �� ����
�������� ρ =

1√
2
� ��������� �� ����
��������

∆ =
π3

48
√
3
≃ 0, 03729� ��������� �� 
����� δ =

1

8
√
3
� ���� �� 
�!���
�� ζ = ρ

√
8/3.

����� ����

"���� ���������� � ����� ��������� �� ����
�������� �� �L���
� �

"������

�� �
�� ������?�� 7 � 6 �����
��&������#

��) ��
�
�*
�+�� �� ��	�
���
�


���� 
� ����

"��� n�����������"Λ� 
�� �L���
� d ��Rn � 
� ����� z ∈ Rn� ��
����
��

� ����

"��� Λ 
���������� � ��
������ � ����� �� Λ ���� ��M$��� �� z� �
 ��I�� ��
������

x ∈ Λ ��" @
�
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d(x, z) = min{d(y, z) : z ∈ Λ}.

���� ���!"��� L 
��*�
��� 
��� <������ I�
��� F�K G# � ���

"���� �� ����"&�� ���� ����

!"��� L ��
������ ���� &���� ���� ��M$��� ��� ��� @
� ��
����� � 
���"�$����� �� 
�� !
�
�

�$�
���&�# �"/
�� ����

"���� 
��*�
���� @
� ���������� 
���
�������
�� ����
���� ����
��

�"/������� ��M����� �� ��
����
���� ���� � �L���
� �

"������� 
���� ��� �$���"�� �� �����



"���� Zn� Dn � E8#  ��� ����

"���� /������ � ������� ��� �"/������� �� ��
����
���� ���

���
����� �� �L���
� �

"������� ��� �
��� ��

�� �"/������� �� ��
����
���� �� �L���
�

�� ���� ��� 
��*�
����# �� B9℄ � B

℄ L ����������� � �"/������ $8���� ��
���
� ����

��
����
���� �� ����

"���� �� �L���
� �

"������ @
� 
�� � '�������� QR � �� <�����KJ�

�����
��&������� �� �����J /������� �� ����

"���# ����� '������?�� ��� ����� ��� ��"�
��

��� % �L���
� �� ����� ���� �� ��
����� �� �"/������ �"�� ����� ����
����� % ������������

����
��
�� �� �L���
� �

"������# �� B
�℄ � B
℄ L ����������� 
�� ��������� �� ������

��
����� 
��� 
� �L���� �� ��
����
���� �� ����

"���� ���� � �L���
� �� ����# �����

����� �������������� � ������ ��
����� 
����� � '�������� QR B9℄ � � ��������� �� ������

��
����� ���� � �L���
� dp� 1 ≤ p < ∞ B
�℄#

����� ������ ��
��	
� �� �����
� �	

������

� ����� !���
� �� �"/������ ������ ��
����� L !������� ����"��T ��I� Λ 
� ����

"��� m�

����������"� 
��m ≤ n � z ∈ Rn# 2 �"/������ 
������� �� ���

��� �� ������ �� ����

"���

Λ @
� ����� �� 
�� ��'��� �

"������ �� ���� R �� ����� �� &���� ���� z# ����� '����� �

������ �� !
�
� �
� ���
J��� � ��� 
����/
����� �� 
���
���?�� ��
��������# �"�������� �

����� �� ����

"��� Λ ���� ��M$��� �� z ������ ����� ��'���� ���� � ����� ���� ��M$��� ��

���� � ����

"���#  ��� ��"�
�� � �L����� ����� �
�� @
���?�� � ����"&��T

&> & ��
���
 �� �
�� R #

-� R '�� �
��� /������ �!�D���� �
���� ������ �� ����

"��� ������ �� ��'���#  ��

�
��� "���� �� R '�� �
��� ��@
���� ��� L /�������� � �$���D�
�� �� 
� ����� �� ����

"���

������ �� ��'���# �� 
�������� ���
��" L � ���� �� 
�!���
�� �� ����

"���� ��� @
� ����

����

"���� /����� ��� L �
��� '�
�" �� ��� ��
�������# ��� �
��� ��
�"*� ���� R ����

��� '���� 
����� � ��������&� �� 5�!��# -� A L 
�� �����J /������� ���� � ����

"��� Λ �

r̂ ∈ Rm L � ��"
��� ���� � �������

Ar = z�
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 '+

������ � ��������&� �� 5�!�� L ���� ��� [r̂]� �� @
� [a] ������ � &���� 

I�� �� �������� ���

�� �S����� �������� ���� ��M$���� ��� �����
��&�� �������� �� a ∈ Rm# ������ ������� �

���� R = ‖A[r̂]− z‖2� /��������� � �$���D�
�� �� ��"� ����� 
� ����� �� ����

"��� ������

�� ��'��� 
������� �� z 
�� ���� ����� � ��!��� A[r̂]� B9℄#

+> .�
����
� �� ������ �� ����
	�
�� ������ �
 ��
��


2 ������ ��
����� ��� ����"&� � �������� @
������ ��� �"� ����?� 
� �"/������ ��
�����

���� ����"&�� � ��/
���#

���� 
� ����� x ∈ Λ� ����� x = As� ���� A L � �����J /������� �� ����

"��� � s ∈ Zm�

����� �� ������ �� ����

"��� @
� ����� �� 
�� ��'��� n�����������" �� ���� R � 
����� z

�� �L���
� �

"������ ��� ����� ��� x = As ��" @
� s ∈ Zm �

‖z − As‖22 ≤ R2. F
#OG

 ��� ������!��� � ���!"��� �� �
!���!"����� L �
��� S��" 
��������� � '�������� QR ��

�����J A� ���� L� 
���������

A = Q

[
R

0(n−m)×m

]
F
#9G

���� R L 
�� �����J m × m �����/
"�� �
������ � Q = [Q1 Q2] L 
�� n × n �����J

����/���"� 
�� Q1 � Q2 ������������� �� ��������� m � m − n 
�"
��� ����/����� �� Q�

�����
��&������# -����� @
� 
�� �����J n × m ��� ����� �/
�" � m� L �����&�" '������"�

�� '���� ���
���� B
O℄#

.�
������� @
�� 
��� Q L ����/���"� ����� QtQ = I � Qt =

[
Qt

1

Qt
2

]
���!L� L 
�� �����J

����/���"#  �������� Qt ������&� � ����� �

"������# ������ � 
������� F
#OG ���� ���

��
���� 
���

‖z − As‖22 =
∥∥∥∥∥z − [Q1 Q2]

[
R

0

]
s

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

[
Qt

1

Qt
2

]
z −

[
R

0

]
s

∥∥∥∥∥

2

2

= ‖Qt
1z − Rs‖22 + ‖Qt

2z‖
2
2 ≤ R2

����� '����� �������� � !
�
�� s ∈ Zn ��" @
�

∥∥Qt
1z − Rs

∥∥2
2
≤ R2 −

∥∥Qt
2z
∥∥2
2
. F
#8G

��"�
���� y = Qt
1z � (R′)2 = R2 − ‖Qt

2z‖
2
2� ������� ����
��&�� � ����/
�"���� 
���

m∑

i=1

(
yi −

n∑

j=i

ri,jsj

)2

≤ (R′)2 F
#:G



&6/ ��
���4
���� �	 ����
�����
 ''

���� ri,j L � ij�L���� ������� �� R# �$�������� � "��� ������� �� ����/
�"���� �
���

�!�����

(ym − rm,msm)
2 + (ym−1 − rm−1,m−1sm−1 − rm−1,msm)

2+

· · ·+ (y1 − r1,1s1 − r1,2s2 − · · · − r1,msm)
2 ≤ (R′)2 F
#;G

���� � �������� ����� ������� ������ �� sm� � ��/
��� �� sm � sm−1 � ����� ��� ������#

 �������� 
�� 
������� ��
������� ���� @
� As ����I� �� ��'��� L @
�

(ym − rm,msm)
2 ≤ (R′2)

� ���� 
������� �M &�"� �� sm ����&�� �� ��/
���� �����&�"�
⌈−R′ + ym

rm,m

⌉
≤ sm ≤

⌊R′ + ym
rm,m

⌋
F
#6G

���� ⌈a⌉ � ⌊a⌋ ������� � ����� ������� ����� �
 �/
�" � a � � ����� ������� ����� �
 �/
�"

� a� �����
��&������� ���� a ∈ R#

�/���� ���� 
��� sm �����'�J���� 
#;� �������� (R′)2m−1 = (R′)2−(ym−rm,msm)
2 � ym−1|m =

ym−1 − rm−1,msm� ����� (ym−1 − rm−1,m−1sm−1 − rm−1,msm)
2 ≤ (R′)2m−1 ��� � ������� ���

sm−1 ���� �� �����&�"�
⌈−R′

m−1 + ym−1|m

rm−1,m−1

⌉
≤ sm−1 ≤

⌊R′
m−1 + ym−1|m

rm−1,m−1

⌋
. F
#RG

 ��
������ �� '���� ���"�/� ���� sm−2 � ����� ��� ������ ��L �!������ s1 �� ��� 
�����

/
����� ����� �� ������ �� ����

"��� �� '���� As @
� �����'�J�� F
#OG#

����� ������ ��
��	
� �� �����
� dp� 1 ≤ p < ∞
0�J���� 
�� �����
���� �� ������ ��
����� 
"����
�� ������� �!��� 
�� ���L
�� �� /����

��"�J���� �� �"/������ ���� � �L���
� dp� 1 ≤ p < ∞� ���� � 
��� �� @
� � ����

"��� Λ L


� ����

"��� n�����������" �������# ����� ���� &������ x, y ∈ Rn � �L���
� dp L ���� ���

dp(x, y) = (|x1 − y1|p + · · ·+ |xn − yn|p)
1

p .

� ����� 
�����" �� �"/������ ���� ��
������ � ����� �� 
� ����

"��� Λ ���� ��M$��� �� 
�

&���� ���� z ∈ Rn� 
�����
� ����� ��
������ �� ������ �� ����

"��� ������ �� 
�� !�"� ��

�L���
� dp 
������� �� z 
�� 
� 
���� ���� R# � ���

"���� �� �� ��
������ � ���� R ����"

����� �������
� �� ���� � 
��� /���"� ��� ������� ���� ��"�
�� � '�������� QR �� �����J
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�� ����

"���� I� @
� � ����� p� 1 ≤ p < ∞ � p 
= 2� ��� ������ L ������&��� ��� 
��

�����J ����/���" @
�"@
��#

-�I�� Λ 
� ����

"��� ������� n�����������"� H 
�� �����J /������� ���� Λ �� '����

�����" �� 1������ � y ∈ Rn 
� &���� ����# ��
�"*��� 
� ���� R� @
������ ��
������ ��

������ �� ����

"��� x = Hs� s ∈ Zn� @
� ����� �� !�"� �� �L���
� dp �� 
����� y � ���� R�

�
 ��I�� @
������ ��
������ �� ������ s ∈ Zn @
� �����'�J��

dp(Hs, y) = ‖Hs− y‖p ≤ R. F
#
	G

+����
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h11 h21 · · · hn1

0 h22 · · · hn2

###
# # #

###

0 0 · · · hnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(s1, ..., sn) =

(
n∑

i=1

hi1si, ..., hn−1,n−1sn−1 + hn,n−1sn, hn,nsn

)
.

������

‖Hs−y‖pp = |
n∑

i=1

hi1si−y1|p+ · · ·+ |hn−1,n−1sn−1+hn,n−1sn−yn−1|p+ |hn,nsn−y1|p. F
#

G

��
���������� �� ��"
�?�� �� ‖Hs− y‖pp ≤ Rp� '������� 
�� ��&��� �� �����!�"������ ����

s1, ..., sn#

���"������ �� �����&��� &�"���� ���� sn# +���� @
� sn �����'�J |hn,nsn − yn|p ≤ R� �� �

������� ���
⌈−R + yn

hn,n

⌉
≤ sn ≤

⌊
R + yn
hn,n

⌋
#

 ��� 
��� &�"�� ������� �� sn �!���� �� ����&�"� �
��� 
�"

"���� �� �����!�"������ �� sn−1#

��"�
���� Rn−1 = Rp − |hn,nsn − y1|p ����� @
� sn−1 �����'�J

|hn−1,n−1sn−1 + hn,n−1sn − yn−1|p ≤ Rn−1

��� � ������� ��
⌈− p

√
Rn−1 + yn − hn,n−1sn

hn−1,n−1

⌉
≤ sn−1 ≤

⌊
p
√
Rn−1 + yn − hn,n−1sn

hn−1,n−1

⌋
.

0�$���� sn � sn−1 F
�� sn−1 ���������� �� snG� ���
������ �� ����� '���� � �!�����

�� &�"���� �����&��� ���� sn−2 � ����� ��� ������ ��L �!������ s1#  ��� k < n 
�"�
����

Rk = Rk+1 − |
k−1∑
i=1

hk+1,isi − yk+1|p �!����� sk �� ��/
���� �����&�"�
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 '0

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢

− p
√
Rk + yk −

k−1∑
i=1

hkisi

hk,k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥
≤ sk ≤

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p
√
Rk + yk −

k−1∑
i=1

hkisi

hk,k

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦#

�� !
�
� ��� ������ s ∈ Zn @
� �����'�J�� � ����/
�"���� 
#
	� � �"/������ &�� '�������


�� ��&��� 
�� �� ��"��?�� ����� �� 
���������� si ��� ������ s F0�/
�� 
#
	G# � ��&���


����� � ��� ������� � ������ �� sn � &�� !�'
�
����� �!����� ����� ����� �� 
����*��#

2� ������ �� ����

"��� @
� ����� ������ �� ��'��� �� 
����� y ��� �� @
� ��� /������ ��"��


����*�� @
� &�� �� ��&�" 
 ��L � ��&�" �# �� ��&��� �� �/
�� ��� /������ ���� ������� @
�

��� �� @
� &�� �� ��&�" 
 ��L � ��&�" 9# ����� ������ ��� 
*������ �� 8�
��
 ��
�����
#

n=4

k=1

k=2

k=3

k=4

0�/
�� 
#
	T 4�&��� �� 
����������

 ��� 
��� ����� '�
��&�" s �!����� � &���� Hs ∈ Λ# ��&���� 
�"

"�� � �
� ����N�
��

��L y ���� ��
������ � ����� ���� ��M$���#

��� ���� 
����*� �� ��&��� /��� 
� ����� '�
��&�"# � 
���"�$����� �� �"/������ ����

��"�
������ 
�� � �S���� �� �M� &�������� � 
�� � ���� R ��
�"*���# � ��������&� �� 5�!��

���!L� ���� ��� 
���� ���� � ��
�"*� �� ���� �� �L���
� dp#

*"
������� &6::6 )((℄ 4
�
 p = 2� d2 � 
 �����

 �	
����
�
� ����� �� ������ �� ����
	�
��

Λ #	� ����� ������ �� 	�
 ��
��
 �	
����
�
 �� �
�� R 
����
�
� �� y� ��� ������� 
���


 ��
��� ���
 ��
��
���
��� T : Rn −→ Rn �
�
 ��� T (x) = Hx� ��� ������ s ∈ Zn #	�

����� ������ �� ���������

‖Hs− y‖22 = |
n∑

i=1

hi1si − y1|2 + · · ·+ |hn−1,n−1sn−1 + hn,n−1sn − yn−1|2 + |hn,nsn − y1|2 = R2.

C 
�������� �	�

 ������ ����� ������ ����� ����������
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4
�
 p = 1� d1 � 
 �����

 �
 ���
� ����� �� ������ �� ����
	�
�� Λ #	� ����� ������

�� 	�
 ��
��
 �
 ���
 �� �
�� R 
����
�
 �� y� ��� ������� ���
 ��
��� �
 ��
��
���
���

T � ��� ������ s ∈ Zn #	� ����� ������ �� 	�
 
���
 ��
��
 �
 ���
 ���

���
�
 � ���
�
�


�� 
��	�
� �����=�� �
�
 ���

‖Hs− y‖ = |
n∑

i=1

hi1si − y1|+ · · ·+ |hn−1,n−1sn−1 + hn,n−1sn − yn−1|+ |hn,nsn − y1| = R�

7��	8�� &6:56 <�������� � ����
	�
�� Λ 
�� �
�� {(2, 0), (1, 3)} � � "���� z = (2, 3)�

-
 �����

 �	
����
�
� 	�
��� 
 �����
��"
 �� �
�
� ������� R =
√
10� -
 '��	�
 (�((�

H ��#	���
 ����� 
 ��
��
 �	
����
�
 �� �
��
√
10 
����
�
 �� z 
������� �� ������ ��

����
	�
�� Λ � H ������
 ����� 
 ������ (2s1 + s2 − 2)2 + (3s2 − 3)2 = 10 
������� �� ������

�� Z2� -
 �����

 �
 ���
� 	�
��� 
 �����
��"
 �� �
�
�� ������� R = 4� -
 '��	�
 (�(;�

H ��#	���
 ����� 
 ��
��
 �
 ���
 �� �
�� 4 
����
�
 �� z 
������� �� ������ �� ����
	�
��

Λ � H ������
� 
 ���
 ���
��
 |2s1 + s2 − 2|+ |3s2 − 3| = 4 
������� �� ������ �� Z2�

*"
������� &6:;6 -� 

�� p = 1 ��� ���
��
��� �!��
�� �
?,�� #	
��
�
� �� ��
����� ��


��������� &��� ����� 
 ���
 �
 ���
 �� �
�� R � ����� #	� 
 ���
 �	
����
�
 
�� �����

�
�� � ��� 
�����	���� 
 �������
 ���� 
����� ����� ������ �� ����
	�
�� �� #	� 
 ���	��
�

4�� ���
� �
,=�� � �
�� 
9
�� ��
���$

� 	�
��� � 
�������� �
 �����

 �
 ���
 �� #	� �


�����

 �	
����
�
�

7��	8�� &6:/6 <�������� � ����
	�
�� Λ 
�� �
�� {(2, 3), (3, 2)} � � "���� z = (2, 2)�

-
 �����

 �	
����
�
� 	�
��� 
 �����
��"
 �� �
�
� ������� R =
√
8� -
 '��	�
 (�(:� H

��#	���
 ����� 
 ��
��
 �	
����
�
 �� �
��
√
8 
����
�
 �� z 
������� �� ������ �� ����
	�
��

Λ � H ������
 ����� 
 ������ (2s1 + 3s2 − 2)2 + (3s1 + 2s2 − 2)2 = 8 
������� �� ������ ��

Z2� -
 '��	�
 (�(/� H ��#	���
 ����� 
 ��
��
 �
 ���
 �� �
��
√
8 
����
�
 �� z 
�������

�� ������ �� ����
	�
�� Λ � H ������
� 
 ���
 ���
��
 |2s1 + 3s2 − 2| + |3s1 + 2s2 − 2| =
√
8


������� �� ������ �� Z2�



&6/ ��
���4
���� �	 ����
�����
 '5

0�/
�� 
#

T 5�"� 
������� ������ �� ����

"��� Λ � �"���� 
������� ������ �� Z2#

0�/
�� 
#
�T 5�"� �� ���� 
������� ������ �� ����

"��� Λ � !�"� ���
��� 
������� ������

�� Z2#
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0�/
�� 
#
OT 5�"� 
������� ������ �� ����

"��� Λ � �"���� 
������� ������ �� Z2#

0�/
�� 
#
9T 5�"� �� ���� 
������� ������ �� ����

"��� Λ � !�"� ���
��� 
������� ������

�� Z2#



�������� 


�
	��
� �����
�

-������� �� 
��
��
���� ��� ������������ �� ����� ��
������ *�I�# ��� � ��&���� ���


���
������� � �
� 
��"�J���� ��� ���� &������� ������� � !
�
� ��� !��� �������� ���� �

��'������� ��I� ����������� � ���
������ �� '���� ��/���" '�J��� ��
�������# � +����� ��

��'������� L 
�� ���� @
� ����� �� ����
��� @
��������&�� �� ����J�������� � �����������

�� �����/��� � ��� 
��� 
� �� ��
� ����
����� �!I���&�� /������� � ����/������ ��� �����

��&����� ����&L� �� �"/
� ���� �� 
���"# ��� ����� ����/����� ����� ���� L � +����� ���

�M��/�� ���������� �� �����# �� 
M��/� 
������� �� ����� L� �����
��"������ 
�� �������

��/���J��� �� �
���
����� �"/
� ���� ���
����" � 
��� ��'������� @
� ���
��� ��� ��������

���� �
 ����J������ �� ���� @
� �������� �� ��

����� � ��'�������� ����
��� � 
����/�� ��

����� 
�������� �� ���
���� �� ����������� �� ��'�������#

+��� ������� �� ��&�� �� �����/��� ���� ��� ��@
�����J��� �� '���� ����������� �� �/
��

�!��$� BO℄#

Fonte
codificador

da
fonte

codificador
do

canal

decodificador
do

canal

decodificador
do

canal

decodificador
da

fonte
usuário

Canal

�� ���@
���� �� +����� �� ��'������� ��� 
��� ���
� ���
��" � ���!�"*� & O
����
��

�

B����J �
 <���	��

����� �� �"�
�� �# -*����� �� 
R96 B:℄# ����� ����� ��'������� �
!��

'/
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���� �� ��������
� �D� ���� 
��"�J���� �� ����"
��� �� ���!"���� �� +����� �� ��'�����?��

�� ������ �"��� � +����� �� .���

"����#

����� 
����
"� �������������� �� 
M��/�� q������# 2 ����&� �� �� ���
������ L @
� �����


M��/�� ����� ��"�
������� � 
�� 
"���� ����
��" �� ����

"���� @
� �!��������� �� ��M$���


����
"�#

����������� 
�� 
�� !��&� ������
��� ��� 
M��/�� 
��������� �� ����� �������� ��!��


� 
��I
��� ����� A @
�"@
��� ������ ���������� �� ���
�� �� 
M��/�� "������� ��������

��!�� 
� 
���� ����� K � ��� �� ���
������� �� 
M��/�� q������# �� ����
����� ��'��D�
���

��� BO℄� B8℄ � B
�℄#

��� �,
���
 �����	���
 
� '���


-�I� A 
� 
��I
��� ����� 
�� q �"�������� 
� 
����� 
������� �� ����
 ,� �� 
������

����� n L 
� �
!
��I
��� ��M���� �� An# 2 
��I
��� A L 
*����� �� ����"��� � 
���

�"������ �� C L 
*����� �� ��"�&�� ��
M��/�#

-� ����� �� ��"�&��� �� 
M��/� ��� �@
����&�&���� ������� ��
����
�� 
� &���� ��
�!���

��"� 8��

�8�� �� 	.��	� ����

�	����
��� ���� L� �� �� ��
����� 
*�/� 
�� ��"�&��


�� ���������� &���� �����������"� 
��� � ��"�&�� �� 
M��/� @
� ���� ���� ��M$��� ����� �

���� ���� 
��"�J������ 
�� '
���� ����N�
�� d ������� �� 
��I
��� An#

��4
���� +6&6 �
��� ���� ������ x = (x1, x2, ..., xn) � y = (y1, y2, ..., yn) �� An� ��$�����


 ������
�� �	 
������ ����� x � y 
���

dh = |{i : xi 
= yi 1 ≤ i ≤ n}|

� ����N�
�� �� 7
����� L 
�� '
���� ����N�
�� �
��� 
��"�J��� ��� ���
����� �� ��
��

���
����# V '�
�" &�� @
� �"� �����'�J ����� �� ������������ �� 
�� �L���
� � ��� ���� �"� L

���!L� 
*����� �� �L���
� �� 7
�����#

��4
���� +6+6 �� 
 C ⊂ An 	� 
@���� � d 	�
 �����

� 
 ��
�?

�� 	�
�	� �� C �


�����

 d � ��$���
 ���

d(C) = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x 
= y}.
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 �� 7���
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#�	� +6'6 �� 
 C 	� 
@����� d(C) �	
 ����G�
�
 �?���
 �� 	�
 �����

 d � k =

⌊
d(C)− 1

2

⌋
�

�� c � c′ ��� �
�
"�
� �������
� �� C� �����

B[c, k] ∩ B[c′, k] = ∅�

���� B[c, t] = {u ∈ An : d(u, a) ≤ t}�

��������
���� -
���*� @
� �$���� 
� x ∈ B[c, k] ∩ B[c′, k]� ����� ����� d(x, c) ≤ k �

d(x, c′) ≤ k# ���

d(c, c′) ≤ d(c, x) + d(x, c′) ≤ 2k ≤ d− 1.

���� 
�������J � '��� �� d ��� � ����N�
�� ������ �� 
M��/�#

���8�
���� +626 ):℄ �� 
 C 	� 
@���� � d(C) 
 �	
 ����G�
�
 �?���
 �� 	�
 �����

 d�

����� � 
@���� C ���� 
������� 
�� k =

⌊
d(C)− 1

2

⌋
����� � ����
�
� 
�� d(C)− 1 ������

��������
���� -�I� c 
�� ��"�&�� �� 
M��/� ����������� 
�� t ������ t ≤ k� �� '���� @
�

� &���� ��
�!��� ���*� ���� r# ����� d(r, c) ≤ t ≤ k. (�/�� r ���� �� !�"� �� 
����� c � ����

k#  �"� (��� �#O� r ��� ���� �� ���*
�� �
��� !�"� 
������� �� 
�� ��"�&�� �� 
M��/��


�� ���� k# ���� ��������� c 
��&�
������ � ������ �� r#  �� �
��� "���� ���� 
�� ��"�&��

�� 
M��/�� ������� ������
J�� ��"� ��L d(C) − 1 ����� ��� ��
��������� �
��� ��"�&�� ��


M��/� �� ������ � ����
��� �� ���� ���� �����&�"#

��4
���� +606 �� 
 C ∈ An 	� 
@���� 
�� ����G�
�
 �?���
 d(C) � �� 
 k =

⌊
d(C)− 1

2

⌋
�

C 
@���� C ���9 ���� �	��	��� ��

⋃
c∈C

B[c, k] = An

*"
������� +6:6 4��
 4��������� ;�/� 	� 
@���� ���9 �
��� 

�

��
�� �� 
������� ��

����� #	
��� �
��� 
�� 
 �	
 ����G�
�
 �?���
�

*"
������� +656 ):℄ & 4��������� ;�/ �
���� ������� ��
�
���� 	�
 ����
����
 �
�
 


����
��� � 
������� �� ������ �� 
 C 	� 
@���� 
�� 
 �����

 d � ����G�
�
 �?���
 d(C)�

<�������� k 
��� ��$���� �
 4��������� ;�/� M	
��� � ��
����� ��
��� 	� "���� r ∈ An�

	�
� �
� ���	����� ���	
�=�� 

����
�1

2�3 C "���� r �� ��
����
 �� 	�
 ���
 
�
�
�
 �� �
�� k 
����
�
 �� 	�
 �
�
"�
 c �� 
@�����
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-���� 

��� ���
 ��������
��� �
 4��������� ;�/� ���
 �
�
"�
 � %��

 � ����� �	�����	?���

r ��� c�

2��3 C "���� r ��� �� ��
����
 �� 
��	�
 ���
 
�
�
�
 �� �
�� k 
����
�
 �� 	�
 �
�
"�


�� 
@����� -���� 

��� ��� � ����?"�� ��
���$

� r 
�� 	�
 ��
 �
���� �� ���	�
��
�

 �� F�G ��� ������� ��� 
����J� �!��"
�� �� @
� c ���*� ���� � ��"�&�� ������������ ����

���� �� k ����� �������� ��� ���� 
�������� �� ������������ �'������� ����� r �� ��"�&��

����������� � ����$�������� �� �
��� ��"�&�� �� 
M��/�# �� 
M��/�� ���'����� F��G ���

�
����#

�� 
M��/� C ��!�� 
� �"'�!��� A ����
� ��D� ���N������ '
���������� [n,M, d(C)]�

@
� ��� �����
��&������� � ��
 
����������� � ��
 �S���� �� �"������� � � �
� ����N�
��

������# ����� ���N������ ��� ����������������# �������������� 
M��/�� ���� �� @
��� M �

d ��� /������ ��"���&������ � n#

��4
���� +6;6 �� 
 A 	� 
�

���� � d 	�
 �����

� ������� #	� 	�
 
	���� φ : An −→ An

� 	�
 ��������
 �� An �
 �����

 d� #	
��� �
��� x, y ∈ An� �����

d(φ(x), φ(y)) = d(x, y)�

��4
���� +6/6 �
��� ���� 
@����� C � C ′ �� An� ������� #	� C ′ � �#	�"
����� 
 C �


�����

 d� �� �!����� 	�
 ��������
 φ �� An �
� #	� φ(C) = C ′�

*"
������� +6&16 ):℄ > 
9
�� "���$

� #	� 
 ���
��� �� �#	�"
�F�
�
 �� 
@����� �� �� 

���

	�
 ���
��� �� �#	�"
�F�
�
� ���� �� �
���

, 
� ��������
��� ��P�!�"
� �������

 � ��
�����"
�

��
���� ������������� �� �������� @
� ���� 
M��/�� �@
�&�"����� ����
�� �� ������

���N������# ����� �� @
� ��J �������� ��� ���N������ ����� '�J ���
��� 
� 
M��/� �
 
�

�@
�&�"���� � �"�#

����� � ��!
� 
������� ��"���
� �
��� 

�#
�

�� �����
�� � 
"���� �� 
M��/�� ���� 
��"�J��� L � 
"���� ��� 
M��/�� "������� �������� ��!��


�����#

��4
���� +6&&6 �� A 
�� 	� 
���� $���� 
�� q ��������� � �� C 
�� 	� �	����
�� "�����
�

�� �������� s �� An� ������� #	� � 
@���� C � ����
� ��$���� ����� � 
���� A � �������

|C| = qt�
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��4
���� +6&+6 �� 
 β = {v1, ..., vs} 	�
 �
�� �� C ⊂ Kn� ����� K 	� 
���� $���� �


�������� 
 �
���, M � 
	 
� 
��	�
� ��� �� "������ vi = (vi1, ..., vin)� i = 1, ..., t� ���� �

M =

⎛
⎜⎜⎝

v11 · · · vs1
���

���

v1n · · · vsn

⎞
⎟⎟⎠

& �
���, M � 
�
�
�
 �� ������ �	������ �� C 
���
�
�
 H �
�� β�

������������ � �����'������� "����� ������� ���

T : Ks −→ Kn

x �→ Mxt
�

���� x = (x1, ..., xs)� ����� @
� T (x) = Mxt = x1v1+ · · ·+xsvs, "�/� T (Ks) = C#  ������

����� 
��������� Ks � 
M��/� �� '����� C � 
M��/� �� 
���" � � �����'������� T 
��


����
����#

*"
������� +6&'6 & �
���, M ��� � %��

� ���� ��
 ������� �
 ��
���
 �
 �
�� β� <���

	�
 �
�� �� 	� �	����
�� "�����
� ���� ��� �����
 �� 	�
 �	��
 #	
�#	�� 
��
"�� �� ����
�=��

�� ����1

• 4���	�
��� �� ���� ��������� �
 �
��8

• O	������

��� �� 	� �������� �
 �
�� ��� 	� ��

�
� ��� �	��8

• �	�����	���� �� 	� "���� �
 �
�� ��� ��� ����� ���
�� 
�� 	� �%������ ��

�
� ��

�	��� "���� �
 �
���

��
���� #	� �	
� �
���,�� ���
���
� �� 	� 
@���� C ����� ��� �����
� 	�
 �
 �	��
 ���

	�
 ��#	��
�
 �� ����
�=�� �� ����1

(C1) 4���	�
��� �� �	
� 
��	�
�8

(C2) O	������

��� �� 	�
 
��	�
 ��� 	� ��

�
� ��� �	��8

(C3) &����� �� 	� �%������ ��

�
� �� 	�
 
��	�
 
 �	��
�

��4
���� +6&26 ��,���� #	� 	�
 �
���, ���
���
 G �� 	� 
@���� ����
� C ��$���� �����

	� 
���� ���9 �
 
���
 �
���� �� ��"�����

G =

(
Idk

A

)
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���� Ids � 
 �
���, �������
�� �� ����� s � A 	�
 �
���, (n− s)× s�

*"
������� +6&06 �� ���� 
@����� ����
��� C � C ′� ��$����� ����� 	� 
���� K� ��� �#	��

"
������ �� 	�
 �����

 d� ����� 	�
 ��������
 T : Kn −→ Kn �
 �����

 d� �
� #	�

T (C) = C ′� ��"� ��� ����
��

����� � ��!
� q$%��
�

��4
���� +6&:6 �� 
 q ∈ N� <�������� � Zq��@�	�� Zn
q � �� 
����� ��
��� q�.��� C �

	� �	���	�� 
����"� ��@���� �� Zn
q .

7��	8�� +6&56 .� Z2
7� ����� #	�

C = 〈(3, 5)〉 = {(0, 0), (3, 5), (6, 3), (2, 1), (5, 6), (1, 4), (4, 2)}

� 	� 
@���� ����
� 7�9����

�� �����

"��� ���� q ������ � ���" Zq L 
� 
���� ����� � ����� ����� �� ������������

��������� �� 
M��/�� "������� F��!�� 
�����G 
�����
�� &�"���� ���� �� 
M��/�� �������� ���

!�� ���� ���"# U
���� q ��� L ������ �"/
��� ��� ������������ �� 
M��/�� "������� ��������

��!�� 
����� ���$�� �� ��� &����������� ��� �$���"�� � �$���D�
�� �� 
�� !���� 
�� &�J

@
� Zq ���$� �� ��� 
� ������� �� ����/������ � ����� I� ��� ������� ���� /������� 
�


��I
��� ������" �� /�������� "���������� ������������� ���� � 
M��/�#

7��	8�� +6&;6 <�������� � 
@���� 16�9��� ��$���� �� Z3
16

C = 〈(2, 4, 8)〉 = {(0, 0, 0), (2, 4, 8), (0, 4, 8), (0, 6, 12), (0, 8, 0), (10, 4, 8), (12, 8, 0), (14, 12, 8)}�

B���� #	� C � ���
�� ��� (2, 4, 8) #	� ��� � ����
������ ������������ ����� Z3
16� ����

8(2, 4, 8) = (0, 0, 0) � �
�
 #	
�#	�� �	��� �������� (a, b, c) ∈ C ����� #	� 8(a, b, c) =

(0, 0, 0). 4���
���� C ��� ����	� 	�
 �
���

���8�
���� +6&/6 )(L℄ �� 
 q ∈ N� Zq � 
��� �� �������� �@�	�� q � M 	� �	���	�� 
����"�

��@���� �� Zn
q � �� M ����	� 	�
 �
�� ����� Zq 
�� k ���������� ����� #	
�#	�� �	��
 �
��

�� M ����	� �!
�
����� k ����������

� ��� �$���D�
�� �� 
�� !��� ���� 
M��/�� �������� ��!�� ��L�� @
� ��� ��� 
�����

�
������ �� �"/
��� �"�����?�� �� �������� �� �����J /������� ���� � 
M��/�# �  ���������

�#
R /������ @
� �� � 
M��/� ����
� 
�� !���� ����� �� �
���� �D� � ����� 
������"�����
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�� ������ 
����� � �������� �� �����J /������� 
���
��� 
�� � ���� ���� 
M��/�� "�������

�������� ��!�� 
�����#  ��� �� 
���� �� @
� � 
M��/� ��� ����
� 
�� !���� ���������� ��

��/
���� '����T

��4
���� +6+16 ��
 	����< �������� �
�
 	� 
@���� q�9��� C � 	�
 �
���, 
	 
� 
�


��	�
� 
�������
� � ����� �%���� �� ���
����� �
�
 � 
@�����

���8�
���� +6+&6 �� 
 C ⊂ Zn
q � C 
= {0}� 	� 
@���� ����
� q�9��� 
�� �
���, ���
���
 M �

��$�
��� � 
�� 	���

Dc = {x ∈ Zn
q : 〈x, y〉 = 0, ∀y ∈ C}�

���� 〈x, y〉 � � ����	�� ������� �
�� ��� 〈v, u〉 = x1y1 + · · · + xnyn� �
�
 x = (x1, ..., xn) �

y = (y1, ..., yn) �� Zn
q � .����

2�3 Dc � 	� �	���	�� 
����"� ��@���� �� Zn
q � ���� �� Dc � 	� 
@���� ����
� q�9���8

2��3 x ∈ Dc ��� � ������� ��� xM = 0�

��������
���� F�G -�I�� u, v ∈ Dc# +���� ���� ���� w ∈ C�

〈u− v, w〉 = 〈u, w〉 − 〈v, w〉 = 0

�� ��������� u− v ∈ Dc� ���&���� @
� Dc L 
� �
!/�
�� �����&� �� Zn
q # �/��� �
���*� @
�

Dc = Zn
q � ����� �� &������ ei ∈ Zn

q � 
�� i = 1, ..., n� 

I� i�L���� 
��������� L 1 � �� ������

��� J���� ������
�� � Dc# ����� �� y ∈ C� ����� y = (y1, ..., yn)� ����� 〈ei, y〉 = yi = 0 ����

���� i = 1, ..., n# (�/� C = {0}� � @
� L 
�� 
����������#  �������� Dc L 
� �
!/�
��

��M���� �� Zn
q #

F��G x ∈ Dc ��� � ������� ��� x L ����/���" � ����� �� �"������� �� C ��� � ������� ��� w

L ����/���" � ����� �� �"������� /�������� �� C� � @
� L �@
�&�"���� � ��J�� @
� xM = 0�

���� �� 
�"
��� �� M ��� �� /�������� �� C#

��4
���� +6++6 C 
�� 	��� Dc ��$���� �
 4��������� ;�;( � 
�
�
�� �� 
����� ���� ��


@���� C � � �����
��� ��� C⊥�

�� �����

"��� @
���� q L ������ �� '���� ���"�/� ��������� @
� C⊥ L 
� �
!������

�� Zn
q # �� '���� /���"� ���� &�"� ���� @
�"@
�� 
M��/� "����� ������� ��!�� 
� 
����#

���8�
���� +6+'6 ):℄ �� 
� q 	� �%���� ����� � C ∈ Zn
q 	� 
@���� ����
� q�9��� ��

�������� k 
�� �
���, ���
���
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G =

(
Idk

A

)

�
 
���
 �
����� .����

2�3 dimC⊥ = n− k�

2��3H =

(
−AT

Idn−k

)
� 	�
 �
���, ���
���
 �� C⊥�

��������
���� F�G  �"�  ��������� �#�
� x ∈ C⊥ ��� � ������� ��� xG = 0# ���� G ���� ��

'���� ������� ���� �@
�&�"� �

(x1, ..., xk) = (xk+1, ..., xn)(−A).

 �������� C⊥ ����
� qn−k �"�������� @
� ��� I
�������� �� �����&��� ��
�"*�� ��!�������� ��

xk+1, ..., xn# (�/� C⊥ ��� �������� n− k#

F��G  �� 
�
�� �� !"�
� In−k �� �����J H � &���� 
"�������� @
� �� 
�"
��� �� H ���

"���������� ������������� �� ��������� /���� 
� �
!������ �� �������� n − k# ���� ��


�"
��� �� H ��� ����/����� %� 
�"
��� �� G� � ������ /����� ��"�� 
�"
��� �� H ���� 
������

�� C⊥ � 
��� ����� ���� �
!������� �D� � ����� ��������� �"�� 
���
����� ���&���� �����

@
� � �����J

H =

(
−AT

Idn−k

)

L 
�� �����J /������� �� C⊥#

�� /���"� �� 
M��/�� ��� ���
����� 
�� � �L���
� �� 1�����/� ��� ������� ���
��� ��


M��/�� q−������ 
��"�J���� �
��� ����� �� ����N�
�� ������� �� Zq � Zn
q � 
��*�
��� 
���

����N�
�� �
 	@���
� �� #��# �M��/�� �� �L���
� �� (�� '���� ������
J���� �� B;℄ � �����

����� &D� ����� �!I���� �� ��&����� ���
��� ��M��
�� � �����
��#

��4
���� +6+26 �
��� x, y ∈ Zq ��$����� 
 ����G�
�
 �� ��� �� Zq 
���

dLee(x, y) = min{|x− y|, q − |x− y|}�

7��	8�� +6+06 .� Z11 ����� #	� dLee(3, 7) = 4 � dLee(1, 9) = 3.

�� 
���

���� 
� 
�
���� �� Zq 
��� �� "����
�� �� 	� ���?���� ���	�
� �� q �
���� 


������
�� �	 �		 ����� �	
� 
�
���� ���9 � ����� �%���� �� 
����
� #	� 
���
�
� �����

"����
��� & '��	�
 ;�( ��	���
 Z11�
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 ,��������
 �� 7���
 25

0

1

4

56

7

8

9

10

3

2

0�/
�� �#
T Z11

��4
���� +6+:6 �
��� x, y ∈ Zn
q � ���� x = (x1, ...xn) � y = (y1, ..., yn)� ��$����� 


����G�
�
 �� ��� �� Zn
q 
���

dLee(x, y) =
∑n

i=1min{|xi − yi|, q − |xi − yi|}�

7��	8�� +6+56 .� Z2
5� ����� dLee((1, 2), (4, 1)) = 3�

.� �
���
	�
�� �
�
 n = 2� �� ������ �� Z2
q ��� 
�������������� 
�� "����
�� �� 	�
 �
��


#	
���
	�
�
 ������
�
 �� 	� #	
��
�� �� �
�� q� C� ������ ����� #	
��
�� ��"�� ���

������$

��� �� ����
���� ���
 �
��
 ���
�9 ����� 	� ����� & ����G�
�
 �� ��� ����� ����

"����
�� � 
 ����G�
�
 �� ��

�� ���� �� � �%���� �?���� �� 
����
� ����
 �
��
 �
�
 �� ��

	� "����
� 
 �	���� & '��	�
 ;�; ���������
 Z2
5�

0 5

5

(1,2)

(4,1)

0�/
�� �#�T Z2
5



+6& ,�����
 ,��������
 �� 7���
 2;

*"
������� +6+;6 �� 

�� 
����
��� � #	� ���� 
@����� q�9���� ��� �#	�"
������ �
 �����



�� ��� �� 	� ���� ��� ������ �� �	��� ��� 	�
 ���

 �� 
������
�
� 
������
 ��� 	�
 ���



�� ���
�� �� 
��	�
� �����=�� );:℄� �� ���� �
�� ���
�� �
��	
��� �
���� ��#	F�
�
� ��

����
�=�� ����� 
 �
���, ���
���
 M �� 	� 
@���� q�9��� C �� ����1

(L1) ����	�
��� �� �	
� ����
�8

(L2) �	������

��� �� 	�
 ����
 ��� −1�

������� 	�
 �
���, M ′ ���
���
 �� 	� 
@���� C ′ �#	�"
����� 
 C �
 �����

 �� ����

���8�
���� +6+/6 ):℄ �� q ∈ Z � 	� �%���� ����� � C ⊂ Zn
q � 	� 
@���� q�9��� 
��

�
���, ���
���
 M � ����� �!���� 	� 
@���� �#	�"
����� C ′ �
 �����

 �� ���� 
�� �
���,

���
���
 �
 
���
 �
�����

��������
���� ����������� @
� ��� ���� �� 
�� ��@
D�
�� �� ������?�� �� ���� (C1), (C2)

� (C3) �������� �� 2!���&���� �#
O � (L1) ������� 
�"�
�� M �� '���� ������#

-
���*���� @
�

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v11 v21 · · · vk1

v12 v22 · · · vk2
###

###
# # #

###

v1n v2n · · · vkn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

���� � �������� 
�"
�� �� M L ��� �
"�� ���� �� &������ 
�"
��� ��� "���������� ��������

������� ��� ���� �� �������� (L1) ������� �
��� v11 
= 0# �/��� �
"���"�
���� � ��������


�"
�� ��� v−1
11 � ������� �!��� 1 �� "
/�� �� v11 F�������� (C2)G# -������ % ��/
���� %

���
����� #### � % k�L���� 
�"
���� �����
��&������� � �������� 
�"
�� �
"���"�
���� �����
���

&������� ��� (−1)v21, (−1)v31, ..., (−1)vk1 �!����� 
�� �����J �� '����
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0

b12 b22 · · · bk2
###

###
# # #

###

b1n b2n · · · bkn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
#

�/��� �� ��/
��� 
�"
�� ����� �����J� ����� 
��������� 
� �"������ ��� �
"�� @
� ��� ����

�� 
�� �������� (L1) ���� ��� 
�"�
��� �� ��/
��� 
�"
�� � ��/
��� "��*�# �
"���"�
����

� ��/
��� 
�"
�� ��"� ��&���� ����� �"������� � �����J �� �����'���� ��
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 ,��������
 �� 7���
 2/

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 · · · 0

c12 1 c32 · · · ck2

c13 c23 c33 · · · ck3
###

###
###

# # #
###

c1n c2n c3n · · · ckn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

#

��&������ 
����� � �������� (C3) �!����� � �����J
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

d13 d23 d33 · · · dk3
###

###
###

# # #
###

d1n d2n d3n · · · dkn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

� ����� �

����&������� ��L ��
��������� 
�� �����J �� '���� ������

M ′ =

(
Id

A

)
#

���8�
���� +6'16 <�������� � Zq��@�	�� Zn
q � �� q = 2 �	 q = 3� ����� �
��� x, y ∈ Zn

q

�����

dh(x, y) = dLee(x, y)�

��������
���� -�I�� x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Zn
q # +���� dh(x, y) =

∑n
i=1 dh(xi, yi)#

-� q = 2� ����� xi, yi ∈ {0, 1} = Z2� i = 1, 2# (�/�� �� xi 
= yi� �����

dh(xi, yi) = 1 = dLee(xi, yi).

������ � i�L���� ����� ����� �� ����N�
�� �� 1�����/� @
���� �� ����N�
�� �� (��� 
�"��

!���� 
�� 
�� 
������ ���� �� �����
��&�� ����N�
���# -�� �� 
��������� xi = yi�i = 1, 2

����� L 
"��� @
� � i�L���� ����� �� ��!�� �� ����N�
��� ��� 
�"�!���� 
�� ���*
�� 
���

����#  �������� ����� @
� dLee(x, y) = dh(x, y)# -� q = 3� ����� xi, yi ∈ {0, 1, 2} = Z3#

�������
���� �� �"������� �� Z3 
�� �� &L���
�� �� 
� ��"�/��� �� 3 "����� ����� 
��� ��

�$���"� �#
� �!���&���� @
� � �S���� ������ �� ������� 
���
����� ���� &L���
�� ���������

�� ��"�/��� L 1# ����� �� xi 
= yi ������� ���!L�

dh(xi, yi) = 1 = dLee(xi, yi)

� ����� ������� 
*�/�� %� ������ 
��
"
�?�� @
� ���� � 
��� q = 2#



�������� �

����
���	
� q����
�

�$����� �"/
��� ��"��?�� ����� ����

"���� � 
M��/��# ����� 
����
"� ������������ �


*����� <�����	��� &� @
� ����
�� �� ���� ���
��" 
� 
M��/� q����� � 
� ����

"����


*����� �� ����

"��� q�����# �� ����� 3.1 �!������ &�� ������
��� �� �"/
��� ������������

������ ����

"����� 
��� ��� �$���"�� 
�� �����J /������� �� '���� �����" �� 1������

���� � 
��� �� @
� q L 
� �S���� �����# �� ����� 3.2 ��"�
������� � ����N�
�� ������ ��

(�� �� 
� 
M��/� q����� 
�� � ����� ������ �� ���� �� ����

"��� ����
����# �� �����

3.3 ������������ ���� ���
"����� @
� ��� '����
�� 
�� '���� �� ��
����
�� 
� ����

"���

q����� 
����� � ��
����
���� �� 
M��/� ����
���� � &�
��&����# �� ���" ����� 
����
"�� ��

����� 3.4� ������������ � �"/������ ��� ������ ��
������ ���� ��
����
���� �� ����

"����

q������� @
� L 
�� ����"��
���� �� �"/������ ����������� �� -
!����� 
#R#�� ���� � 
��� ��

@
� p = 1# �� ����
����� ��'��D�
��� ���� �� �M��
�� �@
� �!������� ��� B
:℄� B
�℄ � B
℄#

��� ���
	��+�� -

����� ����� �������������� � ������
��� A � �"/
��� ������������ �� ����

"���� q�������

�!����� � &�� ������
��� A#

���8�
���� '6&6 )(*℄ <�������� 
 
���

��� ����� ����


φ : Zn −→ Zn
q

(x1, ..., xn) �→ (x1, ..., xn)

B���� #	� C ∈ Zn
q � 	� 
@���� ����
� q�9��� ��� � ������� ��� φ−1(C) � 	� ����
	�
�� ��

Rn�

01



'6& ,�

������  0&

��������
���� -�I� C 
� 
M��/� "����� q������ 
��� φ−1(C) ⊆ Zn L 
� 
��I
��� ���
����

�� Rn� !���� ������� @
� �"� L 
� /�
�� �����&� � ������ ��"� +������ 
#; ��/
��� @
�

φ−1(C) L 
� ����

"���# +���� 0 ∈ φ−1(C)� ���� φ(0) = 0 ∈ C# � �� a, b ∈ φ−1(C)� �����

φ(a) = a ∈ C � φ(b) = b ∈ C# ��� φ(a− b) = a− b = a− b ∈ C.  �������� a− b ∈ φ−1(C)

���&���� @
� φ−1(C) L �
!/�
�� �����&� �� Rn#

.�
����
������� ��I� C ∈ Zn
q ��" @
� φ−1(C) L 
� ����

"���# +���� @
� φ(φ−1(C))

L 
� �
!/�
�� �� Zn
q � ���� L � ���/�� �� 
� �
!/�
�� �� Zn� &�� 
� *���������� ��

/�
���#  �������� C L 
� 
M��/� "����� q�����#

��4
���� '6+6 <�
�
��� �� ,�

������  
 
���

��� φ #	� ���

���
 	� 
@���� ����
�

q�9��� C 
 	� ����
	�
�� φ−1(C) � 
�
�
��� ΛA(C) := φ−1(C) �� ����
����� q�.����

7��	8�� '6'6 �� 
 C3 � 
@����

C3 = {(x1, x2, x3) ∈ Z3
2 : x1 + x2 + x3 = 0},

����� � ����
	�
�� D3 � ��	
� 
 ΛA(C3) = φ−1(C3)�

& �
���, �� E�
� �� D3 � �
�
 ���
⎛
⎜⎜⎝

2 0 −1

0 2 −1

−1 −1 2

⎞
⎟⎟⎠�

����� ���
��
��� ��
����
� 	�
 �
�� β = {e1, e2, e3} �� ΛA(C3) = φ−1(C3) #	� �
���

�
 
�

�#	
�=��

〈e1, e3〉 = −1, 〈e2, e3〉 = −1, 〈e1, e2〉 = 0�

�� 
 u = (x, y, z) ∈ ΛA(C3)� 
��� x + y + z ≡ 0(mod 2)� ���	� #	� x + y + z = 2m� �
�



��	� m ∈ Z� ����

u = (x,−x− z, z) + (0, 2m, 0) = x(1,−1, 0) + z(0,−1, 1) + 2(0, m, 0),

� 
�����  9 #	� � 
�� 	��� �� "������ {(1,−1, 0), (0,−1, 1), (0, 2, 0)} � ����
������ ��������

������ ��� � 	�
 �
�� �� ΛA(C3)� C����"
��� 
 �
���, �� E�
� �� D3� "���� #	� ���
��
���

����
� �	�����	�� � "���� (0, 2, 0) ��� 	� "���� �� ����
 #	
��
�
 2� <���

(0, 2, 0) = (1,−1, 0) + (−1,−1, 0),



'6& ,�

������  0+


 ����
 �� (−1,−1, 0) � 2 � ��� 
���
 	� 
�� 	��� ����
������ ������������ 
�� (1,−1, 0)

� (0,−1, 1)� ������� ���

� (0, 2, 0) ��� (−1,−1, 0) � ����� 	�
 ��"
 �
��� I���$

��� ��

����	��� �������� ���� 
 ���� �
 ��"
 �
��� "���� #	� �
��
 �	������

���� � "���� (0,−1, 1)

��� −1 � ���

� 
 ����� ��� ��������� �
 %����
 �
�� �
�
 
���
� 
 	�
 �	��
 �
��� #	� �

β = {(1,−1, 0), (−1,−1, 0), (0, 1,−1)},


	 
 
 �
���, �� E�
� 
���
��� 
�� 
 �� D3�

���8�
���� '626 )(;℄ �� ����
	�
�� Λ � 	� ����
	�
�� q�9��� ��� � ������� qZn ⊆ Λ ⊆ Zn

�
�
 
��	� q ∈ N�

��������
���� -�I� Λ 
� ����

"��� q������ ����� φ−1({0}) = qZn � �������� ����� qZn ⊆
Λ ⊆ Zn. �/��� ��I� Λ 
� ����

"��� �����'�J���� qZn ⊆ Λ ⊆ Zn� ���� �"/
� q ∈ N#

+���� @
� Λ/qZn L 
� �
!/�
�� �����&� � ������� ��
�"*�� ��
� �������������� �� [0, q)n�


�� [0, q) ⊂ R� ���� �� x ∈ Λ/qZn� ����� x = y + qk� 
�� y ∈ [0, q)n � k ∈ Zn. ���

x − y = qk ∈ qZn ⊆ Λ � ��/
� @
� y = x − qk ∈ Λ � x = y ∈ Λ/qZn# �������
���� ��

�������������� �� x �� Λ/qZn 
�� �� �"������� x �� Zn
q � ����� @
� Λ/qZ

n L 
� �
!/�
��

�����&� �� ��������� 
� 
M��/� "����� q����� C# ��������� @
� Λ = φ−1(C)# K�I� @
�

�� x ∈ Λ� ����� x = y + qk� ���� �"/
� y ∈ [0, q)n � k ∈ Zn� ��� φ(x) = y ⊂ C �

x ∈ φ−1(y) ⊂ φ−1(C)#  �� �
��� "���� ���� w ∈ φ−1(C)� �$���� 
� r� ��" @
� φ(w) = r� ���

w = r+qt� ���� �"/
� r ∈ [0, q)n � t ∈ Zn� ����� w−r = qt ∈ qZn ∈ Λ � ��� w = r ∈ Λ/qZn#

 �������� w ∈ Λ � 
��
"
���� � @
� @
�������#

������ �/��� ��
������ � �������� �� 
� ����

"��� q����� ΛA = φ−1(C) ∈ Zn#

#�	� '606 )(;℄ �� 
� vi = (vi1, ..., vin) ⊂ Zn �
�
 i = 1, ..., m� 
�� m ≤ n� �� S =

{v1, ..., vm} � 	� 
�� 	��� �� "������ ����
������ ������������� ����� Z� ����� S � ����
��

����� ������������ ����� R�

��������
���� -
���*� @
� S ��I� 
� 
��I
��� �� &������ "���������� ����������� ��!��

R# -�� ����� �� /�����"������ ������� �
��� v1 = αk1vk1 + · · · + αksvks� ���� αkj ∈ R �

{vk1, ..., vks} L 
� �
!
��I
��� ��$���" �� S �� &������ "���������� ������������� ��!�� R�


�� kj ∈ {2, ..., m} ���� j = 1, ..., s# ����� ����� � ��/
���� ������� "�����



'6& ,�

������  0'

⎛
⎜⎜⎝

v11
###

v1n

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

vk11 vk21 · · · vks1

vk12 vk22 · · · vks2
###

###
# # #

###

vk1n vk2n · · · vksn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

αk1
###

αks

⎞
⎟⎟⎠ .

���� �� &������ {vk1, ..., vks} ��� "���������� ������������� ��!�� R� � �����J M = (vkji)

��� ����� s#  �������� �$���� 
�� �
!�����J M ′ '������ ��� s 
�"
��� �� M 
�� ������

������� �����
"�# -�� ����� �� /�����"����� ������� �
��� @
� M ′ ��I� 
������� ��"��

s ��������� 
�"
��� �� M # ������ 
��� � ������������ �� M ′ L ��'������ �� J���� �"� L

��&����&�"� 
�� ��&���� ���� ��� (M ′)−1 = 1
detM

B ���� B L � �����J ���������� �� 
�'�����

�� M ′#  �������� �� �������� �� (M ′)−1 ��� ����� 
�������� ��� �S����� ��
������# (�/��

(M ′)−1(v11, ..., v1s)
t = (αk1 , ..., αks)

t ∈ Qn� ���� L� αkj =
akj
bkj
� 
�� akj , bkj ∈ Z� j = 1, ..., s#

+������ ����� β = mmc(bk1 , ..., bks)� ����� � ��/
���� 
��!������ "����� �
"�

βv1 − β
ak1
bk1

vk1 − · · · − β
aks
bks

vks = 0


�� �� 
���
������ �� Z � ��� ����� �
"��# ��� ���� L 
�� 
����������� ���� � 
��I
��� S

L "���������� ������������ ��!�� Z#

���8�
���� '6:6 )(;℄ �� C ⊂ Zn
q � 	� 
@���� ����
� q�9���� ����� 
 �������� �� ΛA(C) �

n�

��������
���� +���� @
� qZn� ΛA(C) � Zn ��� Z��M�
"�� � qZn ⊆ Λ ⊆ Zn# ���� Z L


� ������� ����
���"� ����� n = �����(qZn) ≤ �����(ΛA(C)) ≤ �����(Zn) = n �� ����

������ � �������� �� ΛA(C) L n# ����� �$����� n &������ "���������� ������������� ��!��

Z 
�� �������� �������� @
� /���� ΛA(C)#  �"� (��� O#8� ����� &������ ��� "����������

������������� ��!�� R� '������� ����� 
�� !��� ���� � ����

"��� ΛA(C)#

*"
������� '656 �� 
 C ⊂ Zn
q 	� 
@���� ����
� q�9��� � ΛA(C) = φ−1(C) � ����
	�
��

q�9��� 
���
�
��� <��� ΛA(C)/qZn ≃ C� ������� "��	
��,
� 	� ����
	�
�� q�9��� �� Rn


��� 
@��
� ��� ������ �� 
@���� C ��������� �
 ��������
� [0, q)n� 4��
 C����"
��� (�(6 




����
���
�� �� 
@���� C 
���
�
��� ���� �� 
 #	
����
�� �� ������ ������ �� 

�
 �����
	��

�

|C| = |Λ(C)/qZn| = qn

det(ΛA(C))1/2
�

�� B ∈ Mm×n(Zq) � 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 � 
@���� ����
� q�9��� C� ������� ���
��"��

� ����
	�
�� q�9��� ΛA(C) 
���
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0�/
�� O#
T .���

"��� ΛA(C) � �
!�����

"��� ����/���" 5Z2

ΛA(C) = {y ∈ Zn : y = c+ qr, c ∈ C, r ∈ Zn} = {y ∈ Zn : y = Bs+ qr, s ∈ Zm, r ∈ Zn}.

<��� c = (0, ..., 0) � 	�
 �
�
"�
 �� 
@����� "���� 
�
�
����� #	� ΛA(C) ����	� qZn 
���

�	������
	�
�� �������
��

7��	8�� '6;6 <�������� � 
@���� 5�9���

C = 〈(3, 1)〉 = {(0, 0), (3, 1), (1, 2), (4, 3), (2, 4)}.

�	
 �
���, ���
���
 � B = (3 1)� &���� � ����
	�
�� q�9��� ΛA(C) � �
�� ���

φ−1(C) = {y ∈ Z2 : y = Bs+ 5r, s ∈ Z, r ∈ Z2}

-
 '��	�
 :�( ����� � ����
	�
�� ΛA(C) H ��#	���
� <
�
 
�� ���������
 	�
 
@��
 �
 

�!


[0, 5)2 � H ������
 ����� ���� ����� ����
	�
�� 
�� �� ������ �� "������� ���������
��� �

�	������
	�
�� �������
� 5Z2�

��
���������� �/��� 
�� �����J /������� ���� 
� ����

"��� ΛA(C) �� '���� �����"

�� 1������#

���8�
���� '6/6 )(;℄ �� C � 	� 
@���� ����
� q�9��� 
�� �
���, ���
���


M =

⎛
⎜⎜⎝

v11 v21 · · · vm1

���
���

� � �
���

v1n v2n · · · vmn

⎞
⎟⎟⎠�



'6& ,�

������  00

����� 	� 
�� 	��� �� ���
����� �
�
 � ����
	�
�� ΛA(C) � �
�� ���
� 
��	�
� �
 �
���,

M1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v11 v21 · · · vm1 q 0 · · · 0

v12 v22 · · · ��� 0 q · · · 0
���

���
� � �

���
���

���
� � �

���

v1n v2n · · · vmn 0 0 · · · q

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

��������
���� -�I� y ∈ ΛA(C)� ����� �$���� c ∈ C ��" @
� y = c + qz ���� �"/
� z ∈ Zn#

���� c ∈ C� ������� ��
��&D�"� 
��� 
��!������ "����� ��� "��*�� �� M � ���� L� �$�����

ai ∈ Zq ���� @
� c = a1v1+ · · ·+ amvm# (�/� c− a1v1−· · ·− amvm = 0 ∈ C� � ��� c− a1v1−
· · ·− amvm ∈ φ−1({0}) = qZn# ������ �$���� 
� w ∈ Zn ��" @
� c− a1v1−· · ·− amvm = qw#

��
���� @
�

y = a1v1 + · · ·+ amvm + q[(w1, ..., wn) + (z1, ..., zn)]

= a1v1 + · · ·+ amvm + (w1 + z1)qe1 + · · ·+ (wn + zn)qen

�� ��������� �� 
�"
��� �� �����J M1 /���� ΛA(C)#

������ �� �!��� 
� 
��I
��� �� /�������� ���� � ����

"��� q����� ������� 
�"

"�� �

'���� �����" �� 1������ �� �����J /������� ����
���� ���� �!��� 
�� !��� ���� � ����

�

"���#

7��	8�� '6&16 )(;℄ <�������� � 
@���� ����
� 6�9��� C 
�� 
 �
���, ���
���
 �
�
 ���

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0

2 2

3 4

0 1

4 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

4��
 4��������� :�D� 
� 
��	�
� �
 �
���,

M1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 6 0 0 0 0

2 2 0 6 0 0 0

3 4 0 0 6 0 0

0 1 0 0 0 6 0

4 0 0 0 0 0 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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���
� ΛA(C)� <
�
	�
��� 
 
���
 -���
� �� 7������ �
 �
���, M1� ������� 	�
 �
���,

���
���
 �
�
 ΛA(C) �
�
 ���
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0 0 0

0 2 0 0 0

2 1 3 0 0

2 1 0 3 0

4 0 0 0 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U
���� q L ������ ��"�  ��������� �#�R� � 
M��/� C ∈ Zn
q 
�� �����J /������� A L

�@
�&�"���� � 
� 
M��/� q����� C ′ �� �L���
� �� (�� 
�� �����J /������� �� '���� ������#

K���� @
� C ′ ���� ��� �!���� �� C ��� ���
�� �� 
���������� 
�������� 
�� ���
�� ��

������ �� �"/
��� �����?��� ����� 
M��/�� �@
�&�"����� �� �L���
� �� (�� /���� ����

"����

�@
�&�"����� �� �L���
� �� ���� &�� � ������
��� �#

-� 
� 
M��/� q����� C ����
� 
�� �����J �� '���� ������� ����� � ����

"��� ΛA(C)

����
� 
�� �����J /������� �� '���� �����" �� 1������ @
� ��������� �� 
�"
��� �� �����J

/������� �� C �� '���� ������ �� �
�� 
�"
���# ���� ���
�������� �����T

���8�
���� '6&&6 �� q ⊂ N � 	� �%���� ����� � G 	�
 �
���, ���
���
 �� 	� 
@����

q�9��� C ∈ Zn
q �
 
���
 �
����

G =

(
Im×m

Bn−m×m

)
,

����� � ����
	�
�� ΛA(C) ����	� �
���, ���
���
 �
 
���
 -���
� �� 7������ �
�
 ���
(

Im×m 0m×n−m

Bn−m×m qIn−m×n−m

)

��������
����  �"�  ��������� O#R� �� 
�"
��� �� G I
�������� 
�� qei� ���� i = 1, ..., n

/���� ΛA(C)# �� 
�"
��� �� G ��� &������ �� '���� Gi = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, gi,m+1, ..., gi,n)

���� i = 1, ..., m� ���� � 1 �

�� � i�L���� 
���������# ������ ���� j = 1, ..., m� �����

qej = q(0, ..., 1, ..., 0, gi,m+1, ..., gi,n)− gi,m+1qem+1 − · · · − gi,nqen

= qGi − (gi,m+1q)em+1 − · · · − (gi,nq)en,

�
 ��I�� qej� ���� j = 1, ..., m� ���� ��� ��
���� 
��� 
�� 
��!������ "����� ��� &������

G1, ..., Gm, qem+1, ..., qen# ��������� @
� ����� &������ ��� "���������� ������������� ��!��

R# ��������� � 
��!������ "����� �
"�
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m∑
i=1

αiGi +
n∑

i=m+1

αiqei = 0�


�� αi ∈ R# V �������� &�� @
� α1 = · · · = αm = 0# -
!����
���� ����� &�"���� ��


��!������ �
��� �!����� αm+1 = · · · = αn = 0#  �������� {G1, ..., Gm, qem+1, ..., qen}

������
� 
�� !��� �� ΛA(C) � � �����J /������� 

I�� 
�"
��� ��� �� &������ ����� !��� L


�� �����J 1�0#

*"
������� '6&+6 4��� 

�� �
 
���
 -���
� �� 7������ �� 	�
 �
���, ��� %��

� #	
���

q � ������ 
� 

�
	�
���� 
 
���
 ����
� �� 7������ �� #	
�#	�� �
���, ���
���
 �� ���

��
	�
�� ΛA(C) ������ ����� �!
�
����� 
 �
���, �
 4��������� :�D� ����
 
���
 � 
9
��

��
����
� 	�
 �
�� �
�
 � 
@���� "�
 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 � ����
	�
���

 ������ ���!L� 
�"

"�� 
�� �����J /������� �� 
� ����

"��� q����� Λ = φ−1(C)

����&L� �� �����J /������� �� 
M��/� �
�" C⊥ �� C# 2!���&���� @
� (C⊥)⊥ = C� ��"�

 ��������� �#�
� ����� @
� c ∈ C ��� � ������� ��� cA = 0� ���� A L � �����J /������� ��

C⊥# � �����J A L 
*����� �� �����J �� 
�����"� �� �������� �� C#

���8�
���� '6&'6 )D℄ �� 
� C ⊂ Zn
q 	� 
@���� ����
� q�9���� C⊥ ��	 
@���� �	
� �

ΛA(C
⊥) = φ−1(C⊥)� .���� ΛA(C

⊥) = q(ΛA(C))⊥� ���� (ΛA(C))⊥ � � ����
	�
�� �	
�

�� ΛA(C)�

��������
���� -�I� y ∈ ΛA(C
⊥)� ����� y = c∗+qt 
�� t ∈ Zn � c∗ ∈ C⊥# ���� x ∈ ΛA(C)�

������� ��
��&�� x = c+ qk� ���� c ∈ C � k ∈ Zn# ������

〈(1/q)y, x〉 = 1/q〈c∗, c〉+ 〈c∗, k〉+ 〈t, c〉+ q〈t, k〉.

�/��� 
��� c∗ ∈ C⊥ � c ∈ C� ����� 〈c∗, c〉 = 0� "�/� 〈c∗, c〉 = qs� 
�� s ∈ Z �� ���������

1/q〈c∗, c〉 ∈ Z# ������ 〈(1/q)y, x〉 ∈ Z � ��� (1/q)y ∈ (ΛA(C))⊥# (�/� y ∈ q(ΛA(C))⊥.

 �� �
��� "���� ��I� z ∈ q(ΛA(C))⊥� @
������ ������� @
� z ∈ ΛA(C) = φ−1(C⊥)#

-�I�

A =

⎛
⎜⎜⎝

v11 · · · vk1
###

# # #
###

v1n · · · vkn

⎞
⎟⎟⎠�


�� �����J /������� ���� � 
M��/� C 
�� �������� �� Zq � 
�������� � �����J
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A =

⎛
⎜⎜⎝

v11 · · · vk1
###

# # #
###

v1n · · · vkn

⎞
⎟⎟⎠�


�� �������� �� Z# +����

φ−1(C⊥) = {y ∈ Zn : φ(y)A = 0}
= {y = (y1, ..., yn) ∈ Zn : (y1, ..., yn)A = 0}
= {y ∈ Zn : yA = qs, s ∈ Zn}

�/���� �� z ∈ q(ΛA(C))⊥� ����� z = qw� 
�� w ∈ (ΛA(C))⊥. ������ wA ∈ Zn# ������

qwA = qs� 
�� s ∈ Zn � "�/� z = qw ∈ φ−1(C⊥) = ΛA(C
⊥)#

 �������� ΛA(C
⊥) = q(ΛA(C))⊥#

*"
������� '6&26 �
�
 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 C⊥� ���� �� 	�
 �
���, 
������� ��

�
���
�� �� C� ������� 

�
	�
� 	�
 �
���, ���
���
 M �
�
 Λ∗
A(C

⊥) = φ−1(C⊥)� �����

���
 4��������� :�(: 
 �
���, 1/qM � 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 (ΛA(C))⊥ � ���
 4���������

(�(D� ((1/qM)−1)t = q(M−1)t � 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 ΛA(C)�

���8�
���� '6&06 �� 
� q 	� �%���� ����� � C 	� 
@���� ����
� q�9��� 
�� �
���,

���
���
 �
 
���
 �
���� G = (Ik×k : Bk×n−k)
t� ����� 	�
 �
���, ���
���
 �
�
 ΛA(C

⊥) �
(
−Bt

k×n−k qIk×k

In−k×n−k 0n−k×k

)

��������
����  �"�  ��������� �#�O� � �����J

H =

(
−Bt

k×n−k

In−k×n−k

)

L 
�� �����J /������� �� 
M��/� C⊥#  �"�  ��������� O#R �� 
�"
��� �� H � I
�������� 
��

qei� ���� i = 1, ..., n /���� ΛA(C
⊥)# �� 
�"
��� ��H ��� ����� ���Hi := (−hi1, ...,−hik, 0, ..., 1, ..., 0)�

���� i = 1, ..., n− k#

 ��� j = n− k + 1, ..., n ����� @
�

qej = q(−hj1, ...,−hjk, 0, ..., 1, ..., 0) + hj1qe1 + · · ·+ bjkqek#

 �������� qej � ���� j = n − k + 1, ..., n� ���� ��� �!���� 
��� 
��!������ �� {Hi, i =

1, ..., n−k}∪{qei, i = 1, ..., k}. ��������� @
� ����� �"������� ��� "���������� �����������
���# ������������ � 
��!������ �
"� ���� ���



'6+ A��	� 	�
�	� �� #�� � 
��	� 	�
�	� �� 
�	� 0/

k∑
i=1

αiqei +
n−k∑
i=1

βiHi = 0�


"�������� ����� βi = 0� ���� i = 1, ..., n − k � 
��� qei, i = 1, ..., k ��� "����������

�������������� ����� @
� αi = 0� ���� i = 1, ..., k#  �������� {Hi, i = 1, ..., n−k}∪{qei, i =
1, ..., k} 
������
� 
�� !��� ���� � ����

"���#

��� .���� �/���� 
� 0�� � ����� �/���� 
� 
���

�� -���� �#
 ������
J���� � ����N�
�� �� (�� ���� 
M��/�� q������# ���� 
�� �"�������&�

% 
�
�" �L���
� �� 1�����/ ���� 
M��/�� � % �L���
� �

"������ ���� ����

"����� 
���������

� �L���
� �� (�� � � �L���
� �� ����� �����
��&������� @
���� "������ 
�� 
M��/�� �

����

"���� q������ ����
� ��� ���� ���
��"# � �L���
� �� (�� ��� 
�� ��"���� ��������


�� � �L���
� �� ����# ���� @
� �� x � y ������ ����� ��
⌊
q − 1

2

⌋
����� ��� ����� dLee =

∑n
i=1 |xi−yi|� � @
� ��� ��J @
� "�
�"����� �"� L � �L���
� �� ����# ����� ����� ���
�������

�"/
��� ��"��?�� ����� � ����� ������ �� (�� �� 
� 
M��/� C � � ����� ������ �� ����

�� ����

"��� ΛA(C)#

��4
���� '6&:6 �� 
 C 	� 
@���� ����
� q�9���� ��$����� 
 ����� ������ �	 �		 ��

C 
��� � "
���

µLee = min{dLee(x, 0) : 0 
= x ∈ C}�

��
������ �� &������ �� ����� ������ �� 
� ����

"��� 
�� � ����N�
�� �� ����� �����


��� �� �L���
� �

"������ L 
� ���!"��� �� ��'�
�" ��"
���# �/
�"����� ��
������ � �����

������ �� (�� �� 
� 
M��/� C L 
� ���!"��� ��'�
�" �� ����"&�� �� 
��� /���"#

���8�
���� '6&56 )(;℄ �� 
 ΛA(C) 	� ����
	�
�� q�9���� �� µLee � 
 ����
 �?���
 �� ���

�� 
@���� C� �����

µ = min{q, µLee}

� 
 ����
 �?���
 �
 ���
 �� ΛA(C)�

��������
���� ��������� � @
�
����� ΛA(C)7qZn# ��
�"*� 
� 
��I
��� �� ��������������

���� ���� @
�
����� 
��� � 
��I
��� �� ������ �� A = Bmax[0, q/2]∩ΛA(C)� ���� Bmax[x, r]

������ � !�"� '�
*��� �� 
����� x � ���� r �� �L���
� �� ��$���# ��������� �������������

@
�� ���� 
��� 
"���� ��� �
"� �� ΛA(C)7qZn� � ������������� 
�� � ����� ������ �� ����



'6+ A��	� 	�
�	� �� #�� � 
��	� 	�
�	� �� 
�	� :1

���� �� A � @
�� ���� � 
"���� �
"� �� �������������� �� ����� ����� �� ���� ��� �� ����

±qej � ���� j = 1, ..., n# -�I� 0 
= c ∈ A# 2� �"������� �� 
"���� ������� ��� c ��� �� '����

x = c+ qt� ���� �"/
� t ∈ Zn# ���� −q/2 ≤ ci ≤ q/2� ���� ���� i = 1, ..., n �����

dsoma(x, 0) =
n∑

i=1

|ci + qti| ≥
n∑

i=1

|ci| = dsoma(c, 0)#

�/���� �� c = 0� ����� x = qe1 + qt� ���� t ∈ Zn� ������ �� ������ ����� 
"����# �����

dsoma(x, 0) = |q + qt1|+
n∑

i=2

|qti| ≥ |q| = q = dsoma(±qej , 0)� ���� j = 1, ..., n.

��� ���� �����

µ = min{dsoma(x, 0) : 0 
= x ∈ ΛA(C)}
= min{dsoma(x, 0) : 0 
= x ∈ A �
 x = ±qej , j = 1, ..., n}.

.�"�
������� µ 
�� � ����� ������ �� (�� �� C � 
�� q# ��������� @
�� ���� 
���

0 
= c ∈ C� ����� dLee(c, 0) = dsoma(c
∗, 0)� ���� c∗ ∈ A � c = c∗ �� Λ/qZn# +���� c∗i = ci�

�� 0 ≤ ci ≤ q/2 � c∗i = ci − q� �� q/2 < ci < q# ������

• -� min{|ci|, q − |ci|} = |ci|� ����� 0 ≤ ci ≤ q/2, � @
� ���"�
� c∗i = ci � min{|ci|, q −
|ci|} = |ci| = |c∗i |.

• -� min{|ci|, q − |ci|} = q − |ci|, ����� q/2 < ci < q� � @
� ���"�
� c∗i = ci − q � ������

min{|ci|, q − |ci|} = q − ci = |ci − q| = |c∗i |.

 ��������

dLee(c, 0) =
n∑

i=1

min{|ci|, q − |ci|} =
n∑

i=1

|c∗i | = dsoma(c
∗, 0)

� �!�����

µ = min{dLee(c, 0) ��" @
� 0 
= c ∈ C, q} = min{µLee, q}#

7��	8�� '6&;6 & '��	�
 :�; �����
 �� ���� 
�� 	���� �� ���������
���� 	����,
��� �
 ���

������
��� �
 ���������� 

��
 �
�
 � #	�
����� ΛA(C)/qZn� #	
��� q = 7 � C � � 
@����

���
�� ��� (2, 1)�

B���� µLee = 3 � 
���� µ = min{3, 7} = 3�

7��	8�� '6&/6 �
�� q ∈ N� �� Z2
q 
 ����
 �?���
 �� ��� � ������ ����� �	 ��	
� 
 q�

�
�
 #	
�#	�� 
@���� C ⊆ Z2
q� ���� d((a, b), (0, 0)) = min{|a|, q − |a|} + min{|b|, q − |b|} ≤

q

2
+

q

2
= q� �
�
 #	
�#	�� (a, b) ∈ C�



'6+ A��	� 	�
�	� �� #�� � 
��	� 	�
�	� �� 
�	� :&

0�/
�� O#�T ���I
��� �� �������������� �� ����

"��� ΛA(C)

���� 
� 
M��/� q����� C� ��"��  �������?�� 
#9; � O#
; � ���� �� ����
�������� ��

����

"��� q����� ΛA(C) �� �L���
� �� ���� L ���� ���

ρ =
µ

2
=

min{µLee, q}
2

�

���� µLee L � ����� ������ �� (�� �� 
M��/� C#

*"
������� '6+16 4
�
 	� 
@���� q�9��� C 
�� ����G�
�
 �� ��� �?���
 dLee� ����� #	�

dLee = µLee� �� 

��� �����
�
����� �
 ��$����� �
 �����

 �� ��� ����� dLee(x, y) =

dLee(x− y, 0)� �
�
 #	
��#	�� x, y ∈ C� <��� z = x− y ∈ C� �����

min{dLee(x, y) : x, y ∈ C} = min{dLee(z, 0) : z ∈ C}�

2 ����� ���� ������� �� @
�" �� ��'���� 
�� � ����N�
�� �� ���� 
�������� ��� ������ ��

ΛA(C) ��� �� �����
�
��� L k =

⌊
dLee − 1

2

⌋
# ���� ���� L 
*����� �� ���� �� 
������� ��

����
 B
�℄#

7��	8�� '6+&6 <�������� � 
@���� 11�9��� �
�� ��� C = 〈(1, 4)〉� 
 ����
 �?���
 �� ���

�� C � 4 � 
 ����G�
�
 �?���
 �
 ���
 �� ΛA(C) = {(1, 4), (3, 1)} � µ = min{4, 11} = 4�

&���� � �
�� �� ���

��
����� �� ����
	�
�� ΛA(C) � 2 � � �
�� �� 
������� � 1� & '��	�


:�: �����
 H ��#	���
 
� ���
� �
 ���
 �� �
�� 2 � H ������
 
� ���
� �
 ���
 �� �
�� 1


����
�
� ��� ������ �� ����
	�
�� ΛA(C)

���� 
�� 
����@
D�
�� �� ������������ ��  ��������� O#
; ����� � ��/
���� 
���"����#
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� 	@���
� �� 
�	� ��� ,�

������  :+

,����.��� '6++6 �� 
 C 	� 
@���� ����
� q�9��� � ΛA(C) � ����
	�
�� q�9��� 
���
�
��� C�

"������ �� ����
 �?���
 
�� 
 ����G�
�
 �
 ���
 �� ΛA(C) ��� 

�

����,
��� ���1

• �� µLee > q� 
 ����
 �?���
 �
 ���
 �� ��
��,
 ��� "������

{±qei, i = 1, ..., n}8

• �� µLee < q� 
 ����
 �?���
 ��� "������ �
 ���
 �� ��
��,
 ��� "������

{c ∈ Bmax[0, q/2] ∩ Λ �
� #	� c ∈ C � dLee(c, 0) = µLee}8

• �� µLee = q� 
 ����G�
�
 �?���
 �
 ���
 �� ��
��,
 ��� 
�� 	����

{±qei, i = 1, ..., n} � {c ∈ Bmax[0, q/2] ∩ Λ �
� #	� c ∈ C � dLee(c, 0) = µLee}�

0�/
�� O#OT 5�"�� �� ���� �� ���� � � ���� 
# F�$���"� O#�
G

��� ��
�
�*
�+�� 
� ��	�
���
�
 q12���
 �� �3	��
� 
�


��� %�� ���
	��+�� -

�� ���
���� �� ��
����
���� ���� ����

"���� 
�����
���� � ������ �� 
M��/�� !�������

&�� � ������
��� � L ����������� �� B
:℄# V �������� @
� ��
����
�� 
� 
M��/� !������

C ⊂ Zn
q 
���������� � ��
����
�� � ����

"��� !������ ΛA(C) ⊂ Rn �� �L���
� �

"������#

�� B
℄ L �!���� 
�� ��"���� ����"*���� ���� ��
����
���� �� 
M��/�� �� �L���
� �� (�� �

����

"���� �� �L���
� �� ����# ����� ����� �������������� ���� ��"����#
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� 	@���
� �� 
�	� ��� ,�

������  :'

� ������ �� �/��� ����������� ��!�� �� �L���
��� �� (�� � �� ����� ��� d � ������ @
�

��� ��'������� � 
� ����� �� 
� 
M��/� q����� C � � 
� &���� �� ����

"��� q����� ΛA(C)

�� ����������� ��� x � x �����
��&������# ���� ΛA(C)/qZn L ������'� � C ��� '������

��������� ����� ��
� �"�������# .�
������� @
� [a] ������ � ������� ���� ��M$��� �� a#

���8�
���� '6+'6 )(;℄ �� 
 ΛA(C) 	� ����
	�
�� q�9��� � r = (r1, ..., rn) ∈ Rn 	� "����

�
��� �
�� 	� �������� x ∈ ΛA(C)/qZn� ���� x = (x1, ..., xn)� � ���������
��� z �
 
�
���

x #	� ���9 �
�� ��@!��� �� r �� ΛA(C)� 
�������
��� 
 �����

 �
 ���
� � �
�� ���

z = (z1, ..., zn)� ���� zi = xi + qwi � wi =

[
ri − xi

q

]
, �
�
 

�
 1 = 1, ..., n�

��������
���� �� ������������� �� 
"���� �� x L ���� ��� z = x + qw� ���� w ∈ Zn# �

����N�
�� dsoma =
∑n

i=1 |ri − xi − qwi| ���� ������ @
���� ��&����� wi =

[
ri − xi

q

]
#

*"
������� '6+26 �� �
 ���������� 

��
� �
����� �� wi =

[
ri − xi

q

]
= a + 1/2� ��

#	� a ∈ Z� �
�
 
��	� 2�	 
��	��3� i = 1, ..., n� ����� ������� ���� 2�	 �
��3 ������ ��

����
	�
��� �#	�����
���� �� r� �
�� ��@!���� �� r� 5��� �����$

 #	� r ���9 �
 
�������



��	� �
� ����=�� �� I������ ��� ���� ������ �� ����
	�
���

��4
���� '6+06 �� 
 r ∈ Rn� '
,���� ���	�=�� �@�	�� q �� 

�
 	�
 �
� ����
�
�

�� r ������� 	� "���� 
	 
� ����
�
� ��� �� ������ �
 ��"���� �
 �����
��"
 ����
�
 ��

r ��� q 
�� 
��$
����� �������� �����
��� ���� "���� ��� r(mod q)� ����� r(mod q) =

r − q
(⌊

r1
q

⌋
, ...,

⌊
rn
q

⌋)
.

���8�
���� '6+:6 )(;℄ �� 
 ΛA(C) 	� ����
	�
�� q�9��� � r = (r1, ..., rn) ∈ Rn 	� "����

�
��� �� x ∈ C � � �������� �� 
@���� C �
�� ��@!��� �� r(mod q) 
�������
��� 
 �����



�� ���� ����� z ∈ ΛA(C) �
�� ���
 4��������� :�;: �
� #	� z = x �� ΛA(C)/qZn� � �

�������� �� ΛA(C)� �
�� ��@!��� �� r�

��������
���� -�I� r = (r1, ..., rn) = (r∗1, ..., r
∗
n) + q(t1, ..., tn), 
�� 0 ≤ r∗i ≤ q � ti ∈ Z�

���� i = 1, ..., n# +���� r(mod q) = (r∗1, ..., r
∗
n) = r∗# -�I� x ∈ C � &���� ���� ��M$���

�� r(mod q) 
����������� � �L���
� �� (��# ����������� @
� 
� ����� ���� ��M$��� ��

r �� ΛA(C) ���� �� ����� 
"���� �� x �� ΛA(C)/qZn#  ��� 
��� a ∈ C� a = (a1, ..., an),


����� �  ��������� O#�O� ��
�������� � ������������� a∗ ���� ��M$��� �� r 
�����������

� �L���
� �� ����� ����� d(r, a∗) = d(r(mod q), a). �� '���� ���� � ����N�
�� �� ���� �����

d(r, a∗) =
∑n

i=1 |r∗i − ai − αiq|,



'6' ��
���4
���� �� ����
�����
 q�.���
 
� 	@���
� �� 
�	� ��� ,�

������  :2

���� αi =

([
r∗i − ai

q
+ ti

]
− ti

)
# �/���� −1 ≤ r∗i − ai

q
≤ 1� ���� |r∗i − ai| ≤ q� αi ∈

{−1, 0, 1}. (�/�� ������� �!���&��T

• -� αi = 0� ���� �"/
� i� ����� −q/2 ≤ r∗i − ai ≤ q/2 � �����

min{|r∗i − ai|, q − |r∗i − ai|} = |r∗i − ai|[

• -� αi = 1� ���� �"/
� i� ����� −q/2 ≤ r∗i − ai ≤ q � �����

min{|r∗i − ai|, q − |r∗i − ai|} = q − |r∗i − ai| � |r∗i − ai| = r∗i − ai[

• -� αi = −1� ���� �"/
� i� ����� −q ≤ r∗i − ai ≤ −q/2 � �����

min{|r∗i − ai|, q − |r∗i − ai|} = q − |r∗i − ai| � |r∗i − ai| = −(r∗i − ai)#

(�/�� d(r, a∗) =
∑n

i=1 |r∗i − ai − αiq| =
∑n

i=1min{|r∗i − ai|, q − |r∗i − ai|} = d(r(mod q), a)#

���� z L � ����� ���� ��M$��� �� r� ����� z ������J� d(r(mod q)� �
 ��I�� z = x#

�  ��������� O#�: ��� '����
� 
� ���
���� �� ��
����
���� ���� ����

"���� q������ 
��

� �L���
� �� ���� &�� ��
 
M��/� /������ C#  ��� ��
������ � ����� �� ΛA(C) ���� ��M$���

�� r = (r1, ..., rn) �� �L���
� �� ���� ���
������� �� ��/
����� ������T

• ��"

"�� r(mod q)#

• ���� r(mod q) ∈ [0, q)n� 
�"

"�� � ����� x = (x1, ..., xn) �� 
M��/� C ���� ��M$���

�� r(mod q) 
�� � �L���
� �� (��#

•  ��� i = 1, ..., n� 
�"

"�� wi =

[
ri − xi

q

]
, � �!��� � &���� w = (w1, ..., w2)#

• 2!��� z = (x1, ..., xn) + q(w1, ..., wn) @
� L � ����� ���� ��M$��� �� r 
�� � �L���
�

�� ����#

7��	8�� '6+56 �� 
 C � 
@���� 7�9��� �
�� ���

C = {(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 1), (5, 3), (6, 5)}�
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� 	@���
� �� 
�	� ��� ,�

������  :0

�
�� r = (14, 27/5) ∈ Rn� ���
	����� � ����� �
�� ��@!��� �� r �� ΛA(C)� 
�� ���
���

H ����G�
�
 �
 ���
� '
,���� ���	�=�� �@�	�� q �
� ����
�
� �� r� ������� r(mod q) =

(0, 5.4) C ����� �� 
@���� �
�� ��@!��� �� r(mod q) 
�� 
 ����G�
�
 �� ��� � x = (6, 5)�

B������ z = (6, 5) + 7(w1, w2)� ���� w1 =

[
14− 6

7

]
= 1 � w2 =

[
5.4− 5

7

]
= 0� ����� #	�

z = (13, 5) � � ����� �� ΛA(C) �
�� ��@!��� �� r �
 �����

 �
 ���
� & '��	�
 :�/ �����


� ����
	�
�� ΛA(C)� �	
� ����=�� �� I������ � �� ������ r, r(mod q), x � z�

 ������ �!��� ���!L�� 
����� �  ��������� O#�: 
� �"/������ �� ��
����
���� ����

� 
M��/� ����
���� �� �L���
� �� (��#

����� C ⊂ Zn
q 
� 
M��/� "����� q����� � y ∈ C� ���� ��
����
�� y �� �L���
� �� (��

������� ���
����� �� ��/
����� ������T

• ���"�J�� � ����

"��� q����� ΛA(C) ���� ��
����
�� y 
�� � �L���
� �� ����� ��
���

������ z ∈ ΛA(C) � ����� ���� ��M$��� �� y#

• 2!��� � �"������ �� z ∈ ΛA(C)/qZn '�J���� ���
�?�� �M�
"� q ��� �������� �� &����

z#

• 2 ����� �� C ���� ��M$��� �� y 
�� � ����N�
�� �� (�� L � ����� z ∈ C#

rr(mod q)
x z

0�/
�� O#9T 5�"�� �� ���� �� ���� � � ���� 


� '���� �� �!����� � ��
����
���� �� 
M��/�� ���� �
��� L �� ���� 
��*�
��� 
���

Z-�'� ��
����/ZB
:℄# ������ 
���� 
����������� � 
��I
��� �� &������ ��
�!���� �� 
��I
���

S = [0, q)n� ���� L� &������ 
�� �������� ����� ���
J���� �M�
"� q# �� "������
�� ���� ���� ��



'62 #�� $8���� ��
���
� ::

��
����
���� L �
��� ��

� �!������# �� /���" �� �"/������� �� ��
����
���� 
���������

�� &������ ��
�!���� �� 
��I
��� S = Zn
q � �
 ��I�� &������ 
�� �������� �������� ���
J����

�M�
"� q# ���� ���� �� ��
����
���� L 
��*�
��� 
��� Z1��� ��
����/Z#

��� 0�� 4�5��� ��
�
���

�� 
����
"� 
� ���
����� 
� �"/������ �� ��
����
���� ���� ����

"���� �� �L���
�

dp� 1 ≤ p < ∞# �� B
℄ L ����������� � �"/������ ��� ������ ��
����� ���� ����

"����

q������� @
� L ����"*���� �� �"/������ I� ���
����� ��� 
�� �"/
��� ����"��
��?�� ��&���

�� '������ ����
��" @
� ���� ��� �!���� �� �����J /������� �� ����

"���# ����� �����

���
������� ��" �"/������#

U
���� q L 
� �S���� ������ &���� @
� ������� �!��� 
�� �����J /������� ���� �

����

"��� q����� ΛA(C) �� 0���� �����" �� 1������ � ������ �� �����J /������� �� '����

������ �� 
M��/� ����
���� C# ���� �����J L ���� ���

H =

(
Ik×k 0k×n−k

Bn−k×k qIn−k×n−k

)
FO#
G

����

B =

⎛
⎜⎜⎝

rk+1,1 · · · rk+1,k

###
# # #

###

rn,1 · · · rn,k

⎞
⎟⎟⎠

 ��� ����"��
�� �� �����?�� � ������ �� �/���� 
������������� �� &������ �� Rn 
��� �����

&������ 
�"
���# ������ 
��� ����� �� x ∈ ΛA(C) ���� ��� ��
���� 
��� x = Hs� ���� �"/
�

s ∈ Zn#

��"�
���� s = (s1, s2) ∈ Zk × Zn−k ����� @
�

Hs = (s1, Bs1 + qs2)

���� y ∈ Rn� ���� ��
����
�� y �� �L���
� �� ����� ��&���� ��
������ x1 ∈ ΛA(C) ��" @
�

dsoma(x1, y) = min{dsoma(x, y) : x ∈ ΛA(C)} = min{‖Hs− y‖1 : s ∈ Zn}.

2!���&���� @
�� ��&��� � '���� ����
��" �� H � �����

‖Hs− y‖1 = ‖s1 − y1‖1 + ‖Bs1 + qs2 − y2‖1 FO#�G
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� �!����� � �$������� �
��� �!�����

‖Hs− y‖1 =
k∑

i=1

|si− yi|+
∣∣∣∣∣

k∑

i=1

rk+1,isi + sk+1q − yk+1

∣∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣∣

k∑

i=1

rn,isi + snq − yn

∣∣∣∣∣ . FO#OG

� ����� /���" �� �"/������ L �������� ��
������ s1 � � ������ �� s1 ��
������ s2 = (sk+1, ..., sn)�

� @
� L �����&�" ��&��� � '���� ����
��" �� �����JH # 0�$��� 
� ���� R� ����I���� ��
������

����� �� &������ �������� @
� �����'�J�� ‖Hs− y‖ ≤ R#

�� k ��������� ���
�"�� �� ‖Hs−y‖ ��� �� '���� |si−yi|#  ��� ����� ���
�"�� ���
��������
�� ����� '���� @
� � 
��� ���
���� �� -���� 
#R#�#

 ��� j = 1� ����� � ��/
���� �����&�"� �� &������� ���� s1T

⌈−R + y1⌉ ≤ s1 ≤ ⌊R + y1⌋. FO#9G

 ��� j = 2� �$��� 
� &�"�� ������� ���� s1 �� �����&�"� ���� �� O#9 � ������� R2 =

R− |s1 − y1|� ����� � ��/
���� �����&�"� �� &������� ���� s2

⌈−R2 + y2⌉ ≤ s2 ≤ ⌊R2 + y2⌋.

 ��
������ �� ����� ������� ��L j = k� k ≤ n#  ��� j ≤ k� �$���� &�"���� �������� ����

s1, ..., sj−1 ������ ��� �����
��&�� �����&�"�� �� &�������� 
�"�
���� Rj = Rj−1−|sj−1−yj−1|�
�!����� � ��/
���� �����&�"� �� &������� ���� sj

⌈−Rj + yj⌉ ≤ sj ≤ ⌊Rj + yj⌋.

��&��� � '���� �� �����J H � ���� j > k I� ��� ���
������ 
�"

"�� ����� �� �����!�"������

���� � &���� s2 ∈ Zn−k� � @
� ����"��
� � �"/������# 0�$��� 
� &���� s1 = (s1, ..., sk) �!����

�
���� � &���� s2 @
� ������J� O#� L � &���� ������� ���� ��M$��� �� 1/q(−s1B+ y2)# ����

���� s1 �$�� �� S"����� n− k ���
�"�� �� O#O ��� ������������� ����� ��� s2 ��&� ��� � &����



I�� �� �������� ������J�� �� �����
��&�� S"����� n− k ���
�"�� �� O#O# �� �������� �� s2
��� ����� ����� ���

sj =

[
−∑k

i=1 rj,isi + yk
q

]
� j = k + 1, ..., n#

��� ���� ����� x = Hs /����� ��"� �"/������ �����'�J ‖Hs− y‖ ≤ R# ������ �� /�������

s1� ���� 
��� ��&� ������� sj �� s2 /������ ������� ������ ��

tj =
∑k

i=1 |si − yi|+
∑j

l=k+1

∣∣∣
∑k

i=1 rl,isi + slq − yl

∣∣∣ ≤ R.
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���� ���� &�"�� �� sj L � &�"�� ������� @
� ������J� � ���
�"�� �� � ����/
�"���� ��� '��

�����'���� ��� ���� &�"��� ��� ���� �����'���� ��� ���*
� �
��� &�"�� � ����� ������� ��
�����

���� 
����*�# -� � ����/
�"���� '�� �����'���� 
�����
���� � ���
���� ������ �������� ��

tm = tm−1 +
∣∣∣
∑k

i=1 rm,isi + smq − ym

∣∣∣ ≤ R.

��M� /���� ����� �� 
����*�� �� ��&���� 
�"

"���� @
�" � ����� ���� ��M$��� �� y �����

�� �����!�"������ ��
��������# 2 
�"

"� ��� ����N�
��� L '���� �� 
��I
��� 
�� � /������

�� ��&��� � �� �� �
�����J�� ������#

�� 
��� �� ����

"���� q������ @
� ����
�� 
�� �����J /������� 
��� � ���� �� O#
 L

�����&�" ������� � �S���� �� 
����*�� υ(k, R) '������� ��L � ����
� k� � @
� ��� ���

�����&�" �� 
��� �� 
� ����

"��� @
�"@
�� �� �L���
� �� ����# ���� ��������&� L ���� ��"�

@
�������� �� ������ �� Zk 
������� �
�� ��'��� �� ���� k�����������" 
�� ���� R� B
;℄�

���� L�

υ(k, R) =

min{k,R}∑

i=0

2i

(
k

i

)(
R

i

)
. FO#8G

� ������ �� ����
� k � �S���� �� 
����*�� ������ � ���
J��� � @
� ��/���
� @
� O#8 L


� "�������� �
������ ���� � �S���� �� 
����*�� &�������� ��"� �"/������� ����� @
����

k << n� �!����� 
�� 
��������&�" ���
��� �� �S���� �� ������ &�������� ��"� �"/�������


�� &�J @
� υ(k, R) << υ(n,R)# 2!���&���� @
� k L I
�������� � �������� �� 
M��/��

����� � 
���"�$����� �� �"/������ ���!L� ���� ��"�
������ % �������� �� 
M��/�#

2 �$���"� ��/
���� �"
���� �"/
�� ��� 
��
����� � ���
"����� ���
�����#

7��	8�� '6+;6 ):℄ �� 
 F 	� 
���� $����� �!������ �� 	� 
���� K� �� 
 ϕ(X) ∈ F [X ]

�� L = {α0, ..., αn−1} ∈ F � ���� �� αi ��� ���� 
 ���� ��������� � �
�� #	� ϕ(αi) 
= 0 �
�


i = 0, ..., n − 1� ��$����� � 
 ���� �	 !���� 
�"���
� ����� � 
���� K 
���
�
�� 
�


�� 	��� L � 
� ��������� ϕ 
��� ����� � 
�� 	���

Γk(L, ϕ) =

{
(c0, ..., cn−1) ∈ Kn;

n−1∑
i=0

ciϕ(αi)
−1ϕ(X)− ϕ(αi)

X − αi
= 0

}
.

<�������� �� 
����� K = Z3 � F 
�����	?�� 
��� � 
��� �� 
�
���� �����	
�� K[X ]P (x)�

���
��� � ��������� �����	�?"�� P (X) = X2 +X +2 �� K[X ]� �� 
 C = Γk(L, ϕ) � 
@����

�� E���
 3�9��� 
���
�
�� 
 L = F − {0} � ϕ = X3 +X + 1� & �
���, �� �
���
�� �� C �

�
�
 ���
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P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1

0 2 1 1 0 1

0 2 1 0 2 2

1 0 2 0 1 0

0 2 1 2 1 1

1 1 0 2 2 2

1 1 2 1 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

<��� 
 �
���, P ��� ����� 6 � 
@���� C ��� �������� 2� B���� #	� c ∈ C ��� �

������� ��� cP = 0� N����"���� ���� ������
 �����F��� �������

C = {(2a+ b, 2a, a, 2a, a+ b, b, a, b)}; a, b ∈ Z3}�

&����� 
 �
���, ���
���
 �� 
@���� � �
�
 ���

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1

2 0

1 0

2 0

1 1

0 1

1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

'
,���� 3 ����
�=�� �������
��� ����� 
� 
��	�
� �
 �
���, M � ������� 	�
 �
���, ���
���


�� C �
 
���
 �
���� �
�
 ���

G =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0

0 1

0 2

0 1

1 1

1 2

0 2

1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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.��� 
@���� ��� ����G�
�
 �� 7
����� �?���
 ��	
� 
 /� ���� ��� � 

�
, �� 
������� 1

����� & ����G�
�
 �� ��� �?���
 �
���� � ��	
� 
 4� 	�
 "�, #	� �
�
 q = 3 
� ����G�
�
�

�� ��� � �� 7
����� ��� ��	
���

4������ ��
���$

� � "���� ��
����� w = (11202020)� 
��
"�� �� ����
	�
�� ΛA(C) 	�
���

� 
�������� ��� ������ ��
������

4��
 4��������� :�D� 
 �
���, 7-' �� ����
	�
�� ΛA(C) � �
�
 ���

H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 2 3 0 0 0 0 0

0 1 0 3 0 0 0 0

1 1 0 0 3 0 0 0

1 2 0 0 0 3 0 0

0 2 0 0 0 0 3 0

1 2 0 0 0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

4��
 4���������� :�(A 
 ����G�
�
 �?���
 �
 ���
 �� ����
	�
�� ΛA(C) � 3 � ���� � �
�� ��


������� �� ����
	�
�� � 1� &���� �� 
�������� ��� ������ ��
����� ������� 	�
� ���� �
��

� ��
����
� s ∈ Z8 �
� #	�

‖Hs− w‖1 ≤ 1

.!�
������ 
 �����	
��
�� 

��
 �����

|s1−1|+ |s2−1|+ |2s2+3s3−2|+ |s2+3s4|+ |s1+s2+3s5−2|+ |s1+2s2+3s6|+ |2s2+3s7−2|

+|s1 + 2s2 + 3s8| ≤ 1 FO#:G

4��� 
��������� 
� ����������
��� �� s1 ��� �� �������� #	� ����� �� �����"
�� 0 ≤ s1 ≤ 2�

• 4
�
 s1 = 0� 
 %��

 ����������
�� �
�
 s2 � 1�

• 4
�
 s1 = 1� 
� ����������
��� �
�
 s2 ��� �� �������� #	� ����� �� �����"
�� 0 ≤ s2 ≤ 2�

• 4
�
 s1 = 2� 
 %��

 ����������
�� �
�
 s2 � 1�

<��� � 
@���� ��� �������� ;� 
 �
���� �� �?"�� ���� �� �
��� �
 9�"��� �� 
������
�
�

�
�
� �� ��
	�

�� 
���� $!���� �� ����?"��� "
����� �
�
 s1 � s2 � ��
�������� 
� ���
��


������
�
� �� "���� s�
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• 4
�
 s1 = 0 � s2 = 1� ������� s3 = 0� <��� t3 ≤ 1� ������� 
�����	
� � �������

s4 = 0� <��� t4 = 2 > 1 ���� �
�� �
 9�"��� ��� ���
 	� ����� 


�?"���

• 4
�
 s1 = 1 � s2 = 0� ������� s3 = 1� <��� t3 = 2 > 1 ���� �
�� �
 9�"��� ��� ���


	� ����� 


�?"���

• 4
�
 s1 = 1 � s2 = 1� ������� s3 = 0, s4 = 0, s5 = 0, s6 = −1, s7 = 0 � s8 = −1� B��
�

���
� 
������
�
� �
���

,�� 
 �#	
��� :�*� ���� ������� 	� ����� 


�?"���

• 4
�
 s1 = 1 � s2 = 2� ������� s3 = −1� <��� t3 = 2 > 1 ���� �
�� �
 9�"��� ���

���
 	� ����� 


�?"���

• 4
�
 s1 = 2 � s2 = 1� ������� s3 = 0 � t3 < 1� <�����	
��� ������� s4 = 0 �

t4 = 2 > 1� ���� ���� �
�� ��� ���
 	� ����� 


�?"���

-
 '��	�
 :�0 ����� 
 9�"��� ���
�
 �� ���
���� 

��
� & 9�"��� ����	� 5 �
���� � #	�  9

��
 �����
��� ���� 
 #	
����
�� �� ������ �� Z2 
������� �	�
 ��
��
 �
 ���
 �����������
�


�� �
�� 1 � υ(2, 1) = 5�

C %��
� ����� 


�?"�� ���
�� ���� 
�������� � s = (1, 1, 0, 0, 0,−1, 0,−1)� 
���� � �����

�� ����
	�
�� ΛA(C) �
�� ��@!��� �� w � r = Hs = (1, 1, 2, 1, 2, 3, 2, 0) � � ����� �� 
@����

�
�� ��@!��� �� w � r(mod q) = (1, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 0)�

B
���� ��
 �����
�� 
 ���
��� �� 	� %��
� ����� 


�?"���  9 #	� 	�
��� �� 
��������

� �
�� �� 
������� �� ����
	�
�� ΛA(C)� �� ��"������� 	����,
�� 	� �
�� �
��� �� 
���������

���"
"������� ���?
��� ������ �
�� ������ 


�?"���� �
� � ����� �
�� ��@!��� �� w ����


���
�� ���� "���� s = (1, 1, 0, 0, 0,−1, 0,−1)�

C 
@���� �� E���
 C ����	� 	� 
�������� ��@���� �� ��
���$

��� #	� � �	�
����� 
��

�����
�� .��� 
�������� ���� ��� ��
����
�� �� ):℄ � ��� ��� �������  	��
����� � "����

(1, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 0)� C����"
��� #	� ����� 

��� �
�
 ��
���$

� � "���� w� � 
�������� 
����

���
� �!��� 	�
 #	
����
�� �� ����
�=�� �	��� ����� �� #	� 
 ��
���$

��� ���� 
��������

��� ������ ��
������ 
���!��
�
����� AL ����
�=�� 
 ������ 5��� �� ��"� 
 
���� ����	�	�



������

 ��� 
@����� �� E���
� 4
�
 
@����� 
�� ����� ����	�	�
 
������

� � ���
����



��
 
��������� �
��
�� �
 ����	�	�
 ��������

 ��� ����
	�
��� ���� ��� �
�� "
��
 ����
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0�/
�� O#8T 4�&��� �� 
���������� /����� ��"� �"/������ ��� ������ ��
����� �� !
�
� ��"�

&���� s#



�������� �

�
���	������� ������

K�� � ������
��� � L �����&�" ��
����
�� ����

"���� q������ �� �L���
� �� ���� 
�����

� ���
���� �� ��
����
���� �� 
M��/� ����
���� �� �L���
� �� (��# ��� ����� �!���&����

@
� L ����
��"����� ������������ @
� � 
M��/� ����
���� ���*� 
� ��
����� �"/������ ��

��
����
���� �� �L���
� �� (��# U
���� ���� ��
����� '�� ���� �"/������ �� ��
����
����

�� 
M��/�� ���� ��
����� ���� � �"/������ �� ��
����
���� �!���� &�� � ������
��� � ��

����

"��� ����
���� �� �L���
� �� ����# .�
����
������� �� � ����

"��� q����� ����������


� �"/������ ��
����� �� ��
����
���� �� �L���
� �� ����� ������� �!��� 
� �"/������

��
����� ���� � 
M��/� ����
���� �� �L���
� �� (��#

.���

"���� q������ �D� ��
�!��� 
�� ������� ����
��" ��� S"����� ���� ��&��� �� ��
 
��

�� �������� 
�����/���
��# ������
�?�� �� �������� 
�����/���
�� !������� �� ����

"����
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