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Resumo

Reticulados no R™ sao conjuntos discretos de pontos gerados como combinagoes inteiras de
vetores linearmente independentes. A estrutura e as propriedades de reticulados vém sendo
exploradas em diversas areas, dentre elas a Teoria da Informacao. Neste trabalho fizemos
um estudo de reticulados ¢-arios na métrica da soma, os quais estao relacionados aos codigos
g-arios. Iniciamos com o estudo de reticulados gerais abordando questoes como, densidade de
empacotamento, determinacao da regiao de Voronoi, equivaléncia de reticulados e processos
de decodificacao, fazendo um paralelo destas questoes na métrica euclidiana e na métrica da
soma. Em seguida, no Capitulo 2, tratamos brevemente os conceitos de codigos corretores de
erros, onde os codigos g-arios estao inseridos e codigos lineares definidos sobre corpos finitos.
No estudo dos codigos g-arios consideramos a distancia de Lee que ¢ uma alternativa a usual
métrica de Hamming. Por fim, no Capitulo 3, abordamos os reticulados ¢-érios que sao
obtidos a partir de codigos g-arios pelo processo conhecido como Construcao A. Estudamos
uma forma de se decodificar um reticulado g-ario via a Construgao A, usando a decodificagao
do codigo e vice-versa e discutimos um algoritmo de decodificacdo (Lee Sphere Decoding)

para reticulados ¢-arios que possuem matriz geradora de formato especial.



Abstract

Lattices in R™ are discrete sets of points generated as integer combinations of linearly inde-
pendent vectors. The structure and properties of lattices have been explored in several areas,
including Information Theory. In this work, we study g¢-ary lattices which are obtained from
g-ary codes in the sum metric. We begin the study of general lattices, approaching topics
as packing density, Voronoi regions, lattice equivalence and decoding processes, considering
both the Euclidean and sum metric. In Chapter 2, we introduce some error correcting codes
concepts focusing on g-ary codes and the more general class of linear codes defined over
finite fields. In the study of g-ary codes, we consider the Lee distance, as an extension and
alternative to the usual Hamming metric. Finally, in Chapter 3, we approach the g¢-ary
lattices, which are obtained from g¢-ary codes via the so called Construction A. We study a
g-ary lattice decoding process, relate it to the associate code decoding and discuss a decoding

algorithm for lattices which have special generator matrices.
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Introducao

Encontramos na literatura um vasto estudo sobre reticulados com a métrica euclidiana,
mas muito pouco é conhecido sobre as propriedades de reticulados com a métrica da soma.
O objetivo deste trabalho é realizar um estudo de reticulados ¢g-arios com a métrica da soma,
os quais estao relacionados aos codigos g-arios com a métrica de Lee.

Dado ¢ € N, um cdédigo linear g-ario C' ¢ um subgrupo aditivo proprio do Z,-modulo
Zy. Assim, considerando a aplicacdo ¢ : Z" — Z; dada por ¢(z1,...,7,) = (T1, ..., Tn),
podemos caracterizar um reticulado g-ario da seguinte forma: C' é um co6digo linear g-ario
se, e somente se, Ay(C) := ¢~1(C) é um reticulado em R". Neste caso, a aplicagao ¢ é
chamada de Construgao A [16].

Via a Construcao A, podemos obter varios resultados relacionados a um reticulado ¢-ario
a partir do codigo g-ario C' associado [12]. Podemos encontrar, por exemplo, a dimensao do
reticulado g-ario, matrizes geradoras especiais para A4(C'), sua norma minima da soma, seu
raio de empacotamento da soma, o reticulado dual de A 4(C), bem como sua matriz geradora
e processos de decodificacao na métrica da soma derivados da decodificacao do cédigo.

A teoria de reticulados, tem sido bastante utilizada na resolucao de problemas da teoria
da informacao. Os codigos com a métrica de Lee foram introduzidos em [7] e desde entao
sao objetos de varios estudos tedricos e praticos. Para ¢ = 2 e ¢ = 3, a usual distancia de
Hamming [3| para codigos lineares é igual a distancia de Lee. Via Constru¢ao A, podemos
obter também alguns resultados relacionados aos codigos ¢-arios, como um conjunto de
geradores, a cardinalidade do codigo e processos de decodificagao derivados da decodificagao
do reticulado associado.

Todas as questoes citadas acima sao abordadas nesta dissertacao. No Capitulo 1, in-
troduzimos defini¢oes bésicas e propriedades relacionadas a reticulados em geral. Alguns
dos conceitos estudados envolvem a nogao de distancia, como a regiao de Voronoi de um
reticulado, a densidade de empacotamento, o raio de cobertura, equivaléncia de reticulados
e decodificacao de reticulados. Procuramos fazer uma comparacao destes conceitos com a

métrica euclidiana e com a métrica da soma. Ainda neste capitulo, exibimos alguns exem-
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plos de reticulados mais conhecidos e ao final estudamos dois algoritmos de decodificagao
para reticulados, o primeiro, chamado de Sphere decoding, que faz uso de uma fatoracao
QR na matriz geradora do reticulado para decodifica-lo com a métrica euclidiana e o se-
gundo, como uma adaptagao do primeiro, faz uso de uma matriz geradora do reticulado
na forma Normal de Hermite para reticulados com a métrica d,, 0 < p < oo, definida por
dp(z,y) = (|le1—p [P+ - -+\xn—yn|p)%, sendo z,y € R, comz = (1, ...,Tn) € Y = (Y1, ., Yn)-

O segundo capitulo ¢ dedicado ao estudo dos codigos lineares g-arios. Iniciamos com
os codigos corretores de erros definidos sobre um conjunto A finito qualquer. Em seguida,
fizemos uma breve introducao aos codigos lineares definidos sobre corpos finitos e por fim
estudamos os codigos lineares g-arios, ja introduzindo a distancia de Lee. Os codigos g-
arios estao inseridos no primeiro conjunto de codigos citados e em particular, quando ¢ é
primo, Z, ¢ um corpo e entao o cédigo g-ario possui todas as propriedades dos codigos
definidos sobre corpos. Por outro lado, quando ¢ nao ¢ um ntmero primo, algumas destas
propriedades podem ser perdidas, como por exemplo, um conjunto de geradores linearmente
independentes.

Finalmente no terceiro capitulo, estudamos os reticulados g-arios que sao obtidos de co-
digos g-arios pela Construcao A. Diversas propriedades destes reticulados obtidas via Cons-
trucao A foram abordadas, como por exemplo, no caso em que ¢ é primo, conseguimos obter
uma matriz de um reticulado g-ario na forma Normal de Hermite, derivada de uma matriz
na forma padrao do cédigo g-ario associado. Esta matriz ajuda a simplificar o algoritmo de
decodificacao para a métrica d, no caso em que p = 1, apresentado no Capitulo 2, dando
origem ao algoritmo Lee Sphere Decoding. Estudamos ainda uma forma de se decodificar um
codigo g-ario na métrica de Lee usando um processo de decodificagao do reticulado g-ario
associado e vice-versa. Exemplificamos esta tultima abordagem com a decodificagao de um

codigo de Goppa cléssico.



CAprPiTULO 1

RETICULADOS
|

Neste capitulo, da Secao 1.1 a Secao 1.7 introduziremos defini¢oes basicas e propriedades
relacionadas a reticulados. Algumas delas usam a nocgao de distancia e tém sido ampla-
mente estudadas com a métrica euclidiana. Muito pouco é conhecido na literatura sobre
propriedades de reticulados estudadas na métrica da soma. Assim, procuramos fazer uma
comparagao destas defini¢oes e propriedades na métrica euclidiana e da soma. Na Secao 1.8
exibiremos alguns exemplos de reticulados e na Secao 1.9 dois algoritmos de decodificagao
de reticulados. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [1], [5],[12], [16] e
[11].

1.1 Conceitos Fundamentais

Definicao 1.1. Um subconjunto A de R™ ¢ um reticulado, se existe um conjunto [ =
{uy, ug, ..., un } de vetores linearmente independentes de R", com m < n, tal que x € A se, e

somente se, * = ayuy + - -+ + AUy, com a; € Z para it =1, ...,m.

Chamamos 3 de base de A e ela nao é tnica.

Definicao 1.2. Seja A € R™ um reticulado. Definimos a dimensao de A e denotamos por

dim(A), o nimero de vetores de uma base B de A.

Exemplo 1.3. A Figura 1.1 mostra alguns pontos do reticulado A com uma base dada por
{(1,1),(1,3)}. Uma outra base para o reticulado A € {(1,1),(2,0)}.
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Figura 1.1: Exemplo 1.3

Proposicao 1.4. [16] Se A é um reticulado de dimensao n gerado por uma base 3, uma
base o do R™ € uma base deste reticulado se, e somente se, « C A e a matriz mudanca de
base [T)? de 8 para o € uma matriz unimodular, isto €, tem entradas inteiras e determinante
+1.

Demonstragao. Seja [T|§ a matriz mudanga de base de a para 3. Como cada elemento da
base  pode ser escrito como combinacao inteira dos elementos de « e vice-versa, as matrizes
(T8 e [T']§ s6 possuem entradas inteiras e, por conseguinte, os respectivos determinantes

«

também sao inteiros. Como [T']5 - [T]§ = I, onde I é a matriz identidade, temos det([T']3) -
det([T]3) = 1 e dai det([T]3) = det([T]3) = £1.

Reciprocamente, como « é uma base de R™ e a matriz mudanca de base J para « possui
somente entradas inteiras, entao todo elemento da base 5 pode ser escrito como combinacao
inteira dos elementos da base « e, portanto, todo elemento do reticulado gerado por f3

pertence ao reticulado gerado por « e vice-versa. O

Corolario 1.5. Se A € um reticulado de dimensao m <n e « e 8 sao bases do reticulado,

entio a matriz mudanca de base [T)? de B para o tem entradas inteiras e determinante +1.

Demonstracao. Se m = n ja demonstramos. Se m < n, para as matrizes mudanca de base
[T5 e [T]§ das bases do reticulado, também vale [T1]5 - [T]§ = I, entdo a demonstracao do

(&7 (&7

corolario ¢ analoga a primeira parte da demonstracao da Proposicao 1.4. O

Observacao 1.6. Note que um reticulado A é um subgrupo aditivo do R"™. Em particular,

seu,v € A, entao u+v e u — v sao vetores do reticulado.
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Teorema 1.7. [14] Se A é um subgrupo aditivo discreto de R™, entao A é um reticulado.

Demonstracao. Seja A um subgrupo aditivo discreto de R™. Provemos por inducao sobre n
que A é um reticulado. Sejam {v} um subconjunto maximal linearmente independente de
AereR,tal que B[0,r] N A # {0}, em que B|0,r]| denota a bola fechada centrada em 0 e
raio . Como A é um subgrupo discreto, toda bola fechada centrada em zero, possui finitos
elementos de A. Podemos escolher assim, z € B[0,7] N A, z # 0, tal que a norma de z seja
minima e substituir v por z. Logo, dado qualquer w € A temos w = Az. Agora, suponha que
exista w; = A1z € A, tal que A\; nao seja um nimero inteiro. Como A é subgrupo aditivo,

[A1]z € A, em que |\ ] denota o maior inteiro menor ou igual a A;, e temos também
U)ll = )\12 — L)\ljz = ()\1 — L)\lj)z c A.
Dai
lwill = [l = D)=l = A= Dl < Iz

Mas isto contradiz a minimalidade de ||z||. Portanto, qualquer w € A é uma combinagao
inteira de z. Logo A é um reticulado.

Agora, seja {vy, ..., Uy, } um subconjunto maximal linearmente independente de A, m < n.
Seja V' o subespaco gerado por {vy, ..., v,,—1} e seja Ag = ANV. Entao A é subgrupo aditivo
discreto, assim por inducdo é um reticulado. Logo existe uma base {uy, ..., u,y } de Ag. Como
os elementos vy, ..., v, 1 € A temos que m’ = m — 1, e podemos substituir {u;, ..., u,} por
{v1,...; Um_1}, ou equivalentemente assumir que todo elemento de Ay é uma combinagao
linear com coeficientes inteiros de vy, ..., v,,_1. Seja T o subconjunto de todos os x € A da

forma
T =a1U1 + -+ QmUny

com a; € R, taisque 0 < a; < lparai=1,..m—1e0 <a, <1. Entao, T é limitado,
logo finito ja que A é discreto. Assim, podemos escolher um 2/ € T' com o menor m-ésimo

coeficiente nao-nulo, digamos que
' =0byvy + -+ b,

Certamente {vq,...,v,_1,2'} & linearmente independente. Seja z € A, podemos escolher

coeficientes inteiros ¢; tais que

2 =z—cpt — v — - — Ce1Um—1
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esteja em T e o coeficiente de v, em 2’ seja menor do que b,,, mas nao negativo. Pela escolha
de 2’ este coeficiente deve ser zero, entao 2z’ € Ag. Logo {vy, ..., v,_1,2'} geram A e A é um

reticulado. O

Proposicao 1.8. [5] Um reticulado A é geometricamente uniforme, isto é, dados dois vetores
quaisquer x,y € A, existe uma isometria ¢ : R — R"™ tal que:
(i) o(A) = A, ou seja, ¢ € uma simetria de A,

(ii)p(x) =y, ou seja, ¢ age transitivamente em A.

Demonstracio. Dados x,y € A, tome a translacio dada por ¢(v) = v + (y — z). E claro
que ¢ é uma isometria e a condicdo (ii) é trivialmente satisfeita. Agora seja § = {uy, ..., u,}
uma base de A. Como y — x € A, existem by, ..., b, € Z tais que y — x = byuy + - - - + b uy,.
Dado w € ¢(A), existe um v € A tal que ¢(v) = w, assim existem ay, ..., a,, inteiros tais que
v = auy + -+ apty,. Logo, ¢o(v) = v+ (y —x) = (a1 + b)uy + -+ + (an + by)u, € A
Portanto ¢(A) C A.

Seja r € A, tome z =7 — (y —x) € A, entao ¢(z) =r — (y — z) + (y + ) = r. Portanto
A C ¢(A) e a condigao (i) também é satisfeita. O

Corolario 1.9. Seja A um reticulado e v € A, entao a transla¢ao T'(u) = u + v, € uma

isometria que leva A em A.

Demonstragao. A prova deste corolario é analoga a prova da condigao (ii) da proposigao

anterior, bastando substituir  — y por v na demonstragao. O
Observamos que a translacao é isometria para todas as métricas dp, 1 < p < oo.

Defini¢ao 1.10. Seja {uy, ..., uy, }, uma base de vetores do reticulado A, onde u; = (u;y, ..., Ui ),

parat=1,...m em <n e seja v € A\. Podemos escrever x da forma

U1 Um1 Ur -+ Uml ky
p=hki| b Ak | =

U1n Umn Ulp = Umn km

onde k; € Z, para i = 1,...,m. Isso mostra que todo x € A € da forma MvT, onde M
¢ a matriz cuja as colunas sao os vetores de uma base de A e v = (ky,...,kp) € um vetor
com entradas inteiras. A matriz M descrita acima é chamada uma matriz geradora do

reticulado A.
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Se um reticulado A possui uma base cujos vetores possuem apenas entradas inteiras,
podemos obter uma matriz geradora para o reticulado em um formato especial que é muito

util.

Definicao 1.11. [18] Seja H = (h;j) uma matriz n x m, com n < m, com coeficientes
inteiros. Se m =n e H € nao singular, dizemos que H ¢ uma matriz na forma Normal
de Hermite (HNF) se:

(i) H é triangular superior;

(ii) hi; > 0, para todo i = 1,...,n;

(1ii) hij < hjj, para todo i < j.

Sen <m a matriz H na forma Normal de Hermite é da forma

0 0 0 * *
0 0 * *

(1.1)
0 0 0 0 0 =

onde as ultimas n colunas formam uma matriz HNF de ordem n.

Se A = (a;;) é uma matriz n x m, com m > n e coeficientes em Z, é possivel encontrar,
fazendo operacoes elementares nas colunas de A, uma matriz B da forma 1.1. A matriz
H formada pelas tltimas n colunas de B serd chamada de matriz HNF de A. O seguinte
algoritmo ensina como encontrar a matriz H. Denotaremos por h;; os coeficientes de H e
por A; e H; as colunas de A e H, respectivamente, e dado um ntmero real z denotaremos por

[z] e |z] o inteiro mais proximo de z e o maior inteiro menor ou igual a z, respectivamente.
Algoritmo 1.12. [18/
e Passo 1: Atribua valor n para i e valor m para k e coloque | = 1.

e Passo 2: Se todos os a;j, para j < k, sao nulos, verifique se a;, < 0. Neste caso
substitua a coluna Ay, por —Ayg e entdao vd para o passo 5.

Se algum a;j, para j < k € nao nulo, vd para o passo 3.

e Passo 3: Escolha um a;; nao nulo para j < k que possua o menor valor absoluto.
Denote-o por a;j,. Entao, se jo < k, permute as colunas Ay e Aj,. Se a;, <0, substitua

a coluna Ay, por —Ay e coloque b := a;,, entdo vd para o passo 4.
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e Passo 4: Para j =1,....k — 1, coloque q := [a;;/b] e Aj = A; — qAx e entio vd para

0 passo 2.

e Passo 5: Coloque b := a;,. Se b =0, entao atribua o valor k + 1 para k e vd para o
passo 6. Caso contrdrio, para j > k coloque q := |a;;/b| e Aj = A; — qAy e entdo vd

para o passo 6.

e Passo 6: Sei =1, entao para j =1,....m —k+1 coloque H; = Aj ;1 e o algoritmo

termina. Caso contrario atribua valor i — 1 para i, k — 1 para k e vd para o passo 2.

Observacao 1.13. [18] Para encontrar a matriz HNF da matriz A fizemos apenas operagoes
inteiras sobre as colunas de A. E possivel mostrar também que a matriz HNF de A ¢ inica.
Entao, se A for uma matriz com coeficientes inteiros, cujas colunas sao um conjunto de
geradores de um reticulado A, as colunas da matriz HNF de A nos fornecem a inica base de
A cuja a matriz geradora associada H é HNF. No caso em que a dimensao do reticulado é
n, a matriz H serd triangular superior. Podemos também modificar facilmente o algoritmo

1.12 e encontrar, para este caso, uma matriz HNF de A triangular inferior.

Definigao 1.14. Dizemos que A* C A é um sub-reticulado de A, se A* ainda for um

reticulado.

Definicao 1.15. Dizemos que um Z-mdodulo M € livre de posto r se existem r vetores
V1, ..., U € M que sao linearmente independentes sobre 7 e tais que para todo v € M tem-se

T .
v=> . ,a,v; € M, coma; €7, parai=1,..,r.

Definicao 1.16. Dizemos que um grupo abeliano G € livre de posto r se G é um Z-maodulo

lvvre de posto r.

Proposicao 1.17. [14] Sejam G um grupo abeliano livre de posto r e H um subgrupo de G.
Entao G/H € finito se, e somente se, posto(G) = posto(H). Se {xy,...,x,} € uma Z-base
para G e {y1, ..., yn} € uma Z-base para H tais que y; =y ., a;jz;, para a;; € Z, 1 =1, ..., n,
entao |G/H| = |det(a;;)|.

Observacao 1.18. [12] Um reticulado A € um grupo abeliano livre e um sub-reticulado
A" C A € um subgrupo de A. Entao, pela Proposicao 1.17, temos que |A/A*| < oo se, e
somente se, dim(A\) = dim(N*). Além disso, se M ¢é uma matriz geradora para A e N
uma matriz geradora para N*, existe uma matriz com entradas inteiras A tal que N = AM.

Assim temos que
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[A/AY| = [det(A)| = [det(N)|/|det(M))|

Proposicao 1.19. [16/ Sejam A um reticulado n-dimensional e M uma matriz geradora de

A. Definamos o conjunto
Dy={zeR": (z,2) € Z,Vz € A}.
Temos que Dy € um reticulado n-dimensional com uma matriz geradora dada por (M 1)t

Demonstragdo. Primeiramente notamos que se v = (M~')'w, com w € Z", entao dado um

z € A, podemos escrever z da forma z = Mwv, com v € Z" e assim
(u, 2y = (MYw, Mv) = o' MY (M 1)w = v'w € Z.

Logo u € Djy.

Agora, as colunas da matriz (M~')! sao linearmente independentes, pois M ¢ uma matriz
nao singular. Logo, estas colunas formam uma base de R". A i-ésima coluna de (M 1) é
dada por C; := (M~ 1')te;, i = 1,...,n e pelo que mostramos acima ela pertence a Dy. Entao
seja y € Dy, como y € R" e {C1,...,C,} é uma base de R", temos y = k;Cy + -+ + k,C,, =
(M—Y)'k, onde k = (ki,...,k,) € R". Queremos mostrar que k ¢ um vetor com entradas
inteiras. Como y € D, entao (y, z) € Z, para todo z € A. Assim, tome os vetores de A da

forma Me;, i =1,...,n. Logo, para cada i = 1,...,n temos
(y, Me;) = (M~Y)k, Me;) = et MY (M 1)k = (M M)k = etk = (e;, k) = k; € Z.

Portanto Dy = {y € R" : y = (M 1)k, k € Z"}, ou seja, Dy é um reticulado n-dimensional

com matriz geradora (M 1)’ O

Definicao 1.20. O conjunto Dy definido na Proposicao 1.19, ¢ chamado de reticulado

dual do reticulado A e o denotamos por A*.
Definicao 1.21. Dizemos que um reticulado A é auto dual se A = A*.

Exemplo 1.22. Considere o reticulado A = Z?, com base {(1,0),(0,1)}. O reticulado dual

de A é At =72, ou seja, Z* é um reticulado auto dual.
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1.2 Matriz de Gram e determinante do reticulado

Definigao 1.23. Sejam A um reticulado e M uma matriz geradora de A, a matriz M'M =: G

¢ chamada matriz de Gram do reticulado A.

Observacao 1.24. Note que as ij-ésimas entradas de G sao dadas pelo produto interno
(usual) (v;,v;), onde v;, para i = 1,..,m sao os vetores da base do reticulado, e que G
¢ uma matriz simétrica, assim G guarda informacgoes métricas importantes sobre a base

escolhida.

Como um reticulado possui infinitas bases diferentes, possui também matrizes geradoras
diferentes e consequentemente matrizes de Gram diferentes, entretanto o determinante de

cada uma delas s6 depende do reticulado. E o que mostra o seguinte resultado.

Proposicao 1.25. [5] Sejam A e B duas matrizes geradoras de um reticulado A, entao

G :=ATA e G' := BT B possuem o mesmo determinante.

Demonstracao. Como A e B sao matrizes geradoras para o reticulado A, existe uma matriz
U tal que B = AU e pelo Colorario 1.5 det(U) = £1. Assim

det(B'B) = det(A'U'AU) = det(A")det(U")det(A)det(U) = det(A'A).
U

Definigao 1.26. Definimos o determinante de A e denotamos por det(A) como o deter-

minante de uma matriz de Gram qualquer de A.

Definicao 1.27. Dizemos que um reticulado A € ortogonal se possuir uma base 5 com vetores

dois a dois ortogonais.

Observagao 1.28. Se A ¢ um reticulado ortogonal, ele possui uma matriz de Gram diagonal

e o determinante do reticulado serd o produto dos elementos da diagonal desta matriz.

De agora em diante trabalharemos com reticulados de dimensao n no R".

1.3 Regiao fundamental

Definicao 1.29. Uma regiao fundamental F' de um reticulado A é um subconjunto fe-
chado do R™ que ladrilha R™, isto €, tomando copias de F' transladadas pelos vetores v € A,
conseguimos cobrir todo R™ de forma que dois ladrilhos ou nao tém intersecgao ou se inter-

sectam apenas no bordo.
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Definicao 1.30. Um paralelotopo fundamental ¢ o conjunto
P={0u;+---+0yu,:0<0;, <1, para todo i = 1,...,n},

sendo f = {uy,ug,...,u,} € uma base de um reticulado A, ou seja, é o paralelepipedo n-

dimensional gerado pelo vetores da base do reticulado A.

Observacao 1.31. O volume de um paralelotopo fundamental vol(P) é dado pelo determi-
nante da matriz geradora M do reticulado [5]. Assim, det(A) = det(G) = det(M'M) =
det*(M) = (vol(P))?.

Proposicao 1.32. [16] O paralelotopo fundamental é uma regiao fundamental.

Demonstracao. E claro que P é fechado, entio basta provar que tomando os traslados P+v =
{z +v:2 € P}, onde v € A, cobrimos todo o R" de forma que dois ladrilhos ou nao tém
interseccao ou se intersectam apenas no bordo.

Seja |a| a parte inteira do ntimero real a, isto é, [a] € Z e 0 < a— |a] < 1, entdo para cada
vetor v = ) ", a;u; de R”, onde w; para i = 1,...,n sao os elementos da base do reticulado,

temos

Do it = 3o [ai]us + 300 (0 — ai ).
Como 7" | |a;]u; € Ae Y"1 (a; — lag))u; € P, segue que R" =, ., v+ P.
O interior de v + P é o conjunto
mt(v + P) = {U + Z?:l biu; - 0 < b; < ]_}
Sejam = € R™ e v;,vy € A tais que = € int(vy + P) Nint(vy + P). Assim existem
iy ooy Ay Uiy oy bpy EZ€ Qs ey iy, By oeey By com 0 < o, B; < 1,0 =1, ..., n, tal que
T=3 0 au Yy e =y bug 4+ > B
Como {uy,...,u,} é base de R", temos a; — b; + a; — 3; = 0 para ¢ = 1,...,n. Assim, como
a; —b; €Z e (< ‘Oéz—ﬁz‘ <1,temosai:bieozi:6i, ouseja, V1 = Vs.

Portanto, nenhum ponto do interior de v + P pode estar no interior de outro traslado
u+ P. ]

Exemplo 1.33. Considere o reticulado A com base {(0,1),(2,1)}. Na Figura 1.2, temos o
paralelotopo fundamental P apoiado sobre os vetores da base do reticulado A e o ladrilha-

mento dado pelas translagoes de P por vetores do reticulado.
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Figura 1.2: Paralelotopo fundamental do reticulado A.

Proposicao 1.34. [5] O volume de qualquer regiao fundamental de um reticulado A é sempre

0 Mesmo.
Nao faremos a demonstracao deste resultado, que pode ser encontrada em [2].

Definigao 1.35. Dados z,y € R", a distdncia da soma entre x ey € definida como d(x,y) =
Yol — yils sendo x = (21, ..., 2) €y = (Y1s e Yn).

No que segue, continuaremos a introduzir conceitos e resultados relacionados a reticulados
e quando envolverem a nocao de distancia, sempre que possivel, faremos uma comparacao

nas meétricas euclidiana e da soma.

1.4 Regiao de Voronoi
Definicao 1.36. A regiao de Voronoi de um ponto v € A € o conjunto
R(v) ={z € R" : d(z,v) < d(x,u), para todo u € A}.

Para uma métrica induzida por uma norma || - || em R™, podemos reescrever a definigdo

acima da seguinte maneira:
R(v) ={x e R": |jv — z|| < ||u— z||, para todo u € A}.

Este é o caso das métricas euclidiana e da soma. No que segue consideraremos apenas as

meétricas induzidas por normas em R".
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Proposicao 1.37. [5/ Seja v € A, temos que

R(v) =v+R(0) ={v+x€R":2 € R(0)}.
Demonstracao. Temos

R(0) ={y e R": |ly|| < [[w —yl|, Vw € A}

Seja T, : R® — R" a transla¢ao dada por T,(k) = k + v. Tomando um z € R(0), temos
lv =T (@) || = llv = (& +v)l| = [|z]| < [Jw =2l = [lw="T,(x) +v]| = |lu = T,(2)]], para todo
u € A. Logo T,(xz) =z +v € R(v), ou seja, v + R(0) C R(v).

Agora seja y € R(v). Podemos escrever y da forma y = v + k, onde k = y — v € R"™.
Mostremos que k € R(0). De fato,

[kl = llv = (k + )|l = [lv —y|l < |lw—yl|, para todo w € A,
Assim
k|| < [Jw—=y|| = ||lw—v+E| =|r+ k|, para todo r € A.

Logo k € R(0) e, portanto, R(v) = v + R(0). O

A proposi¢ao acima nos diz que R(0) é uma regiao fundamental do reticulado A, ja que
pela definicao ela é fechada e dado qualquer ponto u € R™ ou esse ponto esta mais proximo de
algum vetor v € A e, neste caso, u € R(v) = v+ R(0), ou este ponto esta a mesma distancia
de diferentes pontos do reticulado e neste caso pertence ao bordo comum das regices de
Voronoi destes pontos. Assim, as regidoes de Voronoi dos pontos do reticulado ladrilham
todo R™.

No espago n-dimensional euclidiano as regioes de Voronoi de um ponto v € A sao po-
liedros n-dimensionais fechados e convexos determinados pela interseccao de semiespacos
determinados por hiperplanos cujos pontos equidistam de v e dos demais pontos do reticu-
lado. Na métrica da soma as regioes de Voronoi de um reticulado podem nao ser poliedros

n-dimensionais convexos.

Exemplo 1.38. Dados dois pontos x = (0,0) e y = (2,3), o conjunto dos pontos que estao
a mesma distancia de x e y nas métricas euclidiana e da soma sao dados pelas figuras da

direita e da esquerda, respectivamente.
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51 -5

Figura 1.3: Conjunto dos pontos que estao a mesma distancia dos pontos x e y nas métricas

euclidiana e da soma.

Exemplo 1.39. Na Figura 1.4, a esquerda temos, as regioes de Voronoi em relagao a métrica

euclidiana e a direita, as regioes de Voronoi na métrica da soma do reticulado hexagonal dado

pela base {(1,0), (1/2,+/3/2)}.

Exemplo 1.40. Nas Figuras 1.5, a esquerd,a temos as regioes de Voronoi na métrica eu-

clidiana e a direita, as regioes de Voronoi na métrica da soma do reticulado A que tem por

base {(1,4),(0,3)}.

Observacao 1.41. Embora as regioes de Voronoi de um reticulado na métrica euclidiana e
na métrica da soma sejam diferentes, pela Proposicao 1.3/, elas possuem o mesmo volume,

pois ambas sao regioes fundamentais.

1.5 Densidade de empacotamento de um reticulado

A densidade de empacotamento de um reticulado A é a proporcao do espaco coberto pela
uniao de esferas e mesmo raio disjuntas centradas em pontos de A com o maior raio possivel.
Esse conceito esta diretamente relacionado ao classico problema do empacotamento esférico
que consiste em descobrir a melhor forma de distribuir esferas de raio » em R™ de modo que:
(i) duas esferas quaisquer deste arranjo apenas se toquem em um ponto da “casca” ou nao
possuam intersecao alguma,

(ii) este arranjo de esferas seja o mais denso possivel, isto é, ocupe o maior espago possivel.
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Figura 1.4: Regioes de Voronoi do reticulado hexagonal consideradas na métrica euclidiana

e da soma.

Podemos descrever um empacotamento de esferas em R"™ especificando apenas os seus
centros e o raio das esferas. Quando os centros das esferas formam um reticulado dizemos
que o empacotamento ¢ um empacotamento reticulado.

Existem varias motivacoes para se encontrar os empacotamentos reticulados n-dimensionais
com alta densidade. Até a oitava dimensao ele ocorre nas familias de reticulados A,,, D,
e F, que abordaremos brevemente mais adiante e tém correspondéncia com os diagramas
de Cozeter-Dynkin. Em dimensao 24 o empacotamento do reticulado Leech Aoy tem uma
misteriosa conexao com a geometria hiperbdlica e com a algebra de Lie. Empacotamentos
reticulados tém aplicacoes diretas na Teoria dos Numeros, resolucao de equacoes Diofantinas,
na Geometria dos Nimeros e nos problemas decorrentes de comunicacao digital. Empacota-
mentos tridimensionais tém aplica¢oes na Quimica, na Fisica e na Biologia [16]. De forma

geral, a medida que a dimensao cresce a densidade de empacotamento do reticulado decresce.

Exemplo 1.42. A Figura 1.6 mostra, a esquerda e a direita o empacotamento de esferas na

métrica euclidiana e da soma, respectivamente, do reticulado {(2,5), (0,4)}

Podemos avaliar o quao denso ¢ um reticulado, comparando o volume de uma regiao de
Voronoi R(v) de um ponto v € A com o volume da maior bola fechada centrada em v que

ela contém.
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Figura 1.5: Regides de Voronoi do reticulado A consideradas na métrica euclidiana e da

Sso1a.
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Figura 1.6: Empacotamento reticulado nas métricas euclidiana e da soma

Definicao 1.43. Seja d uma métrica em R". Chamamos de raio de empacotamento de

um reticulado A o valor:
p = max{r : By[0,7] C R(0)},
onde By[0, 7] denota a bola fechada na métrica d de centro 0 e raio r.

Exemplo 1.44. Considere o reticulado do Fxemplo 1.40. Na Figura 1.7, a esquerda temos
a mazor bola euclidiana possivel, dentro da regiao de Voronoi na métrica euclidiana do ponto
(0,0) e a direita a maior bola da soma possivel dentro da regiao de Voronoi do ponto (0,0)

na métrica da soma.
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Figura 1.7: Maior bola euclidiana e da soma possiveis dentro de uma regiao de Voronoi do

reticulado A do exemplo 1.40

Definicao 1.45. Seja d uma métrica em R™. A morma minima n na métrica d de um
reticulado A C R™ € definida por

n =min{d(z,0) : x € A, x # 0}.

Os vetores do reticulado A que satisfazem a norma minima sao chamados de vetores de

norma minima.

Lema 1.46. Seja d uma métrica em R™ e A um reticulado. Definamos
p = mdz{r : By(u,r) N By(v,r) = &, u,v € A}.

Temos p = p, onde p € o raito de empacotamento do reticulado.

Demonstragao. Considere a bola fechada By[0, p]. Afirmamos que By4[0,5] C R(0). De fato,
suponha que By[0,p] € R(0), logo existe z € By[0,p] tal que |[z| > ||z — v||, para algum
v € A. Entao, x € By(0,p)NBqy(v,p), pois ||z —v|| < ||z|| < p. Mas isso contradiz a defini¢ao
de p. Assim, By[0,p] C R(0) e pela maximalidade de p segue que p > 7.

Agora como a regiao de Voronoi de um ponto v do reticulado pode ser dada por R(0)+wv,
podemos considerar p = max{r : By[v,r] C R(v),v € A}. Suponha que existam u,v € A
eum =z € R" tais que © € By(u,p) N By(v,p). Dai temos z € By(u,p) C R(u) e x €
By(v, p) C R(v), logo x € R(u) N R(v). Como as regioes de Voronoi se intercectam apenas
em sua fronteira, x pertence a fronteira de R(u), logo qualquer bola aberta centrada em

u possui pontos de R(u) e pontos de R® — R(u). Em particular, a bola By(u, p) possui
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pontos de R” — R(u), mas isso contradiz a defini¢ao de p. Logo By(u, p) N By(v, p) = & e da
maximalidade de p temos p > p. Portanto, p = p. O

Proposicao 1.47. [19] Seja d uma métrica em R™ e A € R™. O raio de empacotamento p

¢ metade da norma minima n de A na métrica d.

Demonstracao. Sejam u,v € A\, u v er = g Suponhamos que = € By(u,r) N By(v, ).
Por um lado temos d(u,z) + d(z,v) > d(u,v) = d(u —v,0) > n. Por outro lado temos
d(u,z) +d(z,v) < r—+r =mn, o que é uma contradi¢do. Logo, temos By(u,r) N By(v,r) = @.

U . . . . n
Mostremos que r = 5 ¢ o maior raio possivel para um empacotamento reticulado. Se r > 2

seja u € A tal que d(u,0) = 7, entdo para w = u/2 € R™ temos d(w,u) = d(w,0) = g <,
mas isto é uma contradicdo, pois teriamos que w € By(u, ) N By(0,7). Portanto, r = p. O

Definicao 1.48. Definimos a densidade de um reticulado A em R™ por

vol(By4[0,r])

AlA) = vol(R(0))

Pela Proposicdo 1.34 e a Observacao 1.31, temos vol(R(0)) = vol(P) = (det(A))'/?, sendo
P o paralelotopo fundamental de A, logo
A(A) = vol(Bd[O,r]).
(det(A))'/2
Assim, a densidade depende apenas de uma base e da norma minima de A. Isso facilita bas-
tante o calculo da densidade do reticulado, ja que na pratica determinar a regiao de Voronoi

de um reticulado é um problema nada trivial.

O volume de uma bola n—dimensional de raio r é dado por V,,r", onde V,, é o volume da
bola unitaria. [16].

Para a distancia euclidiana o volume da esfera unitaria é dado por [16]:

7.‘.11/2 )
TR se n é par,
Neucl = > (12)
R (U VTE) N
‘ , sen é impar.
n:

Para a distancia da soma o volume da esfera unitaria ¢ dado por [15]:

2n
Nsoma

n!



1.6 O raio de cobertura 19

Exemplo 1.49. Considere o reticulado hevagonal com a base {(1,0),(1/2,v/3/2)}.

Temos que a sua densidade na métrica euclidiana e da soma sao dadas por

4 1/2
Acuar(A) = \7/%//2 ~ 0,9069 € Agoma(A) = %/2 ~ 0,5773.

Definicao 1.50. Definimos a denstdade de centro de um empacotamento reticulado A

por

'

A
5— __p

(det(A))/2 — (det(A))V/?’

sendo p o raito de empacotamento.

Como o volume da bola unitaria n-dimensional é conhecido, o estudo de empacotamentos
reticulados pode ser reduzido ao calculo da densidade de centro.

Veremos na Secao 1.7.1 que, se considerarmos a métrica euclidiana, ao rotacionarmos um
reticulado, o novo reticulado possuird a mesma densidade do anterior, mas o mesmo pode

nao acontecer se considerarmos a métrica da soma.

1.6 O raio de cobertura

Podemos considerar o problema do raio de cobertura como o dual do problema do raio de
empacotamento. O que se deseja é, dado um reticulado, encontrar um raio tal que a uniao
de esferas de mesmo raio centradas nos pontos do reticulado cubra todo o R™ e a proporc¢ao

de areas sobrepostas das esferas seja a menor possivel.

Definicao 1.51. Dados um reticulado A em R™ e uma métrica d, chamamos de raio de

cobertura do reticulado o valor
¢ =min{r : R" C A+ B,4[0,r]}.

Para um bom empacotamento procuramos um reticulado que maximize a area da regiao
de R"™ coberta por esferas, por outro lado, para uma boa cobertura procuramos um reticu-
lado que minimize a area das regioes justapostas da cobertura. Para medir o quanto uma
cobertura é melhor do que a outra neste sentido, temos uma taxa andloga a densidade de

empacotamento, chamada de densidade de cobertura.

Definigao 1.52. Seja d uma métrica, A um reticulado no R™ e ¢ o seu raio de cobertura na

métrica d, a densidade de cobertura 0 do reticulado A € dada por
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~ wol(B4[0,¢]) V™

 (det(M)2 (det(A))'?

sendo V,, € o volume da bola n-dimensional unitdaria.

Exemplo 1.53. Considere o reticulado Z*. Na Figura 1.8 & esquerda temos o raio de
cobertura em relagio o distancia euclidiana. Este raio € igual a v/2/2. A figura da direita
mostra o raio de cobertura deste reticulado em relacao a distincia da soma. FEste rato € igual
a 1. A densidade de cobertura deste reticulado nas métricas euclidiana e da soma sao dadas

respectivamente, por
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Figura 1.8: Raio de cobertura no reticulado 72

Observacao 1.54. [12] Se ¢ e T sao os raios de cobertura de um reticulado A nas métricas

euclidiana e da soma, respectivamente, entao temos ¢ < 7 < /n(.

1.7 Reticulados equivalentes

Definicao 1.55. Seja d uma métrica em R". Uma aplicacao o em R"™ é uma isometria na

métrica d se, dados x,y € R", temos d(x,y) = d(¢(z), o(y)).

Definicao 1.56. Dois reticulados A1 e Ay sao ditos equivalentes na métrica d se existe
uma isometria ¢ : R™ — R"™ e um nimero real positivo X tais que (A\p)(A1) = Ag. Dizemos
que A € a razao de semelhanga de Ay para Ay. Quando \ =1 dizemos que os reticulados

a0 congruentes.
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1.7.1 Reticulados equivalentes na métrica Euclidiana

As isometrias no espaco euclidiano R" sao dadas por rotacoes em torno de “retas” n — 2
dimensionais, reflexdes em torno de “planos"n — 1 dimensionais, translacoes e composicoes
destas [21]. A matriz de uma rota¢do ou de uma reflexdo é uma matriz ortogonal, ou seja,
& uma matriz nao singular O, tal que OTO = OO" = I. E facil verificar que composicdes
de matrizes ortogonais também sao matrizes ortogonais, assim, toda isometria euclidiana ¢

pode ser escrita como

px)=0| i |+

T Cn

onde O é uma matriz ortogonal e a' = (z1, ..., x,),c" = (¢1, ..., ¢p) € R™

Como transformacgoes ortogonais levam base em base, rotagoes e reflexoes levam um reti-
culado em um reticulado e, se ¢ é um vetor do reticulado, pelo Corolario 1.9 o reticulado
N = A + ¢, trasladado por ¢, é um reticulado. Mais precisamente A’ é o proprio reticulado

A. Agora, se ¢ nao é um vetor do reticulado nao é verdade que o conjunto
S={v+cvel}

¢ um reticulado.

De fato, se .S fosse um reticulado, S seria um subgrupo discreto do R", assim dados u,v € A,

os vetores u + ¢ e v + ¢ pertenceriam a S ,e portanto, (u+¢) — (v+c¢) =u—wv € S. Logo,

u—v = z+c para algum z € A. Dai teriamos que c = u—v—2z € A, o0 que é uma contradicao.
Decorre que na métrica euclidiana as isometrias em reticulados sao dadas por rotacoes,

reflexoes, translacoes por vetores do reticulado e a composicao destas trés. Como as transla-

coes por vetores do reticulado levam o reticulado no proprio reticulado, podemos considerar

no estudo de reticulados equivalentes na métrica euclidiana apenas as rotagoes e as reflexoes.

Proposicao 1.57. [5/ Se Ay e Ay sdo reticulados equivalentes na métrica euclidiana, entio
existem matrizes de Gram G e Go de A1 e Ay respectivamente e um nimero real positivo A
tais que

i) Gy = NUTG U, onde U ¢é uma matriz unimodular;

ii)p2 = Ap1, sendo py e py raios de empacotamento de Ay e Ao, respectivamente.

i) A(A) = A(As).
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Demonstragao. i) Se A é uma matriz geradora do reticulado A;, como A; e Ay sdo equiva-
lentes, existem um A € R positivo e matrizes U unimodular e M ortogonal, tais que a matriz
AM AU é a matriz geradora de Ay. Assim,

Gy = AMAU)T(AMAU) = X2UT AT MT M AU = XN2UT AT AU = X\2UTGU.

ii) Sejam ¢ uma aplicagdo ortogonal e A € R positivo, tais que (Ap)(A;) = As. Dado v € Ay,
temos que ||[Ap(v)||2 = Al|v||2. Por outro lado, existe um x € Ay tal que ||[A\p(v)||2 = ||z]|2, logo
|z]|2 = Al|v||2- Assim, se p1 e ps sa0 o raio de empacotamento e Ay e Ay sdao as densidades
de A e Ay respectivamente, temos
main{||z||2 : x € Ay} _ min{A||v|s v € A} _ Amin{||v]|s : v € A1}
2 2 2
e dai o raio de empacotamento de \y é po = Apy.

iii) Com as mesmas notagoes da demonstracao do item (i) e recordando que matrizes uni-

modulares tém o determinante igual a +1, temos
det(Ny) = det(N2UTGLU) = Ndet(UTU)det(G1) = N*"det(A,).

Dai

A — Vneuclpg — Vneucl()\p]-)n — A
27 (det(Ay)V2 T Mn(det(Ay)V2 T T

Temos uma reciproca do item i da Proposi¢ao 1.57, na proposicao abaixo.

Proposicao 1.58. [16/ Sejam Ay e Ay reticulados, se existem matrizes de Gram Gy e Gy dos
reticulados Ay e Ay respectivamente, tais que Gy = MGy, entao os reticulados sao equivalentes

na métrica euclidiana.

Demonstragao. Sejam 1 = {uq,...,u,} e o = {vq,...,v,} bases dos reticulados A; e Ay as
quais as matrizes de Gram GG e G, tais que G5 = \G1, estao associadas. Entao, a aplicacao
linear 7' : R" — R", definida por T'(u;) = 1 ¢ uma isometria tal que (AT)(A;) = As.

De fato, como Gy = MG, temos A\ (u;, u;) = (v;,v;), para 4,7 = 1,...,n. Assim, dado

u=aiu; + - -+ apu, € A, temos
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1T ()3 = (T(u),T(u))
= (1T (uy) + -+ a, T(up), a1 T(uy) + -+ + a, T (uy))

- <CL1—U1 + -+ Up~Un, Q17 V1 + -+ an_vn>

A PR A
= AZI aiajﬁﬁ)iﬂ}j)
i,j=
n 1
— ijZ:1 aiajﬁ.v(ui,uj)
= <u’u>
= [|u]®.

Logo, dados u,v € Ay temos

d(T'(u),T(v)) = d(T(u) = T(v),0) = d(T'(u = v),0) = [[T(u = v)[l2 = [Ju = v]}2 =
d(u —v,0) = d(u,v).
Portanto, 7" é uma isometria.
Agora, para x = ajuy + - - - + a,u, € Ay, temos que
(AT)(x) = A[(1/N)aqvr + - - - + (1/N)apv,] = arv1 + - - + a0, € As.
Logo (A\T) (A1) C As.

E dado y = byv;+- - -+b,v, € Ay, tomando w = byuy+- - -+b,u, € Ay, obtemos (AT)(w) = y.
Assim, concluimos a igualdade (AT)(A1) = As. O

Seja A é um reticulado com base {uy, ..., u, }. Como uma rotacao R é uma transformagao
ortogonal ela leva base em base e assim considerando a métrica euclidiana, R(A) também
¢ um reticulado com base {T'(u1),...,T(u,)}. Sendo R uma isometria, os reticulados A e
A" = R(A) sao equivalentes, logo possuem a mesma densidade, isto é, uma rotagao pre-
serva a densidade de um reticulado na meétrica euclidiana, mas o mesmo nao acontece se

considerarmos a métrica da soma.

1.7.2 Reticulados equivalentes na métrica da soma

Desejamos saber quais sao as isometrias possiveis no R" em relagao a métrica da soma.

Proposigao 1.59. [12] Se f : R — R" € uma isometria com a méltrica da soma, entao

f=a+ ¢, onde a € R" e ¢ é uma isometria na métrica da soma tal que ¢(0) = 0.

Demonstragao. Tomemos a = f(0) e ¢(z) = f(x) — a. Temos que
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0

Proposicao 1.60. Se ¢ : R" — R™ € uma isometria linear com a métrica da soma, entao
o(e;) = tej e sei # j temos que ¢(e;) # ¢(e;), para todo 1 <i,j < n.

Demonstragao. Como ¢ : R™ — R"™ é isometria linear, d(¢(e;),0) = d(o(e;),»(0)) =
d(e;,0) = 1,7 =1,...,n, logo ¢(e;) pertence ao bordo de Byymqa[0,1]. Suponha ¢(e1) # e,
para todo j = 1,...,n. Assim existem pelo menos duas entradas nao nulas no vetor ¢(eq).
Seja ¢(e;) = (aj1,...,a;,), para todo j = 1,...,n. Mostremos que existem k,j € {1,...,n},
k # j, tais que ¢(ey) e ¢(e;) possuem uma entrada ndo nula na mesma posicao.

Se algum ¢(e;), j # 14, tiver uma entrada nao nula na mesma posicao de ¢(e;) esta feito.
Agora, se isto nao acontece, temos n—2 posicoes para verificar se dentre n—1 vetores existem
dois com uma entrada nao nula em comum. Como estes vetores nao podem ser nulos, isto
acontece. Assim, sejam k,j € {1,...,n}, k # j, tais que ¢(ex) e ¢(e;) possuem uma entrada
nao nula em comum, isto ¢, existe ¢ tal que ay; = a;; # 0. Pela desigualdade triangular te-

mos |a+0b| < |a|+1b| e a igualdade vale se, e somente se, ab > 0. Temos dois casos a analisar.

e Se ayi(—aj;) <0, temos |ag; + (—aji)| < |ag| + | — (a;;)| e assim

2 =d(ex, €)

d(p(er), d(e;))

lag + (—az)| + lax; + (—aji)]
Liti

|ag| + |(—aj)| + |axi| + [(—aj:)]
1=1,i#i

<2,

=

-
I

o que é uma contradic¢ao.
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e Se ai(—aj;) > 0, entdo agaj; < 0, dai temos |ax; + aji| < |ag:| + |aji| e assim

2 =d(eg, —¢ )
= d(¢(exr), d(—e;))
= > law + aj| + |ag; + ajql
I=1,1#i
< > aw| + laji] + |ag| + |ajil
I=1,1#i

<2,

o que ¢ uma contradi¢cao. Logo nao podemos ter duas entradas em comum, o que
implica que ¢(e;) s6 pode ter uma entrada nao nula, ¢(e;) = %ey e ¢(e;) # d(e;), se

1 # j, para todo 1 <1, < n.

O

As isometrias descritas na Proposi¢ao 1.60 sao aplicagoes ortogonais, cujas matrizes pos-
suem em cada coluna somente uma entrada nao nula igual a +1. Assim as aplicacoes
ortogonais cujas matrizes possuem a forma que acabamos de descrever compostas com uma
translacao sao isometrias de R” com a métrica da soma. De fato, é possivel mostrar que estas
sao as unicas isometrias de R” na métrica da soma [20]. Com as mesmas observagoes que
fizemos para as isometrias euclidianas em reticulados com respeito as translacoes, no estudo
de reticulados equivalentes com a métrica da soma, nos restringiremos apenas as isometrias

dadas pela Proposicao 1.60.

Observacao 1.61. A Proposicao 1.57 continua sendo vdlida para reticulados equivalentes
na métrica da soma. A demonstracao da proposi¢ao para a métrica da soma € andloga
a feita para a métrica euclidiana, sendo necessdrio apenas mudar as normas, jd que as
transformacoes ortogonais descritas na Proposi¢ao 1.60 também preservam a norma da soma.
De fato, se x € R", podemos escrever x da forma x = x1e1 + -+ + z,e, € entdo ¢(x) =

r10(er) + - + xpp(en). Fazendo uma reordenagio nas coordenadas de ¢(x) temos
gb(l‘) = (ixkl)el + (:tl‘kg)eg + -+ (:tx;m)en,

onde k; € {1,2,...,n} e sei # j, entdo xy; # xj. Tomando as normas da soma de x e ¢(z),
obtemos

n n

llly = 22 |l = 22 [Fawl = llo@)]l; -

=1 =1
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Proposicao 1.62. Reticulados equivalentes na métrica da soma sao equivalentes na métrica

euclidiana.

Demonstragao. Seja ¢ : R — R" uma isometria na métrica da soma, assim e; # e; se, e

somente se ®(e;) # P(e;), logo
devetria(P(€:), (€7)) = V2 = deyeria(€s, €5).

E claro que se e; = e;, entdo deueia(¢(ei), (e;)) = deucria(ei, e;). Decorre que ¢ é uma

isometria linear na métrica euclidiana. ]

Exemplo 1.63. [12] Considere o reticulado Z* com a métrica da soma. Temos que sua
22(1/2)? 1
Agora seja R uma rotagao de 45 graus em torno da origem. A densidade de R(Z?) na
o / oy 22(V2/2)? L o
métrica da soma € Agoma (R(Z?%)) = — = 1 que € mdzima em sua dimensao.
Na Figura 1.9 temos a esquerda e a direita respectivamente, 0s empacotamentos na mé-

trica da soma do reticulado Z* e do reticulado R(Z?).

densidade de empacotamento na métrica da soma € Agoma (Z?) =

L] L] L] ° L] L]
L] L] L] L) L[] L]
L] L] L] 1 o L[] L] /

o L] L] L] (] o
° L] L] L] (] (]
° L] L] L] (] ()

Figura 1.9: Empacotamento dos reticulados Z* e R(Z?)

Observacao 1.64. O Fxemplo 1.63, mostra que a reciproca da Proposi¢ao 1.62 nao vale. De
fato, o reticulado 7* e o reticulado Z? rotacionado por 45 graus, sao equivalentes na métrica
euclidiana, mas nao sao equivalentes na métrica da soma, pois se fossem a densidade de

empacotamento na métrica da soma dos dois reticulados seria a mesma.

Observacao 1.65. A Proposicao 1.58 também nao € vdlida para reticulados na métrica da

soma. De fato, € fdacil verificar que os reticulados do Exemplo 1.63 possuem a mesma matriz
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de Gram, mas o mesmo argumento usado na observacao acima mostra que estes reticulados

nao sao equivalentes na métrica da soma.

1.8 Exemplos de reticulados

Nesta secao descreveremos alguns reticulados importantes e suas propriedades. A principal

referéncia é [16].

1.8.1 Os reticulados cubicos Z"

O reticulado cibico Z™ é o conjunto
7" =A{(x1, ..., tn) i €Z, i =1,...,n}

A matriz geradora deste reticulado é a matriz identidade de ordem n, logo seu determi-
nante é igual a 1. Na métrica euclidiana e da soma a norma minima é 1 e os vetores de norma

1
minima sao (0,...,+1,...,0). O raio de empacotamento é p = 3" Na métrica euclidiana o

Vn

raio de cobertura é 5 = p-v/n. A densidade nas métricas euclidianas e da soma é dada
por A = V,27" onde devemos considerar V,, como o volume da bola unitaria n—dimensional
em cada métrica. E a densidade de centro em ambas as métricas é § = 27". As regioes
de Voronoi na métrica euclidiana e da soma sao iguais e tém a forma de hipercubos. O
reticulado Z" é auto dual.

Na dimensao 2 sua versao rotacionada por 45 graus apresenta a maior densidade de empa-
cotamento e a menor densidade de cobertura possiveis na dimensao e ambas sao iguais a 1.

Isso porque a regiao de Voronoi do reticulado e as bolas de raio p e  coincidem.

1.8.2 Os reticulados A,
O reticulado A,, é o conjunto
A, ={(zg,x1,...;wp) €Z" s g+ - + 1, = 0}

Observe que sao usadas n+1 coordenadas, para definir o reticulado A,, que esté no hiperplano

Uma matriz geradora é dada por
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-1 0 0
1 -1 0
-1 0

0 1 0

—1

o 0 --- 1

O seu determinante é n 4+ 1. Na métrica euclidiana e da soma, as normas minimas
sa0 V2 e 2, respectivamente, e os vetores de norma minima sio todas as permutacoes de

(1,—1,0,...,0). Os raios de empacotamento na métrica euclidiana e da soma sao p = 7 el,

respectivamente. O raio de cobertura na métrica euclidiana é ¢ = p(2a(n+1—a)/(n+1))"/2,
n+1

5 [16].
O reticulado hexagonal, mostrado nos Exemplos 1.39 e 1.49 é equivalente na métrica eu-

onde a é a parte inteira de

clidiana ao reticulado As. De fato, o reticulado hexagonal pode ser gerado pelos vetores (1, 0)

-1 V3
e (7, g , enquanto que o reticulado Ay é gerado pelos vetores (—1,1,0) e (0,—1,1),

assim suas matrizes de Gram nestas bases estao associadas por

=3\ (2 -1
[ ()

onde a matriz da esquerda é a matriz de Gram do reticulado hexagonal e a da direita é
a matriz de Gram do reticulado A;. Assim, pela Proposicao 1.58, estes reticulados sao
equivalentes na métrica euclidiana.

: i : 3 . -
O determinante do reticulado hexagonal é igual a T Na meétrica euclidiana sua norma

minima é n = 1, os vetores de norma minima sao (+1,0) e <j:—, j:—) , 0 raio de em-

2 2
T
pacotamento é p = 3 a densidade de empacotamento é A = E e o raio de cobertura é
2
(= i) O reticulado hexagonal possui a maior densidade de empacotamento na dimensao

V3

1.8.3 Os reticulados D,

O reticulado D,,, para n > 3 é definido por
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Dn = {(xb 7xn) ez": Ty + -t xy, e par},

ou, dito de outro modo, D,, é obtido colorindo os pontos de Z" alternadamente de vermelho
e branco, como em um tabuleiro de xadrez e pegando apenas os pontos vermelhos, por isso
D,, as vezes é chamado de reticulado checkboard.

Uma matriz geradora de D,, ¢ dada por

-1 1 0
~1 -1 1 0
0 0 -1 0
0 0 - —1
0 0 - —1

O determinante de D,, é 4. Na métrica euclidiana e da soma as normas minimas sao 1 = V2e
2, respectivamente, os vetores de norma minima sao todas as permutagcoes de (+1, £1,0...,0),

o raio de empacotamento na métrica euclidiana e da soma sao p = ﬁ e 1, respectivamente.

Na métrica euclidiana a densidade de centro é § = 2-("*2/2 ¢ ¢ raio de cobertura é ( = pv/2.

O reticulado D3 é equivalente a A3 na métrica euclidiana e é conhecido também por
reticulado face-centered cubic. Na métrica euclidiana, D3, Dy e D5 sao os empacotamentos

reticulados mais densos possiveis em dimensao 3,4 e 5.

1.8.4 Os reticulados Fg, F; e Ey

O reticulado Fs é o conjunto
1
Eg = {(x1,...,xg) : todo x; € Z ou todo z; € Z + 3 > x; é par}

Uma matriz geradora para Fg é
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2 -1 0 0 0 1/2
0 1 -1 0 0 0 1/2
00 1 -1 0 0 1/2
00 0 1 -1 0 0 1/2
00 0 0 1 -1 0 1/2
00 0 0 0 1 =1 1/2
00 0 0 0 0 1 1/2
00 0 0 0 0 0 1/2

O determinante de Fg ¢ 1. Na métrica euclidiana e da soma, as normas minimas sao n = V2
1

4 ﬁ
1
métrica euclidiana a densidade é A = % ~ (,2537, a densidade de centro é 6 = 6 o0 raio
4
de cobertura é ( = p\/§ = 1 e a densidade de cobertura é 6§ = 2—4 ~ 4.0584. O reticulado

Eg é auto dual e possui a maior densidade na métrica euclidiana na dimensao 8.

e 2, respectivamente, os raios de empacotamento sao p = e 1, respectivamente. Na

Obtemos os reticulados E; e Eg a partir do reticulado Eg da seguinte forma:
E; ={(x1,..,x8) € Eg : 21+ ... + x5 =0} e
Es ={(x1,...,28) € Bg :01 +xg =29+ -+ 27 =0}
O determinante de E, é 2. Na meétrica euclidiana a norma minirgla én = \/5, o raio de

, a densidade de empacotamento é A = T~ 0,2953, a densidade

V2 105

1 3
de centro é § = T e o raio de cobertura é ( = p\/3 = £

empacotamento é p =

2
J& o reticulado Ejg possui determinante igual a 3. Na métrica euclidiana este reticulado

. . . 1 .
possui norma miniman = /2, raio de empacotamento p = —, densidade de empacotamento
3

V2

1
A= ~ 0,03729, densidade de centro 6 = —— e raio de cobertura ( = p/8/3.
183 NE C= oV

Estes reticulados apresentam a maior densidade de empacotamento na métrica euclidiana

em suas dimensoes 7 e 6 respectivamente.

1.9 Decodificacao em reticulados

Dado um reticulado n-dimensional A, uma métrica d em R™ e um ponto z € R", decodificar
o reticulado A corresponde a encontrar o ponto de A mais proximo de z, ou seja, encontrar

x € A tal que
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d(z,z) = min{d(y, z) : z € A}.

Este problema é conhecido como Closest Vector (CVP). A dificuldade em resolver este pro-
blema é encontrar este vetor mais proximo sem ter que recorrer a complexidade de uma busca
exaustiva. Alguns reticulados conhecidos que apresentam caracteristicas especiais possuem
algoritmos proprios de decodificacao para a métrica euclidiana, como, por exemplo, os reti-
culados Z", D,, e Eg. Para reticulados gerais, a maioria dos algoritmos de decodificacao sao
estudados na métrica euclidiana, mas muito poucos algoritmos de decodificacao na métrica
da soma sao conhecidos. Em [4] e [11]| é apresentado o algoritmo Sphere decoding para
decodificacao de reticulados na métrica euclidiana que usa a fatoracao QR e de Cholesky,
respectivamente, na matriz geradora do reticulado. Estas fatora¢oes nao podem ser aplica-
das a métrica da soma, pois no decorrer do algoritmo elas estao associadas a propriedades
especificas da métrica euclidiana. Em [12] e [1] é apresentado uma adaptagao do Sphere
Decoding como um método de decodificagao de reticulados para a métrica da soma. Nesta
se¢ao apresentaremos o Sphere Decoding usando a fatoragdo QR [4] e a adaptacao do Sphere

Decoding para a métrica d,, 1 < p < oo [12].

1.9.1 Sphere decoding na métrica euclidiana

A ideia béasica do algoritmo Sphere Decoding é bastante simples: seja A um reticulado m-
dimensional, com m < n e z € R". O algoritmo consiste em procurar os pontos do reticulado
A que estao em uma esfera euclidiana de raio R em torno do vetor dado z. Desta forma, o
espago de busca fica reduzido e por conseguinte, as computacoes necessarias. Claramente o
ponto do reticulado A mais proximo de z dentro desta esfera, serd o ponto mais proximo de
todo o reticulado. Para aplicar o método, temos duas questoes a resolver:

1) A escolha do raio R .

Se R for muito grande, obtém-se muitos pontos do reticulado dentro da esfera. Por
outro lado, se R for muito pequeno, nao é garantida a existéncia de um ponto do reticulado
dentro da esfera. Um candidato natural é o raio de cobertura do reticulado, mas que para
reticulados gerais nao é muito facil de ser encontrado. Uma outra escolha para R pode
ser feita usando a estimativa de Babai. Se A é uma matriz geradora para o reticulado A e

7€ R™ é a solucao para o sistema

Ar =z,
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entdo, a estimativa de Babai é dada por [r], em que [a] denota o vetor cujas as entradas sdo
os nimeros inteiros mais proximos das respectivas entradas de a € R™. Assim, tomando o
raio R = ||A[r] — z||2, garantimos a existéncia de pelo menos um ponto do reticulado dentro

da esfera centrada em z com este raio, a saber, A[r], [4].

2) Encontrar os pontos do reticulado dentro da esfera

O Sphere Decoding nao resolve a primeira questao, mas ele propoe um algoritmo eficiente
para resolver a segunda.

Dado um ponto x € A, temos z = As, onde A é a matriz geradora do reticulado e s € Z™,
entao os pontos do reticulado que estao em uma esfera n-dimensional de raio R e centro z

na meétrica euclidiana sao dados por x = As tal que s € Z™ e
|z — As||? < R (1.3)

Para desmembrar o problema em subproblemas, é muito ttil considerar a fatoracao QR da

matriz A, isto é, considerar

R
A=Q (1.4)
O(nfm)xm
onde R é uma matriz m X m triangular superior e Q = [@1 (2] é uma n X n matriz

ortogonal, com () e ()2 representando as primeiras m e m — n colunas ortogonais de @,
respectivamente. Sempre que uma matriz n X m tem posto igual a m, é possivel fatora-la

da forma descrita [13].

t
2] também é uma matriz
2

ortogonal. Portanto, @' preserva a norma euclidiana. Assim, a condi¢do (1.3) pode ser

Recordemos que, como ) é ortogonal, temos Q'Q = I e Q! = [

escrita como
2

2
R t R
Il = AslE == [@1 Qi | |5 = ' [Qi] 2= |15 = @nE = Rl + @bel; < RS
Q; )
Desta forma, passamos a buscar s € Z" tal que
2 2
@1z = Rsl|, < R* — | @22, (1.5)

Colocando y = Q' z e (R/)2 = R? — ||Q4z|5, podemos reescrever a desigualdade como

m

> <yi - Zri,j3j> < (R)? (1.6)

i=1 j=i
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onde r;; é a ij-ésima entrada de R. Expandindo o lado direito da desigualdade acima

obtemos

(ym - Tm,msm)Q + (ym—l - Tm—l,m—lsm—l - Tm—l,msm)2+
o (st = resy — o = T ws)? < (R)? (1.7)

onde o primeiro termo depende apenas de s,,, o segundo de s,, e s,,_1 e assim por diante.

Portanto, uma condicao necessaria para que As esteja na esfera é que

e esta condicao s6 vale se s, estiver no seguinte intervalo

[Mw <5 < {MJ (1.8)

Tm,m T'm,m

onde [a] e |a] denotam o menor inteiro maior ou igual a a e o maior inteiro menor ou igual

a a, respectivamente, para a € R.

Agora, para cada s, satisfazendo 1.7, definimos (R')2,_; = (R)*— (Ym —"TmmSm)* € Ym—1jm =
- 2 "2
Ym—1 — Tm—1,mSm, aSSIM (Ym—1 — Tm—1m—15m—1 — Tm—1,mSm)" < (R')7,_; se, e somente se,

Sm—1 €std no intervalo

_R/ m—1|m R/_ m—1m
[ 1 T Ym—1] —‘Ssmlg\‘ 1 T Ym—1| J (1.9)

rmfl,mfl

Tmfl,mfl

Procedemos de forma andloga para s,, o e assim por diante até obtermos s; e, por conse-

guinte, todos os pontos do reticulado da forma As que satisfazem (1.3).

1.9.2 Sphere decoding na métrica d,, 1 <p < oo

Fazendo uma modificagao no Sphere decoding classico, podemos obter uma espécie de gene-
ralizacao do algoritmo para a métrica d,, 1 < p < oo, para o caso em que o reticulado A é

um reticulado n-dimensional inteiro. Dados dois vetores x,y € R" a métrica d, é dada por

SR

dp(z,y) = (ler =l + - -+ en — ynl")7

A ideia central do algoritmo para encontrar o ponto de um reticulado A mais proximo de um
vetor dado z € R”, continua sendo encontrar os pontos do reticulado dentro de uma bola na
métrica d, centrada em z com um certo raio R. A dificuldade de se encontrar o raio R ideal

ainda permanece e, para o caso geral, nao podemos mais aplicar a fatoracao ()R na matriz
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do reticulado, j4 que a norma p, 1 < p < co e p # 2, nem sempre é preservada por uma
matriz ortogonal qualquer.

Sejam A um reticulado inteiro n-dimensional, H uma matriz geradora para A na forma
Normal de Hermite e y € R™ um vetor dado. Escolhido um raio R, queremos encontrar os
pontos do reticulado x = Hs, s € Z", que estao na bola na métrica d,, de centro y e raio R,

ou seja, queremos encontrar os pontos s € Z" que satisfazem

dy(Hs, ) = |Hs — yll, < R (1.10)
Temos
hll h21 T hnl
0 ho o 7
(81, ) Sn) = Z hilsi> B hnfl,nflsnfl + hn,n718n> hn,nsn .
=1
0 0 - h,,
Assim,

HHS—:I/HZ = ’ Z hilsi _y1’p+ R ‘hnfl,nflsnfl +hn,n718n —yn71’p+ ‘hn,nsn —Z/ﬂp- (111)
=1

Encontraremos as solugoes de ||Hs —y||b < R?, formando uma arvore de possibilidades para
S1y 00y Spp-
Analisemos os possiveis valores para s,. Temos que s, satisfaz |h, s, —yn|? < R, se e

somente se,

] == 5]

> On X
hn,n

Para cada valor inteiro de s,, obtido no itervalo acima calculamos as possibilidades de s,,_.

n,n

Colocando R,_1 = R? — |hy, 5, — y1|P temos que s,_; satisfaz
‘hn—l,n—lsn—l + hn,n—lsn - yn—l‘p S Rn—l

se, e somente se

’7_ \/p Rn—l + Yn — hn,n—lsn—‘ <s < \‘ \/p Rn—l + Yn — hn,n—lan
>~ 9on—-1 = .

hnfl,nfl

hnfl,nfl
Fixando s, e s,_1 (com s,_; dependendo de s,), procedemos da mesma forma e obtemos

os valores possiveis para s,_s e assim por diante até obtermos s;. Para k < n colocando

k-1
Ry = Riv1 — | D hit1.i5i — Yer1/? obtemos si, no seguinte intervalo
i=1
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k—1 k—1
—/Ri + yr — Y hyisi VR +yr — > hiis
i=1 =1
< s, <
R i P

) )

Na busca dos pontos s € Z" que satisfazem a desigualdade 1.10, o algoritmo vai formando
uma arvore com as relagoes entre as coordenadas s; dos pontos s (Figura 1.10). A arvore
comeca a ser montada a partir de s, e vai bifurcando, obtendo assim todos os caminhos.
Os pontos do reticulado que estao dentro da esfera de centro y sao os que sao gerados pelos
caminhos que vao do nivel 1 até o nivel n. Na arvore da figura sao gerados dois pontos, que

sao os que vao do nivel 1 até o nivel 4. Estes pontos sao chamados de pontos factiveis.

k=1

k=2
n=4
k=3

k=4

Figura 1.10: Arvore de coordenadas

Para cada ponto factivel s obtemos o vetor Hs € A. Devemos calcular a sua distancia
até y para encontrar o ponto mais préoximo.

Nem todo caminho da arvore gera um ponto factivel. A complexidade do algoritmo estéa
relacionada com o niimero de nos visitados e com o raio R escolhido. A estimativa de Babai

também pode ser usada para a escolha do raio na métrica d,,.

Observacgao 1.66. [11] Para p = 2, dy € a métrica euclidiana, entao os pontos do reticulado
A que estao dentro de uma esfera euclidiana de raio R centradas em y, sao obtidos como
a imagem pela transformagao T : R — R" dada por T'(x) = Hz, dos pontos s € 7" que

estao dentro do elipsoide
|Hs—yll3=|>hasi—wyl]*+-+ |hn—1n-15n—1+ Pn 15, — Yn—1]* + | nSn — n|* = R
i=1

O algoritmo busca entao, pelos pontos deste elipsoide.
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Para p =1, dy € a métrica da soma, entao os pontos do reticulado A que estao dentro
de uma esfera da soma de raio R centrada em y, sao obtidos pela imagem da transformacao
T, dos pontos s € Z" que estao dentro de uma certa esfera da soma rotacionada e dilatada

em algumas dire¢oes dada por
||]{S - y” - | Z hilsi - yll + -+ |hn—1,n—13n—1 + hn,n—lsn - yn—ll -+ |hn,n3n - y1| = R.
i=1

Exemplo 1.67. Considere o reticulado A com base {(2,0),(1,3)} e o vetor z = (2,3).
Na métrica euclidiana, usando a estimativa de Babai obtemos R = \/10. Na Figura 1.11,
& esquerda temos a esfera euclidiana de raio V10 centrada em z contendo os pontos do
reticulado A e & direita temos a elipse (251 + so — 2)* + (352 — 3)* = 10 contendo os pontos
de Z*. Na métrica da soma, usando a estimativa de Babai, obtemos R = 4. Na Figura 1.12,
a esquerda temos a esfera da soma de raio 4 centrada em z contendo os pontos do reticulado

A e a direita, a bola torcida |2s1 + sy — 2| + |3s9 — 3| = 4 contendo os pontos de Z2.

Observacao 1.68. No caso p = 1 nao precisamos extrair raizes quadradas no decorrer do
algoritmo. Além disto a bola da soma de raio R € menor que a bola euclidiana com mesmo
rato e por consequinte a primeira pode conter menos pontos do reticulado do que a sequnda.
Por estas razoes é mais facil decodificar usando o algoritmo na métrica da soma do que na

métrica euclidiana.

Exemplo 1.69. Considere o reticulado A com base {(2,3),(3,2)} e o vetor z = (2,2).
Na métrica euclidiana, usando a estimativa de Babai obtemos R = /8. Na Figura 1.13,
esquerda temos a esfera euclidiana de raio /8 centrada em z contendo os pontos do reticulado
A e a direita temos a elipse (251 + 3s9 — 2)? + (351 + 259 — 2)? = 8 contendo os pontos de
7?. Na Figura 1.14, a esquerda temos a esfera da soma de raio \/8 centrada em z contendo
0s pontos do reticulado A e a direita, a bola torcida |25, + 359 — 2| + |35, + 259 — 2| = /8

contendo o0s pontos de 7.2.
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Figura 1.11: Bola contendo

pontos do

reticulado A e elipse contendo pontos de Z2.

Figura 1.12: Bola da soma contendo pontos do reticulado A e bola torcida contendo pontos

de Z2.
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Figura 1.13: Bola contendo pontos do reticulado A e elipse contendo pontos de Z2.

Figura 1.14: Bola da soma contendo pontos do reticulado A e bola torcida contendo pontos
de 7Z2.



CAPITULO 2

CODIGOS Q-ARIOS

Sistemas de comunicacao sao onipresentes em nossa sociedade hoje. Com o advento dos
computadores e sua utilizagao nos mais variados setores a busca por bons sistemas onde a
informacao seja transmitida e processada de forma digital fez-se necessaria. A Teoria da
Informagao é uma area que trata de aspectos quantitativos de armazenamento e transmissao
de mensagens e tem como um de seus principais objetivos garantir a integridade dos dados
enviados através de algum tipo de canal. Uma parte integrante desta area é a Teoria dos
Codigos Corretores de Erros. Um codigo corretor de erros é, essencialmente, uma maneira
organizada de acrescentar algum dado adicional a cada informagao que precise ser transmi-
tida ou armazenada, de modo que permita, ao recuperar a informacao, detectar e corrigir os
erros cometidos no processo de transmissao da informacao.

Todo sistema de envio de mensagens pode ser esquematizado da forma apresentada na figura

abaixo [3].
codificador codificador
Fonte da do
fonte canal

l Canal

decodificador
do
canal

decodificador
da
fonte

—>| usuario

As pesquisas em Teoria da Informacao tem como marco inicial o trabalho A Mathematical

Theory of Communication, de Claude E. Shannon em 1948 [6]. Desde entao diferentes suba-

39
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reas da matematica tém sido utilizadas na resolucao de problemas de Teoria de Informacoes
e, dentre elas, a Teoria de Reticulados.

Neste capitulo apresentaremos os codigos g-arios. O motivo de os estudarmos é que estes
codigos estao relacionados a uma classe especial de reticulados que abordaremos no proximo
capitulo.

Comecaremos com uma breve introdugao aos codigos corretores de erros definidos sobre
um conjunto finito A qualquer, depois passaremos ao estudo de codigos lineares definidos

sobre um corpo finito K e por fim estudaremos os codigos g-arios. As principais referéncias
sao [3], [5] e [12].

2.1 Codigos Corretores de Erros

Seja A um conjunto finito com ¢ elementos, um cédigo corretor de erros C, de compri-
mento n é um subconjunto préoprio de A”. O conjunto A é chamado de alfabeto e cada

elemento de C' é chamado de palavra docodigo.

Se todas as palavras do codigo sao equiprovaveis, podemos decodificar um vetor recebido
pelo principio da maxima verossimilhanga, isto ¢, se no receptor chega uma palavra
com distor¢ao, vamos interpreta-la como a palavra do cdédigo que esta mais proxima desta e

para isto utilizaremos uma funcao distancia d definida no conjunto A™.

Defini¢ao 2.1. Dados dois pontos © = (x1, T2, ..., xn) € Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) de A", definimos

a disténcia de Hammaing entre x e y como
dp=ita #y1 <i<nf

A distancia de Hamming é uma funcao distancia muito utilizada nos processos de deco-
dificacao. E facil ver que ela satisfaz todas as propriedades de uma métrica e por isso ela é

também chamada de métrica de Hamminyg.

Definicao 2.2. Seja C' C A™ um codigo e d uma métrica, a distAncia minima de C' na

métrica d € definida por

d(C) = min{d(x,y) : x,y € C,x # y}.
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d(C) -1
Lema 2.3. Seja C um cidigo, d(C') sua disténcia minima em uma métrica d e k = {%J .

Se ¢ e d sao palavras distintas de C, entao
Ble, k| N B¢, k| = &,
onde Blc,t] = {u € A" : d(u,a) < t}.

Demonstragao. Suponha que exista um x € Blc, k] N B[, k], entdo temos d(x,c) < k e
d(xz,d) < k. Dai

d(e,d) <d(c,z) +d(z,d) <2k <d—1.

Isto contradiz o fato de d ser a distancia minima do codigo.
O

Proposigao 2.4. [3] Seja C' um cidigo e d(C) a sua distancia minima em uma métrica d,

d(C) -1
entao o codigo C' pode corrigir até k = {%J erros e detectar até d(C') — 1 erros.

Demonstracao. Seja ¢ uma palavra do cédigo transmitida com ¢ erros, ¢t < k, de forma que
o vetor recebido tenha sido r. Entao d(r,c¢) <t < k. Logo, r esta na bola de centro ¢ e raio
k. Pelo Lema 2.3, r nao estd em nenhuma outra bola centrada em uma palavra do coédigo,
com raio k. Isto determina ¢ univocamente a partir de r. Por outro lado, dada uma palavra
do codigo, podemos introduzir nela até d(C') — 1 erros sem encontrarmos outra palavra do

codigo e, assim, a deteccao do erro sera possivel. O

Definigao 2.5. Seja C € A™ um cidigo com distancia minima d(C) e seja k = {
O codigo C' serd dito perfeito se

U Ble, k| = A"

ceC

Observacao 2.6. Pela Proposi¢ao 2.4, um codigo terd maior capacidade de corregao de

erros quanto maior for a sua distdncia minima.

Observagao 2.7. [3] A Proposi¢ao 2.4 também permite tragarmos uma estratégia para a
detecgao e corre¢ao de erros. Seja C' um codigo com a métrica d e distdncia minima d(C).
Considere k como definido na Proposicao 2.4. Quando o receptor recebe um vetor r € A",
umas das sequintes situacoes acontece:

(i) O vetor r se encontra em uma bola fechada de raio k centrada em uma palavra ¢ do cddigo.
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Neste caso, pela demonstracao da Proposicao 2.4, essa palavra € unica e entao substituimos
r por c.
(i) O vetor r nao se encontra em alguma bola fechada de raio k centrada em uma palavra

do codigo. Neste caso, nao € possivel decodificar r com uma boa margem de sequranca.

Por (i) ndo podemos ter certeza absoluta de que ¢ tenha sido a palavra transmitida, pois
mais de k erros poderiam ter sido cometidos na transmissao, afastando assim r da palavra
transmitida e aproximando-o de outra palavra do codigo. Em codigos perfeitos (ii) nao
ocorre.

Um codigo C' sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais [n, M, d(C)],
que sao respectivamente, o seu comprimento, o seu nimero de elementos e a sua distancia
minima. Estes parametros sao interdependentes. Interessam-nos codigos para os quais M e

d sao grandes relativamente a n.

Definigao 2.8. Seja A um alfabeto e d uma métrica. Diremos que uma func¢ao ¢ : A" — A"

€ uma isometria de A™ na métrica d, quando dados x,y € A", temos

d(¢(z), 9(y)) = d(z,y).

Definicao 2.9. Dados dois cidigos C e C' em A", diremos que C' é equivalente a C na

métrica d, se existir uma isometria ¢ de A" tal que ¢p(C) = C".

Observacido 2.10. [3/ E fdcil verificar que a relagio de equivaléncia de cddigos é, de fato,

uma relacao de equivaléncia, isto €, satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Decorre imediatamente da definicao que dois codigos equivalentes possuem os mesmos
parametros. Entao no que diz respeito aos parametros tanto faz estudar um codigo ou um

equivalente a ele.

2.1.1 Codigos lineares definidos sobre corpos

Na pratica, a classe de codigos mais utilizada é a classe dos codigos lineares definidos sobre

COrpos.

Definicao 2.11. Se A for um corpo finito com q elementos e se C' for um subespaco vetorial

de dimensdo s de A", diremos que o codigo C € linear definido sobre o corpo A e teremos

IC| =¢".
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Definigao 2.12. Seja 8 = {vy,...,vs} uma base de C C K™, sendo K um corpo finito e

considere a matriz M, cujas colunas sao os vetores v; = (Vi1, ..., Vin), t = 1,..., 1, isto €

A matriz M € chamada de matriz geradora de C associada a base [3.

Considerando a transformacao linear definida por

T:. K¢ — K"
r = Mt

onde z = (x1, ..., z5), temos que T'(x) = Mz' = z1v1 + - - - + x50, logo T(K*®) = C. Podemos
entao considerar K° o codigo da fonte, C' o cédigo de canal e a transformacao 7' uma

codificacao.

Observacao 2.13. A matriz M nao € unica, pois ela depende da escolha da base 5. Como
uma base de um subespaco vetorial pode ser obtida de uma outra qualquer através de operacoes

do tipo:
e Permutacao de dois elementos da base;
o Multiplicacao de um elemento da base por um escalar nao nulo;

e Substituicao de um vetor da base por ele mesmo somado com um mailtiplo escalar de

outro vetor da base.

decorre que duas matrizes geradoras de um codigo C' podem ser obtidas uma da outra por
uma sequencia de operacoes do tipo:

(C1) Permutagao de duas colunas;

(C2) Multiplica¢ao de uma coluna por um escalar nao nulo;

(C3) Adigao de um maltiplo escalar de uma coluna a outra.

Definicao 2.14. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo linear C definido sobre

um corpo estd na forma padrao se tivermos

()
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onde Ids é a matriz identidade de ordem s e A uma matriz (n — s) X s.

Observacao 2.15. Se dois cidigos lineares C e C', definidos sobre um corpo K, sao equi-
valentes em uma métrica d, entao uma isometria T : K" — K™ na métrica d, tal que
T(C)=C", deve ser linear.

2.1.2 Cobdigos g-arios

Definigao 2.16. Seja g € N. Considere o Z,-mddulo Z;;. Um cédigo linear g-ario C' ¢

um subgrupo aditivo proprio de Zy.
Exemplo 2.17. Em Z2, temos que

C =((3,5)) ={(0,0),(3,5),(6,3), (2,1),(5,6), (1, 4), (4,2)}
€ um codigo linear 7-drio.

Em particular, para ¢ primo, o anel Z, é um corpo finito e assim todas as propriedades
presentes em codigos lineares (sobre corpos) continuam validas para os codigos definidos so-
bre este anel. Quando ¢ nao é primo, algumas das propriedades de cddigos lineares definidos
sobre corpos deixam de ser verdadeiras, por exemplo, a existéncia de uma base, uma vez
que Z, deixa de ser um dominio de integridade e assim ja nao podemos mais garantir um

conjunto minimal de geradores linearmente independentes para o codigo.

Exemplo 2.18. Considere o cddigo 16-drio definido em 73

Temos que C € gerado por (2,4,8) que nao € linearmente independente sobre Z3s, pois
8(2,4,8) = (0,0,0) e para qualquer outro elemento (@,b,¢) € C temos que 3(a,b,¢) =

(0,0,0). Portanto, C' nao possui uma base.

Proposigao 2.19. [10] Seja ¢ € N, Z, o anel de inteiros mdodulo ¢ e M um subgrupo aditivo
proprio de Zy. Se M possui uma base sobre Z, com k elementos, entao qualquer outra base

de M possui exatamente k elementos.

A nao existéncia de uma base para codigos definidos sobre anéis que nao sao corpos
acarreta em algumas alteracoes na definicao de matriz geradora para o cédigo. A Proposicao

2.19 garante que se o codigo possui uma base, todas as outras tém a mesma cardinalidade
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e, nestes casos, a definicao de matriz geradora coincide com a dada para codigos lineares
definidos sobre corpos. Para os casos em que o cédigo nao possui uma base, definiremos da

seguinte forma:

Definicao 2.20. Uma matriz geradora para um codigo q-drio C' é uma matriz cujas as

colunas apresentam o menor nimero de geradores para o codigo.

Proposigao 2.21. Seja C C Zy, C # {0}, um cddigo linear q-drio com matriz geradora M.

Definamos o conjunto
D.=A{x € Z}: (r,y) =0,y € C},

onde (x,y) € o produto interno dado por (v,u) = x1y; + -+ + TpYn, para x = (x1,...,2,) €

y= (Y1, Yn) €M Ly . Entao

n

q» sto € D. € um cddigo linear q-drio;

(i) D. é um subgrupo aditivo proprio de 7

(ii) x € D, se, e somente se, tM = 0.

Demonstragao. (i) Sejam u,v € D.. Temos para todo w € C,
(u—v,w) = (u,w) — (v,w) =0

e, portanto, u —v € D, provando que D, ¢ um subgrupo aditivo de Z;. Agora suponha que
D. = Zy, entao os vetores e; € Zy, com i = 1,...,n, cuja i-ésima coordenada é 1 e as demais
sao zero, pertencem a D.. Assim se y € C, sendo y = (y1, ..., yn), entao (e;,y) = y; = 0 para
todo i = 1,...,n. Logo C' = {0}, o que é uma contradigao. Portanto, D. é um subgrupo
proprio de Zy.

(ii) z € D. se, e somente se, x é ortogonal a todos os elementos de C' se, e somente se, w
é ortogonal a todos os elementos geradores de C', o que é equivalente a dizer que xtM = 0,

pois as colunas de M sao os geradores de C'. O

Definicao 2.22. O conjunto D, definido na Proposicao 2.21 e chamado de c6digo dual do

codigo C' e o denotamos por C*.

Em particular, quando ¢ é primo, de forma analoga mostramos que C* é um subespaco

de Z;. De forma geral, isto vale para qualquer codigo linear definido sobre um corpo.

Proposicao 2.23. [3] Sejam q um nimero primo e C' € Ly um cédigo linear q-drio de

dimensao k com matriz geradora
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na forma padrao. Entao

(i) dimC*+ =n -k,

_AT

(ii)H = ¢ uma matriz geradora de C+.
n—k

Demonstracao. (i) Pela Proposicao 2.21, z € C* se, e somente se, G = 0. Como G esta na

forma padrao, isto equivale a

(1, ey k) = (Tpa1y ooy ) (— A).

Portanto, C* possui ¢"~* elementos, que sao justamente as possiveis escolhas arbitrarias de
Thgl, - Tn. Logo CF tem dimensdo n — k.

(ii) Por causa do bloco I, na matriz H, vemos claramente que as colunas de H sao
linearmente independentes e, portanto, geram um subespaco de dimensao n — k. Como as
colunas de H sao ortogonais as colunas de Gz, o espago gerado pelas colunas de H esta contido

em C* e como estes dois subespacos tém a mesma dimensao, eles coincidem, provando assim

—AT
H pu—
[dnfk

¢ uma matriz geradora de C*. O

que a matriz

Em geral, os co6digos sao estudados com a métrica de Hamming, mas podemos estudar os
codigos g—arios, utilizando outra nogao de distancia definida em Z, e Z, conhecida como
distancia ou métrica de Lee. Codigos na métrica de Lee foram introduzidos em [7] e desde

entao vém sendo objetos de diversos estudos teoricos e praticos.

Definicao 2.24. Dados 7,y € Z, definimos a distancia de Lee em Z, como
dLee(E7 y) - mm{|x - y|7 q— |I - y|}

Exemplo 2.25. Em Z; temos que dre.(3,7) =4 e dre.(1,9) = 3.
Se colocarmos as classes de Z, como os vértices de um poligono regular de q lados, a
distdncia de Lee entre duas classes serd o menor numero de arestas que conectam estes

vértices. A Figura 2.1 ilustra Zq;.
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Figura 2.1: Zq,

Definicao 2.26. Dados 7,5 € Z], onde T = (T1,..7,) ¢ § = (Y1,...,Un), definimos a

distancia de Lee em ZZ como

dree(®,7) = >0y min{|z; — vil, q — |z — il }-

Exemplo 2.27. Em 72, temos dr..((1,2),(4,1)) = 3.

Em particular, para n = 2, os pontos de Zg sao correspondentes aos vértices de uma malha
quadriculada desenhada em um quadrado de lado q. Os bordos deste quadrado devem ser
identificados e, portanto, esta malha estard sobre um toro. A distincia de Lee entre dois
vértices € a distancia do grafo, isto €, o numero minimo de arestas nesta malha para ir de

um vértice a outro. A Figura 2.2 representa Z3.

5

(1,2)

Figura 2.2: Z2
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Observacao 2.28. Um fato conhecido € que dois codigos q-drios sao equivalentes na métrica
de Lee se um pode ser obtido do outro por uma troca de coordenadas composta por uma troca
de sinais em algumas posicoes [23]. De modo mais geral, efetuando também sequéncias de
operacgoes sobre a matriz geradora M de um codigo q-drio C do tipo:

(L1) permutagao de duas linhas;

(L2) multiplicagao de uma linha por —1,

obtemos uma matriz M' geradora de um cédigo C' equivalente a C' na métrica de Lee.

Proposigao 2.29. /3] Se q € Z é um nimero primo e C' C Zy é um cidigo q-drio com
matriz geradora M, entao existe um codigo equivalente C' na métrica de Lee, com matriz

geradora na forma padrao.

Demonstragao. Mostraremos que por meio de uma sequéncia de operagoes do tipo (C1), (C2)
e (C3) definidas na Observagao 2.13 e (L1) podemos colocar M na forma padrao.

Suponhamos que

V11 V21 -+ Ukl

V12 V22 -+ Vg2
M =

Uin VU2n - Ugn

Como a primeira coluna de M é nao nula, pois os vetores colunas sao linearmente indepen-
dentes, por meio da operagao (L1) podemos supor vy; # 0. Agora multiplicando a primeira

coluna por vy, podemos obter 1 no lugar de vy; (operacio (C2)). Somando a segunda, a

terceira, .... e a k-ésima colunas, respectivamente, a primeira coluna multiplicada, respecti-
vamente, por (—1)vay, (—1)vsy, ..., (—1)vk1 obtemos uma matriz na forma
1 0 --- 0
bia baz -+ bro
bln an e bkn

Agora na segunda coluna desta matriz, temos certamente um elemento nao nulo, que por meio
de uma operacao (L1) pode ser colocado na segunda coluna e segunda linha. Multiplicando

a segunda coluna pelo inverso deste elemento, a matriz se transforma em
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1 0 0 0
C12 I ¢z -+ g2
Ci3 Ca3 C33 -+ Cg3
Cin Con C3n - Cgp

Novamente usando a operagao (C3) obtemos a matriz

1 0 o --- 0

0 1 o --- 0
d13 d23 d33 T dk3 )
dln d2n d?m e dkn

e assim sucessivamente, até encontrarmos uma matriz na forma padrao
M’ 1d
A

Proposigao 2.30. Considere o Z,-mddulo Zy, se ¢ = 2 ou q = 3, entao dados x,y € Z

O

temos

dh(x> y) - dLee(x> y)

Demonstragao. Sejam & = (21, ..., %),y = (Y1, -, Yn) € Z7. Temos dy(z,y) = >, du(zi, yi).
Se ¢ = 2, entdo x;,y; € {0,1} = Zo, i = 1,2. Logo, se z; # y;, temos
dn(zi,yi) = 1 = dpee(i, i)

Assim, o i-ésimo termo tanto da distancia de Hamming, quanto da distancia de Lee, cola-
boram com uma unidade para as respectivas distancias. Se, ao contrario, x; = y;,0 = 1,2
entao é claro que o i-ésimo termo de ambas as distancias nao colaboram com nenhuma uni-
dade. Portanto, temos que dre.(x,y) = dp(z,y). Se ¢ = 3, entdo z;,y; € {0,1,2} = Zs.
Identificando os elementos de Zs com os vértices de um poligono de 3 lados, assim como no

Exemplo 2.1, observamos que o niimero minimo de arestas conectando dois vértices distintos

do poligono é 1. Assim se x; # y; teremos também

dn(i,yi) = 1 = dpee(i, i)

e assim podemos chegar as mesmas conclusoes que para o caso ¢ = 2. ]



CAPITULO 3

RETICULADOS ¢-ARIOS

Existem algumas relacoes entre reticulados e codigos. Neste capitulo apresentamos a
chamada Construgcao A, que associa de modo natural um coédigo g-ario a um reticulado,
chamado de reticulado g-ario. Na se¢ao 3.1 obtemos, via Construcao A, algumas propriedades
destes reticulados, como por exemplo, uma matriz geradora na forma Normal de Hermite
para o caso em que ¢ ¢ um numero primo. Na secao 3.2 relacionamos a distancia minima de
Lee de um c6digo g-ario com a norma minima da soma do reticulado associado. Na se¢ao
3.3 apresentamos dois resultados que nos fornecem uma forma de decodificar um reticulado
g-ario usando a decodificacao do codigo associado e vice-versa. Ao final deste capitulo, na
secao 3.4, apresentamos o algoritmo Lee Sphere decoding, para decodificagao de reticulados
g-arios, que é uma simplificagao do algoritmo apresentado na Subsecao 1.9.2, para o caso em

que p = 1. As principais referéncias para os topicos aqui abordados sao [16], [12] e [1].

3.1 Construcao A

Nesta secao apresentaremos a Construcao A e algumas propriedades de reticulados g-arios,

obtidas a via Construgao A.
Proposicao 3.1. [16] Considere a aplicagao sobrejetora
o 7" — Ly
(T1, s xn) = (Ty, ., Tp)
Temos que C € Zy € um cddigo linear q-drio se, e somente se, ¢ HC) € um reticulado em
R™.

50
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Demonstragao. Seja C' um codigo linear g-ario, como ¢~ '(C') C Z" é um conjunto discreto
de R", basta mostrar que ele ¢ um grupo aditivo e assim, pelo Teorema 1.7 seguird que
¢~ H(C) é um reticulado. Temos 0 € ¢~1(C), pois ¢(0) =0 € C. E se a,b € ¢~ (C), entao
pla)=ae€Ce¢b)=becC. Dai ¢(a—b) =a—b=1a—b € C. Portanto, a — b € ¢~ *(O)
provando que ¢~1(C) é subgrupo aditivo de R".

Reciprocamente, seja C' € Z? tal que ¢~'(C) é um reticulado. Temos que ¢(¢~(C))
¢ um subgrupo de Z;, pois ¢ a imagem de um subgrupo de Z", via um homormofismo de

grupos. Portanto, C' é um coddigo linear g-ario. O

Definicao 3.2. Chamamos de Construgao A a aplicacao ¢ que relaciona um codigo linear

q-drio C' a um reticulado ¢~ *(C) e chamamos Aa(C) := ¢~ *(C) de reticulado g-ario.
Exemplo 3.3. Seja C3 o cidigo
Cs = {(x1, 22, 73) € Z3 : 11 + 13 + 23 = 0},

entao o reticulado D3 € igual a A4(C3) = ¢~ 1(C3).
A matriz de Gram de D3 € dada por

-1 -1 2

entdo precisamos encontrar uma base B = {ey, ea,e3} de Aa(Cs) = ¢~ 1(Cs) que satisfaga as

equacoes
<€1