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Resumo

Neste trabalho, iremos considerar modelos autorregressivos com memoria varidvel esta-
cionarios (AR-MV). Em particular, consideraremos modelos cuja memoria depende do valor
do primeiro antecessor, Y;_1, pertencer a uma particao da reta determinada por um parametro
« (escalar ou vetorial), chamado de parametro limiar. O objetivo deste trabalho é estimar o
parametro limiar « através de uma adaptac¢ao do método proposto por Hansen (2000). A ideia
do método é minimizar a soma dos quadrados dos erros estimando, sequencialmente, os coefi-
cientes 5 do modelo autorregressivo (AR) supondo primeiramente que « é conhecido, e depois
estimar o parametro « utilizando o valor estimado B até atingir a convergéncia. A comparagao
dos modelos AR-MV com os respectivos AR foi feita através da capacidade de previsao de cada
um deles.

Palavras-chave: Minimos quadrados, Analise de séries temporais, Previsao estatis-

tica, Teoria ergodica.






Abstract

In this paper, we consider stationary autoregressive models with variable memory (AR-MV).
In particular, we consider models whose memory depends on the value of the first ancestor,
Y;_1, to belong to a partition of the line determined by a parameter « (scalar or vector), called
the threshold parameter. The objective of this study is to estimate the threshold parameter «
by adapting the method proposed by Hansen (2000). The idea of the method is to minimize the
sum of squared errors by estimating sequentially the coefficients 8 of the autoregressive model
(AR) assuming first that « is known, and then estimate the parameter « using the estimated
value of ,@ until convergence is achieved. The comparison of the AR-MV with the respective
AR was performed by the ability to predict each.
Keywords: Least squares, Time-series analysis, Statistical forecasting, Ergodic

theory.
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Capitulo 1

Introducao

A anélise de séries temporais lineares tem sido utilizada ha muito tempo. Porém, existem
alguns fendmenos, tais como a existéncia de um ciclo limite, isto é, um comportamento deter-
ministico periddico, que nao podem ser explicados considerando a linearidade. Dessa forma,
nasceram as séries temporais nao lineares. Um exemplo é o modelo autorregressivo nao linear
de ordem p (NLAR(p), do inglés non-linear autoregressive model), que pode ser representado
por

1/;‘/ :¢(}/t717"'7§/;‘/7p)+6t' (11>

O interessante é que é possivel fazer a linearizacao por partes desses modelos através de
modelos limiares, threshold models. Esses modelos serao a base do nosso estudo durante o
presente trabalho.

Segundo Tong (2007), os modelos limiares surgiram devido a dificuldade de modelar um
conjunto de dados, lynx data, pois estes apresentavam um comportamento nao linear e, mesmo
que fosse ajustado um modelo desse tipo, a sua anélise seria muito complicada.

Assim, em 1980, Tong introduziu os modelos autorregressivos com limiar (TAR, do inglés
Threshold Autoregressive Models), cuja ideia é a linearizagao por partes de modelos nao lineares
através do uso de uma variavel indicadora, chamada de variavel limiar. Uma maneira simples

de representar um TAR com s regimes é

p
Vi=ai” +> a"Yi i+, (1.2)

i=1
onde €5 sdo v.a’s i.i.d com média 0 e varidncia o7 e J; ¢ uma variavel indicadora que toma
valores em {1,...,s}. O caso particular que ganhou grande projecao foi o SETAR (do inglés,
self-exciting threshold autoregressive model), pois, nesse caso, a variavel limiar é fungao dela

propria (é uma defasagem da variavel original). Como ilustragdo, suponha que J=2, p=2 e
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tome Jy =1,se Y, g<r, eJ; =2 seY, 4>r. Assim, o SETAR com 2 regimes, de ordem 2,

pode ser expressado da seguinte maneira

o (13)

v, — al’ + a1+ VY 4 €V se Yig<vr
=
a(()2) +a?Y 1 +aPY, 4P se Yig>r

Além do SETAR, varios autores estudaram modelos TAR com algumas especificagoes,
citadas em Tong (2010), tais como: Hidden Markov Switching Model, no qual a variavel limiar
nao é observavel, Smooth Threshold Autoregressive Model (STAR), em que a fungao indicadora
é substituida por uma fungao de distribuigdo acumulada continua, etc. O caso mais geral foi
tratado em Buhlmaan (2003), que prop6s uma combinagao dinamica de modelos (DCM, do in-
glés Dynamic combination of models), através do uso das cadeias de Markov de alcance variavel
(VLMC, do inglés variable length Markov chains), entre os quais o TAR é um caso particular.

O modelo a ser analisado nesta dissertagao ¢ uma restri¢do do modelo (1.2) o qual chamare-
mos de autorregressivo com memoria variavel (AR-MV). Neste modelo o alcance da cadeia,
Y;, depende de em qual intervalo real, particionado segundo um parametro, «, pertence o
primeiro antecessor, Y; ;. Como exemplo, o AR-MV(2), onde 2 representa a maior ordem dos

submodelos, seréa escrito da seguinte maneira

(1.4)

a"Vii+e se Vi <a
=9 o (2)
a; ' Yi1+as 'Y o+€ se Y >a.

Dessa forma, o modelo AR-MV é um SETAR com a restrigao de que alguns parametros se
repetem em todos os submodelos, o parametro d esta fixo pelo valor 1 e os erros (ou inovagoes)
sao os mesmos em todos os submodelos. Logo, a teoria ja desenvolvida para o SETAR nao
pode ser aplicada diretamente e teve que ser adaptada para o nosso caso.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 faremos uma revisao dos
modelos TAR e SETAR. O Capitulo 3 sera dedicado ao desenvolvimento da parte tedrica do
modelo AR-MV, uma discussao sobre ergodicidade geométrica e distribuigao assintotica, além
de alguns exemplos simulados. Trataremos também do método de estimagao dos parametros, da
construcao de intervalos de confianga dos mesmos e de algumas propostas para fazer previsao do
modelo. No Capitulo 4, aplicaremos os métodos do Capitulo 3 em alguns exemplos simulados.

Por fim, no Capitulo 5, faremos um estudo das propriedades assintoticas do modelo AR-MV(3).



Capitulo 2
Modelo autorregressivo com limiar

Neste capitulo revisaremos os conceitos basicos dos modelos autorregressivos com limiar
apresentados em Tong (1980), os quais serao adaptados para o modelo AR-MV no préximo
capitulo. A ideia desta classe de modelos é a linearizacao, por partes, de modelos nao lineares
sobre o espaco de estados através da introducao dos parametros limiares. Esses parametros,
juntamente com as variaveis limiares, sao usados para dividir a amostra em grupos ou estados
distintos.

Seja {Yn} uma série temporal p-dimensional e, para cada n, defina {J,} como sendo uma
variavel aleatoria indicadora que assume valores em {1,2,...,s}. Essa variavel funciona como
um mecanismo de troca entre os estados, variavel limiar, como pode ser visto na definicao a

seguir.

Definicao 2.1. : Um processo {Yn : Jn} € dito ser um TAR geral se
Y, =BYY, +AUY, 4 e, 4 CUn (2.1)

onde para j = 1,...,s, AU e BU) sqo matrizes ndo aleatdrias de coeficientes, CY) € um vetor

p X 1 de constantes e e ¢ uma sequéncia p-dimensional de vetores aleatorios i.1.d. com média

zero e matriz de covaridncia diagonal.

Introduziremos agora um caso particular do modelo (2.1), chamado SETAR (do inglés,
self-exciting threshold autoregressive model).

Seja {rg, 71, ..., s} um subconjunto ordenado dos nimeros reais, tal que ry = —00 e ry = 0.
Esses nimeros definem uma partigao na reta, isto ¢, R = U;Zl Rj, R; = (rj—1,7;]. Primeira-
mente, considere os vetores Y, = (Y., Y 1,..., Yo pi1)?, ey = (eq(f),O,...,O)T, CcU) =

(a$,0,...,0)7 e as matrizes BY) =0 e AW definida abaixo (2.2), na equacio (2.1).



4 Modelo autorregressivo com limiar

(2.2)

Seja R§p) =RxRx..RxR; xRx..xR o produto cartesiano de p retas reais, com R;

na d-ésima coordenada, d inteiro fixo pertencente a {1,2,...,p}. Portanto,
Y. =AY, + e+ 09, se J,=j e Yoi€RY (2.3)
Matricialmente,
Yn Yn—l Eg) a(()])
G () (J ()
Yo _ | e ey ay’y ‘ ap Yn._g N 0 N 0
L [p—l ‘ 0p—1><1 : :
Yn—p+1 Yn—p 0 0
Ty WOy, K O
Y1 0 0
— - + + (2.4)
| Y 0 0
Assim,
Y, =ay + ZaEJ)Yn_i +e9 se Y, 4€R, (2.5)
i=1

Dessa forma, o modelo SETAR é considerado um caso particular do TAR, no qual a variavel
limiar é fungao da propria variavel. O parametro d, chamado de defasagem (delay), geralmente
¢ tomado de forma que 1 < d < p, em que p é a ordem do modelo autorregressivo.

O modelo definido em (2.5) é chamado SETAR(s,p,...,p), em que p é repetido s vezes.
Se, para j = 1,2,....,s , agj) = 0 para ¢ = p; + 1,p; +2,...,p, dizemos que {Y,} é um
SETAR(s,p1,pa,--.,ps). Iremos adotar tanto a agj)
cientes de (2.5).

Uma justificativa heuristica que torna possivel a aproximagdo de um NLAR(p) por um

quanto a;; como notacao para os coefi-

TAR(p) foi feita em Tong (1980) através do Teorema de aproximagcao de Weierstrass. Posteri-
ormente, Petrucelli (1992) mostra que é possivel aproximar, quase certamente, uma classe geral

de modelos nao lineares através do modelo autorregressivo com limiar.
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2.1 Propriedades

Ao estudar uma série temporal, uma das primeiras questoes a ser analisada é a existéncia da
distribuigao estacionéria. Tong (1980) cita que uma condicao suficiente para o SETAR, descrito
em (2.5), ser ergddico (no sentido de Tweedie (1975)) é que o maior autovalor de C' = AD' AW
seja estritamente menor que 1, para j=1,...,s e eq(lj ) tenha uma distribuicao absolutamente con-
tinua. Chan e Tong (1985, p.670, Lema 3.1) estabeleceram uma ligacao entre a estabilidade de
um sistema dinamico e a ergodicidade de um sistema estocastico através do estudo do skeleton
(quando as inovagoes sdo consideradas nulas) e obtiveram condigoes suficientes para a ergodi-
cidade geométrica de um SETAR através do critério de Tweedie. An e Huang (1996) também
discutiram condigoes suficientes para ergodicidade geométrica de modelos autorregressivos nao
lineares (NLAR) com poucas restrigdes na fun¢ao nao linear. Posteriormente, Chen e Chen
(2000) consideraram o caso com variancias condicionais alternadas. Usaremos as defini¢oes de
An e Huang (1996) para introduzir os conceitos.

Considere o modelo NLAR(p)
}/;f :¢<m—17m—27”'7}/t—p>+6t7 t 2 1 (26>

em que ¢, t > 1 sdo variaveis aleatorias i.i.d. com densidade positiva em q.t.p. e primeiro
momento finito. Além disso, ¢ ¢é independente de Y;_, s > 1, E(¢)=0 e a funcdo ¢, de
RP a R, é mensuravel. A fim de escrever o modelo (2.6) vetorialmente, definimos Yy =
(Y, Vi1, o, Yipi)), T RP — R? T(Yy) = (6(Ye), Ye, Yie1, oo, Yipio) € € = (6,0, ..., 0)F,
temos entao

Yt = T(Yt_1> -+ €, t 2 1. (27)

Assim, Yy é markoviano e podemos verificar sob que condi¢oes o modelo é geometricamente
ergodico. Para isso, utilizaremos o Teorema 3.2 de An e Hunag (1996), o qual reescrevemos

abaixo.

Teorema 2.1. : Se existe um numero positivo A < 1 e uma constante c tal que
[6(V1, Yo, o0 V)| < Amax{[Vil, .., [V} + e (2.8)

entio o modelo (2.6) é geometricamente ergddico.

A demonstracao do Teorema 2.1 é feita através do uso do critério de Tweedie e do critério
passo-h de Tjgstheim (1990). Ver Apéndice A. Para a demonstra¢ao completa consultar An e
Huang (1996).
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O estudo da ergodicidade geométrica ¢ feito pois, se a cadeia de Markov definida em (2.7)
for geometricamente ergodica, entao o processo gerado pelo modelo (2.6) é estritamente esta-
cionario.

Uma aplicagao do Teorema 2.1 ao modelo SETAR(s, p, ..., p) sera feita no Exemplo 2.1.

Exemplo 2.1. : SETAR(s,p,...,p)

S p
Y;g = Z{Oéoj + Zaij}/}_i}ﬂ(}/}_d € Rj) + €t (29)
j=1 i=1
em que
s p
O(Yi1s- Vi) = D {agj+ Y ayYi i} 1(Yia € R)) (2.10)
j=1 i=1

Assim,
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s p
O(Vior, oo Yip)l = D {aoj+ ) ayYe }1(Yia € Ry
j=1 i=1
S p
< D g+ Vi d1(Yia € R))
=1 i=1
S S P
< Y agll(Yia € B) +1D D ayYi i} 1(Yia € Ry)
j=1 j=1 =1
S p
< e+ D laullYiil1(Yea € R}
=1 =1
D s
= c+ Y D layll(Yia € R)}Yil
i=1 j=1
D s
< eqmax{|Yial, o Yo} D lay|l(Yia € R))}
=1 j=1
S p
= ctmax{[Vial,. .., Vi [} Y D layl1(Yia € Ry)}
=1 =1
= c+max{[Yial,..., Yipl} Y (ol 4+ + g N1(Yiea € R))
j=1
< e+ max{[Yia|, .. [Yiop|méx;{|on;| + - - + [y}
p
= et max{[Yi |, Vi [Imax > oy},
=1

(2.11)

A passagem Y (Jay| + -+ + oy ) 1(Yiea € Rj) < méx;{> 7, |aij|} se deve ao fato de
que os conjuntos R; sao disjuntos, isto ¢, R; [ R; = 0 para i # j. Dessa forma, uma condigao
suficiente para (2.9) ser geometricamente ergodico é que max;{d -, |a;;|} < 1.

As condigbes necessarias e suficientes para a ergodicidade do SETAR(s,p...,p) ainda é
um problema em aberto. Porém, para o caso em que p = 1, o problema ja foi solucionado.

Mostraremos as ideias bésicas na proxima se¢ao.

2.2 SETAR(s,1,...,1)

O problema para garantir a ergodicidade do SETAR(s,1,...,1) estd completamente re-

solvido. Primeiramente, Petrucceli e Woolford (1984) encontraram condigbes necessarias e
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suficientes para garantir a ergodicidade do SETAR(2, 1,1). Como extensdo do problema, Chan
et al. (1985) consideraram o caso do SETAR(s,1,...,1) e também encontraram condigoes
necessarias e suficientes para esse modelo ser ergdodico. Nesta secao, daremos uma breve re-

visao dessas condigoes e algumas propriedades dos estimadores.
Considere o SETAR(2,1,1), dado por

Y, = 01V 1 1(Yier > 0) 4+ oY1 1(Yimy <0) + ¢ (2.12)

em que €; € uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. com densidade estritamente positiva em R e média 0.

Teorema 2.2. : O processo {Y;,t > 1} definido em (2.12) € ergddico se, e somente se, ¢1 e
¢o satisfazem o1 < 1, oo < 1 € Pp1¢pg < 1.

A prova da suficiéncia é dada pelo Critério de Tweedie, através da func¢ao de teste g(.)

ar se x>0
9() { blx] se <0 (2:13)

definida abaixo.

Para a condigao necessaria, Petruccelli e Woolford consideraram as regides {¢; > 1 e ¢y >
1}, {1 <0 e ¢r1oo>1 e{p1pa=1 e ¢ <0}, e provaram que nelas o processo definido
em (2.12) nao é ergodico.

Além disso, sob as condigoes do Teorema 2.2 mais a hipotese de que E(|e|***) < oo, para
algum k& > 0, temos a consisténcia dos estimadores de minimos quadrados de ¢;, @9, 0% ¢ a
normalidade assintotica dos mesmos. Para maiores detalhes consultar Petrucceli e Woolford
(1984).

Uma extensao natural do modelo (2.12) é o SETAR(s, 1,...,1) dado por

Yi = (6(0,k) + ¢(1, k) Yoy + &(k)(1(Yie1 € Ry)). (2.14)
k=1
De maneira similar ao que foi feito em Petruccelli e Woolford, temos como resultado principal

em Chan et al. (1985) no modelo (2.14) o seguinte Teorema.

Teorema 2.3. : O processo {Y;,t > 1} definido em (2.14) € ergddico se, e somente se, uma
das condigoes sequintes vale:

i-) (1,1) <1, ¢(1,8) <1 eo(l,1)p(1,s) <1

iir) p(1,1) =1, ¢(1,5) < 1 e ¢(0,1) > 0

iii-) (1,1) < 1, ¢(1,5) = 1 ¢ $(0,5) < 0
iv-) p(1,1) =1, ¢(1,s) =1 e ¢(0,5) <0 < ¢(0,1)
v-) (1, 1)p(1,s) =1, ¢(1,1) <0 e ¢(0,5) + ¢(1,5)p(0,1) < 1
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Novamente, a suficiéncia é demonstrada através do Critério de Tweedie para cada uma das
regioes definidas no Teorema 2.3. Para maiores detalhes ver Chan et al. (1985)

Assumindo que (2.14) é ergodico, que sua distribui¢ao estacionéria tem segundo momento
finito e F(e;(k)?) = o%(k) < oo, para 1 < k < s, é possivel provar a consisténcia dos estimadores
de minimos quadrados dos parametros, assim como a normalidade assintética dos mesmos.

Para uma explicagao mais detalhada sobre as propriedades assintoticas dos estimadores de
um SETAR, ver Chan (1993) e Chan e Tsay (1998).
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Capitulo 3

Modelo autorregressivo com memoria

variavel

Neste capitulo, iremos introduzir o modelo AR-MV e algumas questoes relacionadas a esse
modelo: Na Secao 3.1, sera realizado um estudo do modelo através de simulagoes, na Secao 3.2
discutiremos a estimagao dos parametros para os casos em que o parametro limiar é conhecido
e desconhecido, e por fim, na Secao 3.3, iremos propor dois métodos para realizar a previsao
do modelo.

O modelo a ser estudado neste trabalho pode ser considerado um modelo SETAR com a
restricao de que d = 1 e que apenas alguns coeficientes variam conforme a mudanca entre os
estados. Nossos resultados diferem dos obtidos anteriormente pois termos serao adicionados ao
modelo em funcao do valor de Y;_;. Nesse sentido, o alcance do modelo se torna variavel.

Para maior entendimento, considere o seguinte modelo AR-MV(p)

Ly
Yo=Y BYeite (3.1)
i=1
em que ¢; i.i.d. com distribui¢io comum Normal(0,0?), ¢; é independente de Y; 4, s > 1 e

1 se ay<Y, 1<
2 se a1 <Y1 <

Lt -
p se apq <Y <
Os valores {ag, a1, ...,q,} sdo parametros limiares do nosso modelo. Eles formam uma
R . . _ _ _ | -1 _
particdo dos numeros reais de forma que ap = —00 e a;, = 00, R = szo A; e A; = (ay, 044],

11



12 Modelo autorregressivo com memoéria variavel

j=0,1,2,...,p—1.
A fim de encontrar condigdes suficientes para garantir a ergodicidade geométrica de (3.1)

vamos aplicar o Teorema 2.1.
Proposigao 3.1. : Se > »_, |8;| <1, entdo o modelo AR-MV(p) é geometricamente ergddico.

Dem. Primeiramente, podemos escrever (3.1) da seguinte forma

Y, =061Yi1 + 5Y,0l(Yier > oq) + ...+ 5,1 (Yiet > 1) + € (3.2)
em que

dYicr, ..., Yip) = B+ 5Yi01(Yi > aq) + ...+ BYp1(Yim > apq)

p
= /Y + ZﬁiY;&ﬂ'H(Yt*l > Q). (3.3)
i=2
Assim,
p
[9(Yi1,. ., Yip)| = [B1Yi1 + Zﬁz‘Yt—iﬂ(Yt—l > )]
i=2
p
< |51Yia] +| Zﬁiy;tfiluy;tfl > ;1)
i=2
P
< Y| + Z 18:Y—i|1(Yie1 > 1)
i=2
P
< B Y| + Z |B:Y—i|
i=2
P
= > BVl
i=1
P
= > 1BillYesil
i=1
p
< max{|Yial,.. ., [Yipl} Z |Bil-
i=1

(3.4)

Dessa forma, ¢ suficiente que a Y -, |f;| < 1 para garantir que (3.1) seja geometricamente

ergddico. Podemos notar que essa condicao é a mesma do Exemplo 2.1. De fato, basta definir



3.1 Exemplos Simulados 13

Bi; como sendo os coeficientes do modelo relativo ao j-ésimo regime. Assim, como os primeiros
coeficientes se repentem, 811 = fi;, e B;; = 0, para ¢ > j, o maximo sera atingido no ultimo

regime.

3.1 Exemplos Simulados

Esta secao tem por objetivo estudar o comportamento do modelo através de simulagoes.
Iremos considerar varios parametros distintos e diferentes fungoes L;. Em todos os casos, o
tamanho da amostra serd 1000 e ¢; ~ N(0,1.5%). Para uma primeira ilustragao, o modelo tera
dois estados, ou seja, um tnico parametro limiar. Os dados foram simulados com dois valores
distintos para cada um dos parametros.

Podemos notar que o comportamento das séries esta relacionado com o valor dos parametros
['s, de forma que quando a condigao para ergodicidade geométrica (equagao 3.4) nao é satisfeita,

os dados gerados nao sdo normais (Figuras 3.4 e 3.8).

Exemplo 3.1. : AR-MV(2) com B, = 0.3, B = 0.5, a = 0.6 e 02 = 1.5°.

Tabela 3.1: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(2) com 5, = 0.3,
B2=0.5 a=0.6e0’=15%
’ \ n Média  Variancia ‘
Y 1000 0.18485  2.98928
y<a| 603 -0.92983 1.18296
y>a | 397  1.87793  0.97704

-2 0 2 4 6

-4

0 200 400 600 800 1000

tempo

Figura 3.1: Série temporal gerada pelo modelo AR-MV(2) com 51 = 0.3, B2 = 0.5 e a = 0.6.
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Figura 3.2: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelacoes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(2) com (1 = 0.3, 2 = 0.5 e a« = 0.6.

Exemplo 3.2. : AR-MV(2) com 3, =0.2, B, =08, a=1 e o?=1.5%

Tabela 3.2: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(2) com (3 = 0.2,
By =08, a=1eo0?=15%
’ \ n Média  Variancia
Y 1000 12.26866  86.99292
y<a| 137 -0.63285 1.42141
y>a | 83 14.31676 69.94092

30

20

Yt
TR N R N N N B
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Figura 3.3: Série temporal gerada pelo modelo AR-MV(2) com 5 =0.2, 2 =0.8 e a = 1.
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Figura 3.4: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelagoes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(2) com 1 = 0.2, 2 = 0.8, a = 1.

Generalizando o caso anterior, a agora serd um vetor de dimensao dois, ou seja, 3 estados

e dois parametros limiares.

Exemplo 3.3. : AR-MV(8) com B, = 0.2, B = 0.3, B3 = 0.4, oy = —0.5, ap = 05 ¢

o2 = 1.52.

Tabela 3.3: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(3) com 51 = 0.2,
,32 = 0.3, 53 = 0.47 a1 = —0.5 e Qg = 0.5.
‘ n Média  Variancia ‘
Y 1000 0.85839 4.31162
y<m 267  -1.60540  0.86851
o <y<ay| 180 -0.014983  0.07887
Y > g 953  2.33224 1.99792
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Figura 3.5: Série temporal gerada pelo modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 82 = 0.3, 83 = 0.4, oy = —0.5
€ Qg = 0.5.
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Figura 3.6: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelacoes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(3) com f; = 0.2, S = 0.3, 83 = 0.4,
a1 = —05¢e ay=0.5.

Exemplo 3.4. : AR-MV(3) com [, = 0.2, 55 = 0.3, 3 = 0.5, a7 = —1.5, ag = 1.5 ¢

o2 =1.52
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Tabela 3.4: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(3) com £, = 0.2,
Bo=0.3, B3 =0.5, 1 = —1.5e ag = 1.5.

\ n Média  Variancia ‘
Y 1000 4.60278  31.93688
y <o 64 -2.41172  0.43067
ap <y<ay| 338 -0.06334 0.66276
Y > Qo 598  7.99088  23.92250

Figura 3.7: Série temporal gerada pelo modelo AR-MV(3) com ;1 = 0.2, 82 = 0.3, 83 = 0.5, ay = —1.5

e as = 1.5.
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Figura 3.8: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c)

parciais amostrais dos dados gerados
a; = —1.5eay=1.5.

Lag
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autocorrelagoes amostrais e (d) autocorrelagoes

pelo modelo AR-MV(3) com 51 = 0.2, B2 = 0.3, 83 = 0.5,
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3.2 Estimacao dos parametros

Nesta secao, iremos utilizar o método de minimos quadrados condicionais (CLS, do inglés,
conditional least squares), proposto por Hansen (1997, 2000), para estimar os parametros, « e [3,
do nosso modelo. Hansen aplica o método em um modelo simples de regressao linear com apenas
um parametro limiar e no modelo TAR com dois regimes. Esta se¢ao tem por objetivo adaptar
o método no nosso modelo considerando, primeiramente, o caso em que « é conhecido. Nesse
caso, mostraremos que os estimadores de Minimos Quadrados e de Maxima Verossimilhanca
(condicionais) para [ s@o equivalentes. No caso em que « é desconhecido, seguiremos com um
caso anéalogo ao de Hansen (2000), ou seja, o modelo AR-MV(2) e, posteriormente, a extensao
do método para o modelo AR-MV(p). Em todos os casos, consideramos Y7, . .., Y], como fixados

ou conhecidos.

3.2.1 Caso a conhecido

Estimador de Minimos Quadrados Condicionais

Suponha que E|Y;| < oo, t = 1,2...,n e seja B; a o-algebra gerada por {Y;,s < t}.
Podemos estimar § = {f, ..., 8,} minimizando a soma dos quadrados dos erros (inovagoes)
S(B) = > {lYi— EM|Bi-1)*}. (3.5)
t=p+1

Os estimadores de minimos quadrados de [, B, sao dados pela solucao dos sistemas de

equacoes

95(8)
9P;

em que assumimos a existéncia das derivadas parciais.
2

=0, i=1,...,p (3.6)

A variancia de ¢;, 0° é estimada por

n—p

Seguiremos com a analise matricial para o caso p = 2, ou seja, « escalar.

(3.7)

Seja o um numero real e considere o seguinte modelo AR-MV(2):

Ly
V=) BYiite (3.8)
=1
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1 se Vi1 <«

2 se Yo 1>«
Como mencionado anteriormente, podemos ver que a variavel limiar, Y;_;, divide a amostra

em que ¢ ~ [1D(0,0%) e Ly =
em dois estados (grupos) distintos, o que pode ser visto através das seguintes equagoes

Y, — { BiYeate se YVii<a 39)

BiYii+ BaYia+e se Yig>a

A fim de escrever o modelo em uma tunica equagao, definimos a variavel d;(«) = 1(Y;_1 > «)

e construimos Y;(a) = Y;_od; (), de modo que as equagoes de (3.9) se tornem
Y, = p1Yo1 + BYi(a) + e, t2>3. (3.10)

Para expressar o modelo em notagao matricial, definimos Y e € vetores (n — 2) x 1, 3 vetor

2 x 1eamatriz (n —2) x2, Y.

Y3 Y,  Ys(a) €3
Y, Ys Y« €
vy =| ‘= 4{ AR o (3.11)
: : : B2 :
Yn Yn—l Yn(a) €n

Assim, temos a seguinte expressao matricial para o modelo
Y=Y f+e=>e=Y-Y,[. (3.12)

Definindo S(5) como a soma dos quadrados dos erros, o estimador de Minimos Quadrados
3 minimiza S(3) e, como ¢, ~ N(0, 0?), temos que esses também sao os estimadores de Maxima

Verossimilhanga.

S(B) = ee=(Y-Y.8)(Y-YH)
= (Y'=B(Y))(Y - Y.5)
— YUY - YUYI8 - BHYL)NY + BH(Y)TY S
= Y'Y - 2Y'Y: B + BYYE)Y . (3.13)
Como « é conhecido, podemos estimar [ da maneira tradicional do ajuste de minimos

quadrados. Lembrando que Z(Af) = A' e 2(0'A0) = (A + A')0 = 240, para A simétrica,

temos
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a a ty/* a t *\ty*Q *\1 *\tv*Q
%(S(ﬂ)):—Q%(Y Yaﬁ)—i_%ﬁ (Ya)Yaﬁ_ Q(Ya) Y+2<Ya)Yaﬁ_0 (314)

Logo, o estimador de minimos quadrados para [ dado que « é conhecido é
Bla) = (YD) YL (YL)HY. (3.15)

Estimador de Maxima Verossimilhanga

Primeiramente, note que se « for conhecido, a distribuigao condicional de Y;|B;_1, em que B,
¢ a o-algebra gerada por {Y,,s <t} é uma Normal com média E[Y;|Y;_1,...,Y,_,] e variancia
Var[Y|Yi—1, ..., Y], definidas abaixo.

ED/tD/;‘,—l? s 7}/;5—17] = qb(}/;f—la s 7}/;5—]9) (316)
VarlilYion, .. Yoy = EYZYir,... Y] = EY|Yis,. .. Vi)
= El(¢(Yir, ..., Yip) =) [Vior,. . Yy = (Vi .-, Vi)
= o’ (3.17)

Assim, condicional a {Ys, s < p}, a func¢ao de verossimilhanca L,,,n > p + 1 é dada por

1 n
Lo(B) = ———— el 507 Dimpra Vim0 Veo1, ey )P} (3.18)

(2m02) 7
Dessa forma, maximizar L,((3) é equivalente a minimizar S(f), como feito anteriormente.
Adaptando Wei (2006, p.148), 3 & assintoticamente N M (B,V(B)) e a matriz de covariancia

dos parametros pode ser estimada por

A ~

V(B(a)) =62 [(Y) Y] (3.19)

o «

Wei (2006, p.145) aplica o método acima no caso geral de modelos nao lineares. A prova
formal da normalidade e consisténcia dos estimadores de minimos quadrados condicionais de
£ no caso em que « é conhecido segue de argumentos padroes de teoria assintotica de EMV e
pode ser encontrada resumidamente em Tong (1990, p.296). Para uma discussao completa no

caso de minimos quadrados condicionais consultar Klimko e Nelson (1978).
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3.2.2 Caso « desconhecido
Caso AR-MV(2)

Definindo S(a, ) como a soma dos quadrados dos erros, temos que os estimadores de

Minimos Quadrados & e B minimizam conjuntamente S(a, f3).

S(a,f) = ee=(Y-Y.8)"(Y -Y.5)
= (Y*= B (Y)Y - Y.5)
= Y'Y - Y'Y 8- B(YL)TY + 84(Y) YA
= Y'Y —2Y'YIB 4+ BHY )Y, (3.20)

Note que se « for conhecido, podemos estimar 5 da maneira tradicional do ajuste de minimos
quadrados, como feito na se¢ao anterior.

Assim, para que S(a, §) seja funcdo apenas de «, basta substituir B(a) dado por (3.15) na
equagao (3.20):

S(a) = S(a,f(e) = Y'Y = 2Y*Y;B(a) + B(a)" (Y)Y 5(a)
= Y'Y - 2Y'Y([(Y) Yo HYL)'Y
+ YUY [(Y) Y T Y ) YY) YL Y)Y
= Y'Y - 2Y YA (Y)Y N Y)Y + YUY (Y)Y (Y)Y
= Y'Y - YUY [(YO) YN (Y )Y, (3.21)

Dessa forma, basta minimizar a fungao S(a) para encontrar o estimador de minimos quadra-

dos para «, A.

Caso AR-MV(p)

1 se ay<Yi1 <o
. 5 2 se oy < ift_l <
Considere agora que a funcao L; é dada por L; = ]
p se ap 1 <Y1 <aq
Defina A; = (o, oj41], 7 =0,1,2,..,p—1, ap = —00 € o, = 00 de forma que, R = U?;é A,
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Entao o modelo pode ser expresso por

BiYiei+e  se Y €A
BiYi1 +BYio+e se Y€ A

BrYeo1i+ ...+ B8Yip+e se Y €A, .

Como A;(NA; = 0 para i # j e os eventos {Y; 1 > a;} e {{;5; Ai} sdo equivalentes,

podemos escrever as p equagoes acima em uma Unica da seguinte maneira
Y, = 1Yo + BoYi ol (Yicr > an) + . 4 BYi 1 (Yier > agm1) + €. (3.22)

Defina di(co;) = 1(Y;—1 > o) e Y, (05) = Yi_indi(as), em que o = (v, ..., ;). Dessa

forma, a equagao (3.22) pode ser escrita como
Y, = 1Yo+ Y (an) + .+ B, (0p-1) + &, t>p+ 1 (3.23)

Em termos matriciais

Y €
o Voo Yory(aa) o Yop,  (apa) o -

Y = : — : : : : ’ + ' . (3.24)
Yn Yn—l Ynl (al) an—l (ap_l) ﬁp €n

Entao Y =Y 8+ e=e=Y — Y 5 e o calculo de e*c ¢ exatamente o mesmo do caso 2x2.
A tnica alteracao ¢ na dimensao das matrizes: Y (,—p)x1, Bpx1, Y;’;(nfp)xp € €(n—p)x1-
Assim, para encontrar o estimador de minimos quadrados para «a, &, temos que minimizar
a seguinte equacao
S(@) =YY — YUY (Y)Y 1 (Y)Y, (3.25)

2

E a variancia de ¢, 0° é estimada por

5_2 S<Oé)

:n_p'

(3.26)

Nos casos anteriores, a matriz de covariancia de [ pode ser estimada (aproximada) por
V(3(a)) e a distribuicao assintotica continua vélida. Uma aproximacio similar ¢ usada em
Tong (1990, Cap.7, p.379). E importante notar que esse resultado é valido supondo que & ¢é

um estimador consistente de «. Para uma discussao formal sobre a consisténcia de a e 8 ou
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normalidade de § consultar Hansen (1997, 2000), Chan e Tsay (1998) e Chan (1993).
Podemos entao construir um intervalo de confianca assintético para os parametros da

seguinte forma

~

Bi(&) £ ZHTWU(B(@))&, (3.27)

onde v(f(@)); denota o i-ésimo elemento da diagonal de 1/V(3(&)) e v é o coeficiente de
confianca do intervalo.

Para verificar se o nosso modelo é adequado ou nao, iremos comparar a sua capacidade de
previsao com a dos respectivos modelos autorregressivos. Seguem alguns conceitos bésicos de

previsao na proxima secao.

3.3 Previsao

Uma maneira de comparar modelos é através da capacidade de previsao de cada um deles.
Tradicionalmente, a previsao de minimos quadrados a m-passos, Yt(m), ¢ dada pela esperancga
condicional, E[Y;y,,|B;], em que B; denota a o-algebra gerada pelo passado, {Y;,s < t}. Esse
fato se deve a minimizacio do MSFE, mean square forecast error, dado por [E(Y;ym — Yy (m))?.
Vérios autores discutiram maneiras de prever os modelos SETAR, entre eles: Gooijer e Bruin
(1997), que estudaram o caso do SETAR(2,1,1) e aproximaram a FE[Y;.,,|B:| utilizando a
distribuigdo Normal dos erros, através do método NFE (do inglés, Normal forecasting error
method), Clements e Smith (1997), que compararam varios métodos de previsao aplicados ao
modelo SETAR(2,1,1) considerando diferentes parametros e etc. Seguiremos com Clements e
Smith (1997).

Lembrando que o modelo AR-MV(p) pode ser descrito por

}/t:gb(yt—la"w)/t—p)"_et, th—i-l (328)
A previsao a um passo é dada por

Yi(1) = ElYin| Bl = ¢(Ye, .-, Yipia)- (3.29)

Para os casos p = 2 e p = 3, temos respectivamente

Yi(1) = B1Ys + B 1(Y: > a) (3.30)
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Y/;‘,(1) = (1Y + BoYi 1 1(Ye > aq) + BoYi o1 (Y > ) (3.31)

Dos métodos de previsao existentes, analisaremos o método do Esqueleto (SK, do inglés

Skeleton), também chamado de naive approach e o de Monte Carlo (MC).

3.3.1 Meétodo do Esqueleto

A idéia do método é considerar as inovagoes nulas, por exemplo, se temos informagao até o
tempo t, a previsdo a um passo para o modelo (3.28) é mesma dada por (3.29). A dois passos

temos:
Yi(2) = ¢(Yi(1), Y, ..., Yigap). (3.32)

E assim sucessivamente, onde obtemos a seguinte férmula recursiva para h > p:

~ ~ ~

Yi(h) = ¢(Yi(h = 1),.... Yi(h = p)). (3.33)

3.3.2 Meétodo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é um método de simulagao que pode ser usado para obter a
previsao de certos modelos. Iremos considerar a proposta de Clements e Smith (1997) aplicado
ao modelo AR-MV. Assim, para prever a (t-+1)-ésima observagao condicional a informacao até
o tempo t, temos que a previsao a um passo, f/tMC(l), ¢ a mesma que no método anterior. Ja

a dois passos, temos

YM9(2) = o(VMO(1), Y, . .. Yisay) + Zoj. (3.34)

Generalizando para h > p, obtemos

VIO ) = o0 (= 1), Y (=) + 2y, (3.35)
onde Z, ; ~ IID(0,07).
Assim, tomando a média sobre as j = 1,..., N iteragoes do método, obtemos:
e 1 < e,
Y, W—N;KJW- (3.36)

E importante notar que estamos considerando as mesmas inovagoes para cada regime, ou
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seja, o7 = o2. Na pratica, esses parametros serao estimados pelo método CLS, como feito na

secao anterior.
Defina o erro de previsao a m-passos por
em = Yiem — Yi(m). (3.37)
Como na pratica os parametros do modelo serao estimados utilizando uma amostra de
tamanho n e as previsoes serao feitas sob este modelo estimado, isto é, trataremos do caso
out-of-sample forecasting, consideraremos como medida de comparacao a média dos valores
absolutos dos erros de previsao (MAPE, do inglés Mean absolute prediction error) e a média

do quadrado dos erros de previsao (MSPE, do inglés Mean square prediction error), definidas

abaixo.

1 n+h 1 n-+h
— _ 2
MAPE = - > lem| e MSPE =+ > e (3.38)
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Capitulo 4
Simulacao

Neste capitulo iremos aplicar o método descrito anteriormente a fim de obter os estimadores
dos parametros. Primeiramente, os dados foram simulados considerando valores distintos para
aeR"n=1,2,...,p,BeER" n=1,2,...,p,ee ~ N(0,1.5%). O algoritmo para a estimagao
resume-se em indicar um valor inicial para « e, a partir dele, estimar 3. Depois, através deste 3,
estimar «, e assim por diante, considerando uma precisao de 107°. O esquema para a estimacao

se encontra abaixo:

oy — 50 —r Q1... Q1 — ﬁk—l — O, (41)

Como inicialmente nao temos informacgao para indicar um valor inicial para «, primeiro
ajustamos um modelo autorregressivo e, através dos coeficientes g € R*,n = 1,2,...,p, esti-
mamos um valor inicial para «. Nesse ponto, aplicamos o algoritmo (4.1). Consideramos uma
amostra de tamanho n+5 para todos os casos, sendo que a estimacao foi feita considerando
apenas os primeiros n dados. Para fins de comparagao, modelos autorregressivos foram ajusta-
dos e as estimativas dos parametros, bem como a previsao dos 5 restantes, foram comparadas
considerando os dois modelos. Vale notar que as mesmas condicoes iniciais foram fixadas para
todos os modelos, através de uma distribuicdo Normal, e foi realizado o burn-in. A escolha dos
parametros (3's foi feita a fim de que a ergodicidade geométrica, Proposicao 3.1, fosse satisfeita.
Consideramos os parametros limiares, «'s, de maneira que o nimero de observacoes em um
determinado submodelo fosse alterado (observe as linhas y > « das Tabelas 4.1 e 4.4, e as
linhas y > ay das Tabelas 4.7 e 4.10).

Claramente, o aumento do tamanho da amostra melhora as estimativas dos parametros em
todos os casos, como pode ser visto nas Tabelas 4.2, 4.5, 4.8 e 4.11. Isso ocorre principalmente
nos casos em que o numero de observagoes em um determinado submodelo é pequeno (Tabelas

4.5e4.11). Quanto a escolha do modelo autorregressivo pelo critério do AIC, sempre escolhemos

27
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o modelo AR com ordem igual ao modelo AR-MV. Porém é importante notar que, quando o
tamanho da amostra ¢ igual a 500, a diferenca entre o AIC dos modelos AR(p) e AR(p — 1),
para p = 2,3 é pequena. Além disso, o modelo AR-MV apresentou um menor AIC do que os
modelos AR’s em todos os casos. Podemos notar que a inclusao da média nos modelos AR’s
influenciou a previsdo apenas no caso em que o seu valor era relativamente alto (Exemplo 4.3).

Para o caso dos modelos AR-MV(2) (Exemplos 4.1 e 4.2), vemos que para a amostra pequena
(n=>500), os modelos autorregressivos forneceram melhores previsdes do que os modelos AR-
MV (2) (Tabelas 4.3 e 4.6). Apesar disso, podemos ver pela Figura 4.14 que o modelo AR(1)
com média (AR(1) p) ndo é bem ajustado para o caso do Exemplo 4.2. Porém, com o aumento
do tamanho da amostra (n=5000), temos que os modelos AR-MV(2) superam os modelos AR’s
em termos de previsao, sendo que o método do MC teve um desempenho melhor.

Para os casos dos Exemplos 4.3 e 4.4, os modelos AR-MV(3) tiveram melhores resultados
em termos de previsao do que os modelos AR’s, menos para o caso em que n=500 para o
Exemplo 4.3 (Tabelas 4.9 e 4.12). Mas, da Figura 4.23, vemos que o ajuste pelo modelo AR(2)
com média (AR(2) u) néo é adequado.

E importante notar que estamos utilizando a aproximacao, V(B (&)), para matriz de cova-
riancia de [ do nosso modelo. Isso explica o fato de que o desvio padrao dos coeficientes do
modelo correto (AR-MV(p), p=2,3) ser maior do que o dos respectivos modelos autorregres-
sivos, principalmente para os ('s dos tultimos submodelos (53, para o AR-MV(2), e 33, para o
AR-MV(3)).
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Exemplo 4.1. : AR-MV(2): 81 =0.2, B = 0.5, a = 0.6 e 02 = 1.5%.

Tabela 4.1: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(2) com 51 = 0.2,
B2 =05, a=0.6e0c?=15%
’ Amostra \ \ n Média  Variancia ‘
Y 500  0.11507  2.54117
500 y<a| 300 -0.89811 1.16131
y>a | 200 1.63484  0.75837
Y 5000 0.15345  2.78997
5000 y <o | 3028 -0.91495 1.12531
y>a | 1972 1.79398 0.9016

Tabela 4.2: Valores estimados dos parametros do exemplo AR-MV(2) com 81 = 0.2, 83 = 0.5, « = 0.6
e 02 = 1.52. O valor entre parénteses indica o desvio padrao de cada estimativa.

| n | Parametros | AR(1) p = AR(2) p AR(1) AR(2) AR-MV(?2) |

500 a - - - 0.57417
i 0.11864  0.11814 - - -
(0.09511)  (0.11537) - - :
B 027841  0.22335  0.28204  0.22553  0.20347
(0.04314)  (0.04414) (0.04311) (0.04413)  (0.04442)
Bs - 0.19366 - 0.19619  0.40670
- (0.04427) - (0.04424)  (0.08041)
52 2.34940 226216  2.35670  2.26680  2.19914
SQR 1170.00 112656  1173.63  1128.91  1095.172
AIC 184471  1827.95 184426  1826.99  1813.72
5000 a - - - - 0.60005
i 0.15396  0.15395 - - -
(10.03276)  (0.04137) - - -
B 0.31581  0.24332  0.32157  0.24666  0.19945
(0.01341)  (0.01376) (0.01339) (0.01375)  (0.01339)
B - 0.22945 - 023282  0.51142
- (0.01376) - (0.01375)  (0.01948)
52 251081  2.37853 252182  2.38503  2.21625
SQR 12549.04 11887.90 12604.04 11920.36  11076.8
AIC 18791.01  18522.61 18810.87 18534.24 18169.19
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Figura 4.1: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelagdes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(2) com f; = 0.2, B2 = 0.5, @ = 0.6 para

n=>500.
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Figura 4.2: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelagdes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(2) com 8 = 0.2, 82 = 0.5, a = 0.6 para

n=5000.
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Figura 4.3: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(2) com ; = 0.2, 2 = 0.5
e a = 0.6 para n=>500.
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Figura 4.4: (a) Dispersao, (b) autocorrela¢oes amostrais e (c) autocorrelagoes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(2) com 51 = 0.2, f2 = 0.5, @ = 0.6 para n=500.
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Figura 4.5: (a) Autocorrelagoes amostrais e (b) autocorrelagoes parciais amostrais dos residuos do
ajuste pelo modelo AR(2) do modelo AR-MV(2) com 1 = 0.2, 82 = 0.5, a = 0.6 para n=500.
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Figura 4.6: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(2) com 1 = 0.2, f2 = 0.5

e a = 0.6 para n=5000.
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(b)

Figura 4.7: (a) Dispersao, (b) autocorrelagoes amostrais e (c) autocorrelagdes parciais amostrais dos

residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(2) com 1 = 0.2, f2 = 0.5, « = 0.6 para n=5000.

Tabela 4.3: Erro de previsiao do modelo AR-MV(2) com 31 = 0.2, B2 = 0.5, a = 0.6 e 02 = 1.5%.

| n | Passo [AR(1) u[AR(2) | AR(1) | AR(2) [ SK | MC |
500 1 -0.75079 [ -0.23240 [ -0.66787 | -0.15913 | 0.35812 [ 0.35812
2 1.22053 | 1.22541 | 1.32846 | 1.30943 | 1.55367 | 1.53045

3 -1.23719 | -1.16637 | -1.12174 | -1.06395 | -1.07128 | -1.00044

4 0.35572 | 0.36416 | 0.47342 | 0.47207 | 0.48499 | 0.46045

5 -0.52823 | -0.51473 | -0.40986 | -0.40183 | -0.40714 | -0.49601

MAPE | 0.81849 | 0.70062 | 0.80027 | 0.68128 | 0.77504 | 0.76909
MSPE | 0.79791 | 0.66273 | 0.77226 | 0.65125 | 0.81815 | 0.78589

1 -1.83910 | -1.60308 | -1.73576 | -1.52033 | -1.46199 | -1.46199

2 -2.57168 | -2.55404 | -2.43435 | -2.45356 | -2.36613 | -2.30049

3 0.74038 | 0.78626 | 0.88888 | 0.91103 | 0.90687 | 0.97037

5000 4 -1.03826 | -1.02701 | -0.88609 | -0.89258 | -0.88110 | -0.99535
5 1.52708 | 1.53910 | 1.68045 | 1.68161 | 1.68190 | 1.56300

MAPE | 1.54330 | 1.50190 | 1.52511 | 1.49182 | 1.45960 | 1.45824
MSPE | 2.79079 | 2.62696 | 2.66763 | 2.55717 | 2.43270 | 2.36099
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Figura 4.8: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(2) com 51 = 0.2, f2 = 0.5,
a = 0.6 com origem em 500 para n=>500.
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Figura 4.9: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(2) com 5, = 0.2, f2 = 0.5,
a = 0.6 com origem em 5000 para n=>5000.
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Exemplo 4.2. : AR-MV(2): B =02, B =05, a = 1.5 e 02 = 1.5%.

Tabela 4.4: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(2) com 5, = 0.2,

Bo =05, a=15e0?=1.5%

’ Amostra \ \ n Média  Variancia ‘
Y 500 0.00302  2.44337
500 y<a| 411 -0.49595 1.45434
y>a| 89 230724  0.54662
Y 5000 0.04145  2.55318
5000 y<a«|4123 -0.46254 1.52479
y>a| 877 241082  0.57934
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Tabela 4.5: Valores estimados dos parametros do exemplo AR-MV(2) com 1 = 0.2, B2 = 0.5, a = 1.5
e 02 = 1.5%. O valor entre parénteses indica o desvio padrdo de cada estimativa.

| n [ Pardmetros | AR(1) g AR(2) p AR(1) AR(2) AR-MV(2) |
500 e} - - - - 1.4126
[ -0.00154  -0.00013 - - -
(0.08364) (0.09180) - - -
B 0.17676 0.16011 0.17672 0.16012 0.14599
(0.04411) (0.04462) (0.04411) (0.04462) (0.04454 )
Ba - 0.09346 - 0.09346 0.33021
- (0.04479) - (0.04479)  (0.11584)
o2 2.36297 2.34241 2.36297 2.34241 2.32782
SQR 1176.76 1166.52 1176.76 1166.52 1159.256
AIC 1847.53 1845.20 1845.53 1843.20 1842.04
5000 o} - - - - 1.52743
i 0.04122 0.04121 - - -
(0.02019)  (0.03269) ; -
b1 0.25029 0.22202 0.25079 0.22237 0.18299
(0.01369) (0.01405) (0.01369) (0.01405)  (0.01394)
Ba - 0.11296 - 0.11331 0.49885
; (0.01405) ; (0.01405)  (0.03001)
o2 239346 2.36290  2.39441  2.36365 2.26903
SQR 11962.51 11809.79 11967.25 11813.50  11340.63
AIC 18551.73  18489.54 18551.71 18489.11 18286.84
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(b) grafico Q-Q, (c) autocorrelagoes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(2) com p; = 0.2, S = 0.5, « = 1.5 para
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Figura 4.12: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(2) com #; = 0.2, 2 = 0.5
e o = 1.5 para n=>500.
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Figura 4.13: (a) Dispersao, (b) autocorrelagoes amostrais e (c¢) autocorrelagoes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(2) com 8 = 0.2, 52 = 0.5, @ = 1.5 para n=>500.
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Figura 4.14: (a) Autocorrelagoes amostrais e (b) autocorrelagoes parciais amostrais dos residuos do
ajuste pelo modelo AR(1) com média do modelo AR-MV(2) com 1 = 0.2, f2 = 0.5, @« = 1.5 para
n=500.
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Figura 4.15: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(2) com 81 = 0.2, 2 = 0.5
e a = 1.5 para n=>5000.
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()

Figura 4.16: (a) Dispersao, (b) autocorrelacoes amostrais e (c¢) autocorrelagoes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(2) com 31 = 0.2, f2 = 0.5, « = 1.5 para n=5000.

Tabela 4.6: Erro de previsio do modelo AR-MV(2) com 31 = 0.2, 2 = 0.5, a = 1.5 e 0% = 1.5%.

| n | Passo [AR(1) p |AR(2) p| AR(1) [ AR(2) | SK | MC |
500 1 -1.31177 | -1.59757 | -1.31307 | -1.59765 | -1.89326 | -1.89326
2 -2.09320 | -2.05872 | -2.09470 | -2.05883 | -2.18429 | -2.15687

3 -1.10507 | -1.11295 | -1.10661 | -1.11307 | -1.12055 | -1.23151

4 -0.52712 | -0.52368 | -0.52866 | -0.52380 | -0.53085 | -0.55799

) 1.69471 | 1.69392 | 1.69317 | 1.69379 | 1.69282 | 1.67842

MAPE | 1.34637 | 1.39737 | 1.34724 | 1.39743 | 1.48435 | 1.50361
MSPE | 2.09466 | 2.23456 | 2.09657 | 2.23470 | 2.55173 | 2.57631

1 2.88859 | 3.00582 | 2.92000 | 3.03404 | 2.89703 | 2.89703

2 -0.09723 | 0.04019 | -0.05834 | 0.07436 | -0.07973 | -0.49579

3 -1.37446 | -1.30282 | -1.33379 | -1.26444 | -1.34202 | -0.36560

5000 4 -3.19895 | -3.16054 | -3.15786 | -3.12065 | -3.16045 | -1.30751
) -3.32492 | -3.30655 | -3.28373 | -3.26590 | -3.28447 | -3.31209

MAPE | 2.17683 | 2.16319 | 2.15075 | 2.15188 | 2.15274 | 1.67560
MSPE | 6.30620 | 6.33124 | 6.21276 | 6.24286 | 6.19526 | 4.29035
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Figura 4.17: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(2) com 51 = 0.2, 52 = 0.5 ¢
a = 1.5 com origem em 500 para n=>500.
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Figura 4.18: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(2) com 51 = 0.2, 52 = 0.5 ¢
a = 1.5 com origem em 5000 para n=>5000.
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Exemplo 4.3. : AR—MV(g) ﬁl = 02, 52 = 03, 53 = 04, ] = —]_, ar=1ce O'2 = 152

Tabela 4.7: Média e variancia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(3) com 5, = 0.2,
Bo=03,085=04,a1=—1,ap=1e 0% =15%

’ Amostra \ \ n Média  Variancia ‘
Y 500 0.66756  4.48500
500 y<a 111  -1.96843 0.60723

o <y<ay| 181 -0.06475 0.34164
Yy > o 208 2.71152  1.79908

Y 5000 0.48193  3.73098

5000 y<ao 1114 -1.92181  0.55746
op <y <o | 2087 0.01839  0.31507
Y > g 1799 2.50816  1.72549
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Tabela 4.8: Valores estimados dos parametros do exemplo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 82 = 0.3, 83 = 0.4,

a; = —1, ag =1 e 02 = 1.5%. O valor entre parénteses indica o desvio padrao de cada estimativa.
| n [ Parmetros | AR(2) p AR(3) p AR(2) AR(3) AR-MV(3) |
500 ay - - - - -1.19486
Qp - - - - 0.93924

il 0.66952 0.65816 - - -
(0.26312)  (0.32642) - - -
b1 0.32981 0.24121 0.34524 0.24948 0.15922
(0.04116 )  (0.04373)  (0.04086) (0.04365) (0.04161 )
Ba 0.39473 0.32098 0.41055 0.33012 0.32240
(0.04119)  (0.04269) (0.04086) (0.04255) (0.04452)
B3 - 0.22270 - 0.23148 0.46282
- (0.04372) - (0.04361)  (0.05628)
o2 2.65367 2.52142 2.68354 2.53896 2.21569
SQR 1318.870 1253.14 1333.72 1261.87 1101.198
AIC 1904.16 1880.90 1907.82 1882.46 1817.82
5000 ay - - - - -0.98472
Qg - - - - 1.00190
il 0.48209 0.48209 - - -
(0.06634)  (0.08045) - - -
b1 0.31932 0.25387 0.33239 0.26168 0.19104
(0.01328)  (0.01388) (0.01321) (0.01386) (0.01375)
Ba 0.34263 0.28173 0.35569 0.28971 0.29060
(0.01328)  (0.01377) (0.01321) (0.01375)  (0.01479)
B3 - 0.19090 - 0.19872 0.40616
- (0.01389 ) - (0.01386)  (0.01942)
52 2.51614 2.42443 2.54063 2.44029 2.25484
SQR 12573.14 1211490 12695.53 12194.14 11267.46
AIC 18800.25 18616.84  18846.72 18647.48 18255.84
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Figura 4.19: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c)
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo
a1 = —1 e ag = 1 para n=>500.
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Figura 4.20: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c)
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo
a1 = —1 e ag = 1 para n=5000.
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Figura 4.21: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(3) com $; = 0.2,
Bo=0.3, B3 =04, a3 = —1 e ag = 1, para n=>500.
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Figura 4.22: (a) Dispersao, (b) autocorrelagoes amostrais e (c) autocorrelagoes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, f2 = 0.3, f3 =04, 01 = —leas =1
para n=>500.
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Figura 4.23: (a) Autocorrelagoes amostrais e (b) autocorrelagoes parciais amostrais dos residuos do
ajuste pelo modelo AR(2) com média do modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 52 = 0.3, B3 =04, a; = —1
e ag = 1 para n=>500.
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Figura 4.24: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(3) com f; = 0.2,
B2 =0.3, B3 =0.4, a1 = —1 e ag = 1 para n=5000.
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(b)

Figura 4.25: (a) Dispersao, (b) autocorrelacoes amostrais e (c¢) autocorrelagoes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(3) com ;1 = 0.2, B2 = 0.3, 83 =04, a3 = —1 e a9 = 1 para

n=>5000.

Tabela 4.9: Erro de previsao do modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 82 = 0.3, 83 =04, 01 = -1, a0 =1

e o? =152
’ n ‘ Passo ‘ AR(2) p ‘ AR(3) p ‘ AR(2) ‘ AR(3) ‘ SK ‘ MC ‘

500 1 1.66423 | 1.65991 | 1.85056 | 1.80108 | 1.85824 | 1.85824
2 1.35417 | 1.48716 | 1.59808 | 1.66383 | 1.60435 | 1.57990

3 0.78987 | 0.85851 | 1.12839 | 1.08660 | 1.13676 | 1.12243

4 1.16032 | 1.28470 | 1.55190 | 1.56934 | 1.55902 | 1.50113

5 -0.13252 | -0.01342 | 0.31445 | 0.30912 | 0.32159 | 0.23045

MAPE | 1.02022 | 1.06074 | 1.28868 | 1.28599 | 1.29599 | 1.25843

MSPE | 1.31825 | 1.47093 | 1.95180 | 1.95025 | 1.97064 | 1.90310

1 -1.29603 | -1.51303 | -1.16925 | -1.42039 | -0.93295 | -0.93295

2 -0.40050 | -0.69689 | -0.21929 | -0.57284 | 0.01050 | 0.03088

3 -0.11283 | -0.24147 | 0.13118 | -0.07482 | 0.38917 | 0.32636

5000 4 -0.34717 | -0.58496 | -0.05883 | -0.38099 | 0.17124 | 0.05990
5 0.29940 | 0.12325 | 0.62597 | 0.35872 | 0.83452 | 0.64870

MAPE | 0.49119 | 0.63192 | 0.44091 | 0.56155 | 0.46768 | 0.39976

MSPE | 0.41260 | 0.63812 | 0.36555 | 0.52502 | 0.34954 | 0.28045
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Figura 4.26: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 82 = 0.3,

=0.4, o1 = —1 e ag = 1 com origem em 500 para n=500.
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Figura 4.27: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(3) com 51 = 0.2, 52 = 0.3,
B3 =0.4, a1 = —1 e as = 1 com origem em 5000 para n=5000.



49

Exemplo 4.4. : AR—MV(g) 61 = 02, ﬁg = 03, Bg = 04, ] = —]., Oy = 1.8 e 0'2 = 152

Tabela 4.10: Média e varidncia amostrais dos dados simulados no exemplo AR-MV(3) com 1 = 0.2,
fo=0.3,83=04, a;=—1,as =18 ¢ 0? = 1.5

’ Amostra \ \ n Média  Variancia ‘
Y 500 0.43351  3.78182
500 y <o 125 -1.90391 0.58169

o <y<ay| 269 0.42193  0.60099
Yy > o 106 3.21928  1.41278

Yy 5000 0.19727  3.07460

5000 y<m 1242 -1.91614  0.56794
ap <y <oy | 2896 0.28978  0.60391
Y > Qo 862 293156  1.04528
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Tabela 4.11: Valores estimados dos pardmetros do exemplo AR-MV(3) com f; = 0.2, 52 = 0.3,

B3 =04, a; = —1, ap = 1.8 ¢ 02 = 1.52. O valor entre parénteses indica o desvio padrdo de cada
estimativa.
| n | Parametros | AR(2) p AR(3) p AR(2) AR(3) AR-MV(3) |
500 aq - - - - -1.11018
iy - - - - 1.87208
il 0.44934 0.45766 - - -
(0.20369)  (0.23595) - - -
ot 0.32858 0.28144 0.34031 0.28933 0.21930
(0.04243) (0.04428) (0.04226) (0.04423 ) (0.04290 )
Ba 0.31704 0.26872 0.32825 0.27610 0.28080
(0.04254) (0.04450) (0.04240) (0.04447)  (0.04590 )
B3 - 0.14815 - 0.15512 0.43892
- (0.04439) - (0.04438)  (0.06725)
o2 2.61766 2.55996 2.64144 2.57772 2.34845
SQR 1300.98 1272.30 1312.79 1281.13 1167.182
AIC 1897.15 1888.14 1899.70 1889.64 1846.742
5000 aq - - - - -0.99999
Qly - - - - 1.80349
il 0.19709 0.19708 - - -
(0.04941)  (0.05368) - - -
Ioht 0.27745 0.25448 0.28144 0.25733 0.19986
(0.01359) (0.01410) (0.01357) (0.01409) ( 0.01382)
Ba 0.27723 0.25416 0.28122 0.25700 0.29019
(0.01359) (0.01410) (0.01358) (0.01410)  (0.01514 )
B3 - 0.08297 - 0.08584 0.37753
- (0.01410) - (0.01410)  (0.02559)
o2 2.42057 2.40390 2.42812 2.41023 2.24219
SQR 12095.57  12012.30 12133.32  12043.92 11204.22
AIC 18606.55  18574.05 18620.13  18585.20  18227.71
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Figura 4.28: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelagdes amostrais e (d) autocorrelagoes
parciais amostrais dos dados gerados pelo modelo AR-MV(3) com 81 = 0.2, 52 = 0.3, f3 = 04,
a1 = —1 e ag = 1.8 para n=500.
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Figura 4.29: (a) Histograma, (b) grafico Q-Q, (c) autocorrelagoes amostrais e (d) autocorrelagdes
parciais amostral dos dados gerados pelo modelo AR-MV(3) com ;1 = 0.2, 2 = 0.3, 83 = 04,
a1 = —1 e ag = 1.8 para n=5000.
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Figura 4.30: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos
Bo=0.3, B3 =0.4, a1 = —1 e ag = 1.8 para n=>500.
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Figura 4.31: (a) Dispersao, (b) autocorrelacoes amostrais e (c) autocorrelagdes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 82 = 0.3, f3 = 0.4, oy = —1 e g = 1.8 para
n=>500.
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Figura 4.32: (a) Histograma e (b) grafico Q-Q dos residuos do ajuste AR-MV(3) com ; = 0.2,
Bo=10.3, B3 =04, a; = —1 e ag = 1.8 para n=>5000.
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Figura 4.33: (a) Dispersao, (b) autocorrelacoes amostrais e (c¢) autocorrelagoes parciais amostrais dos
residuos do ajuste pelo modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, f2 = 0.3, f3 = 0.4, oy = —1 e o = 1.8 para
n=>5000.
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Tabela 4.12: Erro de previsao do modelo AR-MV(3) com 51 = 0.2, f2 = 0.3, 83 = 0.4, a1 = —1,

as=18¢ 02 =1.52

] n \ Passo \ AR(2) p \ AR(3) p \ AR(2) \ AR(3) \ SK \ MC ‘
500 1 -0.53544 | -0.69317 | -0.43403 | -0.61332 | -0.08511 | -0.08511
2 -2.53430 | -2.94045 | -2.37792 | -2.83072 | -2.02779 | -2.04255
3 -4.57381 | -4.78209 | -4.36233 | -4.62753 | -3.97992 | -4.16925
4 -2.29678 | -2.62044 | -2.04100 | -2.43098 | -1.69835 | -1.95705
5 -0.10414 | -0.37216 | 0.18826 | -0.15043 | 0.49355 0.22059
MAPE | 2.00889 | 2.28166 | 1.88071 | 2.13060 | 1.65694 | 1.69491
MSPE | 6.58303 | 7.80007 | 5.81478 | 7.14710 | 4.61739 | 5.08812
1 -1.49593 | -1.33428 | -1.40252 | -1.24330 | -1.34734 | -1.34734
2 -1.75778 | -1.83971 | -1.63344 | -1.73047 | -1.63458 | -1.57668
3 0.32987 | 0.52437 | 0.48261 | 0.66575 | 0.44072 0.35197
5000 4 0.83386 | 0.89018 | 1.00277 | 1.04686 0.97441 0.86183
5 -1.14717 | -1.03795 | -0.96770 | -0.86829 | -1.007281 | -1.09309
MAPE | 1.11292 | 1.12530 | 1.09781 | 1.11093 1.08087 | 1.04618
MSPE | 1.48955 | 1.46191 | 1.36202 | 1.36668 1.32910 | 1.27254

Figura 4.34: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(3) com 1 = 0.2, f2 = 0.3,

y.verdade
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B3 =0.4, a1 = —1 e as = 1.8 com origem em 500 para n=500.
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Figura 4.35: Valores observados e previsoes pontuais do modelo AR-MV(3) com 51 = 0.2, 52 = 0.3,
B3 =04, a; = —1 e as = 1.8 com origem em 5000 para n=5000.
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Capitulo 5
Propriedades assintoticas

A proposta deste capitulo é analisar as propriedades do modelo e dos estimadores via si-
mulacao. Iremos considerar dois casos distintos: a conhecido e desconhecido. Para o estudo
assintotico dos estimadores, serao analisados diferentes tamanhos de amostra (n). Em todos os
casos, €, ~ N(0,1.5%) e os modelos AR’s considerados sem a média.

A comparacao dos varios métodos de previsao seré feita da seguinte maneira: Para cada
iteragao simulamos uma série de tamanho n+5. As primeiras n observagoes sao usadas para
estimar os parametros {a, f, o} dos modelos AR-MV e AR pelo método CLS descrito no
Capitulo 4. As 5 previsoes sao entao geradas pelo modelo estimado AR-MV, para cada um dos
métodos da secao 3.3, e para o modelo AR. Além disso, os erros de previsao sao armazenados
e as medidas MSPE e MAPE sao calculadas. Para o método de MC, utilizamos N=1000
replicagoes para cada iteragao. Repetimos o processo para cada 1000 iteragoes e consideramos
como estimativas do MAPE e do MSPE, as respectivas médias. Consideramos também como
estimativa para cada passo, a média dos quadrados dos erros de previsao sob as 1000 iteragoes.
Para testar a validade dos intervalos de confianca para [, supondo normalidade, contamos o
numero de vezes que o verdadeiro valor esteve presente no intervalo. Note que o modelo é
re-estimado a cada iteracao.

Das Tabelas 5.1 e 5.4 podemos ver que as estimativas se aproximam dos verdadeiros valores
a medida que o tamanho da amostra aumenta, sendo que o impacto do tamanho da amostra é
mais forte nos pardmetros a’s. Além disso, o ntiimero de outliers diminui significamente, como
pode ser visto nas Figuras 5.1, 5.3, 5.5, 5.7, 5.9 e 5.11. Porém, ha uma diferenca significativa
entre os Exemplos 5.1 e 5.2, principalmente nos parametros 5 e ap (observe as ultimas linhas
das Tabelas 5.1 e 5.4). No Exemplo 5.2, ainda temos um ntmero significativo de outliers nos
dois parametros (Figuras 5.11 e 5.12). Isso se deve, provavelmente, ao fato de que o ntimero de

observagoes acima de oy nao é suficiente para que seja realizada a estimacao.
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Para o caso em que os valores de Y; estao distribuidos de maneira mais uniforme, ou seja,
quando temos um niamero razoavel de observagdes em cada submodelo (Exemplo 5.1), vemos
que os parametros 3’s se aproximam da normalidade com o aumento do tamanho da amostra, o
que esté de acordo com a teoria assintotica (Figuras 5.2, 5.4 ¢ 5.6). Esse fato reflete diretamente
na precisao dos intervalos de confianca, como pode ser visto na Tabela 5.3. Dessa forma,
podemos concluir que a aproximacao usada é boa para o caso de amostras grandes.

Porém, no Exemplo 5.2, provavelmente devido a mé estimacao do parametro (3, nao temos
a convergéncia (Figura 5.12). Dessa forma, os intervalos de confianga ficam prejudicados, ou
seja, ndo atingimos os 95% de confiabilidade nem para amostras grandes (Tabela 5.6).

Quanto aos métodos de previsao, o modelo AR-MV foi o mais adequado em ambos os
exemplos, sendo que o método do MC teve um desempenho melhor. Porém, é possivel observar,
pelas medidas MAPE e MSPE das Tabelas 5.2 e 5.5, que no caso do Exemplo 5.1, a diferenca
em termos de previsao dos modelos AR e AR-MV ¢é mais significativa.

Dos gréficos para o caso em que « é conhecido (ver apéndice B), vemos, como era esperado,

que os parametros 3’s sao assintoticamente normais.
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Exemplo 5.1. : AR-MV/(3) com 31 = 0.2, B =03, 3 =04, a; = -1, ap = 1 e 02 = 1.5%.

Tabela 5.1: Estimativas das estatisticas descritivas dos estimadores do modelo AR-MV(3) com (; =
0.2, B2 =0.3, B3 =0.4, a1 = —1, ag = 1 e 0> = 1.5? considerando os casos o conhecido e desconhecido
para diferentes tamanhos de amostra.

’ n ‘ Parametro ‘ Min. ‘ 1st Qu. ‘ Mediana ‘ Média ‘ 3rd Qu. ‘ Max. ‘ d.p. ‘

ay -25.5000 | -1.4300 | -1.0830 | -1.2970 | -0.9359 | 1.3260 | 1.3376
Qg -23.4400 | 0.8525 | 1.0060 | 0.8040 | 1.2200 | 2.2040 | 1.3361
500 b1 0.0458 | 0.1703 | 0.1990 | 0.1995 | 0.2271 | 0.3566 | 0.0453
Blla 0.0491 | 0.1723 | 0.2006 | 0.1996 | 0.2258 | 0.3577 | 0.0431
B2 0.0862 | 0.2644 | 0.2950 | 0.2972 | 0.3307 | 0.4983 | 0.0505
,@]a 0.1142 | 0.2616 | 0.2925 | 0.2935 | 0.3243 | 0.4494 | 0.0480
Bs -0.0259 | 0.3371 | 0.3899 | 0.3794 | 0.4331 | 0.5945 | 0.0803
53]04 0.1341 | 0.3471 | 0.3893 | 0.3868 | 0.4282 | 0.6055 | 0.0624
ay -15.7900 | -1.3080 | -1.0490 |-1.1970 | -0.9599 | 0.7661 | 0.7491
%) -3.8050 | 0.9340 | 1.0020 | 0.9465 | 1.0930 | 1.9510 | 0.5637
1000 B4 0.0926 | 0.1788 | 0.2006 | 0.2014 | 0.2238 | 0.3386 | 0.0339
Blla 0.0988 | 0.1797 | 0.2001 | 0.2008 | 0.2221 | 0.3217 | 0.0313
Ba 0.1900 | 0.2726 | 0.2964 | 0.2971 | 0.3203 | 0.4288 | 0.0357
Bgla 0.2039 | 0.2741 | 0.2960 | 0.2961 | 0.3180 | 0.4117 | 0.0326
Bs 0.0584 | 0.3637 | 0.3975 | 0.3911 | 0.4298 | 0.5383 | 0.0589
Bgla 0.2322 | 0.3641 | 0.3953 | 0.3940 | 0.4241 | 0.5052 | 0.0438
ay -1.6310 | -1.0230 | -1.0010 | -1.0120 | -0.9814 | -0.5234 | 0.0919
Qo 0.8277 | 0.9914 | 1.0000 | 1.0010 | 1.0090 | 1.3820 | 0.0330
5000 B4 0.1451 | 0.1905 | 0.1993 | 0.1992 | 0.2080 | 0.2466 | 0.0136
,61|a 0.1460 | 0.1908 | 0.1997 | 0.1995 | 0.2083 | 0.2465 | 0.0136
B2 0.2494 | 0.2893 | 0.3000 | 0.2995 | 0.3103 | 0.3536 | 0.0152
Bgloz 0.2463 | 0.2896 | 0.2995 | 0.2994 | 0.3095 | 0.3512 | 0.0149
Bs 0.3456 | 0.3856 | 0.4006 | 0.3996 | 0.4131 | 0.4635 | 0.0191
Bg,]a 0.3452 | 0.3853 | 0.3998 | 0.3990 | 0.4124 | 0.4635 | 0.0192
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Tabela 5.2: Estimativas do MAPE, MSPE e a média dos quadrados dos erros a cada passo do exemplo
AR-MV(3) com 81 = 0.2, B2 =0.3, B3 =04, a1 = -1, ag = 1 e 0% = 1.5%.

Tabela 5.3: Frequéncia absoluta de cobertura de 95% para os parametros (31, (2, ¢ 83 do modelo
AR-MV(3) com 31 = 0.2, 2 = 0.3, B3 = 0.4, oy = —1, ap = 1 e 02 = 1.5? para diferentes tamanhos

de amostra.

’ n ‘Passo ‘ AR(2) ‘ AR(B)‘ SK ‘ MC ‘
500 1 2.68610 | 2.55000 | 2.37479 | 2.37479
2 2.99817 | 2.81577 | 2.69982 | 2.71102

3 3.20184 | 2.87906 | 2.68998 | 2.66532

4 3.74181 | 3.30939 | 3.22124 | 3.19429

5 3.62743 | 3.31228 | 3.21979 | 3.15096

MAPE | 1.41865 | 1.36559 | 1.33352 | 1.32934
MSPE | 3.25107 | 2.97330 | 2.84113 | 2.81928
1000 1 2.49018 | 2.40373 | 2.24722 | 2.24722
2 2.77401 | 2.59691 | 2.80145 | 2.51622

3 3.08118 | 2.79546 | 2.71520 | 2.61464

4 3.23157 | 3.03595 | 3.01730 | 2.95673

5 3.55968 | 3.31184 | 3.22883 | 3.14712

MAPE | 1.37165 | 1.34136 | 1.33471 | 1.31262
MSPE | 3.02732 | 2.82878 | 2.80200 | 2.69639

1 2.46157 | 2.35190 | 2.17231 | 2.17231

2 2.70687 | 2.58720 | 2.59409 | 2.37803

3 3.31398 | 2.89927 | 2.82397 | 2.72800

5000 4 3.51294 | 3.15221 | 3.06361 | 2.93146
5 3.97450 | 3.58063 | 3.37623 | 3.28184

MAPE | 1.40027 | 1.35855 | 1.32798 | 1.30714
MSPE | 3.19397 | 2.91424 | 2.80604 | 2.69833

]n \51\52\53\

200

933

922

869

1000

922

921

891

2000

939

947

960
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Figura 5.1: (a), (b) Histograma de &y e &g e (¢), (d) dispersao de 4y e éo do exemplo AR-MV(3) com
B =02 B2=03, B3=04, a; = —1 ¢ asg = 1 para n=500.
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Figura 5.4: (a), (b), (¢) Histograma de f1, B, B3, (d), (), (f) grafico Q-Q de B, Ba, B3 e (g), (h), (i)

dispersio de 31, B2, B3 do exemplo AR-MV(3) com 1 = 0.2, S =03, f3 =04, a1 = -1l eag =1
para n=1000.



63

Figura 5.5: (a), (b) Histograma de a1 e ag e (¢), (d) dispersao de
,81 = 0.2, 52 = 0.3, ,83 = 0.4, ] = —le
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Exemplo 5.2. : AR-MV(3) com 31 = 0.2, B =0.3, 83 =04, a; = —1, ap = 1.8 e 02 = 1.5%.

Tabela 5.4: Estimativas das estatisticas descritivas dos estimadores do modelo AR-MV(3) com f; =
0.2, B2 = 0.3, B3 = 0.4, a1 = —1, ap = 1.8 e 02 = 1.52, considerando os casos « conhecido e
desconhecido para diferentes tamanhos de amostra.

’ n \ Parametro \ Min. \ 1st Qu. \ Mediana\ Média \ 3rd Qu. \ Max. \ d.p. ‘

ay -20.1700 | -1.3990 | -1.0690 | -1.1970 | -0.9185 | 1.6910 | 1.0841

Qo -16.2800 | 0.6339 | 1.7110 | 1.0690 | 1.8680 | 5.7370 | 1.6429

200 B 0.0317 | 0.1751 | 0.2081 | 0.2076 | 0.2373 | 0.3469 | 0.0472
B1|Oé 0.0141 | 0.1713 | 0.2007 | 0.2011 | 0.2300 | 0.3457 | 0.0436

Ba 0.1285 | 0.2643 | 0.3003 | 0.3002 | 0.3370 | 0.5848 | 0.0545

32]04 0.1517 | 0.2644 | 0.2979 | 0.2961 | 0.3294 | 0.4432 | 0.0485

Bs -0.2354 | 0.2478 | 0.3584 | 0.3309 | 0.4264 | 0.9863 | 0.1326

53|0z 0.07047 | 0.3272 | 0.3781 | 0.3757 | 0.4315 | 0.6143 | 0.0836

ay -13.4700 | -1.2550 | -1.0230 | -1.1540 | -0.9490 | 2.1700 | 0.7289

Qla -14.8900 | 1.5070 | 1.7760 | 1.3260 | 1.8310 | 5.0010 | 1.4361

1000 B 0.0962 | 0.1804 | 0.2042 | 0.2056 | 0.2278 | 0.3241 | 0.0359
51]04 0.0969 | 0.1784 | 0.1995 | 0.1993 | 0.2206 | 0.2992 | 0.0309

Ba 0.1586 | 0.2757 | 0.3004 | 0.3009 | 0.3267 | 0.4923 | 0.0396

52|a 0.1848 | 0.2770 | 0.2972 | 0.2978 | 0.3210 | 0.4043 | 0.0341

Bs -0.0355 | 0.3195 | 0.3800 | 0.3534 | 0.4243 | 0.5611 | 0.1038

33|04 0.1582 | 0.3520 | 0.3898 | 0.3875 | 0.4260 | 0.5299 | 0.0539

ay -5.0240 | -1.0220 | -1.0000 | -1.0100 | -0.9799 | -0.7336 | 0.1498

%) -3.3730 | 1.7870 | 1.7990 | 1.7560 | 1.8090 | 2.0550 | 0.3488

5000 b1 0.1538 | 0.1909 | 0.2007 | 0.2011 | 0.2102 | 0.2746 | 0.0156
31]04 0.1540 | 0.1912 | 0.2007 | 0.2006 | 0.2100 | 0.2443 | 0.0139

Ba 0.2464 | 0.2897 | 0.2996 | 0.2998 | 0.3099 | 0.3904 | 0.0165

62|a 0.2535 | 0.2890 | 0.2991 | 0.2989 | 0.3090 | 0.3424 | 0.0154

Bs 0.0844 | 0.3816 | 0.3974 | 0.3931 | 0.4126 | 0.4837 | 0.0400

53]04 0.3197 | 0.3818 | 0.3970 | 0.3966 | 0.4123 | 0.4794 | 0.0238
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Tabela 5.5: Estimativas do MAPE, MSPE e média dos quadrados dos erros a cada passo do exemplo
AR-MV(3) com 31 = 0.2, f2 = 0.3, B3 = 0.4, a1 = —1, ag = 1.8 e 0% = 1.52.

| n | Passo | AR(2) | AR(3) | SK | MC |
500 1 2.35633 | 2.26808 | 2.14778 | 2.14778
2 2.89393 | 2.74786 | 2.73269 | 2.72451
3 3.01895 | 2.92159 | 2.87107 | 2.83535
4 3.23615 | 3.08143 | 3.01684 | 2.98531
) 3.39984 | 3.29012 | 3.29550 | 3.24153
MAPE | 1.35726 | 1.33377 | 1.32132 | 1.31602
MSPE | 2.98104 | 2.86181 | 2.81278 | 2.7869
1000 1 2.54118 | 2.49885 | 2.28176 | 2.28176
2 2.76454 | 2.73508 | 2.72438 | 2.59195
3 2.88953 | 2.85357 | 2.69601 | 2.68546
4 3.20231 | 3.14649 | 3.07294 | 3.05115
) 3.30461 | 3.18922 | 3.07876 | 3.06986
MAPE | 1.35705 | 1.35225 | 1.32031 | 1.31314
MSPE | 2.94043 | 2.88464 | 2.77077 | 2.73604
1 2.51257 | 2.45877 | 2.26128 | 2.26128
2 2.54429 | 2.46471 | 2.48911 | 2.39109
3 2.97429 | 2.89256 | 2.75122 | 2.69903
5000 4 3.00179 | 2.89825 | 2.72532 | 2.65838
) 3.12269 | 3.01762 | 2.94463 | 2.86170
MAPE | 1.32874 | 1.31738 | 1.28753 | 1.27553
MSPE | 2.83112 | 2.74638 | 2.63431 | 2.57430

Tabela 5.6: Frequéncia absoluta de cobertura de 95% para os parametros (1, (2, ¢ B3 do modelo
AR-MV(3) com 31 = 0.2, B2 = 0.3, B3 = 0.4, a1 = —1, ap = 1.8 ¢ 02 = 1.52, para diferentes tamanhos
de amostra.

’ n \ B \ B2 \ Bs \
500 | 920 | 915 | 708
1000 | 904 | 914 | 768
5000 | 933 | 925 | 920
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Figura 5.9: (a), (b) Histograma de & e o
,81 = 0.2, 52 = 0.3, ,83 = 0.4, a1 = —le
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Capitulo 6
Consideracoes finais

Neste trabalho, discutimos vérias questoes envolvendo os modelos autorregressivos com
memoria varidvel. Adaptamos o método de estimacao de Hansen (2000) para o respectivo
modelo, bem como o método de previsao de Clements e Smith (1997). A comparagao com
os respectivos modelos autorregressivos sugere que o modelo AR-MV é mais adequado, para
grandes amostras, mesmo quando o nimero de observagoes em um determinado submodelo é
insuficiente para que seja realizada a estimacao. Concluimos que isso afeta principalmente a

distribuicao assintotica dos parametros.

6.1 Trabalhos futuros

Algumas questoes ficaram em aberto nesse trabalho. Tais como:

e Provar condi¢oes necessérias e suficientes para ergodicidade geométrica do modelo AR-
MV.

e Estimar a matriz de covariancia dos parametros considerando a distribuigao estacionaria,

como feito em Klimko e Nelson (1978).

Além disso, seguem algumas sugestoes para trabalhos futuros:

e Nao impor uma mémoria pequena ao modelo quando a variavel limiar for pequena. Ou
seja, poderiamos nao considerar o alcance de cada submodelo crescente a medida que o

valor da variavel limiar, Y;_; aumenta.

e Considerar o caso em que a ordem de cada submodelo depende do vetor de passados
{Yi_1,...,Y;_,} e determinar qual é o p. Ou seja, quanto do passado devemos olhar para

determinar a ordem de cada submodelo no caso do AR-MV(p).

69



70

Consideracgoes finais

e Fazer a inferéncia sob o ponto de vista Bayesiano



Apéndice A
Processos estocasticos

Nesta secao faremos uma breve revisao dos conceitos fundamentais de Cadeia de Markov e
de séries temporais, em particular, dos modelos autorregressivos.

Uma série temporal ¢ um conjunto de observagoes geradas sequéncialmente no tempo. Neste
trabalho estudaremos apenas o caso em que esse conjunto ¢é discreto e em que a série é nao
deterministica, isto é, cujos valores futuros podem ser descritos apenas em termos de uma dis-
tribuicao de probabilidade. Logo, para descrever uma série temporal sao utilizados os modelos

de processos estocasticos.

Definigao A.1. : Um processo estocdstico em um espago de probabilidade (€2, A, P) € uma
familia de varidveis aleatdrias indexadas pelo tempo, Y (.,t): Q@ — R, e t pertence a um

congunto de indices, no caso os inteiros.

O conjunto de valores {Y'(€,t),t € Z} é chamado espago de estados do processo estocastico
e os valores Y (t) sdo chamados de estados. No caso em estudo, o espago de estados sera continuo
e as varidveis aleatorias reais. Iremos adotar a notagao: Y (t) = Y.

A fim de descrever um processo estocéstico, precisamos conhecer todas as suas distribuicoes
finito-dimensionais. Algumas caracteristicas dessas distribui¢oes sao fundamentais para o es-

tudo de uma série temporal, tal como a estacionariedade.

Definicao A.2. : Um processo estocdstico € dito ser estritamente estaciondrio se a distribui¢ao
conjunta de qualquer conjunto de observacoes nao € afetada pelo deslocamento dos tempos
das observacoes por qualquer quantidade inteira h. Isto €, se todas as distribuicoes finito-

dimensionais permanecem as mesmas sob translagoes no tempo.

Definicao A.3. : Um processo estocdstico € dito ser fracamente estaciondrio de ordem n se

todos 0os momentos de ordem menor ou igual a n existem e sao invariantes no tempo.
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Como o estudo de todas as distribuicoes finito-dimensionais é muita vezes impossivel, nor-
malmente caracterizamos o processo pelos seus momentos, tais como a fun¢ao média, de auto-

covariancia e variancia, definidas a seguir.

He = E(}/t)a 7(t17t2) = E[(Y;fl - Nh)(Y;fz - Mh)} e 01t2 = V(tvt) (Al)

Para a fungao de autocovariancia, definida em (A.1), se considerarmos t; =t — h e ty =t
temos que a mesma ¢ invariante no tempo, ou seja, s6 depende da distancia entre as variaveis,

como pode ser visto abaixo.

Y(t1,t2) = y(ty + hyta + h) =~y(t, t +h) =v(t — h,t) =y, (A.2)

Logo, temos que um processo estritamente estacionario com primeiro e segundo momentos
finitos é fracamente estacionéario de ordem 2. Outra quantidade de grande interesse em séries
temporais é a fun¢ao de autocorrelagdo (ACF). Iremos descrever esta considerando o processo

estacionario, dada por

_ Co(Yew  m
VVar(Y)/Var(Yi) 0

A fungao (A.3) tem algumas propriedades importantes, entre as quais ser nao negativa

Ph (A.3)

definida. Para outras propriedades vide Wei (2006, p.10). Quando o interesse é investigar a
correlagao entre Y; e Y;,, dada as outras varidveis envolvidas, Y;i1,...,Y;15_1, temos a funcao
de autorrelagao parcial (PACF). Nao entraremos em detalhes sobre essa func¢ao neste trabalho,
mas suas caracteristicas podem ser encontradas no autore citado anteriormente.

Vale notar que, na pratica, as funcoes definidas anteriormente devem ser estimadas. Con-
siderando uma realizacao, ou seja, uma série temporal, temos a média amostral, a funcao de

autocovariancia e de autocorrelagao amostral dadas por

o= 1
p=Y = Ezlyt (A.4)
1n—h
S S R L o (A5)
i=1
~ n—h Ve Eva
. Y =Y) Y, = Y
ph:ﬁ:szl(; )( zf-hz )7 (A6)
7o (Y —Y)

respectivamente.

Um processo estocastico que serd amplamente utilizado neste trabalho é o ruido branco,
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white noise process. O ruido branco, €;, é uma sequéncia de variaveis aleatérias nao correla-
cionadas de uma distribuigao fixa, com média usualmente zero e variancia constante, o2. Se as
varidveis ¢€; sao independentes e identicamente distribuidas, o processo descrito anteriormente
é chamado de puramente aleatério. A notagao utilizada serd e, ~ I1D(0,0?) e a distribuigao
Normal(0,62). A importancia desses processos esta no fato de que, apés ajustar um modelo
para uma série temporal, é fundamental verificar se os residuos possuem as caracteristicas de
um processo puramente aleatoério ou de um ruido branco. Para isso, utilizaremos as fungoes
ACF.

Outro processo estocéstico que sera utilizado para demonstrar as propriedades do modelo
a ser estudado nesta dissertagao é a cadeia de Markov. Faremos uma breve revisao de alguns
conceitos fundamentais para o entendimento desse tipo de cadeia. Para detalhes mais formais
consultar Meyn e Tweedie (1993).

A.1 Cadeia de Markov

A idéia geral do modelo de Markov é que o futuro do processo depende apenas do seu passado
imediato. Como estamos lidando com variéveis reais, denotaremos por P(y, A) a probabilidade
de transicao em 1 passo.

Um conceito importante de investigar é o de estabilidade. Para iniciar o estudo, considere
o conjunto definido pela primeira vez que a cadeia atinge um conjunto A, chamado de hitting
time

Ty=inf(n>1:Y,€A) (A.7)

Uma maneira menos restrita de pensar em estabilidade é que a cadeia nao é formada por
duas cadeias diferentes, ou seja, a colecao de conjuntos que podem ser atingidos por diferentes
pontos iniciais é a mesma. Mais formalmente, temos o conceito de p-irredutivel.

Dizemos que uma cadeia de Markov é p-irredutivel se, para alguma medida o-finita ¢ em
(R, B(R))

©(A) > 0= P,(Ty < o0) >0 (A.8)

para todo y € R.

Esta condicao garante que todos os conjuntos de tamanho razoéavel, quando medidos por ¢,
podem ser atingidos por qualquer ponto inicial possivel. Para espacos enumeréveis, o conceito
é equivalente ao de irredutibilidade, em que ¢ é tomada como medida de contagem.

Dizemos que uma cadeia de Markov é recorrente se, para alguma medida o-finita ¢ em
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(R, B(R))
©(A) > 0= P,(Ty < 0) =1 (A.9)

para todo y € R.

Podemos pensar em estabilidade em termos da convergéncia da distribuicao da cadeia en-
quanto o tempo passa, isto é, através do estudo do comportamento limite, ergddico, da cadeia.
Isto quer dizer que existe um regime invariante descrito por uma medida 7 tal que, se a cadeia
comega neste regime, (ou seja, se Yy tem distribuigao ) entao a cadeia permanece neste regime.
Caso comece em outro regime, a cadeia converge, no sentido probabilistico, para w. A fim de
definir formalmente o conceito de ergodicidade, precisamos definir uma medida de distancia em

termos de probabilidade, esta medida é chamada de norma em variacao total.

Definigao A.4. (Norma em variacao total): Se p € uma medida com sinal em B(R) entdo a

norma em variagao total, ||u||ryv € definida por

il |7 := supp <1l (f)] = supaeswy| n(A)| = infacpem | (A)] (A.10)

Defini¢ao A.5. : Seja P"(y,.) a probabilidade de transi¢io de Y. Dizemos que Y, € geo-
metricamente ergodico se existe uma medida de probabilidade (estaciondria) T € (R, B(R)) e

um nimero real 0 < p < 1 tal que
p"|[P"(y,.) = w|lrv — 0 (A.11)

Se p=1, Yy € dito ser ergddico.

O conjunto a ser definido a seguir sera usado para demonstrar se uma cadeia é ergodica ou

nao.

Definicao A.6. (Conjunto pequeno): Um conjunto K € BT (R) é dito ser pequeno se para todo
A€ Bt(R)

infyex » Py, A) >0 (A.12)
n=1
para alguma m = m(A) > 0.

Teorema A.1. (Critério de Tweedie): Seja{Y;} uma cadeia de Markov aperiddica e irredutivel.
Suponha que exista um conjunto pequeno C, uma func¢ao mensurdvel nao negativa g, constantes

positivas ¢ € ¢z, e p < 1 tal que

Elg(Yee)[Ye = y] < pg(y) —c1,Vy ¢ C (A.13)
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ElgY)lYi =y <, Vyel (A.14)

entio {Y;} € geometricamente ergddico.

Lema A.1. (Critério passo-h de Tjostheim): Seja {Y;} uma cadeia de Markov aperiddica e h

um inteiro fixo. Entdo

recorrente recorrente

v recorrente positivo sequndo Harris v ¢ recorrente positivo sequndo Harris
e geometricamente ergodico - toe geometricamente ergodico
transiente transiente

O proximo Lema é usado na demonstracao do Teorema 2.1.

Lema A.2. : Suponha que {Y;} satisfaz (2.6) e ¢(.) € limitada sob conjuntos limitados. Entao,
se existem q € Z, constantes ¢; > 0, ca >0, 0 < p < 1 e um congunto limitado Cy, = {y : ||y|| <

K} tal que as condigdes do critério de Tweedie valem quando {Y;} € trocado por {Yi.}, {Y;} €

geometricamente ergodico.

A.2 Modelos Autorregressivos

Em um modelo autorregressivo o valor presente do processo pode ser representado como
uma combinagao linear finita dos valores passados mais um ruido branco ¢;. Vamos denotar os
valores do processo, com tempos igualmente espacados t, t — 1, t — 2.., por Y;, Y;_1, etc. Caso
exista uma média no processo, u, basta definir Y, =Y, — . Por simplicidade, adotaremos que
1= 0. Se nao for o caso, as defini¢oes e calculos seguintes seguem de maneira anéloga.

Dessa forma, um processo autorregressivo de ordem p, AR(p), é descrito por
Yi=¢1Yia + Yo+ ..+ ¢ + €. (A.15)

A razao desse nome se deve a semelhanca com o modelo de regressao linear. Um operador

que sera utilizado para analisar o modelo (A.15) é o back-shift, B, definido por

BY, =Y, B"™Y,=Y, (A.16)

Utilizando o operador definido em (A.16), definimos

Definicao A.7. : O operador autorregressivo de ordem p é definido por

®(B)=1—¢B— ¢B> — ... — ¢, B (A.17)
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Assim, o modelo (A.15) pode ser escrito como

®(B)Y;=¢ ou Y,=VY(B)g (A.18)

tal que ¥(B) = &~ (B).
De (A.18) temos que o modelo autorregressivo é um caso particular de filtro linear e a

fungao ¥(B), fungao de transferéncia do filtro, é definida por
U(B) =1+ B+ B>+ ... (A.19)

Os modelos autorregressivos podem ser estacionédrios ou nao. A fim de assegurar a esta-
cionariedade do modelo, os coeficientes ¢’'s devem ser escolhidos de forma que os 9, ¥, ...
em (A.18) formem uma série convergente. Ou analogamente, se ¥(B) convergir para |B| < 1.
Para maiores detalhes ver Box e Jenkins (1970). Caso isso ocorra, o filtro é dito ser estavel e
o parametro p ¢ a média sobre a qual o processo varia.

Por exemplo, considere o modelo AR(1). Nesse caso, utilizando o operador autorregressivo,
definido em (A.17), temos

®(B)Y: = (1 -1 B)Y; = & (A.20)

Ou analogamente,

Y, = U(B)g=(1+¢B+¢?B%.)e
= (D _diB)e = (27'(B))e
i=0
= (1-¢B) ¢ (A.21)
Logo, como o processo ¢é estacionario se W(B) convergir para |B| < 1, entao |¢| < 1 é
suficiente para garantir a estacionariedade do processo. Note que essa condicao é equivalente

a dizer que as raizes ®(B) = 0 devem estar fora do circulo unitéario. Para calcular a média e a

varidncia do processo, utilizamos (A.21) para escrever o modelo da seguinte maneira

V; = (1+¢1B+ ¢iB%.)e
= ¢+ P61+ Do+ ...

=S e (A.22)
=0
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De (A.22) e assumindo que Y ;° ¥? < oo, fica facil ver que E(Y;) =0 e

Var(y;) = Var( Z Plei)
i=0
= Var(e,+ ¢re 1+ dlero+...)

2
= Y=, (A.23)

A autocovariancia e a ACF sao dadas por

Y= G111 € pn = P1pn1 = O (A.24)
e a PACF por
pr=¢1 se h=1
= A.25
P { 0 se h>2 ( )

No caso do AR(p), para a fungao de autocovariancia e de autocorrela¢ao temos férmulas

recursivas, definidas abaixo.

Yo =O1Vh-1+  + OpVhp € pn=P1pa1+ -+ Ppprp, h>0. (A.26)
J& a variancia é dada por

0.2

Var(Y;) = [ —— re (A.27)

Se considerarmos h = 1,2, ..., p na equagao de p,, temos um sistema denominado equagoes

de Yule-Walker. Através destas, é possivel estimar os coeficientes do AR(p) utilizando py,
dada em (A.6). Por outro lado, as equagoes de Yule-Walker podem ser resolvidas através do
algoritmo de Durbin-Levinson, através de um procedimento recursivo. Para uma explicacao
detalhada do método ver Morettin (2006).

Um critério que sera usado para escolha de modelos é o Critério de Akaike (AIC) definido

abaixo.

AIC = —2In [verossimilhanga méaximal| + 2M (A.28)

onde M é o niimero de parametros do modelo. Dessa forma, se queremos escolher a ordem
de modelos autorregressivos, devemos tomar aquela em que o AIC é minimo.
Para o caso dos modelos autoregressivos, temos que o logaritmo da verossimilhanca méxima

¢é dado por
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. 1
In(L) = —g In(2m6?) — 552" Zresiduos.2 (A.29)

onde residuo=Y; — Y;. Note que 6% e }Aft, sao, respectivamente, a variancia estimada de € e o
modelo ajustado pelo método da Maxima Verossimilhanca.

Além disso, a comparacao entre modelos pode ser feita considerando a capacidade de pre-
visao de cada um deles. Iremos introduzir, brevemente, o conceito para os modelos autorre-
gressivos.

Considere o modelo AR(1) com uma média p. A previsdo a m-passos, considerando o
método de minimizacio do MSFE (do inglés, mean square forecast error), [E(Yiim — Yi(m))?],

¢ dada por

Yi(m) = p+o(Yy(m = 1) —p) = p+ o™ (Y, —p), m>1. (A.30)

A formula é andloga para modelos AR(p), p>1.
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Figuras

B.1 Capitulo 5

B.1.1 Exemplo (5.1)

Exemplo (5.1): AR-MV(3) com 3; = 0.2, 8, =0.3, 83 =04, ay = —1, ay = 1 e 0% = 1.5%
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Figura B.1: Histograma, grafico Q-Q e dispersao de B do exemplo AR-MV(3) com 1 = 0.2, 5 = 0.3,
B3 = 0.4, a1 = —1 e ag = 1 considerando « conhecido para n=500.
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Figura B.2: Histograma, grafico Q-Q e dispersao de A considerando « conhecido do exemplo AR-MV(3)

com 1 =0.2, 85 =0.3, 83 =04, a3 = —1 e ag = 1 para n=1000.
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Figura B.3: Histograma, grafico Q-Q e dispersao de B considerando « conhecido do exemplo AR-MV (3)

com 1 =0.2, B2 =0.3, B3 =04, a1 = —1 e as = 1 para n=5000.
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B.1.2 Exemplo (5.2)

Exemplo (5.2): AR-MV(3) com 3; = 0.2, 85 = 0.3, 83 = 0.4, a1 = —1, ap = 1.8 e 0% = 1.5%
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Figura B.4: Histograma, grafico Q-Q e dispersao de A considerando « conhecido do exemplo AR-MV(3)
com 51 = 0.2, 83 =0.3, 83 =04, a1 = —1 e ag = 1.8 para n=>500.
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Figura B.5: Histograma, grafico Q-Q e dispersao de B considerando « conhecido do exemplo AR-MV(3)
com 1 =0.2, B3 =0.3, B3 =04, a3 = —1 e ag = 1.8 para n=1000.
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Figura B.6: Histograma, grafico Q-Q e dispersao de B considerando « conhecido do exemplo AR-MV(3)
com 1 = 0.2, B3 =0.3, 83 =04, a3 = —1 e ay = 1.8 para n=>5000.
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