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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de inferência estat́ıstica no modelo proposto
por Grubbs (1948,1973), comumente usado para comparar instrumentos ou métodos de
medição, considerando que as observações seguem uma distribuição t-Student com algu-
mas extensões aos modelos eĺıpticos.

O estudo é baseado no método de máxima verossimilhança. Testes de hipóteses utili-
zando as estat́ısticas de Wald, Escore e Razão de Verossimilhanças são considerados. As
estimativas de máxima verossimilhança sob o modelo t-Student são obtidas via algoritmo
EM.

Apresentamos ainda um estudo do modelo de Grubbs com ponto de mudança. Neste
estudo, consideramos estimadores obtidos pelo método dos momentos quando existe a
presença de um ponto de mudança.

Finalmente, apresentamos alguns estudos de simulação e ilustramos os resultados
teóricos usando dados encontrados na literatura.
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Abstract

This work presents a statistical inference study of the model proposed by Grubbs
(1948, 1973), usually employed to compare devices or measure methods, assuming that
the data follow a t-Student distribution with some extensions to the elliptical models.

The study is based on the maximum likelihood method. We consider tests of hy-
potheses using the Wald, the Score and the Likelihood Ratio statistics. The maximum
likelihood estimates under the assumption of a t-Student model are obtained via the EM
algorithm.

We also present a study of the Grubbs model with changepoints. In this study we
consider estimators obtained by the method of moments in the presence of a changepoint.

Finally we present some simulation studies and illustrate the theoretical results in
data from literature.
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α2 = α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν = 4 . . . . . p. 82

4.19 Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 :
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α2 = α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν = 6 . . . . . p. 82

4.21 Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 :
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1 Introdução

1.1 Formulação do problema

Diversas áreas cient́ıficas como a f́ısica, engenharia, biologia, entre outras, têm apre-

sentado significativo interesse no problema de compararação de instrumentos. Neste pro-

blema, pretende-se determinar a relação entre diversos testes ou instrumentos que for-

necem medidas indiretas similares. Um exemplo é a capacidade pulmonar humana, que

pode ser medida, por exemplo, por dois instrumentos, um mais tradicional e outro mais

moderno, portátil e de operação mais simples. Submetendo um grupo de indiv́ıduos aos

dois instrumentos, as medidas (ambas sujeitas a erros) dos dois aparelhos podem ser com-

paradas. Grubbs (1948, 1973) compara três cronômetros, Barnett (1969) dá um exemplo

onde quatro combinações instrumento-operador concebidos para medir a capacidade vital

num grupo de pacientes são avaliados e Jaech (1985) dá vários exemplos na área industrial.

Mais recentemente, Christensen e Blackwood (1993) comparam cinco ”thermocouples”;

Galea-Rojas (1996) apresenta um estudo de inferência no modelo t-Student e Bedrick

(2001) compara três métodos para medir sedimentos de solo.

Em muitas situações práticas, por exemplo, na área industrial e agricultura, é assu-

mido que todos os instrumentos medem a caracteŕıstica de interesse na mesma escala.

Uma classe particular do modelo utilizado para comparar instrumentos de medição foi

introduzida por Grubbs (1948, 1973). Outros trabalhos são, por exemplo, Christensen

e Blackwood (1993) e Bedrick (2001), este último apresentando um estudo de inferência

baseado na estat́ıstica de ”Escore”, usando uma parametrização diferente da qual será

considerada neste trabalho. Este modelo é definido como segue: suponha que dispomos

de p (p ≥ 3) instrumentos para medir uma caracteŕıstica ou resposta x num grupo de n

unidades. Sejam
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xj : O verdadeiro valor da caracteŕıstica de interesse na unidade j;

yij : Medida fornecida pelo instrumento i para a caracteŕıstica da unidade j, i = 1, · · · , p

e j = 1, · · · , n.

No estudo destes problemas estat́ısticos, Grubbs (1948,1973) propõe um modelo defi-

nido pelas relações

yij = αi + xj + ǫij, (1.1)

em que αi é o v́ıcio aditivo do instrumento i e os erros aleatórios de medição ǫij, sob a

hipótese de normalidade que geralmente é assumida, são independentes e para cada i,

ǫi1, · · · , ǫin são tais que

E(ǫij) = 0, V ar(ǫij) = φi, (1.2)

i = 1, · · · , p, j = 1, · · · , n. Na literatura o modelo definido acima é conhecido como modelo

de Grubbs.

O modelo definido em (1.1) - (1.2) representa uma classe particular de modelos de

regressão linear com erros nas variáveis, amplamente discutida em Fuller (1987). Deste

ponto de vista, o modelo definido em (1.1) - (1.2) pode ser especificado segundo as quan-

tidades xj como :

I. Os xj’s são constantes desconhecidas, chamadas de parâmetros incidentais.

II. Os xj’s são variáveis aleatórias não-correlacionados com média µx e variância φx e

são não-correlacionados com ǫij.

III. Os xj’s são variáveis aleatórias não-correlacionados com média µxj e variância φx

e são não-correlacionados com ǫij.

O modelo descrito por (I) e (1.1) - (1.2) é denominado modelo funcional de Grubbs,

neste caso o número de parâmetros cresce com o número de observações. Para fazer

um estudo de inferência neste modelo é necessário considerar suposições adicionais de

alguns parâmetros, especialmente sobre as quantidades desconhecidas x1, · · · , xn; veja

por exemplo, Vilca Labra et al. (1998). Neste caso os parâmetros do modelo são

(x1, · · · , xn)⊤ e θ = (α1, · · · , αp, φ1, · · · , φp)
⊤.

O modelo descrito por (II) e (1.1) - (1.2) é denominado modelo estrutural de Grubbs,
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ao contrário do modelo funcional, não é posśıvel encontrar uma solução de máxima ve-

rossimilhança para os parâmetros do modelo, pois o mesmo não é identificável no sentido

de que dois diferentes vetores de parâmetros podem dar origem a uma mesma distri-

buição. Assim, faz-se necessário o conhecimento adicional de algum parâmetro do modelo

para possibilitar a estimação dos parâmetros de maior interesse. Neste caso o vetor de

parâmetros do modelo é

θ = (µx, α1, · · · , αp, φx, φ1, · · · , φp)
⊤.

Finalmente, o modelo descrito por (III) e (1.1) - (1.2) é denominado modelo ultra-

estrutural. Neste caso, os modelos funcional e estrutural podem ser vistos como casos

especiais deste modelo. Os parâmetros do modelo ultraestrutural são

(µx1, · · · , µxn)⊤ e θ = (α1, · · · , αp, φx, φ1, · · · , φp)
⊤.

Do ponto de vista de aplicação, o modelo funcional é adequado quando temos interesse

apenas nos indiv́ıduos participantes do estudo, enquanto que o estrutural é adequado

quando o interesse é generalizar os resultados do estudo para população de onde vem os

indiv́ıduos envolvidos no estudo.

Neste trabalho vamos considerar o modelo estrutural definido em (1.1) - (1.2) e (II).

Este modelo pode ser escrito em forma matricial como:

Yj = a + 1pxj + ǫj, (1.3)

em que a = (α1, · · · , αp)
⊤, Yj = (y1j, · · · , ypj)

⊤, ǫj = (ǫ1j, · · · , ǫpj)
⊤ são vetores p × 1, e

1p denota o vetor p-dimensional em que todos os componentes são iguais a unidade. Note

que

E(Yj) = a + 1pµx e V ar(Yj) = φx1p1
⊤
p + D(φ), j = 1, · · · , n, (1.4)

em que D(φ) = Diag(φ1, · · · , φp) é uma matriz diagonal p × p, φ = (φ1, · · · , φp). Sob as

condições do modelo acima, o vetor de parâmetros é dado por

θ = (µx, a
⊤, φx, φ

⊤)⊤. (1.5)

Sob as condições do modelo estrutural definido em (1.3), θ não é identificável, isto é,

existem diferentes θ∗ e θ∗∗ tais que F (y,θ∗) = F (y,θ∗∗), para todo y ∈ R
p, onde F é a
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função de distribuição de Yj, j = 1, · · · , n. Por exemplo, para o caso de p = 3, sejam

θ∗ = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)⊤

e

θ∗∗ = (4,−2,−2,−2, 1, 1, 1, 1)⊤,

de (1.4) é fácil verificar que para ambos valores de θ definidos acima, geram a mesma

média e a mesma matriz de covariância de Yj, isto é

E(Yj) = (2, 2, 2)⊤

e

V ar(Yj) =




2 1 1

1 2 1

1 1 2


 .

A falta de identificabilidade implica ausência de estimadores consistentes, o que traria

sérias implicações na teoria assintótica de estimação e teste de hipóteses. Contudo, o

fato do modelo ser identificável não implica que exista um estimador consistente para θ.

Uma das formas de contornar o problema de identificabilidade é colocar restrições sobre

alguns elementos do vetor de parâmetros θ. Similarmente como em Barnett (1969) e

Bedrick (2001), vamos assumir que exista um método de medição, o qual chamamos de

instrumento de referência ou de controle, que mede x sem v́ıcio. Especificamente, supondo

que o instrumento de referência seja o número 1, vamos assumir que

α1 = 0. (1.6)

Assim, o modelo proposto por Grubbs (1948,1973) considerando um instrumento de

referência, é dado por

Yj = a + 1pxj + ǫj, j = 1, · · · , n, (1.7)

em que a = (0, α⊤)⊤, com α = (α2, · · · , αp)
⊤, Yj e ǫj como em (1.3). Agora, sob a

condição de identificabilidade, o vetor de parâmetros dados em (1.5) reduz-se a um vetor

de dimensão 2p + 1 dado por

θ = (µx, α
⊤, φx, φ

⊤)⊤. (1.8)
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No contexto do modelo de Grubbs, a qualidade de um instrumento de medição é

avaliada em termos do v́ıcio ou acurácia e da precisão (inversa da variância). Contudo é

importante distinguir os conceitos de acurácia e precisão; precisão se refere a proximidade

de cada observação à sua própria média, enquanto que a acurácia mede a proximidade

das medidas ao verdadeiro valor. Assim, a acurácia está relacionada com os v́ıcios, en-

quanto que a precisão está relacionada com a dimensão dos erros de medida, ou seja, um

instrumento é preciso se φi é pequena.

Pelo exposto acima, o problema de comparar instrumentos ou métodos de medição

pode ser estudado fazendo inferência sobre os v́ıcios α2, · · · , αp dos instrumentos 2, · · · , p,

respectivamente, e comparando-os com o instrumento de referência. A precisão de um

instrumento que é baseada na variância é um ı́ndice ou medida para avaliar a qualidade

de um instrumento, veja por exemplo, Shyr e Gleser (1986).

A precisão do i-ésimo instrumento denotado por πi, é definido como sendo:

πi =
1

φi

, i = 1, · · · , p. (1.9)

Outra medida ou ı́ndice utilizado na literatura, no contexto de calibração comparativa,

é a confiabilidade do instrumento, veja por exemplo, Carter (1981). A confiabilidade do

i-ésimo instrumento, denotado por ρi, define-se por

ρi =
φx

φx + φi

, i = 1, · · · , p. (1.10)

O coeficiente ρi é uma medida tipo coeficiente de determinação usada em regressão linear

e pode ser interpretada como a proporção da variação observada ”explicada”pelo i-ésimo

instrumento, ou seja, ρi = ρ2
yij ,xj

e 0 ≤ ρi ≤ 1, i = 1, · · · , p.

Das relações em (1.9) e (1.10), pode-se mostrar facilmente que

ρk = ρl ⇔ πk = πl ⇔ φk = φl, l 6= k = 1, · · · , p, (1.11)

isto é, comparar p instrumentos no modelo de Grubbs é equivalente a comparar as pre-

cisões dos instrumentos ou as variâncias dos erros.

Assim, comparar p instrumentos de medição utilizando o modelo de Grubbs reduz-se

a fazer inferências sobre os v́ıcios α2, · · · , αp e/ou as variâncias φ1, · · · , φp. Considerar

os v́ıcios e as variâncias simultaneamente é importante para verificar se o instrumento i

fornece medidas exatas da caracteŕıstica x, pois um valor de φi próximo de zero implica
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apenas que yi (medida fornecida pelo instrumento i) é uma medida confiável ou de alta

precisão de αi + x. O instrumento forneceria medidas exatas da caracteŕıstica x só se φi

for próximo de zero e se ele é não viciado (αi = 0).

Deste modo, uma hipótese inicial de interesse usando o modelo (1.7) é

H01 : α2 = α3 = · · · = αp = 0 e π1 = π2 = · · · = πp, (1.12)

que, de (1.11), é equivalente à hipótese

H01 : α2 = α3 = · · · = αp = 0 e φ1 = φ2 = · · · = φp, (1.13)

ou seja, estamos interessados em testar se os p instrumentos medem a caracteŕıstica x

sem v́ıcio aditivo (acurácia) e com mesma precisão.

Outras hipóteses que poderiam ser consideradas são:

H02 : α2 = α3 = · · · = αp = 0, (1.14)

isto é, estamos avaliando a acurácia das medições feitas pelos diferentes instrumentos, e

H03 : φ1 = φ2 = · · · = φp, (1.15)

para avaliar se os instrumentos são igualmente precisos.

Logicamente, dependendo do problema, poderia ser de interesse testar outro tipo de

hipótese, embora as mencionadas acima sejam de interesse geral.

Na literatura existente sobre o modelo de Grubbs, é assumido que as observações

seguem a distribuição normal. Entretanto, em muitas situações o modelo normal é clara-

mente impróprio, por exemplo, quando os dados provêm de uma distribuição com caudas

mais pesadas que a distribuição normal. A vulnerabilidade da inferência baseada no

modelo normal, com respeito a observações aberrantes (”outliers”), tem sido o motivo

de vários estudos sobre métodos para a análise de dados. Um enfoque é através da

identificação e eliminação de ”outliers”seguido de inferência estat́ıstica (máxima veros-

similhança) baseada na distribuição normal. De fato, uma ampla área de pesquisa é a

detecção de dados at́ıpicos, especialmente em modelos lineares e análise multivariada. Al-

gumas referências básicas são Barnett e Lewis (1994), Belsley et al. (1980), Chatterjee e

Hadi (1988), Cook e Weisberg (1982), Hawkins (1980) e Peña e Yohai (1995). Na área de

modelos de regressão com erros nas variáveis, dois trabalhos pioneiros são Kelly (1984) e

Wellman e Guest (1991). Uma referência básica para influência local é Cook (1986).
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Um outro enfoque é a acomodação de observações aberrantes usando procedimentos

robustos clássicos. Nesta direção, métodos robustos têm sido desenvolvidos, modificando

o método de máxima verossimilhança, de modo que os ”outliers”tenham menos influência

sobre as estimativas finais; ver Huber (1981), Hampel et al. (1986), Rousseeau e Leroy

(1987) e Staudte e Sheather (1990). Na área de modelos de regressão com erros nas

variáveis, algumas referências são Kelly (1984), Zamar (1989) e Cheng e Van Ness (1990).

Uma outra possibilidade é usar distribuições simétricas, com caudas mais pesadas

que a distribuição normal, as quais permitem reduzir a influência dos ”outliers”sobre os

estimadores de máxima verossimilhança (EMV). Uma classe de distribuições que oferece

várias alternativas neste sentido é a classe de distribuições eĺıpticas. Esta classe de dis-

tribuições, que contém as distribuições normal, t-Student e normal contaminada, entre

outras, têm tido um interesse crescente nos últimos anos; ver por exemplo, Fang e Zhang

(1990), Fang et al. (1990), Fang e Anderson (1990), Kano et al. (1993), Berkane et al.

(1994) e Arellano (1994).

Dizemos que um vetor aleatório Y : n × 1 tem distribuição eĺıptica, com parâmetro

de locação µ e matriz de escala Σ, definida positiva, se sua função densidade pode ser

expressa como

fY(y | µ,Σ) = |Σ|− 1
2 f((y − µ)⊤Σ−1(y − µ)),y ∈ R

n, (1.16)

em que y ∈ R
n e a função f : R −→ [0,∞) é tal que

∫ ∞
0

un−1f(u2)du < ∞. Para um

vetor Y assim distribúıdo, usamos a notação Y ∼ Eln(µ,Σ; f). A função f é conhecida

como função geradora de densidade.

A Tabela (1.1), apresenta alguns exemplos de distribuições eĺıpticas multivariadas.

As constantes c1, · · · , c5 são usadas para denotar constantes normalizadoras.

Tabela 1.1: Distribuições Eĺıpticas Multivariadas

Distribuição Notação Função Geradora

Normal Nn(µ,Σ) f(u) = c1e
−u/2, u ≥ 0

t-Student tn(µ,Σ; ν) f(u) = c2(ν + u)−(ν+n)/2, u ≥ 0
Cauchy Cn(µ,Σ) f(u) = c3(1 + u)−(n+1)/2, u ≥ 0

Normal Contaminada NCn(µ,Σ; δ, τ) f(u) = c1(1 − δ)e−u/2 + δτ−n/2e−u/(2τ), u ≥ 0
Loǵıstica Ln(µ,Σ) f(u) = c4e

−u/(1 + e−u)2, u ≥ 0
Exponencial Potência EPn(µ,Σ; α) f(u) = c5e

−uα/2, u ≥ 0
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Deste modo, este trabalho trata de um estudo de inferência no modelo de Grubbs

supondo que a distribuição das observações pertence à classe das distribuições eĺıpticas.

Para testar as hipóteses de interesse, vamos utilizar as estat́ısticas da Razão de Ve-

rossimilhança, Escore e de Wald. Estimadores de máxima verossimilhança sob H0 e sob

o modelo irrestrito são apresentados no decorrer deste trabalho.

Também consideramos neste trabalho, as situações onde as caracteŕısticas de interesse

tenham diferentes médias. Em muitas situações, por exemplo o modelo de regressão linear

com variável resposta sendo um fenômeno fisiológico, em que a inclinação da reta de

regressão não é esperada ser constante, mas muda repentinamente em um certo ponto,

deve-se utilizar um modelo que considere tal informação. Neste caso, este ”ponto de

mudança”que é de fundamental interesse, pois ele pode ser um indicador de um fenômeno

fisiológico, tal como a menopausa em um gráfico da densidade óssea contra a idade em

um estudo com mulheres. Deste modo, o problema do ponto de mudança no contexto do

modelo de Grubbs será considerado.

1.2 Objetivos do Trabalho

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo de inferência estat́ıstica no modelo

de Grubbs estrutural sob a classe das distribuições eĺıpticas, com ênfase nas distribuições

t-Student e normal. Sob o modelo t-Student, é apresentado um estudo de testes de

hipóteses, baseado no método de máxima verossimilhança, de modo que as estimativas de

máxima verossimilhança serão obtidas via algoritmo EM (Dempster et al.,1977). Além

disso, seguindo a metodologia de Chang e Huang (1997) e Alfaro (2000), vamos apresentar

um estudo do modelo de Grubbs com ponto de mudança. Assim, os objetivos espećıficos

deste trabalho podem ser resumidos como segue:

1) Apresentar um estudo de inferência, considerando o modelo de Grubbs dependente

e independente. As matrizes de informação observada e esperada serão obtidas. Esti-

madores de momentos e de máxima verossimilhança serão considerados, sendo que no

segundo caso, obteremos as estimativas dos parâmetros via o algoritmo EM para o mo-

delo t-Student independente.
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2) Testar as hipóteses H01, H02 e H03 utilizando a estat́ıstica Wald, Razão de verossimil-

nhaças e Escore, com especial atenção no modelo t-Student independente.

3) Apresentar um estudo do modelo de Grubbs com ponto de mudança, considerando o

teste da Razão de Verossimilhanças para detectar a presença de pontos de mudança na

média da caracteŕıstica de interesse. Sob a presença do ponto de mudança, apresentar

estimadores dos parâmetros.

4) Aplicar os resultados obtidos a dados reais. Além disso, realizar um estudo de si-

mulação para avaliar o desempenho dos testes propostos.

1.3 Organização do Trabalho

Este trabalho é constitúıdo por 5 caṕıtulos e três apêndices. No Caṕıtulo 2 apresen-

tamos um estudo de inferência no modelo de Grubbs supondo que as observações seguem

uma distribuição eĺıptica. São obtidas as matrizes de informação de Fisher observada e

esperada, bem como o algoritmo EM para o modelo t-Student. No modelo independente,

testes de hipótese baseados nas estat́ısticas de Wald, Escore e Razão de Verossimilhanças

são discutidos. Estimadores do tipo momentos e suas propriedades assintóticas são con-

sideradas.

No Caṕıtulo 3 é feito um estudo de inferência do modelo de Grubbs com ponto de

mudança. O teste de Razão de Verossimilhanças para testar a igualdade de médias é

considerado. Propriedades assintóticas dos estimadores de momentos, sob a classe das

distribuições eĺıpticas, são apresentadas.

No Caṕıtulo 4 aplicamos os resultados obtidos do modelo independente a dados reais

e simulados. Realizamos um estudo sobre a convergência do algoritmo EM, apresentamos

uma ilustração numérica e um estudo de simulação dos resultados obtidos no Caṕıtulo

2. Também realizamos um pequeno estudo de simulação sobre os resultados do terceiro

caṕıtulo.

O Caṕıtulo 5 é dedicado a conclusões e alguns direcionamentos para estudos subse-

quentes.
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Finalmente, nos apêndices, apresentamos definições e algumas propriedades das distri-

buições eĺıpticas, em particular a distribuição t-Student multivariada. Ainda nos apêndices,

apresentamos os detalhes algébricos para a obtenção do teste de Razão de Verossimi-

lhanças do modelo com ponto de mudança.
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2 Modelo de Grubbs Eĺıptico

2.1 Introdução

No modelo introduzido por Grubbs (1948, 1973), supõe-se que os instrumentos de

medição no problema de comparação de instrumentos medem a caracteŕıstica de interesse

na mesma escala. Essas suposições são frequentemente assumidas em muitas aplicações

cient́ıficas, por exemplo, na área industrial e agricultura.

Na maioria dos trabalhos encontrados na literatura é assumido que os ǫij, como no

modelo definido em (1.1), têm distribuição normal, são independentes e identicamente

distribúıdos (iid) através dos p instrumentos com média zero e variância φi, que os ver-

dadeiros valores xj são variáveis aleatórias tendo distribuição normal com média µx e

variância φx, e independentes dos ǫij. Assim yij ∼ N(αi + µx, φx + φi) e Cov(yij, ykj) =

φx, i 6= k, i, k = 1, · · · , p e j = 1, · · · , n, com α1 = 0. Alguns resultados sobre este mo-

delo podem ser encontrados, por exemplo, nos trabalhos: Grubbs(1948, 1973), Brindley

e Brandley (1985) e Jaech (1985).

Galea-Rojas (1996), apresenta um estudo introdutório sob a classe das distribuções

eĺıpticas considerando a parametrização de análise de fatores, a qual dificulta a inter-

pretação em termos dos parâmetros αi’s.

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo estat́ıstico sobre o modelo estrutural de

Grubbs, considerando que as observações seguem uma distribuição eĺıptica.
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2.2 Especificação do Modelo Eĺıptico

Considere o modelo de Grubbs, definido em forma matricial como

Yj = a + 1pxj + ǫj, (2.1)

em que a = (α1, · · · , αp)
⊤, Yj = (y1j, · · · , ypj)

⊤, ǫj = (ǫ1j, · · · , ǫpj)
⊤ são vetores p × 1

com j = 1, · · · , n e 1p denota o vetor p-dimensional em que todos os componentes são

iguais a unidade.

Para especificar o modelo de Grubbs eĺıptico, vamos escrever o modelo acima como

Yj = a + Qrj, (2.2)

em que Q = [1p|Ip], rj = (xj, ǫ
⊤
j )⊤, j = 1, · · · , n, com a como em (2.1) e Ik é a matriz

identidade de ordem k. Assim a distribuição do modelo eĺıptico é caracterizada pela

distribuição dos rj, j = 1, · · · , n.

Os modelos eĺıpticos, dos quais o modelo normal é um membro particular, têm apa-

recido com muita frequência na literatura estat́ıstica mais recente. Por exemplo, no con-

texto dos modelos lineares, vários autores têm usado estes modelos para explorar as

consequências de ter erros não-normais ou com distribuição tendo caudas mais pesadas

(ou mais leves) que a distribuição normal. Seguindo as especificações dos modelos encon-

trados na literatura, por exemplo, Vilca Labra et al. (1998), vamos especificar o modelo

eĺıptico de duas formas, a saber:

(i) Modelo eĺıptico dependente: assume que os erros (ou as caracteŕısticas de

interesse) têm distribuição conjunta eĺıptica, de modo que eles podem ter covariância

nula sem serem independentes. Veja, por exemplo, Zellner (1976); Ghosh e Sinha (1980);

Ullah e Walsh (1984); Chib et al. (1988) e Anderson et al. (1986);

(ii) Modelo eĺıptico independente: supõe que os erros (ou as caracteŕısticas de

interesse) são independentes e têm distribuições marginais eĺıpticas. Veja, por exemplo,

Lange et al. (1989); Taylor (1992) e Kano et al. (1993).

Note que em (ii) a distribuição conjunta é o produto de distribuições eĺıpticas, mas

ela não é necessariamente eĺıptica. Convém ressaltar aqui que a distribuição conjunta ser

eĺıptica juntamente com independência é equivalente a assumir normalidade.
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Em Arellano (1994), mostra-se que o problema de identificabilidade é preservado para

modelos de regressão eĺıpticos com erros nas variáveis. Seguindo o mesmo procedimento,

temos que a condição α1 = 0, torna o modelo de Grubbs eĺıptico identificável e esta

condição será considerada no decorrer deste trabalho.

2.3 Modelo de Grubbs Dependente

Consideremos novamente o modelo definido em (2.1)-(2.2) sob a condição de identi-

ficabilidade α1 = 0, isto é, a = (0, α2, · · · , αp)
⊤. Assim, o vetor de todas as observações

pode ser escrito como

Y = (Y⊤
1 , · · · ,Y⊤

n )⊤ = (1n ⊗ I
⊤
(p))a + (1n ⊗ Q)r, (2.3)

em que I(p) = [0q|Iq] matriz q × p, r = (r⊤1 , · · · , r⊤n )⊤ vetor n(p + 1)-dimensional, α =

(α2, · · · , αp) vetor q-dimensional, com q = p − 1. O śımbolo ⊗ denota o produto de Kro-

necker e 0k é um vetor k-dimensional com todas as entradas iguais a zero.

Deste modo, o modelo de Grubbs eĺıptico dependente é definido pela suposição

r ∼ Eln(p+1)(η∗,Ψ∗),

em que η∗ = 1n ⊗ η, Ψ∗ = In ⊗ Ψ, com η = (µx, 0, · · · , 0)⊤ vetor (p + 1)-dimensional e

Ψ = Diag(φx, φ) matriz (p + 1) × (p + 1) com φ = (φ1, · · · , φp).

Pela propriedade de linearidade da distribuição eĺıptica ( veja Apêndice A), temos que

Y ∼ Elnp(µ∗,Σ∗), (2.4)

em que µ∗ = (1n ⊗ 1p)µx + (1n ⊗ I
⊤
(p))a, e Σ∗ = In ⊗ Σ, com Σ = φx1p1

⊤
p + D(φ).



2.3 Modelo de Grubbs Dependente 14

2.3.1 Matriz de Informação Observada

Supondo sua existência, temos que a função densidade de probabilidade do modelo

(2.4), agora denotado por Y ∼ Elnp(µ∗,Σ∗; f), é dada por

fY(y; θ) = |Σ∗|−1/2f{(y − µ∗)
⊤Σ−1

∗ (y − µ∗)}, (2.5)

em que

|Σ∗|−1/2 = |In ⊗ Σ|−1/2 = (|In|p|Σ|n)−1/2 = |Σ|−n/2

e

(y − µ∗)
⊤Σ−1

∗ (y − µ∗) =
n∑

j=1

(yj − (1pµx + I
⊤
(p)a))⊤Σ−1(yj − (1pµx + I

⊤
(p)a))

=
n∑

j=1

||Tj||2,

com ||Tj||2 = (yj − a − 1pµx)
⊤Σ−1(yj − a − 1pµx), Σ−1 = D−1(φ) − c−1M, |Σ| =

c|D(φ)|, c = 1 + φx1
⊤
p D−1(φ)1p e M = φxD

−1(φ)1p1
⊤
p D−1(φ). Segue que a função de

verossimilhança é dada por

L(θ;y) = |Σ|−n/2f

(
n∑

j=1

||Tj||2
)

.

Assim, a função de log-verossimilhança pode ser escrita como

ℓ(θ) = −n

2
log |Σ| + log f

(
n∑

j=1

||Tj||2
)

. (2.6)

a) Derivadas parciais de primeira ordem de ℓ(θ)

Derivando ℓ(θ) com respeito a θ = (µx,α
⊤, φx,φ

⊤)⊤, temos que

∂ℓ(θ)

∂θ
= −n

2

∂

∂θ
log |Σ| + Wf

(
n∑

j=1

||Tj||2
)[

n∑

j=1

∂||Tj||2
∂θ

]
, (2.7)
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em que

Wf (u) =
f ′(u)

f(u)
e f ′(u) =

(
df(x)

dx

) ∣∣
x=u

.

Assim, temos que as derivadas de primeira ordem de ℓ(θ) dependem das derivadas de

log |Σ| e ||Tj||2 com respeito a µx, α, φx e φ.

Derivando em forma vetorial e após algumas manipulações algébricas, temos que

∂

∂µx

log |Σ| = 0,

∂

∂α
log |Σ| = 0q,

∂

∂φx

log |Σ| =
c − 1

cφx

,

∂

∂φ
log |Σ| = −c−1φxD

−2(φ)1p + D−1(φ)1p,

∂

∂µx

||Tj||2 = −21⊤
p Σ−1Wj,

∂

∂α
||Tj||2 = −2I(p)Σ

−1Wj,

∂

∂φx

||Tj||2 = −c−2

φx

W⊤
j MWj,

∂

∂φ
||Tj||2 = −D(Wj)D

−2(φ)Wj − c−2φxW
⊤
j MWjD

−2(φ)1p

+2c−1φxW
⊤
j D−1(φ)1pD

−2(φ)Wj,

com D−k(v) = Diag(v−k
1 , · · · , v−k

p ), quando v = (v1, · · · , vp)
⊤ é um vetor em R

p (esta

notação também é válida se v é um vetor aleatório), Wj = Yj − µ e µ = a + 1pµx.

b) Derivadas parciais de segunda ordem de ℓ(θ)

Seja ℓ(θ) a função de log-verossimilhança definida em (2.6). Então, a matriz de
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derivadas parciais de segunda ordem com respeito a θ é dada por

∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤ = −n

2

∂2

∂θ∂θ⊤ log |Σ| + W ′
f

(
n∑

j=1

||Tj||2
)[

n∑

j=1

∂||Tj||2
∂θ

][
n∑

j=1

∂||Tj||2
∂θ⊤

]

+ Wf

(
n∑

j=1

||Tj||2
)[

n∑

j=1

∂2

∂θ∂θ⊤ ||Tj||2
]

. (2.8)

Assim, temos que as derivadas de segunda ordem de ℓ(θ) dependem das derivadas de

segunda ordem de log |Σ| e de ||Tj||2, com respeito a µx,α, φx e φ.

Considerando as propriedades de derivadas vetoriais e após algumas manipulações

algébricas, temos que



2.3 Modelo de Grubbs Dependente 17

∂2 log |Σ|
∂µx∂λ⊤ = 0, λ = µx,α, φx,φ,

∂2 log |Σ|
∂α∂λ⊤ = 0, λ = α, φx, φ,

∂2 log |Σ|
∂φx∂φx

= − 1

φ2
x

(
c − 1

c

)2

,

∂2 log |Σ|
∂φx∂φ⊤ = −c21⊤

p D−2(φ),

∂2 log |Σ|
∂φ∂φ⊤ = −D−2(φ) + 2φxc

−1D−3(φ) − φxc
−2D−1(φ)MD−1(φ),

∂2||Tj||2
∂µx∂µx

= 21⊤
p Σ−11p,

∂2||Tj||2
∂µx∂α⊤ = 21⊤

p Σ−1
I
⊤
(p),

∂2||Tj||2
∂µx∂φx

= 2
c−2

φx

(c − 1)1⊤
p D−1(φ)Wj,

∂2||Tj||2
∂µx∂φ⊤ = 2c−1W⊤

j Σ−1D−1(φ),
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∂2||Tj||2
∂α∂α⊤ = 2I(p)Σ

−1
I
⊤
(p),

∂2||Tj||2
∂α∂φx

= 2
c−2

φx

I(p)MWj,

∂2||Tj||2
∂α∂φ⊤ = 2I(p)[Σ

−1D(Wj)D
−1(φ) + c−2φxMWj1

⊤
p D−2(φ)

−c−1φx1
⊤
p D−1(φ)WjD

−2(φ)],

∂2||Tj||2
∂φx∂φx

= 2
c−3

φx

W⊤
j MWj1

⊤
p D−1(φ)1p,

∂2||Tj||2
∂φx∂φ⊤ = −2c−3W⊤

j MWj1
⊤
p D−2(φ) + 2c−2W⊤

j D−1(φ)1pW
⊤
j D−2(φ),

∂2||Tj||2
∂φ∂φ⊤ = 2D2(Wj)D

−3(φ) − 2c−3φxW
⊤
j MWjD

−1(φ)MD−1(φ)

+2φxc
−2D−2(φ)WjW

⊤
j MD−1(φ) + 2c−2φxW

⊤
j MWjD

−3(φ)

+2c−2φxD
−1(φ)MWjW

⊤
j D−2(φ) − 2c−1φxD

−2(φ)WjW
⊤
j D−2(φ)

−4c−1φx1
⊤
p D−1(φ)WjD(Wj)D

−3(φ).

Portanto, dos resultados acima e a equação (2.8) temos a matriz das derivadas de

segunda ordem. Ainda da equação (2.8), podemos notar que sob o modelo eĺıptico de-

pendente, a matriz de informação observada depende das funções Wf (u) e W ′
f (u).

Na Tabela (2.1), vamos exibir Wf (u) e W ′
f (u) para as distribuições dadas na Tabela

(1.1).

Vale lembrar que o n da Tabela (2.1) é a dimensão do vetor Y apresentado na Tabela

(1.1). Para o modelo eĺıptico dependente, este valor é np.

Assim a matriz informação observada é dada por:

IF = − ∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤ .

2.3.2 Matriz de Informação Esperada
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Tabela 2.1: Expressões de Wf (u) e W ′
f (u) para as distribuições eĺıpticas da Tabela (1.1)

Distribuição Wf (u) W ′
f (u)

Normal −1/2 0
t-Student −((ν + n)/2)(ν + u)−1 ((n + ν)/2)(ν + u)−2

Cauchy −((1 + n)/2)(1 + u)−1 ((1 + n)/2)(1 + u)−2

Normal Contaminada −1
2

f1(u)
f0(u)

1
4

{
f2(u)
f0(u)

−
[

f1(u)
f0(u)

]2
}

Loǵıstica − tanh(u/2) −2/(eu/2 + e−u/2)2

Exponencial Potência −α
2
uα−1 −α(α−1)

2
uα−2

Nota: fi(u) = (1 − δ)e−u/2 + δτ−(n/2)−ie−u/2τ , i = 0, 1, 2.

Nesta sub-seção apresentamos a matriz de informação esperada sob o modelo eĺıptico

de Grubbs dependente definido em (2.4).

Teorema 2.1. Sob o modelo eĺıptico de Grubbs dependente (2.4) a matriz de informação

esperada por elemento, JF (θ), é dada por

JF (θ) =




Jµxµx
Jµxα 0 0

Jαµx
Jαα 0 0

0 0 Jφxφx
J

φxφ

0 0 Jφφx
Jφφ


 ,

em que

Jµxµx
=

4n

d
af (1, 2)1⊤

p Σ−11p,

Jµxα =
4n

d
af (1, 2)1pΣ

−1
I
⊤
(p),

Jαα =
4n

d
af (1, 2)I(p)Σ

−1
I
⊤
(p),

Jφxφx
= c−2 (c − 1)2

φx

[
n

(
n

4
+

naf (1, 1)

d
+

af (2, 2)

d(d + 2)

)
+

2naf (2, 2)

d(d + 2)

]
,
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J
φxφ = n

(
n

4
+

naf (1, 1)

d
+

af (2, 2)

d(d + 2)

)
1

φx

c − 1

c
1⊤

p D−1(φ)

+

(
2naf (2, 2)

d(d + 2)

1

c2
− n

(
n

4
+

naf (1, 1)

d
+

af (2, 2)

d(d + 2)

)
c − 1

c2

)
1pD

−2(φ),

Jφφ = n

(
n

4
+

naf (1, 1)

d
+

af (2, 2)

d(d + 2)

)[
D−1(φ)1p1

⊤
p D−1(φ) − φx

c
D−1(φ)1p1

⊤
p D−2(φ)

−φx

c
D−2(φ)1p1

⊤D−1(φ) +
φ2

x

c2
D−2(φ)1p1

⊤D−2(φ)

]

+
2naf (2, 2)

d(d + 2)

[
D−2(φ) − 2φx

c
D−3(φ) +

φ2
x

c2
D−2(φ)1p1

⊤
p D−2(φ)

]
,

com

af (i, j) = E



(

n∑

k=1

||Tk||2)i

(
Wf

(
n∑

k=1

||Tk||2
))j



 ,

tal que i = 1, 2, j = 1, 2 e i ≤ j.

Prova: Seja

JF (θ) = [Ji,j] =

[
E

(
∂ℓ

∂θi

∂ℓ

∂θj

)]
,

a matriz de informação do modelo de Grubbs dependente. Usando a seguinte fórmula

dada por Arellano (1994),

Ji,j =
4n

d
af (1, 2)

∂µ⊤

∂θi

Σ−1 ∂µ

∂θj

+n

(
n

4
+

n

d
af (1, 1) +

1

d(d + 2)
af (2, 2)

)
tr

(
Σ−1∂Σ

∂θi

)
tr

(
Σ−1 ∂Σ

∂θj

)

+
2n

d(d + 2)
af (2, 2)tr

(
Σ−1∂Σ

∂θi

Σ−1 ∂Σ

∂θj

)

em que d denota a dimensão de Y (d = np), o resultado segue depois de uma certa

álgebra.
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Em particular, para o modelo normal tem-se que (ver Arellano, 1994)

af (1, 2) =
d

4
, af (1, 1) = −d

2
e af (2, 2) =

d(d + 2)

4
.

No caso da distribuição t-student com ν graus de liberdade tem-se

af (1, 2) =
d(ν + d)

4(ν + d + 2)
, af (1, 1) = −d

2
e af (2, 2) =

(ν + d)d(d + 2)

4(ν + d + 2)
.

Notemos que se ν −→ ∞, obtemos os resultados correspondentes ao modelo normal.

2.3.3 Estimação de Máxima Verossimilhança

Nesta subseção mostramos como obter os EMV para o modelo eĺıptico dependente

(2.4)-(2.5).

Assim como em Anderson et al. (1986) e Vilca-Labra et al. (1998), vamos assumir que

a função geradora de densidade f é decrescente e continuamente diferenciável no intervalo

(0,∞). Essa suposição e as proposições que apresentaremos a seguir serão fundamentais

para o objetivo, já citado, desta subseção.

Proposição 2.1. Seja (µ̂∗, Σ̂∗) o EMV de (µ∗,Σ∗). Então sob a condição de identifica-

bilidade, o EMV θ̂ de θ, é solução das equações

µ∗(θ̂) = µ̂∗ e Σ∗(θ̂) = Σ̂∗.

Prova: Segue da propriedade de invariância dos EMV.

Proposição 2.2. Seja (µ̂∗N , Σ̂∗N) os EMV de (µ∗,Σ∗) sob a hipótese de normalidade no

modelo eĺıptico dado em (2.4). Então os EMV de (µ∗,Σ∗) do modelo eĺıptico dependente

são dadas por

µ̂∗ = µ̂∗N e Σ∗ =
np

u0

Σ̂∗N ,

em que u0 é o máximo da função u
np

2 f(u), u > 0.

Prova: Segue imediatamente do Teorema 1 de Anderson et al. (1986).
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Das proposições acima e os EMV sob o modelo normal temos que o EMV de θ sob

o modelo eĺıptico dependente é solução das equações da Proposição 2.2. O EMV sob a

hipótese de normalidade é apresentado em Lachos-Dávila (2002). Este estimador é obtido

através do algoritmo EM.

Note que no caso especial em que f(u) = k(n, ν)ν
1
2
ν(ν +u)−

1
2
(ν+np), com k(n, ν) como

em (B.3) correspondente à distribuição t-Student com ν graus de liberdade, nós temos

que u0 = np, para todo ν > 0. Ou seja, o EMV do modelo t-Student dependente é igual

ao do modelo normal.

2.4 Modelo de Grubbs Independente

Se no modelo definido em (2.1)-(2.2), sob a condição de identificabilidade, considerar-

mos que r1, · · · , rn são iid tais que

rj ∼ Elp(η,Ψ; f), j = 1, · · · , n, (2.9)

em que η = (µx, 0, · · · , 0)⊤ vetor (p + 1)-dimensional e Ψ = Diag(φx, φ), então teremos

o modelo eĺıptico de Grubbs independente

Yj ∼ Elp(µ,Σ; f), j = 1, · · · , n, (2.10)

em que µ = a+1pµx e Σ = φx1p1
⊤
p +D(φ), com a = (0, α1, · · · , αp)

⊤ e φ = (φ1, · · · , φp)
⊤.

2.4.1 Matriz de Informação Observada

A função de densidade de probabilidade no modelo de Grubbs independente é dada

por

fYj
(yj; θ) = |Σ|−1/2f

(
(yj − µ)⊤Σ−1(yj − µ)

)
.
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Logo, para uma amostra aleatória Y1, · · · , Yn, a função de verossimilhança é dada por

L(θ;y1, · · · ,yn) =
n∏

j=1

|Σ|−1/2f
(
(yj − µ)⊤Σ−1(yj − µ)

)
,

e a função de log-verossimilhança pode ser escrita como

ℓ(θ) =
n∑

j=1

ℓj(θ) =
n∑

j=1

log fYj
(yj; θ), (2.11)

em que

ℓj(θ) = −1

2
log |Σ| + log f

(
(yj − µ)⊤Σ−1(yj − µ)

)
, j = 1, · · · , n.

Se tomarmos Tj = Σ−1/2(yj − µ), então

ℓj(θ) = −1

2
log |Σ| + log f(||Tj||2), j = 1, · · · , n.

a) Derivadas parciais de primeira ordem de ℓ(θ)

Como ℓ(θ) =
∑n

j=1 ℓj(θ), então ∂ℓ(θ)

∂θ
=

∑n
j=1

∂ℓj(θ)

∂θ
, em que

∂ℓj(θ)

∂θ
= −1

2

∂

∂θ
log |Σ| + Wf (||Tj||2)

∂||Tj||2
∂θ

.

Assim, temos que as derivadas de primeira ordem de ℓ(θ) dependem, novamente, das

derivadas de log |Σ| e ||Tj||2 com respeito a µx,α,φx e φ que são dadas na Subseção 2.2.1.

b) Derivadas parciais de segunda ordem de ℓ(θ)

A matriz de derivadas parciais de segunda ordem com respeito a θ, é dada por

∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤ =
n∑

j=1

∂2ℓj(θ)

∂θ∂θ⊤ ,
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em que

∂2ℓj(θ)

∂θ∂θ⊤ = −1

2

∂2

∂θ∂θ⊤ log |Σ| + W ′
f (||Tj||2)

∂

∂θ
||Tj||2

∂

∂θ⊤ ||Tj||2 + Wf (||Tj||2)
∂2

∂θ∂θ⊤ ||Tj||2.

Novamente, temos que as derivadas de segunda ordem de ℓ(θ) dependem das derivadas de

segunda ordem de log |Σ| e de ||Tj||2 com respeito a µx,α,φx e φ, que foram apresentadas

na Subseção 2.2.1.

2.4.2 Matriz de Informação Esperada

Nesta subseção obtemos a matriz de informação esperada no modelo eĺıptico de

Grubbs independente (2.10).

Teorema 2.2. Sob o modelo eĺıptico de Grubbs independente (2.10), a matriz de in-

formação esperada por elemento, KF (θ), é dada por

KF (θ) =




Kµxµx
Kµxα 0 0

Kαµx
Kαα 0 0

0 0 Kφxφx
K

φxφ

0 0 Kφφx
Kφφ


 ,
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em que

Kµxµx
=

4n

d
bf (1, 2)1⊤

p Σ−11p,

Kµxα =
4n

d
bf (1, 2)1⊤

p Σ−1
I
⊤
(p),

Kαα =
4n

d
bf (1, 2)I(p)Σ

−1
I
⊤
(p),

Kφxφx
= c−2 (c − 1)2

φ2
x

[
n

(
1

4
+

bf (1, 1)

d
+

bf (2, 2)

d(d + 2)

)
+

2nbf (2, 2)

d(d + 2)

]
,

K
φxφ = n

(
1

4
+

bf (1, 1)

d
+

bf (2, 2)

d(d + 2)

)
1

φx

c − 1

c
1⊤

p D−1(φ)

+

(
2nbf (2, 2)

d(d + 2)

1

c2
− n

(
1

4
+

bf (1, 1)

d
+

bf (2, 2)

d(d + 2)

)
c − 1

c2

)
1⊤

p D−2(φ),

Kφφ = n

(
1

4
+

bf (1, 1)

d
+

bf (2, 2)

d(d + 2)

) [
D−1(φ)1p1

⊤
p D−1(φ) − φx

c
D−1(φ)1p1

⊤
p D−2(φ)

−φx

c
D−2(φ)1p1

⊤
p D−1(φ) +

φ2
x

c2
D−2(φ)1p1

⊤
p D−2(φ)

]

+
2nbf (2, 2)

d(d + 2)

[
D−2(φ) − 2φx

c
D−3(φ) +

φ2
x

c2
D−2(φ)1p1

⊤
p D−2(φ)

]
,

com

bf (i, j) = E
{
||Tj||2i

(
Wf (||Tj||2)

)j
}

,

tal que i = 1, 2, j = 1, 2 e i ≤ j.

Prova: Seja

KF (θ) = [Ki,j] =

[
E

(
∂ℓ

∂θi

∂ℓ

∂θj

)]
,

a matriz de informação do modelo de Grubbs independente. Usando a seguinte fórmula
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dada por Arellano (1994),

Ki,j =
4n

d
bf (1, 2)

∂µ⊤

∂θi

Σ−1 ∂µ

∂θj

+n

(
1

4
+

1

d
bf (1, 1) +

1

d(d + 2)
bf (2, 2)

)
tr

(
Σ−1∂Σ

∂θi

)
tr

(
Σ−1 ∂Σ

∂θj

)

+
2n

d(d + 2)
bf (2, 2)tr

(
Σ−1∂Σ

∂θi

Σ−1 ∂Σ

∂θj

)

em que d denota a dimensão de Yj (d = p), j = 1, · · · , n , o resultado segue depois de

uma certa álgebra.

Em particular, para o modelo normal tem-se que (ver Arellano, 1994)

bf (1, 2) =
d

4
, bf (1, 1) = −d

2
e bf (2, 2) =

d(d + 2)

4
.

No caso da distribuição t-student com ν graus de liberdade (ν > 2) tem-se

bf (1, 2) =
d(ν + d)

4(ν + d + 2)
, bf (1, 1) = −d

2
e bf (2, 2) =

(ν + d)d(d + 2)

4(ν + d + 2)
.

Notemos que se ν −→ ∞ obtemos os resultados correspondentes ao modelo normal.

2.4.3 Estimação de Máxima Verossimilhança

Nesta subseção vamos obter os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) para o

modelo eĺıptico independente. Para efeito deste trabalho vamos considerar a distribuição

t-student.

Recentemente, vários autores têm sugerido a distribuição t-Student multivariada como

alternativa à normal multivariada por ter as caudas mais pesadas e, portanto, ”aco-

moda”posśıveis ”outliers”presentes nos dados. Assim, o uso da distribuição t-Student

forneceria um procedimento robusto de análise de dados. Por exemplo, Rubin (1983) ob-

teve os EMV para os parâmetros da distribuição t-Student multivariada usando algoritmo

EM; Little (1988) estende o resultado de Rubin (1983) a dados incompletos, Sutradhar

e Ali (1986) usam máxima verossimilhança no modelo de regressão com distribuição t-

Student. Lange et al. (1989) ilustram o uso da distribuição t-student em regressão e

em algumas áreas de análise multivariada, ver também Taylor (1992). Sutradhar (1993)
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propôs um teste de Escore para testar que a matriz de covariância é igual a uma ma-

triz dada, usando também a distribuição t-Student; Bolfarine e Arellano (1994) usam a

distribuição t-Student no modelo linear simples com erros nas variáveis.

Devido à inferência estat́ıstica baseada na distribuição t-Student combinar simplici-

dade conceitual e computacional com generalidade, já que pode ser aplicada numa varie-

dade de situações, é que propomos como alternativa à distribuição normal, a distribuição

t-Student multivariada com segundos momentos finitos.

a) O algoritmo EM para o modelo t-Student

Vamos supor que em (2.9) temos

rj ∼ tp+1(η,Ψ; ν), j = 1, · · · , n, (2.12)

em que η e Ψ dados em (2.9). Então teremos

Yj ∼ tp(µ,Σ; ν), j = 1, · · · , n, (2.13)

em que µ e Σ são como (2.10). Ainda, sob o modelo acima, temos que a função densidade

de probabilidade de Yj é dada por

fY(y | µ,Σ; ν) = |Σ|− 1
2 k(n, ν)ν

1
2
ν [ν + (y − µ)⊤Σ−1(y − µ)]−

1
2
(ν+p),y ∈ R

p. (2.14)

em que k(n, ν) é dado em (B.3).

Tal como é ilustrado em Lange et al. (1989) em diferentes contextos, a conveniência

deste modelo vem dada pelo fato de que se ν é fixado em um valor adequado, então seus

EMV são robustos com respeito a observações aberrantes. No Caṕıtulo 4 faremos uma

discussão sobre a escolha de ν.

Encontrar os EMV de θ por métodos convencionais é complicado, dado que as equa-

ções resultantes não tem forma fechada. Embora existam muitas metodologias para en-

contrar os EMV, aqui mostramos como obter os EMV de θ usando o algoritmo EM, o

qual é fácil de implementar e computacionalmente conveniente; além disso, as estimativas

das variâncias são todas não negativas.
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Como é conhecido, o algoritmo EM (Dempster et al., 1977) aumenta os dados Y=

(Y1, · · · , Yn)⊤ por adicionamento de dados hipotéticos, ou não-observáveis, neste caso

vamos considerar x = (x1, · · · , xn)⊤ de tal forma que o EMV de θ baseado em Z =

(Y,x) seja fácil de calcular. Dada a estimativa θ(m), na iteração m, a iteração m + 1

do algoritmo EM consiste de duas etapas: uma etapa E de esperança e uma etapa M

de maximização. Na etapa E calculamos o valor esperado do logaritmo da função de

verossimilhança completa l(θ|Z) com respeito à distribuição condicional de x dado Y e

θ(m). Na etapa M maximizamos a função resultante com respeito a θ, e obtemos assim

uma nova estimativa θ(m+1). Cada iteração do EM incrementa o logaritmo da função de

verossimilhança observada ℓ(θ|Y); ℓ(θ(m)|Y) ≤ ℓ(θ(m+1)|Y).

Seja Zj =

(
xj

Yj

)
, j = 1, · · · , n. Então, de (2.12) temos que

Zj
iid∼ tp+1(µz,Σz; ν), j = 1, · · · , n, (2.15)

em que

µz =

(
µx

µ

)
e Σz =

(
φx 1⊤

p φx

1pφx φx1p1
⊤
p + D(φ)

)
.

Sabemos que a distribuição t-Student pode ser obtida como mistura de uma distri-

buição normal e uma χ2 (ver Apêndice B). Assim, seja

Zj|Qj = qj ∼ Np+1(µz, q
−1
j Σz), Qj ∼ χ2

(ν)/ν, j = 1, · · · , n (2.16)

e fZj ,Qj
(Zj, qj) a densidade conjunta de (Zj, qj), j = 1, · · · , n, que pode ser escrita como

fZj ,Qj
(zj, qj) = f1(zj|qj)f2(qj), j = 1, · · · , n,

em que f1 é a função de densidade condicional de Zj dado Qj = qj e f2 é a função

densidade de Qj, j = 1, · · · , n.
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Logo, a log-verossimilhança completa, ℓZ(θ, ν) é dada por

ℓZ(θ, ν) = cte − n

2
log |Σz|

−1

2

n∑

j=1

qj(zj − µz)
⊤Σ−1

z (zj − µz) +
n∑

j=1

log f2(qj),

(2.17)

em que

|Σz| = φx|D(φ)| e Σ−1
z =

(
c

φx
−1⊤

p D−1(φ)

−D−1(φ)1p D−1(φ)

)
.

Observe que

‖ Σ−1/2
z (Zj − µz) ‖2 =

(
xj − µx

Yj − µ

)⊤ (
c

φx
−1⊤

p D−1(φ)

−D−1(φ)1p D−1(φ)

)(
xj − µx

Yj − µ

)

= c
(xj − µx)

2

φx

− 2

[
(xj − µx)(y1j − µx)

φ1

+(xj − µx)1
⊤
q D−1

1 (φ)(Y∗
j − α − 1qµx)

]

+
(y1j − µx)

2

φ1

+ (Y∗
j − α − 1qµx)

⊤D−1
1 (φ)(Y∗

j − α − 1qµx),

em que D1(φ) = Diag(φ2, · · · , φp) e Y∗
j = (y2j, · · · , ypj)

⊤.

Etapa E: Calculamos o valor esperado:
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E(ℓ(θ|Z)|Y, θ(m)) = cte − n

2
log φ(m)

x − n

2
log |D(φ(m))|

−1

2

n∑

j=1

q
(m)
j

{
c(m)

(x
(m)
j − µ

(m)
x )2

φ
(m)
x

− 2

[
(x

(m)
j − µ

(m)
x )(y1j − µ

(m)
x )

φ
(m)
1

+(x
(m)
j − µ(m)

x )1⊤
q D−1

1 (φ(m))(Y∗
j − α(m) − 1qµ

(m))
x

]

+
(y1j − µ

(m)
x )2

φ
(m)
1

+(Y∗
j − α(m) − 1qµ

(m)
x )⊤D−1

1 (φ(m))(Y∗
j − α(m) − 1qµ

(m)
x )

}

(2.18)

em que

q
(m)
j = E(qj|Yj,θ

(m)) = (ν + p)(ν + ||T(m)
j ||2)−1, (2.19)

x
(m)
j = E(xj|Yj, θ

(m)) = µx +
φ

(m)
x

c(m)
1⊤

p D−1(φ(m))(Yj − µ(m)), (2.20)

x
2(m)
j = E(x2

j |Yj, θ
(m)) =

φ
(m)
x

c(m)

ν + ||T(m)
j ||2

ν + p − 2
+ (x

(m)
j )2, (2.21)

com c(m) = 1 + φ
(m)
x 1⊤

p D−1(φ(m))1p e T
(m)
j = (φ

(m)
x 1p1

⊤
p + D(φ(m)))−1/2(Yj − µ(m)).

As equações (2.19)-(2.21) seguem das propriedades da distribuição t-student (ver

Apêndice B).

Etapa M: Nesta etapa determinamos θ(m+1), maximizando (2.18). Derivando com
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respeito a θ = θ(m), obtemos as seguintes estimativas:

µ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j x

(m)
j∑n

j=1 q
(m)
j

,

α(m+1) =

∑n
j=1 q

(m)
j Y∗

j∑n
j=1 q

(m)
j

− 1qµ
(m+1)
x ,

φ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j (x

(m)
j − µ

(m+1)
x )2

n
,

φ
(m+1)
1 =

∑n
j=1 q

(m)
j (y1j − x

(m)
j )2

n
,

φ
(m+1)
i =

∑n
j=1 q

(m)
j (yij − α

(m+1)
i − x

(m)
j )2

n
, i = 2, · · · , p.

Como estimetivas iniciais (θ = θ(0)) podemos usar os estimadores de momentos pro-

postos por Grubbs (veja Seção 2.7).

b) Os algoritmos de Scoring e Newton-Raphson

Os métodos iterativos do tipo Newton consistem de técnicas para a obtenção de ráızes

de uma função. Eles são métodos alternativos muito utilizados na obtenção dos EMV,

resolvendo as equações de verossimilhança. Com o objetivo de fornecer técnicas para a

obtenção dos EMV, para modelos cujas observações têm distribuições diferentes da normal

ou t-Student, apresentaremos dois algoritmos que pertecem à classe dos métodos do tipo

Newton. São eles: o algoritmo de Scoring e o algoritmo de Newton-Raphson.

No método de Scoring, dada a estimativa θ̂
(k)

correspondente a k-ésima iteração e

definindo U = U(θ) = ∂ℓ

∂θ
, temos que

θ(k+1) = θ(k) + λk(K
(k)
F )−1U (k) (2.22)

em que K
(k)
F = KF (θ(k)) (a matriz de informação de Fisher esperada com θ = θ(k)) ,

U (k) = U(θ(k)) e λk > 0 é o comprimento do passo k (usualmente escolhe-se λk = 1).

Uma limitação deste algoritmo, sob o modelo eĺıptico, é a dependência da matriz de

informação esperada, pois nem sempre é posśıvel obter de forma expĺıcita os elementos

dessa matriz devido dificuldade de calcular os valores bf do Teorema 2.2.
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Um modo de contornar esta limitação é utilizar o algoritmo de Newton-Raphson. Este

algoritmo é dado por (2.22) substituindo a matriz K
(k)
F pela matriz I

(k)
F = IF (θ(k)), com

IF (θ) = − ∂2ℓ

∂θ∂θ
⊤ . Quando a log-verossimilhança é uma função côncava e unimodal, então

a sequência de iterações [θ(k)] converge para o EMV de θ. Quando estas condições não

são satisfeitas, não se pode garantir a convergência a partir de um valor inicial arbitrário

(veja McLachlan e Krishnan, 1993).

2.5 Estimação de Máxima Verossimilhança Restrita

Nesta seção, apresentamos expressões para os EMV quando alguma informação adi-

cional é inclúıda no modelo de Grubbs. Para tal finalidade, usaremos o modelo t-eĺıptico

definido em (2.12)-(2.13) por motivos já mencionados na Subseção 2.4.3. Consideramos

aqui os seguintes casos:

H01. Os v́ıcios são todos iguais a zero e as variâncias dos instrumentos são iguais, isto

é, α2 = · · · = αp = 0 e φ1 = · · · = φp;

H02. As variâncias dos instrumentos são iguais, isto é, φ1 = · · · = φp e

H03. Os v́ıcios dos instrumentos são todos iguais a zero, isto é, α1 = · · · = αp = 0.

Devido a complexidade das equações de verossimilhança, os EMV são obtidos por

meio do algoritmo EM em todos os casos. Estes casos serão de grande utilidade na seção

de teste de hipóteses, quando necessitaremos dos EMV sob as hipóteses nulas H01, H02 e

H03 definidas na Subseção 1.1.

Como iremos notar, em todos os casos as estimativas das variâncias são não negativas.

Isto não ocorre com o estimador de momentos, conforme veremos na Seção 2.7. Segundo

Jaech (1985), quando uma das variâncias é estimada como sendo zero (perto ou menor

que zero), a conclusão pode ser que o correspondente instrumento meça a caracteŕıstica

de interesse sem erro ou de forma precisa.

2.5.1 O caso α2 = · · · = αp = 0 e φ1 = · · · = φp

Nesta Subseção, vamos considerar a possibilidade de que os instrumentos meçam a
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caracteŕıstica de interesse sem v́ıcio e com a mesma variabilidade, as quais consideramos

como sendo iguais a φ, isto é, α2 = · · · = αp = 0 e φ1 = · · · = φp = φ. Logo, segue que

Yj ∼ tp(µ,Σ; ν), j = 1, · · · , n, (2.23)

em que µ = µx1p e Σ = φx1p1
⊤
p + φIp.

Neste caso

θ = (µx, φx, φ)⊤,

com ||Tj||2 = W⊤
j Σ−1Wj, Wj = yj −µ, Σ−1 = 1

φ
Ip − c−1M, c = 1+pφx

φ
e M = φx

φ2 1p1
⊤
p .

Analogamente à Subseção 2.4.3, seja Zj =

(
xj

Yj

)
, j = 1, · · · , n. Então, de (2.23)

temos que

Zj
iid∼ tp+1(µz,Σz; ν), j = 1, · · · , n, (2.24)

em que

µz =

(
µx

µx1p

)
e Σz =

(
φx 1⊤

p φx

1pφx φx1p1
⊤
p + φIp)

)
.

Ainda

Zj|(Qj = qj) ∼ Np+1(µz, q
−1
j Σz), Qj ∼ χ2

(ν)/ν, j = 1, · · · , n (2.25)

e

fZj ,Qj
(zj, qj) = f1(zj|qj)f2(qj), j = 1, · · · , n,

em que f1 é a função de densidade condicional de Zj dado Qj = qj e f2 é a função

densidade de Qj, j = 1, · · · , n. Portanto, a log-verossimilhança completa, ℓZ(θ, ν) é dada
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por

ℓZ(θ, ν) = cte − n

2
log φx −

np

2
log φ

−1

2

n∑

j=1

qj(zj − µz)
⊤Σ−1

z (zj − µz) +
n∑

j=1

log f2(qj),

(2.26)

em que

Σ−1
z =

(
c

φx
− 1

φ
1⊤

p

− 1
φ
1p

1
φ
Ip

)
.

Logo o algoritmo EM procede com as etapas:

Etapa E: Calculamos

q
(m)
j = E(qj|Yj,θ

(m)) = (ν + p)(ν + ||T(m)
j ||2)−1, (2.27)

x
(m)
j = E(xj|Yj, θ

(m)) = µx +
φ

(m)
x

c(m)φ(m)
1⊤

p (Yj − µ(m)), (2.28)

x
2(m)
j = E(x2

j |Yj, θ
(m)) =

φ
(m)
x

c(m)

ν + ||T(m)
j ||2

ν + p − 2
+ (x

(m)
j )2, (2.29)

com c(m) = 1 + pφ
(m)
x

φ(m) e T
(m)
j = (φ

(m)
x 1p1

⊤
p + φ(m)Ip)

−1/2(Yj − µ(m)).
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Etapa M: Determinamos θ(m+1), a partir de (2.27)-(2.29) de acordo com

µ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j x

(m)
j∑n

j=1 q
(m)
j

,

φ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j (x

(m)
j − µ

(m+1)
x )2

n
,

φ(m+1) =
1

np

n∑

j=1

q
(m)
j

[(
(x

(m)
j − µ(m+1)

x )1p − (Yj − µ(m+1))
)⊤

×
(
(x

(m)
j − µ(m+1)

x )1p − (Yj − µ(m+1))
)]

,

em que µ(m+1) = µ(m+1)(θ) = µ(θ(m+1)).

2.5.2 O caso φ1 = · · · = φp

Vamos considerar que as variâncias são iguais a φ, isto é

φ1 = · · · = φp = φ.

Então, a distribuição dos Yj é dada por

Yj ∼ tp(µ,Σ; ν), (2.30)

em que µ = a + µx1p e Σ = φx1p1
⊤
p + φIp, com a como em (2.10). Neste caso

θ = (µx,α
⊤, φx, φ)⊤,

com ||Tj||2 = W⊤
j Σ−1Wj, Wj = yj − µ e Σ−1, c e M iguais aos da subseção anterior.

Com o objetivo de não sermos demasiadamente repetitivos, apresentaremos o algo-

ritmo omitindo algumas passagens. Entretanto, gostaŕıamos de ressaltar que estas passa-

gens são análogas as da Seção 2.4.3. Assim, segue o algoritmo EM:

Etapa E: Calculamos
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q
(m)
j = E(qj|Yj,θ

(m)) = (ν + p)(ν + ||T(m)
j ||2)−1, (2.31)

x
(m)
j = E(xj|Yj, θ

(m)) = µx +
φ

(m)
x

c(m)φ(m)
1⊤

p (Yj − µ(m)), (2.32)

x
2(m)
j = E(x2

j |Yj, θ
(m)) =

φ
(m)
x

c(m)

ν + ||T(m)
j ||2

ν + p − 2
+ (x

(m)
j )2, (2.33)

com c(m) = 1 + pφ
(m)
x

φ(m) e T
(m)
j = (φ

(m)
x 1p1

⊤
p + φ(m)Ip)

−1/2(Yj − µ(m)).

Etapa M: A partir de (2.31)-(2.33), obtemos θ(m+1) pelas expressões

µ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j x

(m)
j∑n

j=1 q
(m)
j

,

α(m+1) =

∑n
j=1 q

(m)
j Y∗

j∑n
j=1 q

(m)
j

− 1qµ
(m+1)
x ,

φ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j (x

(m)
j − µ

(m+1)
x )2

n
,

φ(m+1) =
1

np

n∑

j=1

q
(m)
j

[(
(x

(m)
j − µ(m+1)

x )1p − (Yj − µ(m+1))
)⊤

×
(
(x

(m)
j − µ(m+1)

x )1p − (Yj − µ(m+1))
)]

,

em que µ(m+1) = µ(m+1)(θ) = µ(θ(m+1)).

2.5.3 O caso α2 = · · · = αp = 0

Considerando a possibilidade de que os diferentes instrumentos medem a caracteŕıstica

de interesse sem v́ıcio, isto é, α2 = · · · = αp = 0, segue que
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Yj ∼ tp(µ,Σ; ν), (2.34)

em que

µ = µx1p e Σ = φx1p1
⊤
p + D(φ).

Neste caso

θ = (µx, φx,φ
⊤)⊤.

De maneira similar a discutida na Subseção 2.4.3, temos que o algoritmo EM procede

como segue

Etapa E: Calculamos

q
(m)
j = E(qj|Yj,θ

(m)) = (ν + p)(ν + ||T(m)
j ||2)−1, (2.35)

x
(m)
j = E(xj|Yj, θ

(m)) = µx +
φ

(m)
x

c(m)
1⊤

p D−1(φ(m))(Yj − µ(m)), (2.36)

x
2(m)
j = E(x2

j |Yj, θ
(m)) =

φ
(m)
x

c(m)

ν + ||T(m)
j ||2

ν + p − 2
+ (x

(m)
j )2, (2.37)

com c(m) = 1 + φ
(m)
x 1⊤

p D−1(φ(m))1p e T
(m)
j = (φ

(m)
x 1p1

⊤
p + D(φ(m)))−1/2(Yj − µ(m)).

Etapa M: Nesta etapa determinamos θ(m+1) a partir de (2.35)-(2.37)

µ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j x

(m)
j∑n

j=1 q
(m)
j

,

φ(m+1)
x =

∑n
j=1 q

(m)
j (x

(m)
j − µ

(m+1)
x )2

n
,

φ
(m+1)
i =

∑n
j=1 q

(m)
j (yij − x

(m)
j )2

n
, i = 1, · · · , p.
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2.6 Testes de Hipóteses

Nesta seção vamos apresentar um estudo de testes de hipóteses para avaliar as hipóteses

definidas na Seção 1.1, para o modelo eĺıptico independente definido em (2.12)-(2.13), uti-

lizando as estat́ısticas da Razão de Verosimilhança (Q), Escore (E) e de Wald (W ).

Sejam θ̂ e θ̃ os EMV de θ sob o modelo irrestrito e sob a hipótese nula, respectiva-

mente. As hipóteses definidas na Seção 1.1, podem ser escritas como H0 : Aθ = γ0, onde

a matriz A de dimensão r × (2p + 1) tem posto posto(A) = r ≤ 2p + 1 e γ0 : r × 1 é um

vetor conhecido. Logo as estat́ısticas Q, E e W podem ser escritas como

Q = 2[ℓ(θ̂) − ℓ(θ̃)], E =
1

n

[
∂ℓ(θ̃)

∂θ

]⊤

[K−1
F (θ̃)]

[
∂ℓ(θ̃)

∂θ

]

e

W = n[Aθ̂ − γ0]
⊤[AK−1

F (θ̂)A⊤]−1[Aθ̂ − γ0],

em que ℓ(θ) é a função de log-verossimilhança definida em (2.11) e KF é a matriz de

informação de Fisher esperada definida no Teorema 2.2.

As três estat́ısticas definidas acima são assintoticamente equivalentes sob H0. De

fato as distribuições delas convergem para a distribuição qui-quadrado com r graus de

liberdade (X 2
r ). Isto é, sob H0, Q, E e W têm a mesma distribuição assintótica; veja por

exemplo, Sen e Singer (1993).

2.6.1 Teste de Wald

Seja θ = (θ⊤
L ,θ⊤

E)⊤, onde θL = (µx, α2, · · · , αp)
⊤ e θE = (φx, φ1, · · · , φp)

⊤. Então a

matriz de informação de Fisher esperada, dada no Teorema 2.1, pode ser representada

por KF (θ) = Diag(KL,KE), onde

KL =

(
Kµxµx

Kµxα

Kαµx
Kαα

)
e KE =

(
Kφxφx

Kφxφ

Kφφx
Kφφ

)
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são as submatrizes de informação dos vetores na locação θL = (µx, α
⊤)⊤ e na escala

θE = (φx, φ
⊤)⊤, respectivamente.

Agora, se θ̂ é o EMV de θ, então utilizando o Teorema 5.2.1 dado em Sen e Singer

(1993), temos que

√
n(θ̂ − θ)

d−→ N2p+1(0,K−1
F (θ)), (2.38)

em que K−1
F (θ) = Diag(K−1

L ,K−1
E ).

Por outro lado, se θ∗ = g(θ) = (α2, · · · , αp, φ1, · · · , φp)
⊤ = (g1(θ), g2(θ), · · · ,

g2p−1(θ))⊤, então usando o método delta temos que

√
n(θ̂∗ − θ∗)

d−→ N2p−1(0,Ω∗), (2.39)

em que Ω∗ = DK−1
F D⊤, com KF a matriz de informação esperada, definida no Teorema

2.2 e D é uma matriz (2p − 1) × (2p + 1), tal que

D =

[
∂gi(θ)

∂θj

]
=

(
I(p) 0

0 I(p+1)

)
,

assim de (2.38) e (2.39), temos que

Ω∗ =

(
I(p)K

−1
L I

⊤
(p) 0

0 I(p+1)K
−1
E I

⊤
(p+1)

)
, (2.40)

em que I(r), r = p, p + 1, como definido em (2.3).

Para testar se os instrumentos medem a caracteŕıstica de interesse sem v́ıcio e com a

mesma precisão, a hipótese é

H01 : α2 = α3 = · · · = αp = 0 e φ1 = φ2 = · · · = φp. (2.41)

Note que, H01 pode ser escrita como

H01 : Cθ∗ = qo, (2.42)

em que C =

(
Iq 0

0 A1

)
é uma matriz (2p− 2)× (2p− 1) de posto 2p− 2, com q = p− 1
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e

A1 =




1 −1 0 · · · 0 0

0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 −1


 , (2.43)

matriz (p− 1)× p e qo vetor nulo de dimensão 2(p− 1). Logo, a estat́ıstica de Wald para

testar a hipótese H01 é dada por

W01 = n(Cθ̂∗ − qo)
⊤[CΩ̂∗C

⊤]−1(Cθ̂∗ − qo) (2.44)

onde Ω̂∗ denota a matriz Ω∗ com os parâmetros desconhecidos θ∗, substitúıdos pelo EMV

θ̂∗ de θ∗. Portanto, H01 é rejeitada ao ńıvel α se W01 > χ2
1−α, onde χ2

1−α denota o percentil

100(1 − α)% da distribuição qui-quadrado com 2(p − 1) graus de liberdade.

Observe que de (2.40) e após as manipulações algébricas, CΩ∗C
⊤ pode ser escrita por

CΩ∗C
⊤ =

(
I(p)K

−1
L I

⊤
(p) 0

0 A1I(p+1)K
−1
E I

⊤
(p+1)A

⊤
1

)
,

e conseqüentemente a estat́ıstica W01 pode ser escrita como

W01 = nα̂
⊤(I(p)K̂

−1
L I

⊤
(p))

−1α̂ + nφ̂
⊤
A⊤

1 (A1I(p+1)K̂
−1
E I

⊤
(p+1)A

⊤
1 )−1A1φ̂. (2.45)

Para testar a hipótese de interesse

H02 : α2 = α3 = · · · = αp = 0, (2.46)

isto é, para testar se os instrumentos medem sem v́ıcio a caracteŕıstica de interesse x,

vamos escrever H02 como

H02 : Cθ∗ = 0q, (2.47)

em que C = [Iq0] é uma matriz (p− 1)× (2p− 1) de posto q = p− 1. Assim, a estat́ıstica
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de Wald para testar H02, denotada por W02, é dada por

W02 = n(Cθ̂∗)
⊤[CΩ̂∗C

⊤]−1(Cθ̂∗)

= nα̂
⊤(I(p)K̂

−1
L I

⊤
(p))

−1α̂, (2.48)

que converge em distribuição para uma variável aleatória χ2
(p−1) sob H02. Portanto, H02

é rejeitado ao ńıvel α se W02 > χ2
1−α, onde χ2

1−α denota o percentil 100(1 − α)% da

distribuição qui-quadrado com p − 1 graus de liberdade.

Finalmente, para testar se os instrumentos são igualmente precisos, a hipótese é

H03 : φ1 = φ2 = · · · = φp ou Cθ∗ = 0q, (2.49)

em que C = [0q|A1] é uma matriz (p − 1) × (2p − 1) de posto q = p − 1, com A1 como

em (2.43). A estat́ıstica de Wald para testar H03, denotada por W03 é dada por

W03 = n(Cθ̂∗)
⊤[CΩ̂∗C

⊤]−1(Cθ̂∗)

= nφ̂
⊤
A⊤

1 (A1I(p+1)K̂
−1
E I

⊤
(p+1)A

⊤
1 )−1A1φ̂, (2.50)

que converge em distribuição para uma variável aleatória χ2
(p−1) sob H03. Portanto, H03

é rejeitada ao ńıvel α se W03 > χ2
1−α, onde χ2

1−α denota o percentil 100(1 − α)% da

distribuição qui-quadrado com p − 1 graus de liberdade.

É importante observar que das relações em (2.45), (2.48) e (2.50), segue que

W01 = W02 + W03, (2.51)

onde W02 e W03 são as estat́ısticas de Wald utilizadas para testar H02 e H03, respectiva-

mente.

2.6.2 Teste de Escore

Rao (1948) introduz a estat́ıstica de Escore dada por

E =
1

n

[
∂ℓ(θ̃)

∂θ

]⊤

[K−1
F (θ̃)]

[
∂ℓ(θ̃)

∂θ

]
, (2.52)



2.6 Testes de Hipóteses 42

em que ℓ(θ) é a função de log-verossimilhança definida em (2.11), θ̃ é o EMV sob a

hipótese nula e KF (θ̃) é a matriz de informação de Fisher esperada definida no Teorema

2.2 avaliada no EMV sob a hipótese nula. Esta estat́ıstica é atrativa porque somente

requer calcular os EMV sob hipótese nula, e é assintoticamente equivalente às estat́ısticas

de Wald e da Razão de Verossimilhanças sob a hipótese nula.

A estat́ıstica de Escore tem sido utilizada no trabalho desenvolvido por Bedrick (2001),

que apresenta um estudo de inferência no modelo de Grubbs supondo normalidade das ob-

servações. Sob normalidade, os EMV sob H01 e H02 têm forma fechada, assim a estat́ıstica

de Escore também possui uma expressão fechada (veja Lachos-Dávila, 2002).

Dado que no modelo t-eĺıptico o EMV não possui forma expĺıcita sob as hipóteses

nulas, este pode ser obtida via um procedimento interativo (algoritmo EM). A imple-

mentação pode ser facilmente manipulada por meio de ”softwares”como por exemplo

Matlab. O algoritmo para obter o EMV sob as hipóteses nulas H01, H02 e H03 são dados

na Seção 2.5.

2.6.3 Teste da Razão de Verossimilhanças

A estat́ıstica da Razão de verossimilhaças é definida como sendo

Q = 2[ℓ(θ̂) − ℓ(θ̃)], (2.53)

em que ℓ(θ) é a função de log-verossimilhança definida em (2.11), θ̂ é o EMV do modelo

irrestrito, e θ̃, é o EMV sob a hipótese nula que tem a forma Aθ∗ = q0, em que θ∗ é

como em (2.39) e A uma matriz de ordem r × (2p + 1), com posto r.

Neste caso requeremos os EMV de θ sob o modelo irrestrito e sob a hipótese nula ,

cujo método de implementação para obter θ̂ e θ̃ são apresentados nas Seções 2.4 e 2.5,

respectivamente.

Embora não seja posśıvel obter uma expressão fechada da estat́ıstica Q, sua imple-

mentação é computacionalmente simples, dado que os EMV do modelo irrestrito e sob as

hipóteses nulas H01, H02 e H03 são de fácil implementação.
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2.7 Estudo Assintótico dos Estimadores de Momen-

tos

Considere a média amostral Ȳ e a matriz de covariância amostral Sn da sequência de

observações Y1, · · · ,Yn definidos em (2.10), isto é

Ȳn =
1

n

n∑

j=1

Yj e Sn =
1

n

n∑

j=1

(Yj − Ȳ)(Yj − Ȳ)⊤. (2.54)

Sob o modelo estrutural normal, Grubbs (1948), considera os seguintes estimado-

res tipo momentos para o vetor de parâmetros θ dados por θ̃ = (µ̃x, α̃
⊤, φ̃x, φ̃

⊤
)⊤ =

(µ̃x, α̃2,· · · , α̃p, φ̃x, φ̃1, · · · , φ̃p), em que

µ̃x =
1

n

n∑

j=1

Y1j,

α̃i =
1

n

n∑

j=1

Yij − µ̃x, i = 2, · · · , p

φ̃x =
2

p(p − 1)

p∑

i=1

n∑

j>i

Sij,

φ̃i = Sii − φx, (2.55)

em que i = 1, · · · , p e Sij, i, j = 1, · · · , p, são elementos da matriz de covariância amostral

Sn.

Note que as estimativas φ̃ e φ̃x têm o inconveniente de poder assumir valores negativos.

Lachos-Dávila (2002) faz um estudo do comportamento assintótico de θ̃ supondo nor-

malidade das observações. Nesta seção, generalizaremos este estudo supondo distribuição

eĺıptica para observações.

Para tal estudo, primeiro apresentaremos alguns resultados do comportamento as-

sintótico de Ȳn e Sn. As seguintes notações serão necessárias para uma explicação mais

detalhada desta parte do trabalho. Sejam A = (aij) e B = (bij) matrizes de ordem r × s
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e p × q, respectivamente. Então

1. ei(j) denota o vetor de dimensão i×1 com um na j-ésima posição e zeros nos outros

casos;

2. Vec(A) denota o vetor de dimensão rs× 1 dado por Vec(A) = (A⊤
1., · · · ,A⊤

s.)
⊤, em

que Ai. denota a i-ésima coluna de A;

3. A⊗B é uma matriz de ordem rp× sq, que denota o produto de Kronecker de A e

B, isto é, A ⊗ B = (aijB);

4. Existe uma matriz Kpq, chamada de matriz de permutação (veja Henderson e Searle,

1979), tal que

Vec(A⊤) = KpqVec(A). (2.56)

Quando p = q, escrevemos Kp em lugar de Kpp. Além disso, se A = A⊤ então

Vech(A) contém os p(p + 1)/2 elementos distintos de A e, Vec(A) e V ech(A⊤) são são

uma tranformação linear um do outro. Assim existe uma matriz H de ordem p(p+1)/2×p2

tal que

Vech(A⊤) = HVec(A). (2.57)

Para obter mais detalhes sobre o lema a seguir veja Gasco (1997).

Lema 2.1. Suponha que ε ∼ Elp(0,Σ; φ) tem momentos de quarta ordem finitos. Então

E[ε] = 0, V ar[ε] = Ψ = 2φ′(0)Σ e

V ar[V ec(εε⊤)] = (1 + κ)(Ip2 + Kp)(Ψ ⊗ Ψ) + κV ec(Ψ)V ec⊤(Ψ),

em que κ = φ′′(0)/(φ′(0))2−1, conhecido como parâmetro de curtose, Kp como em (2.56)

e Ip2 a matriz identidade de ordem p2 × p2.

Observe que, se ε ∼ tp(0,Σ; ν), então κ = ν−2
ν−4

− 1, ν > 4. No modelo normal κ = 0,

que se obtem fazendo ν → ∞.
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Agora, consideremos a sequência Y1, . . . ,Yn definidos em (2.10) e εj = Yj − µj, j =

1, · · · , n. No seguinte resultado apresentamos o comportamento assintótico de Ȳn e Sn.

Teorema 2.3. Sejam Ȳn e Sn a média e matriz de covariância amostral dos vetores

Y1, . . . ,Yn definidos em (2.10). Então

i) Ȳn
q.c−→ a + 1p µx = µ e Sn

q.c−→ Ψ .

ii) Se V ar[V ec(εε⊤)] = ∆ é finito, isto é ε tem quarto momento finito, então
√

n(Ȳn −
a − 1p µx)

d−→ Np(0,Ψ) e
√

nVec(Sn − Ψ)
d−→ Np2(0,∆) ,

em que ∆ = V ar(Vec(εε⊤)) = (1 + κ)(Ip2 + Kp)(Ψ ⊗ Ψ) + κV ec(Ψ)V ec⊤(Ψ).

iii) Ȳn e Sn são assintoticamente independentes.

A prova deste Teorema pode ser encontrada, por exemplo em Vilca-Labra et al (1998).

Como Sn é uma matriz simétrica, então o Vec(Sn) contém elementos que são iguais, de

modo que a distribuição assintótica de
√

nVec(Sn) é singular. Contudo, se consideramos

somente os p(p + 1)/2 elementos diferentes de Sn, isto é, os elementos do vetor V ech(Sn)

é não-singular, como veremos no seguinte resultado.

Corolário 1. Sob a condição do Teorema 2.3,√
n(Ȳn − a − 1p µx)

d−→ Np(0,Ψ) e
√

nVech(Sn − Ψ)
d−→ Np(p+1)/2(0,∇) ,

onde ∇ = (1 + κ)H(Ip2 + Kp)(Ψ ⊗ Ψ)H⊤ + κVech(Ψ)Vech(Ψ)⊤.

O corolário acima segue como consequência imediata do Teorema 2.3, do Lema 2.1 e

das relações em (2.56) e (2.57).

Note que o estimador θ̃ de θ, apresentado em (2.55) depende da média amostral Ȳn

e da matriz de covariância amostral Sn, isto é, θ̃ = F (Ȳn, Vech(Sn)), onde Vech(Sn) =

(S11, S21, . . . , Sp 1, S22, S32, . . . , Sp 2, . . . , Sp−1 p−1, Sp−1 p, Spp)
⊤ e Ȳ = (Ȳ1, . . . , Ȳp)

⊤.

A seguir, apresentamos o comportamento assintótico do estimador θ̃ de θ para p ≥ 2.

Teorema 2.4. Seja o modelo definido em (2.9)-(2.10). Então θ̃ é um estimador consis-

tente de θ e √
n(θ̃ − θ)

d−→ N2p+1(0,Λ),

onde Λ =

(
A⊤ΨA 0

0 C⊤
∇C

)
, A = Ip − B e C =




c1

...

cp




p(p+1)
2

×(p+1)

, com B =
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(
0 −1⊤

q

0 0

)
matriz p × p, ∇ como no Corolário 2.1,

ci =




0 ep(i)
⊤

2

p(p − 1)
1p−i − 2

p(p − 1)
1p−i1

⊤
p




matriz (p − i + 1) × (p + 1) para i = 1, . . . , q , q = p − 1 e cp = e⊤
p+1(p + 1); ei(j) foi

definido no ińıcio da seção.

Demonstração. Seja (Ȳ
⊤
n , Vech⊤(Sn))⊤ = Υ um vetor de dimensão (p + p(p + 1)/2) × 1.

Como θ̃ = F (Ȳn, Vech(Sn)) é uma função diferenciável de Ȳn e Vech(Sn), então

θ̃ = F (Ȳn, Vech(Sn))
q.c.−→ F (µ , Vech(Σ)) = θ.

Por outro lado, do Corolário 2.1 e Teorema 2.3, temos que

√
n

(
Ȳn − µ

Vech(Sn) − Vech(Σ)

)
d−→ Np+p(p+1)/2(0,∇∗), (2.58)

onde ∇∗ = Diag(Ψ, (1 + κ)H(Ip2 +Kp)(Ψ⊗Ψ)H⊤ + κV ech(Ψ)V ech(Ψ)⊤). Aplicando o

método delta, temos que

√
n(θ̃ − θ) =

√
n(F (Ȳn, Vech(Sn)) − F (µ , Vech(Ψ)))

d−→ N2p+1(0,G
′
∇∗G) ,

onde G =
∂Fi(Υ)

∂Υj

, i = 1, . . . , 2p + 1 , j = 1, . . . , p + p(p + 1)/2 tem a forma

G =

(
A 0

0 C

)
,

onde A =
∂Fi(Υ)

∂Υj

i, j = 1, . . . , p , C =
∂Fi(Υ)

∂Υj

i = p+1, . . . , 2p+1 , j = p+1, . . . , p+

p(p + 1)/2. Após as manipulações algébricas obtém-se A e C como no enunciado do

teorema, para mais detalhes sobre a obtenção das matrizes Kp e H; veja por exemplo,

Henderson e Searle (1979).

Observação : Note que para p = 3, as matrizes A, C, H e Kp, no Teorema acima, são

respectivamente dadas por
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A =




1 −1 −1

0 1 0

0 0 1


 ,

C =




0 1 0 0

1/3 −1/3 −1/3 −1/3

1/3 −1/3 −1/3 −1/3

0 0 1 0

1/3 −1/3 −1/3 −1/3

0 0 0 1




,

H =




1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1/2 0 1/2 0 0 0 0 0

0 0 1/2 0 0 0 1/2 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1/2 0 1/2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1




,

K3 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1




,

identicamente, para p = 4, as matrizes A, C, H e Kp são respectivamente

A =




1 −1 −1 −1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




,
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C =




0 1 0 0 0

1/6 −1/6 −1/6 −1/6 −1/6

1/6 −1/6 −1/6 −1/6 −1/6

1/6 −1/6 −1/6 −1/6 −1/6

0 0 1 0 0

1/6 −1/6 −1/6 −1/6 −1/6

1/6 −1/6 −1/6 −1/6 −1/6

0 0 0 1 0

1/6 −1/6 −1/6 −1/6 −1/6

0 0 0 0 1




,

H =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0.5 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0.5 0 0 0 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0.5 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0.5 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0.5 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0.5 0 0 0.5 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




,
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K4 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




.
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3 Modelo de Grubbs com ponto

de mudança

3.1 Introdução

Na literatura, estimação e testes de hipóteses em um modelo Gaussiano com ponto de

mudança na média têm sido considerado por vários autores, como por exemplo, Chernoff e

Zacks (1964), Gardner (1969), Hawkins (1992), Sen e Srivastava (1975) e Worsley (1979).

Chen e Gupta (1997) estudam o problema da mudança na variância assumindo que as

médias são iguais e conhecidas. Andrews et al. (1996) obtém uma classe de testes ótimos

para o modelo de regressão linear normal com ponto de mudança supondo variância

conhecida.

Nesta seção procederemos de maneira análoga ao trabalho de Alfaro(2000), que faz

uma extensão do artigo de Chang e Huang (1997), onde se considera inferência para

modelos lineares com erros nas variáveis que apresentam pontos de mudança quando

as observações seguem a distribuição normal. Além disso, supondo que as observações

seguem uma distribuição eĺıptica, apresentamos um estudo do comportamento assintótico

dos estimadores de momentos conforme veremos a seguir.

O modelo considerado em Chang e Huang (1997) é o modelo clássico de regressão

linear com erros nas variáveis (veja Fuller, 1987) que pode ser expresso como

Yi = α + βxi + εi e Xi = xi + δi, i = 1, · · · , n, (3.1)

em que α e β são constantes desconhecidas. As quantidades xi não são observáveis e

observa-se somente os pares de dados (Xi, Yi), i = 1, · · · , n. Supõe-se ainda que os erros

de medida (εi, δi) são independentes e identicamente distribúıdos com segundos momentos
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finitos.

No modelo de regressão estrutural com erros nas variáveis, usualmente assume-se que

xi ∼ N(µx, φx), εi ∼ N(0, φε), δi ∼ N(0, φδ)

e independentes.

Entretanto, em muitas situações práticas, a suposição de que as quantidades desconhe-

cidas xj têm a mesma distribuição não é satisfeita. Por exemplo, no caso da medição das

alturas das árvores, a fertilidade do solo, árvores com idades diferentes, ou outros fatores

podem levar a grupos de árvores com alturas médias diferentes (veja Alfaro, 2000). Nestes

casos é importante considerar um modelo que contenha tal informação, por exemplo o

modelo com pontos de mudança.

Para contornar estes tipos de situações, pode ser utilizada a metodologia proposta

por Chang e Huang (1997), que estendem o modelo dado em (3.1) considerando que

xi ∼ N(µ1, φx), i = 1, · · · , k (3.2)

e

xi ∼ N(µ2, φx), i = k + 1, · · · , n. (3.3)

Seguindo a metodologia desenvolvida por Alfaro (2000) e Chang e Huang (1997),

vamos apresentar um estudo do problema de ponto de mudança no contexto do modelo

de Grubbs.

Considere o modelo de Grubbs definido por

Yij = αi + xj + εij, i = 1, · · · , p, (3.4)

com α1 = 0. Neste contexto, introduzimos mudanças no parâmetro µx como segue: seja

{xj, ε1j, · · · , εpj}n
j=1 uma seqüência de vetores aleatórios independentes que satisfazem

xj ∼ N(µ1, φx), j = 1, · · · , k, (3.5)

xj ∼ N(µ2, φx), j = k + 1, · · · , n (3.6)
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e

εij ∼ N(0, φi), i = 1, · · · , p e j = 1, · · · , n, (3.7)

em que k = [nλ] é o maior inteiro em nλ e λ ∈ (0, 1), µ1, µ2, φx, φi, i = 1, · · · , p são todos

parâmetros desconhecidos.

O modelo (3.6) considera um ponto de mudança na média da distribuição da quanti-

dade não observada, de modo que as primeiras k observações têm média µ1 e as restantes

(n − k) observações têm média µ2.

3.2 Teste para detectar a presença de ponto de mu-

dança

O problema da detecção de pontos de mudança na distribuição da caracteŕıstica não

observada x pode ser expresso através das seguintes h́ıpóteses:

H0 : µ1 = µ2 = µx vs Ha : µ1 6= µ2

em que µx é uma constante desconhecida.

Sob o modelo definido em (3.4), considerando dois instrumentos (p = 2) e as suposições

(3.6), a distribuição de Yj = (Y1j, Y2j)
⊤ pode ser escrita como

Yj ∼ N2(a + 12µ1,Σ), j = 1, · · · , k (3.8)

e

Yj ∼ N2(a + 12µ2,Σ), j = k + 1, · · · , n, (3.9)

em que a = (0, α2)
⊤ e

Σ =

(
φx + φ1 φx

φx φx + φ2

)
.

Para detectar se há mudança no vetor de médias da distribuição dos vetores Yj,
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j = 1, · · · , n, vamos considerar a estat́ıstica do teste de razão de verossimilhança

supH0
L(θ)

supHa
L(θ)

.

Os detalhes algébricos poder ser encontrados no Apêndice C.

Sob H0 : µ1 = µ2 = µx, o vetor Yj = (Y1j, Y2j)
⊤ ∼ N2(µ,Σ), j = 1, · · · , n, em que

µ = a + 12µx.

Assim a função de verossimilhança, sob H0, pode ser escrita como

L(θ) =
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2

n∑

j=1

(yj − µ)⊤Σ−1(yj − µ)

}
, (3.10)

em que

θ = (µx, α2, φx, φ
⊤)⊤.

Considerando como uma reparametrização deste modelo para a distribuição normal

bivariada com vetor de médias µY = (µY 1, µY 2)
⊤ e matriz de covariâncias Σ, a função de

verossimilhança sob H0 no modelo reparametrizado é a mesma que no modelo original.

Os estimadores de máxima verossimilhança de µY e Σ sob estas suposições são dados

por

µ̂Y = Y =

[
Y 1(0, n)

Y 2(0, n)

]
e Σ̂ =

1

n

n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤, (3.11)

em que

Y i(a, b) =
1

b − a

b∑

j=a+1

Yij, i = 1, 2. (3.12)

Sob Ha : µ1 6= µ2 o vetor Yj = (Y1j, Y2j)
⊤ ∼ N2(µ1,Σ), j = 1, · · · , k e Yj =

(Yij, Y2j)
⊤ ∼ N2(µ2,Σ), j = k + 1, · · · , n, de modo que

µ1 = a + 12µ1 e µ2 = a + 12µ2.
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Neste caso a função de verossimilhança é dada por

L(θ) =
|Σ|−n/2

(2π)n
e
− 1

2

hPk
j=1(yj−µ1)⊤Σ−1

(yj−µ1)+
Pn

j=k+1(yj−µ2)⊤Σ−1
(yj−µ2)

i
,

(3.13)

em que

θ = (µ1, µ2, α2, φx, φ
⊤)⊤.

Os estimadores de máxima verossimilhança de µ1, µ2 e ΣY são dados por

µ̂1 = Y1 =

[
Y 1(0, k)

Y 2(0, k)

]
, µ̂2 = Y2 =

[
Y 1(k, n)

Y 2(k, n)

]
(3.14)

e

Σ̂Y =
B1 + B2

n
=

∑k
j=1(Yj − Y1)(Yj − Y1)

⊤ +
∑n

j=k+1(Yj − Y2)(Yj − Y2)
⊤

n
(3.15)

em que Yi(a, b), i = 1, 2 é definida em (3.12).

O teste de razão de verossimilhança não é afetado pela reparametrização sob H0 e o

modelo é um modelo normal bivariado clássico com ponto de mudança sob Ha.

Depois de algumas manipulações algébricas pode-se mostrar que a estat́ıstica da razão

de verossimilhança é dada por

Wλ =
1

n − 2

{
k∑

j=1

(
Yj − Y1

) (
Yj − Y1

)⊤
+

n∑

j=k+1

(
Yj − Y2

) (
Yj − Y2

)⊤
}

(3.16)

O vetor das diferenças entre as médias das observações antes e depois do ponto de

mudança é dado por

Zλ =

(
k(n − k)

n

)1/2 [
Y1 − Y2

]
(3.17)

e a estat́ıstica de Hotelling (T 2) para testar diferença de médias na posição k é dada por

T 2
λ = Z⊤

λ W−1
λ Zλ. (3.18)
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O teste da razão de verossimilhanças para λ desconhecido pode ser baseado no valor

máximo da estat́ıstica de Hotelling, ou seja,

T 2
λ̂

= sup
0<λ<1

Z⊤
λ W−1

λ Zλ,

com Wλ e Zλ calculados em (3.16) e (3.17), respectivamente. Valores grandes de T 2
λ̂

indicam rejeição de H0, ou seja, a presença de pontos de mudança na distribuição de xj,

j = 1, · · · , n.

Caso a hipótese nula (H0) seja rejeitada, os parâmetros podem ser estimados a partir

do valor de λ obtidos através da maximização de Z⊤
λ W−1

λ Zλ.

Observação: Para p > 3, pode ser usado o teste assintótico da Razão de Verossimi-

lhanças, em que os EMV do modelo sob H0 é o mesmo dado na Subseção 2.4.3 tomando

ν → ∞. Sob o modelo sem restrição os EMV também podem ser obtidos via algoritmo

EM conforme apresentaremos na próxima seção.

3.3 Estimação de parâmetros se a mudança é indi-

cada

Se o teste indicou presença de mudança ou se é admitida a priori a existência de

mudança no vetor de médias µ, então o parâmetro associado ao ponto de mudança λ

pode ser estimado por

λ̂ = j/n, onde j maximiza Z⊤
j/nW

−1
j/nZj/n. (3.19)

As estimativas dos outros parâmetros do modelo são calculados a seguir. O verdadeiro

valor de λ será denotado por λ0 e k0 = [nλ0]. Assim, quando λ0 é conhecido os estimadores

de momentos são dados por

µ̂1(λ0) = Y 1(0, k0), µ̂2(λ0) = Y 1(k0, n), (3.20)
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α̂2(λ0) =
1

2
[{Y 2(0, k0) + Y 2(k0, n)} − {Y 1(0, k0) + Y 1(k0, n)}], (3.21)

φ̂x(λ0) =
1

n
{S12(0, k0) + S12(k0, n)} ∨ 0, (3.22)

φ̂i(λ0) =

[
1

n
{Sii(0, k0) + Sii(k0, n)} − φ̂x(λ0)

]
∨ 0, (3.23)

i = 1, 2,

em que

Sil(a, b) =
b∑

j=a+1

{Yij − Y i(a, b)}{Ylj − Y l(a, b)},

Sii(a, b) =
b∑

j=a+1

{Yij − Y i(a, b)}2

e s ∨ t = max(s, t).

Para o caso geral, p instrumentos, os EMV do modelo sem restrição são obtidos através

do algoritmo EM da seguinte forma:

Etapa E: Calculamos:

x
(m)
1j = µx +

φ
(m)
x

c(m)
1⊤

p D−1(φ(m))(Yj − µ
(m)
1 ),

x
2(m)
1j =

φ
(m)
x

c(m)

ν + ||T(m)
j ||2

ν + p − 2
+ (x

(m)
1j )2, j = 1, · · · , k0

e

x
(m)
2j = µx +

φ
(m)
x

c(m)
1⊤

p D−1(φ(m))(Yj − µ
(m)
2 ),

x
2(m)
2j =

φ
(m)
x

c(m)

ν + ||T(m)
j ||2

ν + p − 2
+ (x

(m)
2j )2, j = k0 + 1, · · · , n,

com µ
(m)
1 = µ

(m)
1 1p + a(m), µ

(m)
2 = µ

(m)
2 1p + a(m), c(m) = 1 + φ

(m)
x 1⊤

p D−1(φ(m))1p e

T
(m)
j = (φ

(m)
x 1p1

⊤
p + D(φ(m)))−1/2(Yj − µ

(m)
l ), l = 1, 2.
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Etapa M: Obtemos os EMV da etapa m + 1 através das expressões:

µ
(m+1)
1 =

1

k0

k0∑

j=1

x
(m)
1j ,

µ
(m+1)
2 =

1

n − k0

n∑

j=k0+1

x
(m)
2j ,

α
(m+1)
i =

1

n

n∑

j=1

Yij −
(
µ

(m+1)
1 + µ

(m+1)
2

)
, i = 2, · · · , p,

φ(m+1)
x =

1

n

(
k0∑

j=1

(x
(m)
1j − µ

(m+1)
1 )2 +

n∑

j=k0+1

(x
(m)
2j − µ

(m+1)
2 )2

)
,

φ
(m+1)
1 =

1

n

(
k0∑

j=1

(x
(m)
1j − y1j)

2 +
n∑

j=k0+1

(x
(m)
2j − y1j)

2

)
,

φ
(m+1)
i =

1

n

(
k0∑

j=1

(yij − α
(m+1)
i − x

(m)
1j )2 +

n∑

j=k0+1

(yij − α
(m+1)
i − x

(m)
2j )2

)
, i = 2, · · · , p.

3.4 Distribuição assintótica dos estimadores de α

Nesta seção, faremos um estudo assintótico dos estimadores de momentos de α, con-

siderando que as observações seguem uma distribuição eĺıptica. Faremos isto substituindo

as suposições dadas em (3.8)-(3.9) por

Yj ∼ Elp(a + 1pµ1,Σ; f), j = 1 · · · , k, (3.24)

e

Yj ∼ Elp(a + 1pµ2,Σ; f), j = k + 1 · · · , n, (3.25)

com V ar(Yj) = cfΣ e cf uma constante que depende de f como em (A.8). Para efeito

desta seção, vamos considerar que as observações possuem segundo momento finito.
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Definimos a classe dos estimadores de α = (α2, · · · , αp)
⊤ como: W = {α̂i(λ) : α̂i(λ) =

1
2
(Y i(0, k) + Y i(k, n) − Y 1(0, k) − Y 1(k, n)), i = 2, · · · , p; k = [nλ]; λ ∈ (0, 1)}.

Teorema 3.1. Para quaisquer λ ∈ (0, 1) e α̂(λ) = (α̂2(λ), · · · , α̂p(λ))⊤, com α̂i ∈ W ,

temos

a) α̂(λ) −→ α, quase certamente, quando n −→ ∞;

b)
√

n(α̂(λ) − α)
d−→ Np−1(0,Ω(λ)),

em que Ω(λ) = cf
1

4λ(1−λ)

(
φ11p−11

⊤
p−1 + D(φ∗)

)
, com φ∗ = (φ2, · · · , φp).

Prova de a): Consideremos os casos:
{

1. λ 6 λ0;

2. λ > λ0,

com λ0 sendo o verdadeiro valor do ponto de mudança.

Caso 1. λ 6 λ0: Sejam

Y1, · · · ,Y[nλ],︸ ︷︷ ︸
G1

Y[nλ]+1, · · · ,Y[nλ0],Y[nλ0]+1, · · · ,Yn.︸ ︷︷ ︸
G2

Em G1 temos que E(Yj) = a + 1pµ1. Portanto, pela Lei Forte de Kolmogorov (veja por

exemplo James, 1996),

Y i(0, [nλ])
q.c.−→ αi + µ1, i = 1, · · · , p.

No grupo G2, temos que os Yj’s são independentes mas não são identicamente distribúıdos.

Entretanto, para i = 1, · · · , p, segue que

lim
n→∞

n∑

j=[nλ]+1

V ar(Yij)

j2
= cf (φx + φi) lim

n→∞

n∑

j=[nλ]+1

1

j2
< ∞.

Além disso,

E(Y i([nλ], n)) =
([nλ0] − [nλ])(αi + µ1) + (n − [nλ0])(αi + µ2)

n − [nλ]

−→ λ0 − λ

1 − λ
(αi + µ1) +

1 − λ0

1 − λ
(αi + µ2),
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quando n −→ ∞, pois

lim
n→∞

[nλ0] − [nλ]

n − [nλ]
=

λ0 − λ

1 − λ

e

lim
n→∞

[n − nλ0]

n − [nλ]
=

1 − λ0

1 − λ
.

Portanto, pela primeira Lei Forte de Kolmogorov (veja por exemplo James, 1996),

Y i([nλ], n)
q.c.−→ λ0 − λ

1 − λ
(αi + µ1) +

1 − λ0

1 − λ
(αi + µ2), i = 1, · · · , p.

Segue, dos resultados acima, que

α̂i(λ)
q.c.−→ 1

2

[
(αi + µ1) − µ1 +

λ0 − λ

1 − λ
(αi + µ1) +

1 − λ0

1 − λ
(αi + µ2)

−
(

λ0 − λ

1 − λ
µ1 +

1 − λ0

1 − λ
µ2

)]
= αi, i = 2, · · · , p.

A prova do Caso 2 (λ > λ0) segue de maneira análoga.

Prova de b): Sejam

Y
∗
i (0, [nλ]) =

1

[nλ]

[nλ]∑

j=1

(Yij − E(Yij)) = Y i(0, [nλ]) − E(Y i(0, [nλ]))

e

Y
∗
i ([nλ], n) =

1

n − [nλ]

n∑

j=[nλ]+1

(Yij − E(Yij)) = Y i([nλ], n) − E(Y i([nλ], n)),

i = 1, · · · , p. Note que

√
n




Y
∗
1(0, [nλ])

Y
∗
1([nλ], n)

...

Y
∗
p(0, [nλ])

Y
∗
p([nλ], n)




= A(n,λ)




√
[nλ]

{
Y 1(0, [nλ]) − E[Y 1(0, [nλ])]

}
√

[n − nλ]
{
Y 1([nλ], n) − E[Y 1([nλ], n)]

}

...√
[nλ]

{
Y p(0, [nλ]) − E[Y p(0, [nλ])]

}
√

[n − nλ]
{
Y p([nλ], n) − E[Y p([nλ], n)]

}




︸ ︷︷ ︸
ϕ(Y 1(0,[nλ]),Y 1([nλ],n),··· ,Y p(0,[nλ]),Y p([nλ],n))

, (3.26)
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em que

A(n,λ) =




√
n√

[nλ]
0 · · · 0 0

0
√

n√
n−[nλ]

· · · 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 · · ·
√

n√
[nλ]

0

0 0 · · · 0
√

n√
n−[nλ]




.

Como

lim
n→∞

[nλ]

n
= lim

n→∞

nλ

n
= λ

e

lim
n→∞

n − [nλ]

n
= lim

n→∞

(
1 − nλ

n

)
= 1 − λ,

temos que

A(n,λ) −→




1√
λ

0 · · · 0 0

0 1√
1−λ

· · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1√
λ

0

0 0 · · · 0 1√
1−λ




= Aλ.

Ainda, pelo Teorema Central do Limite (supondo segundo momento finito),

ϕ
(
Y 1(0, [nλ]), Y 1([nλ], n), · · · , Y p(0, [nλ]), Y p([nλ], n)

) d−→ N2p(0,Ψ),

em que

Ψ = cf




φx + φ1 0 φx 0 · · · φx 0

0 φx + φ1 0 φx · · · 0 φx

φx 0 φx + φ2 0 · · · φx 0

0 φx 0 φx + φ2 · · · 0 φx

...
...

...
...

. . .
...

...

φx 0 φx 0 · · · φx + φp 0

0 φx 0 φx · · · 0 φx + φp




. (3.27)
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Logo, pelo Teorema de Slutsky, segue que

√
n




Y
∗
1(0, [nλ])

Y
∗
1([nλ], n)

...

Y
∗
p(0, [nλ])

Y
∗
p([nλ], n)




d−→ N2p(0,Σ
∗),

em que Σ∗ = AλΨAλ.

Agora, vamos estudar a distribuição assintótica de α̂(λ), considerando os seguintes

casos

1. λ = λ0

2. λ < λ0

3. λ > λ0

Caso 1. λ = λ0: Sejam

Z =
(
Y 1(0, [nλ]), Y 1([nλ], n), · · · , Y p(0, [nλ]), Y p([nλ], n)

)⊤

e

θ = (µ1, µ2, α2 + µ1, α2 + µ2, · · · , αp + µ1, αp + µ2)
⊤,

então E(Z) = θ e

√
n(α̂(λ) − α) =

√
n




1
2
(Y 2(0, [nλ]) + Y 2([nλ], n) − Y 1(0, [nλ]) − Y 1([nλ], n)) − α2

1
2
(Y 3(0, [nλ]) + Y 3([nλ], n) − Y 1(0, [nλ]) − Y 1([nλ], n)) − α3

...
1
2
(Y p(0, [nλ]) + Y p([nλ], n) − Y 1(0, [nλ]) − Y 1([nλ], n)) − αp


 .

Se

G(Z) = α̂(λ) = (α̂2(λ), · · · , α̂p(λ))⊤ = (g1(Z), · · · , gp−1(Z))⊤,
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temos que

g1(θ) =
1

2
(α2 + µ1 + α2 + µ2 − µ1 + µ2) = α2,

g2(θ) =
1

2
(α3 + µ1 + α3 + µ2 − µ1 + µ2) = α3,

...

gp−1(θ) =
1

2
(αp + µ1 + αp + µ2 − µ1 + µ2) = αp,

logo G(θ) = α.

Segue que

D =
∂G⊤

∂Z

∣∣∣∣
Z=θ

=
1

2




−1 −1 −1 · · · −1

−1 −1 −1 · · · −1

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 1




(2p×(p−1))

.

Logo, pelo método Delta,

√
n(α̂(λ) − α) =

√
n(G(Z) − G(θ))

d−→ Np−1(0,Ω(λ)),

em que

Ω(λ) = D⊤Σ∗D = cf
1

4λ(1 − λ)

(
φ11p−11

⊤
p−1 + D(φ∗)

)
, (3.28)

com φ∗ = (φ2, · · · , φp)
⊤.
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Caso 2. λ < λ0: Neste caso temos que

E




Y 1(0, [nλ])

Y 1([nλ], n)

Y 2(0, [nλ])

Y 2([nλ], n)
...

Y p(0, [nλ])

Y p([nλ], n)




=




µ1
1
aλ

(mλµ1 + nλµ2)

α2 + µ1
1
aλ

[mλ(α2 + µ1) + nλ(α2 + µ2)]
...

αp + µ1
1
aλ

[mλ(αp + µ1) + nλ(αp + µ2)]




,

em que aλ = n − [nλ],mλ = [nλ0] − [nλ] e nλ = n − [nλ0]. Ainda

E(α̂i) =
1

2
E[(Y i(0, [nλ]) + Y i([nλ], n) − Y 1(0, [nλ]) − Y 1([nλ], n))]

=
1

2

[
αi + µ1 +

1

aλ

[mλ(αi + µ1) + nλ(αi + µ2)] − [µ1 +
1

aλ

(mλµ1 + nλµ2)]

]

= αi, i = 2, · · · , p.

Prosseguindo de maneira análoga ao Caso 1, teremos pelo método Delta que

√
n(α̂(λ) − α)

d−→ Np−1(0,Ω(λ)),

com Ω(λ) como em (3.28).

Caso 3. λ > λ0: Finalmente, temos neste caso que

E




Y 1(0, [nλ])

Y 1([nλ], n)

Y 2(0, [nλ])

Y 2([nλ], n)
...

Y p(0, [nλ])

Y p([nλ], n)




=




1
[nλ]

([nλ0]µ1 + rλµ2)

µ2
1

[nλ]
[[nλ0](α2 + µ1) + rλ(α2 + µ2)]

α2 + µ2

...
1

[nλ]
[[nλ0](αp + µ1) + rλ(αp + µ2)]

αp + µ2




,
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em que rλ = [nλ] − [nλ0]. Além disso

E(α̂i) =
1

2
E[(Y i(0, [nλ]) + Y i([nλ], n) − Y 1(0, [nλ]) − Y 1([nλ], n))]

=
1

2

[
1

[nλ]
[[nλ0](αi + µ1) + rλ(αi + µ2)] + αp + µ2 −

1

[nλ]
([nλ0]µ1 + rλµ2) − µ2

]

= αi, i = 2, · · · , p.

Novamente, teremos pelo método Delta que

√
n(α̂(λ) − α)

d−→ Np−1(0,Ω(λ)),

com Ω(λ) como em (3.28).

De modo que, dos resultados acima, temos a prova do resultado em b).

Devemos notar que cada estimador em W é consistente para αi, i = 2, · · · , p, mesmo

se a partição dos dados em dois grupos por λ estiver incorreta.
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4 Aplicações e Simulação

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo serão avaliados numericamente os desempenhos dos testes propostos

no Caṕıtulo 2. Gostaŕıamos de identificar, dentre os testes de Wald, Escore e Razão de

Verossimilhanças, aquele que apresenta melhor comportamento em termos de tamanho e

poder do teste.

Para tal objetivo, vamos considerar que um teste tem bom desempenho se apresentar

baixas probabilidades dos erros tipo I e II, correspondentes à rejeição de que os instru-

mentos são precisos e não-viciados (H01) quando eles realmente são e não rejeição de que

os instrumentos são imprecisos e viciados quando de fato eles são. Os testes que apre-

sentam, sob a hipótese nula, taxas de rejeição superior ao ńıvel de significância nominal

são chamados testes anticonservativos. O oposto disto são os testes conservativos. À pri-

meira vista, pode parecer uma caracteŕıstica desejável o fato de um teste ser conservativo,

uma vez que nessa situação o erro tipo I ocorre com baixa probabilidade. No entanto,

em geral testes conservativos apresentam um baixo poder. Assim, busca-se identificar

testes que tenham tamanhos emṕıricos razoavelmente próximos (ou menores) ao ńıvel de

significância nominal e, ao mesmo tempo, tenham um alto poder.

Também apresentamos um pequeno estudo de simulação para avaliar a capacidade do

teste de Razão de Verossimilhanças, proposto no Caṕıtulo 3, de detectar a presença de

pontos de mudança, assim como a qualidade dos estimadores sob a presença deste.

Na seção que segue, apresentamos ilustrações numéricas dos resultados do Caṕıtulo

2, envolvendo conjuntos de dados reais.
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4.2 Ilustração Numérica

Nesta seção, dois exemplos serão apresentados com a intenção de ilustrar os resultados

obtidos no Caṕıtulo 2.

4.2.1 Exemplo 1

Neste exemplo, apresentaremos um estudo da estimação por máxima verossimilhança

via algoritmo EM, conforme exposto na Subseção 2.4.3. Para isso, analisaremos o con-

junto de dados apresentado em Jaech (1985) e reproduzidos na Tabela 4.1. Os dados são

relativos a um experimento no qual a densidade de 43 pastilhas de combust́ıvel de urânio

sintetizado para uso em reatores nucleares foram medidas por seis instrumentos, através

de dois métodos, da seguinte forma:

Instrumento 1: Método geométrico, operador 1

Instrumento 2: Método geométrico, operador 2

Instrumento 3: Método geométrico, operador 3

Instrumento 4: Método de imersão, operador 4

Instrumento 5: Método de imersão, operador 5

Instrumento 6: Método de imersão, operador 6.

O método gemométrico consiste em pesar a pastilha e encontrar seu volume e, assim,

obter a densidade. No método de imersão, verifica-se a mudança do peso da pastilha

quando pesadas no ar e em um determinado ĺıquido.

Logo, yij representa a densidade fornecida pelo instrumento i e a pastilha j, com

i = 1, . . . , 6, j = 1, . . . , 43. Note que, neste caso, o vetor de parâmetros a ser estimado é

dado por:

θ = (µx, α2, . . . , α6, φx, φ1, . . . , φ6)
⊤ (4.1)

Lachos-Dávila (2002) mostra que os dados podem ser considerados normais e, por-

tanto, estima os parâmetros do modelo considerando o modelo estrutural normal de
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Grubbs. Com o intuito de avaliar os resultados da Subseção 2.4.3, mostraremos que

as estimativas dos parâmetros do modelo coincidem com o caso normal quando os graus

de liberdade da t-Student tendem a infinito. De fato, note na Tabela 4.2 como as estima-

tivas dos parâmetros vão se aproximando daquelas encontradas em Lachos-Dávila (2002)

à medida que os graus de liberdade assumem valores maiores.

Tabela 4.1: Medidas de densidade de pastilhas de urânio fornecidas por seis instrumentos

Obs. Instrumento 1 Instrumento 2 Instrumento 3 Instrumento 4 Instrumento 5 Instrumento 6

1 4.30 4.06 4.14 4.68 5.22 4.75
2 4.51 4.35 4.53 5.15 4.45 4.79
3 4.42 4.52 4.57 4.78 4.79 4.72
4 4.90 4.67 4.75 5.55 5.10 4.75
5 4.60 4.70 4.84 5.08 4.82 5.05
6 4.29 4.30 4.21 4.80 4.47 4.93
7 4.30 4.47 4.01 4.41 4.27 4.66
8 4.69 4.59 4.47 5.32 4.95 4.75
9 4.02 4.05 4.09 4.12 4.48 4.40
10 4.61 4.78 4.60 4.41 4.75 5.18
11 4.35 4.25 4.40 4.37 4.06 4.39
12 4.46 4.55 4.70 4.73 5.14 4.75
13 4.08 4.12 3.85 4.60 4.22 4.33
14 3.95 3.95 4.13 4.62 4.49 3.94
15 4.21 4.27 3.94 4.34 4.29 4.62
16 4.62 4.47 4.50 5.09 5.44 4.70
17 4.81 4.81 4.98 5.26 4.86 5.22
18 4.47 4.34 4.33 5.05 4.62 4.38
19 4.38 4.24 4.47 4.60 4.27 4.20
20 4.43 4.37 4.57 5.23 5.04 4.51
21 4.74 4.52 4.58 5.24 5.36 4.77
22 4.35 4.37 4.45 4.42 4.66 4.54
23 4.11 4.23 4.07 4.46 4.48 4.26
24 3.97 3.98 4.19 4.07 4.69 4.29
25 4.40 4.36 4.33 4.55 4.73 4.62
26 4.24 4.30 4.36 4.84 4.56 4.97
27 4.51 4.52 4.57 4.70 4.20 4.69
28 4.49 4.33 4.61 4.85 4.26 4.67
29 4.42 4.14 4.22 4.35 4.39 4.46
30 4.49 4.59 4.69 5.06 5.50 4.75
31 4.14 4.32 4.45 4.02 4.30 4.58
32 4.38 4.25 4.44 4.86 4.81 4.63
33 4.45 4.60 4.28 4.40 4.17 4.81
34 4.39 4.38 4.64 4.86 4.98 4.54
35 4.56 4.35 4.83 4.53 5.36 4.46
36 4.38 4.40 4.60 4.96 4.92 4.56
37 4.44 4.34 4.66 4.60 5.59 4.66
38 4.21 4.24 4.07 4.21 4.39 4.40
39 4.51 4.52 4.54 4.79 4.85 4.77
40 4.23 4.12 4.35 4.62 4.45 4.15
41 4.33 4.47 4.68 5.05 4.29 4.92
42 4.27 4.21 4.45 4.74 5.24 4.41
43 4.67 4.52 4.60 4.42 5.06 4.73

Outra questão que é conveniente avaliar quando aplicamos métodos iterativos de es-
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Tabela 4.2: Parâmetros estimados para diversos graus de liberdade

ν µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.4036 -0.022 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
2 4.4013 -0.0244 0.055 0.3252 0.339 0.2123 0.0331 0.0083 0.0074 0.0223 0.0713 0.1235 0.0252
3 4.3999 -0.0256 0.053 0.3263 0.3362 0.2123 0.0324 0.0078 0.007 0.0217 0.0691 0.1208 0.025
4 4.399 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
5 4.3984 -0.0267 0.05 0.3267 0.3326 0.2133 0.0325 0.0075 0.0068 0.0218 0.0686 0.1207 0.0256
10 4.3970 -0.0273 0.046 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.027
50 4.3967 -0.0272 0.0405 0.3212 0.3241 0.2209 0.0353 0.007 0.0073 0.0242 0.0736 0.129 0.0297

102 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302

103 4.3972 -0.027 0.0387 0.319 0.3231 0.2227 0.036 0.0069 0.0076 0.0249 0.0752 0.1311 0.0308

104 4.3972 -0.027 0.0386 0.3189 0.323 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309

105 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309

106 4.3972 -0.027 0.0386 0.3188 0.323 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
Lachos 4.3972 -0.027 0.0386 0.3188 0.323 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309

timação é a velocidade de convergência do algoritmo. Para tanto, fixando o número de

iterações, consideramos diversos graus de liberdade para o modelo estrutural de Grubbs

t-Student.

A Tabela 4.3 mostra algumas iterações do algoritmo EM considerando ν = 1, ou seja,

supomos que os dados seguem a distribuição de Cauchy, que é um caso particular da

t-Student.

Tabela 4.3: Convergência do algoritmo EM considerando 1 grau de liberdade

Iter µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.4049 -0.0255 0.0421 0.3108 0.3352 0.2095 0.0369 0.0103 0.0013 0.0309 0.0905 0.1414 0.0234
11 4.4052 -0.0225 0.0566 0.3203 0.3427 0.2122 0.0345 0.0091 0.0076 0.0234 0.0762 0.1283 0.0250
21 4.4037 -0.0219 0.0572 0.3219 0.3427 0.2135 0.0367 0.0095 0.0086 0.0248 0.0799 0.1357 0.0273
31 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3221 0.3426 0.2135 0.0373 0.0097 0.0088 0.0251 0.0811 0.1377 0.0278
41 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0252 0.0813 0.1382 0.0279
51 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0252 0.0814 0.1383 0.0279
61 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
71 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
81 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
91 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
101 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
111 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279

Observe que a convergência das estimativas de θ é atingida rapidamente, aproxima-

damente na iteração 50. Nas Tabelas 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 são apresentadas as iterações

para, respectivamente, ν = 4, ν = 10, ν = 100, ν = 10000 e ν = 57779, sendo que

este último valor foi escolhido pois a partir dele todas as estimativas coincidem com as

estimativas do modelo normal até, pelo menos, a quarta casa decimal. Observe ainda que

em todos estes casos, a convergência de θ é obtida sempre em torno da iteração 50.
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Tabela 4.4: Convergência do algoritmo EM considerando 4 graus de liberdade

Iter µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.4006 -0.0261 0.0416 0.3175 0.3293 0.2122 0.0359 0.0101 0.0012 0.0299 0.0858 0.1399 0.0236
11 4.3999 -0.0266 0.0515 0.3264 0.3348 0.2117 0.0319 0.0079 0.0060 0.0216 0.0688 0.1197 0.0239
21 4.3991 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2127 0.0323 0.0076 0.0068 0.0217 0.0685 0.1204 0.0252
31 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
41 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
51 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
61 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
71 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
81 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
91 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
101 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
111 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252

Tabela 4.5: Convergência do algoritmo EM considerando 10 graus de liberdade

Iter µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.3991 -0.0264 0.0402 0.3189 0.3253 0.2156 0.0361 0.0102 0.0012 0.0298 0.0849 0.1411 0.0244
11 4.3976 -0.0276 0.0465 0.3259 0.3291 0.2148 0.0332 0.0082 0.0054 0.0231 0.0716 0.1248 0.0252
21 4.3971 -0.0274 0.0460 0.3256 0.3285 0.2158 0.0334 0.0073 0.0067 0.0226 0.0699 0.1234 0.0269
31 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
41 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
51 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
61 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
71 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
81 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
91 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
101 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
111 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270

Tabela 4.6: Convergência do algoritmo EM considerando 100 graus de liberdade

Iter µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.3975 -0.0269 0.0388 0.3189 0.3229 0.2215 0.0375 0.0108 0.0011 0.0306 0.0867 0.1470 0.0264
11 4.3970 -0.0271 0.0398 0.3204 0.3237 0.2215 0.0356 0.0092 0.0044 0.0267 0.0795 0.1367 0.0271
21 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0356 0.0072 0.0071 0.0247 0.0748 0.1306 0.0299
31 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
41 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
51 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
61 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
71 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
81 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
91 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
101 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
111 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302

É também interessante notar que, à medida que ν vai se aproximando de infinito, as

estimativas de µx e dos v́ıcios aditivos α2, . . . , α6 vão convergindo cada vez mais rápido

em relação às estimativas de φx e φ1, . . . , φ6. Quando ν = 57779, a convergência de µx e

dos v́ıcios aditivos ocorre na primeira iteração.
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Tabela 4.7: Convergência do algoritmo EM considerando 10000 graus de liberdade

Iter µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0380 0.0109 0.0011 0.0308 0.0874 0.1487 0.0269
11 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0095 0.0042 0.0275 0.0812 0.1394 0.0274
21 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0360 0.0072 0.0073 0.0251 0.0759 0.1319 0.0304
31 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0069 0.0076 0.0249 0.0754 0.1313 0.0308
41 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0069 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
51 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
61 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
71 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
81 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
91 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
101 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
111 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309

Tabela 4.8: Convergência do algoritmo EM considerando 57779 graus de liberdade

Iter µx α2 α3 α4 α5 α6 φx φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

1 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0380 0.0109 0.0011 0.0308 0.0874 0.1487 0.0269
11 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0095 0.0042 0.0275 0.0813 0.1394 0.0274
21 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0360 0.0072 0.0073 0.0251 0.0759 0.1319 0.0304
31 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0069 0.0076 0.0249 0.0754 0.1313 0.0308
41 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
51 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
61 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
71 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
81 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
91 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
101 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
111 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309

4.2.2 Exemplo 2

Consideremos os seguintes dados apresentados em Grubbs (1948), que representa os

tempos de queima de fuśıveis (”fuse-burning time”), em segundos, que são reportados por

três observadores A, B e C. O tempo é medido através de três relógios elétricos que dis-

param automaticamente no ińıcio do processo, sendo cada um dos relógios acompanhado

por um observador. Estes três observadores acompanham o processo simultaneamente e

interrompem o relógio quando percebem que o fuśıvel queima.

As observações yij, com i = 1, 2, 3 e j = 1, · · · , 29 são apresentados na Tabela 4.9.

Como considerado em Lachos-Dávila (2002), vamos supor que o observador B é o mais

experiente, isto é, os dados referentes ao observador B serão considerados como os dados

provenientes do instrumento de referência. Sendo assim e sem perda de generalidade

consideremos α1 = 0.

Para ilustrar os resultados teóricos do caṕıtulo anterior, vamos supor um modelo de
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Tabela 4.9: Medidas de tempo de queima de fuśıveis, em segundos

Observação Observador A Observador B Observador C

1 10.10 10.07 10.07
2 9.98 9.90 9.90
3 9.89 9.85 9.86
4 9.79 9.71 9.70
5 9.67 9.65 9.65
6 9.89 9.83 9.83
7 9.82 9.75 9.79
8 9.59 9.56 9.59
9 9.76 9.68 9.72
10 9.93 9.89 9.92
11 9.62 9.61 9.64
12 10.24 10.23 10.24
13 9.84 9.83 9.86
14 9.62 9.58 9.63
15 9.60 9.60 9.65
16 9.74 9.73 9.74
17 10.32 10.32 10.34
18 9.86 9.86 9.86
19 9.65 9.64 9.65
20 9.50 9.49 9.50
21 9.56 9.56 9.55
22 9.54 9.53 9.54
23 9.89 9.89 9.88
24 9.53 9.52 9.51
25 9.52 9.52 9.53
26 9.44 9.43 9.45
27 9.67 9.67 9.67
28 9.77 9.76 9.78
29 9.86 9.84 9.86

Grubbs t-eĺıptico com p = 3 e n = 29. Este modelo tem uma vantagem em relação ao

modelo normal que é dada pela sua generalidade, isto é, podemos absorver uma ampla

classe de distribuições escolhendo apropriadamente os graus de liberdade, permitindo

o ajuste da curtose da distribuição. Contudo, esta vantagem tem um custo que é a

incorporação de um parâmetro adicional (ν), ou seja, temos mais um parâmetro para ser

estimado.

Este parâmetro pode ser fixado a priori; Lange et al. (1989) e Berkane et al. (1994)

recomendam ν = 4, ou estimado desde os dados. Ver, também, Taylor (1992).

Galea-Rojas (1996) apresenta uma equação que deve ser resolvida numericamente

dentro da etapa M do algoritmo EM para a obtenção do ν, caso ele não seja fixado a

priori. Entretanto isto faz com que a convergência do algoritmo seja mais lenta.

Alternativamente, como sugerido por Lange et al. (1989), uma estimativa de ν pode

ser obtida calculando o logaritmo da função de verossimilhança observada, ℓ(θ), sobre
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uma tabela de valores de ν, e escolher o valor que maximiza ℓ(θ).

Arellano (1995) apresenta um estimador consistente do tipo momentos quando ν > 4.

Este estimador é dado por

ν̂M = 4
ξn − 2

ξn − 4
,

em que ξn = 1
n

∑n
j=1[(Yj − Ȳ)⊤S−1

n (Yj − Ȳ)]2, Ȳ e Sn são o vetor de médias e matriz de

covariâncias amostrais, respectivamente.

Neste trabalho seguiremos Galea-Rojas (1996) utilizando a aproximação de Wilson-

Hilferty (Johnson e Kotz, 1970), isto é,

zj =

(
1 − 2

9ν

)
F

1/3
j −

(
1 − 2

9p

)

[(
2
9ν

)
F

2/3
j −

(
2
9p

)]1/2
, (4.2)

j = 1, · · · , n, tem aproximadamente uma distribuição normal padrão se Fj tem uma

distribuição F com p e ν graus de liberdade. De fato, sabemos que (ver Apêndice B) se

d2
j = (Yj−µ)⊤Σ−1(Yj−µ) e Yj como em (2.13), então d2

j/p tem distribuição F com p e ν

graus de liberdade com j = 1, · · · , n. Ademais, Fj = d̂2
j/p tem assintoticamente a mesma

distribuição F , em que d̂2
j = dj(θ̂, ν̂), j = 1, · · · , n. Assim, um teste de normalidade encon-

trado em vários pacotes estat́ısticos, das distâncias transformadas zj, j = 1, · · · , n, pode

ser usado para avaliar o ajuste da distribuição t multivariada. Contudo, exemplificaremos,

também, alguns dos outros métodos acima com a finalidade de compará-los.

A Tabela 4.10 mostra as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do

modelo de Grubbs t-Student, para diferentes graus de liberdade (ν = 1, 4, 4.7464, 5, 10, 50, 100

e ∞, sendo este último equivalente ao caso normal).

As estimativas da Tabela 4.10 são obtidos via algoritmo EM e os estimadores do tipo

momentos apresentados na Seção 2.8 são utilizados como valores iniciais.

Prosseguindo a análise utilizando a aproximação de Wilson-Hilferty, temos conforme

a Figura 4.2.2, que não existem evidências para a rejeição da hipótese de normalidade

em todos os casos, ou seja, esta análise justificaria a escolha do modelo normal. Entre-

tanto, note que quando se considera o modelo t-Student com poucos graus de liberdade,

as evidências para se rejeitar a hipótese de normalidade são muito menores. Isso su-

gere, portanto, que o modelo que melhor se ajusta a estes dados é o modelo de Grubbs

t-Student com 3 graus de liberdade conforme mostra a Tabela 4.11. No entanto, a litera-

tura recomenda considerar, sempre que posśıvel, distribuições que tenham ν > 4, isto é,
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Tabela 4.10: Estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de
Grubbs

Parâmetro Normal t(1) t(4) t(4,7464) t(5) t(10) t(50) t(100)

µx 9,7414 9,7019 9,7148 9,7173 9,7180 9,7271 9,7380 9,7397
α2 0,0238 0,0187 0,0196 0,0200 0,0201 0,0216 0,0233 0,0235
α3 0,0141 0,0138 0,0137 0,0137 0,0137 0,0139 0,0141 0,0141
φx 0,0434 0,0514 0,0355 0,0357 0,0358 0,0379 0,0419 0,0426
φ1 0,0001 0,0007 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001
φ2 0,0006 0,0009 0,0004 0,0004 0,0004 0,0005 0,0006 0,0006
φ3 0,0002 0,0007 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002

distribuições com o quarto momento finito, o que não ocorre com a t-Student com 3 graus

de liberdade. Além disso, supondo que ν > 4, temos que a estimativa do tipo momentos

proposto por Arellano (1994) é ν̂M = 4, 7464. Portanto, utilizaremos esta estimativa em

nossa análise.

Gostaŕıamos de ressaltar aqui que não se encontra na literatura uma regra clássica

para se estimar os graus de liberdade, de modo que os métodos apresentados acima são

apenas sugestões.
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−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0.01 

0.02 

0.05 

0.10 

0.25 

0.50 

0.75 

0.90 

0.95 

0.98 

0.99 

p−valor = 0,560

t(
5
0
)

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0.01 

0.02 

0.05 

0.10 

0.25 

0.50 

0.75 

0.90 

0.95 

0.98 

0.99 

p−valor = 0,509

t(
1
0
0
)

Figura 4.1: Teste de Normalidade para a Aproximação de Wilson-Hilferty

Tabela 4.11: Teste de Normalidade para a Aproximação de Wilson-Hilferty

Graus de Liberdade 1 2 3 4 4,7464
p-valor 0,856 0,821 0,865 0,861 0,848

Graus de Liberdade 6 7 8 9 10
p-valor 0,808 0,781 0,764 0,756 0,747

Antes de prosseguir com nosso exemplo, ilustraremos o seguinte fato: ao utilizarmos

a sugestão de Lange et al. (1989), ou seja , fazer uma tabela com diferentes graus de

liberdade e valores da log-verossimilhança para seus respectivos EMV, podemos notar

que o método não consegue detectar as evidências a favor do modelo t, pois os valores de

ℓ(θ) aumentam conforme vai aumentando os graus de liberdade, indicando assim, que o

modelo normal é o mais adequado. Veja Tabela 4.12.

Contudo, para mostrar a sensibilidade do algoritmo sob observações extremas, as três

medições correspondentes ao fuźıvel número 1 foram substitúıdas pelo valor at́ıpico 20. A

Tabela 4.13 mostra agora que uma estimativa dos graus de liberdade seria ν̂ = 3.

Podemos notar ainda, através da Tabela 4.14, que as estimativas para o φx são bem

diferentes, isto é, no modelo normal esta estimativa é muito maior comparada a da Tabela

4.10, ao contrário do modelo t-Student com 3 graus de liberdade.

Considerando novamente o conjunto de dados da Tabela 4.1, continuaremos nossa
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Tabela 4.12: Graus de liberdade × log-verossimilhança

ν 1 2 3 4 5

ℓ(θ̂) 121.8933 136.2572 140.4599 142.2504 143.1885

ν 7 10 15 30 100

ℓ(θ̂) 144.1121 144.6903 145.0712 145.3984 145.5992

ν 1000 10000 50000 100000 1000000

ℓ(θ̂) 145.6621 145.6668 145.6672 145.6673 145.6673

Tabela 4.13: Graus de liberdade × log-verossimilhança para dados pertubados

ν 1 2 3 4 5 6 7

ℓ(θ̂) 109,7052 121,2791 122,8023 122,0690 120,6213 111,7147 83,8389

Tabela 4.14: Estimativas de máxima verossimilhança para os dados pertubados

Parâmetro Normal t(3)

µx 10,0837 9,7012
α2 0,0228 0,0184
α3 0,0141 0,0140
φx 3,5469 0,0432
φ1 0,0001 0,0002
φ2 0,0006 0,0004
φ3 0,0002 0,0002

análise assumindo o modelo t-Student com 4,7464 graus de liberdade e EMV dados pela

Tabela 4.10.

Segue, do Teorema 2.2, que a matriz de informação esperada de Fisher é dada por

KF (θ̂) =

(
K̂L 0

0 K̂E

)
,
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em que

K̂L = 103 ×




0, 0222 0, 0038 0, 0084

0, 0038 1, 4725 −0, 6673

0, 0084 −0, 6673 2, 4173




e

K̂E = 106 ×




0, 0003 −0, 0045 −0, 0026 −0, 0043

−0, 0045 3, 5714 0, 0987 1, 4072

−0, 0026 0, 0987 1, 1880 −0, 0090

−0, 0043 1, 4072 −0, 0090 3, 2016


 .

Para calcular as estat́ısticas de Escore e Razão de Verossimilhanças será necessário

calcular os EMV sob as hipóteses nulas H01, H02 e H03. Assim, dos resultados da Seção

2.5, segue que: sob H01, as estimativas das componentes de θ = (µx, φx, φ)⊤ são

µ̃x = 9, 7224, φ̃x = 0, 0361 e φ̃ = 0, 0004.

Sob H02, as estimativas das componentes de θ = (µx, φx, φ1, φ2, φ3)
⊤ são

µ̃x = 9, 7243, φ̃x = 0, 0358, φ̃1 = 0, 0004, φ̃2 = 0, 0005 e φ̃3 = 0, 0002.

Finalmente, sob H03, as estimativas das componentes de θ = (µx, α2, α3, φx, φ)⊤ são

µ̃x = 9, 7146, α̃2 = 0, 0193, α̃3 = 0, 0138, φ̃x = 0, 0360 e φ̃ = 0, 0003.

Usando estes resultados e as estat́ısticas de Wald (W ), Escore (E) e Razão de Ve-

rossimilhanças (Q) dadas na Seção 2.6, podemos testar hipóteses de interesse H01, H02 e

H03 definidas no Caṕıtulo 1. Assim, de acordo com a Tabela 4.15 e: 4 graus de liberdade

para testar H01; 2 graus de liberdade para H02; 2 graus de liberdade para testar H03,

as hipóteses H01 e H02 são rejeitadas a um ńıvel de significância de 5% sob o modelo

t-Student. Entretanto, para o mesmo ńıvel de significância, não há evidências para se

rejeitar H03. Portanto, podemos concluir que os instrumentos ( relógio-observador ) são

viciados, isto é, medem o tempo de queima dos fuźıveis com v́ıcio, contudo não podemos

concluir que eles não são igualmente precisos.

Se considerarmos o modelo normal, isto é, ν → ∞, então teremos que, para todas as

estat́ısticas, todas as hipóteses nulas serão rejeitadas com 5% de significância. Os valores

das estat́ısticas de Wald, Escore e Razão de Verossimilhança para este modelo também

estão na Tabela 4.15.
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Tabela 4.15: Estat́ısticas de Wald, Escore e Razão de Verossimilhanças para os modelos
normal e t(4,7464)

Normal t(4,7464)

W E Q W E Q
H01 44,7483 25,5374 32,2895 21,6473 21,9626 25,4330
H02 38,2356 16,4022 24,3051 19,6295 20,7828 22,2688
H03 6,5127 8,6791 10,0375 2,0178 3,7608 4,3981

Finalmente, na Tabela 4.16, apresentamos as estimativas das confiabilidades definidas

em (1.10), para os modelos normal e t-Student, com 4,7464 graus de liberdade.

Tabela 4.16: Estimativas das confiabilidades

Normal t(4.7464)

ρ̂1 0,9986 0,9952
ρ̂2 0,9860 0,9876
ρ̂3 0,9946 0,9943

Observe que os valores da Tabela 4.16, indicam que a proporção da variação observada

”explicada”por instrumentos são muito próximas para os dois modelos, contudo o modelo

normal rejeita a hipótese de igualdade das variâncias dos instrumentos que, de acordo

com (1.11), é equivalente a igualdade das confiabilidades.
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4.3 Estudo de Simulação dos Testes de Wald, Escore

e Razão de Verossimilhanças

Nesta seção apresentamos um pequeno estudo de simulação, no qual o poder e o

tamanho dos três testes (Wald, Escore e Razão de Verossimilhanças ) para a hipótese H01

de igualdade de variâncias e v́ıcios são considerados. Neste estudo utilizamos diferentes

graus de liberdade e dois números de instrumentos diferentes: p = 3 e p = 5.

Para cada estimação Monte Carlo do poder dos testes foram geradas 1000 amostras

de acordo com o modelo (2.12)-(2.13), com tamanhos n = 25, 50, 100 e 200, considerando

Ha1: α2 = 0, α3 = 0.5, φ1 = φ2 = 1 e φ3 = 1.5 para p = 3 e Ha1 : α2 = α3 = α4 = 0, α5 =

0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1 e φ5 = 1.5 para p = 5 como hipóteses alternativas. Nas Tabelas

4.17-4.26 apresentamos o poder dos testes estimado, em porcentagen, correspondente ao

ńıvel nominal de 5%. Em todos os casos a caracteŕıstica de interesse xj, j = 1, · · · , n, foi

gerada conforme a distribuição dos erros, com φx = 0.01, 0.25, 1 e 2.

Sob o critério de poder do teste, podemos notar nas Tabelas 4.17-4.22 que para valores

pequenos de ν e φx, entre os valores testados, o teste de Escore apresenta taxas de rejeição

maiores que os testes de Wald e Razão de Verossimilhanças. Para graus de liberdade

pequenos e φx = 1 ou φx = 2, as estat́ısticas de Escore e Razão de Verossimilhanças

apresentam valores mais altos para os poderes estimados, sendo que a ordem delas se

altera para diferentes tamanhos de amostra.

Tabela 4.17: Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
0, α3 = 0.5, φ1 = φ2 = 1, φ3 = 1.5 e ν = 4

ν = 4 e p = 3
xj t(10, 0.01; 4) t(10, 0.25; 4) t(10, 1; 4) t(10, 2; 4)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 17.6 52.5 24.8 9.1 32.0 21.2 4.1 16.0 17.6 3.8 10.5 14.0
50 25.9 92.6 43.1 15.4 61.2 38.2 11.8 30.3 32.6 8.1 23.7 26.5
100 48.7 98.9 68.9 39.4 73.5 66.2 28.5 61.6 56.5 21.7 51.4 52.7
200 86.9 100 91.9 80.8 81.9 92.6 67.1 92.7 87.4 56.7 85.1 83.3
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Tabela 4.18: Poder estimado dos três testes para p = 5 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν = 4

ν = 4 e p = 5
xj t(10, 0.01; 4) t(10, 0.25; 4) t(10, 1; 4) t(10, 2; 4)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 22.8 30.9 19.4 13.4 23.8 21.0 7.0 14.7 16.9 6.5 16.6 18.5
50 29.7 59.5 37.1 18.3 46.8 35.7 16.3 35.3 35.8 14.6 32.0 31.9
100 48.5 92.1 62.5 43.0 76.2 65.8 37.5 63.8 63.1 35.7 64.3 63.7
200 87.3 100 93.0 85.1 87.3 93.2 81.0 94.0 93.3 81.1 94.1 93.2

Tabela 4.19: Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
0, α3 = 0.5, φ1 = φ2 = 1, φ3 = 1.5 e ν = 6

ν = 6 e p = 3
xj t(10, 0.01; 6) t(10, 0.25; 6) t(10, 1; 6) t(10, 2; 6)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 23.0 46.9 29.8 15.7 31.6 26.7 11.3 19.4 22.7 9.5 15.2 19.4
50 39.7 80.4 49.3 32.2 62.3 46.6 23.8 39.4 42.1 18.2 32.0 35.3
100 71.6 99.4 77.9 64.0 92.4 77.5 49.8 67.8 69.1 46.7 67.7 69.7
200 97.5 99.8 93.2 94.1 99.3 97.6 89.6 96.9 95.9 87.0 95.6 95.9

Tabela 4.20: Poder estimado dos três testes para p = 5 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν = 6

ν = 6 e p = 5
xj t(10, 0.01; 6) t(10, 0.25; 6) t(10, 1; 6) t(10, 2; 6)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 27.5 32.4 24.1 17.4 28.5 25.8 13.7 23.4 24.8 11.5 19.7 23.0
50 37.5 59.8 40.7 28.9 51.1 45.0 22.8 40.2 39.8 24.9 40.5 42.0
100 66.3 91.6 74.9 62.9 85.8 77.4 55.7 75.6 74.0 55.8 74.1 74.3
200 96.0 99.9 97.7 92.6 98.4 98.4 93.3 97.8 97.4 92.7 97.7 97.5

Nas Tabelas 4.23-4.26, notamos que o teste de Escore quase sempre apresenta um

poder maior que os demais testes. Deste modo, podemos concluir sob o critério de poder
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Tabela 4.21: Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
0, α3 = 0.5, φ1 = φ2 = 1, φ3 = 1.5 e ν = 10

ν = 10 e p = 3
xj t(10, 0.01; 10) t(10, 0.25; 10) t(10, 1; 10) t(10, 2; 10)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 43.0 49.5 36.2 27.8 34.7 32.4 17.4 21.4 26.4 14.5 19.6 24.8
50 67.2 80.8 54.4 45.1 59.5 53.7 36.4 45.5 48.0 33.7 41.9 46.2
100 88.5 98.5 67.4 78.8 92.0 83.7 69.4 77.1 79.9 67.3 76.9 78.2
200 99.3 99.8 76.3 98.2 99.9 98.9 96.5 98.1 98.1 96.3 98.2 98.6

Tabela 4.22: Poder estimado dos três testes para p = 5 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν = 10

ν = 10 e p = 5
xj t(10, 0.01; 10) t(10, 0.25; 10) t(10, 1; 10) t(10, 2; 10)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 34.4 35.7 29.6 22.8 30.2 29.5 19.0 25.1 27.4 18.4 23.4 24.9
50 47.9 65.5 51.6 36.2 56.8 52.3 33.0 50.6 48.9 35.4 49.8 48.8
100 80.8 94.9 87.6 72.7 87.6 82.5 73.6 85.3 84.1 68.8 82.7 81.9
200 98.7 99.7 99.4 98.9 99.8 99.7 97.1 99.4 99.0 97.9 99.3 99.2

do teste, que a estat́ıstica de Escore é recomendável para modelos com graus de liberdade

não tão pequenos. Nenhuma diferença é notada nos resultados quando variamos o número

de instrumentos.

Ainda das Tabelas 4.23-4.26, podemos observar que para grandes valores de ν e valores

moderados de n as estat́ısticas satisfazem a desigualdade

E > Q > W.

Sob normalidade, resultados semelhantes são encontrados em Lachos-Dávila (2002).

É interessante notar ainda que, em todos os casos, o poder estimado diminui quando

se aumenta φx.

No estudo do tamanho dos testes, 1000 amostras independentes foram geradas de

acordo com o modelo (2.12)-(2.13), para os casos p = 3 e p = 5 considerando, respecti-
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Tabela 4.23: Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
0, α3 = 0.5, φ1 = φ2 = 1, φ3 = 1.5 e ν = 100

ν = 100 e p = 3
xj t(10, 0.01; 100) t(10, 0.25; 100) t(10, 1; 100) t(10, 2; 100)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 54.2 69.9 70.4 34.6 42.9 45.3 34.4 31.4 36.8 32.2 29.1 33.4
50 71.5 85.7 84.7 60.7 67.0 66.5 60.9 64.4 64.3 56.9 62.7 62.2
100 93.2 97.9 97.1 91.8 93.3 93.0 89.5 91.9 91.9 87.3 89.7 89.6
200 99.9 100 100 99.9 99.9 99.9 99.7 99.7 99.7 99.6 99.8 99.7

Tabela 4.24: Poder estimado dos três testes para p = 5 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν = 100

ν = 100 e p = 5
xj t(10, 0.01; 100) t(10, 0.25; 100) t(10, 1; 100) t(10, 2; 100)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 34.6 46.3 46.0 31.3 37.2 36.7 34.2 36.7 37.2 27.4 32.1 31.3
50 56.9 71.9 69.1 57.4 69.3 65.5 56.3 66.4 63.2 54.8 66.9 62.2
100 91.1 95.2 94.4 89.7 94.4 92.8 88.4 94.1 92.3 89.1 94.4 93.0
200 99.9 100 100 99.9 100 100 99.9 99.9 99.9 99.9 99.9 99.9

Tabela 4.25: Poder estimado dos três testes para p = 3 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
0, α3 = 0.5, φ1 = φ2 = 1, φ3 = 1.5 e ν → ∞

Modelo Normal e p = 3
xj N(10, 0.01) N(10, 0.25) N(10, 1) N(10, 2)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 37.2 70.0 71.3 34.0 43.7 46.5 34.3 32.0 34.8 33.8 31.5 33.8
50 65.5 86.1 85.5 63.2 68.6 68.4 61.1 64.0 64.3 61.5 62.6 63.4
100 91.9 96.1 96.0 90.7 92.8 92.3 91.1 92.3 92.4 89.1 91.2 91.0
200 99.9 100 100 99.9 99.9 99.9 99.7 99.8 99.7 99.8 99.8 99.8

vamente, α2 = α3 = 0, φ1 = φ2 = φ3 = 1 e α2 = · · · = α5 = 0, φ1 = · · · = φ5 = 1.

Tamanhos de amostras n = 25, 35, 50 e 100 foram considerados em ambos os casos.
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Tabela 4.26: Poder estimado dos três testes para p = 5 e hipótese alternativa Ha1 : α2 =
α3 = α4 = 0, α5 = 0.5, φ1 = · · · = φ4 = 1, φ5 = 1.5 e ν → ∞

Modelo Normal e p = 5
xj N(10, 0.01) N(10, 0.25) N(10, 1) N(10, 2)
n W E Q W E Q W E Q W E Q

25 32.4 70.0 69.0 34.2 37.9 37.7 32.0 36.7 35.1 35.7 39.1 38.4
50 61.1 85.7 82.7 57.0 68.2 65.2 55.5 67.5 63.6 58.5 69.8 65.9
100 92.8 98.3 97.8 91.1 95.5 94.5 89.2 93.9 91.8 90.2 94.4 93.4
200 100 100 100 99.9 100 99.9 99.7 99.8 99.8 99.9 99.9 99.9

Nas Tabelas 4.27-4.29 apresentamos os tamanhos estimados, em porcentagens, cor-

respondente ao ńıvel nominal de 5%. Em todos os casos a caracteŕıstica de interesse

xj, j = 1, · · · , n, foi gerada conforme a distribuição dos erros, com φx = 0.25 e 1.

Para ν = 10, podemos ver na Tabela 4.27, que a estat́ıstica de Razão de Verossimi-

lhanças apresenta um tamanho mais próximo do ńıvel nominal. Para graus de liberdade

menores que dez, nossos estudos revelaram que a estat́ıstica da Razão de Verossimi-

lhanças apresenta um bom comportamento em termos do tamanho do teste. Contudo,

as estat́ısticas de Wald e Escore apresentaram uma certa instabilidade, a qual motivará

futuros trabalhos.

Tabela 4.27: Tamanho dos testes de Wald (W), Escore (E) e Razão de Verossimilhanças
(Q) com ńıvel nominal de 5% e 10 graus de liberdade

ν = 10
Tamanho da amostra p = 3 p = 5

xj n W E Q W E Q

25 9.0 8.8 9.6 7.7 4.1 5.9
t(10, 0.25; 10) 35 7.2 7.2 7.4 5.8 5.4 5.9

50 5.4 8.0 6.9 5.0 6.0 6.3
100 4.5 9.2 6.2 5.5 8.0 5.7

25 3.1 4.8 6.7 5.6 4.5 7.6
t(10, 1.0; 10) 35 2.9 3.8 5.8 4.0 5.1 6.2

50 1.9 4.0 5.2 3.1 3.3 4.6
100 2.7 4.3 6.2 3.8 3.2 4.6
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Nas Tabelas 4.28-4.29 referindo-se respectivamente a ν = 100 e ν → ∞, temos que

em ambos os casos os testes de Wald e Razão de Verossimilhanças são anticonservativos,

o que leva a concluir que o teste de Escore é melhor no contexto de minimizar o erro tipo

I.

Tabela 4.28: Tamanho dos testes de Wald (W), Escore (E) e Razão de Verossimilhanças
(Q) com ńıvel nominal de 5% e 100 graus de liberdade

ν = 100
Tamanho da amostra p = 3 p = 5

xj n W E Q W E Q

25 8.2 10.5 12.8 8.1 5.0 7.4
t(10, 0.25; 100) 35 6.1 7.5 8.4 7.0 5.2 5.8

50 7.0 7.3 7.9 7.8 4.9 7.1
100 5.5 4.8 5.4 5.8 3.9 4.8

25 8.1 4.3 7.7 11.6 5.3 8.3
t(10, 1.0; 100) 35 5.9 3.2 6.0 7.2 4.3 5.8

50 5.1 3.9 5.3 6.4 4.0 5.6
100 5.6 4.6 5.2 5.9 5.2 5.2

Tabela 4.29: Tamanho dos testes de Wald (W), Escore (E) e Razão de Verossimilhanças
(Q) com ńıvel nominal de 5% e ν → ∞ (Modelo Normal)

Modelo Normal
Tamanho da amostra p = 3 p = 5

xj n W E Q W E Q

25 5.1 9.6 11.1 8.5 6.4 8.1
N(10, 0.25) 35 6.6 8.0 9.2 8.7 5.4 6.9

50 6.4 6.2 7.2 6.3 5.1 6.3
100 4.2 3.4 3.9 6.4 5.6 6.3

25 7.1 4.0 6.5 9.4 4.8 6.3
N(10, 1.0) 35 7.2 5.6 6.8 7.0 3.9 4.9

50 6.2 4.0 5.8 7.6 4.7 5.5
100 6.0 4.0 5.3 6.2 4.5 5.1

Em todos os casos não parece haver mudança significativa dos testes com o aumento

do número de instrumentos.
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As Figuras 4.2-4.3 apresentam uma comparação das frequências acumuladas estima-

das dos três testes estat́ısticos, sob H01 e ν = 10, com as frequências acumuladas teóricas

das correspondentes distribuições limites das estat́ıticas de Wald, Escore e Razão de Ve-

rossimilhança, isto é X 2
4 . Observe que mesmo para amostra de tamanhos pequenos as

distribuições emṕıricas e teóricas tem formas bem parecidas.
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Figura 4.2: Distribuição emṕırica e teórica (X 2
4 ) das estatisticas de Wald, Escore e Razão

de Verossimilhanças para n = 25
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Figura 4.3: Distribuição emṕırica e teórica (X 2
4 ) das estatisticas de Wald, Escore e Razão

de Verossimilhanças para n = 50
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4.4 Estudo de Simulação do Modelo com Ponto de

Mudança

Nesta seção apresentamos como exemplos um estudo de simulação do modelo de

Grubbs com ponto de mudança definido na Seção 3.1 considerando dois instrumentos de

medição, isto é, p = 2.

Exemplo 4.1. Um estudo de simulação considerando µ1 6= µ2

Neste exemplo foram geradas 1000 replicações de observações de diferentes tamanhos

de amostra. Todas as variáveis envolvidas no modelo foram geradas a partir do seguinte

experimento:

1. para cada um dos tamanhos de amostra, n = 25, 50, 100, fixar os valores de ponto

de mudança λ0 = 0.1, 0.5, 0.8, obtendo diferentes valores de k0 = [nλ0];

2. gerar valores x1, · · · , xk0 de x ∼ N(µ1, φx);

3. gerar valores xk0+1, · · · , xn de x ∼ N(µ2, φx);

4. gerar os erros de medição para cada k0 considerado em (1), ou seja, gerar três

conjuntos de valores ei1, · · · , eik0 , ei(k0+1), · · · , ein de ei ∼ N(0, φi), i = 1, 2;

5. calcular os dados observados a partir de:

(
Y1j

Y2j

)
=

(
xj + e1j

α2 + xj + e2j

)
, j = 1, · · · , k0

e (
Y1j

Y2j

)
=

(
xj + e1j

α2 + xj + e2j

)
, j = k0 + 1, · · · , n.

Os parâmetros usados para gerar as observações foram os seguintes:

µ1 = 15, µ2 = 25, α2 = 2, φ1 = φ2 = 5

e dois valores para φx : 4 e 9.
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O objetivo principal é estimar os parâmetros do modelo e calcular a partir destas

estimativas o desvio padrão emṕırico e o erro quadrático médio emṕırico.

Temos:

i. θ̂tl a estimativa do componente t do vetor de parâmetros da amostra l, calculada se-

gundo as expressões da Subseção 3.3;

ii. EQM(θ̂t) é o erro quadrático médio emṕırico da estimativa de θ̂t calculado como

EQM(θ̂t) =
1

m

m∑

l=1

(θ̂tl − θt)
2,

em que m é o número de amostras geradas.

Uma vez obtida a matriz de dados observados em cada amostra, calculamos a es-

tat́ıstica do teste T 2, conforme expressão dada em (3.18), para todos os posśıveis valores

de k com o objetivo de calcular o maxλT
2
λ . Este valor foi muito alto em todas as réplicas,

portanto em todas as amostras rejeitamos H0. A tabela contendo os valores cŕıticos para

este teste pode ser encontrada em Wang e Wang (1994).

Para que os valores dos desvios padrões (DP) e dos erros quadráticos médios emṕıricos

das estimativas sejam comparáveis, obtivemos a raiz quadrada dos erros quadráticos

médios (RQME).

Das Tabelas 4.30-4.35, podemos concluir que o estimador λ̂ do ponto de mudança

é muito próximo do verdadeiro valor em todos os casos. Não há mudança significativa

das estimativas quando se muda os pontos de mudança, entretanto, há um aumento

nos desvios padrões e nos erros quadráticos médios com um aumneto em φx. Perceba

também, que os desvios padrões e os erros quadráticos médios diminuem com o aumento

do tamanho das amostras.



4.4 Estudo de Simulação do Modelo com Ponto de Mudança 90

Tabela 4.30: Média, desvio padrão e raiz do erro quadrático médio emṕırico das estima-
tivas considerando n = 25 e φx = 4

n = 25, φx = 4
λ = 0.1 λ = 0.5 λ = 0.8

Média DP REQM Média DP REQM Média DP REQM

λ̂ 0.1264 0.0739 0.0785 0.5182 0.0153 0.0237 0.7621 0.1140 0.1201
µ̂1 14.9927 1.9288 1.9278 14.9629 0.8442 0.8446 14.9462 0.8945 0.8957
µ̂2 25.0079 0.6796 0.6793 25.0200 0.8973 0.8970 24.4364 2.1321 2.2043
α̂2 1.9999 0.9857 0.9852 2.0087 0.6699 0.6696 1.9598 0.8710 0.8715

φ̂x 3.7224 1.8948 1.9141 3.7991 2.0007 2.0098 4.4363 3.3656 3.3921

φ̂1 4.5499 2.0755 2.1227 4.5940 2.1342 2.1714 4.4434 2.0975 2.1691

φ̂2 4.6669 2.0658 2.0915 4.5456 2.0992 2.1468 4.6223 2.2284 2.2591

Tabela 4.31: Média, desvio padrão e raiz do erro quadrático médio emṕırico das estima-
tivas considerando n = 50 e φx = 4

n = 50, φx = 4
λ = 0.1 λ = 0.5 λ = 0.8

Média DP REQM Média DP REQM Média DP REQM

λ̂ 0.1003 0.0071 0.0071 0.4998 0.0057 0.0057 0.7987 0.0064 0.0065
µ̂1 15.0131 1.3614 1.3607 14.9764 0.5957 0.5959 15.0030 0.4729 0.4727
µ̂2 25.0297 0.4426 0.4434 25.0046 0.6106 0.6103 25.0118 0.9799 0.9795
α̂2 1.9760 0.7561 0.7561 1.9909 0.4608 0.4606 2.0325 0.5724 0.5730

φ̂x 3.8370 1.4024 1.4111 3.7735 1.3914 1.4090 3.8245 1.4143 1.4245

φ̂1 4.7508 1.5241 1.5436 4.7603 1.5147 1.5328 4.7488 1.5294 1.5492

φ̂2 4.7468 1.4944 1.5149 4.8349 1.4976 1.5060 4.8670 1.4795 1.4848

Exemplo 4.2. Um estudo de simulação considerando µ1 ≃ µ2

Agora, geramos observações para o caso em que as médias são muito parecidas, de

onde conclúımos que o teste não detecta mudança.

Deste modo, consideramos λ = 0.5, µ1 = 15, µ2 = 16 e φx = 4 mantendo os valores

restantes iguais aos do exemplo anterior. Tomamos n = 40, de modo que k = [nλ] e
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Tabela 4.32: Média, desvio padrão e raiz do erro quadrático médio emṕırico das estima-
tivas considerando n = 100 e φx = 4

n = 100, φx = 4
λ = 0.1 λ = 0.5 λ = 0.8

Média DP REQM Média DP REQM Média DP REQM

λ̂ 0.1002 0.0033 0.0033 0.5000 0.0026 0.0026 0.7995 0.0033 0.0034
µ̂1 14.9859 0.9644 0.9640 14.9965 0.4120 0.4118 14.9943 0.3381 0.3380
µ̂2 25.0118 0.3179 0.3180 24.9740 0.4383 0.4388 24.9800 0.7009 0.7008
α̂2 2.0139 0.5347 0.5347 2.0113 0.3060 0.3060 1.9915 0.4119 0.4118

φ̂x 3.9551 0.9370 0.9376 3.9090 0.9691 0.9729 3.8858 0.9744 0.9806

φ̂1 4.8455 1.0470 1.0578 4.9065 1.0717 1.0753 4.9124 1.0713 1.0743

φ̂2 4.9112 1.0874 1.0905 4.8779 1.0294 1.0361 4.8687 1.0377 1.0454

Tabela 4.33: Média, desvio padrão e raiz do erro quadrático médio emṕırico das estima-
tivas considerando n = 25 e φx = 9

n = 25, φx = 9
λ = 0.1 λ = 0.5 λ = 0.8

Média DP REQM Média DP REQM Média DP REQM

λ̂ 0.1664 0.1819 0.1936 0.5130 0.0381 0.0402 0.7147 0.1820 0.2009
µ̂1 15.1659 3.0923 3.0952 14.9274 1.1163 1.1181 14.8222 1.3802 1.3910
µ̂2 24.9065 1.2029 1.2059 24.9018 1.1647 1.1682 23.8533 2.9835 3.1948
α̂2 1.9615 1.0560 1.0562 2.0049 0.6464 0.6461 1.9769 0.9921 0.9919

φ̂x 8.3242 3.4595 3.5232 8.4250 3.5537 3.5982 9.9754 5.1061 5.1959

φ̂1 4.6334 2.4674 2.4932 4.6885 2.5010 2.5191 4.3988 2.7218 2.7861

φ̂2 4.4381 2.4368 2.4995 4.4056 2.4879 2.5567 4.6267 2.6745 2.6991

n − k = 20, gerando assim os dados apresentados na Tabela 4.36:

Com os dados da Tabela 4.36 calculamos a estat́ıstica de Hotelling para todos os

posśıveis grupos com a finalidade de encontrar o máximo desta estat́ıstica. Os resultados

são apresentados na Tabela 4.37.
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Tabela 4.34: Média, desvio padrão e raiz do erro quadrático médio emṕırico das estima-
tivas considerando n = 50 e φx = 9

n = 50, φx = 9
λ = 0.1 λ = 0.5 λ = 0.8

Média DP REQM Média DP REQM Média DP REQM

λ̂ 0.1060 0.0639 0.0642 0.4995 0.0108 0.0108 0.7951 0.0166 0.0173
µ̂1 15.0682 1.8819 1.8822 14.9756 0.7413 0.7413 14.9534 0.5953 0.5968
µ̂2 24.9793 0.7113 0.7113 25.0158 0.7258 0.7256 24.9179 1.1766 1.1788
α̂2 1.9387 0.7518 0.7539 1.9851 0.4457 0.4457 2.0253 0.5649 0.5652

φ̂x 8.5821 2.3706 2.4060 8.5674 2.2398 2.2801 8.4945 2.2510 2.3060

φ̂1 4.7123 1.7705 1.7929 4.6883 1.7157 1.7430 4.7385 1.7230 1.7419

φ̂2 4.7702 1.8630 1.8762 4.8433 1.8006 1.8065 4.7755 1.7318 1.7454

Tabela 4.35: Média, desvio padrão e raiz do erro quadrático médio emṕırico das estima-
tivas considerando n = 100 e φx = 9

n = 100, φx = 9
λ = 0.1 λ = 0.5 λ = 0.8

Média DP REQM Média DP REQM Média DP REQM

λ̂ 0.1001 0.0060 0.0060 0.4996 0.0053 0.0053 0.7992 0.0056 0.0057
µ̂1 14.9382 1.2016 1.2025 14.9995 0.5351 0.5348 14.9802 0.4146 0.4149
µ̂2 24.9770 0.4113 0.4117 24.9942 0.5238 0.5236 25.0326 0.8674 0.8675
α̂2 2.0309 0.5404 0.5410 1.9987 0.3136 0.3134 1.9842 0.3783 0.3784

φ̂x 8.7692 1.5973 1.6131 8.7260 1.6570 1.6787 8.7081 1.6015 1.6270

φ̂1 4.9062 1.2307 1.2337 4.9058 1.2942 1.2970 4.9279 1.3105 1.3118

φ̂2 4.9240 1.2560 1.2577 4.9092 1.3063 1.3088 4.8773 1.3069 1.3120

Neste caso, maxλT
2
λ = 8.3872 com λ̂ = 0, 6, ou seja, k = 24. O valor da tabela dos

valores cŕıticos para este teste (veja Wang e Wang, 1994) é de 11,58 (n = 40, p = 2).

Portanto, não se rejeita H0.

Resultados similares aos obtidos nesta seção são encontrados em Alfaro (2000).
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Tabela 4.36: Variáveis respostas Yij

grupo 1 grupo 2
I1 I2 I1 I2

14.9238 19.7614 14.5896 14.8789
17.5910 17.5185 17.8829 16.8135
11.5592 16.4169 17.8092 20.5060
15.7707 15.3260 18.7433 16.1336
15.8643 18.9384 14.5119 20.1622
15.2081 9.7973 18.0883 21.4916
16.1743 17.0864 12.6101 18.8115
8.7665 15.0394 13.3343 18.9291
13.4711 13.1035 14.6912 16.9427
12.9388 13.4311 13.7980 18.8308
13.1629 14.4278 13.4464 21.2127
16.9084 19.1595 16.0546 16.4164
13.2855 13.3132 12.9080 16.6699
20.4463 21.7924 15.6199 20.9410
16.5529 14.7362 16.7750 17.6287
13.0156 13.0263 18.1323 29.0430
11.5221 18.1131 17.5232 20.7361
15.7606 22.4714 8.8580 13.4835
16.6382 18.4934 17.9505 20.5830
13.1441 16.6807 17.7670 20.5648
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Tabela 4.37: Valores de T 2

k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10
T 2 0.7280 0.1315 0.0531 0.1381 1.4631 1.9099 0.9807 2.0465 3.3005

k = 11 k = 12 k = 13 k = 14 k = 15 k = 16 k = 17 k = 18 k = 19
T 2 4.3830 3.3980 5.0942 3.7205 5.6768 7.7293 5.8297 3.2719 3.1542

k = 20 k = 21 k = 22 k = 23 k = 24 k = 25 k = 26 k = 27 k = 28
T 2 3.0488 4.1174 5.4088 4.9809 8.3872 6.3813 6.4671 4.4288 3.1490

k = 29 k = 30 k = 31 k = 32 k = 33 k = 34 k = 35 k = 36 k = 37
T 2 3.4036 2.5439 1.1497 1.9296 1.4947 1.1500 2.1268 3.3053 5.8458
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5 Considerações Finais

5.1 Conclusões

O modelo de Grubbs tem sido amplamente utilizado no problema de comparação de

instrumentos ou métodos de medição. Na literatura, vários autores exploram este mo-

delo, contudo, quase sempre é assumida a hipótese de normalidade das observações. Essa

suposição comprometeria uma análise estat́ıstica caso os dados fossem provenientes de

distribuições com caudas mais pesadas ou mais leves que a cauda da distribuição normal.

Isto sugere a necessidade de considerar uma análise estat́ıstica sobre uma nova classe de

distribuições. Neste trabalho, consideramos um estudo de inferência no modelo t-Student,

apresentando algumas extensões para os modelos Eĺıpticos. Sob estes modelos, obtivemos

alguns resultados originais como: as matrizes de informação de Fisher observadas e es-

peradas para os modelos eĺıpticos dependente e independente, com especial atenção nas

distribuições normal e t-Student; estimadores de máxima verossimilhança, via algoritmo

EM, para o modelo t-Student com e sem restrição; propriedades assintóticas dos estima-

dores obtidos pelo método dos momentos e as estat́ısticas de Wald, Escore e Razão de

Verossimilhanças para testar as hipóteses H01, H02 e H03.

Seguindo o trabalho de Alfaro (2000), propusemos o modelo de Grubbs com ponto de

mudança; apresentamos o teste de Razão de Verossimilhanças para detectar a existência

e posição da mudança; sob a existência da mudança, apresentamos estimadores do tipo

momentos para os parâmetros do modelo e avaliamos estes estimadores através de um

pequeno estudo de simulação, a partir do qual, podemos concluir que os estimadores

produzem estimativas bem próximas dos verdadeiros parâmetros do modelo.

Finalmente, com respeito ao estudo de simulação desenvolvido na Seção 4.3, recomen-

damos o teste de Escore para os modelos com valores grandes dos graus de liberdade e o
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teste de Razão de Verossimilhanças para os modelos com graus de liberdade pequenos.

5.2 Pesquisa Futura

Neste trabalho, foi considerado o modelo de Grubbs estrutural eĺıptico. Considerando

alguns resultados de Arellano et al. (1996), pode-se fazer um estudo assintótico, sob o mo-

delo de Grubbs funcional e/ou ultraestrutural, considerando os estimadores obtidos pelo

método dos momentos que são função da média amostral Y, e da matriz de covariâncias

amostrais Sn definidas na Seção 2.7.

Para efeito de aplicação, temos considerado a distribuição t-Student, em que as esti-

mativas dos parâmetros é obtido via algoritmo EM, em particular no modelo normal. Em

geral, sob qualquer distribuição eĺıptica, a estimativa dos parâmetros é mais complexa.

Uma forma de obtê-las é utilizar o algoritmo de Newton-Raphson e/ou Escore, usando a

matriz de informação observada quando a matriz de informação esperada não é de fácil

obtenção, por exemplo, sob a distribuição Exponencial-Potência.

Sob o modelo com ponto de mudança, gostaŕıamos de completar nosso estudo do

comportamento assintótico dos parâmetros, obtendo as propriedades de φ̂i, i = 1, · · · , p,

pois no modelo de Grubbs a qualidade dos intrumentos é avaliada em termos dos αi’s e

φi’s, de forma que o estimador do primeiro já foi estudado.
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APÊNDICE A -- Distribuições Eĺıpticas

A.1 Definições e exemplos

Neste apêndice apresentamos definições e principais propriedades das distribuições

eĺıpticas juntamente com alguns exemplos ilustrativos. A classe de distribuições eĺıpticas

tem sido estudada por vários autores. Veja por exemplo, Kelker (1970), Muirhead (1980,

1982), Fang et al. (1990), Fang e Zhang (1990), Fang e Anderson (1990) e Arellano (1994).

As distribuições eĺıpticas podem ser definidas de várias formas. Nós começamos de-

finindo as distribuições esféricas e então estendemos a definição para as distribuições

eĺıpticas.

Definição 1. O vetor aleatório X(n× 1) é dito ter uma distribuição esférica (n-variada)

se para cada matriz Γ(n × n) ortogonal, temos que

X
d
= ΓX, (A.1)

onde X
d
= Y indica que X e Y têm mesma distribuição.

De (A.1) temos que um vetor aleatório X(n×1) tem distribuição esférica se, e somente

se, a função caracteŕıstica de X, ψX(t) = E(eit⊤X), t ∈ R
n é da forma

ψX(t) = φ(t⊤t), (A.2)

para alguma função φ, com φ(u) ∈ R, u ≥ 0. Segue também de (A.1) que se X tem

densidade, ela é da forma

pX(x) = f(x⊤x),x ∈ R
n, (A.3)
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para alguma função f , com f(u) ≥ 0, u ≥ 0.

Exemplo A.1. Seja X ∼ Nn(0, In), a distribuição normal n-variada padrão. Neste caso,

X tem função caracteŕıstica

ψX(t) = φ(t⊤t) = e−
1
2
t⊤t, t ∈ R

n, (A.4)

e função de densidade

pX(t) = f(x⊤x) = (2π)−
1
2
ne−

1
2
x⊤x,x ∈ R

n. (A.5)

A definição das distribuições eĺıpticas é dada seguindo Cambanis et al. (1981). Para

motivar a definição, suponha que Z(m×1) é um vetor aleatório tendo distribuição esférica

m-variada com função caracteŕıstica φ(s⊤s), s ∈ R
m. Considere o vetor aleatório X(n×1)

definido pela transformação linear

X = µ + AZ,

onde A é uma matriz n× n e µ(n× 1) ∈ R
n. Então, a função caracteŕıstica de X é dada

por

φX(t) = E(eit⊤(µ+AZ)) = eit⊤µφ(t⊤Σt), t ∈ R
n,

onde Σ = AA⊤. Com este resultado em mente, a seguinte definição da distribuição

eĺıptica surge naturalmente.

Definição 2. O vetor aleatório X(n × 1) é dito ter distribuição eĺıptica (n-variada) com

vetor de locação µ(n× 1) ∈ R
n e matriz de dispersão Σ (n×n) definida não-negativa, se

a função caracteŕıstica de X é da forma

ψX(t) = eit⊤µφ(t⊤Σt), t ∈ R
n, (A.6)

para alguma função φ (φ(u) ∈ R, u > 0). Em tal caso dizemos que X tem distribuição

eĺıptica com parâmetros µ,Σ e escrevemos

X ∼ Eln(µ,Σ; φ).

Se a distribuição de X tem densidade, (com respeito à medida de Lebesgue em R
n)

então Σ > 0 (definida positiva) (Arnold, 1981, p.41) e sua densidade é da forma

pX(x | µ,Σ) = |Σ|− 1
2 f((x − µ)⊤Σ−1(x − µ)),x ∈ R

n, (A.7)
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para alguma função f, (f(u) ≥ 0, u ≥ 0). Neste caso costuma-se substituir φ por f na

representação paramétrica dada (A.7). Note que, se em (A.7) µ = 0 e Σ = In, isto é,

X ∼ Eln(0, In; φ),

então (A.6) e (A.7) se reduzem a (A.2) e (A.3), respectivamente, e a distribuição de X é

esférica.

Exemplo A.2. Seja X ∼ Nn(µ,Σ), a distribuição normal n-variada com função carac-

teŕıstica

ψX(t) = eit⊤µet⊤Σt, t ∈ R
n.

Se Σ > 0, então X tem densidade

pX(x | µ,Σ) = |Σ|− 1
2 (2π)−

n
2 e−

1
2
(x−µ)⊤Σ−1

(x−µ),x ∈ R
n.

Exemplo A.3. Seja X ∼ tn(µ,Σ; ν), a distribuição t-Student n-variada com ν graus de

liberdade e parâmetros de locação µ e dispersão Σ. Se Σ > 0, então X tem densidade

dada por

pX(x | µ,Σ; ν) = |Σ|− 1
2
Γ[1

2
(ν + n)]ν

1
2
ν

Γ(1
2
ν)π

1
2
n

[ν + (x − µ)⊤Σ−1(x − µ)]−
1
2
(ν+n),x ∈ R

n.

A função caracteŕıstica desta distribuição é derivada em Sutradhar (1986).

A.2 Propriedades

As propriedades dadas a seguir podem ser derivadas supondo que X ∼ Eln(µ,Σ) com

r(Σ) = k ≤ n, excluindo o caso degenerado com Σ = 0. Contudo, alguns resultados serão

estabelecidos assumindo que X tem densidade.

Propriedade 1. Se existem

E(X) = µ e V ar(X) = cfΣ, (A.8)

onde cf é uma constante que depende de f . Em termos da função caracteŕıstica esta

constante é cf = −2φ′(0).
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Kelker (1970) nota que u
1
2
(p−k)−1f(u) é integrável, então os k-ésimos momentos de X

existem. Também a variável aleatória U = (X−µ)′Σ−1(X−µ) tem densidade dada por

fU(u) = {πp/2/Γ(p/2)}u p

2
−1f(u), u ≥ 0; (A.9)

e em termos de U, cf = E(U)/p.

Propriedade 2. Seja a ∈ R
q, q ≤ p, A uma matriz q × p de posto q e Y = a + AX.

Então Y ∼ Elq(a + Aµ,AΣA⊤).

Esta propriedade segue diretamente da definição 2.

Agora particionamos X, µ e Σ como:

X =

(
X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

onde X1 e µ1 são q × 1, q ≤ p e Σ11 é q × q.

Usamos novamente a definição 2 (ou a propriedade 2), temos:

Propriedade 3. Se X1 ∼ Eln(µ,Σ, f), então todas as distribuições marginais são

também eĺıpticas.

Propriedade 4. A distribuição condicional de X1 dado X2 é eĺıptica q-variada com média

e variância (desde que existam)dadas por,

E(X1|X2) = µ1 + Σ12Σ
−1
22 (X2 − µ2) e

V ar(X1|X2) = h(X2)(Σ11 − Σ12Σ
−1
22 Σ21),

para alguma função h (ver por exemplo, Fang et al., 1990).

Propriedade 5. Seja X ∼ Elp(µ,Σ), onde Σ é diagonal. Se os componentes de X são

independentes, então X tem distribuição normal.

Ver por exemplo, Muirhead (1982).
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APÊNDICE B -- Distribuição t-Student

Neste apêndice apresentamos um resumo das principais propriedades da distribuição

t-Student. Os resultados que apresentamos a seguir podem ser encontrados em Arellano-

Valle e Bolfarine (1995).

Definição 3. Um vetor aleatório X : n × 1 é dito ter distribuição t-Student n-variada

com vetor de locação µ : n × 1, matriz de dispersão Σ : n × n não negativa e ν graus de

liberdade se,

X
d
= µ + V

1
2Z, (B.1)

onde Z ∼ Nn(0,Σ), posto(Σ) = k e V ∼ ν/χ2
ν são independentes e escrevemos por

X ∼ tn(µ,Σ; ν) (B.2)

Se posto(Σ) = k = n, isto é, Σ > 0, então X tem densidade dada por

pX(x|µ,Σ, ν) = k(n, ν)νν/2|Σ|−1/2[ν + (x − µ)⊤Σ−1(x − µ)]−(ν+n)/2, (B.3)

em que

k(n, ν) =
Γ(1

2
(ν + n))

π
1
2
nΓ(1

2
ν)

.

Em particular, se Σ = In, temos que X tem densidade dada por f(x⊤x), x ∈ R
n,

onde

f(u) = k(n, ν)νν/2(ν + u)−(ν+n)/2 (B.4)
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com k(n, ν) como em (B.3).

Se posto(Σ) = k < n, então a distribuição de (X|V = ν) é Nn(0, νΣ) singular.

Conseqüentemente, a distribuição condicional de X é também singular. Este caso pode

ser interpretado como uma versão singular da distribuição t-Student e em tal caso é

tratado similarmente à distribuição eĺıptica no caso singular (veja Cambanis et al., 1981).

Uma extensão da distribuição tn(µ,Σ; ν), com Σ > 0, pode ser obtida assumindo que

em (B.1) a variável aleatória V tem distribuição λ/χν ≡ GI(λ/2, ν/2). Neste caso, X

tem densidade dada por

pX(x|µ,Σ, λ, ν) = k(n, ν)λν/2|Σ|−1/2{λ + (x − µ)⊤Σ−1(x − µ)}−(ν+n)/2, (B.5)

x ∈ R
n, onde k(n, ν) é como em (B.3). Nesta situação, escrevemos X ∼ tn(µ,Σ; λ, ν) e

diremos que X tem distribuição t-Student generalizada n-variada. Em particular, quando

λ = ν, temos a distribuião t-Student usual. Claramente, se X tem densidade dada por

(B.5), então X ∼ Eln(µ,Σ). Assim, podemos pensar também em uma versão singular

da distribuição t-Student generalizada, definida similarmente como em (B.1), com V ∼
λ/χν ≡ GI(λ/2, ν/2) e Z ∼ Nn(0,Σ), posto(Σ) = k < n, independentes.

Seja X
d
= µ + V 1/2Z ∼ tn(µ,Σ; λ, ν), com V ∼ λ/χ2

ν e Z ∼ Nn(0,Σ) independentes.

Então valem as seguintes propriedades:

i) E[X] = µ, ν > 1, Cov[X] = λ
ν−2

Σ, ν > 2;

ii) se η ∈ R
n e A é uma matriz m × n (não estocástica), então

η + AX ∼ tn(η + Aµ,AΣA⊤; λ, ν).

Em particular, se posto(Σ) = k = n,

Σ−1/2(X − µ) ∼ tn(0, In; λ, ν).

iii) d2

k
∼ Fk,ν , em que d2 = (X − µ)⊤Σ−1(X − µ).
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iv) Partindo X, µ e Σ como

X =

(
X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
e Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

onde X1 e µ1 são vetores n × 1 e Σ11 é uma matriz n × n, então

(X1|X2 = x2) ∼ tn(µ1(x2),Σ11.2; λq(x2), νm),

em que µ1(x2) = µ1 + Σ12Σ
−1
22 (x2 − µ2), Σ11.2 = Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21 e q(x2) = (x2 −

µ2)
⊤Σ−1

22 (x2 − µ2) e os parâmetros λq(x2) e νm são dados por

λq(x2) = λ + q(x2),

νm = ν + n − m, 1 ≤ m ≤ n.

Além disso,

E[X1|X2] = µ1(X2), νm > 1,

Cov[X1|X2] =
λq(x2)

νm − 2
Σ11.2

=
λ + (X2 − µ2)

⊤Σ−1
22 (X2 − µ2)

ν + n − m − 2
(Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21), νm > 2.

A afirmação seguinte é importante para obter a matriz de informação de Fisher espe-

rada sob o modelo t-Student.

Lema B.1. Seja X ∼ tn(0, In; λ, ν). Então

E[||X||2k(λ + ||X||2)−m] =
B

[
1
2
(p + 2k), 1

2
(ν + 2m − 2k)

]

λ(2m−2k)/2B(1
2
p, 1

2
ν)

,

ν + 2m − 2k > 0, onde B(α, β) = Γ(α)Γ(β)/Γ(α + β) é a função beta.
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APÊNDICE C -- Teste da Razão de

Verossimilhança do

Modelo de Grubbs com

Ponto de Mudança

C.1 Teste da razão de verossimilhanças

Consideremos a seguir a obtenção do teste da razão de verossimilhança para comparar

as médias de 2 populações normais bivariadas. Para isso, necessitaremos de um resultado

que enunciaremos a seguir:

Resultado 1. Se B é uma matriz p × p simétrica e positiva definida e b uma constante

positiva, então,

1

|Σ|b exp
{
−1

2
tr

[
Σ−1B

]}
≤ 1

Bb
(2b)pbexp{−bp},

para toda Σ, matriz definida positiva.

Temos que a igualdade ocorre para Σ = B
2b

, isto é, Σ = B
2b

produz o valor máximo de

1

|Σ|b exp
{
−1

2
tr

[
Σ−1B

]}
.
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Sob H0 : µ1 = µ2 = µx, o vetor Yj = (Y1j, Y2j)
⊤ ∼ N2(µ,Σ), onde

µ =

[
µx

α2 + µx

]
e Σ =

(
φx + φ1 φx

φx φx + φ2

)
, j = 1, · · · , n.

Podemos escrever a função de verossimilhança (3.10) como

L(θ) =
1

(2π)n|Σ|n
2

exp

{
−1

2

n∑

j=1

tr
[
Σ−1(Yj − µ)(Yj − µ)⊤

]
}

=
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1

n∑

j=1

(Yj − µ)(Yj − µ)⊤

]}

=
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1

n∑

j=1

(Yj − Y + Y − µ)(Yj − Y + Y − µ)⊤

]}

=
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1

n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤

+ n(Y − µ)(Y − µ)⊤
]}

=
1

(2π)n|Σ|n
2

exp

{
−1

2

{
tr

[
Σ−1

(
n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤

)]

+ ntr
[
Σ−1

(
(Y − µ)(Y − µ)⊤

)]}}
.

Seja

B =
n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤,

temos que

Ln(θ) =
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2

{
tr

[
Σ−1B

]
+ ntr

[
Σ−1

(
(Y − µ)(Y − µ)⊤

)]}}

=
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2

{
tr

[
Σ−1B

]
+ n(Y − µ)⊤Σ−1(Y − µ)

}}
. (C.1)



C.1 Teste da razão de verossimilhanças 107

Sob H0 os EMV de µ e Σ são respectivamente,

µ̂ = Y =

[
Y 1(0, n)

Y 2(0, n)

]
e Σ̂ =

B

n
=

1

n

n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤. (C.2)

onde Y i(a, b), i = 1, 2 é definida em (3.12).

Para verificar estes resultados acima, considere a expressão (C.1) da função de veros-

similhança com Σ−1 positiva definida, i.e., (Y−µ)⊤Σ−1(Y−µ) > 0 para Y 6= µ, então,

temos que L(θ) é maximizado com relação à µ no ponto µ = Y. Portanto, o EMV de µ

é µ̂ = Y.

Agora devemos maximizar L(θ) com relação a Σ. Fazemos isso usando o Resultado

1.

Então

L(θ) =
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1B

]}
≤ 1

(2π)n|B|n/2

(
2
n

2

)n

exp {−n} ,

onde a igualdade ocorre para Σ = B
n
. Portanto Σ̂ = B

n
é o EMV de Σ. Ou seja, os EMV

de µ e Σ são as expressões dadas em (C.2).

O valor máximo da função de verossimilhança sob H0 pode ser escrito como

1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1B

]
+ 0

}
=

1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2
tr

[
nB−1B

]}
.

Sendo B−1B = I2, temos que

sup
H0

Ln(θ) =
e−n

(2π)n
|Σ̂|−n/2 = K|Σ̂|−n/2.

Sob Ha : µ1 6= µ2, temos as observações

(
Y11

Y21

)
, · · · ,

(
Y1k

Y2k

)

︸ ︷︷ ︸
antes do ponto de mudança

,

(
Y1(k+1)

Y2(k+1)

)
, · · · ,

(
Y1n

Y2n

)

︸ ︷︷ ︸
após a mudança

.
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Então, o vetor

Yj = (Y1j, Y2j)
⊤ ∼ N2(µ1,Σ), j = 1, · · · , k,

e

Yj = (Y1j, Y2j)
⊤ ∼ N2(µ2,Σ), j = k + 1, · · · , n,

de modo que

µ1 =

[
µ1

α2 + µ1

]
e µ2 =

[
µ2

α2 + µ2

]
.

Sendo

Y1 =

[
Y 1(0, k)

Y 2(0, k)

]
e Y2 =

[
Y 1(k, n)

Y 2(k, n)

]
, (C.3)

onde Y i(a, b), i = 1, 2 é definida em (3.12), temos

B1 =
k∑

j=1

(Yj − Y1)(Yj − Y1)
⊤ =

k∑

j=1

(
Y1j − Y 1(0, k)

Y2j − Y 2(0, k)

)(
Y1j − Y 1(0, k)

Y2j − Y 2(0, k)

)⊤

(C.4)

e

B2 =
n∑

j=k+1

(Yj − Y2)(Yj − Y2)
⊤ =

n∑

j=k+1

(
Y1j − Y 1(k, n)

Y2j − Y 2(k, n)

) (
Y1j − Y 1(k, n)

Y2j − Y 2(k, n)

)⊤

Novamente, temos que a função de verossimilhança dada no Caṕıtulo 2, expressão

(3.13) pode ser reescrita como

Ln(θ) =
1

(2π)n|Σ|n/2
exp

{
−1

2

{
tr

[
Σ−1B1

]
+ tr

[
Σ−1B2

]
+

+k(Y1 − µ1)
⊤Σ−1(Y1 − µ1) + (n − k)(Y2 − µ2)

⊤Σ−1(Y2 − µ2)
}}

.

Esta função é maximizada em relação a µ1 e µ2, para µ1 = Y1 e µ2 = Y2, já que

(Y1 − µ1)
⊤Σ−1(Y1 − µ1) ≥ 0, (Y2 − µ2)

⊤Σ−1(Y2 − µ2) ≥ 0 se as igualdades ocorrem
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quando µ1 = Y1 e µ2 = Y2 respectivamente. Portanto µ̂1 = Y1 e µ̂2 = Y2 são os

estimadores de máxima verossimilhança de µ1 e µ2 respectivamente.

Para obter o EMV de Σ basta maximizar Ln(θ) em relação a Σ, isto é, obter o ponto

máximo da função

1

(2π)n|Σ|n
2

exp

{
−1

2

{
tr

[
Σ−1B1

]
+ tr

[
Σ−1B2

]}}

=
1

(2π)n|Σ|n
2

exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1(B1 + B2)

]}
.

Usando o Resultado 1 no Apêndice A, temos que

1

(2π)n|Σ|n
2

exp

{
−1

2
tr

[
Σ−1(B1 + B2)

]}
≤

(
2n

2

)n
e−n

(2π)n|B1 + B2|
n
2

=
nne−n

(2π)n|B1 + B2|
n
2

e ocorre a igualdade quando Σ = 1
n
(B1 + B2). Então,

Σ̂ =
1

n
(B1 + B2) =

1

n

[
k∑

j=1

(Yj − Y1)(Yj − Y1)
⊤ +

n∑

j=k+1

(Yj − Y2)(Yj − Y2)
⊤

]

é o EMV de Σ.

Logo, os estimadores de máxima verossimilhança de µ1, µ2 e Σ são dados por

µ̂1 = Y1 =

[
Y 1(0, k)

Y 2(0, k)

]
, µ̂2 = Y2 =

[
Y 2(k, n)

Y 2(k, n)

]

e

Σ̂ =
1

n
(B1 + B2) =

∑k
j=1(Yj − Y1)(Yj − Y1)

⊤ +
∑n

j=k+1(Yj − Y2)(Yj − Y2)
⊤

n
,

de modo que

sup
H1

Ln = Ln(θ̂) =
nne−n

(2π)n|B1 + B2|
n
2

= K
1

|B1 + B2|−
n
2

.
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Finalmente para λ fixado, a razão da verossimilhança é:

supH0
Ln

supH1
Ln

= K
|B|−n

2

|B1 + B2|−
n
2

Assim, rejeita-se H0 ⇐⇒
(

|B|
|B1+B2|

)−n
2

< c ⇐⇒ |B1+B2|
|B| < c.

⇐⇒
|∑k

j=1(Yj − Y1)(Yj − Y1)
⊤ +

∑n
j=k+1(Yj − Y2)(Yj − Y2)

⊤|
|
∑n

j=1(Yj − Y)(Yj − Y)⊤|
< c.

Agora vamos mostrar que este teste é equivalente ao teste T 2 de Hotelling. Note que:

|
n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤| = |
k∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤ +
n∑

j=k+1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤|

= |
k∑

j=1

(Yj − Y1 + Y1 − Y)(Yj − Y1 + Y1 − Y)⊤

+
n∑

j=k+1

(Yj − Y2 + Y2 − Y)(Yj − Y2 + Y2 − Y)⊤|

= |
k∑

j=1

(Yj − Y1)(Yj − Y1)
⊤ +

n∑

j=k+1

(Yj − Y2)(Yj − Y2)
⊤ + k(Y1 − Y)(Y1 − Y)⊤

+ (n − k)(Y2 − Y)(Y2 − Y)⊤|
= |B1 + B2 + k(Y1 − Y)(Y1 − Y)⊤ + (n − k)(Y2 − Y)(Y2 − Y)⊤|.(∗∗)

Além disso

Y1 − Y = Y1 −
kY1 + (n − k)Y2

n
=

(n − k)

n
(Y1 − Y2)

e

Y2 − Y = Y2 −
kY1 + (n − k)Y2

n
= −k

n
(Y1 − Y2),
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de modo que

(∗∗) = |B1 + B2 +
k(n − k)2

n2
(Y1 − Y2)(Y1 − Y2)

⊤

+
(n − k)k2

n2
(Y1 − Y2)(Y1 − Y2)

⊤|

= |B1 + B2 +
k(n − k)

n2
(Y1 − Y2)(Y1 − Y2)

⊤((n − k) + k)|

= |B1 + B2 +
k(n − k)

n
(Y1 − Y2)(Y1 − Y2)

⊤|.

Portanto,

|
n∑

j=1

(Yj − Y)(Yj − Y)⊤| = |B1 + B2 +
k(n − k)

n
(Y1 − Y2)(Y1 − Y2)

⊤|,

isto é,

|B| = |B1 + B2 +
k(n − k)

n
(Y1 − Y2)(Y1 − Y2)

⊤|.

Então,

|B| = |B1 + B2|.
(

1 +
k(n − k)

n
(Y1 − Y2)

⊤(B1 + B2)
−1(Y1 − Y2)

)
.

Logo

|B|
|B1 + B2|

= 1 +
k(n − k)

n
(Y1 − Y2)

⊤(B1 + B2)
−1(Y1 − Y2)

= 1 +

√
k(n−k)

n
(Y1 − Y2)

⊤ (
B1+B2

n−2

)−1
√

k(n−k)
n

(Y1 − Y2)

n − 2
.

Fazendo

Zλ =

√
k(n − k)

n
(Y1 − Y2)

e

Wλ =
B1 + B2

n − 2
=

∑k
j=1(Yj − Y1)(Yj − Y1)

⊤ +
∑n

j=k+1(Yj − Y2)(Yj − Y2)
⊤

n − 2
,
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podemos escrever

|B|
|B1 + B2|

= 1 +
Z⊤

λ W−1
λ Zλ

n − 2
.

Em resumo, rejeitamos H0 quando

|B1 + B2|
|B| < c ⇐⇒ |B|

|B1 + B2|
> c ⇐⇒ 1 +

Z⊤
λ W−1

λ Zλ

n − 2
> c ⇐⇒ Z⊤

λ W−1
λ Zλ > c′,

que é equivalente a rejeitar H0 ⇐⇒ T 2 > c, onde T 2 = Z⊤
λ W−1

λ Zλ e c é o valor cŕıtico

segundo o ńıvel de significância α.



113

Referências Bibliográficas
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