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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de inferéncia estatistica no modelo proposto
por Grubbs (1948,1973), comumente usado para comparar instrumentos ou métodos de
medicao, considerando que as observagoes seguem uma distribuicao ¢-Student com algu-
mas extensoes aos modelos elipticos.

O estudo ¢é baseado no método de méxima verossimilhanca. Testes de hipoteses utili-
zando as estatisticas de Wald, Escore e Razao de Verossimilhancas sao considerados. As

estimativas de maxima verossimilhanca sob o modelo ¢-Student sao obtidas via algoritmo
EM.

Apresentamos ainda um estudo do modelo de Grubbs com ponto de mudanca. Neste
estudo, consideramos estimadores obtidos pelo método dos momentos quando existe a
presenca de um ponto de mudanca.

Finalmente, apresentamos alguns estudos de simulagao e ilustramos os resultados
teodricos usando dados encontrados na literatura.



Abstract

This work presents a statistical inference study of the model proposed by Grubbs
(1948, 1973), usually employed to compare devices or measure methods, assuming that
the data follow a ¢-Student distribution with some extensions to the elliptical models.

The study is based on the maximum likelihood method. We consider tests of hy-
potheses using the Wald, the Score and the Likelihood Ratio statistics. The maximum
likelihood estimates under the assumption of a t-Student model are obtained via the EM
algorithm.

We also present a study of the Grubbs model with changepoints. In this study we
consider estimators obtained by the method of moments in the presence of a changepoint.

Finally we present some simulation studies and illustrate the theoretical results in
data from literature.
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1 Introducao

1.1 Formulacao do problema

Diversas areas cientificas como a fisica, engenharia, biologia, entre outras, tém apre-
sentado significativo interesse no problema de compararacao de instrumentos. Neste pro-
blema, pretende-se determinar a relacao entre diversos testes ou instrumentos que for-
necem medidas indiretas similares. Um exemplo é a capacidade pulmonar humana, que
pode ser medida, por exemplo, por dois instrumentos, um mais tradicional e outro mais
moderno, portatil e de operagao mais simples. Submetendo um grupo de individuos aos
dois instrumentos, as medidas (ambas sujeitas a erros) dos dois aparelhos podem ser com-
paradas. Grubbs (1948, 1973) compara trés cronémetros, Barnett (1969) d4 um exemplo
onde quatro combinacoes instrumento-operador concebidos para medir a capacidade vital
num grupo de pacientes sao avaliados e Jaech (1985) d4 varios exemplos na area industrial.
Mais recentemente, Christensen e Blackwood (1993) comparam cinco ”thermocouples”;
Galea-Rojas (1996) apresenta um estudo de inferéncia no modelo ¢-Student e Bedrick
(2001) compara trés métodos para medir sedimentos de solo.

Em muitas situagoes praticas, por exemplo, na area industrial e agricultura, ¢ assu-
mido que todos os instrumentos medem a caracteristica de interesse na mesma escala.
Uma classe particular do modelo utilizado para comparar instrumentos de medicao foi
introduzida por Grubbs (1948, 1973). Outros trabalhos sao, por exemplo, Christensen
e Blackwood (1993) e Bedrick (2001), este ultimo apresentando um estudo de inferéncia
baseado na estatistica de "Escore”, usando uma parametrizacao diferente da qual sera
considerada neste trabalho. Este modelo é definido como segue: suponha que dispomos
de p (p > 3) instrumentos para medir uma caracteristica ou resposta z num grupo de n
unidades. Sejam
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x; : O verdadeiro valor da caracteristica de interesse na unidade j;

y;; © Medida fornecida pelo instrumento ¢ para a caracteristica da unidade 5,7 =1,--- ,p
ej=1,---,n.

No estudo destes problemas estatisticos, Grubbs (1948,1973) propde um modelo defi-
nido pelas relagoes

Yiy = o + 15 + €, (1.1)

em que «; ¢ o vicio aditivo do instrumento ¢ e os erros aleatérios de medigao ¢;;, sob a

hipdtese de normalidade que geralmente é assumida, sao independentes e para cada 1,

€1, - ,€Ein SA0 tals que

E(Eij) == O, VCLT‘(EZ']‘) == ¢i7 (12)
i=1,---,p,j=1,--- n.Naliteratura o modelo definido acima é conhecido como modelo
de Grubbs.

O modelo definido em (1.1) - (1.2) representa uma classe particular de modelos de
regressao linear com erros nas varidveis, amplamente discutida em Fuller (1987). Deste
ponto de vista, o modelo definido em (1.1) - (1.2) pode ser especificado segundo as quan-
tidades x; como :

I. Os z;’s sao constantes desconhecidas, chamadas de parametros incidentais.

II. Os z;’s sao varidveis aleatdrias nao-correlacionados com média i, e variancia ¢, e
sao nao-correlacionados com ¢;;.

III. Os x;’s sao variaveis aleatdrias nao-correlacionados com média yi,; € variancia ¢,
e sao nao-correlacionados com ¢;;.

O modelo descrito por (I) e (1.1) - (1.2) é denominado modelo funcional de Grubbs,
neste caso o numero de parametros cresce com o numero de observagoes. Para fazer
um estudo de inferéncia neste modelo é necessario considerar suposi¢oes adicionais de
alguns parametros, especialmente sobre as quantidades desconhecidas xq,---,x,; veja
por exemplo, Vilca Labra et al. (1998). Neste caso os parametros do modelo sao

(3;1’... 7xn)T c O = (alj... ’ap7¢17... ,pr)—r-

O modelo descrito por (IT) e (1.1) - (1.2) é denominado modelo estrutural de Grubbs,



1.1 Formulacao do problema 3

ao contrario do modelo funcional, nao é possivel encontrar uma solu¢ao de maxima ve-
rossimilhanca para os parametros do modelo, pois 0 mesmo nao é identificavel no sentido
de que dois diferentes vetores de parametros podem dar origem a uma mesma distri-
buicao. Assim, faz-se necessario o conhecimento adicional de algum parametro do modelo
para possibilitar a estimacao dos parametros de maior interesse. Neste caso o vetor de
parametros do modelo ¢é

0= (M:mala'” 7apa¢$7¢17"' 7¢p)—r'

Finalmente, o modelo descrito por (III) e (1.1) - (1.2) é denominado modelo ultra-
estrutural. Neste caso, os modelos funcional e estrutural podem ser vistos como casos
especiais deste modelo. Os parametros do modelo ultraestrutural sao

(le,"' aﬂxn)—r el = (ala"' 7Oép7¢1‘a¢17'” agbp)—r‘

Do ponto de vista de aplicacao, o modelo funcional é adequado quando temos interesse
apenas nos individuos participantes do estudo, enquanto que o estrutural é adequado
quando o interesse ¢ generalizar os resultados do estudo para populagao de onde vem os
individuos envolvidos no estudo.

Neste trabalho vamos considerar o modelo estrutural definido em (1.1) - (1.2) e (II).
Este modelo pode ser escrito em forma matricial como:

Yj :a+1pxj+ej, (13)

_ T _ T _ T o
em que a = (ag, - ,0) , Y; = (Y15, s Ypj) , € = (€15, -+ ,€;) sao vetores p X 1, e
1, denota o vetor p-dimensional em que todos os componentes sao iguais a unidade. Note
que

E(Y;)=a+1,u, e Var(Y;) = gbxlplg +D(p),j=1,---,n, (1.4)

em que D(¢) = Diag(¢1,- -, ¢p) é uma matriz diagonal p x p, ¢ = (¢1,- -, ¢,). Sob as
condicoes do modelo acima, o vetor de parametros é dado por

0= (g, a ¢, 0" )" (1.5)

Sob as condigoes do modelo estrutural definido em (1.3), @ nao é identificavel, isto é,
existem diferentes 6, e 0., tais que F(y,0.) = F(y,0..), para todoy € RP, onde F é a
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funcao de distribuigao de Y;,j = 1,--- ,n. Por exemplo, para o caso de p = 3, sejam

0,=(1,1,1,1,1,1,1,1)"

6** - (47 _27 —2, —2, 1, ]., 1, 1)T,

de (1.4) é facil verificar que para ambos valores de € definidos acima, geram a mesma
média e a mesma matriz de covariancia de Y, isto ¢

E(YJ> = (27 2, Q)T

211
Var(Y;) =11 2 1
11 2

A falta de identificabilidade implica auséncia de estimadores consistentes, o que traria
sérias implicagoes na teoria assintética de estimacao e teste de hipdteses. Contudo, o
fato do modelo ser identificavel nao implica que exista um estimador consistente para 6.
Uma das formas de contornar o problema de identificabilidade é colocar restricoes sobre
alguns elementos do vetor de parametros 6. Similarmente como em Barnett (1969) e
Bedrick (2001), vamos assumir que exista um método de medi¢ao, o qual chamamos de
instrumento de referéncia ou de controle, que mede x sem vicio. Especificamente, supondo
que o instrumento de referéncia seja o nimero 1, vamos assumir que

a1 = 0. (16)

Assim, o modelo proposto por Grubbs (1948,1973) considerando um instrumento de
referéncia, é dado por

Yj:a—l—lpxj—i—ej,j:l,"-,n, (17)

em que a = (0,a’)’, com & = (ag,--,a,)", Y; e € como em (1.3). Agora, sob a
condi¢ao de identificabilidade, o vetor de parametros dados em (1.5) reduz-se a um vetor
de dimensao 2p 4+ 1 dado por

0= (g, g, 0" )" (1.8)
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No contexto do modelo de Grubbs, a qualidade de um instrumento de medicao é
avaliada em termos do vicio ou acurdcia e da precisao (inversa da variancia). Contudo é
importante distinguir os conceitos de acuracia e precisao; precisao se refere a proximidade
de cada observacao a sua propria média, enquanto que a acuracia mede a proximidade
das medidas ao verdadeiro valor. Assim, a acuricia esta relacionada com os vicios, en-
quanto que a precisao esta relacionada com a dimensao dos erros de medida, ou seja, um
instrumento é preciso se ¢; é pequena.

Pelo exposto acima, o problema de comparar instrumentos ou métodos de medigao
pode ser estudado fazendo inferéncia sobre os vicios ag, - - -, o, dos instrumentos 2, - - -, p,
respectivamente, e comparando-os com o instrumento de referéncia. A precisdo de um
instrumento que é baseada na variancia é um indice ou medida para avaliar a qualidade
de um instrumento, veja por exemplo, Shyr e Gleser (1986).

A precisao do i-ésimo instrumento denotado por 7;, é definido como sendo:

1

%

Outra medida ou indice utilizado na literatura, no contexto de calibragao comparativa,
é a confiabilidade do instrumento, veja por exemplo, Carter (1981). A confiabilidade do
i-ésimo instrumento, denotado por p;, define-se por

:_¢%¢4,¢:1,.--,p. (1.10)

O coeficiente p; é uma medida tipo coeficiente de determinacao usada em regressao linear

Pi

e pode ser interpretada como a proporcao da variagao observada ”explicada” pelo #-ésimo
instrumento, ou seja, p; = pzij’xj e0<p, <lyi=1,---,p.

Das relagoes em (1.9) e (1.10), pode-se mostrar facilmente que

pr=pEm=TS =0l Fk=1--,p, (1.11)

isto é, comparar p instrumentos no modelo de Grubbs é equivalente a comparar as pre-
cisoes dos instrumentos ou as variancias dos erros.

Assim, comparar p instrumentos de medigao utilizando o modelo de Grubbs reduz-se
a fazer inferéncias sobre os vicios ag,--- ,a, e/ou as variancias ¢y, -- , ¢,. Considerar
os vicios e as variancias simultaneamente é importante para verificar se o instrumento i
fornece medidas exatas da caracteristica x, pois um valor de ¢; proximo de zero implica
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apenas que y; (medida fornecida pelo instrumento ¢) é uma medida confidvel ou de alta
precisao de «; + x. O instrumento forneceria medidas exatas da caracteristica x s se ¢;
for préximo de zero e se ele é nao viciado (a; = 0).

Deste modo, uma hipétese inicial de interesse usando o modelo (1.7) é
Hy: w=a3=-=q=0em =mp=---=m, (1.12)
que, de (1.11), é equivalente & hipdtese
Hy:ow=a3=-=0a,=0e ¢ =0y == ¢, (1.13)

ou seja, estamos interessados em testar se os p instrumentos medem a caracteristica x
sem vicio aditivo (acurdcia) e com mesma precisao.

Outras hipéteses que poderiam ser consideradas sao:
HQQZOZQZOég:"':Ozp:O, (114)
isto é, estamos avaliando a acuracia das medigoes feitas pelos diferentes instrumentos, e

Hoz3: 1= o=+ = ¢p, (1.15)

para avaliar se os instrumentos sao igualmente precisos.

Logicamente, dependendo do problema, poderia ser de interesse testar outro tipo de
hipdtese, embora as mencionadas acima sejam de interesse geral.

Na literatura existente sobre o modelo de Grubbs, é assumido que as observagoes
seguem a distribui¢ao normal. Entretanto, em muitas situagoes o modelo normal é clara-
mente improprio, por exemplo, quando os dados provém de uma distribuicao com caudas
mais pesadas que a distribuicdo normal. A vulnerabilidade da inferéncia baseada no
modelo normal, com respeito a observacoes aberrantes (”outliers”), tem sido o motivo
de varios estudos sobre métodos para a andlise de dados. Um enfoque é através da
identificacao e eliminagao de "outliers”seguido de inferéncia estatistica (méxima veros-
similhanca) baseada na distribuicdo normal. De fato, uma ampla drea de pesquisa é a
deteccao de dados atipicos, especialmente em modelos lineares e andlise multivariada. Al-
gumas referéncias basicas sao Barnett e Lewis (1994), Belsley et al. (1980), Chatterjee e
Hadi (1988), Cook e Weisberg (1982), Hawkins (1980) e Penia e Yohai (1995). Na drea de
modelos de regressao com erros nas variaveis, dois trabalhos pioneiros sao Kelly (1984) e
Wellman e Guest (1991). Uma referéncia bésica para influéncia local é Cook (1986).
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Um outro enfoque é a acomodacao de observacoes aberrantes usando procedimentos
robustos cldssicos. Nesta dire¢ao, métodos robustos tém sido desenvolvidos, modificando
o método de méaxima verossimilhanca, de modo que os ”outliers” tenham menos influéncia
sobre as estimativas finais; ver Huber (1981), Hampel et al. (1986), Rousseeau e Leroy
(1987) e Staudte e Sheather (1990). Na drea de modelos de regressao com erros nas
varidveis, algumas referéncias sao Kelly (1984), Zamar (1989) e Cheng e Van Ness (1990).

Uma outra possibilidade é usar distribuicoes simétricas, com caudas mais pesadas
que a distribuicao normal, as quais permitem reduzir a influéncia dos ”outliers”sobre os
estimadores de méxima verossimilhanca (EMV). Uma classe de distribuigdes que oferece
varias alternativas neste sentido ¢ a classe de distribuigoes elipticas. Esta classe de dis-
tribuicoes, que contém as distribui¢oes normal, ¢-Student e normal contaminada, entre
outras, tém tido um interesse crescente nos ultimos anos; ver por exemplo, Fang e Zhang
(1990), Fang et al. (1990), Fang e Anderson (1990), Kano et al. (1993), Berkane et al.
(1994) e Arellano (1994).

Dizemos que um vetor aleatério Y : n x 1 tem distribuicao eliptica, com parametro
de locagao p e matriz de escala X, definida positiva, se sua funcao densidade pode ser
expressa como

Y ImE) =S f(y - n)TS (y - p),y €R", (1.16)

em que y € R” e a fungdo f : R — [0,00) ¢ tal que [~ u" ' f(u?)du < oo. Para um
vetor Y assim distribuido, usamos a notacao Y ~ El,(u,X; f). A funcdo f é conhecida
como funcao geradora de densidade.

A Tabela (1.1), apresenta alguns exemplos de distribuigdes elipticas multivariadas.
As constantes ci, - - - , 5 sao usadas para denotar constantes normalizadoras.

Tabela 1.1: Distribuigoes Elipticas Multivariadas

Distribuicao Notacao Fungao Geradora
Normal N, (e, X) flu) =cre 2 u >0
t-Student tn(p, 3;0) flu) = co(v +u)~ /2 4 >0
Cauchy Co(p,X) flu) = cs(1 4 u)~ D72 4 >0
Normal Contaminada | NC,, (g, :6,7) | f(u) = c1(1 — 6)e /2 + 67727/ 4 >0
Logistica L,(p,X) flu)=coe™/(1+e )2 u>0
Exponencial Poténcia | EP,(u,3; «) flu) =cse /2 u>0
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Deste modo, este trabalho trata de um estudo de inferéncia no modelo de Grubbs
supondo que a distribuicao das observacoes pertence a classe das distribuicoes elipticas.

Para testar as hipoteses de interesse, vamos utilizar as estatisticas da Razao de Ve-
rossimilhanca, Escore e de Wald. Estimadores de maxima verossimilhanca sob H, e sob
o modelo irrestrito sao apresentados no decorrer deste trabalho.

Também consideramos neste trabalho, as situagoes onde as caracteristicas de interesse
tenham diferentes médias. Em muitas situagoes, por exemplo o modelo de regressao linear
com variavel resposta sendo um fenomeno fisiolégico, em que a inclinacao da reta de
regressao nao € esperada ser constante, mas muda repentinamente em um certo ponto,
deve-se utilizar um modelo que considere tal informacao. Neste caso, este "ponto de
mudanca”’que é de fundamental interesse, pois ele pode ser um indicador de um fenémeno
fisiologico, tal como a menopausa em um grafico da densidade 6ssea contra a idade em
um estudo com mulheres. Deste modo, o problema do ponto de mudanca no contexto do
modelo de Grubbs sera considerado.

1.2 Objetivos do Trabalho

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um estudo de inferéncia estatistica no modelo
de Grubbs estrutural sob a classe das distribuigoes elipticas, com énfase nas distribuigoes
t-Student e normal. Sob o modelo ¢-Student, é apresentado um estudo de testes de
hipdteses, baseado no método de maxima verossimilhanga, de modo que as estimativas de
maxima verossimilhanca serao obtidas via algoritmo EM (Dempster et al.,1977). Além
disso, seguindo a metodologia de Chang e Huang (1997) e Alfaro (2000), vamos apresentar
um estudo do modelo de Grubbs com ponto de mudanca. Assim, os objetivos especificos
deste trabalho podem ser resumidos como segue:

1) Apresentar um estudo de inferéncia, considerando o modelo de Grubbs dependente
e independente. As matrizes de informacao observada e esperada serao obtidas. Esti-
madores de momentos e de maxima verossimilhanca serao considerados, sendo que no
segundo caso, obteremos as estimativas dos parametros via o algoritmo EM para o mo-
delo t-Student independente.
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2) Testar as hipdteses Hyy, Hopo e Hpz utilizando a estatistica Wald, Razao de verossimil-
nhacas e Escore, com especial atengao no modelo t-Student independente.

3) Apresentar um estudo do modelo de Grubbs com ponto de mudanga, considerando o
teste da Razao de Verossimilhancas para detectar a presenca de pontos de mudanca na
média da caracteristica de interesse. Sob a presenca do ponto de mudanca, apresentar
estimadores dos parametros.

4) Aplicar os resultados obtidos a dados reais. Além disso, realizar um estudo de si-
mulacao para avaliar o desempenho dos testes propostos.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho é constituido por 5 capitulos e trés apéndices. No Capitulo 2 apresen-
tamos um estudo de inferéncia no modelo de Grubbs supondo que as observagoes seguem
uma distribuicao eliptica. Sao obtidas as matrizes de informagao de Fisher observada e
esperada, bem como o algoritmo EM para o modelo t-Student. No modelo independente,
testes de hipdtese baseados nas estatisticas de Wald, Escore e Razao de Verossimilhancas
sao discutidos. Estimadores do tipo momentos e suas propriedades assintéticas sao con-
sideradas.

No Capitulo 3 é feito um estudo de inferéncia do modelo de Grubbs com ponto de
mudanga. O teste de Razao de Verossimilhancas para testar a igualdade de médias é
considerado. Propriedades assintdticas dos estimadores de momentos, sob a classe das
distribuicoes elipticas, sao apresentadas.

No Capitulo 4 aplicamos os resultados obtidos do modelo independente a dados reais
e simulados. Realizamos um estudo sobre a convergéncia do algoritmo EM, apresentamos
uma ilustragdo numeérica e um estudo de simulacao dos resultados obtidos no Capitulo
2. Também realizamos um pequeno estudo de simulacao sobre os resultados do terceiro
capitulo.

O Capitulo 5 é dedicado a conclusoes e alguns direcionamentos para estudos subse-
quentes.
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Finalmente, nos apéndices, apresentamos defini¢oes e algumas propriedades das distri-
buigoes elipticas, em particular a distribuicao t-Student multivariada. Ainda nos apéndices,
apresentamos os detalhes algébricos para a obtencao do teste de Razao de Verossimi-

lhancas do modelo com ponto de mudanca.
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2 Modelo de Grubbs FEliptico

2.1 Introducao

No modelo introduzido por Grubbs (1948, 1973), supde-se que os instrumentos de
medicao no problema de comparacao de instrumentos medem a caracteristica de interesse
na mesma escala. Essas suposicoes sao frequentemente assumidas em muitas aplicacoes
cientificas, por exemplo, na area industrial e agricultura.

Na maioria dos trabalhos encontrados na literatura ¢ assumido que os €;;, como no
modelo definido em (1.1), tém distribui¢do normal, sdo independentes e identicamente
distribuidos (iid) através dos p instrumentos com média zero e variancia ¢;, que os ver-
dadeiros valores x; sao variaveis aleatérias tendo distribuigao normal com média p, e
variancia ¢,, e independentes dos €;;. Assim y;; ~ N(a; + iz, ¢x + &) € Cov(yij, Yrj) =
Gpyt # kyik=1,--- ,pej=1---,n, com a; = 0. Alguns resultados sobre este mo-
delo podem ser encontrados, por exemplo, nos trabalhos: Grubbs(1948, 1973), Brindley
e Brandley (1985) e Jaech (1985).

Galea-Rojas (1996), apresenta um estudo introdutdrio sob a classe das distribugoes
elipticas considerando a parametrizacao de andlise de fatores, a qual dificulta a inter-
pretacao em termos dos parametros «;’s.

Neste capitulo apresentamos um estudo estatistico sobre o modelo estrutural de
Grubbs, considerando que as observacoes seguem uma distribuicao eliptica.
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2.2 Especificacao do Modelo Eliptico

Considere o modelo de Grubbs, definido em forma matricial como

Yj :a+1pxj+ej, (21)
em que a = (ag, - ,,)", Y; = (yijy Upi) ' € = (€15, - ,€p;) " sd0 vetores p x 1
com j = 1,---,n e 1, denota o vetor p-dimensional em que todos os componentes sao

iguais a unidade.

Para especificar o modelo de Grubbs eliptico, vamos escrever o modelo acima como
Y; =a+Qry, (2.2)
em que Q = [1L,]L,], r; = (zj,€/)", j =1,--- ,n, com a como em (2.1) e I} é a matriz
identidade de ordem k. Assim a distribuicdo do modelo eliptico é caracterizada pela
distribuicao dos rj,j = 1,--- ,n.

Os modelos elipticos, dos quais o0 modelo normal é um membro particular, tém apa-
recido com muita frequéncia na literatura estatistica mais recente. Por exemplo, no con-
texto dos modelos lineares, varios autores tém usado estes modelos para explorar as
consequencias de ter erros nao-normais ou com distribuicao tendo caudas mais pesadas
(ou mais leves) que a distribuigdo normal. Seguindo as especificagbes dos modelos encon-
trados na literatura, por exemplo, Vilca Labra et al. (1998), vamos especificar o modelo
eliptico de duas formas, a saber:

(i) Modelo eliptico dependente: assume que os erros (ou as caracteristicas de
interesse) tém distribui¢ado conjunta eliptica, de modo que eles podem ter covariancia
nula sem serem independentes. Veja, por exemplo, Zellner (1976); Ghosh e Sinha (1980);
Ullah e Walsh (1984); Chib et al. (1988) e Anderson et al. (1986);

(i1) Modelo eliptico independente: supoe que os erros (ou as caracteristicas de
interesse) sao independentes e tém distribui¢oes marginais elipticas. Veja, por exemplo,
Lange et al. (1989); Taylor (1992) e Kano et al. (1993).

Note que em (ii) a distribui¢ao conjunta é o produto de distribuigoes elipticas, mas
ela nao é necessariamente eliptica. Convém ressaltar aqui que a distribui¢ao conjunta ser
eliptica juntamente com independéncia é equivalente a assumir normalidade.
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Em Arellano (1994), mostra-se que o problema de identificabilidade é preservado para
modelos de regressao elipticos com erros nas variaveis. Seguindo o mesmo procedimento,
temos que a condi¢ao a; = 0, torna o modelo de Grubbs eliptico identificavel e esta
condicao sera considerada no decorrer deste trabalho.

2.3 Modelo de Grubbs Dependente

Consideremos novamente o modelo definido em (2.1)-(2.2) sob a condicao de identi-
ficabilidade a; = 0, isto é, a = (0, g, -+ ,,) . Assim, o vetor de todas as observagoes
pode ser escrito como

em que I, = [0,]1,] matriz ¢ x p, r = (r{,---,r,)" vetor n(p + 1)-dimensional, @ =
(ag, -+, ) vetor g-dimensional, com ¢ = p — 1. O simbolo ® denota o produto de Kro-

necker e 0 é um vetor k-dimensional com todas as entradas iguais a zero.

Deste modo, o modelo de Grubbs eliptico dependente é definido pela suposicao

r~ Eln(p—i-l)(n*a lIJ*)a

emquen,=1,9n ¥, =1, ¥, comn = (i, 0,---,0)" vetor (p + 1)-dimensional e
¥ = Diag(6,, @) matriz (p+1) x (p+1) com ¢ = (1, -+ , ).

Pela propriedade de linearidade da distribuicao eliptica ( veja Apéndice A), temos que

Y ~ Ely(p.,, ), (2.4)

em que p, = (1, ® 1), + (1, ® ]I(T Ja, e X, =L, ® X, com ¥ = ¢,1,1] + D(¢p).

D)
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2.3.1 Matriz de Informacao Observada

Supondo sua existéncia, temos que a funcao densidade de probabilidade do modelo
(2.4), agora denotado por Y ~ El,,(p,,2,; f), é dada por

Ay 0) =[S H{(y — ) TSy — w1} (2.5)

em que

S = LS = (LpS) Y =8

n

(y - “*)Tz;l(y - “’*) = Z(Yj - (lplvbac + H&)a))Tzil(Yj - (lpﬂx + Hz;))a»

j=1
= ) _|ITyI)%,
j=1
com || T5|[* = (y; —a— 1) 'S (y; —a— L), " = Do) — ¢ 'M, [E] =

c|D(@)|, ¢ =14 ¢, 1) D )1, e M = ¢, D ' (¢)1,1) D~ '(¢). Segue que a fungao de
verossimilhanca é dada por

L(6;y) = [Z[ 2 f (Z ||Tj||2) :
j=1
Assim, a funcao de log-verossimilhanca pode ser escrita como

((0) = —gloglEl +log f (ZHTJ'HQ) : (2.6)

j=1

a) Derivadas parciais de primeira ordem de £(60)

Derivando £(@) com respeito a 8 = (juz, ', ¢5, ' )T, temos que

oU6) _ 0 s [ AT
o = 2 log % + W <ZHT]H> [Z —

j=1 j=1

, (2.7)
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em que

Wi =28 e - (L)),

Assim, temos que as derivadas de primeira ordem de ¢(0) dependem das derivadas de
log |X| e ||Ty|[* com respeito a p,, &, ¢, e .

Derivando em forma vetorial e apds algumas manipulacoes algébricas, temos que

58] = 0

0
£10g|2| = 0,

0 c—1

log |X] =

0 _ _ _

%log |E| = —¢ 1¢:L‘D 2(¢)1p +D 1(¢)1p7

0 _

o ITyl? = —21,27'W,

0 2 -1

gl Till” = —2pnX— Wy,

0 c?

99 ITylP = ——W,;MW;,

0 _ _ _
a—¢’|Tj|\2 = —D(W;)D*(¢)W; — ¢ *¢, W MW,;D*(¢)1,

+2¢7'¢, W] D7 ($)1,D ()W,
com D~*(v) = Diag(vi",--- v, "), quando v = (vy,--- ,v,)" é um vetor em RP (esta

notagao também ¢é valida se v é um vetor aleatério), W; =Y, —pep=a+1,u,.
b) Derivadas parciais de segunda ordem de £(0)

Seja £(0) a fungao de log-verossimilhanca definida em (2.6). Entao, a matriz de



2.8 Modelo de Grubbs Dependente 16

derivadas parciais de segunda ordem com respeito a 8 é dada por

o%(0)  n O < 2\ | <= 9lTy|?
090" ~ 239007 81T+ W > Iyl Z T

j=1 j=1
.o, (zuw)
j=1

Assim, temos que as derivadas de segunda ordem de ¢(€) dependem das derivadas de

i Ol T,|I*
— 90"
=

n 62 )
2 a0e7 TP - (28)

j=1

segunda ordem de log |X| e de ||T;||?, com respeito a pi,, &, ¢, € .

Considerando as propriedades de derivadas vetoriais e apds algumas manipulacoes
algébricas, temos que
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9?log |3|
Oz ONT
92 log | Z|
JaONT
0?log | Z|
0000
9?log |3|
D6, 0¢"
9?log |X|
dpIp"
oI5| I*
Opig Oty
oI5| I*
O 0™

0% T
Oz 0,
0| T
0"

Oa A= ,uxaaa¢:w¢7

Oa A= a7¢$a¢7

1 [c—1\?
()

—c*1, D7*(¢),

—D (@) + 20, D7 (@) — dac D (@)MD (@),
21,271,

Ty 17T
21, %771,

672
2—(c— 1)1 D (p)W;

IR
x

2c7'WS"'D7(9),
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0| T, |

—17T

dada’ o= Ay,
0%||'T|? c’
Padg, g, MW
Py _ -1 N -2 1T D2
8aa¢T = 2]1@)[2 D(W])D (¢)‘|‘C ¢xMW]1pD (¢)

—c "¢, 1, D (@)W, D2 ()],
0?||'Ty|? c3 _
m = 2—ijTMWj1;D Ho)1,,
82HTjH2 _ o =3wT 1T -2 2w T -1 T2
eyl 2c*W] MW, 1] D"%(¢) + 2¢ *W ] D} (¢)1,W] D ?(¢h),
PUTG® 2 iar \ =3/ a1 o3 T D1 -1
Yl 2D*(W;)D™(p) — 2¢ ¢, W MW,; D~ ($)MD ()

+2¢,¢* D (¢)W; W, MD () + 2¢ ¢, W] MW ;D ~%()
+2¢ %9, D ()MW,; W, D*(¢p) — 2¢ "¢, D * ()W, W, D*(¢p)
—4¢ 9,1, D™ (@)W, D(W;) D3 ().

Portanto, dos resultados acima e a equacdo (2.8) temos a matriz das derivadas de
segunda ordem. Ainda da equagao (2.8), podemos notar que sob o modelo eliptico de-
pendente, a matriz de informagdo observada depende das fungoes Wy (u) e Wi(u).

Na Tabela (2.1), vamos exibir Wy(u) e W}(u) para as distribuigoes dadas na Tabela
(1.1).

Vale lembrar que o n da Tabela (2.1) é a dimensao do vetor Y apresentado na Tabela
(1.1). Para o modelo eliptico dependente, este valor é np.

Assim a matriz informagao observada é dada por:

9%((8)

| PR
50007

2.3.2 Matriz de Informacao Esperada
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Tabela 2.1: Expressoes de Wy(u) e Wi(u) para as distribuicoes elipticas da Tabela (1.1)

Distribuigao We(u) Wi (u)
Normal —1/2
t-Student —((w+n)/2)v+u) | (n+v)/2)(v+ u)_2
Cauchy —((T+n)/2)(14+u)~t | ((1+ n)/2)(1 +u) 2
Normal Contaminada —%Q)Ezg 71; fQ(U) - ;O (u) }
Logistica — tanh(u/2) —2/( “/2 + eu/2)2
Exponencial Poténcia — oot O‘(O; Y yo—2

2 g
Nota: fi(u) = (1 — 0)e /2 + §7~ (/2 —ie—u/27 j =0, 1,2.

Nesta sub-secao apresentamos a matriz de informacao esperada sob o modelo eliptico
de Grubbs dependente definido em (2.4).

Teorema 2.1. Sob o modelo eliptico de Grubbs dependente (2.4) a matriz de informag¢ao
esperada por elemento, Jp(0), € dada por

Siore  Jua 0 0
Jaum Jaa 0 0

Jr(0) = 0 0 Js. 6 Jqsqu )
em que
4
i = —ras (121871,
4n 1
J;U«za — Faf(l 2)1 2 ]]:(p),
4n
Jaa = —as(1,2)[;)% T,
o p(e—1) no nag(L,1) - ap(2,2) 2nas(2,2)
et = CT g ["<4+ i Tdd+2) T A+ |
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Joe = n <E N nas(1,1) N af(2,2)) ic; 11;D_1(q§)

0 4 d dd+2)) b,
2nas(2,2) 1 n  nap(1,1)  ap(2,2)\ c—1 B
+(de®Z§_”Cf* d +ﬂd+m)cz>%D2W%

T = " G - MfilL 2 5561(24;22))) {Dl(qﬁ)lpl;Dl((b) - %D1(¢)1p1;02(¢)

K>

D7*(¢)1,1' D7} (¢) + C—§D2(¢> 1p1TDQ(¢>]

c
2nays(2,2)
d(d+2)

as(i,j) = E {(Z [Tl )’ (Wf (Z IlTk|!2)> } ,

tal que 1 =1,2, j=1,2 ei < j.

2¢x -3 32c —2 T -2
D)+ S0 e, D).

D0) -

com

Prova: Seja

300) == [ (55.55.)]

a matriz de informacao do modelo de Grubbs dependente. Usando a seguinte férmula
dada por Arellano (1994),

4n on’
Ji,j = Faf(l, 2)

op
1=
00, 00

n o n 1 0X 0X
— 4+ —ap(l, 1)+ ———as(2,2 > »lz=

+n (4~|—daf( : )~|—d(d+2>af( : )) tr( 89,)”( 0@)
2n ) 82)

) e S S
d(d+2)“f(2’2)”( 20, 06,

+

em que d denota a dimensao de Y (d = np), o resultado segue depois de uma certa

algebra.
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Em particular, para o modelo normal tem-se que (ver Arellano, 1994)

d d d(d+2)
ar(1,2) = T ap(1,1) = D) easp(2,2)= —

No caso da distribuicao t-student com v graus de liberdade tem-se

d(v+d) (v +d)d(d+ 2)
4(V—|—d+2)’af 4(v+d+2)

ap(1,2) = (1,1) = —g earp(2,2) =

Notemos que se v — oo, obtemos os resultados correspondentes ao modelo normal.

2.3.3 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Nesta subsecao mostramos como obter os EMV para o modelo eliptico dependente
(2.4)-(2.5).

Assim como em Anderson et al. (1986) e Vilca-Labra et al. (1998), vamos assumir que
a funcao geradora de densidade f é decrescente e continuamente diferenciavel no intervalo
(0,00). Essa suposicao e as proposi¢oes que apresentaremos a seguir serao fundamentais
para o objetivo, ja citado, desta subsecao.

A

Proposicao 2.1. Seja (f1,, %) o EMV de (w,, X.). Entdo sob a condi¢ao de identifica-
bilidade, o EMV 0 de 0, ¢ solucdao das equagies

~

1.(6) = fu, e 3.(0) = 3.

Prova: Segue da propriedade de invariancia dos EMV.

Proposicio 2.2. Seja (fu,n, Sun) 0s EMV de (p,, .) sob a hipdtese de normalidade no
modelo eliptico dado em (2.4). Entio os EMV de (u,,X,) do modelo eliptico dependente
sao dadas por

np ~
_pE*Na

M = Ky € 2* =
Uo

em que ug € o mdrimo da func¢do u’? f(u), u > 0.

Prova: Segue imediatamente do Teorema 1 de Anderson et al. (1986).
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Das proposicoes acima e os EMV sob o modelo normal temos que o EMV de 8 sob
o modelo eliptico dependente é solucao das equacoes da Proposicao 2.2. O EMV sob a
hipétese de normalidade é apresentado em Lachos-Dévila (2002). Este estimador é obtido
através do algoritmo EM.

Note que no caso especial em que f(u) = k(n, V)l/%”(u—{—u)’%(”*”p), com k(n,r) como
em (B.3) correspondente a distribuigdo ¢-Student com v graus de liberdade, nés temos
que ug = np, para todo v > 0. Ou seja, o EMV do modelo ¢-Student dependente é igual
ao do modelo normal.

2.4 Modelo de Grubbs Independente

Se no modelo definido em (2.1)-(2.2), sob a condigao de identificabilidade, considerar-
mos que rq,--- ,ry, sao iid tais que

r;~ Elp(n7\117f)7 j: 17 y 1, (29)

em que ) = (i, 0,---,0)" vetor (p + 1)-dimensional e ¥ = Diag(¢,, @), entdo teremos
o modelo eliptico de Grubbs independente

Y, ~El,(p,2;f), j=1,---,n, (2.10)

emque p=a+1l,u, ed = gbxlplg—FD(gb), coma=(0,a1, - ,q,) ep= (g1, ,0p) .

2.4.1 Matriz de Informacao Observada

A funcao de densidade de probabilidade no modelo de Grubbs independente é dada
por

(v 0) =272 (v — ) "2y — ).
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Logo, para uma amostra aleatéria Y7, --- ,Y,, a funcao de verossimilhanca é dada por
L(Oa Y1, 7Yn) = H |E|_1/2f ((YJ - I“I’)Tzil(Yj - IJ’)) )
j=1
e a funcao de log-verossimilhanca pode ser escrita como
0(8) => 1;(0) = log fy,(v;:0). (2.11)
j=1 j=1
em que

1 — .
((0) = =5 log|[E| +log f ((v; — ) 27 (y; —p) . j =1+ .

Se tomarmos T, = 271/2(},]. — ), entao

1 .
(;(0) = —3 log[B[ +log f(IT;[*).j = 1,--+ ..

a) Derivadas parciais de primeira ordem de £(60)

Como £(0) = >"_, £;(0), entao %g) =>" az§(00)7 em que

j=1 j=1
04,(0) 10 2, AT
I = — 5o o8 B+ Wy (T |H) = 52

Assim, temos que as derivadas de primeira ordem de ¢(0) dependem, novamente, das
derivadas de log |X] e ||T}||* com respeito a p,,c,¢, e ¢ que sdo dadas na Subsegao 2.2.1.

b) Derivadas parciais de segunda ordem de £(0)

A matriz de derivadas parciais de segunda ordem com respeito a 6, é dada por

9*0(0) z”: 520,(0)
00007 “— 9000"’

J=1
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em que
82£j(9) 1 62 8 a 82

i log |35 (1T 12 =5 || T [P —=| T, T, |1?) ———||T;||°.
sa00 — 200007 8 1= T WIS 56 1T5IF 50 1T 17+ W (T3] 2 oo o 1Tl

Novamente, temos que as derivadas de segunda ordem de ¢(6) dependem das derivadas de
segunda ordem de log |X| e de ||T;||* com respeito a ji,,c,¢, € ¢, que foram apresentadas
na Subsecao 2.2.1.

2.4.2 Matriz de Informacao Esperada

Nesta subsecao obtemos a matriz de informacao esperada no modelo eliptico de
Grubbs independente (2.10).

Teorema 2.2. Sob o modelo eliptico de Grubbs independente (2.10), a matriz de in-
formagao esperada por elemento, Kr(0), é dada por

Ko Kpa 0 0
iy | Kaw Kaa 0 0
r(0) = 0 0 Koo K,g |

0 0 Kgbm K¢¢
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em que
4n Ty-1

KHzMz - be<172>1p2 1p7
4n _

Koo = 7bf(1,2)1;2 T,

4n B
Koo = be(1,2)]1(p)2 1]1(;),

L =P (1 b(LD) | b)) | 20b(2,2)

Ko = ¢ 32 [”(Zﬁ d +d(d+2)>+ d(d+2)}’
/1 (L) b2 Te—1, 1

Kyp = "(Z+ d +d<d+2)>@ LD

2nb(2,2) 1 1 bp(1,1) bp(2,2)\ c—1\ .1,
(e (i i) =) )

Kpp = n(3+ 25+ G025 ) [P @007 0) - “0 @] o)

2
DD @) + 0 e, D)

2¢

C

2nbf(2, 2)
d(d+2)

%(9) - 22079 + L 1,170 (6]

b(i- ) = B {1 (W (IT51%) }

tal que 1 =1,2, j=1,2 ei < j.

Prova: Seja

Kp(6) = [Ki;] = [E <%%ﬂ ’

a matriz de informacao do modelo de Grubbs independente. Usando a seguinte férmula
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dada por Arellano (1994),

4n op' . 0p
K,: = —bg(1,2 ¥ —
" RS 80,
1 1 1 ox ox
— b1, 1)+ ——bp(2,2) | tr [ 27! tr (212
o (G4 D+ g2 (375 ) o (575 )
2n ox ox
— b (2,2tr [T =
Taar o ® )T( 26, aej)
em que d denota a dimensao de Y; (d = p), j =1,--- ,n , o resultado segue depois de

uma certa algebra.

Em particular, para o modelo normal tem-se que (ver Arellano, 1994)

d d d(d+ 2

No caso da distribui¢ao t-student com v graus de liberdade (v > 2) tem-se

d(v +d)
Av+d+2)

(v + d)d(d + 2)

bs(1:2) = A(v+d+2)

b)) = 5 e by(2,2) =

Notemos que se v — oo obtemos os resultados correspondentes ao modelo normal.

2.4.3 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Nesta subsegao vamos obter os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) para o
modelo eliptico independente. Para efeito deste trabalho vamos considerar a distribuigao
t-student.

Recentemente, varios autores tém sugerido a distribuicao t-Student multivariada como
alternativa a normal multivariada por ter as caudas mais pesadas e, portanto, ”aco-
moda’” possiveis ”outliers” presentes nos dados. Assim, o uso da distribuicao t-Student
forneceria um procedimento robusto de anélise de dados. Por exemplo, Rubin (1983) ob-
teve os EMV para os parametros da distribui¢ao ¢-Student multivariada usando algoritmo
EM; Little (1988) estende o resultado de Rubin (1983) a dados incompletos, Sutradhar
e Ali (1986) usam méxima verossimilhan¢a no modelo de regressao com distribuigao ¢-
Student. Lange et al. (1989) ilustram o uso da distribuigdo ¢-student em regressao e
em algumas areas de andlise multivariada, ver também Taylor (1992). Sutradhar (1993)
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propos um teste de Escore para testar que a matriz de covariancia é igual a uma ma-
triz dada, usando também a distribuigao t-Student; Bolfarine e Arellano (1994) usam a
distribuicao t-Student no modelo linear simples com erros nas variaveis.

Devido a inferéncia estatistica baseada na distribuicao ¢-Student combinar simplici-
dade conceitual e computacional com generalidade, ja que pode ser aplicada numa varie-
dade de situagoes, é que propomos como alternativa a distribuicao normal, a distribuicao
t-Student multivariada com segundos momentos finitos.

a) O algoritmo EM para o modelo t-Student

Vamos supor que em (2.9) temos

i~ b (n, Wiv), j=1,-- n, (2.12)
em que 17 ¢ ¥ dados em (2.9). Entdo teremos
Ythp(l‘l”E;V)7 jzlv y Ty (213)

em que p e X sao como (2.10). Ainda, sob o modelo acima, temos que a fungao densidade
de probabilidade de Y; ¢ dada por

By | Zsv) = [B] 2k e[+ (y = ) STy - @) 2Oy € RV (214)
em que k(n,v) é dado em (B.3).

Tal como ¢ ilustrado em Lange et al. (1989) em diferentes contextos, a conveniéncia
deste modelo vem dada pelo fato de que se v é fixado em um valor adequado, entao seus
EMYV sao robustos com respeito a observagoes aberrantes. No Capitulo 4 faremos uma
discussao sobre a escolha de v.

Encontrar os EMV de 6 por métodos convencionais é complicado, dado que as equa-
¢oes resultantes nao tem forma fechada. Embora existam muitas metodologias para en-
contrar os EMV | aqui mostramos como obter os EMV de 8 usando o algoritmo EM, o
qual é facil de implementar e computacionalmente conveniente; além disso, as estimativas
das variancias sao todas nao negativas.
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Como é conhecido, o algoritmo EM (Dempster et al., 1977) aumenta os dados Y=
(Yy,---,Y,)" por adicionamento de dados hipotéticos, ou nao-observéveis, neste caso
vamos considerar X = (1, -+, z,)" de tal forma que o EMV de 6 baseado em Z =
(Y,x) seja facil de calcular. Dada a estimativa 0™ na iteracio m, a iteraciao m + 1
do algoritmo EM consiste de duas etapas: uma etapa E de esperanca e uma etapa M
de maximizagao. Na etapa E calculamos o valor esperado do logaritmo da funcao de
verossimilhanga completa [(6|Z) com respeito a distribuicao condicional de x dado Y e
0™, Na etapa M maximizamos a fungao resultante com respeito a @, e obtemos assim

uma nova estimativa 8. Cada iteracao do EM incrementa o logaritmo da funcao de

verossimilhanca observada £(0|Y); ﬁ(e(m)‘Y) < g(g(mﬂ)’y).

Y.

J

Seja Z; = ( i ), j=1,---,n. Entao, de (2.12) temos que

itd .
Z] ~ tp+1(/-Lz,Ez§V)7 J = ]-7 , 1, (215)

em que

Kn, = ( 1 ) e X, = < 1,0, ¢x1p1;+p(¢)>.

Sabemos que a distribuicao t-Student pode ser obtida como mistura de uma distri-
buigao normal e uma x? (ver Apéndice B). Assim, seja

Zj|Qj =4q;~ p+1(l'l’z7qj_122)7Qj ~ X?y)/ya Jj=1--,n (2'16)
e fz,0,(Z;,q;) a densidade conjunta de (Z;,q;), j = 1,--- ,n, que pode ser escrita como
fz,0,(2j, 4;) = f1(zilq) f2(q5), 7=1,---,n,

em que f; ¢ a funcao de densidade condicional de Z; dado @); = g; e f2 é a funcao
densidade de Q;, 7 =1,--- ,n.
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Logo, a log-verossimilhanca completa, ¢z(8,v) é dada por

lz(0,v) = cte—glog\ZZ]

1< _ -
-5 D iz — ) 2 (7 — ) + ) log filg)),
=1 =1
(2.17)

em que
2.| = ¢.|D(9)| e 2;1=<

Observe que

i c Tn-1
2—1/2 7. — 2 _ Ty — Mg e _1pD (¢) Tj— g
|| z ( J ,J’z) H ( Yj — > < _D_1(¢)1p D_1(¢) Yj —

(zj = pa)® o [ — 1) () — o)
¢x ’ |: ¢1

= C

(25 — po)1y DT (D) (Y — a0 — Lgpty)|

(ylj - M;c)2

A

+ (Y; —o— 1q,ux)TD1_l(¢)(Y% - 111;“:6)7

J

em que Di(¢) = Diag(de, -~ ,¢p) € Y5 = (Yaj, -, Ups) -

Etapa E: Calculamos o valor esperado:
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B(LO|Z)[Y.6') = cte—Zlogd") — Zlog | D(¢™)

n (m) _, m)y2 (m) _ )y )
_lzqw){c(m)(% pa ) _2[(% pa") g1y — ™)

j=1 @ 1

+(x§m) _ uim))quDfl(CP(m))(Y}f o™ 1q,u£cm))}
(= ™)

(m)

1

HY; = ™ = 1,ul) D (@)Y — ol — 1) |

_|_

(2.18)
em que
0" = Bq|Y;0"™) =+ p) TP (2.19)
(m) & T
w = B(n]Y;,0") = p + T D (@)Y, — ut™), (2.20)
2(m) 9 (m) o™ v+ ||T§~m)||2 (m)\2
5 = BE(7]Y;,0") = + (z;7)7, (2.21)

cdm v+p—2
com ™ = 1+ ¢ 17D} (™)1, 0 T = (61,17 + D(60™)) (Y, — ™).

As equagdes (2.19)-(2.21) seguem das propriedades da distribui¢ao ¢-student (ver
Apéndice B).

Etapa M: Nesta etapa determinamos 8™+ maximizando (2.18). Derivando com
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respeito a @ = 0(m), obtemos as seguintes estimativas:

ity 2 G Y
Z?:l qy('m)
ot — M — 1y lm+D
- n _(m) aHa ’
Zj:l q;
n (m)/ (m) (m+1)y\2
pmth) 2w (& —pa )
X n ’
S 2 gy (yy — )
1 n ’
n (m) (m+1) (m)y2
L (g — o™ — 1 .
(bEerl) _ Zj—l q] (y] J ) . i= 27 cee .
n

Como estimetivas iniciais (0 = 0(0)) podemos usar os estimadores de momentos pro-
postos por Grubbs (veja Secao 2.7).

b) Os algoritmos de Scoring e Newton-Raphson

Os métodos iterativos do tipo Newton consistem de técnicas para a obtencao de raizes
de uma funcao. Eles sao métodos alternativos muito utilizados na obtencao dos EMV,
resolvendo as equagoes de verossimilhanca. Com o objetivo de fornecer técnicas para a
obtencao dos EMV, para modelos cujas observacoes tém distribuicoes diferentes da normal
ou t-Student, apresentaremos dois algoritmos que pertecem a classe dos métodos do tipo
Newton. Sao eles: o algoritmo de Scoring e o algoritmo de Newton-Raphson.

~(k
No método de Scoring, dada a estimativa 0( : correspondente a k-ésima iteracao e

definindo U = U(0) = 88—5, temos que

gU+D) _ gk) | )\k(Kl(vk))_lU(k) (2.22)

em que K}k) = KF(O(k)) (a matriz de informacdo de Fisher esperada com 6 = 0" |
U® = U(@*) e N\, > 0 é o comprimento do passo k (usualmente escolhe-se A, = 1).
Uma limitacao deste algoritmo, sob o modelo eliptico, é a dependéncia da matriz de
informacao esperada, pois nem sempre é possivel obter de forma explicita os elementos
dessa matriz devido dificuldade de calcular os valores by do Teorema 2.2.
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Um modo de contornar esta limitacao ¢ utilizar o algoritmo de Newton-Raphson. Este
algoritmo é dado por (2.22) substituindo a matriz Kl(f) pela matriz Il(f) = Ip(8™), com
Ir(6) = ——2L

r(0) 0000 "

a sequéncia de iteracoes [O(k)] converge para o EMV de 6. Quando estas condi¢oes nao

. Quando a log-verossimilhanca é uma funcao concava e unimodal, entao

sao satisfeitas, nao se pode garantir a convergéncia a partir de um valor inicial arbitrario
(veja McLachlan e Krishnan, 1993).

2.5 Estimacao de Maxima Verossimilhanca Restrita

Nesta secao, apresentamos expressoes para os EMV quando alguma informacao adi-
cional é incluida no modelo de Grubbs. Para tal finalidade, usaremos o modelo t-eliptico
definido em (2.12)-(2.13) por motivos ja mencionados na Subsegao 2.4.3. Consideramos
aqui os seguintes casos:

Hy;. Os vicios sao todos iguais a zero e as variancias dos instrumentos sao iguais, isto

bas ==, =0cd == b
Hys. As variancias dos instrumentos sao iguais, isto é, g1 = --- = ¢, e
Hpsz. Os vicios dos instrumentos sao todos iguais a zero, isto €, oy = -+ - = a;, = 0.

Devido a complexidade das equacoes de verossimilhanca, os EMV sao obtidos por
meio do algoritmo EM em todos os casos. Estes casos serao de grande utilidade na se¢ao
de teste de hipdteses, quando necessitaremos dos EMV sob as hipoteses nulas Hyy, Hos €
Hysz definidas na Subsecao 1.1.

Como iremos notar, em todos os casos as estimativas das variancias sao nao negativas.
Isto nao ocorre com o estimador de momentos, conforme veremos na Se¢ao 2.7. Segundo
Jaech (1985), quando uma das variancias é estimada como sendo zero (perto ou menor
que zero), a conclusdo pode ser que o correspondente instrumento mega a caracteristica
de interesse sem erro ou de forma precisa.

25,1 Ocasoaz=:+=a,=0e¢p1=:--=¢,

Nesta Subsecao, vamos considerar a possibilidade de que os instrumentos mecam a
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caracteristica de interesse sem vicio e com a mesma variabilidade, as quais consideramos
como sendo iguais a ¢, isto ¢, g =--- =, =0e ¢ = --- = ¢, = ¢. Logo, segue que

Yj NtP(I'L?E;V)vj = 17 , 1, (223)

em que p = ji1, e X = ¢, 1,1] 4 ¢L,.

Neste caso

0 = (Mm7¢m7¢)T7
com || T2 =W]S'"W; W, =y, —pu, X' = éIp—c_lM, c= 1—{—p‘% eM = %11’1;'

Analogamente a Subsecao 2.4.3, seja Z; = ( ;_] ), j=1,---,n. Entao, de (2.23)
j
temos que
iid .
ZJ th-i—l(l*l’z?zzz;y)’ J = 17 ) 10, (224)
em que
po— | e 3. = ¢ » ¢ .
:umlp 1p¢z (bxlplp +¢Ip)
Ainda
Zj‘(@j = q]) ~ Np+1(uz7q;122>?Qj ~ X%V)/I/, Jj=1-,n (225)
e
f2,.0,(25,45) = fi(z]45) f2(q5), G =1,---n,
em que f; é a fungao de densidade condicional de Z; dado @); = ¢; e f2 ¢ a funcao

densidade de Q;, j = 1,--- ,n. Portanto, a log-verossimilhanca completa, ¢z(0, v) é dada
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por
lz(0,v) = cte— glog% — %logw
——qu — )5 (2 — ) + D log flgy),
j=1
(2.26)
em que
c 14T
s @ ol
S ST
Logo o algoritmo EM procede com as etapas:
Etapa E: Calculamos
" = BglY;,6") = (v+p)v+ TP (2.27)
(m) (m) 0" T (m)
zy = E(x;[Y;,0 ):H:Hrmlp (Y; —p'™), (2.28)
(m T 2
2m) 9 mN v+ || T™| (m)\2
Ty = E("Ej|Yj79( =" Ay p—2 + ()7 (2.29)

(m) m m )T\ — m
com (™ =1+ p2 e T = (¢ 1,1] + ¢™1,) " V2(Y; — pl™).
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Etapa M: Determinamos 8"V a partir de (2.27)-(2.29) de acordo com

no_(m)_(m)
) D1l T

Z?:l q]('m)

n m m m+1
R > RV
T n 3

m 1 - m m m m T
o = S| () i, (Y - )
np <=
5 <(x§m) . Iu;m-i-l))lp . (Y] . u(m—‘rl)))] :

em que p,(m+1) = N(m-l—l)(e) _ u(e(mﬂ))_

2.5.2 Ocaso ¢ =---= ¢,

Vamos considerar que as variancias sao iguais a ¢, isto é
b= = =0
Entao, a distribuicao dos Y; é dada por
Y, ~ (1, Siv), (2.30)
emque p=a+p;l,e X = %11,11;r + ¢L,, com a como em (2.10). Neste caso
0 = (1’ 6,,0)",

com || T;|? =W/Z'W;, W, =y; —pe X", ce M iguais aos da subsecao anterior.

Com o objetivo de nao sermos demasiadamente repetitivos, apresentaremos o algo-
ritmo omitindo algumas passagens. Entretanto, gostariamos de ressaltar que estas passa-
gens sao andlogas as da Secao 2.4.3. Assim, segue o algoritmo EM:

Etapa E: Calculamos
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" = BglY;,6") = (v+p) v+ TP (2:31)
w0 = E(lY5,0) = e + s 1, (Y — pt™), (2.32)
™o
(m) v+ T(m) 2
x?(m) = B(22Y;, 6™) ’ 1T + (xg.m))Z, (2.33)

T g p—2

(m) m m e .
com ™ =1 +p$fm) ¢ T§- ) = (¢ )1p1; + oL T2 (Y — pulm™).

Etapa M: A partir de (2.31)-(2.33), obtemos 8"V pelas expressdes

n_(m)_(m)
pm D 2145 %
r n (m) 7
> i1
o™t — 2% Y] _ 1, plmtD)
n (m) Pz )
Zj:l 4
n (m) (m) (m+1)y2
PAGES) 2ijm @ (@ )
x n )

m 1 - m m m m T
$ = LS (@ = I, (Y, - )
7j=1

X ((fﬁﬁm) — "1, = (Y - u(m“)))] ,

em que 'u,(m—&-l) = “(m—i-l)(g) _ M(e(erl)).

253 Ocasoaz=---=0p, =0

Considerando a possibilidade de que os diferentes instrumentos medem a caracteristica

de interesse sem vicio, isto ¢, ap = --- = «, = 0, segue que
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Yj ~ tp(l'l’72;y)7 (234)

em que
p= 1, e X =¢,1,1) + D(¢).

Neste caso

0 = (ts, b0y’ ) "

De maneira similar a discutida na Subsecao 2.4.3, temos que o algoritmo EM procede
como segue

Etapa E: Calculamos

¢ = B(q]Y;,0™) = (v+p)(v+ | TV, (2.35)
(m) oo
L = E(SIZ]"Y]', e(m)) = [z + o(m) 1p D~ (¢(m))(Yj B “(m)>, (236)

o [T
cdm v+p—2

+ (22, (2.37)

7™ = B(]Y;,0) ;

J

com ™) =1+ 6" 1] D)1, e T = (61, 1] + D(6™) V(Y — i),

Etapa M: Nesta etapa determinamos 8™+ a partir de (2.35)-(2.37)

n_(m)_ (m)
(m41)  _ 214 7
Z?:l qg('m)
n m m m+1
I B 0 G e
x n J
n _(m) (m)y2
m =14 (Yij — .
QS’E +1) — Z] ! <yZJ ? ) ) Zzl,--- 7p.

n
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2.6 Testes de Hipoteses

Nesta se¢ao vamos apresentar um estudo de testes de hipéteses para avaliar as hipdteses
definidas na Segao 1.1, para o modelo eliptico independente definido em (2.12)-(2.13), uti-
lizando as estatisticas da Razao de Verosimilhanca (@), Escore (E) e de Wald (W).

Sejam 0 e 6 os EMV de 6 sob o modelo irrestrito e sob a hipétese nula, respectiva-
mente. As hipéteses definidas na Secao 1.1, podem ser escritas como Hy : A@ = ~,, onde
a matriz A de dimensao r x (2p + 1) tem posto posto(A) =r < 2p+1le~,:r x 1 éum
vetor conhecido. Logo as estatisticas ), E e W podem ser escritas como

o foud] . [o0d)
Q =2[((0) — L(9)], E = - lwl K7 (0)] lwl

W =n[A8 — ] [AK; (0)AT] ' [AD — ),

em que /(6) é a funcao de log-verossimilhanga definida em (2.11) e K é a matriz de
informacao de Fisher esperada definida no Teorema 2.2.

As trés estatisticas definidas acima sao assintoticamente equivalentes sob H,. De
fato as distribuicoes delas convergem para a distribuicao qui-quadrado com r graus de
liberdade (X?). Isto é, sob Hy, Q, E ¢ W tém a mesma distribuigao assintdtica; veja por
exemplo, Sen e Singer (1993).

2.6.1 Teste de Wald

Seja 6 = (8,,0,)", onde 01, = (g, 0, )" € Op = (¢p0, b1, ,¢,) . Entdo a
matriz de informacao de Fisher esperada, dada no Teorema 2.1, pode ser representada

por Kr(0) = Diag(K;,Kg), onde

K, — Kpope Ko |, K, — Koo, Koo
Koy Koo Ksg,  Kggp
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T

sdo as submatrizes de informacao dos vetores na locagdo 8 = (i, ')’ e na escala

0p = (4o, ¢")7, respectivamente.

Agora, se 0 ¢ 0 EMV de 0, entao utilizando o Teorema 5.2.1 dado em Sen e Singer
(1993), temos que

~

V(6 — ) —5 Ny (0,K5(6)), (2.38)

em que K;'(0) = Diag(K; ', K;').

Por outro lado, se 8. = g(0) = (az,~ - ,ap, ¢, -, dy)" = (91(6), g2(0), -+,
g2p-1(0)) 7, entdao usando o método delta temos que

-~

V(0. — 6,) -5 Nop 1(0,9,), (2.39)

em que £2, = DK;lDT, com Kz a matriz de informagao esperada, definida no Teorema
2.2 ¢ D é uma matriz (2p — 1) x (2p + 1), tal que

D:[agiw)]: I 0
80] 0 ]I(p+1) 7

assim de (2.38) e (2.39), temos que

]I(p)Kzl]IT 0
Q, = 0 (») L KT , (2.40)
(p+1) B Lp+1)

em que Iy, r =p,p + 1, como definido em (2.3).

Para testar se os instrumentos medem a caracteristica de interesse sem vicio e com a

mesma precisao, a hipotese é
Hy: ow=a3=-=0,=0¢€ ¢pr=02="--= ¢, (2.41)
Note que, Hy; pode ser escrita como
Hy, - CO, = qo, (2.42)

I, 0

0 A )éumamatriz (2p—2) x (2p—1) de posto 2p—2, com g = p—1
1

emqueCz(
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(&4
1 -1 0 0 0
o 1 -1 --- 0 O
0 0 O 1 -1

matriz (p — 1) X p e q, vetor nulo de dimensao 2(p — 1). Logo, a estatistica de Wald para
testar a hipotese Hy; é dada por

Wor = n(C8, — q,)T[CQ.CT]7(CH, — q) (2.44)

onde S'Al* denota a matriz €2, com os parametros desconhecidos 6., substituidos pelo EMV
0. de 0.. Portanto, Hy; é rejeitada ao nivel v se Wy; > x3_,,, onde x?__, denota o percentil
100(1 — «)% da distribuigao qui-quadrado com 2(p — 1) graus de liberdade.

Observe que de (2.40) e apds as manipulagoes algébricas, C2,C T pode ser escrita por

H(p)Kgl]I(Tp) 0

CQ*CT == —17T T )
( 0 Al Ky ]I(p—i-l)Al
e conseqiientemente a estatistica Wy, pode ser escrita como

~ E 1~ ~T Eo Sl _ -~
Wor = na' (I K, ') '@+ ne Al (Al K51, A )" Ard. (2.45)

(»

Para testar a hipotese de interesse

HOQ:O{QZOZSZ“‘:Oép:07 (246)

isto é, para testar se os instrumentos medem sem vicio a caracteristica de interesse =z,

vamos escrever H02 cOo1mao
H02 : CO* = Oq, (247)

em que C = [I,0] é uma matriz (p —1) x (2p — 1) de posto ¢ = p— 1. Assim, a estatistica
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de Wald para testar Hyy, denotada por Wy, é dada por
W, = n(CH,)T[CO.CT]7(CH,)

= na' (I,K; ') e, (2.48)

que converge em distribuicao para uma variavel aleatéria X?pq) sob Hyy. Portanto, Hpo
é rejeitado ao nivel o se Wy, > x%_,, onde x3_, denota o percentil 100(1 — a)% da
distribuicao qui-quadrado com p — 1 graus de liberdade.

Finalmente, para testar se os instrumentos sao igualmente precisos, a hipotese é
H(]g : ¢1 = ¢2 == ¢p ou CB* = Oq, (249)

em que C = [0,/A;] é uma matriz (p — 1) x (2p — 1) de posto ¢ = p — 1, com A; como
em (2.43). A estatistica de Wald para testar Hys, denotada por Wy é dada por

Wes = n(CH,)T[CN.CT]7H(CH,)
~T ~ ~
= n¢ Al (Al KT, ) A]) A9, (2.50)

que converge em distribuicao para uma variavel aleatéria X%p—l) sob Hyz. Portanto, Hos
é rejeitada ao nivel a se Wy3 > x?_, onde x37_, denota o percentil 100(1 — a)% da
distribuicao qui-quadrado com p — 1 graus de liberdade.

E importante observar que das relagoes em (2.45), (2.48) e (2.50), segue que
Wor = Woa + Wos, (2.51)

onde Wy e Wy3 sao as estatisticas de Wald utilizadas para testar Hyo e Hysz, respectiva-
mente.

2.6.2 Teste de Escore

Rao (1948) introduz a estatistica de Escore dada por

[M] K7 (0) [w] , (2.52)
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em que £(6) é a funcio de log-verossimilhanca definida em (2.11), 8 é o EMV sob a
hipétese nula e K F(é) ¢ a matriz de informacao de Fisher esperada definida no Teorema
2.2 avaliada no EMV sob a hipdtese nula. Esta estatistica é atrativa porque somente
requer calcular os EMV sob hipdtese nula, e é assintoticamente equivalente as estatisticas

de Wald e da Razao de Verossimilhangas sob a hipdtese nula.

A estatistica de Escore tem sido utilizada no trabalho desenvolvido por Bedrick (2001),
que apresenta um estudo de inferéncia no modelo de Grubbs supondo normalidade das ob-
servagoes. Sob normalidade, os EMV sob Hy; e Hys tém forma fechada, assim a estatistica
de Escore também possui uma expressao fechada (veja Lachos-Dévila, 2002).

Dado que no modelo t-eliptico o EMV nao possui forma explicita sob as hipdteses
nulas, este pode ser obtida via um procedimento interativo (algoritmo EM). A imple-
mentacao pode ser facilmente manipulada por meio de ”softwares”como por exemplo
Matlab. O algoritmo para obter o EMV sob as hipéteses nulas Hyy, Hos € Hps sao dados
na Secao 2.5.

2.6.3 Teste da Razao de Verossimilhancas

A estatistica da Razao de verossimilhagas é definida como sendo
Q = 2[¢(8) — ((0))], (2.53)

em que () é a funcao de log-verossimilhanca definida em (2.11), 8 é 0 EMV do modelo
irrestrito, e 8, é o EMV sob a hipdtese nula que tem a forma A6, = qp, em que 8, é
como em (2.39) e A uma matriz de ordem r X (2p + 1), com posto 7.

Neste caso requeremos os EMV de 6 sob o modelo irrestrito e sob a hipdtese nula ,
cujo método de implementagao para obter @ e @ sao apresentados nas Secoes 2.4 e 2.5,
respectivamente.

Embora nao seja possivel obter uma expressao fechada da estatistica (), sua imple-
mentagao é computacionalmente simples, dado que os EMV do modelo irrestrito e sob as
hipéteses nulas Hyy, Hopo € Hpz sao de facil implementagao.
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2.7 Estudo Assintotico dos Estimadores de Momen-
tos

Considere a média amostral Y e a matriz de covariancia amostral S,, da sequéncia de

observagoes Y1, -+, Y, definidos em (2.10), isto é
_ 1 <& 1 <& _ _
Yo=- Y Yjes8, = - DY, -Y)(Y;-Y)". (2.54)
j=1 j=1

Sob o modelo estrutural normal, Grubbs (1948), considera os seguintes estimado-
~ T o~ AT
res tipo momentos para o vetor de parametros 6 dados por 8 = (ji,, &', ¢p. 0 ) =

(/23370727' o 7dp7 éz‘a ¢17" : a¢p)7 €m que

. 1

e = EZYU’
7=1

3 12":Y -y

Q; = — i — Mz, T =4, ",
w2 Yo fi p

_ 9 LA
b = mzzsﬁ,

i=1 j>i

¢i = Sii— Gu, (2.55)

emquei=1,---,peS;,i,7=1,---,p, sao elementos da matriz de covariancia amostral

Sh.
Note que as estimativas ¢ e ¢, tém o inconveniente de poder assumir valores negativos.

Lachos-Dévila (2002) faz um estudo do comportamento assintético de 0 supondo nor-
malidade das observagoes. Nesta secao, generalizaremos este estudo supondo distribuicao
eliptica para observacoes.

Para tal estudo, primeiro apresentaremos alguns resultados do comportamento as-
sintético de Y, e S,,. As seguintes notacoes serdo necessirias para uma explicacdo mais
detalhada desta parte do trabalho. Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes de ordem r x s
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e p X q, respectivamente. Entao
1. e;(j) denota o vetor de dimensao i X 1 com um na j-ésima posi¢ao e zeros nos outros
casos;

2. Vec(A) denota o vetor de dimensdo rs x 1 dado por Vec(A) = (A],--- ,A])T em
que A, denota a i-ésima coluna de A;

3. A ® B é uma matriz de ordem rp X sq, que denota o produto de Kronecker de A e
B, isto é, A ® B = (a;;B);

4. Existe uma matriz K,,, chamada de matriz de permutagao (veja Henderson e Searle,
1979), tal que

Vec(A") = K,,Vec(A). (2.56)

Quando p = ¢, escrevemos K, em lugar de K,,. Além disso, se A = AT entao
Vech(A) contém os p(p + 1)/2 elementos distintos de A e, Vec(A) e Vech(AT) sdo sao
uma tranformagao linear um do outro. Assim existe uma matriz H de ordem p(p+1)/2x p?
tal que

Vech(A") = HVec(A). (2.57)

Para obter mais detalhes sobre o lema a seguir veja Gasco (1997).

Lema 2.1. Suponha que € ~ El,(0,X;¢) tem momentos de quarta ordem finitos. Entao
Ele] =0, Varle] =¥ =2¢'(0)X ¢

Var[Vec(ee")] = (1 + &)z + K,) (¥ @ ¥) + Vec(¥)Vec' (P),

em que k= ¢"(0)/(¢'(0))? —1, conhecido como parametro de curtose, K, como em (2.56)
e L> a matriz identidade de ordem p* x p*.

Observe que, se € ~ t,(0,X;v), entdo k = Z—j — 1, v > 4. No modelo normal x = 0,

que se obtem fazendo v — oo.
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Agora, consideremos a sequéncia Y1,...,Y,, definidos em (2.10) ee; =Y, — K] =
1.---

Y

,n. No seguinte resultado apresentamos o comportamento assintético de Y, e S,,.

Teorema 2.3. Sejam Y, e S, a média e matriz de covaridncia amostral dos vetores
Yy,..., Y, definidos em (2.10). Entao
i)Yn%a—l—Ip,uz:p,eSnﬂNI’.

ii) Se Var[Vec(ee™)] = A € finito, isto é € tem quarto momento finito, entdo /n(Y, —
a— 1,1,) 5 N,(0,®) e /nVec(S, — ¥) -5 N,2(0,A),
em que A = Var(Vec(ee")) = (1 + k) (L2 + K,) (¥ @ ¥) + kVec(P)Vec ().

i11) Y, e S, sdo assintoticamente independentes.

A prova deste Teorema pode ser encontrada, por exemplo em Vilca-Labra et al (1998).

Como S,, é uma matriz simétrica, entao o Vec(S,,) contém elementos que sao iguais, de
modo que a distribuicao assintética de \/nVec(S,,) é singular. Contudo, se consideramos
somente os p(p + 1)/2 elementos diferentes de S,,, isto ¢, os elementos do vetor Vech(S,)
é nao-singular, como veremos no seguinte resultado.

Corolario 1. Sob a condi¢cao do Teorema 2.3,
V(Y. —a—1,pu,) - Np(0, %) e \/nVech(S, — ¥) -5 Np(p+1)/2(0, V),
onde V = (1+ r)H(Lpx + K,) (¥ @ O)HT + £ Vech(¥) Vech(¥) "

O corolario acima segue como consequéncia imediata do Teorema 2.3, do Lema 2.1 e
das relagoes em (2.56) e (2.57).

Note que o estimador 0 de 0, apresentado em (2.55) depende da média amostral Y,
e da matriz de covariancia amostral S, isto ¢, @ = F(Y,, Vech(S,,)), onde Vech(S,) =
(Slla SQI7 R Spla S22a 5327 EIRI) San s 7Sp—1p—17 Sp—1p7 ‘S’pp)T eY = (Yh cee aYVp)T'

A seguir, apresentamos o comportamento assintético do estimador 0 de 0 para p > 2.

Teorema 2.4. Seja o modelo definido em (2.9)-(2.10). Entio 0 é um estimador consis-
tente de 0 e
V(0 — ) =5 Nypyi (0, A),

C1

ATTA
ondeA:< 0 CTOVC>,A:IP—BeC: : , com B =

(p+1)
P BB % (p+1)
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0 -1
( 0 Oq ) matriz p X p, V. como no Coroldrio 2.1,

0 ep(i)"
G = L1 » 2
pp—1""" pp-1)
matriz(p—i+1)x (p+1) parai=1,...,¢ ,¢q=p—1ec¢, = e;rl(p—l—l); e;(j) foi
definido no inicio da secao.

Demonstragao. Seja (Y,TL,VeChT(Sn))T =T um vetor de dimensao (p+ p(p +1)/2) x 1.
Como 8 = F(Y,, Vech(S,)) é uma funcio diferencidvel de Y,, e Vech(S,,), entdo

0 = F(Y,, Vech(S,)) L% F(u, Vech(X)) = 6.

Por outro lado, do Corolario 2.1 e Teorema 2.3, temos que

Y, d
ﬁ( Vech(S,,) — Vech(X) > — Npippr1),2(0, V) ( )

onde V. = Diag(¥, (14 r)H(L: + K,) (T @ O)H' + xVech(¥)Vech(¥)"). Aplicando o
método delta, temos que

V(8 — 8) = /i(F (Y., Vech(S,)) — F(, Vech(¥))) =5 Nyyir (0, G'V.G)

Fi (YT

ondeG:aaZé ) vi=1,....2p+1,j=1,...,p+plp+1)/2 tem a forma
J
A 0
G’:

IF(T) OF(Y) |
de A = =1,... = = 1,....2p+1 = 1,...
onde or, =1 0, C or, p+1,....2p+1, j=p+1,....p+

p(p + 1)/2. Apds as manipulagoes algébricas obtém-se A e C como no enunciado do
teorema, para mais detalhes sobre a obtencao das matrizes K, e H; veja por exemplo,
Henderson e Searle (1979). O

Observacao : Note que para p = 3, as matrizes A, C, H e K,,, no Teorema acima, sao
respectivamente dadas por
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—1
1

1
A=10
0 0

[apEan] o
— - O —~H
[ _
oM ™M o
~ T ~
—— - =~ O
I _
S
— " O - O
[ _
oM ap)
~— T O N O
— - —
_

1 000O0O0O0O0O
0001O00O0O0O0
000O0O0O0O0OTTO0OOQO0
01 00O00O0O0O0
000O01O0O0O00O0
000O0O0OO0OO0OT1@ 0
001 0O0O0O0OO0O
000O0O0OT1TO0TO0O0
000O0O0OO0O0OGO0T1

K; =

tivamente

p Sa0 Iespec

identicamente, para p = 4, as matrizes A, C, He K

-1 -1
0

1
0

1



48

2.7 FEstudo Assintotico dos Estimadores de Momentos
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3 Modelo de Grubbs com ponto
de mudanca

3.1 Introducao

Na literatura, estimacao e testes de hipéteses em um modelo Gaussiano com ponto de
mudanca na média tém sido considerado por varios autores, como por exemplo, Chernoff e
Zacks (1964), Gardner (1969), Hawkins (1992), Sen e Srivastava (1975) ¢ Worsley (1979).
Chen e Gupta (1997) estudam o problema da mudanga na variancia assumindo que as
médias sdo iguais e conhecidas. Andrews et al. (1996) obtém uma classe de testes étimos
para o modelo de regressao linear normal com ponto de mudanga supondo variancia

conhecida.

Nesta segao procederemos de maneira andloga ao trabalho de Alfaro(2000), que faz
uma extensao do artigo de Chang e Huang (1997), onde se considera inferéncia para
modelos lineares com erros nas variaveis que apresentam pontos de mudanca quando
as observacoes seguem a distribuicao normal. Além disso, supondo que as observagoes
seguem uma distribuicao eliptica, apresentamos um estudo do comportamento assintético
dos estimadores de momentos conforme veremos a seguir.

O modelo considerado em Chang e Huang (1997) é o modelo cldssico de regressao
linear com erros nas varidveis (veja Fuller, 1987) que pode ser expresso como

YZ:Oé—l-B(L’z—i-ETzGXl:Z'Z—F(SZ, 2:1,,n, (31)

em que a e (3 sao constantes desconhecidas. As quantidades x; nao sao observaveis e
observa-se somente os pares de dados (X;,Y;), i = 1,--- ,n. Supode-se ainda que os erros
de medida (g;, 0;) sdo independentes e identicamente distribuidos com segundos momentos
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finitos.

No modelo de regressao estrutural com erros nas variaveis, usualmente assume-se que

Xg ~ N(:LL:E7¢:E>7 E; N(07¢E)7 61 ~ N(07¢5>

e independentes.

Entretanto, em muitas situacoes praticas, a suposicao de que as quantidades desconhe-
cidas z; tém a mesma distribuicao nao ¢ satisfeita. Por exemplo, no caso da medicao das
alturas das arvores, a fertilidade do solo, arvores com idades diferentes, ou outros fatores
podem levar a grupos de drvores com alturas médias diferentes (veja Alfaro, 2000). Nestes
casos € importante considerar um modelo que contenha tal informagao, por exemplo o
modelo com pontos de mudanca.

Para contornar estes tipos de situacoes, pode ser utilizada a metodologia proposta
por Chang e Huang (1997), que estendem o modelo dado em (3.1) considerando que

.CClNN(/Ll,(Zﬁx),Z:l,,k (32)

x;~ N(po, ¢p)yi =k +1,-+ n. (3.3)

Seguindo a metodologia desenvolvida por Alfaro (2000) e Chang e Huang (1997),
vamos apresentar um estudo do problema de ponto de mudanca no contexto do modelo
de Grubbs.

Considere o modelo de Grubbs definido por
Yz" = O[i—i‘l’j—i‘&ij, i:1,---,p, (34)

com a1 = 0. Neste contexto, introduzimos mudancas no parametro p, como segue: seja
{z;,€15, - ,€pj} 1 uma seqiiencia de vetores aleatérios independentes que satisfazem

Tj ~ N(ﬂ’lﬂ(ba?)L]:l’ 7k7
Ty o N(/'L27¢I)7.]:k+177n
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Eij N(Ov(bi)ai:la"'7pej:17"'7n, (37)

em que k = [nA] é o maior inteiro em nA e A € (0,1), py, io, ¢z, @5, i = 1, -+, p sdo todos
parametros desconhecidos.

O modelo (3.6) considera um ponto de mudanga na média da distribuigdo da quanti-
dade nao observada, de modo que as primeiras k observagoes tém média j; e as restantes
(n — k) observagoes tém média ps.

3.2 Teste para detectar a presenca de ponto de mu-
danca

O problema da deteccao de pontos de mudanca na distribuicao da caracteristica nao
observada x pode ser expresso através das seguintes hipdteses:

Ho:pn = po = pio vs Hy i # 1o
em que p, ¢ uma constante desconhecida.

Sob o modelo definido em (3.4), considerando dois instrumentos (p = 2) e as suposigoes
(3.6), a distribuicdo de Y; = (Y3;, Y2;)" pode ser escrita como

YjNNg(a+12u1,Z),j:1,--- ,k) (38)

YjNNQ(a—I—l?:u?vE):j:k_’_lf"7na (39)

Cbx ¢:c + ¢2

Para detectar se h4a mudanca no vetor de médias da distribuigao dos vetores Y,

em que a = (0,a5) e



3.2 Teste para detectar a presenca de ponto de mudanca 54

j=1,---,n, vamos considerar a estatistica do teste de razao de verossimilhanca

supy, L(6)
supy, L(0)

Os detalhes algébricos poder ser encontrados no Apéndice C.

Sob Hy : py = pla = iz, 0 vetor Y; = (Y1J',Y2j)T ~ No(p, %), j =1,--+,n, em que
p=a+ lou,.

Assim a funcao de verossimilhanca, sob Hy, pode ser escrita como

CaRPIRE 2

J=1

LO) = ———exp {—1 Dy —w)'S  (y; - u)} : (3.10)
em que

0 = (:uxa Qo, ¢x7 ¢T)T'

Considerando como uma reparametrizacao deste modelo para a distribuicao normal
bivariada com vetor de médias py = (py1, fiy2)' e matriz de covariancias X, a funcao de
verossimilhanca sob Hy no modelo reparametrizado é a mesma que no modelo original.

Os estimadores de maxima verossimilhanca de py € 3 sob estas suposigoes sao dados

por
PR Y1(0,n) o 1 — T
=Y=|_ >==> (Y;-Y)Y;-Y 3.11
Ky YQ(O,n) € n]zl( J )( J ) ’ ( )
em que
1 b
Y(a,b) e vy i=12 (3.12)
j=a+1

Sob Ha DM 7é M2 O vetor Yj = (Yij,YQj)T ~ Ng(ﬂl,Z), j = ]_, ,k? (S Yj =
(Y;jaY2j)T ~ No(py, %), j=k+1,--- ,n, de modo que

Hq :a—l—lgﬂl e[.l,zza—l—]_gﬂg.
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Neste caso a funcao de verossimilhanca é dada por

L(O) = M 6_%[Zkzl(yj_ul)TE_l(yj_ul)+2?=k+l(y]'_’,l,2)TE—1(yj_u2)]
(271')” )
(3.13)

em que

0= (Ml, Ha, O, ¢I) d)T)T'

Os estimadores de maxima verossimilhanca de p,, pt, € Xy sao dados por

- Y1(0, k) PO Y (k,n)
= = | _ = = | _ 3.14
(&
o« Bi+B (Y =YY, = Y)Y, (Y= Yo) (Y, - Y)T
Sy = - (3.15)

n n
em que Y;(a,b), i = 1,2 ¢é definida em (3.12).

O teste de razao de verossimilhanca nao é afetado pela reparametrizacao sob Hy e o
modelo é um modelo normal bivariado classico com ponto de mudanca sob H,.

Depois de algumas manipulacoes algébricas pode-se mostrar que a estatistica da razao
de verossimilhanca ¢ dada por

W)\ = n i 9 {Zl (Y] _?1) (YJ —?1)T + Ail (Yj —?2) (YJ _?Q)T} (316)

O vetor das diferencas entre as médias das observacoes antes e depois do ponto de
mudanca ¢ dado por

7, — (@) e (3.17)

e a estatistica de Hotelling (7?) para testar diferenga de médias na posigao k é dada por

T8 =7, W, 'Z,. (3.18)
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O teste da razao de verossimilhancas para A\ desconhecido pode ser baseado no valor
maximo da estatistica de Hotelling, ou seja,

T;\Q = sup ZIW;lz)\,
0<A<1
com W, e Z, calculados em (3.16) e (3.17), respectivamente. Valores grandes de T f
indicam rejeicao de Hy, ou seja, a presenca de pontos de mudanca na distribuigao de z;,
j=1,---,n.

Caso a hipétese nula (Hy) seja rejeitada, os parametros podem ser estimados a partir
do valor de A obtidos através da maximizacio de Z;] W, 'Z,.

Observacao: Para p > 3, pode ser usado o teste assintético da Razao de Verossimi-
lhancas, em que os EMV do modelo sob Hjy é o mesmo dado na Subsegao 2.4.3 tomando
v — 00. Sob o modelo sem restricao os EMV também podem ser obtidos via algoritmo
EM conforme apresentaremos na proxima secao.

3.3 Estimacao de parametros se a mudanca é indi-
cada

Se o teste indicou presenca de mudanca ou se é admitida a priori a existéncia de
mudanca no vetor de médias p, entao o parametro associado ao ponto de mudanca A
pode ser estimado por

X =j/n, onde j maximiza Z]T/nWj_/iLZj/n. (3.19)

As estimativas dos outros parametros do modelo sao calculados a seguir. O verdadeiro

valor de A serd denotado por A\g e kg = [nAg]. Assim, quando )\ é conhecido os estimadores
de momentos sao dados por

(o) = Y1(0, ko), fiz(Ao) = Y (ko, ), (3.20)
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az(Xo) = %[{72(07 ko) + Ya(ko,n)} — {Y1(0, ko) + Y1 (Ko, m)}], (3.21)

5.00) = %{Sm(o, ko) + Sia(ko, n)} V0, (3.22)

50 = E{sﬁ(o, ko) + Silko, )} — du(0)| V0, (3.23)
i=1.2,

em que

Sula,b) = z:{ Vila.b)}{Yy — Vi(a.h)}.

Sii(a,b) = Z{ )}2

j=a+1
e sVt=max(s,t).

Para o caso geral, p instrumentos, os EMV do modelo sem restri¢cao sao obtidos através

do algoritmo EM da seguinte forma:

Etapa E: Calculamos:

m ¢§7m) — m m
;) = et gy 1y DO ™),

1 c(m)

sy _ OV HINTN e
Ty T ) v tp—2 +(21;7)% =1 ko

e

(m) O T 1 g (m)

Ty;" = ot o) 1, D7 (") (Y, — py ),
(m T 2

2(m) v+ T (m)y2

Toj = m R + (25,")?, j=ko+1,-- ,n,

com p\™ = ;Lgm)l +am, pd™ = )1 +am, ™ =1+ ¢§cm)1;D_1(¢(m))1p e

T — (61,07 + D(U)) VY, - ™), 1= 1,2



3.4 Distribuicao assintética dos estimadores de o 58

Etapa M: Obtemos os EMV da etapa m + 1 através das expressoes:

1 k()

m—+1 m

/lg ) = —E {L‘gj),
k‘()j 1

m+y _ 1 (m)
M2 N n—ko.z T

Jj=ko+1
m 1 < m m .
O[z( = = E YLJ - <Mg +1) +,U,g +1)> , 1= 27' D,
=1
ko n
m 1 m m—+1 m m—+1
s = LSS mop s 3 g - ),
j=1 Jj=ko+1
(m+1) 1 (& (m) 2 & (m) 9
¢1 = E Z(xlj _ylj) + Z (‘rQJ ylj) )
Jj=1 Jj=ko+1
(m+1) 1 (& (i) (mhe , N\ (mt1) _ (my2 )|
o; - Z(@/zj—% —CEU) + Z(Z/z'j—% _x2j) s 1=2,
j=1 j=ko+1

3.4 Distribuicao assintdotica dos estimadores de «

Nesta se¢ao, faremos um estudo assintético dos estimadores de momentos de a;, con-
siderando que as observagoes seguem uma distribuigao eliptica. Faremos isto substituindo
as suposi¢oes dadas em (3.8)-(3.9) por

Yj ~ Elp(a+ 1pﬂ172;f)aj =1--- 7k7 (324)

Y]NElp<a+1p,u2a27f)7]:k+1 T, (325)

com Var(Y;) = ¢;X e ¢y uma constante que depende de f como em (A.8). Para efeito
desta segao, vamos considerar que as observagoes possuem segundo momento finito.
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Definimos a classe dos estimadores de & = (ag, - -+ , ) " como: W = {&;(A) : &i(N) =

LY5(0,k) +Yi(k,n) = Y1(0,k) = Yi(k,n)),i =2,--- ,p;k = [nAl; A € (0,1)}.
Teorema 3.1. Para quaisquer A € (0,1) e &(\) = (a2(N), - ,&,(\)", com &; € W,

temos

a) a(\) — a, quase certamente, quando n — oo;

b) v(&(\) — a) -5 N, (0,2(N)),

em que Q()\) = Cfm ((bl]-pfl]-;——l + D(¢*)) , com ¢* = (¢27 e 7¢p)'

Prova de a): Consideremos os casos:
1. A< Ag;
{2. A > )\,
com \g sendo o verdadeiro valor do ponto de mudanca.
Caso 1. A < Ag: Sejam

Yo, Y Yingens s Yinagh Yinagl+1: 77 Y

J/

N~

a1 G2

Em G1 temos que E(Y;) = a+ 1,4. Portanto, pela Lei Forte de Kolmogorov (veja por

exemplo James, 1996),
?i(O, [n)\]) a4, i+, i=1,--,p.

No grupo G2, temos que os Y;’s sao independentes mas nao sao identicamente distribuidos.

Entretanto, para ¢ =1,--- ,p, segue que
. " Var(Yy _ 1
Tim > —23) = (¢ +¢:) lim > 7 <o
j=[nA]+1 j=[nA]+1

Além disso,

([nAo] = [nA]) (@i + ) + (n = [nAo]) (i + o)

E(Yi([nA],n) =

n — [nA\
Ao — A 1—A
— 10_)\(0%+M1)+ 1_;(04z+M2)7
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quando n — o0, pois

li =
arrt n — [nA\ 1—A
e
li [TL—’I’L)\()] B 1—)\0
e 5 VR T

Portanto, pela primeira Lei Forte de Kolmogorov (veja por exemplo James, 1996),

Ao — A 1—X
10_)\ (o + 1) +

0(%‘"‘#2)7 7‘:17 » D-

Yi([nA], n) 29, T

Segue, dos resultados acima, que

ge. 1

a0 25 L) = i+ 2 )+ 2+ )

N-A 1-x \]
- <1_)\l’[’1+ 1_)\#2):|_O[17l_27 » P-

A prova do Caso 2 (A > \g) segue de maneira andloga.

Prova de b): Sejam

[
Yi(0,[nA]) = ﬁ > (Y = E(Yy)) = Yi(0, [0A]) = E(Y(0, [nA]))
Vi) = s 30 (V= B(¥y) = Vallodl:n) = BT ().
j=[nA]+1

vn = Am ;o (3:20)
V(0. [2A)) (A {Y (0, [nA]) — E[Y,(0, [nA])]}
Y, ([nA],n) [n = AL {Y,([nA],n) = E[Y,([nA],n)]}
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em que
“[i] 0 0 0
0 /n 0 0
n—[nA]
Ay = : : :
0 0 v/n 0
Y
0 0 0 v/
n—[n\]
Como \ \
i P o ™2
n—oo N n—oo 1
¢ A A
lim [n]:lim (1—n—):1—>\,
n— oo n n—o0 n
temos que
\% 0 . 0 0
1
0 A= 0
Ay — : = Aj.
1
0 0 75 (1)
0 0 0 L

Ainda, pelo Teorema Central do Limite (supondo segundo momento finito),

0 (Y100, [nN), Y1 ([nA], ), -+, Y, (0, [nA), Yo ([nA], ) = Noy(0, @),

em que
G + P21 0 P 0 e P 0
o 0 Gu + P2 0 N 0
‘I/:Cf 0 (bac 0 ¢m+¢2 0 (bx

(3.27)
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Logo, pelo Teorema de Slutsky, segue que

\/ﬁ i> N2p(07 2*)7

em que X° = A\WA,.

Agora, vamos estudar a distribuigdo assintética de @& (), considerando os seguintes
casos

1. )\:>\0
2. A< N
3. A> XN

Caso 1. A = X\y: Sejam

Z= (?1(07 [n)‘D??l([n)‘]v n)> e a?p(07 [TL)\]),VP([n)\], n))T

0 = (1, pro, a2 + i1, 0 + fio, - - aOép‘i‘Ml,Oép‘i‘Mz)T

entdo E(Z) =0 e

Se



3.4 Distribuicao assintotica dos estimadores de o 63

temos que
1
91(9) = 5(042"‘#1"‘042"‘#2—#1—1-#2):&2,
1
92(0) = (st + a5+~ + ) = 0,
1
Gp—1(0) = §(ap+u1—|—ozp—|—,u2—,u1+u2):%,
logo G(0) = a.
Segue que
-1 =1 =1 -+ =1
-1 -1 -1 -+ -1
1 0 0 0
1 0 0 0
a9GT . 0 1 O 0
D= —-10 1 0 0
07 7-0 2 0 0 ] 0
0 0 1 0
0O 0 O 1
0 0 (2px(p—1))

Logo, pelo método Delta,

d

V(@) — a) =/n(G(Z) — G(8)) — Ny-1(0, (),

em que

QN =D"YD = cfm (11,211, + D(¢")), (3.28)

com ¢* = (¢27 e 7¢p>—r'
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Caso 2. X\ < )\g: Neste caso temos que

?1(0, [n)\]) H1
?1([71)\], n) %(m)\ﬂl + nafiz)
Y5(0, [nA]) Qg + 1y
E | Ya([nAl,n) | = | almalas + p) +na(as + )] |
Zp(()? [nA]) ap +
Yp([nA],n) axlma(ey + p1) + nalay + po)]

em que ay = n — [nA],my = [nAo] — [nA] e ny = n — [n)g]. Ainda

E(d:) = i(0,[nA]) +Yi([nA],n) = Y1(0, [0A]) = Yi([nA], n))]

N — N~
&
—
~

1 1
Qi+ pn + a—[mx(% + 1) + na(es + p2)] — [ + a—(mAM + napta)]
A A

= 2:27 ) P-
Prosseguindo de maneira andloga ao Caso 1, teremos pelo método Delta que
. d
Vi(a(A) — a) = N1 (0, 2(1)),

com §2(\) como em (3.28).

Caso 3. X > )\g: Finalmente, temos neste caso que

Y1(0, [nA]) g (Aol + 7age)
Y. ([n], ) s
Y5(0, [nA]) malnAo] (@2 + 1) + ra(az + p2)]

B | Pl n) | - oot |
Zp(oa [nA]) ﬁ[[n)\o](ap + ) + ralap + p2)]
Y, (1], n) N
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em que 7y = [nA] — [n)g]. Além disso

B(@) = BIVA(0,[1\) + Vil m) — V(0. [nX]) ~ V([ )]
= 5 |y ol ) o+ )]+t g = () — g
= o, 1=2,---,p.

Novamente, teremos pelo método Delta que
Vi(@(d) - @) = N1 (0,2(1),
com €2(\) como em (3.28).

De modo que, dos resultados acima, temos a prova do resultado em b).

Devemos notar que cada estimador em W é consistente para «;,7 = 2,--- ,p, mesmo
se a particao dos dados em dois grupos por A estiver incorreta.
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4 Aplicacoes e Stmulacao

4.1 Introducao

Neste capitulo serao avaliados numericamente os desempenhos dos testes propostos
no Capitulo 2. Gostariamos de identificar, dentre os testes de Wald, Escore e Razao de
Verossimilhangas, aquele que apresenta melhor comportamento em termos de tamanho e
poder do teste.

Para tal objetivo, vamos considerar que um teste tem bom desempenho se apresentar
baixas probabilidades dos erros tipo I e II, correspondentes a rejeicao de que os instru-
mentos sao precisos e ndo-viciados (Hp;) quando eles realmente sdo e nao rejeicao de que
os instrumentos sao imprecisos e viciados quando de fato eles sao. Os testes que apre-
sentam, sob a hipdtese nula, taxas de rejeicao superior ao nivel de significancia nominal
sao chamados testes anticonservativos. O oposto disto sao os testes conservativos. A pri-
meira vista, pode parecer uma caracteristica desejavel o fato de um teste ser conservativo,
uma vez que nessa situacao o erro tipo I ocorre com baixa probabilidade. No entanto,
em geral testes conservativos apresentam um baixo poder. Assim, busca-se identificar
testes que tenham tamanhos empiricos razoavelmente préximos (ou menores) ao nivel de
significancia nominal e, a0 mesmo tempo, tenham um alto poder.

Também apresentamos um pequeno estudo de simulagao para avaliar a capacidade do
teste de Razao de Verossimilhancas, proposto no Capitulo 3, de detectar a presenca de
pontos de mudanca, assim como a qualidade dos estimadores sob a presenca deste.

Na secao que segue, apresentamos ilustragdoes numéricas dos resultados do Capitulo
2, envolvendo conjuntos de dados reais.
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4.2 lIlustracao Numérica

Nesta secao, dois exemplos serao apresentados com a intengao de ilustrar os resultados
obtidos no Capitulo 2.

4.2.1 Exemplo 1

Neste exemplo, apresentaremos um estudo da estimacgao por maxima verossimilhanca
via algoritmo EM, conforme exposto na Subsecao 2.4.3. Para isso, analisaremos o con-
junto de dados apresentado em Jaech (1985) e reproduzidos na Tabela 4.1. Os dados séo
relativos a um experimento no qual a densidade de 43 pastilhas de combustivel de uranio
sintetizado para uso em reatores nucleares foram medidas por seis instrumentos, através
de dois métodos, da seguinte forma:

Instrumento 1: Método geométrico, operador 1
Instrumento 2: Método geométrico, operador 2
Instrumento 3: Método geométrico, operador 3
Instrumento 4: Método de imersao, operador 4
Instrumento 5: Método de imersao, operador 5
Instrumento 6: Método de imersao, operador 6.

O método gemométrico consiste em pesar a pastilha e encontrar seu volume e, assim,
obter a densidade. No método de imersao, verifica-se a mudanca do peso da pastilha
quando pesadas no ar e em um determinado liquido.

Logo, y;; representa a densidade fornecida pelo instrumento ¢ e a pastilha j, com
1=1,...,6,7=1,...,43. Note que, neste caso, o vetor de parametros a ser estimado ¢
dado por:

0= (Mx,OZQ,'-.,@6,¢m7¢1,--->¢6)T (4.1)

Lachos-Déavila (2002) mostra que os dados podem ser considerados normais e, por-
tanto, estima os parametros do modelo considerando o modelo estrutural normal de
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Grubbs. Com o intuito de avaliar os resultados da Subsecao 2.4.3, mostraremos que
as estimativas dos parametros do modelo coincidem com o caso normal quando os graus
de liberdade da t-Student tendem a infinito. De fato, note na Tabela 4.2 como as estima-
tivas dos parametros vao se aproximando daquelas encontradas em Lachos-Déavila (2002)
a medida que os graus de liberdade assumem valores maiores.

Tabela 4.1: Medidas de densidade de pastilhas de uranio fornecidas por seis instrumentos

Obs. [ Instrumento 1 [ Instrumento 2 [ Instrumento 3 [ Instrumento 4 [ Instrumento 5 [ Instrumento 6

1 4.30 4.06 4.14 4.68 5.22 4.75
2 4.51 4.35 4.53 5.15 4.45 4.79
3 4.42 4.52 4.57 4.78 4.79 4.72
4 4.90 4.67 4.75 5.55 5.10 4.75
5 4.60 4.70 4.84 5.08 4.82 5.05
6 4.29 4.30 4.21 4.80 4.47 4.93
7 4.30 4.47 4.01 4.41 4.27 4.66
8 4.69 4.59 4.47 5.32 4.95 4.75
9 4.02 4.05 4.09 4.12 4.48 4.40
10 4.61 4.78 4.60 4.41 4.75 5.18
11 4.35 4.25 4.40 4.37 4.06 4.39
12 4.46 4.55 4.70 4.73 5.14 4.75
13 4.08 4.12 3.85 4.60 4.22 4.33
14 3.95 3.95 4.13 4.62 4.49 3.94
15 4.21 4.27 3.94 4.34 4.29 4.62
16 4.62 4.47 4.50 5.09 5.44 4.70
17 4.81 4.81 4.98 5.26 4.86 5.22
18 4.47 4.34 4.33 5.05 4.62 4.38
19 4.38 4.24 4.47 4.60 4.27 4.20
20 4.43 4.37 4.57 5.23 5.04 4.51
21 4.74 4.52 4.58 5.24 5.36 4.77
22 4.35 4.37 4.45 4.42 4.66 4.54
23 4.11 4.23 4.07 4.46 4.48 4.26
24 3.97 3.98 4.19 4.07 4.69 4.29
25 4.40 4.36 4.33 4.55 4.73 4.62
26 4.24 4.30 4.36 4.84 4.56 4.97
27 4.51 4.52 4.57 4.70 4.20 4.69
28 4.49 4.33 4.61 4.85 4.26 4.67
29 4.42 4.14 4.22 4.35 4.39 4.46
30 4.49 4.59 4.69 5.06 5.50 4.75
31 4.14 4.32 4.45 4.02 4.30 4.58
32 4.38 4.25 4.44 4.86 4.81 4.63
33 4.45 4.60 4.28 4.40 4.17 4.81
34 4.39 4.38 4.64 4.86 4.98 4.54
35 4.56 4.35 4.83 4.53 5.36 4.46
36 4.38 4.40 4.60 4.96 4.92 4.56
37 4.44 4.34 4.66 4.60 5.59 4.66
38 4.21 4.24 4.07 4.21 4.39 4.40
39 4.51 4.52 4.54 4.79 4.85 4.77
40 4.23 4.12 4.35 4.62 4.45 4.15
41 4.33 4.47 4.68 5.05 4.29 4.92
42 4.27 4.21 4.45 4.74 5.24 4.41
43 4.67 4.52 4.60 4.42 5.06 4.73

Outra questao que é conveniente avaliar quando aplicamos métodos iterativos de es-
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Tabela 4.2: Parametros estimados para diversos graus de liberdade

v [ pe [ as [ a3 [ ag | a5 | asg | ¢ | b1 | b2 [ d3 | ba | d5 | e
1 4.4036 -0.022 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
2 4.4013 -0.0244 0.055 0.3252 0.339 0.2123 0.0331 0.0083 0.0074 0.0223 0.0713 0.1235 0.0252
3 4.3999 -0.0256 0.053 0.3263 0.3362 0.2123 0.0324 0.0078 0.007 0.0217 0.0691 0.1208 0.025
4 4.399 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
5 4.3984 -0.0267 0.05 0.3267 0.3326 0.2133 0.0325 0.0075 0.0068 0.0218 0.0686 0.1207 0.0256
10 4.3970 -0.0273 0.046 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.027
50 4.3967 -0.0272 0.0405 0.3212 0.3241 0.2209 0.0353 0.007 0.0073 0.0242 0.0736 0.129 0.0297
1072 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
102 4.3972 -0.027 0.0387 0.319 0.3231 0.2227 0.036 0.0069 0.0076 0.0249 0.0752 0.1311 0.0308
10% 4.3972 -0.027 0.0386 0.3189 0.323 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
10° 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
10% 4.3972 -0.027 0.0386 0.3188 0.323 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
Lachos 4.3972 -0.027 0.0386 0.3188 0.323 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309

timacao é a velocidade de convergéncia do algoritmo. Para tanto, fixando o nimero de
iteracoes, consideramos diversos graus de liberdade para o modelo estrutural de Grubbs
t-Student.

A Tabela 4.3 mostra algumas iteragoes do algoritmo EM considerando v = 1, ou seja,
supomos que os dados seguem a distribuicao de Cauchy, que é um caso particular da
t-Student.

Tabela 4.3: Convergéncia do algoritmo EM considerando 1 grau de liberdade

Tter | pa | o [ a3 | a4 | a5 [ as | éa [ b1 | ¢2 [ &3 | ¢4 | &5 | o6

1 4.4049 -0.0255 0.0421 0.3108 0.3352 0.2095 0.0369 0.0103 0.0013 0.0309 0.0905 0.1414 0.0234
11 4.4052 -0.0225 0.0566 0.3203 0.3427 0.2122 0.0345 0.0091 0.0076 0.0234 0.0762 0.1283 0.0250
21 4.4037 -0.0219 0.0572 0.3219 0.3427 0.2135 0.0367 0.0095 0.0086 0.0248 0.0799 0.1357 0.0273
31 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3221 0.3426 0.2135 0.0373 0.0097 0.0088 0.0251 0.0811 0.1377 0.0278
41 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0252 0.0813 0.1382 0.0279
51 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0252 0.0814 0.1383 0.0279
61 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
71 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
81 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
91 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
101 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279
111 4.4036 -0.0220 0.0572 0.3222 0.3426 0.2135 0.0374 0.0097 0.0088 0.0253 0.0814 0.1383 0.0279

Observe que a convergéncia das estimativas de @ ¢é atingida rapidamente, aproxima-
damente na iteracao 50. Nas Tabelas 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 sao apresentadas as iteracoes
para, respectivamente, v = 4, v = 10, v = 100, v = 10000 e v = 57779, sendo que
este ultimo valor foi escolhido pois a partir dele todas as estimativas coincidem com as
estimativas do modelo normal até, pelo menos, a quarta casa decimal. Observe ainda que
em todos estes casos, a convergéncia de 6 é obtida sempre em torno da iteracao 50.
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Tabela 4.4: Convergéncia do algoritmo EM considerando 4 graus de liberdade
Tter [ pa o o3 oy as ae Pz b1 p2 | ¢3 $a | o5 P6
1 4.4006 -0.0261 0.0416 0.3175 0.3293 0.2122 0.0359 0.0101 0.0012 0.0299 0.0858 0.1399 0.0236
11 4.3999 -0.0266 0.0515 0.3264 0.3348 0.2117 0.0319 0.0079 0.0060 0.0216 0.0688 0.1197 0.0239
21 4.3991 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2127 0.0323 0.0076 0.0068 0.0217 0.0685 0.1204 0.0252
31 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
41 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
51 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
61 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
71 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
81 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
91 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
101 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
111 4.3990 -0.0263 0.0513 0.3266 0.3341 0.2128 0.0324 0.0076 0.0068 0.0217 0.0686 0.1204 0.0252
Tabela 4.5: Convergéncia do algoritmo EM considerando 10 graus de liberdade
Tter [ pa o o3 oy as ae Pz b1 p2 | ¢3 $a | o5 P6
1 4.3991 -0.0264 0.0402 0.3189 0.3253 0.2156 0.0361 0.0102 0.0012 0.0298 0.0849 0.1411 0.0244
11 4.3976 -0.0276 0.0465 0.3259 0.3291 0.2148 0.0332 0.0082 0.0054 0.0231 0.0716 0.1248 0.0252
21 4.3971 -0.0274 0.0460 0.3256 0.3285 0.2158 0.0334 0.0073 0.0067 0.0226 0.0699 0.1234 0.0269
31 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
41 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
51 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
61 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
71 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
81 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
91 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
101 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
111 4.3970 -0.0273 0.0460 0.3256 0.3284 0.2159 0.0334 0.0073 0.0068 0.0226 0.0698 0.1233 0.0270
Tabela 4.6: Convergencia do algoritmo EM considerando 100 graus de liberdade

Tter [ pao ag asg ag as ag b P1 P2 [ 3 b4 | s b6

1 4.3975 -0.0269 0.0388 0.3189 0.3229 0.2215 0.0375 0.0108 0.0011 0.0306 0.0867 0.1470 0.0264
11 4.3970 -0.0271 0.0398 0.3204 0.3237 0.2215 0.0356 0.0092 0.0044 0.0267 0.0795 0.1367 0.0271
21 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0356 0.0072 0.0071 0.0247 0.0748 0.1306 0.0299
31 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
41 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
51 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
61 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
71 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
81 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
91 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
101 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302
111 4.3969 -0.0271 0.0396 0.3201 0.3236 0.2218 0.0357 0.0069 0.0074 0.0246 0.0744 0.1301 0.0302

E também interessante notar que, a medida que v vai se aproximando de infinito, as

estimativas de u, e dos vicios aditivos ao, . . .,
em relacao as estimativas de ¢, e ¢1, ...
dos vicios aditivos ocorre na primeira iteracao.

ag vao convergindo cada vez mais rapido

, 9. Quando v = 57779, a convergéncia de u, e
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Tabela 4.7: Convergéncia do algoritmo EM considerando 10000 graus de liberdade

Tter [ pa | o [ a3 T as [ a5 [ as | ¢« | &1 | ¢2 | é3 | ¢éa | &5 | ¢e

1 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0380 0.0109 0.0011 0.0308 0.0874 0.1487 0.0269
11 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0095 0.0042 0.0275 0.0812 0.1394 0.0274
21 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0360 0.0072 0.0073 0.0251 0.0759 0.1319 0.0304
31 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0069 0.0076 0.0249 0.0754 0.1313 0.0308
41 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0069 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
51 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
61 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
71 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
81 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
91 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
101 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309
111 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3189 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1312 0.0309

Tabela 4.8: Convergéncia do algoritmo EM considerando 57779 graus de liberdade

Tter [ pa | o [ a3 T as | a5 [ as | ¢« | &1 | é2 | é3 | ¢éa | &5 | ¢e

1 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0380 0.0109 0.0011 0.0308 0.0874 0.1487 0.0269
11 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0095 0.0042 0.0275 0.0813 0.1394 0.0274
21 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0360 0.0072 0.0073 0.0251 0.0759 0.1319 0.0304
31 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0069 0.0076 0.0249 0.0754 0.1313 0.0308
41 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
51 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
61 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
71 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
81 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
91 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
101 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309
111 4.3972 -0.0270 0.0386 0.3188 0.3230 0.2228 0.0361 0.0068 0.0076 0.0249 0.0753 0.1313 0.0309

4.2.2 Exemplo 2

Consideremos os seguintes dados apresentados em Grubbs (1948), que representa os
tempos de queima de fusiveis (”fuse-burning time”), em segundos, que sao reportados por
trés observadores A, B e C. O tempo é medido através de trés relogios elétricos que dis-
param automaticamente no inicio do processo, sendo cada um dos relégios acompanhado
por um observador. Estes trés observadores acompanham o processo simultaneamente e
interrompem o relégio quando percebem que o fusivel queima.

As observagoes y;;, com i = 1,2,3 e j = 1,---,29 sao apresentados na Tabela 4.9.
Como considerado em Lachos-Déavila (2002), vamos supor que o observador B ¢ o mais
experiente, isto é, os dados referentes ao observador B serao considerados como os dados
provenientes do instrumento de referéncia. Sendo assim e sem perda de generalidade
consideremos oy = 0.

Para ilustrar os resultados teéricos do capitulo anterior, vamos supor um modelo de
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Tabela 4.9: Medidas de tempo de queima de fusiveis, em segundos

Observacgao [ Observador A [ Observador B [ Observador C

1 10.10 10.07 10.07
2 9.98 9.90 9.90
3 9.89 9.85 9.86
4 9.79 9.71 9.70
5 9.67 9.65 9.65
6 9.89 9.83 9.83
7 9.82 9.75 9.79
8 9.59 9.56 9.59
9 9.76 9.68 9.72
10 9.93 9.89 9.92
11 9.62 9.61 9.64
12 10.24 10.23 10.24
13 9.84 9.83 9.86
14 9.62 9.58 9.63
15 9.60 9.60 9.65
16 9.74 9.73 9.74
17 10.32 10.32 10.34
18 9.86 9.86 9.86
19 9.65 9.64 9.65
20 9.50 9.49 9.50
21 9.56 9.56 9.55
22 9.54 9.53 9.54
23 9.89 9.89 9.88
24 9.53 9.52 9.51
25 9.52 9.52 9.53
26 9.44 9.43 9.45
27 9.67 9.67 9.67
28 9.77 9.76 9.78
29 9.86 9.84 9.86

Grubbs t-eliptico com p = 3 e n = 29. Este modelo tem uma vantagem em relagao ao
modelo normal que é dada pela sua generalidade, isto é, podemos absorver uma ampla
classe de distribui¢oes escolhendo apropriadamente os graus de liberdade, permitindo
o ajuste da curtose da distribuicao. Contudo, esta vantagem tem um custo que é a
incorporacao de um parametro adicional (v), ou seja, temos mais um parametro para ser
estimado.

Este parametro pode ser fixado a priori; Lange et al. (1989) e Berkane et al. (1994)
recomendam v = 4, ou estimado desde os dados. Ver, também, Taylor (1992).

Galea-Rojas (1996) apresenta uma equagdo que deve ser resolvida numericamente
dentro da etapa M do algoritmo EM para a obtencao do v, caso ele nao seja fixado a
priori. Entretanto isto faz com que a convergéncia do algoritmo seja mais lenta.

Alternativamente, como sugerido por Lange et al. (1989), uma estimativa de v pode
ser obtida calculando o logaritmo da funcao de verossimilhanga observada, ¢(0), sobre
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uma tabela de valores de v, e escolher o valor que maximiza £(6).

Arellano (1995) apresenta um estimador consistente do tipo momentos quando v > 4.

Este estimador é dado por
~ 4511 -2
Dy =40
M Sn _ 47
em que &, = > " [(Y; = Y) TS, 1 (Y; = Y)?, Y e S, sdo o vetor de médias e matriz de

covariancias amostrais, respectivamente.

Neste trabalho seguiremos Galea-Rojas (1996) utilizando a aproximagao de Wilson-
Hilferty (Johnson e Kotz, 1970), isto é,

(-3 R~ (1-3)
2= —— (4.2)

@ e =)

Jj = 1,---,n, tem aproximadamente uma distribuicao normal padrao se F; tem uma

distribui¢do F' com p e v graus de liberdade. De fato, sabemos que (ver Apéndice B) se
d? = (Y;—p) "7 (Y; —p) e Y; como em (2.13), entdo d2 /p tem distribui¢io F com p e v

graus de liberdade com j =1,--- ,n. Ademais, F; = d? /p tem assintoticamente a mesma
distribuicao F', em que djz = dj(é, v),j=1,--- n. Assim, um teste de normalidade encon-
trado em varios pacotes estatisticos, das distancias transformadas z;,7 = 1,--- ,n, pode

ser usado para avaliar o ajuste da distribuicao ¢ multivariada. Contudo, exemplificaremos,
também, alguns dos outros métodos acima com a finalidade de compara-los.

A Tabela 4.10 mostra as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do
modelo de Grubbs t-Student, para diferentes graus de liberdade (v = 1,4, 4.7464, 5, 10, 50, 100
e 00, sendo este ultimo equivalente ao caso normal).

As estimativas da Tabela 4.10 sao obtidos via algoritmo EM e os estimadores do tipo
momentos apresentados na Secao 2.8 sao utilizados como valores iniciais.

Prosseguindo a andlise utilizando a aproximacao de Wilson-Hilferty, temos conforme
a Figura 4.2.2, que nao existem evidéncias para a rejeicao da hipdtese de normalidade
em todos os casos, ou seja, esta andlise justificaria a escolha do modelo normal. Entre-
tanto, note que quando se considera o modelo t-Student com poucos graus de liberdade,
as evidencias para se rejeitar a hipotese de normalidade sao muito menores. Isso su-
gere, portanto, que o modelo que melhor se ajusta a estes dados é o modelo de Grubbs
t-Student com 3 graus de liberdade conforme mostra a Tabela 4.11. No entanto, a litera-
tura recomenda considerar, sempre que possivel, distribui¢oes que tenham v > 4, isto é,
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Tabela 4.10: Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de

Grubbs

Parametro | Normal | t(1) | t(4) |t(4,7464) | t(5) | t(10) [ t(50) | t(100)

Mg
Qo
a3
o
01
P2
P3

0,7414
0,0238
0,0141
0,0434
0,0001
0,0006
0,0002

9,7019
0,0187
0,0138
0,0514
0,0007
0,0009
0,0007

0,7148
0,0196
0,0137
0,0355
0,0002
0,0004
0,0002

9,7173
0,0200
0,0137
0,0357
0,0002
0,0004
0,0002

9,7180
0,0201
0,0137
0,0358
0,0002
0,0004
0,0002

9,7271
0,0216
0,0139
0,0379
0,0001
0,0005
0,0002

9,7380
0,0233
0,0141
0,0419
0,0001
0,0006
0,0002

9,7397
0,0235
0,0141
0,0426
0,0001
0,0006
0,0002

distribui¢oes com o quarto momento finito, o que nao ocorre com a t-Student com 3 graus

de liberdade. Além disso, supondo que v > 4, temos que a estimativa do tipo momentos

proposto por Arellano (1994) é 0y, = 4,7464. Portanto, utilizaremos esta estimativa em

nossa analise.

Gostariamos de ressaltar aqui que nao se encontra na literatura uma regra cléssica

para se estimar os graus de liberdade, de modo que os métodos apresentados acima sao

apenas sugestoes.
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Figura 4.1: Teste de Normalidade para a Aproximagao de Wilson-Hilferty

Tabela 4.11: Teste de Normalidade para a Aproximacao de Wilson-Hilferty

Graus de Liberdade 1 2 3 4 4,7464
p-valor 0,856 | 0,821 | 0,865 | 0,861 | 0,848

Graus de Liberdade 6 7 8 9 10
p-valor 0,808 | 0,781 | 0,764 | 0,756 | 0,747

Antes de prosseguir com nosso exemplo, ilustraremos o seguinte fato: ao utilizarmos
a sugestao de Lange et al. (1989), ou seja , fazer uma tabela com diferentes graus de
liberdade e valores da log-verossimilhanca para seus respectivos EMV, podemos notar
que o método nao consegue detectar as evidéncias a favor do modelo t, pois os valores de
¢(0) aumentam conforme vai aumentando os graus de liberdade, indicando assim, que o
modelo normal é o mais adequado. Veja Tabela 4.12.

Contudo, para mostrar a sensibilidade do algoritmo sob observacoes extremas, as trés
medicoes correspondentes ao fuzivel nimero 1 foram substituidas pelo valor atipico 20. A
Tabela 4.13 mostra agora que uma estimativa dos graus de liberdade seria v = 3.

Podemos notar ainda, através da Tabela 4.14, que as estimativas para o ¢, sao bem
diferentes, isto é, no modelo normal esta estimativa é muito maior comparada a da Tabela
4.10, ao contrario do modelo ¢-Student com 3 graus de liberdade.

Considerando novamente o conjunto de dados da Tabela 4.1, continuaremos nossa
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Tabela 4.12: Graus de liberdade x log-verossimilhanga

1

2

3

4

5

121.8933

136.2572

140.4599

142.2504

143.1885

7

10

15

30

100

144.1121

144.6903

145.0712

145.3984

145.5992

1000

10000

50000

100000

1000000

145.6621

145.6668

145.6672

145.6673

145.6673

Tabela 4.13: Graus de liberdade x log-verossimilhanca para dados pertubados

1

2

3

4

5

6

7

(0)

109,7052

121,2791

122,8023

122,0690

120,6213

111,7147

83,8389

Tabela 4.14: Estimativas de maxima verossimilhanca para os dados pertubados

Parametro | Normal | t(3)

i 10,0837 | 9,7012
g 0,0228 | 0,0184
s 0,0141 | 0,0140
b 3,5469 | 0,0432
b1 0,0001 | 0,0002
b 0,0006 | 0,0004
s 0,0002 | 0,0002

analise assumindo o modelo ¢-Student com 4,7464 graus de liberdade e EMV dados pela
Tabela 4.10.

Segue, do Teorema 2.2, que a matriz de informacao esperada de Fisher é dada por
K, 0 )

KF(é):< 0 Ky
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em que
0,0222 0,0038  0,0084
K, =10°x | 0,0038 1,4725 —0,6673
0,0084 —0,6673 2,4173
€

0,0003 —0,0045 —0,0026 —0,0043
—0,0045 3,5714  0,0087  1,4072
—0,0026 0,0987  1,1880 —0,0090
—0,0043 1,4072 —0,0090 3,2016

Ky = 10° x

Para calcular as estatisticas de Escore e Razao de Verossimilhancgas sera necesséario
calcular os EMV sob as hipoteses nulas Hy, Hos € Hps. Assim, dos resultados da Secao
2.5, segue que: sob Hy;, as estimativas das componentes de @ = (pi,, ¢, @) sao

iy = 9,7224, ¢, = 0,0361 e ¢ = 0,0004.
Sob Hyy, as estimativas das componentes de 8 = (i, ¢, ¢1, o, P3) | s380
iy = 9,7243, &, = 0,0358, ¢ = 0,0004, ¢o = 0,0005 e ¢35 = 0,0002.
Finalmente, sob Hys, as estimativas das componentes de 6 = (y,, a, a3, ¢z, @) sdo

[i, = 9,7146, dy = 0,0193, ds = 0,0138, ¢, = 0,0360 e ¢ = 0, 0003.

Usando estes resultados e as estatisticas de Wald (W), Escore (E) e Razao de Ve-
rossimilhancas (@Q)) dadas na Sec¢ao 2.6, podemos testar hipéteses de interesse Hyy, Hos €
Hys definidas no Capitulo 1. Assim, de acordo com a Tabela 4.15 e: 4 graus de liberdade
para testar Hyy; 2 graus de liberdade para Hpy; 2 graus de liberdade para testar Hps,
as hipoteses Hy; e Hyy sao rejeitadas a um nivel de significancia de 5% sob o modelo
t-Student. Entretanto, para o mesmo nivel de significancia, nao ha evidéncias para se
rejeitar Hps. Portanto, podemos concluir que os instrumentos ( relégio-observador ) sao
viciados, isto é, medem o tempo de queima dos fuziveis com vicio, contudo nao podemos
concluir que eles nao sao igualmente precisos.

Se considerarmos o modelo normal, isto é, v — oo, entao teremos que, para todas as
estatisticas, todas as hipdteses nulas serao rejeitadas com 5% de significancia. Os valores
das estatisticas de Wald, Escore e Razao de Verossimilhanca para este modelo também
estao na Tabela 4.15.
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Tabela 4.15: Estatisticas de Wald, Escore e Razao de Verossimilhancas para os modelos

normal e ¢(4,7464)
Normal t(4,7464)

Hyy | 44,7483 | 25,5374 | 32,2895 | 21,6473 | 21,9626 | 25,4330

Hyy | 38,2356 | 16,4022 | 24,3051 | 19,6295 | 20,7828 | 22,2688

Hys | 6,5127 | 8,6791 | 10,0375 | 2,0178 | 3,7608 | 4,3981

Finalmente, na Tabela 4.16, apresentamos as estimativas das confiabilidades definidas

em (1.10), para os modelos normal e t-Student, com 4,7464 graus de liberdade.

Tabela 4.16: Estimativas das confiabilidades

Normal | t(4.7464)

p1 | 0,9986 0,9952
p2 | 0,9860 0,9876
ps | 0,9946 0,9943

Observe que os valores da Tabela 4.16, indicam que a proporc¢ao da variacao observada
”explicada” por instrumentos sao muito proximas para os dois modelos, contudo o modelo
normal rejeita a hipotese de igualdade das variancias dos instrumentos que, de acordo

com (1.11), é equivalente a igualdade das confiabilidades.
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4.3 Estudo de Simulacao dos Testes de Wald, Escore
e Razao de Verossimilhancas

Nesta secao apresentamos um pequeno estudo de simulacao, no qual o poder e o
tamanho dos trés testes (Wald, Escore e Razao de Verossimilhangas ) para a hipétese Hy;
de igualdade de variancias e vicios sao considerados. Neste estudo utilizamos diferentes
graus de liberdade e dois ntimeros de instrumentos diferentes: p = 3 e p = 5.

Para cada estimacao Monte Carlo do poder dos testes foram geradas 1000 amostras
de acordo com o modelo (2.12)-(2.13), com tamanhos n = 25,50, 100 e 200, considerando
Hy: as=0,03=05,01=¢s=1egps=1bparap=3e Hyy s =a3=as =0,a5 =
05,01 =---= ¢4 =1¢e ¢5 = 1.5 para p = 5 como hipdteses alternativas. Nas Tabelas
4.17-4.26 apresentamos o poder dos testes estimado, em porcentagen, correspondente ao
nivel nominal de 5%. Em todos os casos a caracteristica de interesse z;,7 = 1,--- ,n, foi
gerada conforme a distribuicao dos erros, com ¢, = 0.01,0.25,1 e 2.

Sob o critério de poder do teste, podemos notar nas Tabelas 4.17-4.22 que para valores
pequenos de v e ¢,, entre os valores testados, o teste de Escore apresenta taxas de rejeicao
maiores que os testes de Wald e Razao de Verossimilhangas. Para graus de liberdade
pequenos e ¢, = 1 ou ¢, = 2, as estatisticas de Escore e Razao de Verossimilhancas
apresentam valores mais altos para os poderes estimados, sendo que a ordem delas se
altera para diferentes tamanhos de amostra.

Tabela 4.17: Poder estimado dos trées testes para p = 3 e hipdtese alternativa H,; : ap =
0,3 =05,01 =0 =1,03=15ev =4

v=4ep=3
t(10,0.01;4) t(10,0.25;4) t(10,1;4) t(10,2;4)
n W E Q W E Q W E Q W E Q
25 | 176 525 248| 9.1 320 21.2| 41 160 176| 3.8 10.5 14.0
50 | 25.9 926 43.1 | 154 61.2 382 |11.8 30.3 326 | 81 23.7 26.5
100 | 48.7 989 689|394 73.5 66.2|285 61.6 56.5|21.7 51.4 52.7
200 | 86.9 100 91.9|80.8 81.9 926 |67.1 92.7 874 | 56.7 85.1 83.3
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Tabela 4.18: Poder estimado dos trés testes para p = 5 e hipdtese alternativa H, : ap =

0532044:0,CK5:0.5,¢1:"':¢4:1,¢5:1.56V:4
v=4ep=>5
z; | #(10,0.01;4) £(10,0.25; 4) £(10,1; 4) £(10,2; 4)

n W B Q W E Q W E Q W E Q

25 1228 309 194|134 238 21.0| 7.0 147 169 | 6.5 16.6 18.5
50 | 29.7 59.5 371|183 46.8 35.7|16.3 353 358 |14.6 32.0 31.9
100 | 48.5 92.1 62.5|43.0 76.2 65.8|37.5 63.8 63.1]35.7 643 63.7
200 | 87.3 100 93.0 | 85.1 &87.3 93.2|81.0 940 933 |81.1 941 932

Tabela 4.19: Poder estimado dos tres testes para p = 3 e hipdtese alternativa H,; : ap =
O,C(g = 0.5,¢1 = (bg = 1,¢3 =15ev==6

v=06ep=3
t(10,0.01;6) t(10,0.25;6) t(10,1;6) t(10,2;6)
n W E Q W E Q W E Q W E Q
25 | 23.0 46.9 298| 15.7 31.6 26.7|11.3 194 227| 9.5 152 194
50 | 39.7 80.4 49.3 | 322 62.3 46.6 | 23.8 394 42.1| 182 32.0 35.3
100 | 71.6 994 779 |64.0 924 77.5]49.8 67.8 69.1|46.7 67.7 69.7
200 1 97.5 99.8 93.2194.1 993 97.6|89.6 96.9 959 |87.0 95.6 95.9

Tabela 4.20: Poder estimado dos tres testes para p = 5 e hipdtese alternativa H,; : as =

0632044:0,C¥5:0.5,¢1:"':¢4:1,¢521.56V:6
v=06ep=>H
z; £(10,0.01; 6) £(10,0.25; 6) £(10,1;6) £(10,2;6)

n W B Q W E Q W E Q W B Q
25 | 275 324 241|174 285 258 |13.7 234 248|115 19.7 23.0
50 | 37.5 59.8 40.7]28.9 51.1 450|228 40.2 398|249 40.5 42.0
100 | 66.3 91.6 749|629 858 774|557 756 74.0|55.8 741 743
200 1 96.0 99.9 97.7 1926 984 984933 978 974|927 97.7 97.5

Nas Tabelas 4.23-4.26, notamos que o teste de Escore quase sempre apresenta um
poder maior que os demais testes. Deste modo, podemos concluir sob o critério de poder
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Tabela 4.21: Poder estimado dos trés testes para p = 3 e hipdtese alternativa H, : ap =
0,043 = O.5,¢1 = ¢2 = 1,¢3 =15ev=10

v=10ep=3
T; t(10,0.01; 10) t(10,0.25; 10) t(10,1;10) t(10,2;10)
n ALY E Q W E Q W E Q W E Q
25 | 43.0 495 36.2|27.8 3477 324|174 214 264|145 19.6 24.8
50 | 67.2 80.8 544 |45.1 59.5 5H3.7|36.4 455 48.0|33.7 419 46.2
100 | 88.5 985 674|788 920 83.7]694 7T7.1 799|673 76.9 782
200 199.3 99.8 76.398.2 999 98.9|96.5 98.1 98.1]96.3 98.2 98.6

Tabela 4.22: Poder estimado dos tres testes para p = 5 e hipdtese alternativa H,; : ap =

0532064:0,055:0.5,¢1:"':¢4:1,¢521.56V:10
v=10ep=>5
z; | £(10,0.01;10) £(10,0.25: 10) £(10,1; 10) £(10,2; 10)

n W B Q W E Q W E Q W B Q
25 [ 344 357 29.6|228 30.2 29.5|19.0 25.1 274|184 234 249
50 | 479 655 51.6|36.2 56.8 52.3|33.0 50.6 489|354 49.8 4838
100 | 80.8 949 87.6 | 72.7 87.6 82.5|73.6 853 841|688 82.7 819
200 | 98.7 99.7 994 1989 99.8 99.7 1 97.1 994 99.0 | 979 99.3 99.2

do teste, que a estatistica de Escore é recomendavel para modelos com graus de liberdade
nao tao pequenos. Nenhuma diferenca é notada nos resultados quando variamos o niimero

de instrumentos.

Ainda das Tabelas 4.23-4.26, podemos observar que para grandes valores de v e valores

moderados de n as estatisticas satisfazem a desigualdade
EZQ=W.

Sob normalidade, resultados semelhantes sdo encontrados em Lachos-Davila (2002).

E interessante notar ainda que, em todos os casos, o poder estimado diminui quando

se aumenta ¢,.

No estudo do tamanho dos testes, 1000 amostras independentes foram geradas de
acordo com o modelo (2.12)-(2.13), para os casos p = 3 e p = 5 considerando, respecti-
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Tabela 4.23: Poder estimado dos trés testes para p = 3 e hipdtese alternativa H, : ap =
0,043 = O.5,¢1 = ¢2 = 1,¢3 =15ev =100

v=100ep=3

T t(10,0.01; 100) t(10,0.25; 100) t(10,1;100) t(10,2;100)

n W B Q W E Q A E Q W E Q
25 | 542 699 704|346 429 453|344 314 36.8|322 29.1 334
o0 | 71.5 85.7 84.7]60.7 67.0 66.5|60.9 644 64.3]56.9 62.7 62.2
100 | 93.2 979 97.1|91.8 93.3 93.0|89.5 919 919 |87.3 89.7 89.6
200 199.9 100 100 [99.9 99.9 99.9|99.7 99.7 99.7 |99.6 99.8 99.7

Tabela 4.24: Poder estimado dos tres testes para p = 5 e hipdtese alternativa H,; : ap =

0532064:0,055:0.5,¢1 :"':¢4:1,¢)5:1.56V:100
v=100ep=>5
z; | £(10,0.01;100) | ¢(10,0.25; 100) £(10, 1; 100) £(10,2; 100)

n W B Q W E Q W E Q W B Q

25 | 346 46.3 46.0 | 31.3 37.2 36.7 342 36.7 372|274 32.1 313
50 | 56.9 719 69.1 | 574 69.3 65.5]|56.3 664 632|548 66.9 62.2
100 | 91.1 952 944 |89.7 944 928|884 94.1 92.3]89.1 944 93.0
200 1 99.9 100 100 |99.9 100 100 [99.9 999 999999 99.9 99.9

Tabela 4.25: Poder estimado dos tres testes para p = 3 e hipdtese alternativa H,; : ap =
0,3 =05,01 =¢py=1,p3=1Hev —

Modelo Normal e p = 3
xj N(10,0.01) N(10,0.25) N(10,1) N(10,2)
n W E Q W E Q W E Q W E Q
25 [ 372 70.0 71.3]34.0 43.7 46.5|34.3 32.0 34.8|33.8 31.5 338
50 | 65.5 86.1 85.5]632 68.6 684 |61.1 64.0 64.3 |61.5 62.6 634
100 1 91.9 96.1 96.0 | 90.7 92.8 92.3 | 91.1 92.3 924 |89.1 91.2 91.0
200 199.9 100 100 [99.9 99.9 99.9|99.7 99.8 99.7|99.8 99.8 99.8

Vamente’a2:a3:0’¢1:¢2:¢3:16a2:...:a5207¢1:...:¢5:1.
Tamanhos de amostras n = 25, 35,50 e 100 foram considerados em ambos os casos.
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Tabela 4.26: Poder estimado dos trés testes para p = 5 e hipdtese alternativa H, : ap =
053:CY4:0,CK5:0.5,¢1:"':¢4:1,¢5:1.5€V—>OO

Modelo Normal e p =5
xj N(10,0.01) N(10,0.25) N(10,1) N(10,2)
n W E Q W E Q A E Q W E Q
25 | 324 70.0 69.0|34.2 379 37.7|320 36.7 35.1|35.7 39.1 384
50 | 61.1 85.7 82.7|57.0 682 652|555 675 63.6 585 69.8 65.9
100 [ 92.8 98.3 97.8 | 91.1 955 94.5|89.2 939 91.8]90.2 944 93.4
200 | 100 100 100 | 99.9 100 99.9 | 99.7 99.8 99.8199.9 99.9 99.9

Nas Tabelas 4.27-4.29 apresentamos os tamanhos estimados, em porcentagens, cor-
respondente ao nivel nominal de 5%. Em todos os casos a caracteristica de interesse
xj,j =1,---,n, foi gerada conforme a distribuicao dos erros, com ¢, = 0.25 e 1.

Para v = 10, podemos ver na Tabela 4.27, que a estatistica de Razao de Verossimi-
lhancas apresenta um tamanho mais préximo do nivel nominal. Para graus de liberdade
menores que dez, nossos estudos revelaram que a estatistica da Razao de Verossimi-
lhancas apresenta um bom comportamento em termos do tamanho do teste. Contudo,
as estatisticas de Wald e Escore apresentaram uma certa instabilidade, a qual motivara
futuros trabalhos.

Tabela 4.27: Tamanho dos testes de Wald (W), Escore (E) e Razao de Verossimilhangas
(Q) com nivel nominal de 5% e 10 graus de liberdade

v =10
Tamanho da amostra p=3 p=>5

x; n W E Q| W E Q

25 9.0 88 96|77 41 59

t(10,0.25;10) 35 72 72 74158 54 59
50 54 80 691]50 60 6.3

100 45 92 62|55 80 5.7

25 3.1 48 6.7|56 45 76

t(10,1.0;10) 35 29 38 58140 51 6.2
50 1.9 40 5231 33 4.6

100 2.7 43 6238 32 46
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Nas Tabelas 4.28-4.29 referindo-se respectivamente a v = 100 e v — oo, temos que
em ambos os casos os testes de Wald e Razao de Verossimilhancas sao anticonservativos,

o que leva a concluir que o teste de Escore é melhor no contexto de minimizar o erro tipo
L.

Tabela 4.28: Tamanho dos testes de Wald (W), Escore (E) e Razao de Verossimilhangas
(Q) com nivel nominal de 5% e 100 graus de liberdade

v =100
Tamanho da amostra p=3 p=>5

x; n W E Q W E Q

25 82 10.5 128 | 81 50 74

t(10,0.25; 100) 35 6.1 75 84 | 70 52 58
50 70 73 79 |78 49 7.1

100 55 48 54 | 58 39 48

25 81 43 7.7 |11.6 53 8.3

t(10,1.0; 100) 35 59 32 6.0 | 72 43 58
50 51 39 53 | 64 40 56

100 56 46 52 | 59 52 52

Tabela 4.29: Tamanho dos testes de Wald (W), Escore (E) e Razao de Verossimilhangas
(Q) com nivel nominal de 5% e v — oo (Modelo Normal)

Modelo Normal

Tamanho da amostra p=3 p=>5

xj n W E Q |W E Q

25 51 9.6 11.1 |85 6.4 8.1

N(10,0.25) 35 6.6 80 9.2 |87 54 6.9
50 6.4 62 72 (63 51 6.3

100 42 34 39 |64 56 6.3

25 71 40 65 |94 48 6.3

N(10,1.0) 35 72 56 68 |70 39 49
50 6.2 40 58 |76 4.7 55

100 6.0 40 53 |62 45 5.1

Em todos os casos nao parece haver mudancga significativa dos testes com o aumento
do ntimero de instrumentos.
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As Figuras 4.2-4.3 apresentam uma comparagao das frequéncias acumuladas estima-
das dos trés testes estatisticos, sob Hy; e v = 10, com as frequéncias acumuladas tedricas
das correspondentes distribuicoes limites das estatiticas de Wald, Escore e Razao de Ve-
rossimilhanga, isto é X2. Observe que mesmo para amostra de tamanhos pequenos as
distribuicoes empiricas e tedricas tem formas bem parecidas.

R de Verossimilhancas

Figura 4.2: Distribuigao empirica e tedrica (X}) das estatisticas de Wald, Escore e Razao
de Verossimilhangas para n = 25

R, de Verossimilhancas
a — e

—— Toorico . —— Toorico
— - Empirico — - Empirico

—— Toorico
— - Empirico

Figura 4.3: Distribuigao empirica e tedrica (X}) das estatisticas de Wald, Escore e Razao
de Verossimilhangas para n = 50
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4.4 Estudo de Simulacao do Modelo com Ponto de
Mudanca

Nesta secao apresentamos como exemplos um estudo de simulacao do modelo de
Grubbs com ponto de mudanca definido na Secao 3.1 considerando dois instrumentos de
medicao, isto é, p = 2.

Exemplo 4.1. Um estudo de simula¢ao considerando j1y # jio

Neste exemplo foram geradas 1000 replicacoes de observagoes de diferentes tamanhos
de amostra. Todas as variaveis envolvidas no modelo foram geradas a partir do seguinte
experimento:

1. para cada um dos tamanhos de amostra, n = 25,50, 100, fixar os valores de ponto
de mudanga \g = 0.1,0.5, 0.8, obtendo diferentes valores de ko = [n\g];

2. gerar valores xy,- - ,xg, de @ ~ N(u1, ¢y );

3. gerar valores Ty 11, - , 2, de & ~ N(ua, ¢ );

4. gerar os erros de medi¢ao para cada ky considerado em (1), ou seja, gerar treés
conjuntos de valores €;1,- - , €y, Ci(kg+1), " * »€in de €5 ~ N(0,¢;), 1 = 1,2;

5. calcular os dados observados a partir de:

Yi;\ _ T + e =1, ko
szj Oé2+l‘j+€2j

Y. , .
1| _ Tj + e j=ko+1,---,n.
YVQj Oé2+.1'j+€2j

Os parametros usados para gerar as observacoes foram os seguintes:

,u1:15,u2:25,042:2,¢1:¢2:5

e dois valores para ¢, : 4 e 9.
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O objetivo principal é estimar os parametros do modelo e calcular a partir destas
estimativas o desvio padrao empirico e o erro quadratico médio empirico.

Temos:

i. 0, a estimativa do componente t do vetor de parametros da amostra [, calculada se-
gundo as expressoes da Subsecao 3.3;

ii. EQM (ét) é o erro quadratico médio empirico da estimativa de 0, calculado como
1 m
EQM( 0 — 0 —0,)7,
Q ) = 2_: 1 — 0;)
em que m é o numero de amostras geradas.

Uma vez obtida a matriz de dados observados em cada amostra, calculamos a es-
tatistica do teste T, conforme expressio dada em (3.18), para todos os possiveis valores
de k com o objetivo de calcular o maz)T3. Este valor foi muito alto em todas as réplicas,
portanto em todas as amostras rejeitamos Hy. A tabela contendo os valores criticos para
este teste pode ser encontrada em Wang e Wang (1994).

Para que os valores dos desvios padroes (DP) e dos erros quadréticos médios empiricos

das estimativas sejam comparaveis, obtivemos a raiz quadrada dos erros quadréticos
médios (RQME).

Das Tabelas 4.30-4.35, podemos concluir que o estimador A do ponto de mudanca
¢ muito proximo do verdadeiro valor em todos os casos. Nao ha mudanca significativa
das estimativas quando se muda os pontos de mudanca, entretanto, ha um aumento
nos desvios padroes e nos erros quadraticos médios com um aumneto em ¢,. Perceba
também, que os desvios padroes e os erros quadraticos médios diminuem com o aumento
do tamanho das amostras.
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Tabela 4.30: Média, desvio padrao e raiz do erro quadratico médio empirico das estima-
tivas considerando n =25¢ ¢, =4

A=0.1 A=0.5 A=0.8
Média DP  REQM | Média DP  REQM | Média DP REQM
A | 01264 0.0739 0.0785 | 0.5182 0.0153 0.0237 | 0.7621 0.1140 0.1201
fp | 14.9927 19288 1.9278 | 14.9629 0.8442 0.8446 | 14.9462 0.8945 0.8957
fiz | 25.0079 0.6796 0.6793 | 25.0200 0.8973 0.8970 | 24.4364 2.1321 2.2043
Qo | 1.9999 0.9857 0.9852 | 2.0087 0.6699 0.6696 | 1.9598 0.8710 0.8715
O, | 37224 1.8948 19141 | 3.7991 2.0007 2.0098 | 4.4363 3.3656 3.3921
¢ | 4.5499 2.0755 2.1227 | 4.5940 2.1342 2.1714 | 4.4434 2.0975 2.1691
¢o | 4.6669 2.0658 2.0915 | 4.5456 2.0992 2.1468 | 4.6223 2.2284 2.2591

Tabela 4.31: Média, desvio padrao e raiz do erro quadréatico médio empirico das estima-
tivas considerando n =50 e ¢, = 4

n = 50,6, =4
A=0.1 =05 A=03
Média DP REQM | Média DP REQM | Média DP REQM
A 01003 0.0071 0.0071 | 0.4998 0.0057 0.0057 | 0.7987 0.0064 0.0065
fn | 15.0131 1.3614 1.3607 | 14.9764 0.5957 0.5959 | 15.0030 0.4720 0.4727
fis | 25.0297 0.4426 0.4434 | 25.0046 0.6106 0.6103 | 25.0118 0.9799  0.9795
Gs | 1.9760 0.7561 0.7561 | 1.9909 0.4608 0.4606 | 2.0325 0.5724 0.5730
b, | 3.8370  1.4024 1.4111 | 3.7735 1.3914 1.4090 | 3.8245 1.4143 1.4245
b1 | 47508  1.5241 1.5436 | 4.7603 1.5147 1.5328 | 4.7488 1.5294 1.5492
by | AT468 1.4944 1.5149 | 4.8349 1.4976 1.5060 | 4.8670 1.4795 1.4848

Exemplo 4.2. Um estudo de simulagao considerando iy >~ jio

Agora, geramos observacoes para o caso em que as médias sao muito parecidas, de

onde concluimos que o teste nao detecta mudanca.

Deste modo, consideramos A = 0.5, u; = 15, us = 16 e ¢, = 4 mantendo os valores

restantes iguais aos do exemplo anterior. Tomamos n = 40, de modo que k = [n)\] e
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Tabela 4.32: Média, desvio padrao e raiz do erro quadratico médio empirico das estima-
tivas considerando n = 100 e ¢, = 4

n = 100, ¢, = 4
A =0.1 X =05 A=038

Média DP  REQM | Média DP REQM | Média DP REQM
A [ 01002 0.0033 0.0033 [ 0.5000 0.0026 0.0026 | 0.7995 0.0033 0.0034
fi | 14.9859 0.9644 0.9640 | 14.9965 0.4120 0.4118 | 14.9943 0.3381 0.3380
fi | 25.0118 0.3179 0.3180 | 24.9740 0.4383 0.4388 | 24.9800 0.7009  0.7008
Go | 2.0130  0.5347 0.5347 | 2.0113 0.3060 0.3060 | 1.9915 0.4119 0.4118
d. | 3.9551 0.9370 0.9376 | 3.9090 0.9691 0.9729 | 3.8858 0.9744 0.9806
¢ | 4.8455 1.0470 1.0578 | 4.9065 1.0717 1.0753 | 4.9124 1.0713 1.0743
do | 49112 1.0874 1.0005 | 4.8779 1.0294 1.0361 | 4.8687 1.0377 1.0454

Tabela 4.33: Média, desvio padrao e raiz do erro quadréatico médio empirico das estima-
tivas considerando n =25 e ¢, =9

A=0.1 =05 A=03
Média DP REQM | Média DP REQM | Média DP REQM
N 101664 01819 0.1936 | 0.5130 0.0381 0.0402 | 0.7147 0.1820 0.2009
i | 15.1659 3.0923 3.0952 | 14.9274 1.1163 1.1181 | 14.8222 1.3802 1.3910
{1 | 24.9065 1.2029 1.2059 | 24.9018 1.1647 1.1682 | 23.8533 2.9835 3.1948
Gs | 1.9615 1.0560 1.0562 | 2.0049 0.6464 0.6461 | 1.9769 0.9921 0.9919

O | 83242  3.4595 3.5232 | 84250 3.5537 3.5982 | 9.9754 5.1061 5.1959
¢ | 4.6334 2.4674 2.4932 | 4.6885 2.5010 2.5191 | 4.3988 2.7218 2.7861
¢y | 4.4381 24368 2.4995 | 4.4056 2.4879 2.5567 | 4.6267 2.6745 2.6991

n — k = 20, gerando assim os dados apresentados na Tabela 4.36:

Com os dados da Tabela 4.36 calculamos a estatistica de Hotelling para todos os
possiveis grupos com a finalidade de encontrar o maximo desta estatistica. Os resultados
sao apresentados na Tabela 4.37.
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Tabela 4.34: Média, desvio padrao e raiz do erro quadratico médio empirico das estima-
tivas considerando n =50 e ¢, =9

n=50,¢, =9
A=0.1 A=05 =08
Média DP  REQM | Média DP  REQM | Média DP  REQM
A 101060 0.0639 0.0642 | 0.4995 0.0108 0.0108 | 0.7951 0.0166 0.0173
iy | 15.0682 1.8819 1.8822 | 14.9756 0.7413 0.7413 | 14.9534 0.5953  0.5968
fis | 24.9793 0.7113  0.7113 | 25.0158 0.7258 0.7256 | 24.9179 1.1766 1.1788
Go | 1.9387 0.7518  0.7539 | 1.9851 0.4457 0.4457 | 2.0253  0.5649 0.5652
b, | 85821 2.3706 2.4060 | 8.5674 2.2398 2.2801 | 8.4945 2.2510 2.3060
b1 | 47123 17705 1.7929 | 4.6883 1.7157 1.7430 | 4.7385 1.7230 1.7419
bo | 47702 1.8630 1.8762 | 4.8433 1.8006 1.8065 | 4.7755 1.7318 1.7454

Tabela 4.35: Média, desvio padrao e raiz do erro quadréatico médio empirico das estima-
tivas considerando n = 100 e ¢, =9

n =100, 6, = 9
A=0.1 =05 A=03

Média DP REQM | Média DP REQM | Média DP REQM
X [ 0.1001 0.0060 0.0060 | 0.4996 0.0053 0.0053 | 0.7992 0.0056 0.0057
i | 14.9382 1.2016 1.2025 | 14.9995 0.5351 0.5348 | 14.9802 0.4146 0.4149
fis | 24.9770 0.4113  0.4117 | 24.9942 0.5238 0.5236 | 25.0326 0.8674 0.8675
Go | 2.0309 0.5404 0.5410 | 1.9987 0.3136 0.3134 | 1.9842 0.3783 0.3784
b, | 87692 1.5973 1.6131 | 8.7260 1.6570 1.6787 | 8.7081 1.6015 1.6270
by | 4.9062 1.2307 1.2337 | 4.9058 1.2942 1.2970 | 4.9279 1.3105 1.3118
by | 4.9240 1.2560 1.2577 | 4.9092 1.3063 1.3088 | 4.8773 1.3069 1.3120

Neste caso, max T = 8.3872 com A= 0,6, ou seja, k = 24. O valor da tabela dos
valores criticos para este teste (veja Wang e Wang, 1994) é de 11,58 (n = 40,p = 2).

Portanto, nao se rejeita Hy.

Resultados similares aos obtidos nesta segao sao encontrados em Alfaro (2000).
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Tabela 4.36: Varidveis respostas Y;

grupo 1

grupo 2

I

Iy

I

I

14.9238
17.5910
11.5592
15.7707
15.8643
15.2081
16.1743
8.7665

13.4711
12.9388
13.1629
16.9084
13.2855
20.4463
16.5529
13.0156
11.5221
15.7606
16.6382
13.1441

19.7614
17.5185
16.4169
15.3260
18.9384
9.7973

17.0864
15.0394
13.1035
13.4311
14.4278
19.1595
13.3132
21.7924
14.7362
13.0263
18.1131
22.4714
18.4934
16.6807

14.5896
17.8829
17.8092
18.7433
14.5119
18.0883
12.6101
13.3343
14.6912
13.7980
13.4464
16.0546
12.9080
15.6199
16.7750
18.1323
17.5232
8.8580

17.9505
17.7670

14.8789
16.8135
20.5060
16.1336
20.1622
21.4916
18.8115
18.9291
16.9427
18.8308
21.2127
16.4164
16.6699
20.9410
17.6287
29.0430
20.7361
13.4835
20.5830
20.5648
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Tabela 4.37: Valores de 77
k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
7% 1 0.7280 0.1315 0.0531 0.1381 1.4631 1.9099 0.9807 2.0465 3.3005
k=11 k=12 k=13 k=14 k=15 k=16 k=17 k=18 k=19
T? | 43830 3.3980 5.0942 3.7205 5.6768 7.7293 5.8297 3.2719 3.1542
k=20 k=21 =22 k=23 k=24 k=25 =26 k=27 k=28
T? | 3.0488 4.1174 5.4088 4.9809 8.3872 6.3813 6.4671 4.4288 3.1490
k=29 k=30 =31 k=32 k=33 k=234 =35 k=36 k=37
T? | 3.4036 2.5439 1.1497 1.9296 1.4947 1.1500 2.1268 3.3053 5.8458
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5 Constderacoes Finais

5.1 Conclusoes

O modelo de Grubbs tem sido amplamente utilizado no problema de comparacao de
instrumentos ou métodos de medicao. Na literatura, varios autores exploram este mo-
delo, contudo, quase sempre é assumida a hipétese de normalidade das observacoes. Essa
suposicao comprometeria uma andlise estatistica caso os dados fossem provenientes de
distribuicoes com caudas mais pesadas ou mais leves que a cauda da distribuicao normal.
Isto sugere a necessidade de considerar uma analise estatistica sobre uma nova classe de
distribuicoes. Neste trabalho, consideramos um estudo de inferéncia no modelo ¢-Student,
apresentando algumas extensoes para os modelos Elipticos. Sob estes modelos, obtivemos
alguns resultados originais como: as matrizes de informacao de Fisher observadas e es-
peradas para os modelos elipticos dependente e independente, com especial atencao nas
distribuicoes normal e t-Student; estimadores de méaxima verossimilhanca, via algoritmo
EM, para o modelo t-Student com e sem restricao; propriedades assintéticas dos estima-
dores obtidos pelo método dos momentos e as estatisticas de Wald, Escore e Razao de
Verossimilhancas para testar as hipoteses Hyy, Hos € Hos.

Seguindo o trabalho de Alfaro (2000), propusemos o modelo de Grubbs com ponto de
mudanca; apresentamos o teste de Razao de Verossimilhancas para detectar a existéncia
e posicao da mudanca; sob a existéncia da mudanga, apresentamos estimadores do tipo
momentos para os parametros do modelo e avaliamos estes estimadores através de um
pequeno estudo de simulagao, a partir do qual, podemos concluir que os estimadores
produzem estimativas bem proximas dos verdadeiros parametros do modelo.

Finalmente, com respeito ao estudo de simulacao desenvolvido na Segao 4.3, recomen-
damos o teste de Escore para os modelos com valores grandes dos graus de liberdade e o
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teste de Razao de Verossimilhancgas para os modelos com graus de liberdade pequenos.

5.2 Pesquisa Futura

Neste trabalho, foi considerado o modelo de Grubbs estrutural eliptico. Considerando
alguns resultados de Arellano et al. (1996), pode-se fazer um estudo assintético, sob o mo-
delo de Grubbs funcional e/ou ultraestrutural, considerando os estimadores obtidos pelo
método dos momentos que sao funcio da média amostral Y, e da matriz de covariancias
amostrais S,, definidas na Secao 2.7.

Para efeito de aplicacao, temos considerado a distribuicao ¢-Student, em que as esti-
mativas dos parametros é obtido via algoritmo EM, em particular no modelo normal. Em
geral, sob qualquer distribuicao eliptica, a estimativa dos parametros é mais complexa.
Uma forma de obté-las é utilizar o algoritmo de Newton-Raphson e/ou Escore, usando a
matriz de informagao observada quando a matriz de informacao esperada nao é de facil
obtencao, por exemplo, sob a distribuicao Exponencial-Poténcia.

Sob o modelo com ponto de mudanga, gostariamos de completar nosso estudo do
comportamento assintético dos parametros, obtendo as propriedades de qgi,z' =1,---,p,
pois no modelo de Grubbs a qualidade dos intrumentos ¢ avaliada em termos dos «a;’s e
®;’s, de forma que o estimador do primeiro ja foi estudado.
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APENDICE A - Distribuicdes FElipticas

A.1 Definicoes e exemplos

Neste apéndice apresentamos defini¢coes e principais propriedades das distribuicoes
elipticas juntamente com alguns exemplos ilustrativos. A classe de distribuicoes elipticas
tem sido estudada por vérios autores. Veja por exemplo, Kelker (1970), Muirhead (1980,
1982), Fang et al. (1990), Fang e Zhang (1990), Fang e Anderson (1990) e Arellano (1994).

As distribuigoes elipticas podem ser definidas de vérias formas. Nos comegamos de-
finindo as distribuicoes esféricas e entao estendemos a definicao para as distribuigoes

elipticas.

Definigao 1. O vetor aleatério X(n x 1) é dito ter uma distribuicao esférica (n-variada)
se para cada matriz T'(n X n) ortogonal, temos que

X 41X, (A1)

onde X £ Y indica que X e Y tém mesma distribuicao.

De (A.1) temos que um vetor aleatério X (n x 1) tem distribuigao esférica se, e somente

se, a funcdo caracterfstica de X, 1x (t) = E(e*' X),t € R" ¢ da forma
Ux(t) = ot t), (A.2)

para alguma fungdo ¢, com ¢(u) € R,u > 0. Segue também de (A.1) que se X tem

densidade, ela é da forma
px(x) = f(x'x),x € R", (A.3)
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para alguma funcao f, com f(u) > 0,u > 0.

Exemplo A.1. Seja X ~ N,(0,1,), a distribui¢cao normal n-variada padrao. Neste caso,
X tem fungao caracteristica

Ux(t) = ¢(tTt) = e 3¢t t € R", (A.4)
e funcao de densidade

px(t) = f(xTx) = (27) 2% 2 X x € R™. (A.5)

A definigao das distribuigdes elipticas é dada seguindo Cambanis et al. (1981). Para
motivar a definigdo, suponha que Z(m x 1) é um vetor aleatdrio tendo distribuigao esférica
m-variada com fungao caracteristica ¢(s's),s € R™. Considere o vetor aleatério X (n x 1)
definido pela transformacao linear

X=u+AZ,

onde A é uma matriz n x n e pu(n x 1) € R". Entao, a fun¢do caracteristica de X é dada
por
dx () = E(e® (HHAZ)Y — (it Ty TS ¢ € R™,

onde ¥ = AAT. Com este resultado em mente, a seguinte definicdo da distribuicao
eliptica surge naturalmente.

Defini¢ao 2. O vetor aleatorio X(n x 1) € dito ter distribuicao eliptica (n-variada) com
vetor de locagao p(n x 1) € R™ e matriz de dispersao 3 (n x n) definida nao-negativa, se
a funcao caracteristica de X € da forma

Ux(t) = e Ho(tTSt),t € R, (A.6)

para alguma funcao ¢ (Pp(u) € Ryu > 0). Em tal caso dizemos que X tem distribui¢do
eliptica com parametros p, > e escrevemos

X ~ Ely(p, 3 ¢).

Se a distribuigdo de X tem densidade, (com respeito a medida de Lebesgue em R™)
entdo X > 0 (definida positiva) (Arnold, 1981, p.41) e sua densidade é da forma

px(x | 1, 3) = [2 2 f((x — p) 27 (x — p), x € R, (A7)
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para alguma funcgao f,(f(u) > 0,u > 0). Neste caso costuma-se substituir ¢ por f na
representagao paramétrica dada (A.7). Note que, se em (A.7) u=0e X = I,,, isto é,

X ~ Eln(07 Ina ¢)7

entdao (A.6) e (A.7) se reduzem a (A.2) e (A.3), respectivamente, e a distribuicdo de X é
esférica.

Exemplo A.2. Seja X ~ N, (u, ), a distribuigdo normal n-variada com fungao carac-

teristica
Ux(t) = eitT'u’etTZt, t e R".

Se 3 > 0, entao X tem densidade
px(x | ) =[S~ 2m)Femi0WTE o) x e R

Exemplo A.3. Seja X ~ t,(u, 3;v), a distribui¢do t-Student n-variada com v graus de
liberdade e parametros de locacao p e dispersao X. Se ¥ > 0, entao X tem densidade
dada por

Ity +n u%”
pxloc | g Siv) = [ L2V TR - )R x e R

A fungao caracteristica desta distribuigao ¢ derivada em Sutradhar (1986).

A.2 Propriedades

As propriedades dadas a seguir podem ser derivadas supondo que X ~ El,,(u, ¥) com
r(X) = k < n, excluindo o caso degenerado com ¥ = (0. Contudo, alguns resultados serdo
estabelecidos assumindo que X tem densidade.

Propriedade 1. Se existem
EX)=p e Var(X) = crX, (A.8)

onde cy € uma constante que depende de f. Em termos da fungdo caracteristica esta
constante é c; = —2¢'(0).
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Kelker (1970) nota que u2® %=1 f(y) & integravel, entao os k-ésimos momentos de X
existem. Também a varidvel aleatéria U = (X — pu)'S (X — ) tem densidade dada por

folu) = {="2/D(p/2)}us"" f(u), u>0; (A.9)
e em termos de U, ¢y = E(U)/p.

Propriedade 2. Seja a € R, ¢ < p, A uma matriz ¢ X p de posto g e Y = a+ AX.
Entio Y ~ El,(a+ Ap, AXAT).

Esta propriedade segue diretamente da definigao 2.

Agora particionamos X, @ e 3 como:

X — Xy - 1y n= Y X
Xo Ko 31 Yo
onde Xjepysaogx1l,g<pey éqxaq.

Usamos novamente a defini¢cdo 2 (ou a propriedade 2), temos:

Propriedade 3. Se X; ~ El,(u, %, f), entdo todas as distribui¢oes marginais sao
também elipticas.

Propriedade 4. A distribuicao condicional de X1 dado X4 € eliptica q-variada com média
e variancia (desde que existam)dadas por,

B(XiX2) = py+ T35 (Xo —py) e
VQT(X1|X2) = h(Xg)(EH — 2122;21221),

para alguma fungao h (ver por exemplo, Fang et al., 1990).

Propriedade 5. Seja X ~ El,(u, X)), onde X € diagonal. Se os componentes de X sdo
independentes, entao X tem distribuicao normal.

Ver por exemplo, Muirhead (1982).
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APENDICE B - Dzistribuicao t-Student

Neste apéndice apresentamos um resumo das principais propriedades da distribuicao

t-Student. Os resultados que apresentamos a seguir podem ser encontrados em Arellano-
Valle e Bolfarine (1995).

Definicao 3. Um wvetor aleatério X : n x 1 é dito ter distribuicao t-Student n-variada
com vetor de locacao p : n X 1, matriz de dispersao X : n X n nao negativa e v graus de
liberdade se,

XL pu+Vvez, (B.1)
onde Z ~ N,(0,X), posto(X) =k e V ~ v/x?2 sio independentes e escrevemos por

X~ t (e, X v) (B.2)

Se posto(X) = k = n, isto é, 3 > 0, entdao X tem densidade dada por

px (x|, B, v) = k(n, v)r"2[E] 72 [y + (x = p) 'S (- )], (B.3)
em que
INe
kn,v) = 2V A0
m2"T(3v)

Em particular, se ¥ = I,,, temos que X tem densidade dada por f(x'x), x € R",
onde

flu) = Ek(n, I/)VV/Q(V + u)_(”+")/2 (B.4)
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com k(n,v) como em (B.3).

Se posto(X) = k < n, entdo a distribuicao de (X|V = v) é N,(0,rX) singular.
Conseqiientemente, a distribuicao condicional de X é também singular. Este caso pode
ser interpretado como uma versao singular da distribuicao ¢-Student e em tal caso é
tratado similarmente a distribuicao eliptica no caso singular (veja Cambanis et al., 1981).

Uma extensao da distribuigao ¢, (u, X;v), com ¥ > 0, pode ser obtida assumindo que
em (B.1) a varidvel aleatéria V' tem distribuicdo \/x, = GI(A/2,v/2). Neste caso, X
tem densidade dada por

px(Xlp B A 0) = k(n )NV PIE A (x - @) TS (x - )} @2 (B)

x € R”, onde k(n,v) é como em (B.3). Nesta situagao, escrevemos X ~ t,(u, ;A\, v) e
diremos que X tem distribuicao t-Student generalizada n-variada. Em particular, quando
A = v, temos a distribuiao ¢-Student usual. Claramente, se X tem densidade dada por
(B.5), entao X ~ El,(pn,X). Assim, podemos pensar também em uma versao singular
da distribui¢ao ¢-Student generalizada, definida similarmente como em (B.1), com V ~
Mxy =GI(N/2,v/2) e Z ~ N,(0,%), posto(X) = k < n, independentes.

Seja X £ p+ V27 ~ to(p, B\, v), com V ~ A\/x% e Z ~ N,(0,X) independentes.
Entao valem as seguintes propriedades:

i) E[X] = p, v>1, Cov[X] = 23, v > 2

ii) se § € R" e A é uma matriz m X n (nado estocdstica), entao

n+AX ~t,(n+ Ap, ASAT; )\ v).

Em particular, se posto(X) = k = n,

VX — ) ~ (0,1, N, v).

iii) © ~ Fy,, em que d® = (X — p) TS H(X — ).
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iv) Partindo X, p e ¥ como

X i1 X
X — 1 - Iy e S — 11 12 ’
X, o 31 X
onde X; e pq sao vetores n x 1 e Xy; é uma matriz n X n, entao

(X1|X2 = X2) ~ tn(ﬂl(x2)7 Y1 Aq(xz)y Vm)7

em que puy(x2) = py + X135y (X0 — ), Ziio = Ty — B985, By € q(x2) = (%2 —
o) T35, (%o — o) € 08 Pardmetros Ay(x,) € Vi sdo dados por

)‘Q(Xz) = )‘+q(x2)7
Vp = V+n—m,1§m§n
Além disso,
BXi[X] = py(Xa),vm > 1,
Ag(x
Cov[Xy[X,] = yq<_2;211.2

At (Xz = pg) "85y (X2 — pty) 4
- D tn—m_2 (311 — X123 301), U > 2.

A afirmacao seguinte é importante para obter a matriz de informacao de Fisher espe-
rada sob o modelo ¢-Student.

Lema B.1. Seja X ~ t,(0,L,; \,v). Entao

B [3(p+2k), 3(v + 2m — 2k)]
)\(2m—2k)/23(%p’ %u) ’

E[|IX]PE N+ [1X][*) 7] =

v+2m —2k >0, onde B(a, 3) =T'(a)['(8)/I'(a+ B) é a fungdo beta.
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APENDICE C - Teste da Razao de
Verossimilhanca do
Modelo de Grubbs com
Ponto de Mudanca

C.1 Teste da razao de verossimilhancas

Consideremos a seguir a obtencao do teste da razao de verossimilhanca para comparar
as médias de 2 populacgoes normais bivariadas. Para isso, necessitaremos de um resultado

que enunciaremos a seguir:
Resultado 1. Se B ¢ uma matriz p X p simétrica e positiva definida e b uma constante

positiva, entao,

1 1 1 1 5
Wewp {—étr (= B}} < ﬁ(%)p exp{—bp},
para toda X, matriz definida positiva.

Temos que a igualdade ocorre para 3 = %, 1sto €, 2 = % produz o valor mdximo de

1 1
Wexp {—Etr [E*IB} } .
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Sob Hy : pg = pia = iz, 0 vetor Y, = (Y1, Ya;)" ~ Na(u, X), onde

62—( gbx ¢x+¢2>7]_1’ T

Podemos escrever a fungao de verossimilhanga (3.10) como

P
(8% + Mg

1 1 & -1 T
L(O) = Wexp{——ztr [(Z7Y — )Y, — p) }}
— W Xp{ 2 ¥ Z (Y, —p)" }

1
(27) |2|n/2 { 2"

_ 1 RS <~ <\ T
= WGXP{ gt |2 Z(Yj—Y)(Yj—Y)

+ WY —p)'

-l { > ()]

+ ntr }
Seja

B=3 (Y, - V)Y, - YT,
temos que

L.(6) = ! L= B ST Y- -
2(0) = WGXP{_ﬁ{U[ | +ntr | (Y = p)(Y — p) )]}}

N (2w)nlyz:yn/2 exp {—% {tr [Z7"B] + (Y — p) 'Y - u)}} . (C)
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Sob Hy os EMV de p e ¥ sao respectivamente,

(0,7)
(0,n)

A=Y= e 3=

Shl
|
|

==Y (Y, -Y)(Y;-Y)". (C.2)

Yy
Y

onde Y;(a,b), i = 1,2 é definida em (3.12).

Para verificar estes resultados acima, considere a expressao (C.1) da funcdo de veros-
similhanca com 37! positiva definida, i.e., (Y — )" (Y — ) > 0 para Y # p, entdo,
temos que L(0) é maximizado com relacdo & g no ponto g =Y. Portanto, o EMV de p
fH-Y.

Agora devemos maximizar L(6) com relagdo a 3. Fazemos isso usando o Resultado

Entao
1 1 o, 1 nyn
= _— [ — — —
L(6) COOPRE exp{ 2tr (= B}} S @B (22> exp{—n},

onde a igualdade ocorre para X = %. Portanto 3 = % ¢ o EMV de ¥. Ou seja, os EMV
de p e X sdo as expressoes dadas em (C.2).

O valor maximo da funcao de verossimilhanca sob Hy pode ser escrito como

1 1 ey 1 1 B
n n/2 - n n/2 D) ’
Sendo B7'B = I, temos que

sup L (0) = ——|S|™/2 = K|S,

Hy (27r)n

Sob H, : p1 # 9, temos as observagoes

Yo\ Yu Yierny |\ [ Yin
Yoo |7 T\ Yo 7\ Yougy )T T\ Yo,

~ Vv Vv
antes do ponto de mudanga apo6s a mudanga
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Entao, o vetor

Y] = (E]?%J)TNNQ(ILI,E),]:l’ ’k7

Y] = (YI‘]J}/Q])TNN2(N27Z),']:k—i—l, ,n,

de modo que

H H2
= (& =
H Qg + [ H Qg + o
Sendo
N7 ?1(07 k) N ?l(k7n)
Y =| - Yo=| — C.3
! Y2(07 k) ] ‘ ? Y2<k7 n) ’ ( )

Jj=1 j=1
(C.4)
(§]
_ _ T
N v v T N (Y =Yalkn) \ [ Vi = Yi(kon)
B; = Z (Y; = Y5)(Y; - Yy) = Z Ya; — Yo(k,n) Yo, — Yok, n)
j=k+1 j=k+1 J J

Novamente, temos que a funcao de verossimilhanca dada no Capitulo 2, expressao
(3.13) pode ser reescrita como

1

O Gy

exp {—% {tr [E_IBJ + tr [E_IBQ} +
‘Hf(?l - Nl)TE_l(?l — ) +(n— k)(?2 - ILQ)TE_l(?2 - N2)}} .

Esta funcdo é maximizada em relacdo a p; e oy, para p; = Y € ity = Yo, j4 que
(Y1 — )" S NY —py) >0, (Yo — ) "2 (Ys — py) > 0 se as igualdades ocorrem
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quando p, = Y, e Hy = Y, respectivamente. Portanto oy = Y, e By = Y, sdo os
estimadores de maxima verossimilhanca de p, e p, respectivamente.

Para obter o EMV de 3 basta maximizar L, (0) em relacao a 3, isto é, obter o ponto
maximo da funcao

e e[ ez m)

= m exp {—%tr [E_l(B1 + B2>] } :

Usando o Resultado 1 no Apéndice A, temos que

(23)" e

1 1
— epl—-tr[2Y(B,+B } < 2 _
(2m)| X2 p{ 2 (B )y o= (27)"| By + B2

n"e "

(2m)"|B; + By|>

e ocorre a igualdade quando ¥ = %(Bl + B,). Entao,
$ 1 1 - N v A\T - ~ ~v \T
Y=_(Bi+By) =~ LZl(Yj —Y)(Y; - Yy) +j;+1(Yj —Y3)(Y; - Yy) ]
é o EMV de X.

Logo, os estimadores de maxima verossimilhanca de p,, p, e 3 sao dados por

R R b
e
$_ LB, 4By - Zm (W =Y - VT4 B (% - Vo) (Y, = V)T
" n
de modo que
n"e " 1

sup L, = L,(0) = =K .
i ) (2m)"By + By|2 [Bi + By 2
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Finalmente para A fixado, a razao da verossimilhanca é:

supgy, Lin _x IB|~2
supy, Ln B, + By~ 2

n

. - Bl \ 2 [Bi+Bs|
Assim, rejeita-se Hy <= (—‘B1+B2|> <c<s= Tpr <G

— | Z?:l(Yj - ?1)(Yj - ?1)T + Z?:kH(Yj - ?2)(Yj - ?2)T| <
1> (Y = Y)(Y; - Y)T| '

Agora vamos mostrar que este teste é equivalente ao teste 72 de Hotelling. Note que:

|ZY ~Y)(Y;-Y)T ZY ~-Y)(Y;-Y) +ZY ~Y)(Y; -Y)7|

j=k+1

_ \ZY Y +Y, -YV)(Y,- Y, +Y, - )"

D R AN ALEED ST AT SUETY N gh A g

+ (n=k) (2= Y)(Y2-Y)|
= Bi+Be k(Y1 - V)Y =)+ (n— k) (Ys - Y) (Y2 — Y)T|.(+%)

Além disso
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de modo que

(#+) = |Bi+By+ k(”n; iy S ST AN
s Oy v YT
kn—k) - = .= =< .T
= |[B1+Ba+ > (Y1 =Y2) (Y1 = Yy) ((n— k) + k)|

k(n—Fk) — . _
— B+ B+ %(Y1 Y)Y -Y)T).
Portanto,

-, -V = BB+ v - vy),

J=1

isto é,
kin—%k) — — . — —
|IB| = |B; + By + %(Yl - Yo)(Y; — YQ)T|.
Entao,
kin—k) — — —
|B| = |B; + Ba|. (1 + %(Y1 ~Y,) ' (B, +By) (Y, — Yg)) .
Logo
B k(n—k) <= < \7 R
_— = 14+ —(Y; - Y B, +B Y, -Y
B 5y — (Y- Y) (B + By) (Y1 - Y)
[ k(n—k) Y, -Y,)" (B1+B2)_1 [ k(n—k) Y, -Y,)
-1 + n n—2 n .
n—2
Fazendo
kin—k) — —
7, = M= v,
n
e
W, — B, +B; _ S (Y = Y)Y =Y+ 20 (Y = Yo)(Y; - Yo'
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podemos escrever

B EWE
‘Bl—FBQ‘ n—2
Em resumo, rejeitamos Hy quando
[B1 + B;| B| ZyW'Z), Tyar—1
T <= —————— > 1+ 22 s e 2, W Zy, >
B B +By  © R ¢ AT A= E

que é equivalente a rejeitar Hy <= T? > ¢, onde T? = ZIW;1ZA e ¢ é o valor critico

segundo o nivel de significancia a.
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