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Resumo

Na presente tese, fornecemos bases das identidades polinomiais graduadas de M3(K) e de
M3(K), quando consideramos graduagoes distintas da Z,-graduacao usual.

Existe uma classificagdo geral de todas as graduagoes de My(K). Nesta classificagdo, se
a caracteristica de K ¢é diferente de 2, temos basicamente quatro tipos de graduacoes nao
triviais e dentre estes, trés tipos de graduacoes ja tém a base das identidades polinomiais
graduadas conhecidas. O que fazemos é exibir uma base das identidades polinomiais graduadas
da graduacao que falta, quando K é um corpo infinito.

Ainda para M,(K), usando a mesma classificagdo, existem trés tipos de graduagoes nao
triviais se considerarmos a caracteristica de K igual a 2. Mas ja conhecemos a base das iden-
tidades polinomiais graduadas de dois destes tipos. O que fazemos novamente é exibir uma
base das identidades polinomiais graduadas da graduagao que falta, considerando K um corpo
infinito.

Para Mj3(K), usamos uma classificagdo de todas as suas graduagoes e exibimos a base das
identidades polinomiais graduadas para uma Zs-graduacao quando a caracteristica de K é igual
a 3 e outra base quando a caracteristica é diferente de 3. Em ambos os casos, K é um corpo
infinito.

Por fim, voltamos a atencao para as Zs-graduagoes de Ms(K) quando K é um corpo finito
de caracteristica igual a 2 e exibimos a base das identidades polinomiais graduadas nas duas
graduagoes nao triviais.
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Abstract

In this PhD thesis we give bases of the graded polynomial identities of My (K) and M3(K) when
we consider gradings different from the usual Z,-grading.

There is a general classification of all gradings of Ms(K). According to this classification,
if the characteristic of K is different from 2, we have basically four non-trivial gradings and
among these gradings, three gradings have the basis of graded polynomial identities known.
We exhibit the basis of graded polynomial identities of grading in the remaining case when K
is an infinite field.

Still for M5(K), using the same classification, there are three non-trivial gradings if we
consider the characterisitic of K equal to 2. But we know the bases of graded polynomial
identities of two gradings. Once again, we exhibit the basis of graded polynomial identities of
the remaining grading, when K is an infinite field.

For M3(K), we use a classification of all its gradings and we exhibit the basis of graded
polynomial identities for the Zs-grading when the characteristic of K is equal to 3, and we
exhibit another basis when the characteristic is different from 3. In both cases, K is an infinite
field.

Lastly, we pay attention to the Zs-gradings of M,(K) when K is a finite field of characteristic
equal to 2 and we exhibit the basis of graded polynomial identities for the non-trivial gradings.
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Introducao

Existem atualmente na classificacao dos assuntos de matematica, feita pela American Mathe-
matical Society, o MSC2010, pelo menos 63 grandes areas de matematica. Dentre estas, existe
a area 16 que trata de algebras e anéis associativos. Mais especificamente, a classificacao 16R é
destinada a anéis com identidades polinomiais. Esta é a area da matematica na qual esta tese
se encaixa.

Uma identidade polinomial de uma &dlgebra A é um polinémio nao nulo f(z1,...,x,) nas
variaveis nao comutativas xy,...,x, e com coeficientes num corpo K que tem a seguinte pro-
priedade: para todos ay,...,a, € A temos f(ay,...,a,) = 0. E uma algebra que satisfaz uma
identidade polinomial é chamada de PI algebra, abreviacao do inglés P olynomial Identity.

A origem do estudo desta area remonta ao século XIX, com trabalhos de Sylvester que
tratavam de invariantes de matrizes de ordem 2. Depois, ja no século XX, mais precisamente na
década de 30, temos trabalhos de Déhn e Wagner que abordam, ainda que de maneira implicita,
identidades polinomiais para matrizes de ordem 2 (inspirados em problemas de geometria finita).
Posteriormente, o estudo das PI dlgebras teve contribui¢oes de nomes como, por exemplo, Yakov
Dubnov, Sergei Ivanov, Yaakov Levitzki, Irving Kaplansky e Nathan Jacobson. Apenas para
citar um exemplo destas contribuigoes, temos a pergunta de Kaplansky sobre qual é o menor
grau de uma identidade polinomial satisfeita pela algebra das matrizes de ordem n.

A resposta a esta pergunta é o célebre Teorema de Amitsur-Levitzki que afirma que o
polinomio standard de grau 2n é a identidade polinomial de M, (K) de menor grau. Apenas
para lembrar, o polindmio standard de grau m é dado por

Sm(T1, Ty oo Ty) = Z (81Nal0)Te(1)To(2) * * * To(m)s
O'ESm
em que S, é o grupo simétrico de grau m, das permutacoes dos simbolos 1,2,...,m e sinalo

¢ o sinal da permutacao o.

A prova deste teorema, por volta de 1950, intensificou a pesquisa na &area e continuou
despertando o interesse de varios pesquisadores por anos. A demonstracao original utilizou
argumentos combinatorios. Em 1958, Kostant deduz o Teorema de Amitsur-Levitzki a partir
do Teorema de Koszul-Samelson sobre cohomologia de dlgebras de Lie. Em 1963, Swan usa a
teoria de grafos para dar uma nova demonstragao. Ja em 1974, Razmyslov prova o Teorema de
Amitsur-Levitzki utilizando dlgebra linear (basicamente o Teorema de Cayley-Hamilton). No
ano de 1976, Rosset da uma nova prova, bastante curta, utilizando propriedades da algebra
de Grassmann e do traco de matrizes. Por fim, Szigeti, Tuza e Revesz, em 1993, provam
uma espécie de generalizacao do Teorema de Amitsur-Levitzki, usando a nocao de identidade
polinomial euleriana para matrizes.
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Um teorema que tem, pelo menos, 6 demonstragoes diferentes é com certeza importante
e esta importancia foi destacada em varios outros trabalhos. Apenas para mencionar alguns
deles, citemos o Teorema de Amitsur que diz que toda PI dlgebra satisfaz alguma poténcia de

algum polinomio standard, ou seja, dada uma PI algebra A, temos que s,,(z1, T2, ..., Ty)" é
identidade para A para alguns n e m; e falemos também de um resultado de Kemer que diz que
dada uma PI dlgebra A, s,,(x1,22,...,2,) é identidade para A para algum m, se K ¢é infinito

e de caracteristica positiva.

O conjunto T'(A) de todas as identidades polinomiais de uma &lgebra A tem a propriedade
de ser um ideal da algebra K(X), dos polinomios f(z1, ..., z,) nas infinitas varidveis ndo comu-
tativas x1,...,x,, ... com coeficientes em K. Além disso, T'(A) é invariante por endomorfismos
de K(X) e por isso chamado de T-ideal. Como a interse¢ao de uma familia qualquer de T-
ideais é um T-ideal, podemos definir o T-ideal gerado por um subconjunto S de K(X) como
a intersecao de todos os T-ideais de K(X) que contém S e dizer que se T'(A) ¢é gerado por S,
entao S é uma base das identidades de A.

Surgem assim perguntas naturais sobre o “tamanho”de S. Seria interessante, por exemplo,
que a base fosse finita, ou seja, que a quantidade de elementos em S necessarios para gerar todo
o T(A) fosse finita. Este é um famoso problema da teoria de PI &lgebra, formulado em 1950,
por Specht e que por isso ficou conhecido como Problema de Specht: “Se A é uma PI algebra
sobre um corpo de caracteristica zero, entao a base das suas identidades é sempre finita?”. Este
problema atraiu a atencao de varios algebristas por algum tempo. A sua resolucao exigiu o
desenvolvimento de uma complexa teoria estrutural desenvolvida por Kemer, que respondeu
afirmativamente ao Problema de Specht.

Outra pergunta natural é a possibilidade de escrever explicitamente os elementos de S,
ou seja, encontrar uma base das identidades polinomiais de uma &algebra dada. Esta é outra
questao muito importante para o estudo das PI algebras e apesar de sua relevancia, as bases
das identidades polinomiais sao conhecidas apenas para poucas algebras.

Quando K é um corpo finito, sdo conhecidas bases das identidades polinomiais para M;(K),
M;3(K), My(K), E(m) e E, em que E(m) ¢ a dlgebra de Grassmann de dimensao m e E ¢é a
algebra de Grassmann de dimensao infinita.

Quando K é um corpo infinito de caracteristica maior que 2, sao conhecidas bases das iden-
tidades polinomiais de M»(K), E e U,(K), em que U,(K) ¢ a dlgebra das matrizes triangulares
superiores.

Quando K é um corpo de caracteristica zero sao conhecidas bases das identidades polinomiais
de My(K), E e U,(K). Observemos que nao se sabe quase nada sobre as identidades de M;(K)
nem mesmo em caracteristica zero.

Como pouco se sabe sobre identidades polinomiais “ordinarias”, estudam-se outros tipos de
identidades polinomiais: identidades com traco, identidades fracas e identidades graduadas sao
alguns dos exemplos. Fixaremos nossa atencao no ultimo exemplo: as identidades graduadas.

Dado um grupo G, organizamos o conjunto X = {x1, s, ..., 2y, ...} das varidveis de forma
a termos X = (J .o Xy e Xy, Xy, = 0, para todo g # h € G. Usamos a notagdo, a(z;) = g
para dizer que z; € X,. Também graduamos a algebra A = @ _, A,. Uma identidade poli-

geG
nomial graduada de A é um polinémio nao nulo f(xy,...,z,) que tem a seguinte propriedade:
flai,...,a,) = 0, para todos a; € Ayw,), com i € {1,2,...,n}. Em outras palavras, é uma

identidade polinomial (como antes) mas que respeita a graduacao na hora de substituir as
variaveis.
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Ao tratarmos de identidades graduadas nas algebras matriciais temos uma quantidade maior
de resultados em comparacao com as identidades polinomiais “ordinédrias”. No contexto gra-
duado, o conhecimento de bases para as identidades polinomias graduadas apresenta o seguinte
cenario.

Quando K é um corpo finito e de caracteristica diferente de 2, sao conhecidas bases das
identidades polinomiais graduadas de M,(K) levando em conta todas as graduagoes possiveis
sobre Zs.

Quando K é um corpo de caracteristica zero ou infinito de caracteristica maior que 2, sao
conhecidas bases das identidades polinomiais graduadas de M, (K) (considerando graduagoes
sobre os grupos Z, Z,, € Zy, X L), My 1(E) e E® E (com graduagoes sobre Zs), em que M; 1(E)
¢ a uma subalgebra de My (FE).

As graduagoes citadas acima sao as graduagoes usuais dessas dlgebras. Apenas como exem-
plo, quando falamos de M;(K), temos trés graduagoes usuais: por Zs, por Z e por Zs X Zo. A
Zo-graduagao usual tem como uma componente as matrizes com elementos nulos na diagonal
principal e como outra componente as matrizes que tém elementos nulos na diagonal secundéria.
A Z-graduagao usual tem suporte (ver Definigdo 1.4.10) {—1,0,1} e apresenta elementos nao
nulos na diagonal (componente 0), no termo a5 (componente 1) e no termo as; (componente
-1). Ja a Zs X Zy graduagao usual tem componentes que dependem de matrizes invertiveis X
e Y que anticomutam (ver Teorema 2.1.2).

Uma pergunta natural que surge é se estas sao todas as graduagoes possiveis de Ms(K).
A resposta a esta pergunta foi dada em [16] que classifica todas as graduagoes de Ms(K).
Esta classificagao distingue dois casos: quando a caracteristica do corpo K é diferente de 2
e quando a caracteristica de K é igual a 2. Se a caracteristica de K é diferente de 2, temos
basicamente quatro tipos de graduacoes nao triviais e existem trés tipos de graduagoes nao
triviais se considerarmos a caracteristica de K igual a 2.

As quatro graduagoes desta classificagao (quando a caracteristica de K é diferente de 2), sao:
as trés citadas anteriormente (para as quais ja se conhece a base das identidades polinomiais
graduadas) mais uma outra Zs-graduagao. Esta outra graduagao tem direito as suas identidades
polinomiais graduadas, afinal de contas todas as outras graduacoes ja tém as suas. Nesta tese,
exibimos uma base das identidades polinomiais graduadas desta graduacao no Teorema 2.3.1,
considerando K infinito. Esta outra graduagao tem uma “alma gémea” (se a caracteristica de K
é igual a 2), que aparece listada dentre as trés graduagoes deste caso, que tem o mesmo direito:
uma base das identidades polinomiais graduadas ¢ exibida no Teorema 3.2.1, considerando K
infinito.

O Teorema 2.3.1 serd o resultado principal de um artigo que se encontra em processo de
redagao final. J4 o Teorema 3.2.1 é o resultado principal de [20].

Durante a demonstracao dos resultados anteriores, nos deparamos com uma subalgebra
graduada de Ms(F) que tem a base de suas identidades polinomiais graduadas igual a base das
identidades polinomiais graduadas de M ;(E). Registramos este resultado no Teorema 2.4.6.

Fizemos, novamente, a mesma pergunta sobre graduagoes para M3(KK): se as trés graduagoes
usuais sao todas as graduagoes possiveis de M3(K). Novamente, usamos uma classificagao geral
de todas as graduagoes, presente em [5]. Em um dos casos desta classificagao, temos a disting¢ao
para a caracteristica de K ser igual ou diferente de 3. Para este caso, também exibimos uma base
das identidades polinomiais graduadas nos Teoremas 4.2.12 e 4.3.2, considerando K infinito.
Vale lembrar que, para algumas graduagoes que aparecem nesta classificacao, determinar a base
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das identidades polinomiais graduadas é extremamente dificil.

Citamos anteriormente que quando K é um corpo finito e de caracteristica diferente de 2,
sao conhecidas todas as graduagoes possiveis de M(K) sobre Zy e as respectivas bases das
identidades polinomiais graduadas. Nos perguntamos o que acontece para caracteristica de
K igual a 2. Assim classificamos todas as graduagoes possiveis de My(K) sobre Z,. Esta
classificagdo coincidiu com o resultado de [16]. Também encontramos bases das identidades
polinomias graduadas para as duas graduagoes nos Teoremas 5.3.1 e 5.4.1, considerando K
finito.

A presente tese estd organizada da seguinte maneira.

No capitulo 1, apresentamos os conceitos necessarios a compreensao dos demais capitulos.
O leitor familiarizado com as ideias basicas da PI Teoria pode suprimir a leitura deste capitulo.

No capitulo 2, apresentamos uma base das identidades polinomiais graduadas de M;(K) ao
considerarmos uma Zs-graduacao nao isomorfa a graduacgao usual, quando K é um corpo infinito
e de caracteristica diferente de 2. Também apresentamos rapidamente a base das identidades
polinomiais graduadas de uma subdlgebra graduada de My(FE).

No capitulo 3, considerando K um corpo infinito e de caracteristica 2, temos outra Zs-
graduacao nao isomorfa a graduacao usual e para esta graduagao exibimos também uma base
das identidades polinomiais graduadas de Ms(K).

Vale ressaltar que nos dois capitulos anteriores o que provamos foi que a base das identidades
polinomiais graduadas de M5(K) coincide quando consideramos a graduacao usual, a graduagao
que apresentamos no capitulo 2 e a graduacao do capitulo 3. As trés bases sao iguais, a menos
de mudangas de sinal. Sabemos que quando o corpo K é algebricamente fechado e as ordens dos
subgrupos de G sao todas invertiveis em K, duas algebras simples G-graduadas de dimensao
finita sdo isomorfas se, e somente se, elas satisfazem as mesmas identidades graduadas (ver
[21]). Mas este resultado nao pode ser aplicado ao nosso caso pois o grupo G é de ordem 2.

No capitulo 4 vamos para M;3(K) e novamente apresentamos uma base das identidades po-
linomiais graduadas de M3(K), ao considerarmos uma Zs-graduagao nao isomorfa a graduagao
usual. Novamente distinguimos o caso em que K é um corpo infinito e de caracteristica diferente
de 3 do caso no qual K é infinito e de caracteristica igual a 3. Surpreendentemente, a mesma
base das identidades polinomiais graduadas que aparecem quando consideramos a graduacao
usual também ¢ base nos dois casos estudados neste capitulo.

No capitulo 5, considerando K um corpo finito e de caracteristica 2, classificamos todas
as graduagoes possiveis de My(K) sobre Zs e encontramos bases das identidades polinomias
graduadas para estas graduagoes. E mais uma surpresa: as bases sao iguais as bases que
aparecem no caso de K ser finito e ter caracteristica diferente de 2.



Capitulo 1

Conceiltos basicos

Neste primeiro capitulo, introduzimos os principais objetos de estudo com suas propriedades
bésicas que serao utilizadas nos capitulos posteriores.

O objetivo principal é apresentar a nocao de base das identidades polinomiais graduadas e
mostrar alguns resultados que simplificam a procura por essas bases.

Em todo este capitulo K denotard um corpo. Todos os espacos vetoriais, algebras e produtos
tensoriais sao sobre K.

1.1 Algebras

Nesta se¢ao, definiremos a estrutura dlgebra e daremos alguns exemplos de dlgebras. Também
definimos subalgebra, ideal, centro de uma &lgebra e diferentes homomorfismos entre dlgebras.

Definigao 1.1.1 Seja K um corpo. Um espago vetorial A é chamado uma dlgebra (sobre K)
se A € equipado com uma multiplicagdo (ou produto)

x: (A, A) — A tal que para todo a,b,c € A e todo \ € K temos

(a+b)xc=axc+bxc;

ax(b+c)=axb+axc;

AMaxb) = (Xa) xb=ax(\b).

Em geral, escrevemos ab no lugar de a xb.

A dimensao dim A da algebra A sera a dimensao de A como espaco vetorial.

Diremos que:
e A é comutativa, se ab = ba para quaisquer a,b € A.
e A é associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c € A.
e A é unitdria (ou com unidade), se existir 14 € A tal que 14a = al4 = a para qualquer a € A
(escrevemos 1 no lugar de 14).
e A éuma Algebra de Lie, se a2 = aa = 0 e (ab)c+ (b¢)a+ (ca)b = 0 para quaisquer a, b, ¢ € A.
e A é uma Algebra de Jordan, se A é comutativa e (a2b)a = a®(ba).

A menos de mencao em contrario, todas as algebras serao associativas e com
unidade.

Vejamos alguns exemplos de dlgebras.
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Exemplo 1.1.2 O espa¢o M, (K) das matrizes nxn, cujas entradas estao em K, com o produto
usual de matrizes € uma dlgebra associativa com unidade.

Exemplo 1.1.3 Sejam K; e K corpos tal que K; € uma extensao de K. Assim Ky € natural-
mente uma dlgebra associativa, comutativa e unitaria sobre K.

Exemplo 1.1.4 O espago R3 com o produto vetorial usual x € uma dlgebra de Lie.

Exemplo 1.1.5 Seja A uma dlgebra associativa, e defina, no espago vetorial de A um novo
produto [a,b] = ab—ba. Denotamos esta nova dlgebra por A=. Cdlculos imediatos mostram que
A~ € uma dlgebra de Lie. Por outro lado, toda dlgebra de Lie pode ser obtida desta maneira,
como uma subdlgebra (ver Defini¢ao 1.1.11) de alguma dlgebra A~ .

Exemplo 1.1.6 Seja A uma dlgebra associativa e caracteristica de K diferente de 2, definimos
no espago vetorial de A um novo produto aob = (1/2)(ab+ ba). Com este novo produto, A
torna-se uma dlgebra de Jordan, denotada por AT. Aqui a situacao é bem diferente do caso
de dlgebras de Lie: existem dlgebras de Jordan que nao podem ser obtidas como subdlgebras
de AT, qualquer que seja a dlgebra associativa A. Como nao precisaremos desses conceitos na
nossa exposicao, omitiremos os detalhes e referimos o leitor para a literatura especializada, por
exemplo [11, 12].

Exemplo 1.1.7 O espaco dos polinomios K|xy, za, ..., x,] com o produto usual de polinémios
¢ uma dlgebra comutativa e unitaria.

Exemplo 1.1.8 Considere o corpo K de caracteristica diferente de 2. Seja V- um espago veto-
rial de dimensao infinita com base {e1, ez, e3...}. A dalgebra de Grassmann de V, denotada por
E, € a dlgebra com base (como espago vetorial) consistente dos produtos {1, e, e, ---€;, 1 i1 <
iy < .-+ < i} e satisfazendo a relagdo e;e; = —eje; para quaisquer i,j € N.

Se o corpo K tem caracteristica igual a 2, entao a dlgebra de Grassmann é uma dlgebra
comutativa.

Exemplo 1.1.9 Se V e W sao dlgebras com bases (como espagos vetoriais) {v; : i € I}
e {w; : j € J}, respectivamente, entio o produto tensorial V@ W ¢é wma dlgebra com a
multiplicagao dada por (v, @ w;,) (v, @ wj,) = (v, Vi,) ® (Wj,wj,) com iy, iz € I e Ji1,j2 € J.

Exemplo 1.1.10 O espaco das matrizes n X n, com entradas em E, com a multiplicacao usual
¢ uma dlgebra, denotada por M, (E).

Como uma &algebra A é um espaco vetorial, podemos falar em subespacos vetoriais e destacar
alguns deles.

Definicao 1.1.11 Seja A uma dlgebra. Um subespaco vetorial B de A ¢ uma subalgebra de
A, se BBC Bele€B.

Exemplo 1.1.12 Seja A a dlgebra M, (K) das matrizes n xn, com entradas em K. O conjunto
Un(K) das matrizes triangulares superiores, com o produto usual de matrizes, € uma subdlgebra

de A.
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Exemplo 1.1.13 Considere a dlgebra de Grassmann E do Exemplo 1.1.8. Seja Ey o subespaco
vetorial de E gerado por {1,e;e;,---e; : m € par} e seja Fy o subespago vetorial de E gerado
por {e;, €, e+ k€ impar}. Considere a,b € N com a +b = n, o conjunto das matrizes
A B

c D ) em que A € M,(Ey), B € Myxp(E1), C € Myo(Er) e D € My(Ep),
denotado por M, ,(E), € uma subdlgebra de M, (E).

da forma

Definicao 1.1.14 Seja A uma dlgebra. Um subespaco vetorial I de A ¢ um ideal de A, se
AICT elACI.

Definicao 1.1.15 Seja A uma dlgebra. O centro de A € o conjunto Z(A) = {a € A : ax =
xa, para todo x € A}.

Exemplo 1.1.16 Se considerarmos A = M, (K) entio Z(M,(K)) = {\Lxn : A € K}, em que
L,wn € a matriz identidade de ordem n. As matrizes M,,x, sao as matrizes escalares.

Definicao 1.1.17 Sejam A uma dlgebra ¢ S C A um subconjunto. O subespaco Bg de A
gerado por {1,s189- s, 1 k € N,s; € S} € multiplicativamente fechado e 1 € Bg. Assim, Bg é
uma subdlgebra de A, dita subalgebra gerada por S.

Definigao 1.1.18 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear ¢ : A — B € um
homomorfismo de dlgebras, se p(zy) = ¢(x)p(y) para todos x ,y € A e p(1,) = 1p.

Diremos que:
e ¢ um mergulho, se ¢ é injetivo.
e © é um isomorfismo, se ¢ é bijetivo.
e © é um endomorfismo, se A = B.
e © ¢ um automorfismo, se ¢ é um endomorfismo bijetivo.
Quando existe um isomorfismo entre ¢ : A — B, dizemos que as algebras A e B sao
isomorfas e denotamos por A ~ B.

Definicao 1.1.19 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. O niicleo de ¢ € o
conjunto ker o = {a € A: p(a) = 0}. Temos que ker ¢ € um ideal de A.

Definigao 1.1.20 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. A imagem de ¢ € o
conjunto Imyp = {p(a) : a € A}. Sabemos que Imyp € uma subdlgebra de B.

Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Como I é um subespaco de A podemos falar em
espago quociente A/I. Em A/I, consideremos o produto (a+1)(b+1) = ab+1I. Este produto esté
bem definido, isto é, nao depende da escolha dos representantes das classes laterais. Temos que
A/I munido com este produto é uma &lgebra, dita dlgebra quociente de A por /. Denotemos
a+ I por a. A projegao candnica 7: A — A/I dada por 7w(a) = a é um homomorfismo.

Sabemos que se ¢ : A — B é um homomorfismo de élgebras, entdo A/ker p ~ I'myp .
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1.2 Identidades polinomiais

Nesta secao, falamos sobre os conceitos de dlgebra associativa livre e de identidade polino-
mial. Vérios exemplos de identidades polinomiais também sao apresentados.

Seja X = {x1,x9,x3,...} um conjunto enumeravel. Uma palavra sobre X é uma sequéncia
Ti Ty 1, em que n € Nex;, € X. A palavra vazia serd denotada por 1. A multiplicacao é
definida por (@;,z, - - -z, ) (2,2, - Tj,.) = Ti Ty + -+ T4, Tjy Ty - - - T4, . Denotaremos por K(X)
o espaco vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras sobre X. Assim os
elementos de K(X) sao somas formais do produto de um escalar por uma palavra em X e
K(X) é uma algebra (associativa com unidade), chamada de dlgebra associativa livre.

Definicao 1.2.1 Os elementos x € X sao chamados variaveis, os produtos formais de um
escalar por uma palavra sao monémios e os elementos de K(X) sdo polinébmios.

Definicao 1.2.2 Um monomio M tem grau k em x se x ocorre em M exatamente k vezes.
Um polinomio [ é homogéneo de grau k em x se todos os seus monomios tem grau k em x. Se
f € homogéneo em todas as suas varidveis, f é multihomogéneo. Um polinomio f é linear
em x se f € de grau 1 em x. Se f € linear em cada varidvel, dizemos que f ¢ multilinear.

Sejam A uma &algebra e h : X — A uma fungao, com h(z;) = a; com a; € A para todo
i € N. A aplicacao ¢, : K(X) — A com pp(1) = 14 e pp(@iy @iy -+ 24,) = QiyQ4y -+ a;, € 0
tnico homomorfismo de algebras tal que |y = h. Para f(x1, 22, ..., z,) € K(X) denotaremos
por f(ay,as,...,a,) aimagem de f por ¢,. Observemos que f(aq,as,...,a,) é o elemento de

A que se obtém substituindo z; por a; € A em f.

Defini¢ao 1.2.3 Seja A uma dlgebra. Um polinomio 0 # f(xy,29,...,x,) € K(X) tal que

flai,as,...,a,) =0, quaisquer que sejam ay,as, ... ,a, € A é uma identidade polinomial
(ou simplesmente, identidade) de A. Caso exista tal f, diremos que A satisfaz a identidade
f = f(z1,22,...,2,) = 0 ou que f € uma identidade polinomial de A. Também, neste caso,

dizemos que A € uma dlgebra com identidade polinomial ou ainda que A € uma PI algebra.

Observemos que f = f(x1,22...,x,) é uma identidade polinomial de A se, e somente se, f
pertence ao nucleo de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Exemplo 1.2.4 Seja A uma dlgebra comutativa. Entao
82(I17 xz) = [Ib Iz] = 1T2 — T2Xq
¢ uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.5 Tome A uma dlgebra (sem unidade) nilpotente (isto é, A" =0). O polinémio
f(z1,z9,...,2,) = X129 - - - T, € uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.6 Seja A uma dlgebra (sem unidade) nil de indice n, isto é, exvisten > 1 € N
tal que a™ = 0 para todo a € A. Entdo f(x) = x" € uma identidade polinomial de A.
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Exemplo 1.2.7 Considere U, (K), a dlgebra das matrizes triangulares superiores com entradas
em K do Exemplo 1.1.12. Temos que

f(xh X2, .. 7xn) = [561,952][553, 5114] s [x2n7171;2n]

¢ uma identidade polinomial de A.
Para ver isso, basta observarmos que o comutador de duas matrizes triangulares superiores
tem zeros na diagonal principal, e que o produto de n tais matrizes € a matriz nula.

Exemplo 1.2.8 Seja F a dlgebra de Grassmann do Fxemplo 1.1.8. Entao

f($1,$2,$3) = [951,352,%] = [[$17$2],$3]

¢ uma identidade polinomial de E.
Se a,b € E entio [a,b] € Ey e como Ey € o centro de E, temos a afirmagao.

Exemplo 1.2.9 Tome a dlgebra My(K) das matrizes 2 x 2 com entradas em K. O polinémio
hs(21, 02, 73) = [[551,372]2,953]

¢ uma identidade de My(K), conhecida como identidade de Hall.

A dedugao desta identidade pode ser feita na sequinte maneira. Se a,b sdo duas matrizes,
entao [a,b] = ab — ba € uma matriz de trago zero. Mas se ¢ € My(K) tem trago zero, entdo o
quadrado desta matriz € uma matriz escalar.

Exemplo 1.2.10 O polinémio g(x1,xa,...,x5) = [[x1, 22, [T3, 4], 5] € uma identidade poli-
nomial de £ ® F.
Deixamos para o leitor verificar este fato.

Definicao 1.2.11 O polinémio standard de grau m € dado por

Sm(T1, Ty oo XTy) = Z (51n0al0)T5(1)To(2) * * * To(m)s
O'GSm

em que sinalo € o sinal da permutacao o.

Exemplo 1.2.12 Seja A uma dlgebra de dimensao menor que n. Entao s, € uma identidade
polinomial de A.

O exemplo anterior aplicado a M, (K) afirma que s,2,; é uma identidade de M, (K).
O Teorema de Amitsur-Levitzki melhora o resultado anterior, afirmando que s, é uma
identidade de M, (K). Mais ainda, M, (K) nao satisfaz nenhuma identidade de grau < 2n.
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1.3 T-ideais

Nesta secao, vemos a estrutura do conjunto das identidades polinomiais de uma algebra.
Definimos base das identidades polinomiais e damos exemplos de bases conhecidas para as iden-
tidades de algumas algebras. Dois resultados simplificam a procura por bases: com hipodteses
sobre o corpo K, podemos restringir a busca a polinomios especificos. Varias demonstracoes
serao omitidas. O leitor pode consultar o Livro [10] onde podera encontrar tais demonstragoes.

Defini¢ao 1.3.1 Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal , se o(I) C I para todo
endomorfismo ¢ de K(X). Em outras palavras, I é um T-ideal se I € invariante sob todos os
endomorfismos de K(X).

Para uma algebra A, seja T'(A) o conjunto das identidades polinomiais de A. Sabemos que
T(A) é um ideal de K(X). Mais ainda, T'(A) é um T-ideal de K(X).

Também sabemos que a intersecao de uma familia qualquer de T-ideais é um T-ideal. Assim
dado S C K(X) podemos definir o T-ideal gerado por S, denotado por (S)T, como a intersecao
de todos os T-ideais de K(X) que contém S.

Definigao 1.3.2 Se S C T(A) € tal que (S)T = T(A), dizemos que S é uma base das
identidades de A.

Vejamos alguns exemplos de bases das identidades para algumas algebras.

s

Exemplo 1.3.3 Se K é um corpo de caracteristica zero, entao uma base de T'(My(K)) é

{84(371, T, T3, 374), h5(371, Z2, 9173)}

Em 1973, Razmyslov [24] provou que T(My(K)) € finitamente gerado para caracteristica de
K igual a zero, determinando uma base com nove identidades. Posteriormente, Drensky [9]
mostrou que T(Ms(K)) tem como base as duas identidades anteriores.

Exemplo 1.3.4 Se K € um corpo infinito de caracteristica maior que 3, entao uma base de
T(My(K)) € dada por
{54(.1'1, X2, T3, SU4), [[.1;1, 'TQ] < [x37 x4]7 .1;5]},

em que aob=1/2(ab+ ba).

Ja para o caso de K ser um corpo infinito de caracteristica igual a 3, uma base de T (Mo (K))
¢ dada por

{s4(w1, 02, 3, 24), [[21, T2] © [m3, 4], 25], 6 (21, . .., 76) },

em que re(x1, ..., 16) = [T1, T2)o(uov) —L([a1, u, v, o] +[x1, v, U, o] — [0, u, 11, V] —[T2, v, 71, u])

8
com u = [r3,14] e v = [x5,26]. Este resultado foi demonstrado em [19].

Exemplo 1.3.5 Se K é um corpo infinito, entdo

{[Il, $2][$3, 1‘4] ce [$2n—1, $2n]}

¢ uma base de T'(U,(K)). FEste resultado foi demonstrado em [13], para caracteristica de K
wqual a zero e por vdrios outros autores, como, por exemplo, Siderov, Kalyulaid, Polin e Vouvsi.
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Exemplo 1.3.6 Se K ¢ um corpo finito com q elementos, entao

{(21 = 2l)(@s — 2§ )(1 = 21, 22" "), 2(w1 — ) © (25 — 28) — (221 — 21) 0 (w2 — 25))7}
formam uma base de T(Ms(K)). Este resultado foi demonstrado em [14].

Definiremos a nogao de algebra relativamente livre, lembrando do conceito de dlgebra quo-
ciente apresentado apds a Definicao 1.1.20.

Defini¢ao 1.3.7 A dlgebra quociente K(X)/I serd chamada de dlgebra relativamente livre
quando I € o T-ideal das identidades polinomiais de alguma dlgebra A.

1.3.1 Poliné6mios multilineares e multihomogéneos
Existem relacoes entre as identidades polinomiais, como expressa a seguinte definicao.

Definicao 1.3.8 Dois conjuntos de identidades polinomiais sao ditos equivalentes se eles
geram o mesmo T-ideal.

Lema 1.3.9 (i) Sejam f = f(z1,22,...,2,) € K(X) e caracteristica de K igual a zero. Se f

¢ uma identidade, entao f ¢ equivalente a um conjunto finito de identidades multilineares.
(ii) Sejam f = f(x1,x9,...,2,) € K(X) e K um corpo infinito. Se f é uma identidade poli-

nomial, entdo f € equivalente a um conjunto finito de identidades polinomiais multihomogéneas.

A demonstracao do lema anterior pode ser consultada em [10, proposigao 4.2.3].

Assim, no caso de caracteristica de K igual a zero, o T-ideal das identidades polinomiais é
gerado pelas identidades polinomiais multilineares. Ja no caso de K ser um corpo infinito, o
T-ideal das identidades polinomiais é gerado pelas identidades polinomiais multihomogéneas.

1.3.2 Variedades de algebras

Como uma generalizacao do conceito de T-ideal de uma algebra, podemos olhar para uma
classe de algebras que satisfaz um conjunto de identidades polinomiais.

Defini¢ao 1.3.10 Seja {fi(x1,...,2,,) € K(X) : i € I} um conjunto de polinémios na dlgebra
livre K(X). A classe B de todas as dlgebras que satisfazem as identidades polinomiais f;, com
i € I é chamada de variedade definida por {f; :i € I}.

Definicao 1.3.11 Uma variedade M C B € dita ser uma subvariedade de B.

Definigao 1.3.12 O conjunto T'(B) de todas as identidades polinomiais da variedade B € o
T-ideal da variedade B. Dizemos que o T-ideal T(B) € gerado como T-ideal pelo conjunto de
identidades {f; : i € I} da variedade B. Usamos a notagio T(B) = ({f; : i € I})T e dizemos
que {f; : i € I} € base das identidades polinomiais de B.

Novamente temos que T'(B) é um ideal de K(X); ainda T'(B) ¢ um T-ideal de K(X).

Exemplo 1.3.13 A classe de todas as dlgebras comutativas é a variedade definida por xixe —
To1.

A classe de todas as dlgebras associativas € a variedade definida pelo conjunto vazio de
tdentidades polinomiais.
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1.4 Identidades graduadas

Nesta secao, definimos algebra graduada e algebra associativa livre graduada. Em seguida,
vemos que as nogoes de homomorfismo de algebras, identidade polinomial, T-ideal e bases das
identidades polinomiais tém a sua versao graduada. Também o resultado de simplificagao na
busca por bases vale no mundo graduado.

Definicao 1.4.1 Seja G um grupo. Dizemos que uma dlgebra A é G-graduada se temos uma
familia de subespagos {A, : g € G} de A tal que

A=A,
geG

com AgA, C Agin. para quaisquer g, h € G. Também dizemos que A = @geG A, com
AgAL € Agyr, € uma G-graduacao de A.

Definicao 1.4.2 Na definicao anterior, os elementos de A, sao chamados de elementos ho-
mogéneos de grau g.

Vejamos alguns exemplos de G-graduagoes.

Exemplo 1.4.3 Qualquer dlgebra A possui a sequinte G-graduacao: Ay = A e A, = {0} para
todo g € G —{0}. FEsta gradua¢ao é chamada de graduagao trivial.

Exemplo 1.4.4 Considere a dlgebra de Grassmann E do Exemplo 1.1.8. Sejam Ey o subespago
vetorial de E gerado por
{1,e;,€5,---€;,, : m € par}

e By o subespago vetorial de E gerado por
{ei iy -ei, + k é impar}.
Temos que E = Ey & Ey € uma Zo-graduacao de E.

Usaremos a ideia de matrizes elementares e;; para as matrizes cuja unica entrada nao nula
¢ 1 e aparece na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Exemplo 1.4.5 Seja n um nimero inteiro positivo e A = M, (K). Parat € Z,, considere o
subespago M, (K); como o subespaco gerado pelas matrizes {e;;} tais que j—i =1t . Temos
assim uma Zy-graduagdo de M,(K), dada por A = D,c;, Mn(K);. Esta graduacio é chamada
de Z.,-graduacao usual.

Exemplo 1.4.6 Consideremos no exemplo anterior n=2. Assim para A = My(K) temos a
Zo-graduacao usual dada por Ay = ( a0 > e Ay = < 0 a1 ) com a;; € K para todo

0 929 a1 0

i,j € {1,2}.

Na graduacao anterior as matrizes elementares sao elementos homogeéneos:. ey, ess € Ag;
e12, €91 € A;. Esta ideia nos leva ao conceito de graduacao elementar.
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Definicao 1.4.7 Suponha que A € uma dlgebra de matrizes G-graduada tal que todas as ma-
trizes elementares sao elementos homogéneos. Esta graduacao é chamada de graduagao ele-
mentar ou boa graduagao.

>
Exemplo 1.4.8 Para A = M,(K) et € Z, seja M,(K), = { (e ]{0_}2 _ ’ZZ ||iI EZ .
g - - )

Temos assim uma Z-graduagdo de M,(K), dada por A = @, , M, (K); que serd chamada de
Z-graduagao usual.

Exemplo 1.4.9 Consideremos no exemplo anterior n = 2. Assim para A = My(K) temos a

N . 0 0 o a1 0 o 0 a2
Z-graduacao usual dada por A_y = ( B ), Ay = ( 0 d ), A = ( 0 0 ) com
a;; € K para todo 1,5 € {1,2}.

Vejamos que no exemplo anterior, apesar da graduacao ser no grupo Z, apenas trés compo-
nentes sao nao nulas, a saber A_;, Ay e A;. Todas as demais componentes da Z-graduacao sao
nulas. Isto nos leva a introduzir o conceito de suporte de uma G-graduacao.

Definicao 1.4.10 Seja A uma dlgebra G-graduada. O suporte da G-graduacao de A é
supp(A) ={g € G: A, #0}.

Exemplo 1.4.11 Consideremos em A = My(K) a G-graduag¢do dada por

u v u v
Al:{(bv u).u,vEK}, Ag:{(—bv _u).u,UEK}, Ap=0

para todo h € G — {1,g} em que g € G é um elemento de ordem 2 e b € K — K2.
Assim supp(My(K)) = {1,g}. Lembrando que como g tem ordem 2, temos supp(Mz(K)) ~
Zs, neste caso. Podemos entdo dizer que esta é uma Zo-graduacao de My(K).

Proposicao 1.4.12 Se A ¢ uma dlgebra G-graduada, entdo 1 € Ay.

Demonstracao: Sabemos que 1 = a9 + a4 + -+ + ag, em que gi1,...,9, € G, ay € Ap e
ag € A,y. Tomemos h € G e a, € Ay quaisquer. Assim ap, = apap + apay, + - + apagy, €
vejamos que apay € Ap, apay € Apig, € hyh + g1,...,h + g, sao dois a dois distintos. Logo
apag, = 0 parat=1,...,n e temos apap = a,. Analogamente, podemos mostrar que apay = ay,
e portanto temos ap = 1. =

Definigcao 1.4.13 Sejam A e B dlgebras G-graduadas. Um homomorfismo ¢ : A — B é
G-graduado, se p(A,) C ¢(By), para todo g € G.

Do mesmo modo, podemos falar em mergulho G-graduado, isomorfismo G-graduado, endo-
morfismo G-graduado e automorfismo G-graduado.

Vejamos a nocao de algebra associativa livre GG-graduada, para, em seguida, definirmos
identidade polinomial G-graduada e todos os demais conceitos G-graduados.

Seja G um grupo e para todo g € G consideremos um conjunto infinito enumerdvel X,
com Xy N Xy = 0 se g1 # g2 Sejam X = |, X,y e K(X) a dlgebra associativa livre
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Capitulo 1: Conceitos basicos

com unidade. Definimos para x; € X, que a(x;) = g; para 1, a(l) = 0 e para z123...2,,
a(xizy...xy) = a(xy) + a(xe) + - a(x,). Se m é um monoémio de K(X), entdo a(m) é o
G-grau de m. Seja K(X), o subespaco de K(X) gerado pelos monémios m de G-grau g, em
que g € G. Assim K(X) = @D, K(X)y, K(X),K(X)s = K(X)444 para todo g, h € G e K(X)
é uma algebra GG-graduada, chamada de algebra associativa livre G-graduada.

Definigao 1.4.14 Seja f um polinomio tal que f € K(X),. Dizemos que f € homogéneo de
G-grau g e denotamos isso por of) = g.

Definigao 1.4.15 Sejam A = @, Ay uma dlgebra G-graduada e 0 # f(x1,22,...,2,) €

K(X). O polinémio f é uma identidade polinomial G-graduada (ou simplesmente, uma
identidade G-graduada) de A se f(ai,as,...,a,) =0 para quaisquer a; € Ayy,y com i =1, 2,
.., n. Caso exista tal f, diremos que A é uma PI algebra G-graduada.

Definigao 1.4.16 Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K(X)
¢ um Tg-ideal (ou um ideal G-graduado) se (I) C I para todo endomorfismo G-graduado
¢ de K(X). Em outras palavras, I é um Tg-ideal se f(g1,92,...,9,) € I, para quaisquer
flar,20,.. . 20) €1 € g € K(X)a(w), comi=1,2,...,n.

A nogao de Tg-ideal gerado por um subconjunto S de K(X) é andloga a ideia de T-ideal
gerado por S. Denotaremos por (S)7¢ o T-ideal gerado por S.

1.4.1 Polinomios graduados multilineares e multihomogéneos

Definicao 1.4.17 Dois conjuntos de identidades G-graduadas sao G-equivalentes se eles ge-
ram o mesmo Tg-ideal graduado.

Lema 1.4.18 (i) Sejam f = f(x1,22,...,2,) € K(X) e caracteristica de K igual a zero.
Se f é uma identidade polinomial G-graduada, entao f é equivalente a um conjunto finito
de identidades polinomias G-graduadas multilineares.

(ii) Sejam f = f(x1,xq,...,2,) € K(X) e K um corpo infinito. Se f é uma identidade poli-
nomial G-graduada, entao f € equivalente a um conjunto finito de identidades polinomias
G-graduadas multihomogéneas.

A demonstracao do lema anterior é completamente analoga ao caso nao graduado, que pode
ser consultada em [10, proposicao 4.2.3].

Observacao 1.4.19 Assim, no caso de caracteristica de K igual a zero, o Tg-ideal G-graduado
das identidades polinomiais G-graduadas € gerado pelas identidades polinomiais G-graduadas
multilineares. Jd para o caso de K ser um corpo infinito, o Tg-ideal G-graduado das identidades
polinomiais G-graduadas é gerado pelas identidades polinomiais G-graduadas multihomogéneas.

Observacao 1.4.20 Frequentemente omitimos o grupo G nos adjetivos referentes a graduacdo
quando nao existem dividas sobre qual € o grupo G ao qual estamos nos referindo. Por exemplo,
substituimos G-graduado por graduado e G-grau por grau.

Também escrevemos T, -ideal para nos referirmos ao 1y, -ideal.

Desta forma, temos a opg¢ao de escrever G-graduag¢ao com o objetivo de enfatizar o grupo
G em questao.

14



Capitulo 2

Identidades graduadas de M3(K) com K
infinito de caracteristica diferente de 2

Neste capitulo, usaremos um resultado que classifica todas as graduacgoes possiveis da algebra
M5 (K) e estudar as identidades graduadas das Zs-graduagdes. Veremos que, considerando o
corpo K infinito e de caracteristica diferente de 2, quase todas as Zs-graduacgoes ja tem a base
das identidades polinomiais graduadas conhecidas. Porém uma das Zs-graduagoes nao tem
a base descrita. E é para esta Zs-graduacao que vamos exibir a base. Também exibimos a
base das identidades polinomiais graduadas do envelope de Grassmann de My(K) com a Zo-
graduacao deste capitulo. Em todo este capitulo, a menos de mencao em contrario, K denotara
um corpo de caracteristica diferente de 2.

2.1 Graduacgoes de M;(K)

Vimos nos Exemplos 1.4.6 e 1.4.9 algumas graduagoes para M>(K) e nos perguntamos:
Quais sao todas as graduagoes de My(K)? Tal pergunta foi feita num cardter mais geral por E.
Zelmanov.

Problema 2.1.1 Encontrar todas as G-graduagoes da dlgebra das matrizes M,(K), sendo G
um grupo, K um corpo e n wm inteiro positivo.

A resposta depende da estrutura de K e de G. E também sabemos que é muito dificil
resolver o problema de um modo geral. Em [16] temos a resposta completa para o caso n = 2.

Teorema 2.1.2 [16] Sejam G um grupo com elemento neutro 1, K um corpo e A = My(K).
(1) Se char(K) # 2, entdo toda G-graduacao de A é isomorfa a um dos sequintes tipos.

(1) A graduagdo trivial, isto é, Ay = A, A, =0 para todo g # 1.

(2) A graduagio da forma Ay = ( H§ ]% ), A, = ( HO< H§ > e Ay, = 0 para todo h € G—{1, g}

em que g € G € um elemento de ordem 2.

15



Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

. u v\ B u v _
(3)AgmduagaodaformaAl—{(bv u).u,veK},Ag—{(_bv _u).u,veK},

Ay, =0 para todo h € G —{1,g9} em que g € G é um elemento de ordem 2 e b € K — K2

. K 0 0 K 0 0
(4)Agraduagaodaf0rmaA1—<0 K)’Ag_<0 0)’A9_1_(K O)eAh—O
para todo h € G —{1,g,97'} em que g € G € um elemento de ordem maior que 2.

(5) A graduacio da forma Ay = Klp, A, = KX, A, = KY, Ay, = KXY, A, = 0 para todo
uwe G—A{1,9,h,gh} em que g,h € G tal que {1,g,h,gh} é um subgrupo de G isomorfo a
Cy x Cy, e X,Y sdo matrizes invertiveis tais que X2, Y? € Kl, e XY = —Y X.

(II) Se char(K) = 2, entdo toda graduagao é isomorfa a uma das graduagoes dos tipos (1), (2),
(4) em (1) ou a graduacao da forma

, B u u+tv\ B bu+v  w _ B
o= {(yty "t )ruverh = {7 Yoweer) o

0seheG—{1l,g} em que g € G € um elemento de ordem 2 e b€ K—{\+ I : X\ € K}.

Observacao 2.1.3 Observemos as graduacoes nao triviais do teorema anterior. Utilizaremos
a mesma numeracao do teorema para fazer referéncia a cada uma das diferentes graduagoes.
Em (I), ou seja, para caracteristica de K diferente de 2, as graduagioes (2) e (3) sao Zs-
graduagoes (sendo que (2) € a Zy-graduagao usual); a graduacio (4) € uma Z-graduagio com
suporte {—1,0,1} e (5) € uma Zo X Zs-graduagio usual.
Ja em (I1), isto €, para caracteristica de K igual a 2, a graduagdo (3°) € uma Zo-graduagdo
e a graduacao (4) é uma Z-graduag¢ao com suporte {—1,0,1}.

Restringiremos nossa atengao apenas as Zs-graduagoes. Assim estamos interessados somente
em (2) e (3) em (I) (quando a caracteristica de K é diferente de 2) e em (2) e (3’) em (II)
(quando a caracteristica de K igual a 2).

As graduagoes citadas acima tém as suas identidades polinomiais graduadas. Algumas
dessas graduacgoes ja tém bases das suas identidades polinomiais graduadas descritas.

Aqui vale uma observacao: para a classificacao das graduagoes nao temos restri¢oes sobre a
finitude do corpo K, ja para descrever a base das identidades polinomiais graduadas precisamos
de hipdteses sobre a finitude do corpo K. Isto porque as técnicas utilizadas para tratar o
caso de matrizes sobre corpos infinitos sao muito diferentes daquelas empregadas para o caso
de corpos finitos. Existem varios motivos para esta diferenca. Vamos citar dois deles: um
dos motivos é que quando estamos tratando de matrizes sobre corpos infinitos podemos nos
restringir aos polindmios multihomogéneos (basta lembrar da Observagao 1.4.19); outro motivo
¢é a existencia de “bons”modelos para a algebra relativamente livre quando o corpo K ¢é infinito
que nao existem para corpos finitos.

Organizar-nos-emos da seguinte maneira: as primeiras andlises serao feitas considerando o
corpo K infinito. Na parte final da tese, analisaremos o que acontece quando K ¢é finito.

Entao a partir deste ponto, até o final do capitulo, K é um corpo infinito, além de continuar
tendo caracteristica diferente de 2. Mas sempre que possivel escreveremos esta hipotese para
evitar confusao.
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Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

Veremos a descricao das bases das identidades polinomiais graduadas das graduagoes que
nos interessam: (2) e (3) em (I) (quando a caracteristica de K é diferente de 2) e (2) e (3’) em
(IT) (quando a caracteristica de K igual a 2), considerando o corpo K infinito.

2.2 Bases conhecidas

Identidades polinomiais graduadas de (2) em (I) e em (II)
Para as graduagoes (2) em (I) e em (II), temos que

{yly2 — Y2Y1, 2122723 — 232221}

em que o(y;) =0 e a(z;) = L parai € {1,2} e j € {1,2,3} é base das identidades graduadas.

O resultado anterior foi provado primeiramente quando a caracteristica de K é zero em [7].
Depois, para K infinito e de caracteristica positiva (diferente de 2) em [18]. Por fim, observou-se
que o resultado também vale para K infinito e de caracteristica igual a 2 (em [6]).

A graduagao em questdo é um caso particular da Z,-graduagao usual (Exemplo 1.4.5) das
matrizes de ordem n pelo grupo Z,. Apenas para recordar a Z,-graduacao usual é da seguinte
forma. Para t € Z,, seja M,,(K); o subespaco gerado por todas as matrizes e;; tais que j —i = ¢
mod n. Assim M, (K)q é gerado por matrizes diagonais e M, (K); por matrizes da forma

0 0 a1 0
; : . A2 t+2 :
0 0 0 C lptn
An—t411 *° 0 0 0
0 C Ay 0 0

em que a;; € K, parai,j e {1,2,...,n}.
O resultado que fornece a base das identidades polinomiais graduadas é o seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 [25][1] Considere a graduacdo anterior de M,(K) por Z,, em que K é um
corpo infinito. Entao

{iye — vaun, 212223 — 232021}, ays) =0,  a(z1) = a(zs) = —a(2),
para i € {1,2} € base das identidades polinomiais graduadas.

O teorema anterior foi provado primeiramente quando a caracteristica de K é zero em [25].
Depois, para caracteristica de K positiva, com K infinito, em [1].

2.3 Bases que faltam

Pelo visto na se¢ao anterior, falta determinar bases das identidades polinomiais gradua-
das nos casos restantes, que sdo (3) em (I) e (3’) em (II), considerando o corpo K infinito.
Trataremos aqui o primeiro caso. O segundo caso sera resolvido no proximo capitulo.

O préximo teorema € o resultado principal deste capitulo.
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Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

Teorema 2.3.1 Seja A = My(K). Suponhamos que K € um corpo infinito de caracteristica

diferente de 2. Considere a Zs-graduacao de A dada por Ag = ( lz; Z ), A= ( —%v _Uu )

comu,v € K ebeK—K? que aparece como (3) na notagao do Teorema 2.1.2. Entdo

{1y — Yoy, 212223 — 232021}, a(y:) =0, a(z) =1
parai € {1,2} e j € {1,2,3} € base das identidades polinomiais graduadas.

A ideia para provar o teorema é a seguinte. Temos um conjunto de identidades polinomiais
graduadas que sao nossas “candidatas” a base. Chamemos de I o Th-ideal das identidades gra-
duadas gerado pelas identidades “candidatas”. O que queremos é mostrar que I = Ty(M>(K)).
Temos I C Ty(My(K)). Falta mostrar que To(My(K)) C I e para isso usaremos o fato que
K(X)/T5(M5(K) é isomorfo a uma determinada algebra de matrizes genéricas. Assim basta
encontrar um conjunto de geradores de K(X)/I que seja linearmente independente na dlgebra
das matrizes genéricas. Os resultados seguintes tém por objetivo provar o teorema anterior.

Denotemos por I o Ty-ideal graduado gerado por y;ys —yay1 € 212223 — 232221 € por F/(My(K))
a subélgebra de MQ(K[y(j) 29> 1,7 = 1,2]) gerada pelas matrizes

[ Ead)

m @ (1) (2)
Yoy z; 2, 2
A= 7, Py |, B = i i , be K—K2
( by? > ( —bz? =Y )

Lema 2.3.2 A dlgebra graduada K(X)/T5(Ms(K)) € isomorfa a dlgebra F(Ms(K)).

Demonstragao: Definay; = y%l)(611+€22)+y§2)(612—|—b621) ez, = z%l)(en—622)—|—zi(2)(612—begl)
em que b € K — K% Entao defina ® : K(X) — F(My(K)) por ®(y;) = Y; e ®(2;) = Z;. Logo

ker & = T5(M5(K)) e @ é um isomorfismo. =
Lema 2.3.3 Os polinomios y1yo — Yoy € 212223 — 232921 Sdo identidades graduadas de A.
Demonstragao: Calculo direto. m

Lema 2.3.4 a) Se g € K(X)¢ entao y;g — gy; € I C To(My(K)) .
b)A dlgebra graduada K(X)/I € gerada sobre K por 1 e pelos sequintes monémios:

YarYas " yak7
—
YarYaz ** " YaRey fdy feaRdy ™ * * Rem Rdm Rem1

—_—
ya1 ya2 e yak ZC1 yb1 ybz e ybl Zd1 ZCQ Zdz Tt Zcm de Zcm+1

em que a; < ag < - S ag, by Kby <<, << S Soppr, d Sdp < Sdy,
kE>0,1>0,m=>0. No terceiro tipo, se k =1 =0 seu grau € maior ou igual a 2. O chapéu
sobre a variavel significa que ela pode faltar.

Demonstragao: a) Basta lembrar que g é um elemento de K(X)q e que comuta com os y; por
causa da identidade y,y2 — y2y1.

18



Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

b) Usando as identidades y;ys — y2y1 € 212223 — 232221 € usando (a), obtemos que para todo
monomio f € K(X)/I temos as seguintes possibilidades:

bl) O monoémio f s6 tem y; e portanto podemos ordend-los usando y;y2 — Y21, tendo assim
o primeiro tipo de monomio.

b2) O mondémio f tem y; e z;. Entdo o niumero de varidveis z; pode ser par ou impar. Se
for par, por (a), podemos comutar os z; com os ¥; e assim obter monomios do segundo tipo.
Se a quantidade de z; for impar, entao podemos comutar um ntmero par de z; com os y; e vai
sobrar um z entre y; e assim obter monomios do terceiro tipo. A identidade 272923 — 232921 nos
permite ordenar os z; de maneira alternada. m

Os resultados seguintes sao para provar a independéncia linear dos diferentes tipos de
monomios que aparecem em b) do Lema 2.3.4. Referir-nos-emos a estes monémios como pri-
meiro tipo, segundo tipo e terceiro tipo, conforme a ordem que aparecem no lema.

2.3.1 Independéncia linear dos monoémios

Independéncia linear dos monémios do primeiro tipo

Lema 2.3.5 Mantemos a notacao do lema anterior. Entao os monomios do primeiro tipo que
aparece em b), sao linearmente independentes na dlgebra relativamente livre K(X) /Ty (M5 (K)).

Demonstracao: Como K ¢ infinito, é suficiente considerar cada conjunto de mondémios mul-
tihomogéneos de mesmo (multi)grau, isto é, as mesmas varidveis aparecem em cada monémio,
e com os mesmos graus. Considerando o primeiro tipo, ou seja, monomios da forma f,, =
YarYas " Ya, cOM a3 < ag < --- < ag, considere um (multi)grau fixado. Pela identidade
Y1Y2 — Youy1, podemos ordenar os y; e ver que essencialmente sé existe um monémio desta forma
para um (multi)grau fixado. Logo mondémios do primeiro tipo sao linearmente independentes

Independéncia linear dos monémios do segundo tipo

Vejamos o comportamento dos monomios Yq, Ya, * * * Yay Zer Zdy Zea Zds * * * Zem Zdy, SUbstituindo

gy @ P A
yi= A = bz(2) 1y |ez=DBi= bl(g) "y |scombe K-K? a; <ay <--- <y,
Yi Y —0z; —Z

(2 (2

1< <<y, d <dy <--- <d,,, para mostrar que monomios do segundo tipo do Lema
2.3.4 sao linearmente independentes em K(X) /75 (M (K)).

Comegaremos com o caso k = 0, ou seja, quando nao aparecem ¥y's. Faremos um exemplo
e em seguida a indugao geral. Depois consideraremos o caso k # 0 e novamente faremos um
exemplo e depois a inducao geral.

Se k = 0 entdo temos somente z’'s e veremos a seguir como reconstruir 0 monoémio em
questao.

Exemplo 2.3.6 Se o monomio € da forma z., Z4, Zc, %4y, cOm 1 < ¢y € dy < do, entao apos a
substituicao temos que a matriz B, By, B, Ba, terd o elemento a2 da forma

(1)

a0t
1 1 2 2

+bf<Z£:1L)7 ZC(ll)7 Z£5)7 Zég)’ Zé?)7 Zc(ll)’ Z£§)7 Z((ig))

SRERE N 2 + 22 25 ay) — 20202y
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Observe as parcelas com sinal negativo: nelas todas as varidveis sio do mesmo “tipo” exceto
uma delas, ou seja, todos os fatores sao da forma 2 mas um dos fatores é da forma 29,
Estas parcelas negativas marcam as varidveis que estao na Sequéncia ci, Co, . ..,Cpy MO CASO de
termos uma quantidade par de z’s.

Vamos esclarecer um pouco mais sobre a independéncia linear dos monomios com o mesmo
grau, através de um exemplo numérico.

Com as condigoes ¢; < ¢ e dy < dy temos 6 (seis) maneiras de ordend-los em cidycads.
Pensando em 1,2,3 e 4. Temos: 1234, 1243, 1324, 2134, 2143 e 3142. Mas para cada uma
destas ordenagao, o elemento a15 em questao é diferente.

Observemos a tabela sequinte onde se destaca as duas parcelas negativas do elemento ayo

(na segunda coluna).

Monomio | Parcelas Negativas do Elemento ais
21227374 Z(l)z(l)Z(Q)Z(l) 2(2)2(1)2(1)2(1)
1727478 ( )zél)zf) (1) §2) (1) (1)Z§ )
o ( ) ( ) ( ) ( ) z§2)z§1)z§1)z§1)
P —zé ) ( ) ( ) ( ) z§2)z§1)zél)z§1)
29212473 —zél) (1)z§2) (1) — z§2)z§1)z§1)z§1)
2371747 Zél)zgl) @) (1) (2) (1)z§1)z§1)

Notemos que para cada monomio que aparece na primeira coluna as parcelas negativas do
elemento a1 que estao na sequnda coluna sao diferentes. Assim, ao tentarmos fazer uma com-
binacao linear nula destes monomios, observaremos que isso so € possivel se todos os coeficientes
da combinacao linear forem nulos, mostrando assim que eles sao linearmente independentes.

De modo geral, provaremos por inducao que este comportamento se repete. Para isso vamos
precisar de um resultado auxiliar.

Lema 2.3.7 Consideramos o monomio Ze,2d,Ze,%dy *** Zey Zdys COM €1 < Co < o0 < ¢y €
di < dy < -+ < dp, e substitua z; por B; para todo i € {c1,dy,ca,da, ..., Cn,dy}. Entao o
elemento na posi¢ao (11) da matriz By, = Be, B4y Be,Ba, - -+ Be,, Ba,, €
1 1 7 .
((:})zc(h)zg)sz) 2Nz ( )+bg m Cl),zél),z,g;,zc(l; 20 Zc(l)) ie{1,2}

Demonstracao: Usaremos indugao sobre m.
(1), (1) 52 1,2 (2) (1)

C b C C (& .
Para m = 1 temos que B, By, = e < ) <y Sy T E ‘i )dl(l) ) Vejamos

—bzéf zc(l1 + bzéi) Zc(z?) —bzg)zc(l?) + 20 24,

que o elemento a;; da forma zé})zg) — bzg)zg) nos fornece o resultado para m = 1.
Suponha, por indugao, que para Ba,—o = B., B4, Be,Ba, -+ Be,,_,Ba,,_, 0 elemento ay; é

z((;})zc(ll)zg)zfll) --zé,ln),lzc(ll) + bgam— 2(2((;1),2((;1) zQ,zé? L2 l,zl(;) ), ie{l1,2}.
Para B., By, B, Ba, - - B en Ba,, = (Bey By, Bey Ba, - - BC"HBd"H)(B . Ba,,) temos que o ele-

mento a;; é
1 1 N (6 i i 1 2
(éi)zﬁlﬁzé?zéj --z‘” oy bgam o (28, 2g) 20 202020 )W) — 0222 2)

+(a2)(— bz 2) + bz )
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Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

em que app é o elemento ao da matriz Bs,,_». Distribuindo as multiplicagoes temos

1 1 iy @) @) G i i 1
Zé})zdl 28)21(12) e ngln) 1 c(l ) Z('}n?zé : + (bQQm*Q(Z£1)7 Zl(h)’ Zéz)’ 26(12)’ T 7Z£Tr)l—l7 Z‘(i'rzl—l)> gim) c(l,,?

4200 0 W (p,P)

ca “do Cm—1
()

(bQQm 2( é?’ 21(11)7 Zé?’ Zc(lz) Tt ngr)l—l’ de,1>>( bZ(Z Zdrrz)
are)(=bz22)) + (ano) (b=1)=(2).
Fazendo as contas teremos a;; da matriz B,,, na forma desejada. m
Podemos provar o comportamento desejado para o elemento a5 de

By, = B.,Ba,B.,Bq, - - - Be,, Ba,, -
Queremos provar o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.8 Considere 0 monomio ze, Zq, Ze,%dy = * * Zem2d,y, COM €1 < Co < oo <y €
di < dy < -+ <d,. Substitua z; por B; para todo i € {c1,dy,co,da, ..., Cm,dy}. O elemento
a1y da matriz B, = B, Bg,Be,Ba, - - - Be,, Ba,, € da forma

e A A

00,00 <1> <>+Z<1> @), 0) ZSJZQB 20,000 w0

c1 Zdl Zd1 Zd1
+bfom ( Zg ,zc(ll),zg,z((b) . giz z((ii)

na qual as parcelas negativas marcam as varidveis da sequéncia i, Ca,...,cp €1 € {1,2}.

Demonstragao: Vamos usar inducao sobre m.

(1) (1) (2) (2) L 2 (@ O
ze 2y —bzey 2 2e 25 — 2z
oy Udll(f) i zdl( 2 ") ) O elemento
1

Para m =1, temos B, By, = | ( _
bZCl Zdl + bzcl Z bZCl + ch Zdl

a2 da forma zS)zg) — zg)zg) nos fornece o resultado para m = 1.

Suponha, por indugao, que para Bsy,,_os = B, By, B¢, Ba, - - - B.,, ,Ba,, , 0 elemento a;s é

é?zé?zé?zé? "Zéln)_lzc(z?,l —Zﬁf)zg)zg)zg)"'2572,3_1 i "‘+Z§)Zc(z?zg)zc(z? "Zél)_lzzgzzfl
DDA o) D D000 e
b fom-2(28), 24 28 22z,

na qual as parcelas negativas marcam as variaveis que estao na sequéncia ci, Cg,...,Cm_1

ei € {1,2}. Para B, By B,Ba, - Be., By, = (B, By Be,Ba, B
elemento a9 é

Bdm—l ) (ch Bdm )7 0

Cm—1

Cm m

(@) (2028 — 2@200) 4 (a15) (02223 + 02D,

em que aj; € ao Sao os elementos aqq e ajo da matriz Bs,_o.
Distribuindo as multiplicagoes temos

(@) (z022) = () (z2 =) + (a2) (=022 27) + (ar2) (225)) (2.1)
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Usando o lema anterior, que diz a forma do elemento a7, temos que as duas primeiras parcelas
anteriores se tornam
1 1 i i i 2
((:})Zc(h) (1) ( ) o Zc(:il)ﬂzt(i : -1 é + bg 2m— 2( £1)’ Ztgh)’ zéz)’ Zc(lz) ne ’Zgw)z—l’ 26(17171)(2((322(273)
1 7 ; i 3 i 1
Zzgl)zt(h)zt(:;)zc(lz) o Zé'rln) c(l ) 1Z§72n bg ( 1(31)’ ZC(ll)’ Z£2)7 Zéz)’ Tt zénzfl’ Z( ) 1)( ((:?n)zc(lnb

Pela inducao (que diz a forma do elemento aq3), a tltima parcela de (2.1) se torna

2020225 20 2D 202 — 202002020 20 20) )
1) (1) )2 1 1 1 1) (1) _(2) 1) 1 1 1) (1
4 2D 2D 2D 2 Az — 2022z 2D ) D)
1 1 1 1 1 1
+2D2g 2 Day,) 20z 2wy — 2Dz D) A 2y 2Dy

7 ; 7 1
+bf2m 2( 61)7 Zél)7 Z£2)7 zc(l2) c Zé,,),,,l? Zc(lfzb_1>(zé»m) ((1772)

Nao nos interessa desenvolver a terceira parcela de (2.1), pois ela ja é um multiplo de b.
Segue das contas anteriores que a;s da matriz Bs, é da forma desejada. m
Ainda considerando k£ = 0 (ou seja, tendo somente 2’s), se tivermos uma quantidade impar
de z’s também veremos a seguir como reconstruir o monomio em questao.

Exemplo 2.3.9 Se o monomio € da forma z. z4,2c, com ¢y < co, entao apos a substituicao
temos que a matriz B., Bq, B., terd o elemento a2 da forma
(1) (1) (1) M, M) (2) _ 1)), 1 1 L@ @ (2
ch zdl Cc2 + ch Zdl ZCQ ch Zdl C + bf( Cl 7Zd1 7202 7201 7zd1 7262 )
Observe novamente as parcelas com sinal negativo: nelas todas as varidveis sio do mesmo
. . ~ 1 .
“tipo” exceto uma delas, ou seja, todos os fatores sdo da forma zi) mas um dos fatores € da

2 . ., . ~ A .
forma z£ ). Estas parcelas negativas marcam as varidveis que estao na sequéncia dy, ds, ..., dy
no caso de termos uma quantidade impar de 2’s.

Provaremos que este comportamento se repete. Mas antes, precisaremos novamente de um
resultado auxiliar.

Lema 2.3.10 C’onsider@ 0 MONOMIO Zey 24y Zen Zdy ** * Zem Zdm Zemars €1 < Co Koo s <Oy < Cgr €
di < dy < . Substitua z; por B; para todo i € {c1,dy,co,da, ..., Cmy i, Ci1}. Entdo o

elemento aiy da matmz Bomt1 = B, Bq, B, By, - - - Be,, Ba,, Be,,,., €

1 1 7 7 ) :
Zgi)zt(il)zéi)zl(ig) ’ Z(l)zc(l )ZCm+1 + bh2m+l< 01)7 Z((11)7 Z§2)7 Z(El; i 7Z£7T)L Zfi»,i? Z£ﬂ3+1) ¢ 6 {17 2}

Demonstragao: Vamos aproveitar as contas do Lema 2.3.7. Ja sabemos como se comporta o
elemento ay; de Bs,,. Para encontrar a;; de Bs,,,1 basta calcular (an)zérln)+1 + (a12)(— bzéi)ﬂ)
em que ai; € ajp Sao os elementos ay; e a;o da matriz Bgm A segunda arcela a ¢ multiplo de
1), @ @) ) 1) 1) (@) (@)
b e pelo Lema 2.3.7, temos a11 = z¢," 2y, Zey 24, Zem Zq, + bgom ( zc1 ,zd ,zc2 ,zd sy Zoms zdm)
Fazendo as contas teremos que aq; da matriz By, 1 é da forma desejada. m
Podemos provar o comportamento desejado para o elemento a5 de
BZm+1 = BC1BdlBCQBd2 e BCdemB

Cm+1"

Queremos provar o seguinte resultado.
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Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

Proposigao 2.3.11 Considere 0o monomio Ze, Zd, Ze, %ds * * * Zey Zdm Zemirs C1 < €2 < ovs <Gy <
Cmy1 e dy < dg < -+ < dp,. Substitua z; por B; para todo i € {c1,dy,co,da, ..., Cmy i, Cnst )
Entao o elemento aip da matriz Bopyyy = Be,Bg, Be,Ba, - - - Be,, Ba,, Be,.., € da forma

@00 2 1), (1), (1) (1)...2(1) (2) (1)

Zé})zdl Zt(:;)zdz C R R Rema1 el Rdy Fea Rds i Py Z g1

+Z§1)Za(ll) g)za(b) 22 )Z((i,,z ((:;)H .. (1)2}(1? 1), (2) ) (1)26(;3 ((:;)Jrl

—i—zél)zél)z( )z((i ) 24 )z((inzz((: )+1 — zgl)z((h)z( )z((l ). 2 )z((lrjzégﬂ

+zé3z§3z££z,§? 2z 20+ P (), 2 20 2] 2 2 2D,
e as parcelas negativas marcam as varidveis da sequéncia dy, da, ..., d,, ei € {1,2}.

Demonstragao: Aproveitamos as contas da Proposicao 2.3.8. Ja sabemos como se comporta
o elemento a1z de Bs,,. Para encontrar ajs de Bs,, 1 basta calcular (an)zgm) o+ (a2)(— zgm) 1)
em que aj; € ajp sao os elementos aj; e ajp da matriz Bo,,.
A primei : ¢ (D) (1) (1) (1) 1, 1 (2 g
primeira parcela, pelo lema anterior, seré zc," 2y, 2¢," 24, ** * Zem 2, Zom+1 € @ Segunda par

cela sera, pela Proposicao 2.3.8, igual a

co2 “ds dm Cm+1 co2 “da dm Cm+1
L0 )z;”z“) (2) ..Z<) O +Z<1>Z<1>z<2> % ..Z<) WL

o A, A

+bf ( cl Z(gll)v Zg)a Zég)ﬂ s 7'227,)1 Z((jl,i)( (1) )

Cm-}—l

( )Z(l)

de Cm+1

com i € {1,2}. Portanto ajo da matriz By, 1 é da forma desejada. m
Suponha k # 0, isto é, aparecem Yu,Ya, * - * Ya,, 10S monomios da forma

ya1 yGLQ e yak ch Zdl ZCQ Zd2 T Zcm de'

Exemplo 2.3.12 Suponha que 0 monomio € Ya,Ya,Ze, Zdy ZesZdys COM a1 < ag, ¢1 < ¢y € dy <
dy. Apos as substitui¢oes anteriores temos que Aq, Aa,Bey Ba, Be, Ba, € uma matriz na qual o
elemento a5 tem a forma

1 1 1 2 1
YDy D22 2020 — y Dy D200 2220 + y Py 20 2P )
)

D)) D ) A

+bf( c 7Zd 7y((13))7

comi€{1,2} eje{1,2}.

Veja que em cada parcela destacada todas as varidveis sao do mesmo “tipo” exceto uma delas.

Observe as parcelas com sinal negativo. Existem dois tipos delas: num t@po a varidvel
“diferente” € da forma yg), no outro tipo a varidvel “diferente” € da forma 22 As parcelas
negativas nas quais a varidvel “diferente” é da forma yg) marcam as varidveis que estao antes
das vari(iveis z’s. Jd as parcelas negativas do outro tipo (nas quais a varidvel “diferente” é da
forma z )) marcam as varidveis que estio na Sequéncia ci, Co,...,Cp, POIS neste caso temos
uma quantidade par de z’s.
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Vamos novamente generalizar as observacgoes anteriores. E para isto, observemos os quatro
resultados seguintes. O primeiro é um analogo do Lema 2.3.7 mas desta vez com matrizes
do tipo A;, o segundo serd andlogo a Proposicao 2.3.8 também para matrizes do tipo A;. Ja
o terceiro é uma maneira de juntar matrizes do tipo A; com matrizes do tipo B; (para uma
quantidade par de 2’s) e o quarto resultado junta matrizes do tipo A; com matrizes do tipo B,
para uma quantidade impar de z’s.

Lema 2.3.13 Considere um monémio da forma Yo, Yay = * = Ya,, cOM a1 < ag < -+ < ag. Substi-
tua y; por A; para todoi € {ay,as, ..., a;}. Entdo o elemento ayy da matriz Ay = AgAa, -+ Ag,
¢ da forma

y Myl gy by yD, D), e {1,2)

L @)
Demonstracao: Usaremos inducao sobre k. Para k = 1 temos que A,, = ( (;yaé) ylﬁ) ) Ao

Yai®  Yaa
observarmos o elemento a;; temos o resultado para k = 1.

Suponha, por hipétese de inducao, que para Ax_1 = Ay Ay, -+ A o elemento aq; é

ag—1

D4+ bea oD, 5D, )

com i € {1,2}. Para A, Ay, -+ Ag, = (Agy Ay -+ Aa,_, ) (Ag, ) temos que o elemento ay; é

(g - ol + baka (U gl k) DS + (an2) (byl)

em que ajs é o elemento a;» da matriz Ax_. Fazendo as contas teremos a;; da matriz Ay na
forma desejada. m

Proposigao 2.3.14 Considere 0 monomio Ya,Ya, * = * Yo, COM a1 < ag < -+ < ay. Substitua y;

por A; para todo i € {ay,as,...,a;}. O elemento a1o da matriz Ay = Ay, Ag, -+ - Aa,, € da forma
vy s -yl ) eyl ) e )
Y Yyl )+ u e ) )+ ba(yl yl )

com i € {1,2}.

1 @2
Demonstracao: Vamos usar inducao sobre k. Para k = 1 temos A,, = ( l;yaé) y(ﬁ) ) Ao
Ya1"  Yas

observarmos o elemento a5 = yfﬁl) temos o resultado para k = 1.

Suponha, por hipétese de indugao, que para A, = Ag, Aq, - - Ag,_, 0 elemento a9 é

N o R S SRR S VAl Sl oY
YUY Y U U e ) s baeea () vl )

com i € {1,2}.
Para Ay, Ao, -+ Aa, = (Agy Aay - Aa, ) (Ag, ), 0 elemento agg é (au)(y(g)) + (alg)(yéi)) em
que aq; € a2 sao os elementos aq; e ajo da matriz Ai_;. Pelo Lema 2.3.13 temos a forma de
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a1 e a primeira parcela fica yc(bl)yé;y(l) yéi{lyéi) Pela hipotese de inducao temos a forma de

a1z e a segunda parcela fica

Wy Wy ()@ (D gy (g (g 2) g () (1) (1) () (1) (1), (1)

yal ya2 yag yak 1yak al yaz ya3 yak 1yak al ya2 ya3 yak_lyak
DYy -yl yD 4 baeoa (8 y, -y )

com i € {1,2}. Portanto temos a5 da matriz Ay na forma esperada. m
Vamos tentar “juntar” os dois tipos de matrizes. Uma matriz que seja resultado da substi-
tuicao de y; por A; em um mMonomio Yu, Ya, * * * Ya,, com a3 < as < --- < ag, é da forma

y(g)yl(m)' yak + bq (yaza)) a%2
1 1 i
bai, yt(ll)yc(lz) : '?Jc(uc) + ka(yc(Lj))

comi € {1,2} ej€{1,2,...,k} e aj, é dado pela Proposicao 2.3.14 .
A matriz que é resultado da substituicao de z; por B; no monomio Zzc, Za, Ze, 2ds * * * Zey Zdom

come << ---<c¢ped <dy<---<d,, édaforma
zéi)zc(ll)zéz)zc(l? . (1) (1) o+ bhom(1) (zg), zc(l)) asy
i 00O 00

com ¢ € {1,2}, j € {1,2,...,m} e af, dado pelas Proposigdes 2.3.8 ou 2.3.11, conforme a
quantidade de z’s é par ou impar.
Assim, se tomarmos o elemento a2 do produto das duas matrizes anteriores, temos

1 1 1 ‘ 7
(WD) -y + ba (D)) (a%y) + (af) (=2 D2 2 D25 2028 — bhoy oy (29, 29)))

Distribuindo as multiplicagoes temos as seguintes parcelas

z 1 1 i i
(DL -y (a5)+ (bar (D)) (a%y) — (aly) (2 28 2020 - 2D 280) — (ady) (Bham sy (28, 21)))

Observando que a segunda e a quarta parcelas sao ambas multiplas de b e lembrando que os casos
de quantidade par e impar de z’s sao diferentes, podemos enunciar as seguintes proposigoes.

Proposicao 2.3.15 Considere um monomio da forma Ya,Yay - * * Yay Zer Zdy ZeaZds * * * Ze Zdy, COM
ap<ap< - <ap, << o<y ed <dy <o < dy,. Substitua y; por A; e z; por B,
para todos i € {ay,aq, ... a1} €j € {c1,dy,ca,da, ..., Cn,dn}. Entdo o elemento ayo da matriz
ABka = Aal Aaz o AakBq Bd1 Bczde o chBdm ¢ da forma

Y B R O G N O O PO B CO
2

yal yag yag yak,lyak ch Zdl ZCQ cm “dm
1) (1 1 1) (1.1 _a (1) 2) (1)
—y Dy Dy ey Dy 002 250

1 1 1 (1) (1) _(1),(2) 1) (1)
U Y e e e ey 28 2 2w,
1. (1 1 1)) 1) _2) (1) 1) (1)
y((zl)y((zg)y(gs) .. .yék) 1?Jék) <(:1)Zd1 z((:2)zd2 . <(:m)de

1 1 (2) (1) (1) 1) (1)
+yl(11)yt(12)yl(l3) T yt(lk)—l yt(lk) Zél)zdl Z§2)Zd2 e Z£m) de
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(1), ., @ @) 1) ) 1) 1), 1)

yal ya2 yag y(lk 1yak Cc1 Zdl ZCQ ng Cm de
1 1 1
yéi)yéﬁyég) eyl S)Zé 22 22
1 1 1
—y Dy -yl D 2 2D 2D
1 1 1
DD o) Y 00
(1) (1) (1
—y Dy Dy -yl DDz 2020 2D
+bfk2m(ya ) ((Zi)’ ((in))
comi€{1,2}, 5€{1,2,....k}, ne {1,2,...,m}.
As parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do tipo z,(f) marcam as varidveis da
sequéncia cy, Co,...,Cym € aS parcelas megativas nas quais aparecem as varidveis do tipo yg)
marcam as da sequéncia a,, Qs, ..., Ag.

De modo analogo para uma quantidade impar de z’s.

Proposicao 2.3.16 Considere um monémio da forma Ya,Yay, = * - Yag Zer Zds ZeaZds = * * Zem Zdm Zemn
coma; <ag < - <ag, 0 << <y < cprr edy <dy < - < dy,. Substitua y; por
A; e zj por Bj para todos i € {ay,aq,...,a5} e j € {c1,d1,ca,da, ..., Cmydm, Cmy1}. Entdo o
elemento aip da matriz AByomy1 = Aay Aay -+ - Aa, Bey Ba, Be, Ba, - - - Be,, Ba,, Be,,., € da forma

(1), (1), (1) L, (1), (1) (1)2’6(11)2’(1)2’(1) . z(l) (1) (2)

yal ya2 ya yak 1 yak c1 1 “ca “do de Cm+1
1 1) ,(1) ) (1) 1),(2) 1
yc(l,l)y((zz) y((lg) y(gk)—l y(g,k) Zél)zdl Zég)zdg ' Z( )de Z£7n)+1

YUY -y k) 2 e 2 ) - D2

1 2 1
yc(bl)y((w)yg) . .yc(:llyc(i)zt(:})zél)zg)zég e Z(l)zc(lwzzérln)+1

FDD D DA 0D

2 1 1
—y Dy Dy oy (D 1,12 M 0 W00

1 1 1
DYy ) D) 2 D),

(1), (0, D) @) M) 1) (1) 1) (1) (1)

yal yaz yas yak—lyak c1 Zdl zc2 Zdz ZCm de Cm+1
1 2 1) (1) (1) (1) (1) 1.1 (1
—y Dy Dyl ey @ DD M

DD D DA 0D

1 1 1
—y YY) ) D) 22 22

1 1 1
—y Py Dy gD MWW

+b.fk2m+1<y((1])v ﬁi) 25(7373 Cm—i—l)
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comi€{1,2}, 5€{1,2,....k}, ne {1,2,...,m}.

Além disso, as parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do tipo zg) marcam as
variaveis que estao na sequéncia dy, do, ..., d,, e as parcelas negativas nas quais aparecem as
varidveis do tipo y,(f) marcam as varidveis que estao na SeqUeNcia ai, o, . . ., Ay.

O conjunto dos resultados anteriores nos permite provar o seguinte lema.

Lema 2.3.17 Mantendo a notagcao do Lema 2.3.4, considere o sequndo tipo de monomio que
aparece em b) do Lema 2.8.4. Entao eles sao linearmente independentes na dlgebra relativa-
mente livre K(X) /Ty (M>(K)).

Independéncia linear dos monémios do terceiro tipo
Observemos o comportamento de monomios da forma

—
YarYas = " YarZerYo1 Ybe Yoy Rdy Reafds * * ° Rem Rdm Rem1

coma; Say < <ap, by Kb << << <o Sceppedy Sdy < <d,
quando sao efetuadas as substituicoes y; = A; e z; = B;, em que

1) (2) (1) (2)
Y, Y, Z: Z; 2
A= i T ), B = i i . beK-—K2
<by§2> y§”> (—bzﬁ” —z§”>

Também sabemos que existem diferencas no comportamento final do monomio se a variavel
Ze,sy @Parece oll Nao No monodmio. Se z,., Nao aparece no monomio temos uma quantidade
par de z’s, se z,,,, aparece temos uma quantidade impar de 2’s.

Assim faremos uma primeira andlise para uma quantidade par de z’s e por fim para uma
quantidade impar de 2’s.

Vamos proceder da maneira anterior: enunciar um exemplo e depois demonstrar o caso
geral. Também vamos comecar com o caso k = 0 para posteriormente analisar o caso k # 0.

Se k = 0 temos monomios da forma 2, Yn, Yn, = * * Yb, Zdy Zea Zds * * * Ze Zdyn COM b1 < bg <o <y,
1< < - <cped <dy <---<d,, e veremos a seguir como reconstruir o monomio em
questao.

Exemplo 2.3.18 Se 0 monomio é da forma ze, Yp, Yby Zdy Zes 2dy COM by < ba, 1 < o e dy < do,
entao apos a substituicao temos que a matriz

B, Ay, Ay, Ba, Be, By,
terd o elemento a1 da forma
1 1 1 1 1 2 1 e 1 1
yéfyég) él) (1%? i yél)yéﬁ Ei’zél’zéi’z§2’+y£3yéﬁ é?zéfzé?zéﬁ Up Uy 2D 2 20 )
1 1 2),(1), b, 1

comi € {1,2}, j € {1,2,...,[}, n e {1,2,...,m}.
Observe as parcelas com sinal negativo: nelas as varidveis sao do mesmo “tipo” exceto uma
, .2 o - A
delas. Quando o fator diferente é 2 ), as parcelas marcam as varidveis que estdo na sequéncia

, . (2 e o L
C1, Coy ... Cm. Quando o fator diferente é y,E ), as parcelas indicam as varidveis da sequéncia
b1, by, ..., 0. Observe que nao temos nenhuma parcela com sinal positivo na qual a varidvel
. . 2 . . ~ A~ .
diferente seja da forma y£ ). Isto indica que nao temos a sequéncia ai, as, . . .,a;, neste caso.
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Vamos ao caso geral.

Proposicao 2.3.19 Considere um monomio da forma ze,Yp, Yoy * = Yo, Zdy ZesZdy * * * Zem Zdmy  COM
by <by < <b,c1< <~ <epedy <dy < -0 < dyy,. Substitua y; por A; e z; por B,
para todos i € {by,bs,... i} ej € {c1,dy,ca,ds, ... Cn,dn}. Entdo o elemento aiy da matriz

AByoy, = B, Ay, Ay, - -+ Ay, By, Be, Ba, - - - Be,, Ba,,

Cm
¢ da forma

1 1 1 1 2
2Dy Dy Dyt oyl 0000 ®)

1 1 1 1 1
51)y151)yl(72)yl§3) yl(n)1yl§z) (1) gz)zc(lz) é?n)zfirj

m,,®, 1), 1) 1 1 (1) _1),(2) 1), (1)

200U, YUy Yoy~ Yo\ Ub 2 %o %dy ...ngzdm
—zMyDy Dy DD D, 0,0) D m D
+Z£1)yl§i)yl§i)yl§3) .. 'yl(nl)lyzgl )zc(h)zg)zc(é) . Z£i’25$
—z@y Dy My 00 w0
Wy @00 W) )
Wy D@ 000 0
Wy @@ 0000 )
T W L OO OO N éi}zgij
e Wy@y 0B D000 ) )

+b o (), 20, 25,

comi€{1,2}, 5€{1,2,...,l}, ne{1,2,...,m}.

As parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do tipo 29) marcam as varidveis que
estao na sequéncia cy, Ca, ..., Cy € as parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do
tipo yg) marcam as varidveis da sequéncia by, by, ..., b, (que fica entre ¢y e dy).

Demonstracao: Para calcular o elemento a2 de B, Ay, As, - - - Ay, Ba, B¢, Ba, - - - Be,, Ba,,, mul-
tiplicamos a matriz B, por Ay Ay, -+ Ay, Ba, BeyBa, - - - Be,, Ba,,- A segunda matriz tem uma
quantidade fmpar de z’s e sabemos a sua forma geral, tomando o cuidado de verificar que a
primeira matriz do tipo B que aparece é By, .

Assim para termos ajo de B, Ay, Ap, - - - Ay, Ba, Be, Ba, - - - Be,, Ba,, basta calcular o elemento
(zgl))(alg) + (,zg))(am) em que ajp € agy vém da matriz Ay, Ay, -+ - Ay, Ba, Bey By + -+ Be,, Ba,, -
Vejamos também que, neste caso, ass = —ay;, devido a quantidade impar de z’s.

Temos que a5 da matriz

AblAbg s Abl Bd1 BCQBd2 s chBdm

é da forma
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yOyDyD 0 000 0 0, 0)
U DA 2D
D s A 0
D s DAY )
AP DD D
TR Y NN R
U DA D
O 0 D
DD DAY A
P D A

b fiom 1 (41 240 24):
comi € {1,2},j€{1,2,...,l},n € {1,2,...,m}, que deve ser multiplicado por (z((;l)) Observe
que as parcelas negativas nas quais aparecem fatores do tipo 22
que aparecem na sequéncia co, Cs3, . . .

Ja a parcela (zg )(ag2) fica da forma (zél))( Yar Yas Yas = Yar 1 Yar 2q, Zes g, " Zom Zq,
bf(yé?,z&),zc(l?)) comi€ {1,2},5€{1,2,....l} enc€ {1,2, ...,m}. Fazendo as contas temos
ar2 de B, Ay, Ap, - - - Ap,Ba, Bey By, - - - Be,, Bg,, na forma desejada. m

Observe que, se considerarmos [ = 0, recaimos em monomios do segundo tipo.

Considerando k£ # 0 também veremos a seguir como reconstruir o mondémio em questao.

estao marcando as variaveis

7cm-

m, (1), (1) 1 WM M a Wm0

Exemplo 2.3.20 Se o monomio € da forma Yo, YayZe, Yoy YbyZdy Zey COM a1 < a2, by < by e
c1 < ¢g, entao apos a substituicao temos que a matriz Ag, Aay Be, Ap, Ap, By, Be, terd o elemento
a1z da forma
1), (1) (1) (2) 1), (1) (1) 1) 1), (1) (2) (1)
y Oy v, 2 20 2 2 =y v 2 2 28 2+ Dy e 2 2 2 2,

1 ), (1) (2) (1) (1) ),.(2) (1) (1) 1 )., (1) 1), (1) 1))
y‘(ll)yC(L?)ylgl yb? é1)Zdl Z£2)Zd2 y((ll)yc(m)ylgl ybz é1)Zd1 Zgz)de yt(zl)yc(m)ylgl ybz él)zch Z( )Zdz

(1) m @2 @2 @ o @ (@ 1)
+bf( Cl 7Zd1 7Z£2)7Zd2 ) gl)wzdl 72((32)72612 7%1 beQ 7yb1 bez 7y¢(11)7y((12)7yc(bl)>y0(t2))
Nas parcelas com sinal negativo as varidveis sao do mesmo “tipo” exceto uma delas. Quando
o fator diferente é z£2), as parcelas marcam as varidveis da sequéncia ci, Ca,...,Cnp. Quando
o fator diferente € yf), as parcelas indicam as varidveis da sequéncia by, bo, ..., b;. Observe

também que em algumas parcelas com sinal positivo a varidvel diferente é da forma y£2). Isto

dica a sequéncia ai, as, . .., a, nNeste caso.
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Proposigao 2.3.21 Considere 0 monomio yu,Ya, - -

ar < ag < - c<b, e <<

comie{1,2},0€{1,2,...

As parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do tipo zy
Sequéncia ci, Ca,. . .
varidaveis da sequéncia by, by, ...,
aparecem as varidveis do tipo y£2)

— AalAag . AakBqAInAbg e
M) (1) (1)
yél)yég)yég,) yé,} lyé,f ﬁl)ybl U, yb3
1 1
1 1
FyDyDyD gD g,y W€
W 1 1
—yMy By gD Wy Dyl
M) 1 (1)
LDy gD 0, 0,0, 0)
1
—y Dy Dy D) 2D, (D
1 1
—y Dy Dy DD 1)1 D D)
1
LDy Dy, 00,0
1
—y Dy Dy (1) (1D (1) 12).
2
—y Dy Dy ) (1)1 (D, @) ()
1
—y Dy Dy D) (1) (12 (D, (1)
) (W) (1)
Dy -yl D=y v v,
1 1
FyDyDylD oy D10y M)
1
Dy Dy @) 1), (1)t (D, (1)
W 1) (1)
+y((11)y((12)yé,3) o yak 1yl(lk) él)ybl ybg ybg ’
W 1) (1)
+yPyByt) gy gDy gy

@) , (@)

S Qag, bl S b2 S
y; por A; e z; por B; para i € {ay,as, ...
elemento aio de ABjiom

()

+b i (U5, Yp, > Zen Zc(ln))’

kY, jed{l,2,...,

“YapZer Yo Yvy © -
<cpmed <dy <

7ak7b17627"'7

[} ene{l,2,...,m}.

(2)

Yb, Zdy ZeaRdy *

Zeo 24, COM
dyn. Substitua

bl e g€ {crdi,co,dos... cmdm}. O
Ay Ba, BeyBa, - B, Ba, B, ., €

e AR A R e
D D D
R e MR L
s sy 25 2D - 22
NN X XN
SO D
D DD 00
2 D) 0

) Uy 2y 2 ) e 22
) 2D 22D

oy U e 22y 22

) 2 A D (D

Yo Yoy 2 22 - 22

S AR NN

oy 2 B2 )
Oy RN RN

marcam as varidveis da

(2)

., Cm, aS parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis Yy = mMarcam as

by (que fica entre ¢y e dy) e as parcelas positivas nas quais

marcam as varidveis da SeQUENcia ay, g, . .., A.

Demonstracao: Novamente usaremos algumas contas anteriores. Para calcular o elemento a;

de Ay, Agy -
pela matriz B, Ay, Ap, - - -
Assim para termos ajo de Ay, Ag, - - -

Ay, Be, Ap, Ap, - -

- Ay By, Bo,Ba, - -
Ay By, BBy, -+

Ay, By, Be,Ba, - - -
Ay, Ba, B, By, - - -

lar (a¥})(a12)+(a¥s)(aze) em que ajz e ase vém da matriz B, Ay, Ay, - - -
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B., B, , vamos multiplicar a matriz A,, A,, - - - A,
B., By, .

Ay Bey Ap, Apy - - B, By, basta calcu-

B., By,
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Capitulo 2: Identidades graduadas de M5(K) com K infinito de caracteristica diferente de 2

e ai; afy sdo os elementos aj; e ajp da matriz A, A, - -

ass = aq1, devido a quantidade par de z’s.

O elemento a¥; que é o elemento ay; de A, Ay, - -
comi € {1,2}eje{l,2,...,

BclAblAbz s Abl Bd1 BczBd2 s

ie{l,2},5€{1,...,

(Proposi¢ao 2.3.14).
ap; da mesma matriz e é da forma z¢,"y, "y, -
ie{1,2},5e€{L,...,
que ajp de Ag, Ag, - -

L0, (D, (D, (1)

Ze1 Yy Yny Yp,

1), (1)
— 2Oy v

L), M, 1), (1)

+ “e1 Yby Yby Yoy

L), M, 1), (1)

= Roy Ypy Ypy Ypy

4 MM, M, M)

Zey Yoy Ypy Ybs™ *

»(2, 0, 1), 1)

= 2o Yby Yy Ybs

(1), M, @), 1)

= ey Yvy Yb, ybs o
»(1) 1, (1, 1)

= ey Yvy Yb,y ybs

L), M), 1), (2)

= Ry Ypy Yby Ypy

L), M, @), 1)

- Cl yb1 ybg ybg o

L(1),@, 1), 1)

= R Yby Yy Ybs

A

a1 yag yag

Yo Yy~
(1), (1)

I}, ne{l,...

I}, ne{l1,. ..,
Ay, Bey Ap, Ay -+

CRFCRONONCR

1 @) 1) _1),(1)

) ‘ybl 1 bl Zdl ZC2 ng

1 @ 1) 1) ,(2)

Yo Yy Fdy Fer Fay

1 (1) _(1) (1)
“Yb, Y, Fay Zg)zdg :

1 (1) _(2) (1)
“Yb, Yp Fay Zf(:;)z@ :

1 @1 Q) 1)
Yo, Yy, Fay ng;)zdz ’

m @ 1) 1), 1)

Yo Yy Ry Fer Fdy T

: .yél )1y£l )Zc(h)zg)za(zg) e

1 @ 1) 1) (1)

Yo Yy Fdy Fer Fay

@ 1) 1) (1)

Yo Yy, Ry Fex Ry T

1 1 1) @) (1)

.ybl_lybl Zdl ZCQ Zdz

(1), (1), (1),

-y Y+ Yyl

Y YY) ) ) ) s

(1,1,

O elemento ayy de B, Ap Ay, - -

1) (1) (1) ()
Yy, Zay Rer gy

m}. Multiplicando os dois elementos anterlores temos
Ay, By, Be, By, - -

(m, (1, (1)

Lo
O

R

- Aq,- Vejamos também que, neste caso,

1, (1)

A,, é da forma Yo, Yay - - 'yc(z}c) + ka(yc(L%

k}, conforme sabemos da Proposi¢ao 2.3.13. O elemento ajs de
B., By, foi dado pela Proposicao 2.3.19:

(2)
Z
(1)
P

)

2z
L),
C

Z(l)Z((il)

C1)z((11)
(1)
Cm dm
(1)

Cm m

1,1

ZCm de

A0

00

A0

1 i
Zt(:}n)Z(ElTj + bfl/mel(ylE )7 ((:n) Zc(ln))7

,m}. Para calcular (a¥,)(as2), temos que af, é da forma

(1), (1),(2) L, (1), (1)

2 1
syl yt ey Dyl 0
gDy gy gDy

- Ay, Ba,Be,Bg, -+ - B

DD

By neste caso é

Cm

B., By, ¢ da forma desejada. m

Conforme citado anteriormente, analisaremos o comportamento do monoémio

com a; < ag <

Yar1Yas "

“YarRer Yo Yoy 7

'SalmbleZS

YbyRdy ReaRdy

< b <<

Zem Rdm Zcm+1 9

SCmSCm+1ed1§d2§ Sdm;

no qual temos uma quantidade impar de varidveis z’s. O elemento a;, da matriz resultante das

substitucoes usuais sera bastante parecido com o elemento a5 descrito na proposi¢ao anterior:
, . s 2 . ~

ele terd apenas uma parcela a mais (com a varidvel zém) 1), todas as demais parcelas terdo um

fator a mais (zc,.,,), as parcelas negativas com a varidvel do tipo z

que aparecem nha sequeéncia ci, Co, . . .

(1)

,Cm € as parcelas negativas com a variavel do tipo yx

2 ~ c, .
@ marcarao as varlavels

(2)

marcarao as variaveis que aparecem na sequéncia ai, as, . . ., Q.
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Proposicao 2.3.22 Considere o monomio Ya,Ya, - -
com a; < ---
A; e zj por By, para i € {ay,as, ...,
elemento a1 da matriz ABgiomi1

¢ da forma

+ o+

+

comi € {1,2}, 0€{1,2,...,

Além disso, as parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do tipo
varidveis que estao na Sequéncia ci, Ca, . . .
positivo), as parcelas negativas nas quais aparecem as varidveis do tipo yx
ay e as parcelas positivas nas quais aparecem as varidveis do
by (que fica entre c¢; e dy ).

que estao na sequéncia ay, as, . . .,
marcam as varidveis que estao na sequéncia by, bo, . . .,

tipo yg)

Demonstracao: Ja temos o comportamento de y,,Ya, - -

- -+

S A, bl S

y Dy Dyl

y Dy Dyl

yDyLylt
y{Dyby L

yt(zl) y((lg) yag

yHyyll

y My Lyl

yDyLylt

yDyDylt
y{Dyby

y Dyt

y My Dyl

yDyLyl

(1),,(1),,(1)

yal y(J,Q ya3 T

y{Dyhy@

y{Dy@y L

(2),(1),,(1)

yal ya2 ya3 te

(1),
(1) ..
(1) ..

(1),
1),
(1)
(1) ..
(1) ..
1) ..

...
(1),
(1) ..
(1) ..

2 ...
..

'§b1,01§

2) 1) (1), 1), 1)

(1) D) (1), 1), (1)

ak,bl7b2;-~7

‘yak 1yak C1 ybl be T

yak lyak C1 ybl ybz o

1,0 ,1), 1

(1) 1) (1), 1), 1)

@) @) )

, .
bflem—i—l(yao ) yb ’ cn Zdn’ Zé:r)ﬂ—l)

. ON
yak lyak c1 ybl ybz

k}, 5 €{1,2,...,

“Yar_1Yay “e ybl ybz o

*YayRer Yo Yby * -

<l S Cpy1 edy <
bi} eje {ci,di,co,ds,. ..

@ 1) _1),1)

“Yb, Yny Rdy Ren Rdy

@ 1) 1), 1)

) ybl lybl Rdy Fer Fdy T

1 @ 1) 1), (1)

Y Yy Fdy Fea Fdy T

1 @) 1) _1),(1)

Yo Yy Fdy Fer Fay

[} ene{l,2,....m
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“Yar,ZerYbrYby * -

“Yb Rdy BeaRdy t
m- Substitua y; por

. <d

2,
RV ONCI

Zcm Zd'm ZCm-Q— 1

s Cmy Ay Cg1 . O

= Ay Agy - Aay Bey Av, Apy - - - Ay Ba, Be, By, - - - Be,, Ba,, Be,, ..
I e s R T s R e R ) e
LT s R T s RE e R ) e
Il el R S A bt R e i
D DDyt 0B
R L SRR T e R i MR E i
oy Dyt gD gl 2P D) 2D
e T s R T e RE S R ) e
S R i S RS R EF R R e e
Nl el R S A bt R e i
T L e R B P e A R O e S
N kTl Y S A R R e e
) Dy ) ) ) 2D 2D
Yo U2 e 2 2 w2z 2

m dm Cm+1

),

)

(2)

L1 (
c d
2,0,
2%

de

Yy Rdy RegRdy *

) ()

Cm+1

(1)

dm C'm.+1

1),0)

Cm-41

(2)

Zx o marcam as

,Cm (exceto 2., ., que aparece numa parcela de sinal
marcam as varidvers

Zcm de
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falta apenas multiplicar por z,,,,:

AB . ap;r a2 _ Z&)H Zg?n)—&-l
kl2m = bay ay ) Remy1 = e) _.M

C7n+ 1 Cm+1

2 1 .
Basta calcular anzgm)ﬂ — a12z£,,3+1 e teremos a9 da matriz

ApAgy - Ag, Bey Ay, Av, - - Aoy Ba, Bey By, - - - Be,, Ba,, B

Cm+1

na forma desejada. m
Assim o resultado principal desta subsecao é o seguinte lema.

Lema 2.3.23 Mantemos a notag¢io do Lema 2.3.4. Os monomios do terceiro tipo em b) do
Lema 2.3.4, sao linearmente independentes na dlgebra relativamente livre K(X) /To(M2(K)).

Diferenciando monémios do segundo tipo dos monémios do terceiro tipo

Nosso objetivo é apenas chamar a atencao para o fato de que monémios do segundo tipo
podem ter o mesmo multigrau dos monomios do terceiro tipo. Mas pela forma dos elementos ao
que resultam da substituicao de y; por A; e de z; por B; para i € {a1,as,...,a,b1,be,.... b}
ej € {c,dy,caday. .., Cmydy, Cmi1} N0s monoémios em questao ¢ possivel diferencid-los e ver
que eles também sao linearmente independentes entre si.

Como a forma geral dos elementos a5 € muito longa, resolvemos facilitar a observagao
através de exemplos. Vamos comparar os elementos a1, dos seguintes monomios:

YarYas Zer Zdy Zea Zda Segundo tipo
Yay Zer Yas Zdy Zes Zds Terceiro tipo
Zey Yar Yas Rdy Beo Rda Terceiro tipo

Chamamos a atencao para o fato de que temos uma quantidade par de z’s. Sabemos, pelos
resultados anteriores, que o elemento a;o tem o formato a;o = parcelas que nao sao multiplas
de b 4 parcelas multiplas de b. Destacaremos na tabela seguinte, na coluna “Algumas parcelas
do elemento a15”as parcelas que nao sao multiplas de b.

Monomio Algumas parcelas do elemento aqo

R RCREERE B E P R E R PR
RHOMONCHORON I UMORCR RONG

+y&)yc(b2)zgl) c(z?zr(:z) (1)+y(1)yC(L2)Z( )Zc(l)z(2) c(z)

PRPRRPRPPRY BV MO RO B UM ORCEURORY
+y((111)y((12)z§1) ((i?z&) ( 2 —l—yél)yé;z((;l)zél)zé)z(l)

_ygl)yéz)zgl) C(&)Zé) ()+y(2)y((l2)z((:11)zc(ll)z((:;) D

P REAPR B KU R Y RO
+ ((z?yfm) ()Z((ii)zé) (2)+y§1)y§2) gl)zo(l)z(gQ) ()

y&)yéz) ()Zéi)zéz)zc(l? y(2)yég) £1) C(l)z() c(l)
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Observemos que estas parcelas que aparecem na tabela tém sinais diferentes para cada
monomio diferente e portanto sao linearmente independentes entre si.

Para obtermos o resultado na sua forma geral, basta comparar a forma do elemento a5 que
aparece nas Proposigoes 2.3.15 e 2.3.21.

Comparamos os elementos a;s dos monomios com uma quantidade fmpar de z’s.

YarYaz Zer Zdy Zes Segundo tipo
Yaq Zer Yag Zdy Zea Terceiro tipo
ZerYar Yas Zdy Reo Terceiro tipo

Novamente, vamos destacar na tabela seguinte, na coluna “Algumas parcelas do elemento a;5” as
parcelas que nao sao multiplas de b.

Monomio Algumas parcelas do elemento a9
Yar Yas Zer Zds Zes | HUss Yoo 201 29y 285 + Yo Yo 265 2, 2
(1), (1) (1) _(2) 1)
~Yai Ya ch Zd1> Zcy
1 1 2) (1) 1
y(l)yc(’ﬂ)zél)zé )Z C2 y ai y(2 Z zc(l )2(2)

MONMONONE DINONGNONE
Ya1Zc1Yas Rdy Zeo +yc(l1)yc(12)2£1)zc(l )Z£2) + y( )yt(lz)zé1)zc(l )zgz)
y<11> (2) 1),@ 0
a a C1

+y<(11)y<gz) £1)Zd 262 r(j) Yas 01 Zd (1)
1 1 1 1 2 1 1 2 1 1
2oy Yoy Ya 2, 2y +yL(L1)yC(LQ)Z(g1)Z(1>)Z(2) + ygl)yO(LQ)Zgl)zé )2(2)
1 1 2 1
v ye 20 2D =)

Dy @000 y(5y§2)251)25 ),

Estas parcelas que aparecem na tabela tém sinais diferentes para cada monomio diferente.
A comparacao mostra que é possivel diferencid-los e ver que eles sao linearmente independentes.

Para obtermos o resultado na sua forma geral, basta comparar a forma do elemento a5 que
aparece nas Proposicoes 2.3.16 e 2.3.22.

Acabamos assim de demonstrar o Teorema 2.3.1, que é o resultado principal deste capitulo.

2.4 Uma subdlgebra de M(F)

Nesta se¢ao, descrevemos as identidades polinomiais graduadas da subdlgebra de My(E) que
surge quando consideramos o envelope de Grassmann de M(K) com a graduacao de My (K)
que aparece como (3) na notacao do Teorema 2.1.2, trabalhada neste capitulo.

Seja My(FE) a algebra das matrizes de ordem 2 com entradas na dlgebra de Grassmann E. A
algebra M, 1 (F) = “ 2 ) ca,d € Eyeb,ce El} é uma subdlgebra de M (F) interessante
para o estudo de identidades polinomiais.

A base das identidades graduadas de M; ;(E) consiste de {y1y2 — Yoy, 212223 + 232221 }. Em
caracteristica zero este resultado foi provado por Di Vincenzo (ver [7]). J4 para corpos infinitos
de caracteristica diferente de 2 o resultado foi provado por Azevedo e Koshlukov (ver [18]).

Para uma algebra G-graduada A em caracteristica zero, Di Vincenzo e Nardozza (ver [8])
descreveram as identidades G x Zs-graduadas de A ® F a partir das identidades GG-graduadas
de A. No nosso caso, vamos olhar para A ® F como uma algebra Zs,-graduada.
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Observemos que M; ;(E) é o envelope de Grassmann de M(K) quando consideramos a
Zso-graduacao usual de M(K) dada no Exemplo 1.4.6.

Apenas para recordar a Zs-graduagao usual a qual estamos nos referindo é dada por M, (K) =
Ao @ Ay em que Ay = ( a0 ) e A = 0 an ) com a;; € K para todo i,5 € {1,2}.

0 ax az 0 /
E seu envelope de Grassmann é Ay ® Ey ® Ay ® Ej.

Assim surge uma pergunta natural. Consideremos M;(K) com a Zs-graduagao dada por
Ay = ( ;ﬁ} Z e A = —%v _Uu com u,v € Ke b e K—K? que aparece como (3)
na notagao do Teorema 2.1.2. Qual é a base das identidades polinomiais graduadas do seu
envelope de Grassmann?

A préxima subsecao respondera esta pergunta.

2.4.1 Identidades graduadas

Consideremos em Ms(E) a subdlgebra E(M;(K)) como uma élgebra Zs-graduada dada por

a d b c 9

AO_()\d a) e A = ( e —b) com a,d € Ey, b,ce Fie A e K—K-.

Veja que isto é equivalente a considerarmos Ag® Ey®A;® E; em que a graduagao considerada
é a que aparece como (3) na notagao do Teorema 2.1.2.

Sejam Vo = {t;,w; : i € N} e Vi = {u;,v; : i € N} dois conjuntos disjuntos de varidveis e
X = Vo UV, Considere a Zs-graduagao usual sobre a élgebra livre K(X), assumindo que as
variaveis de V[ sao pares e as de V; sao impares. Assim

K(X) = K(X) ® K(X);.

Seja T o ideal Z,-graduado de K(X) gerado pelas relacoes fg = (1)Mgf para f € K(X),
e g € K(X)g. Seja Q a algebra quociente de K(X) por T. A dlgebra Q, que é também uma
algebra Zs-graduada, considerando a Zs-graduagao herdada de K(X), é conhecida como élgebra
supercomutativa livre. Além disso, a dlgebra Q é isomorfa a K[Vp] @ E(V;), em que E(1]) é a
algebra de Grassmann do espaco vetorial com base V;, conforme o préximo lema.

Lema 2.4.1 Sejam K[V a dlgebra dos polindmios comutativos gerada por Vo e E(Vi) a
dlgebra de Grassmann do espago vetorial com base V. A fungdo

¢: K(Vo) @ E(Vi) — Q
definida por ¢(a ® b) = ab+ T é um isomorfismo de dlgebras.

Demonstracgao: E facil ver que ¢ ¢ um homomorfismo de algebras sobrejetor. Sejam a =
Yi...Yp € b=z ...z, mondomios nao nulos de K(V4) e de E(V}), respectivamente. Se fizermos
as seguintes substituicoes y; = --- =y, = 1l e 21 = ey,...,2, = €, teremos que ab & Tr(E).
Como T' C T»(F), temos que ¢ é injetora. =

Denotemos por I o T-ideal graduado gerado por y1ys — y2y1 € 212223 + 232221 € por F a
subélgebra de Ms(£2) gerada pelas matrizes

(1) 2 1) 2
Y, Y, Z. Z: 2
A = ¢ b e B, = ¢ g , AeK—-K-.
( Py ) ( R )

(]
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Lema 2.4.2 A dlgebra graduada relativamente livre K(X)/To(E(M2(K))) € isomorfa a F.
Demonstragao: Defina @ : K(X) — F por
®(f(y1)'"7ym7Z17"‘7Z7'L>>:f(A17"'7Am7Blﬂ"'7Bn)'

Entao ® é um homomorfismo Zs-graduado sobrejetor. Uma conta simples mostra que ker & =
To(E(M3(K))) e @ é um isomorfismo. ®

Lema 2.4.3 Os polindmios y1y2—y2y1 € 2122234232221 sdo identidades graduadas de E(Ms(K)).
Demonstracao: Caélculo direto. m

Lema 2.4.4 a) Se g € K(X)y, entdo y;g — gy; € I C To(E(My(K))) .
b) Considere a projecao candnica K(X) — K(X)/I e identifique as varidveis y; e z; com suas
imagens. A dlgebra graduada K(X)/I é gerada sobre K por 1 e pelos sequintes monomios:

Yar1Yas " " Yay»
—_—
YarYas * * " YarRe1 Rdy ReaRdy *° * Rem Rdm Femy1)
—_—
ya1ya2 o yakzclyblbe o ybl Zd1 ZCQ Zdz Tt Zcmzdmzcm+17
em que a; < ag < - <ag, by Kby <Kl << <Gy < G, Ay <dp < < dy,.
k>0,1>0,m2>0. No terceiro tipo, se k =1 =0 seu grau € maior ou igual a 2. O chapéu
sobre a varidvel significa que ela pode faltar.

Demonstracao: A demonstracgao é andloga a demonstragao do Lema 2.3.4. A tnica diferenca
aparece no item b): nao permitimos repeti¢oes das entradas nas sequéncias ¢; e d;. ®

A prova da independéncia linear dos diferentes tipos de monomios que aparecem em b)
do Lema 2.4.4, é completamente analoga a prova da independéncia linear dos monomios do
Lema 2.3.4. Faremos as referéncias aos respectivos resultados conforme os monémios forem do
primeiro tipo, segundo tipo e terceiro tipo, conforme a ordem que aparecem no lema.

Lema 2.4.5 Mantendo a notagdao do Lema 2.4.4, considere os diferentes tipos de monomios
que aparecem em b). Entdo eles sio linearmente independentes na dlgebra relativamente livre

K{X)/To(E(M(K))).

Demonstragao: Para o primeiro tipo, considere a prova do Lema 2.3.5. Para o segundo tipo,
veja a demonstracao do Lema 2.3.17 e para o terceiro tipo, veja a prova do Lema 2.3.23. =
Assim provamos o resultado principal desta secao que é o seguinte teorema.

Teorema 2.4.6 Sejam K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, FE a dlgebra de
Grassmann e E(My(K)) uma dlgebra Zs-graduada dada por Ay = ( )\ad ;i ) el = ( _l;\C _Cb )
com a,d € Ey, b,c € B, e A\ € K—K2. Entdo

{Y1y2 — yayr, 212223 + 232021}

em que o(y;) =0 e a(z;) = 1 parai € {1,2} e j € {1,2,3} € base das identidades polinomiais
graduadas.

Observacao 2.4.7 A base que aparece no teorema anterior € a mesma base de My 1(E).
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Capitulo 3

Identidades graduadas de M3(K) com K
infinito e de caracteristica 2

Neste capitulo, continuamos a descrever as identidades polinomiais graduadas das Zs-
graduagoes de M;(K), considerando agora o corpo K com caracteristica igual a 2.
Em todo este capitulo, K denotara um corpo de caracteristica igual a 2.

3.1 Graduagoes de M,(K) em caracteristica 2

Repetimos parte do enunciado do Teorema 2.1.2 que diz respeito as graduagoes de My (K).

Teorema 2.1.2 [16] Sejam G um grupo com elemento neutro 1, K um corpo e A = My(K).

(1I) Se char(K) = 2, entdo toda graduacao é isomorfa a uma das graduacoes dos tipos (1),
(2), (4) em (I) ou a graduagao da forma

, B u utv \ - bu + v u _ B
(B)Al_{(b(u—i—v) y ).u,veK},Ag—{< ; bu—i—v)'u’veK}’Ah_

0 para todo h € G — {1,g} em que g € G é um elemento de ordem 2 e b € K — {\+ \?:
A € K}.

Estamos interessados nas Zs-graduagoes nao triviais (2) e (3) de (II), que acontecem quando
caracteristica de K ¢é igual a 2. Ja vimos que (2) em (II) tem a base das suas identidades
polinomiais graduadas descritas para K infinito. Falta apenas determinar bases das identidades
polinomiais graduadas no caso (3’) em (II), considerando K infinito (e de caracteristica 2).

Aqui vale uma observagao: para a classificacao das graduagoes nao temos restri¢oes sobre a
finitude do corpo K, ja para descrever a base das identidades polinomiais graduadas precisamos
de hipdteses sobre a finitude do corpo K.

A partir deste ponto, até o final do capitulo, K é um corpo infinito e de caracteristica igual
a 2. Mas sempre que possivel vamos escrever esta hipétese para evitar confusao.
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Capitulo 3: Identidades graduadas de M>(K) com K infinito e de caracteristica 2

3.2 Base das identidades graduadas de M;,(K) em carac-
teristica 2

O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema.
Teorema 3.2.1 Seja A = My(K). Suponhamos que K é um corpo infinito com caracteristica

tgual a 2. Consideremos a Zs-graduacao de A dada por Ay = ( b(uzj— ) u;l}—v ) e A =
bu + v U

v bu + v

notacao do Teorema 2.1.2. Entao

comu,v € Kebe K—{AN+ ) : )\ e K}, que aparece como (3°) na

{nye +1py1, 212023 + 3221}, a(y;) =0, afz;) =1,
¢ base das identidades polinomiais graduadas.

Os resultados seguintes tém por objetivo provar este teorema.
Denotemos por I o T-ideal graduado gerado por y1ys+yay; € 212223+ 232221 € por F(My(K))
a subdlgebra de My(K[y", 27 i > 1,j = 1,2]) gerada pelas matrizes

[t

A — ?/z‘(l) Z/z‘(l) + yi(z) o B — bzi(l) + 22-(2) zz-(l)
o ) z 2 by )

em que b e K—{\+ M : \eK}.
Lema 3.2.2 A dlgebra graduada relativamente livre K(X) /Ty (M3(K)) € isomorfa a F(Ms(K)).

Demonstragﬁo: Defina Y; = yil) (611 + €19 + b621) -+ yZ(Q) (612 + €99 + begl) e Zz = Zil) (beu -+
e12 + begs) + z§2)(611 + €91+ €92), em que b € K—{\+\?: X\ € K}. Entao defina ® : K(X) —
F(M5(K)) por ®(y;) =Y; e ®(2;) = Z;. Logo ker & = T5(M5(K)) e ® é um isomorfismo. =

Lema 3.2.3 Os polinomios y1yo + yoy1 € 212923 + 232221 sdo identidades graduadas de A.
Demonstracao: Apenas contas que usam o fato da caracteristica de K ser igual a 2. m

Lema 3.2.4 a) Se g € K(X)¢ entdo y;g + gy; € I C To(M(K)) .
b)A dlgebra graduada K(X)/I é gerada sobre K por 1 e pelos sequintes monomios:

Yar1Yas = Yay,

Yar1Yay yak RepRdiReaRdy " " Rem Rdm Zcm+17
—_—

Yar1Yas * " YarpZerYvi Yy« YbyRdi ReaZdy * ° * Zem Fdm “emat )

em que ayr <ag <o <ap, by <by <<y << <G S oppr, di Sdp < <dy,
k>0,1>0,m2>0. No terceiro tipo, se k =1 =0 seu grau € maior ou igual a 2. O chapéu
sobre a varidvel significa que ela pode faltar.

Demonstracao: Como as identidades sdo as mesmas, a menos de sinal (mas estamos em
caracteristica 2), a prova é completamente andloga a prova do Lema 2.3.4. m

Os lemas seguintes sao para provar a independéncia linear dos diferentes tipos de monomios
que aparecem em b) do Lema 3.2.4.
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Capitulo 3: Identidades graduadas de M>(K) com K infinito e de caracteristica 2

3.2.1 Independéncia linear dos monomios

Independéncia linear dos monomios do primeiro tipo

Lema 3.2.5 Mantemos a notacdo do lema anterior. Os monomios do primeiro tipo que apa-
rece em b) sao linearmente independentes na dlgebra relativamente livre K(X) /To(M5(K)).

Demonstragao: Como o corpo K é infinito, é suficiente provar a independéncia linear dos
monomios para cada conjunto de monémios multihomogéneos de mesmo (multi)grau, isto é, as
mesmas variaveis aparecem em cada monomio, e com os mesmos graus respectivos.

Seja fa, = YaiYas - * Ya, UM monomio do primeiro tipo, a; < ay < --- < ag, e considere um
(multi)grau fixado. Mas observemos que, pela identidade y;y2 + y2y1, podemos ordenar os y;
e ver que essencialmente s6 existe um mondémio desta forma para o (multi)grau fixado. Assim
monomios do primeiro tipo sao linearmente independentes. m

Independéncia linear dos monémios do segundo tipo

Estudamos o comportamento de monomios da forma Y, Ya, * * * Ya, Zer Zdy ZeaZds * * * Zem Zd,, qUANO
sao efetuadas as substituicoes y; = A; e z; = B;, em que

L W O (0 W
o\ e w0 2 by )

combeK—-—{A+XN:AeK},ay<a< - <a,c << <cpd <dy <o < dpp,
para mostrar que monomios do segundo tipo do Lema 3.2.4 sao linearmente independentes em
K(X)/To(Ma(K)).

Comegaremos com o caso k = 0, ou seja, quando nao aparecem ¥'s. Faremos um exemplo
e em seguida a indugao geral. Depois consideraremos o caso k # 0 e novamente faremos um
exemplo e depois a inducao geral.

Se k = 0 entdao temos somente z's e veremos a seguir como reconstruir o mondomio em
questao.

Exemplo 3.2.6 Se o monomio é da forma z., zq, ze,24, com ¢ < ¢ e dy < dy, entao apds a
substituicao temos que a matriz B, Bg, B, Ba, terd o elemento ay1 da forma

22y 2B + 202y 2B + 2020282 + 20272002

1 2 2
+bf( £})7 Zdl)’ Zé;)’ Zc(lg)’ Zéf)7 2(21)7 z£2)7 Zc(lg))

Na primeira parcela todas as varidveis sao do mesmo tipo. Jd a partir da seqgunda sempre temos
varidaveis de tipos diferentes: na sequnda e terceira parcelas apenas uma das varidveis € diferente

1 1 . o N
(a saber, zgl) e z£2), respectivamente) e na quarta parcela as varidveis diferentes sao exatamente

. 1 1 .
as mesmas anteriores (zgl) e z§2) ), agora numa mesma parcela. Assim estas parcelas marcam
as varidveis da sequéncia ci, Co, . ..,Cn N0 caso de termos uma quantidade par de z’s.

Lema 3.2.7 Considere 0 monomio e, 2d, ZeyZdy * * * Zeyy Zdy, COM €1 < Co < oo <oy edy < dy <
- < d,,. Substitua z; por B; para todo i € {c1,dy,co,da, ..., Cm,dy}. Entdao o elemento ay; da
matriz BQm = BClelBCQBdQ s B Bd €

Zéf)zc(i?)z(2)zc(l§),,_zé723 ()+z§1)z§1)z( )26(12) g) ()+z(2)z§f) ), (2) ) Z((:ffzéi)
B O IS I R

+b92m( 01)7 Z((jl)7 g)a 25(12)7 tt gg Zc(lz,i)
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Capitulo 3: Identidades graduadas de Ms(K) com K infinito e de caracteristica 2

~ . - 2) (2
Demonstracao: Usaremos indugao sobre m. Para m = 1, o elemento a;; de B,, By, ¢ z((;l) Zc(l )4+

8)2’5(12) + 6228)25? + bzé1 22 4 ps £1 zc(l , que nos fornece o resultado para m = 1.

Uma observacao importante ¢ que o elemento ay; do produto B, By, ¢ multiplo de b.
Suponha que para Ba,,_o = B, By, B, B4, -+ B B, , o elemento ay; é

Cm—1
2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2
By 7Y A ag e e Ay 2 a4 A ey ) 2B A

2 2 i i s : i
+oo Zél)zo(ll)zézl)zo(lz) T Z£'r111)—lzc(l'rr2—1 + ngm_Q(zél)’ Za(ll)’ Z<(32)’ Zc(lz)’ e 7Z£77)171’ Zc(lrzkl)’
com i € {1, 2} Para BclechgBdg s BCdem = (Bclechgde s ch—lem—l)(chBdm)
temos que o elemento ay; é a;; de Bs,,_o multiplicado pelo ayy de B, By, + a1z de By, o
multiplicado pelo ag; de B.,, By, (que pela observagao anterior é multiplo de b).
Fazendo as contas teremos a1; da matriz Bs,, na forma desejada. =

Observacao 3.2.8 De modo completamente andlogo podemos provar que o elemento ass da
matriz Boy, = BeyBa,Bey,Ba, - - - Be,, Ba,, tem uma forma parecida com o elemento ay; com a
diferenca de que as varidveis diferentes aparecem na sequéncia dy, ds, . .., d,,.

Ainda considerando k£ = 0 (ou seja, tendo somente z’s), se tivermos uma quantidade impar
de 2z’s também veremos a seguir como reconstruir o monomio em questao.

Exemplo 3.2.9 Se 0 monomio € da forma ze, Zq, ZeyZdy 2es, C1 < Ca < c3 € dy < dy, entao apos
a substitui¢cao temos que a matriz B, By, B, Ba, B., terd o elemento ay;1 da forma

g)zc(i)zg)zg) g) + z( )24 )2(2)26(2) @ 4 zéf)zg)zg)zg)z(?)

c2 €3
+Z(2) (1) (2) (1) (2) + bf( “e 721(11)’ Z£2)7 Zt(lz)’ Zé’;))’ L€ {17 2}

Na primeira parcela todas as varidveis sao do mesmo tipo. Jd a partir da sequnda temos
varidaveis de tipos diferentes: na sequnda e terceira parcelas apenas uma das varidveis € diferente
1 1 . R .
(a saber, z((il) e zc(b), respectivamente) e na quarta parcela as varidveis diferentes sao exatamente
. 1 1
as mesmas anteriores (zfll) e zéz) ), agora numa mesma parcela. FEstas parcelas marcam as
varidveis da sequéncia dy, do, ..., d,, no caso de termos uma quantidade impar de z’s.

Provaremos que este comportamento se repete.

Lema 3.2.10 Considere 0 monomio Ze, 2d, Zey 2dy * * * Zeg Zdm Zemirs C1 < Co <o v < Cpy < Oy €
di < dy <--- <dy,. Substitua z; por B; para todo i € {¢y,dy,ca,da, ..., Cnydm, Cmy1}. Entdo o
elemento ay; da matmz Boyy1 = B, Ba,Be,Ba, - - - Be,, Ba,, B €

Cm+1

d1 m~ Cm+1 dm ~Cm+1 dm Cm+1
A e D

+b92m+l(z((;7i)7 zflll)a Z£;)7 z((12)7 ey Z£27 Zg,)hqa Zc(li)q)

comi € {1,2}.
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Capitulo 3: Identidades graduadas de Ms(K) com K infinito e de caracteristica 2

Demonstracao: Aproveitamos as contas do Lema 3.2.7. J& sabemos como se comporta o
elemento a;; de Bs,. Para a;; de By, calcule (all)(bz§}2+1 + z§?3+1) + (a12)<2£33+1) em que ai;
e a1 sao os elementos ay; e a;o da matriz Bs,,. Mas pela forma da matriz Bs,, temos a5 de
B, igual a aj; + ags de Bs,,. Assim, como estamos em caracteristica 2, sobra na parte que
nao ¢ multipla de b, (agz)(zgn) 1) e pela Observagao 3.2.8 temos o resultado desejado. =

Suponha k # 0, isto é, aparecem Yg,Ya, - * - Ya,, N0 monomios da forma
ya1 yag e yakzcl Zdl ZCQ Zdz T Zcmde.

Exemplo 3.2.11 Suponha que 0 monomio € Ya,Ya,Ze, Zdy ZeyZdy, 01 < G2, ¢1 < Co € dy < ds.
Apds as substituicoes anteriores o elemento ay; de Ay Ay Be, Bay, BeyBa, tem a forma

2 2 2 2 2 2
I )

2
2 22 4 bf (2 2wk, g e {120

Observe as quatro parcelas acima. Veja que em todas elas as varidveis da forma y,, sao do

. 1 . o 1
tipo y,(l*). Na sequnda e terceira parcelas apenas uma das varidveis € diferente (a saber, zél)

1 . o .
e zéz), respectivamente) e na quarta parcela as varidveis diferentes sao exatamente as mesmas

: 1)
anteriores (zél e 202) ), agora numa mesma parcela. Assim estas parcelas marcam as varidveis
que estao na sequéncia ci, Ca,...,Cp MO caso de termos uma quantidade par de 2’s.

Vamos novamente generalizar as observagoes anteriores. E para isto, observemos os resul-
tados seguintes. O primeiro é um analogo do Lema 3.2.7 mas desta vez com matrizes do tipo
A;, o segundo serd uma maneira de juntar matrizes do tipo A; com matrizes do tipo B; (para
uma quantidade par de z’s) e o terceiro resultado junta matrizes do tipo A; com matrizes do
tipo B;, para uma quantidade impar de 2’s.

Proposicao 3.2.12 Considere 0 monomio Yo, Yay * * * Ya,,, 01 < ag < -+ < ay, e substitua y; por
A; parai € {ay,aq,...,a;}. Entdo o elemento ayy da matriz Ay, = Ag, Ag, -+ - Aa,, € da forma

y‘(lll)yC(l? y((li) + bq’ﬂ(y((zll)v y((;z)v e 7y(gik))’ 1€ {1, 2}

y(l) y( ) + y(2)
Demonstragao: Indugao sobre k. Para k = 1 temos A,, = AN N . Ao
b(Yar +Yar')  Yau
observarmos o elemento a;; temos o resultado para k = 1.
Suponha que o elemento ay; de A1 = Ay, Ao, -+ Aq,_, €

Yy ) b () ) ), ie {12
Para A, Ag, - Aa, = (A Aay -+ Aa, ) (Ag,) temos que o elemento ay; é

() -y + b (U u -y )ty + (a12) (b(yY + )

em que ajp € o elemento a1o da matriz A,_;. Fazendo as contas teremos que ay; da matriz Ay
¢ da forma desejada. m
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Capitulo 3: Identidades graduadas de Ms(K) com K infinito e de caracteristica 2

Vamos tentar “juntar” os dois tipos de matrizes. Uma matriz que seja resultado da substi-
tuicao de y; por A; em um monomio Yu, Ya, - * * Ya,, com a3 < as < -+ < ag, é da forma

1), (1 1 i 1) (1 1 2) (2 2 i
vor vl e + b () yl - ;szk);r yfu)’%éz) cyl 4 baa(us)
baa (e, yer vl - vl + bgs(uly)
comie€{1,2}eje{l,2,....k} e ql(yé?), qg(yé?), q;;(yé?) e q4(yé?) sao fungoes.
A matriz que é resultado da substituicao de z; por B; no monomio 2., 24, Ze, 2dy * * * Zem d
come; < <---<c¢ped <dy<---<d,,, ¢daforma

z z z
( arp ajy + asy )
4 4 4
b(af, + a3y) 5%

com i € {1,2}, j € {1,2,...,m} e a}; dado pelo Lema 3.2.7 e a3, dado pela Observagao 3.2.8,
se a quantidade de z’s é par. O elemento a;; do produto das duas matrizes anteriores é

m )

Wiy -yl + b () (ady) + Wiy -yl + ul Dy -y + baa(y$)) (b(ai, + a3,)).
A part io ¢ muiltipla de b, result Wyl i) az
parte que nao é miltipla de b, resulta em (Yo, Yo' -+ - Yay, )(a3).

Proposicao 3.2.13 Considere um monomio da forma Ya,Yay = * * Yoy, Zer Zdy ZeaZds * * * Ze 2y COM
ap<ap<---<ap, << o<y ed <dy <--- < dy,. Substitua y; por A; e zj por B,
para todos i € {ay,aq, ... a5} €j € {c1,dy,ca,da, ..., Cpm,dy}. Entdo o elemento ay; da matriz
ABka = ACHA(IQ o Aach1Bd1 Bc2Bd2 T chBdm ¢ da forma

(1) (D)D) (1) (10,222 ,@) ),

ya1 yag yag yak,l yak Zc1 Zdl () ng Cm de

2 2 2

b DY ) 2D Do 2l
1. (1), (1 1 1) _2).(2) (1) (2) 2) (2)

+ y((ll)y(gg)y(gg,) e y((lk)fl y((],k)zgl)zdl Z£2)Zd2 e Z((3n3 de
2 2 2

b VY gl YDA 0o
1), (1), (1 1 1) (1) (2 1) (2 2) (2)

+ oy )yl ) 2 Y 2y 2Pz
+ 1, @@, .0 (1) (1), 2 2,2 . 1,02
yal ya2 ya3 yak,1 yak ZCl Zd1 ZCQ ZdQ Zcm de

oyl 2 g D) )2l A bl (W) 2 24,

comi € {1,2}, je{1,2,....k}, n € {1,2,...,m}. Em todas as parcelas as varidveis y,, $ao

do mesmo tipo (i W), Jd l G0 da primei ' 2
po (Ya,’ ). Jd as parcelas (com exce¢ao da primeira) nas quais aparecem zy ' marcam
o L . |
as varidveis da sequéncia cy, ca, ..., cm. Também as varidveis 2" aparecem nas parcelas de

sequinte forma: sozinhas, agrupadas duas a duas, agrupadas trés a trés, ..., agrupadas n a n.

De modo analogo, para uma quantidade impar de z’s temos que uma matriz que é resultado
da substituicao de z; por B; em um monomio 2, 24, Ze, Zdy * * * Zem Zdm Zemar» COM €1 < g Koo <

42



Capitulo 3: Identidades graduadas de Ms(K) com K infinito e de caracteristica 2

z z
em < Cpy1edy <dy < -+ < d,y, éda forma ( Zil Z? > comi € {1,2}, 7 €{1,2,...,m} e
21 411
aij, dado pelo Lema 3.2.10, pois a quantidade de z’s é impar.
Assim, o elemento a;; do produto de A,, A,, - -+ A,, com a matriz anterior é

(WiDy) -yl + bar () (afy) + (s -yl + y Dy -yl + baa () (a3,).
De novo, a parte que nao é multipla de b é
Dy -yt (aqy) + (D) -y (ad) + WPy - yiD) (a3,).

Observemos, no entanto, que a3, apresenta a seguinte relacao com os outros elementos da
matriz: ba, + a5, = af, ou, equivalentemente (estamos em caracteristica 2), a3, = bai, +
ai;. Assim, ao distribuirmos novamente as multiplicagoes, temos que a segunda parcela se
transforma numa parte igual a primeira parcela e uma parte multipla de b e lembremos que
estamos em caracteristica 2.

J& a terceira parcela se transforma numa parte miltipla de b e outra parte (yg)yg) e ygi)) (a%y).
Assim podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.14 Considere um monomio da forma Ya,Ya, = * * Yay, Zei Zds ZeaZds * * * Zem Zdum Zemsr
coma; <ap < - <ag, 1 << <y <y edy <dy <o < dy,. Substitua y; por
A; e zj por Bj para todos i € {ay,aq,...,ar} e j € {c1,dy,ca,da, ..., Cnydm, Cmi1}. Entdo o
elemento a1 da matriz AByomi1 = Aay Aay -+ - Aa, Be, Ba, Be, Ba, - - - Be,, Ba,, Be,,., € da forma
2), (2), (2 2) ,.(2),(2) .2 _(2) .2 2),(2) (2
y Dy Dy -y YD DD 2220

1 2 2
+ y@PyPyd . y@ @@, 0 @0 2,00

2). (2), (2 2) ,.(2),(2) .2 (2.1 2)(2) (2
+ y(gl)yé;yl(lza) e y((lk)—1 yék)zf(ll)zm Zf(lz)zdz U Zt(im)zdm Zf(lm)ﬂ

b DD - DD DD

2) (2), (2 2) . (2).(2) 1) _(2) 1) 2) _(2) (2
+ y((ll)yt(w)yt(ls) ...y((lk)—ly((lk)zfgl)ZC(ll Zf(Zz)Zt(iz Ztgm)zdrzzf(:m)ﬂ

+ yg)yé?yg)...y(gi)_ly(gi)zg)zfﬁ)zg)zg)_.. Zé;ﬂ)#&@) + bf;izm(yé?, Zﬁi)’ Zc(f,f),

2 m  Cm+1
comi € {1,2}, 5 € {1,2,...k}, n e {1,2,...,m,m+ 1}. Em todas as parcelas as varidveis
Ya, $GO do mesmo tipo (yg) ). Jd as parcelas (com exce¢do da primeira) nas quais aparecem as

L 1 . A Ce 1
Variavels Z,(( ) marcam as varidveis da Sequencila d17 dg, N ,dm. As varidveis Z,E ) aparecem mnas

parcelas da sequinte forma: sozinhas, agrupadas duas a duas, trés a trés, ..., n an.

Lema 3.2.15 Mantemos a notacao do Lema 3.2.4. Os monomios do sequndo tipo que aparece
em b) do Lema 3.2.4 sao linearmente independentes em K(X)/To(My(K)).

Independéncia linear dos monémios do terceiro tipo
A . —_—
Estudamos os monomios da forma Y, Ya,  * * Yay, Zey Y, Yoo * = Yby Zdy Zea Zds * * * Zem Zdm Zepsr s COM
ar <ay < S ap, b Kb << << <ep Sceppred Sdy < <dyy,
quando sao efetuadas as substituicoes y; = A; e z; = B;, em que

. I S W (&
=gl Tt ) e e e )

% i 7
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Capitulo 3: Identidades graduadas de Ms(K) com K infinito e de caracteristica 2

emque b e K—{\+ X\ : )X eK}.

Também sabemos que existem diferencas no comportamento final do monomio se a variavel
Zemes @Parece ol Nao NO monomio. Se z,., NA0 aparece no monomio temos uma quantidade
par de z’s, se z,,., aparece temos uma quantidade impar de 2’s.

Assim vamos fazer uma primeira analise para uma quantidade par de z’s e por fim para uma
quantidade fmpar de z’s. Procedemos da mesma maneira anterior: enunciamos um exemplo
e depois demonstramos o caso geral. Comecamos com o caso k = 0 para posteriormente
analisarmos o caso k # 0. Se k = 0 temos monomios da forma ze, Yu, Yn, * = * Yn, Zdy Zes Zdy = * * Zer Zdon s
comb <by < ---<b,c1 <<~ <cped <dy <---<d,, e veremos a seguir como
reconstruir o monomio em questao.

Exemplo 3.2.16 Se o monomio € da forma z.,Yp, Yvy Zd, Zes Zdy, COM by < b, 1 < o e dy < do,
apos a substituicao temos que a matriz B, Ap, Ap, Ba, Be, Ba, terd o elemento ayy da forma
2,2 2,2 2,2 ), (2 ,1),2) 2,2 2),(2)_(2) .2 (1) ,(2)
yb1 be z£1)2d1 Z£2)2d2 + ybl yb2 Z£1)2d1 Z£2)2d2 + yb1 ybz Zél)zdl 21(32)2612
2) (2 2 2 D) () (i

+yl§1)ylg2)28)Zc(h)zg)ztgz) + bf(Zén), z((in)’ ylS]))
Observe as parcelas, a partir da sequnda: nelas as varidveis sao quase todas do mesmo “tipo”.
Mas existe uma varidvel diferente na sequnda e na terceira parcela e existem duas varidveis
diferentes na quarta parcela. Este fator diferente marca as varidveis da sequéncia ¢y, Co, ..., Cp.

Proposicao 3.2.17 Considere um monomio da forma ze, Yo, Y, = * - Y, Zdi ZesZds * * * Zem Zdm s COM
by <by <---<b,c1 << - <g¢ped <dy <--- <dy. Substitua y; por A; e z; por B;
para todos i € {by,ba,...,b;} ej € {c1,di,ca,ds, ..., Cn,dn}. Entdo o elemento ayy da matriz
ABlQm = Bcl Abl Ab2 e Abl Bd1 BczBdg tee chBdm € da fOTmCL
2),(2),(2),(2) 2) ,(2)_2) 2.2 2) . (2)
Z<(31)yb1 Y, ybs o 'ybzflybz Zdy Zt(?Q)ZdQ T Z((:Tn)zdm

2) (2) (2 2) (2)_(2 2 2
U e e Fa 28w 2

2) (2) (2 2) (2) (2 2 2
D U e U Y a2 e 2

(2),(2), (2) 2 ,(2) (2 (2) (2)
+ Zg)ybl Yoo Ybs = Yp,  Yb, Zaa Zg)zdz ngn) Zdom

1),.(2), (2), (2 (2 2 _2)_ 1) .2 2) (2)
+ Z£1)961 Yoo Yvs =Y, Yby “da 21(32)2012 Zém) Zd,,

1 2) (2) (2 2 2) (2) _(2)_(2 1) _(2
+ Zél)yl;)yég)yl()g) T ylglzlyl()l )Zc(ll)z((ig)zdg) T Z'Em)zéwz

2) (2) (2 2) (2)_(2 2 2 D) @) G
U U e U Y 7 2 7 2w+ Bt 28D 7)),

comie€{1,2}, 5 €{1,2,...,l}, ne€{1,2,...,m}. As parcelas nas quais aparecem as varidveis
: 1 L A

do tipo z,’ marcam as varidveis da sequéncia ¢y, Co,...,Cyn € aparecem agrupadas em uma a

uma, duas a duas, trés a trés, ..., n an, em cada parcela, a partir da sequnda.

Demonstracao: Aproveitaremos algumas contas anteriores. Para calcular o elemento ay; de
Bc1Ab1Ab2 o Abl Bd1 Bczde T BCdem7 mlﬂtiphcamos Bc1 por Ab1 s Abl Bd1 Bczde T chBdm'
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A segunda matriz tem uma quantidade impar de z’s e sabemos a sua forma geral, tomando o
cuidado de verificar que a primeira matriz do tipo B que aparece é By, . Assim para termos
an de B. Ay, Ay, - - - Ay, By, Be, By, - - - Be,, Ba,, basta calcular (bz,g) + zéf))(all) + (zg))(agl) em
que ajy € ag; sao os elementos ajq e ag; da matriz Ay, Ay, - - - Ap, Ba, Bey Ba, - - - Be,, Ba,,. Vejamos
também que, neste caso, as; = a1 + bais, devido a ?uantidade impar de z’s.

Multiplicando, temos (bz")(a11)+(2") (a11)+(24) (a11)+ (b28) (a12). Nos interessa apenas
a parte que ndo é multipla de b, entdo resta analisar as parcelas (242)(a1) + (24 (an).

Lembrando que ay; da matriz Ay Ay, - - - Ay, Ba, Be, Ba, - - - Be,, Ba,, ¢ da forma dada pela
Proposigao 3.2.14 (tomando o cuidado de observar que os fatores diferentes marcam a sequéncia
C2,C3, . .., Cp) € efetuando as contas que envolvem as duas parcelas anteriores, temos o resultado
desejado. As parcelas nas quais aparecem fatores do tipo zil) estao marcando as varidaveis que
aparecem na sequéncia ¢y, cs, €3, ..., Cp. B

Se considerarmos [ = 0 recaimos em monomios do segundo tipo.

Considerando k£ # 0 também veremos como reconstruir o monoémio em questao.

Exemplo 3.2.18 Se o monomio € da forma Ya,Ya,Ze,Yb, Yy Zdy Zey, COM a1 < a2, by < by e
c1 < ¢g, apos a substituicao a matriz Ay, Aay Be, Ap, Apy By, Be, terd o elemento ay; da forma

1) (1),.(2) (2) _(2).(2) _(2) (2 1), (1), .(2) (2) (1) (2) (2) (2) 1), .(1),,(2), (2) _(2) (2 (1) .(2)
yl(ll)y((m)ybl)yé;Zél)zc(ll)zé)zdg+y(1) (1) ),(1) (2) (2) +y(1) 1), ( (2) (1)

a yaz ybl ybg (&1 d1 ZCQ :dg a yaz ybl ybg ZC1 d1 Cc2 dg
2 2 2 2 7 7 )
—i—y(ﬁ)yg)yél)yIEQ)zg)z(h)zg)z(b) + bf(z((:n), 2(171)7 Ya; s yl()j))

comi€{1,2}, 5€{1,2,....l}, ne{1,2,...,m}.

Em todas as parcelas as varidveis do tipo y,; sao do tipo yc(&) Estes fatores indicam a
Sequéncia ay, as, . .., ai. Ja a partir da seqgunda parcela, as varidveis restantes sao quase todas do
mesmo “tipo”. Mas hd uma varidavel diferente na sequnda e na terceira parcela e duas varidveis
diferentes na quarta parcela. Este fator diferente marca as varidveis da sequéncia ¢y, Ca, ..., Cp.

Proposigao 3.2.19 Considere 0 monomio Ya,Ya, * = * Yay, Zes Yoy Ybs * * * Yoy Zdy Zea Zda * * * Zem Zdyn s COM
ap <ap <o Zap, b <y <o <Sh, e << <oy edy <dy < -0 <y, Substitua y;
por A; e zj por B; para i € {ay, ..., a5, b1,...,0} ej € {c1,di,co,da, ... Cm,dp}. O elemento

a1 da matriz ABklgm = Aa1 Aa2 e AachlAblAbg s Abl Bd1 Bc2Bd2 tee BCdechm+1 € da forma

1) (1), (1 1 1) (2), (2),(2), (2) 2 (2 _2) 2.2 2) (2)

y Wy Dy eyl U2y ) e Za 2 a2 2

1) (1), (1 1 1) (1), (2), (2), (2) 2 (2,2 (2.2 2) (2)

+ y((ll)y((lz)yc(bg) U y((lk),ly((zk)zél)ybl ybg be e ybl_l ybl Zd1 Z£2)Zd2 T Z((lm)zdm

1) (1), (1 1 1) .(2),,(2),.(2), (2) 2 ,.2)_2) ) (2 2) (2)

_I_ ygl)y((lQ)yé?’) PR ygkllyék)zgl)ybl)yISQ) 153 PR ybljlybl Zdl Z£2)Zd2 .« . Zém) de

1 (1) (1 1 1) _(2) (2) (2) (2 2) (2) _(2) (2)_(2 (2

+ yMyDyl oy D@22 @) 2,32, 1P

+ Yyl -

+ Yyl -

1), (1), (1 1 ), (), (2, (2) 2 (2, (2 1) ,((2) 1),(2)
_I_ ygl)y((lQ)yé?)) P ygkllyék)zgl)ybl be yb3 “ e yblilybl Zd1 Z£2)Zd2 o« e Zém) de

+ bWy 28020,

2 2 2 2 2) (2 2 2
) yﬂ(l}c)—ly(g}c)zéi)yél)yé)yé) e yl(nz1yl£z)zc(i1)zg)zt(ig) T Zéi?zl(i'rj

(2),(2), (2 2 ,,2) (2 (2) (2)
’ y‘(l}c)fl yé(l}c)zéll)yh Yoy Ybs * ybz-1ybz “dy Zg)zdz e Zf(lrlw? Zdm
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comi€ {1,2}, 0 {1,2,...,k}, j€{1,2,...,1}, n € {1,2,...,m}. As parcelas nas quais as
varidveis sao do tipo yg},) mdicam a Sequéncia aq,as, .. .,a. Jd as parcelas nas quais aparecem
as variavers zﬁl) marcam as variaveis da Sequéncia ci, Ca, ..., Cy € aparecem agrupadas em uma
a uma, duas a duas, trés a trés, ..., n an, em cada parcela, a partir da sequnda.

Demonstragao: Novamente vamos nos valer de algumas contas anteriores. Para calcular o
elemento ayy de Ay, Ao, - - Ay Bey Ap, Aby - - - A, Ba, Be, Ba, -+ - - Be,,, Ba,,, multiplicaremos a matriz
Ay Ag, - Ag,, pela matriz B., Ay, Ay, - - - Ay, Ba, Bey Ba, -+ - Be,, Ba,,. Assim para termos aq; de
AgAay - Agy Bey Apy Aby - - Ay Bay Bey Ba, - - - Be,, Ba,, basta calcular (af;)(a11) + (aiy)(a21) em
que aj; e ag; sao os elementos ay; e as da matriz B, Ay, Ay, - - + Ay, Bay Bey Ba, - - - Be,, Ba,, € ai;
ajy sdo os elementos aj; e ayx da matriz A, Ag, -+ A,,. Vejamos também que, neste caso,
as1 = baqs + a1, devido a quantidade par de z’s.

O elemento a¥, é da forma a¥; + a,. Assim distribuindo as multiplicagoes, olhando apenas
para as parcelas nao miltiplas de b e lembrando que estamos em caracteristica 2, temos apenas a
parcela aj,aq1. Mas aj, é da forma y&)yg)yé? e y((z}c)_lyé?, e a1 foi dado na proposigao anterior.
Entao ay; de Ag Agy - -+ Aay Bey Avy Ay - - - Ay Bay Be, By, - - - Be,, Ba,, tem a forma desejada. m

Conforme citado anteriormente, vamos analisar o comportamento do monoémio

ya1y(12 Tt yak chybl ybz e yblZd1 zcgzdz e Zcmzd7nzcm+17

coma; <ag <o <ap, by << <b,a << <cepSceppred <dy <o Sdy,
no qual temos uma quantidade impar de varidveis z’s.

O elemento a;; da matriz resultante das substitucoes usuais sera bastante parecido com o
elemento aq; descrito na proposigdo anterior: ele terd apenas uma varidvel a mais (varidavel

2 o . 1 - o
z((;m) .. em cada parcela), as parcelas com as variaveis do tipo zi) marcarao as variaveis que

A~ . s . . 1 . .
aparecem na sequencia dy,ds,...,d,, e as parcelas com as variaveisl do tipo y,E) (iguais em

todas as parcelas) marcardo as varidveis que aparecem na sequéncia ap, as, . . ., G.

Proposigao 3.2.20 Considere 0 monomio Ya,Yas * * * Yag Zer Yor Yoy * * * Yoy Zds ZeaZds * * * Zem Zdum Zemsr
ap < <ap, by <o <b, e <<y S g edy <o <o dy,. Substitua y; por A; e z;
por Bj para i € {ay,...,a5,b1,....0} ej€{ci,di,ca,da, ... Cnydim, Cy1}. O elemento aqy da

matriz ABkl2m+1 = AalAag cee AachlAblAbg tee Abl Bd1 BC2 Bd2 s chBdecm+1 € da forma

1) (1), (1 1 1).(2),.(2) (2) (2) 2 (2.2 2.2 2) _(2)

ySDyDyl) eyl gyt 2y By D) B2 222

1) (1), (1 1 1) (1), .(2) (2) (2 2 (2.2 2.2 2) _(2)

+ y((ll)y((lz)yc(bg) e y((lk),ly((zk)zél)ybl ybg be T ybl_l ybl Zd1 Z£2)Zd2 U Z((lnzzdm

1) (1), (1 1 1) .(2),(2).(2). (2) 2) (2)_ 2 1) .2) 2).(2)

+ Dy Dy 1) (D23 By @) 2 2,200 2P

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2

+ yMyDyl oy D@22 @) 2,32, 1R

+ Yyl -

+ Yyl -

1), (1), (1 1 1) _(1),,(2),(2),(2) 2,2 _2)_1).2) 1) (2)
+ yl(ll)yl(m)y((m) .. .ygkllyék)zgl)ybl U, Uy Yo Yb, s Z((Q)ng ”'Zém)zdm
+ bfpaomi (), yl(;;)a 2, 20(11))7

2 2 2 2 2) (2 2 2
) yc(l}c)—lyfg}c)zg)yél)yéz)ylg?,) e yl(nz1ylgz )Zc(h)zg)zt(ig) T Zgn)zt(hj

(2),(2), (2 2 ,,2)_ (2 (2) (2)
’ yf(l}c)ﬁ yé(l}c)zgll)yh Yoy Ybs * ybz-1ybz “dy Zéz)zdz T Zf(irlw? Zdm
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comi€ {1,2}, 0 {1,2,...,k}, j€{1,2,...,1}, n € {1,2,...,m}. As parcelas nas quais as
varidveis sao do tipo y((li) indicam a sequéncia ai,as, . .., a,. As parcelas nas quais aparecem as
varidveis zil) marcam as varidveis da sequéncia dy, ds, ..., d,, e aparecem agrupadas em uma
a uma, duas a duas, trés a trés, ..., n an, em cada parcela, a partir da sequnda.

Demonstracao: Ja temos o comportamento de Yo, Ya, = * * Yay, Zes Yor Ubs * * = Yby Zds ZeaZds * * * Zem Zdom -
Falta apenas multiplicar por z,,,. Mas

1 2 1
n = baiy) + 22, Z£m)+1 ¢ ABus — < apl iz ) _
m zé?n) +1 bzcm o+ zéf,? o a1 Qg2

1 2 2 .
Calculamos o elemento an(bzgm) ot zgm) )+ algzﬁm) .1 ¢ desta maneira teremos o elemento a;;

da matriz Aal cee Aak BC1 Ab1 cee Abl Bd1 BczBd2 -+ B Bdm ch+1.

Vale lembrar que a1 = ai1 + ags, entao ao distribuirmos as multiplicoes anteriores e nos
concentrarmos nas parcelas nao multiplas de b, teremos que o elemento procurado é da forma
amz((;m +1- Além disso, temos pela Observagao 3.2.8 a forma de agy. Assim teremos que a;; da
matriz Ay A, - Aay Bey Av, Apy - - Ay, Ba, Be, By, - - - Be,, Ba,, Be,,,, tem a forma desejada. m

Assim, o conjunto dos resultados anteriores nos permite provar o seguinte lema.

Cm

Lema 3.2.21 Mantendo a notacao do Lema 3.2.4, considere o terceiro tipo de monomio que
aparece em b) do Lema 3.2.4. Entao eles sao linearmente independentes na dlgebra relativa-
mente livre K(X) /Ty (Ms(K)).

Diferenciando monoémios do segundo tipo dos monémios do terceiro tipo

Nosso objetivo é apenas chamar a atencao para o fato de que monémios do segundo tipo
podem ter o mesmo multigrau dos mondmios do terceiro tipo, mas pela forma dos elementos a1,
que resultam da substituicao de y; por A; e de z; por B; para i € {ay,as,...,ax,b1,be,.... b}
ej € {c,dy,co,da, ..., Cm,ydm, Crnr1} NOS Monémios em questao é possivel diferencid-los e ver
que eles também sao linearmente independentes entre si.

Como a forma geral dos elementos a;; é muito longa, resolvemos facilitar a observacao
através de exemplos. Compararemos os elementos ay; dos seguintes monomios:

Yar Yas Zer Zdr Zea Zds Segundo tipo
yal ch yag Zdl ZCQ Zdz Tel"CeiI“O tlpO
Ze1Yay Yas Zdy Zep Zds Terceiro tipo

Chamamos a atencao para o fato de que temos uma quantidade par de z’s.

Sabemos, pelos resultados anteriores, que o elemento ay; tem o formato a;; = parcelas que
nao sao multiplas de b mais parcelas multiplas de b. Vamos destacar na tabela seguinte, na
coluna “Algumas parcelas do elemento a;;”as parcelas que nao sao multiplas de b.

Monomio Algumas parcelas do elemento aq;

YarYas 2er 2y Zen s | Yor Yo 200 250 280 252+ or Yo 200 250 285 25
TN e N Y O N O
Yor2en a7 Zena | S0y 2D 2D (0,010 ) )
N O A R
e Yo Yas s Zen s | U, Yos zﬁf)zﬁf)zéi)sz) + yha v, zéi)z?)zé?zéz)

2 2 2 2 1 2 2)
+y(1)yé2)zt(21)zc(ll)zt(32)zg(l2) + y(l)y(Z)ch Zdl ZC2 ZEQ
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Observemos que para polinomios diferentes temos parcelas diferentes na tabela. Assim é
possivel ver que eles sao linearmente independentes.

Para obtermos o resultado na sua forma geral, basta comparar a forma do elemento a;; que
aparece nas Proposicoes 3.2.13 e 3.2.19.

Compararemos os elementos a;; dos seguintes monomios:

yal ya2 ch Zd1 ZCQ Segundo tlpO
yal ch ya2 Zdl ZC2 TeI“CeiI"O tlpO
Ze1Yay Yag Zdy Zey Terceiro tipo

Chamamos a atencao para o fato de que temos uma quantidade impar de z’s.
Novamente, destacaremos na tabela seguinte, na coluna “Algumas parcelas do elemento
a11” as parcelas que nao sao multiplas de b.

Monomio Algumas parcelas do elemento ai;
Yar Yan Zer 2 Zen | Yoa Yo 200 2 23 + Yo Yo 201 290 285
2) (1) _(2)_(2) (2 DNONONONE
Yay ZerYag Zdy Ry yrggyc(bz)zfgl)zc(ll)ztgz) + yc(bl)yt(lz)zgl)zc(ll)zg2)

oy Yo Yas % Zes | Yor Yin 261 240 2es) + Yhr You e 2y 2

A comparacao mostra que é possivel diferencid-los e ver que eles sao linearmente indepen-
dentes.

Para obtermos o resultado na sua forma geral basta comparar a forma do elemento ay; que
aparece nas Proposicoes 3.2.14 e 3.2.20.

Acabamos assim de demonstrar o Teorema 3.2.1, que é o resultado principal deste capitulo.
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Capitulo 4

Identidades graduadas de M5(K) com K
infinito

Neste capitulo, da mesma maneira que acontece nos capitulos anteriores, usaremos um
resultado que classifica todas as graduagoes possiveis da algebra M3(KK) e exibiremos uma base
das identidades polinomiais graduadas de uma destas graduagoes que nao é a Zs-graduacao
usual. Na primeira parte do capitulo, K denotara um corpo de caracteristica diferente de 3. Ja
na segunda parte K serd um corpo de caracteristica igual a 3. Deixaremos claro quando esta
mudanca ocorrer.

4.1 Graduagoes de M;(K)

Assim como fizemos no capitulo 2, nos perguntamos: Quais sao todas as graduagoes de
M;3(K)? Em [5] temos a resposta.

Teorema 4.1.1 [5] Seja K um corpo, e seja G um grupo. Entao toda G-graduagao A =
BgecAy sobre a dlgebra de matriz A = M3(K) € isomorfa a uma dos sequintes tipos:

(1) Uma boa graduagao.

(II) Uma graduagao com supp(A) = Cs = (¢), nao isomorfa a uma boa graduagao. Tais
graduagoes sao descritas a sequir:

(a) Se char(K) # 3, tal graduacdo € da forma A(a) para algum a € K tal que a # A% 3’\“ para
todo A € K—{0,1} em que
Ala)e =K[B,] = {2B] +yBo + 2Lz : v,y,2 € K}, A(a)e = XK[B,], A(a)e = X*K[B,]
0 1 0 0 0 1
com B, = 0 0 1 eX=10 —-11
-1 3—a a 1 -2 1

(b) Se char(K) = 3, tal graduagao é da forma As(a) para algum a € K tal que a # X3 — X para
todo A € K em que

As(a)e = K[C,] = {2C?4yCut2ls : 2y, 2 € K}, As(a). = XK[C,] e As(a)e = X*K[C,]
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010 1 00
comC,=1 0 0 1 eX=1]1-110
a 1 0 1 1 1

(III) Uma graduagdo com supp(A) = C5 x C5 = (o) x (7), nao isomorfa a uma boa graduagdo.
Tal graduacdo € isomorfa a um dos sequintes:

10 0 010
(a) A(X,Y,) emque X = 0 & 0 eY,=1 0 0 1 |, comaecK*.
0 0 & a 0 0
010 x Y z
(b) A(Xq,Y (z,y,2)) em que X3 = [ 0 0 1 | eY(z,y,2) = | &2d &z &y |, com
d 0 0 Eyd Ezd Ex
d e K*—(K*)3 ex,y,z € K, nao todos nulos; £ é a raiz cibica primitiva da unidade de K.

Estamos particularmente interessados nas graduacoes que no teorema anterior estao assina-
ladas como (I71)(a) e (I1I)(b). Para estas, queremos encontrar bases das identidades polinomiais
graduadas.

4.2 Identidades graduadas de M;(K) em caracteristica di-
ferente de 3

Considerando, a principio, caracteristica de K diferente de 3, tomemos a Zs-graduacao €2,
que aparece como (I7)(a) no Teorema 4.1.1, para M3(K) = Ag ® A; & Ay na qual:
Ay ={xB?+yB, + zI3,1,y, 2 € K}, Ay = {sXB? + yXB, + 2X,1,y,z € K},
Ay = {oX?B? + yX*B, + 2X*, z,y, 2 € K}

0 1 0 0 0 1

sendo que B, = 0 0 1 JeX=|0 —-11

-1 3—-a a 1 -2 1
As componentes de €2, ficam da seguinte forma:

z Yy T
Ay = —x B—a)z+ =z ar +y
—azx —y (—a*+3a—-1Dz+B—a)y (a*—a+3)z+ay+=z
—ax —y (—a®>+3a+ 1Dz + (3—a)y (a*>—a+3)z+ay+z

A= l-—a)r—y (—a*+4da—4)r+B-a)y—2 (®*—2a+3)z+(a—1)y+=2

2—a)xr—y+z (—a*+ba+T)r+(4—a)y—2z (a*—3a+4)x+(a—2)y+=z

2—a)r—y+z (ma*>+ba—Tr+ 4 —ay—22 (*—3a+4)r+(a—2)y+=z
Ay= T+ 2 (a—=3)r+y—=2 (1—a)x—y
z y T

com z,y,z € K.
Fazendo contas diretamente com as componentes é possivel obter o seguinte resultado.
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Proposicao 4.2.1 Seja K um corpo, charK # 3. Os polinomios

T1To — ToT com a(x1) = a(xg) =0

a(zs) = —a(xg)

T1ToT3 — T3LaT com o(xq)
sao identidades Zs-graduadas da dlgebra M3(K) com a graduagdo €.

A partir deste ponto, até o final do capitulo, K é um corpo infinito. Mas sempre que possivel
vamos escrever esta hipétese para evitar confusao.

Estas mesmas identidades anteriores sao a base das identidades graduadas de M3(K), con-
siderando a Zs-graduagao usual (ver [1]). Entao uma pergunta natural que surge é: serd que
estas identidades sdo a base das identidades graduadas de M;3(K), considerando a graduagao
2, (que aparece nesta se¢ao)?

A resposta a esta pergunta ¢é sim e provaremos a partir de agora este resultado.

Seja 2 = K[yzo), Y, ), yl(Q) i € NJ a dlgebra dos polinémios comutativos gerada pelas varidveis
yZ( ), yl( ) e yl( ). Denotemos por I a subdlgebra Zs-graduada de M;3(€2) gerada pelas matrizes
A=y X+ y VX B, + ¢ X'B2 = Yy XB).

A matriz X tem a seguinte propriedade: X? = I5, em que I35 é a matriz identidade de ordem
3. Assim teremos que a matriz genérica A; pertence a componente M;3(2); em que i é tomado
moédulo 3 e portanto temos uma Zs-graduacao para F.

Vejamos como é o produto entre dois elementos de F'.

Lema 4.2.2 Sejam Ale = Zjl Oyl(1 )X”BJ1 € F,eA, = Z?Q Oyz(2 )X”BJ2 € F. Entao
AilAi? - Z]z 0231 Oyll OQ)X“BJIXZQBD

12
Demonstracao: Como 4;, = 231 Oy“ X“BJ1 e A, Z” OyZ2 XZ?BJ2 teremos

2

A Ay = Ay ( Zy(”)X”B” = > (An)y X2 B2

Jj2=0 Jj2=0

2
Z Z ylh XuBh ym Xzszz _ Z Z yl ym X“ BJlXZQBJQ

J2=0 71=0 Jj2=07j1=0
| |

Observacao 4.2.3 Vejamos que no total sao 9 = 3% parcelas envolvendo as 6 = 3 x 2 varidveis

yfl), 3/2(1)7 yl(f), yz(,?), yz(gl) e yg) E cada parcela tem na parte final um produto de 2 matrizes da

forma {X"Bin} da base.

O produto entre A;, e A;, estd na componente ¢, + 72 mod 3.
Denotemos por T5(M;z) = T5(M;3(K)) o ideal das identidades Zs-graduadas para M;3(K).

Lema 4.2.4 A dlgebra Zs-graduada relativamente livre K(X)/T3(Ms) € isomorfa a dlgebra F.

Demonstracao: Defina ¢ : K(X) — F por ®(f(zy,...,2m)) = f(A1,...,A,) é um ho-

momorfismo Zs-graduado. Temos que ® é sobrejetor (pela defini¢ao). E temos também que

ker @ = T3(M3). Assim pelo teorema do isomorfismo temos F' ~ K(X)/T3(M3). =
Denotemos por I o ideal das identidades Zs-graduadas de K(X) gerado pelas identidades
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Capitulo 4: Identidades graduadas de M;3(K) com K infinito

1Ty — Toxy com a(xq) = azy) =0
T1ToT3 — T3Toxy com azy) = afxz) = —a(xs)

Pela Proposigao 4.2.1 ja sabemos que I C T3(M;). Resta-nos provar a inclusdo contraria.
Para este fim analisaremos o comportamento dos monomios m de comprimento ¢g. Lembrando
que chamamos de comprimento de um monomio o nimero total de variaveis, contadas com
multiplicidade. Isto é, o comprimento de m é o grau degm.

Lema 4.2.5 Seja m = m(xq,xs,...,T5) um monémio de grau q em k varidaveis. Entao m =
(AZUAsz"'?Aik) :qu:o"'zp 0231 Oyu ylg )"'ygq)XlBi1X2Bi2"'Xfojlq

Demonstragao: Basta aplicar ¢ — 1 vezes o Lema 4.2.2. =

Proposicao 4.2.6 Seja m = m(xq,xs, ..., x) um monémio de comprimento q— 1 envolvendo

k varidveis. Entio m(A;,, Ay, ..., Ai)Ai, = Zj m(A;,, Aiy, - ,Aik)ng)Xiquq

Observacao 4.2.7 Na proposicao anterior teremos, no total, 37 parcelas. Cada parcela é um
produto de tamanho q envolvendo algumas das 3q varidveis sequido de um produto de tamanho
q de matrizes da forma {X B} da base na qual i, € {i1, 19, ...,1,} € jn € {0,1,2}.

Relembrando as componentes: o produto entre A;, e A;, estd na componente 1 iy mod
3. Denotaremos i; + i» mod 3 por i5. Assim, j& que A“A22 estd na componente iz, podemos
escrevé-lo como combinacao linear da base da componente i, a saber X, X2B, e X 22B2

Recordando a forma do produto A; A;, = Zn 0 2]1 0y,ffl)yz(f)X”BJIX’QB]2 eSCrevemos
cada produto X BJ1 X2 BJ2 como combinagao linear de X%, X 2B, e X Z2B2 Logo

Aj, = Z Z f2(a7i17j1;i27j2>yz(1 )y(m)XZQ

Jj2=071=0
2 2
Z Z g2(a, 11, Ji, iQ’jQ)yz(fl)yz(§2)Xl2B + Z Z ha(a @17]1,12722)%(]1)%(52)XZQB2
72=071=0 Jj2=0751=0

em que as funcoes fo(a, i1, j1,%2,J2), g2(a, i1, j1, @2, j2) € ho(a, i1, j1, 92, j2) s@o as funcdes que apa-
recem escrevendo os produtos X B/t X2 BJ2 como combinacio linear de X2, X B, e X*B2.

Temos o mesmo comportamento para um monomio. Defina zq = quo t; mod 3. Visto que
0 monomio m estd na componente iy, podemos escrevé-lo como combinagao linear da base da
componente zq, a saber X X%“pB, e quB2

Proposicao 4.2.8 Seja m = m(xy, s, ...,x;) wum mondmio de comprimento q envolvendo k
varidveis. Entao

2 2 2
(A217A127"'7Aik> = Z T Z me(aailajlai27j2-~->iq>jq>y§fl)yz‘(§2)' yzq qu

Jq=0 j2=0371=0

2 2
+ Z e Z Z Im(a, i1, j1, 72, J2 - - - ,iq,jq)yffl)yﬁf) - 'yz-(jQ)XiqBa

Jq=0 Jj2=071=0

2 2
+ Z T Z Z hm(a7i17j17i27j2 cee an]q)yffl)yz(g 72) o .ygq)Xiqu,

Jq=0 Jj2=071=0
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as fung:oes fm(aa 11,71,%2, 02 - .. 72q7jq)7 gm(aa 11,71,%2, 02 - .. 72q7jq) € hm(aa 11,7152, ]2 - - : 7Zq7jq>
sdo as funcgoes que aparecem quando escrevemos os produtos X B X®2BJ2 ... X Bl* como
combinagao linear de X', X B, e X% B2,

Depois de escrever o monomio m na forma da proposi¢ao anterior podemos ainda ordenar
as varidveis y/* de modo a ter o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.9 Seja m = m(xy,za,...,x;) wum mondmio de comprimento q envolvendo k
varidaveis. Entao

2 2 2
m(AiuAin s 7A2k) = Z e Z Z fm(aa il?jla i2>j2 cee 7Z'q7jq)yz(fl)yz‘(52) o 'yz(Zq)Xiq

Jq=0 Jj2=071=0

2 2
+ Z T Z Z gm(a7 i17j17 i27j2 s ’qujq)yz(fl)ygﬂ e yz'(jq)XiqBa

Jq=0 J2=0 j1=0

2 2 . . . —
+ Z T Z Z hm(a’7i17j17i27j2 s 77‘(17.711)3/1(51):%(;2) T yz(jq)quBza
Jq=0 J2=0j1=0

em que 1 < i3 <ip <--- < g <.

ins - -+, Ay, ) da proposigao anterior serd denotado por

O mondmio m(A;,, A
m(AiU Ai27 cee 7Azk> == Fngq + GmX;qBa + Hngqu,

Proposicao 4.2.10 Sejam m = m(xy,xs,...,25) e n = n(xy,Ta,...,x,) dois monémios de
comprimentos q envolvendo k varidveis. Se m(A;,, Aiy, ..., Ai,) e n(Aiy, Aiy, .., Ay) Sdo tais
que F, = F,, entao m(A;,, Ay, ..., Ai) = n(Ai, Aiyy o0 Asy).

Demonstracao: Basta observar que F;, determina tanto G, quanto H,,. m

Proposicao 4.2.11 Sejam m = m(xy,xs,...,25) e n = n(xy,Ta,...,x,) dois monémios de
comprimentos q envolvendo k varidveis. Se m(A;,, Aiy,y ..., Ai) e n(Aiy, Aiy, .., As) Sdo tais
que F,, = F,,, entao m(xq,xs,...,x5) = n(xy,Ta,...,x,) mod I.

Demonstracao: Usaremos inducao sobre ¢q. Se ¢ = 1, temos o resultado. Suponhamos ¢ > 1.
Apenas para relembrar a nossa hipétese de inducao é: se mg e ng de comprimentos ¢—1 tiverem

Fo, = Fy,, entao mo(z1, xe, ..., Tx) = no(xy, 2, ..., x,) mod 1.
Parte 1: Consideragoes sobre variaveis e grau
Seja x, uma variavel de m(xy, xs,...,x). Assim m = myx,ms em que m; € My SA0
p ) ) Y k‘ P

monomios de K(X). Pelas Proposigoes 4.2.6 ¢ 4.2.9 temos

2
m(Ai17 Ai27 Ce 7A’Lk> = Z mljp(Ai17Ai27 R 7Aik)yz(ip)m2jp(Ail7Ai27 ce 7Aik)Xipng'
Jp=0
Assim as varidveis ygj g ?Jz(j Ve yz(j )
(0)

ip

aparecem em F,,. Mas cada uma delas aparece num grupo de
(1)

aparece em 1/3 das parcelas de F,,, ja y;, aparece no outro 1/3 e por

parcelas especifico: y
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Capitulo 4: Identidades graduadas de M;3(K) com K infinito

fim yf:) aparece no ultimo 1/3 das parcelas. Assim podemos analisar cada conjunto de parcelas
separadamente, mas a analise é analoga nos trés casos.

Procuramos a variavel x,, em n. Temos n = nyx,ne com n; e ny sendo monoémios de K(X).
As variaveis yge) sao ordenadas e F,,, = F, logo a(m;) = a(ny). Se z, aparece mais de uma
vez em m e quebra m em vérios pedagos m = myT,MeTpMs . .. My_1T,My O MesSmo acontece
com N = NyTpNaTypN3 . . . Ny_1T,Ny NumMa correspondéncia biunfvoca ¢ : {1,...,¢} — {1,...¢}
entre os graus, ou seja, a(MmiTpMaTpMs . .. Tpmy) = A(N1TPN2THN3 - . . TpM(t))-

Parte 2: Aplicar a Parte 1 para a primeira varidvel de m (ou de n) e analisar as
possibilidades

Seja x; a primeira variavel de m. Procuramos a variavel x; em n. Temos n = nix;ny. Como
a(my) = 0 (j&4 que z; é a primeira varidvel de m) e pela parte 1, temos «(n;) = 0. Vamos
analisar trés casos possiveis:

Caso 1: a varidvel z; aparece de novo em m com m = x;mix;me € a(xr;my) = 0. Entao z;
aparece de novo em n com n = ngx;nyrins, a(ng) = 0 e a(nzr;ng) = 0. Assim a(z;ng) =0 e
pela identidade ;x5 — xox; com a(x1) = a(zy) = 0 temos n = nyz;nyx;ns = x;N4N3T;N5 Mod
1. Pela hipotese de inducao, temos entao o resultado desejado.

Caso 2: existem duas variaveis x, e x; que aparecem juntas em m mas separadas em n
(com x; entre elas e possivelmente mais algumas outras). Formalmente existem x, e z, com

m = M1TaTpMa € N = N3TNax;N5Tpng. Comparando com as notagdes anteriores temos:
i) n1 = nzz,ny (lembrando que ny era tudo que estava antes de z; e a(ny) = 0).
i) a(m;) = a(nz) (basta observar x,).

i) a(miz,) = a(ngzanazing) (é s6 ver xy).

Logo as contas ficam assim: por i), temos a(nzz,ny) = 0, ou seja, a(nzz,) = —a(nyg); por ii),
temos a(myz,) = a(nsx,); mas por iii), sabemos que a(mix,) = a(nzr,niz;ns) entao a parte
que sobra nyz;ns tem a(ngz;ns) = 0 ou a(x;ns) = —a(ng).

E usando a identidade x;x9x3—x32971 com (1) = a(r3) = —a(x2) temos n3x nyrnsTene =
rinsnansxexpyng mod I. Pela hipotese de inducao, temos entao o resultado desejado.

Caso 3: Os casos 1 e 2 nao ocorrem. Consideremos m = x; x;,...x;,. Considere r €
{1,...,¢ — 1} tal que ny = ngz; ng. Assim a(ng) = a(z;, ... ;,_,). Escrevendo n = nsz;,, ,ne
teremos a(ns) = a(x;, ...2;.). Assim o comprimento de ns é menor que o comprimento de n;.
De fato, se o comprimento de ns for igual ao comprimento de n;, entao acontece o caso 1. E se
comprimento de nj for maior que o comprimento de n;, entao acontece o caso 2.

Repetindo esta ideia para r + 1,7 + 2, ... temos que existe um ry € {1,...,¢q} tal que para
r > 1o todo x;, aparece em n; 0 mesmo numero de vezes que em Liyo i1 - - - Lig € também toda
variavel que esta em n; esta também em Tiyo iy 11 - - - Tig- Assim n; e Ly iy iy - - - Tiy POSSUCIN
o mesmo grau em cada varidvel. Olhemos para a primeira varidvel x; de n. Se procurarmos

X em m, teremos m = mg3mqx;ms COM a(m3m4) =0ce max;ms = l’z‘rol‘ir(ﬁ_l .. .l‘iq. LOgO
a(myzims) = (T, i, 4y - - Tiy) = a(ng) = 0.

Logo a(m3) = —a(ms) = a(x;ms) e usando a identidade xyzox3 — 232221 com a(zy) =
a(zs) = —a(xy) temos m = mgmyx;ms = xymsmqms mod I. Pela hipétese de indugao, temos
entao o resultado desejado.

Em resumo, em qualquer um dos trés casos, m(xy, xo, ..., x;) = n(xy, T, ..., x;) mod [. =
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Capitulo 4: Identidades graduadas de M;3(K) com K infinito

Teorema 4.2.12 Seja K um corpo infinito com caracteristica diferente de 3. Considere a
Zs-graduagao Q, de M3(K). Todas as identidades Z3-graduadas da dlgebra Ms3(K) sequem de

1Ty — Toxy com a(xy) = a(xg) = 0
T1ToT3 — T3Towy com ) = a(xy) = —a(xg)

Demonstragao: Ja sabemos que I C T3(M3). Basta mostrar que T3(Ms) C I. Como o corpo K
¢ infinito, basta apenas mostrar que qualquer identidade polinomial graduada multihomogénea
f=flxy,...,z,) de M3(K) pertence a I.

Seja r o menor inteiro nao negativo tal que a identidade polinomial graduada multiho-
mogénea f pode ser escrita modulo I como combinagao linear de 7 monémios multihomogéneos:

f= Z agmq(modI)
q=1

com 0 # a, € K e my,mg,...,m, € K(X). O objetivo é mostrar que r = 0. Suponhamos, por
absurdo, que r > 0. Assim

alml(Al,Ag, e 7Am) = — Zaqmq(Al,Ag, Ce >Am>

q=2

Existe p € {2,3,...,r} tal que my(Ay, Ag, ..., Ap) e mp(Ay, Az, ..., Ap) tém F,,, = F,, . Pela
Proposigao 4.2.11 temos my = m,(modI) e portanto

p—1 T
[ = (a1 +ap)m; + Zaqmq + Z agmg, (mod I).
q=2 q=p+1

O que significa que f pode ser expresso médulo I como combinacao linear de no maximo r — 1
monomios multihomogéneos. Absurdo, com a escolha de . m

4.3 Identidades graduadas de M;(K) em caracteristica 3

Vejamos agora o que acontece no caso em que caracteristica de K é igual a 3.
A principal mudanca é em relacao a Zs-graduacao. Neste caso, temos uma Zs-graduacao
Oy para M3(K) = Ay @ A; @ Ay na qual:

Ay ={2C? 4 yCy + 213, 2,y,2 € K}, A} = {aXC? + yXC, + 2X,2,y,2 € K}
Ay = {2 X?C? + yX?Cy + 2X? 2,y 2 € K}

010 1 00
sendoque C, = 0 0 1 JeX=| —1 1 0 |. As componentes de (2, sao:
a 1 0 1 11
z Y x
Ag = ar x+ =z Y

ay ar+y r+=z
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z Y x
A= ar — z T—Yy+=z —T+y
ar+ay+z (a+)x+2y+2 2x4+y+=z
z Y x
Ay = ar — 2z r—2y+z —2z 4y ,

2ax +ay+z (a+2)x+2y+2z 2x+4+2y+ =z
com z,y,z € K. Fazendo contas diretamente com as componentes e usando o fato de carac-

teristica de K ser igual a 3, temos o mesmo resultado anterior.

Proposicao 4.3.1 Seja charK = 3 e considere a Zs-graduacgao §2,. Entao

Ty — x2x1  com  a(xy) = a(xg) =0
=«

T1ToT3 — Tyxawy  com  owy) (x3) = —a(xg)

sao identidades Zs-graduadas da dlgebra M;(K).

Estas mesmas identidades sdo a base das identidades graduadas de M3(K), considerando a
Zs-graduagao usual (veja novamente [1]). E nos perguntamos, outra vez, se estas identidades
sao a base das identidades Zs-graduadas de M;3(K), considerando a graduagao €2,7

Mas todas as contas da se¢ao anterior em nenhum momento usaram explicitamente a forma
da graduacao, mas somente as identidades envolvidas e as bases. Entao concluimos que, com
demonstragoes completamente analogas, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 4.3.2 Seja charK = 3. Considere a Zs-graduacgao €, de M3(K). Entdo

(ZL‘Q) = O

T1Te — oy com  a(xy) =«
T1Tox3 — x3xowy  com  a(xy) = a(zr3) = —a(xs)

s@o a base das identidades Zs-graduadas da dlgebra Ms3(K).
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Capitulo 5

Identidades graduadas de M3(K) com K
finito e de caracteristica 2

Neste capitulo, vamos classificar todas as Zsy-graduacoes possiveis da algebra My (K) e fo-
car nossa atencao nas identidades polinomiais graduadas destas graduacoes quando K é um
corpo finito (com ¢ elementos) e de caracteristica igual a 2, a fim de determinar uma base das
identidades polinomiais graduadas.

Exceto se mencionado o contrario, K é um corpo finito com ¢ elementos e char K = 2.

Em 1978, Maltsev e Kuzmin (ver [14]) provaram que uma base das identidades de M(K) é
dada por

{1 — a) (s — 2 )(1 — [21,2]97Y), (21 — 2) 0 (w2 — 2§) — (21 — 2) © (wa — 23))7},

quando K é um corpo finito com ¢ elementos e a o b = ab + ba.

O resultado de Maltsev e Kuzmin nao depende da caracteristica do corpo. Assim ele vale,
inclusive, para caracteristica de K igual a 2 (com as devidas alteragoes de sinais).

As técnicas utilizadas para tratar o caso de matrizes sobre corpos finitos sao muito dife-
rentes daquelas empregadas para o caso de corpos infinitos. Um dos motivos desta diferenca
¢é que quando estamos tratando de matrizes sobre corpos infinitos podemos nos restringir aos
polinomios multihomogéneos (basta lembrar da Observagao 1.4.19), o que nao vale para corpos
finitos. Um outro motivo é a existéncia de bons modelos para a algebra relativamente livre que
existem para algumas algebras quando o corpo K ¢ infinito e nao existem quando K é finito.

5.1 Graduagoes de M;,(K)

Quando o corpo K é finito e tem caracteristica diferente de 2, as Zy-graduagoes de My (K)
foram descritas, juntamente com as suas identidades polinomiais graduadas (ver [17]). O que
faremos aqui é exibir as Zs-graduagoes possiveis para Ms(K) quando K é um corpo finito e de
caracteristica 2. Para isto vamos usar ideias presentes em [27], em [17] e em [16].

Para facilitar a leitura, vamos citar aqui um resultado importante (lema 10) presente em
[27], que se refere a uma dlgebra graduada A = Ay @ A; central e simples sobre um corpo K de
caracteristica 2.
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Lema 5.1.1 (/27, Lema 10]) Z(Ay) € gerado por um elemento u com u* +u =w € K. Ay é
o conjunto dos a em A tal que ua = au. Ay € o conjunto dos a em A com a(l + u) = ua.

Vamos nos referir ao elemento u do lema anterior como u4 (para fazer referéncia a algebra
A) ou como ug (quando quisermos enfatizar a graduacao €2 de A).

Observagao 5.1.2 O elemento uy sempre pertence a Ag.

O Lema 5.1.1 nos permite provar o seguinte resultado.

Lema 5.1.3 Se B = By ® B; ¢ uma graduagio de My(K) e existe uma matriz invertivel P
em My(K) tal que P~'usP = up entdo a aplicagio ¢ : A — B definida por ¢(x) = P~1aP é
um isomorfismo graduado.

Demonstracao: Temos que By = {b € B : b(ua) = ¢(ua)b} e By ={b € B : b(1 + ¢(ua)) =
d(ua)b}. Entdo se a € Ay temos ¢(a)p(ua) = ¢plaua) = ¢p(uaa) = ¢p(ua)p(a), logo ¢(a) € By.
Similarmente, se a € Ay, entao ¢(a)(1+¢(ua)) = ¢p(a)p(l+ua) = ¢p(a(l+ua)) = p(usa) =

d(ua)p(a), portanto ¢p(a) € B;. m
Usando o lema anterior podemos fazer mudancas de base e trabalhar com a forma de u4

que nos seja mais conveniente.
Usaremos o Lema 5.1.1 para classificar todas as Zy-graduagoes possiveis de My (K).

Seja uyg = ( Z fl ) € M,(K) do Lema 5.1.1. Pelo fato de u% +u, € K temos as seguintes

bla+d+1) = 0
relages: ¢ cla+d+1) = 0.
a+1 = d
Vamos analisar os seguintes casos:

(i) b=c=0,
(ii) b=0ouc=0,
(ili) b#0ec#0.

Seja ( j ; ) uma matriz qualquer de Ms(K).

Suponhamos primeiramente (i) (ou seja, que b = ¢ = 0). Assim uy = ( g 4 _?_ 1 ) e, pelo

Lema 5.1.1 e pela relagoes anteriores, teremos

a={(2 0 )emwerh ea= (0 1)snsex).

Suponha (ii) (ou seja, b = 0 ou ¢ = 0). Analisaremos ¢ = 0, pois o caso b = 0 é completamente
a O

b a+1
(x+a)(z+ (a+ 1)) que tem a e a + 1 como raizes (sendo portanto redutivel). Assim existe

analogo. Assim uy = Vejamos que seu polinémio caracteristico é f(x) =

uma matriz invertivel P em M, (K) tal que P usP = u, em que u = ( 8 a 3 1 )
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Em outras palavras, podemos mudar de base de modo que tenhamos o mesmo caso feito em
)
(i). Assim teremos, novamente,

e {(5 ) e} eam {(0 1) erex)

a c
b a+1
seu polindmio caracteristico é f(x) = (z + a)(z + (a + 1)) + bc = 2% + x 4 be. S6 nos interessa
o caso quando f(z) é irredutivel (o que significa que be nao é da forma A\? + X para nenhum
A € K), pois se f(x) for redutivel, teremos os casos anteriores. A principio, pelo Lema 5.1.1 e
pela relacoes anteriores, teremos

B x clz+y) \ B bt + cz t _
e { (o Y ey ea (M1 Y een).

a’ 1
v od +1

B x Tty \ . B V't + 2 t .
= {( ey T3 e} e {(MF5 0 ) sex)

com a condigao de que ¥’ € K — {\? + X : X € K}.
Resumiremos toda esta discussao anterior no seguinte resultado.

Suponhamos, por fim, (iii), ou seja, b # 0 e ¢ # 0. Assim, uq = ) Vejamos que

Mas, como ¢ # 0, podemos mudar de base de modo que uy = ( ) e assim teremos

Teorema 5.1.4 Sejam K um corpo de caracteristica 2 e A = Ay & Ay uma Zs-graduacgao de
My(K). Entao A € isomorfa a uma das sequintes graduagoes:

QcomA0:{<£(§ 2>:x,y€K} eAlz{(g (t)):t,ZEK} ou a

b _ x r+y \ . _ bt+z t .
QcomAO_{(b(x—i—y) y ).x,yGK} eAl—{< . bt—i—z)'t’ZEK}

com a condigao de que b € K — {\?> + X : X € K}.
Observacao 5.1.5 E interessante observarmos que esta classificacdo concorda com a classi-

ficagao presente no Teorema 2.1.2 (que aparece em [16]). S6 para lembrar as Zs-graduagoes de
M(K) quando o corpo K tem caracteristica 2 sao:

e (5 4)ea (3 5)

(3°) Ay = {( b(ulfl—v) uj}—v ) ZU,UEK} e A = {( bu;—v bul—ti—v > ZU,UEK} e

be K- {\+X:)eK}.

Observacao 5.1.6 A forma de uy estd fortemente relacionada com o fato do seu polinomio
caracteristico f(x) ser redutivel ou irredutivel.

59



Capitulo 5: Identidades graduadas de M5(K) com K finito e de caracteristica 2

Se f(x) é redutivel, entdo us tem, a menos de uma mudanga de base, a forma ( a 0 )
e portanto a graduagdo € isomorfa a (2).
. , . 1
Se f(x) € irredutivel entdo ua tem, a menos de uma mudanga de base, a forma < “ )

e portanto a graduagdao € isomorfa a (3°).
Todas essas observagoes anteriores nos permitem provar o seguinte resultado.

Lema 5.1.7 Para uma dada Zo-graduag¢iao A de My(K), seja ua a matriz do Lema 5.1.1. Se
ua € tal que u’y = ua, entao A € isomorfa a (2).

Demonstracao: Pela observacao anterior, é suficiente provar que o polinomio caracteristico
f(x) de uy é redutivel. Como u% = ua, temos que uy é raiz de 27 4+ x. Assim f(x) divide
29+ x. Mas 29 + z se fatora completamente em K. Logo f(x) é redutivel. m

Para a classificacao das graduagdes nao temos restri¢coes sobre a finitude do corpo K, ja
para descrever a base das identidades polinomiais graduadas precisamos de hipdteses sobre a
finitude do corpo K. Isto porque as técnicas utilizadas para tratar o caso de matrizes sobre
corpos finitos sao muito diferentes daquelas empregadas para o caso de corpos infinitos. Um
dos motivos desta diferenca é que quando estamos tratando de matrizes sobre corpos infinitos
podemos nos restringir aos polinémios multihomogéneos, (basta lembrar da Observagao 1.4.19)
o que nao vale para corpos finitos; outro motivo é a falta de “bons”modelos para a algebra
relativamente livre quando K é um corpo finito.

5.2 Irredutibilidade subdireta e variedades de algebras

Nesta se¢ao, exibiremos alguns resultados que serao utilizados nas demonstracoes dos te-
oremas das segoes seguintes. Os resultados versam sobre irredutibilidade subdireta e sobre
variedades de algebras graduadas.

Definicao 5.2.1 O produto direto das dlgebras A;, para i em algum conjunto de indices I,
¢ o conjunto ;e A; = {f : I — Ui A;i = f(i) € A; para todo i € 1}.

O produto direto tem uma estrutura de &lgebra, com as seguintes operagoes: (f + ¢)(i) =

f@) +90), (f9)(0) = f(i)g(i) e (AF)(@) = AS(i).

Definicao 5.2.2 Seja m; a projecao de Il;c;A; em A;. Uma dlgebra A é uma soma subdireta
das dlgebras A;, se existe um monomorfismo ¢ : A — Tie A; tal que (m; 0 ¢)(A) = A; para
cada i € I.

Definigcao 5.2.3 Uma dlgebra A € subdiretamente irredutivel se a intersecao de todos os

seus ideais nao nulos nao € zero.

Lema 5.2.4 Se A € uma dlgebra graduada e finita entdo existe um conjunto U de dlgebras
graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis tal que VarA = Varld.
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A demonstracao do lema anterior pode ser consultada em [17, Lema 8§].

Lema 5.2.5 Toda variedade de dlgebras graduadas € gerada por suas dlgebras finitamente
geradas.

A demonstragao do lema anterior pode ser consultada em [22, 2.2].

Definicao 5.2.6 O expoente de uma variedade de dlgebras graduadas B € o maior limitante
inferior do conjunto de todos os inteiros positivos r tais que ra = 0 para todo elemento a
pertencente a qualquer algebra de B.

Definicao 5.2.7 O indice de uma variedade de dlgebras graduadas B € o menor limitante
superior do conjunto de todos os indices de nilpoténcia de suas dlgebras nilpotentes.

Definicao 5.2.8 Uma variedade de dlgebras graduadas é localmente finita se suas dlgebras
finitamente geradas sdao finitas.

Lema 5.2.9 Uma variedade de dlgebras graduadas com indice e expoente finitos € localmente
finita.

Demonstragao: E andloga ao Coroldrio 2.9 de [23]. =

Proposigao 5.2.10 Uma variedade B de dlgebras graduadas com indice e expoente finitos é
gerada por um conjunto de dlgebras graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis.

Demonstracao: De acordo com os dois lemas anteriores, B é gerada por um conjunto de
algebras graduadas finitas. Logo B é gerada por um conjunto de algebras graduadas finitas e
subdiretamente irredutiveis. m

Exibiremos uma base das identidades polinomiais graduadas para as Zs-graduacoes de
M5 (K). Na préoxima segao exibiremos uma base das identidades polinomiais graduadas para a
graduagao que aparece como (2) e na segao seguinte, para a graduacao chamada de (3’).

A partir deste ponto, em alguns momentos, vamos nos referir a graduagao (2) como €2 e
a graduacao (3’) como Q°. O objetivo desta notagao é melhorar a apresentacao de algumas
aplicagoes que vao aparecer daqui para frente.

5.3 Base das identidades graduadas para (2)

O resultado principal desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 5.3.1 Considere a Zs-graduagao 2 da forma Ay = ( Hs I[% ) e A = ( ]I% H§ ),

que aparece como (2) no Teorema 2.1.2 e seja K um corpo finito com q elementos e de carac-
teristica 2. Entao a base das identidades polinomiais graduadas é dada por

{yl + 1, (1 + 20+ (1 + 207 (12 + 22) + (92 + 2)7 )1+ [y + 21, + 2]},

em que o(y;) =0 e a(z;) = 1 para i,j € {1,2}.
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Apenas para referéncias futuras, vamos estabelecer fi(y1) = yi +y1 e

fayi,y2, 21, 22) = (1 + 21+ (y1 + 20)7) ((y2 + 22) + (y2 + Zz)qz)(l + [+ 21,02+ Zz]qfl)-

Denotamos por B a variedade das algebras graduadas que satisfazem as identidades f; e fs.
Os préximos lemas tém por objetivo provar o teorema anterior.

Lema 5.3.2 VarQ) C B.

Demonstracao: Basta ver que f; e fs sao identidades graduadas de 2. No caso de f;, temos
2

que a! = a para todo a € K. J4 para f,, temos por [14] que (71 + z%)(zo + 23 ) (1 + [z1, 25]971)

¢ uma identidade polinomial de M5(K). Trocando x; por y; + 21 € x5 por ys + 23 temos fo. ®

Lema 5.3.3 B C Var(l.

Demonstracao: Seja N = Ny & N; uma algebra nilpotente de B. Logo Ny é uma algebra
nilpotente de B, com indice de nilpoténcia 2. De fato, se o indice de nilpoténcia s fosse maior do
que 2, poderiamos tomar elementos a,...,as_1 € Ny de modo que o produto a; ---as_1 fosse
diferente de zero. Mas, usando f;, terfamos 0 = (ay -+ as_1)?+ay - -as_1 =ay---as_1 # 0 que
seria um absurdo. Logo, para a € Ny, temos a = a? = 0. Entao N; = N e N? = 0.

Como a variedade B tem indice e expoente finitos, sabemos que ela é gerada por um con-
junto de algebras graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis. Desta forma, para provar o
lema basta mostrar que cada uma destas algebras pertence a Var(). No entanto, provaremos
mais que isso: mostraremos que cada algebra graduada finita e subdiretamente irredutivel esta
mergulhada em 2. Assumiremos entao (até o final da prova deste lema) que A é uma algebra
graduada finita e subdiretamente irredutivel de B.

Suponha A nilpotente. Logo Ag = 0, A; = A e dimA = 1. De fato, suponha por ab-
surdo que existam dois elementos a1 e as € A que sejam linearmente independentes. Entao os
subespagos gerados por a; e por as sao ideais com interse¢ao nula. Absurdo (com a irreduti-
bilidade subdireta de A). Assim é possivel definir um monomorfismo graduado ¢ de A para 2
do seguinte modo: se g é um gerador de A, defina ¢(Ag) = Aejs.

Suponha A uma &algebra simples (independente de ser graduada ou nao), isto é, A =
My (GF(p')) com p* > q. Assim k < 2. De fato, se k > 3, tomemos ag,by € Ag € a1,b; € A4
com ag + a; = ez € by + by = ea3. Assim fo(ag, by, a1, by) = e13 # 0, absurdo.

Analisaremos os casos k = 2 e k = 1. Voltamos a olhar A como algebra graduada.

Para k = 2 temos A = My(GF(q)), pois basta tomar ag,by € Ay e a1,b1 € A; com
ap+ a; = Aeyy e by + by = e12 para termos fa(ag, by, a1,b1) = (A+ A?)eps = 0 e portanto A = 9.
Como uy € Ay (Observacao 5.1.2), e y! = y;, temos, pelo Lema 5.1.7 que A é isomorfa a €.

J& para k = 1, ou seja, A = GF(p"), temos para 0 # a € A; que a? = a. Assim para
a € Ag e ay € Ay temos (ag + a1)” = al +al = ap + a; e portanto A¥ = A para todo
A€ A. Logo ¢*> > p' e entdo A = GF(q) ou A = GF(¢?). Se A = GF(q), entdo existe um
homomorfismo graduado injetor de A em §2, como, por exemplo, ¢ : A — €2 dado por

¢(A>=(3 8)

Se A = GF(q%), entao a unica graduagao possivel é Ay = GF(q) e A; = GF(q) e pelo
lema 5 de [27] (que vale também em caracteristica 2), existe u € A; tal que A; = Agu e
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0+#a=u®>€ GF(q). Logo A= GF(q)1 + GF(q)u, em que 1 é a identidade multiplicativa de
A. Assim ¢ : A — Q) dada por

P(Al + Bu) = (2 6;)

¢ um homomorfismo graduado e injetor.

Suponha que A = B @& N como uma soma direta de espagos vetoriais onde B é uma
subalgebra nao-graduada semissimples de A e N é o radical de Jacobson de A. O radical de
Jacobson ¢ graduado e, como N é nilpotente, N2 = 0. Se x € Ay N N, entdao f; implica
que z = 2?7 = 0 assim N C A;. Logo Ay = AiNB®&N. Sex € AiNBewu € N, entao
uzr,ru € Ag N N, ou seja, uxr = xu = 0. Portanto x = 0, pois o ideal de A gerado por x tem
intersecao nula com N. Logo A; = N. Como A/N = B e A/N = Ay, temos que Ay = B.
Assim Ap é uma subdlgebra nao-graduada semissimples de A.

Seja Ag = B1 @ -+ ® By a decomposigao (nao-graduada) de Ay em algebras simples. A
identidade f; implica que B; = GF(q) para todo i. Seja e; a identidade da subalgebra B;.
Como A ¢ subdiretamente irredutivel entao AN # 0 ou NA # 0. Suponha que AN # 0.
Como a intersecao dos ideais e;IN é zero, apenas um deles é nao nulo, digamos e;N. Como
N se decompoem numa soma direta de ideais N = e; N @ (14 e;)N, temos (1 4+¢e;)N =0e
N = e; N. Similarmente os ideais Ne; tém intersecao nula, portanto no maximo um deles pode
ser diferente de 0. Ha trés casos possiveis.

Caso 1: NA=0. Entdo Ay = B; = GF(q) e N é um espago vetorial unidimensional sobre
GF(q). A aplicagao ¢ : A — My(G'F(q)) definida como

st = (5 o).

em que \, 5 € GF(q) e 0 # u € N esta fixado, ¢ um homomorfismo graduado e injetor.

Caso 2: Ney # 0, N = e;Ney. Novamente Ag = By = GF(q) e N é um (GF(q),GF(q))-
bimédulo. Como A é subdiretamente irredutivel, N nao pode ter sub-bimoédulos nao-nulos
com intersegao nula. Portanto, por [15, pagina 315], existe um automorfismo o de GF(q) tal
que zA = o(\)z para todo z € N e todo A € GF(q). Assim cada subespago de N é um
sub-bimédulo e portanto N é um espago vetorial unidimensional sobre GF(q). A aplicacao

¢: A—> My(GF(q)) definida como

O\ + fu) = (3 i )

em que \, 5 € GF(q) e 0 # u € N, é um homomorfismo graduado e injetor.

Caso 3: Ney # 0, N = e;Neg. Neste caso Ag = B1® By = GF(q)®GF(q), NBy = BoN =0
e N éum (GF(q), GF(q))-bimédulo. Repetindo o raciocinio do caso 2, existe um automorfismo
o de GF(q) tal que A = o(\)z, para todo x € N e para todo A € GF(q), e N é um espagco
vetorial unidimensional sobre GF'(q). A aplicacdo ¢ : A — My(GF(q)) definida como

o+ 570 = (5 oty )

em que A,y € By, B € By e0# u € N esta fixado, ¢ um homomorfismo graduado e injetor. m
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5.4 Base das identidades graduadas para (3’)

O resultado principal desta secao é o seguinte teorema.

Teorema 5.4.1 Considere a Zo-graduacio 2° onde Ay = {( b(qu— 0) Y jj_ v ) tUu, v € K}

e A = {( bu;—v buqfl—v ) DU, EK}, em que b € K—{\+\?: X € K}, que aparece como
(8°) no teorema anterior e seja K um corpo finito com q elementos e de caracteristica 2. Entdo

a base das identidades polinomiais graduadas é dada por

2 _ —
{v! +u, qu Yt (y1+ 21+ (v +21)) (Y2 + 22) + (g2 + 2’2)q2)(1 + Y1 + 21,92 + 2]}

em que a(y;) =0 e a(z;) = 1 parai,j € {1,2}.

Para referéncias futuras, estabeleceremos g1 (y;) = yf +y1, g2(21) = zfq_ljtzl e g3(y1, Y2, 21, 22) =
(y1 + 21 + (y1 + 21)9) ((y2 + 22) + (y2 + Zg)qQ)(l + [y1 + 21, y2 + 2277 1). Também denotamos por
B a variedade das algebras graduadas que satisfazem as identidades g1, gs € gs.

Os proximos lemas tém por objetivo provar o teorema anterior.

Lema 5.4.2 VarQ)® C B.

Demonstracao: Basta ver que g1, ¢g» € g3 sdo identidades graduadas de Q°.
U u—+v

blu+v) w

f(x) =2* + (u+v)x +uv + b(u + v)?. Sabemos que existem 7 e r? € GF(q?) raizes de f(z) e

uma matriz invertivel P € My(GF(q¢?)) tal que Py, P = ( r 0 ) = R. Assimy; = PRP™L.

No caso de g1, temos para y; = ) que seu polinomio caracteristico é

0 r?
Mas (P~ 'y, P)” = R ¢ R” = R. Assim P~'(31)” P = R ou ()¢ = PRP™! = y,.
bu+y wu s [ (bu+v)*+uv 0
Y bu+y>ezl_( 0 (bu + v)? + uv -+ Como
be K—{A+X2:\eK} temos (bu +v)? +uv # 0. Logo (22)7' = 1 e portanto 29" = 2.
J& para g3, temos por [14] que (x; +x§’)(m2+x;’2)(1+ (21, 22]97!) é uma identidade polinomial
de Ms(K). Trocando x; por y; + 21 € g por ys + 2 temos g;. W

Para gy temos z; = (

Lema 5.4.3 B C VarQ®b.

Demonstracao: Seja N = Ny & N; uma algebra nilpotente de B. Logo Ny é uma algebra
nilpotente de B, com indice de nilpoténcia 2. De fato, se o indice de nilpoténcia s fosse maior
do que 2 poderiamos tomar elementos ai,...,as_1 € Ny de modo que o produto aj---as_1
fosse diferente de zero. Usando ¢y, teriamos 0 = (ay - - -as_l)q2 +ay-ras_1 =ay--asq # 0,
um absurdo. Logo se a € Ny, temos a = a’’ =0e Ny = 0. Além disso, como N1N; € Ny =0
temos N? = 0. Se a € Ny, entdo, por gs, a = a*"! = 0. Entao Ny =0e N = 0.

Como a variedade B tem indice e expoente finitos, sabemos que ela é gerada por um con-
junto de algebras graduadas finitas e subdiretamente irredutiveis. Desta forma, para provar o
lema basta mostrar que cada uma destas algebras pertence a Var{)®. No entanto, provaremos
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mais que isso: mostraremos que cada algebra graduada finita e subdiretamente irredutivel esta
mergulhada em Q. Assumiremos entao (até o final da prova deste lema) que A é uma algebra
graduada finita e subdiretamente irredutivel de B.

Suponha que A = B @& N como uma soma direta de espagos vetoriais onde B é uma
subdlgebra nao-graduada semissimples de A e N é o radical de Jacobson de A. O radical de
Jacobson é graduado e, como N é nilpotente, N = 0. Assim, considerando Ag = B1®---® B, a
decomposicao (nao-graduada) de Ay em édlgebras simples, vemos que, como A é subdiretamente
irredutivel, s = 1, ou seja, A é uma algebra simples.

Suponha A uma &lgebra simples (independente de ser graduada ou nao), isto é, A =
M, (GF(p')) com p' > ¢q. Assim k < 2. De fato, se k > 3, tomemos ag, by € Ag € ar,b; € Ay
com ag + a; = €13 € by + by = ea3. Assim g3(ao, bo, a1, by) = ez # 0, absurdo.

Vamos analisar os casos k = 2 e k = 1. Voltamos a olhar A como algebra graduada.

Para k = 2 temos A = My(GF(q)), pois basta tomar ag,by € Ay e a1,b1 € A; com
ap + a; = ey e by + by = eg9 para termos gs(ag, by, a1,b1) = (A + A?)ejp = 0 e portanto A = A4.
Para esta Z,-graduacao A de M>(K), seja u4 a matriz do Lema 5.1.1 e seja f o seu polinémio
caracteristico. Afirmacao: f é irredutivel. De fato, suponha, por absurdo, que f é redutivel.
Assim (pela Observagao 5.1.6) A é isomorfa a (2). Mas (2) nao satisfaz go. Absurdo. Portanto,
pela Observagao 5.1.6, A é isomorfa a (3’).

J& para k = 1, ou seja, A = GF(p'), temos para 0 # a € A; que a?” = q. Assim para
ap € Ag e ay € Ay temos (ag + a1)? = a82 + a(fz = ag + a; e portanto A¥ = )\ para todo
A € A. Logo ¢*> > p' e entao A = GF(q) ou A = GF(¢?). Se A = GF(q), entao existe um
homomorfismo graduado injetor de A em Q°, como, por exemplo, ¢ : A — Q° dado por

B A A+A) (A0
¢()‘>_<b()\+>\) A )‘(o A>'
Se A = GF(¢%), entdo a tnica graduagio possivel é Ay = GF(q) e A = GF(q) e pelo

lema 5 de [27] (que vale também em caracteristica 2), existe u € A; tal que A; = Agu e
0+#a=u?>€GF(q). Logo A= GF(q)a+ GF(q)u. Assim ¢ : A — QP dada por

_ B B+ B by + by y (B v
¢(5a”“)‘<b</3+6> 5 )*( by IWHW)_((W B)

¢ um homomorfismo graduado e injetor. m
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Resumo

Esta primeira consideracao tem o objetivo de resumir os resultados principais desta tese.

Considere as duas tabelas abaixo. Na primeira coluna da cada uma delas constam as Zo-
graduagoes de M;(K). Na primeira linha, temos condigoes sobre o corpo K. No encontro da
linha com a coluna temos a base das identidades polinomiais graduadas, para esta graduacao
e nesta condicao sobre K. Os pontos de interrogacao significam que, até antes desta tese, as
respectivas bases eram desconhecidas. Consideramos na primeira tabela caracteristica de K
diferente de 2 e na segunda tabela, caracteristica de K igual a 2.

Bases das identidades graduadas de M;(K) com caracteristica de K diferente de 2

Graduagoes de M (K) K Infinito K Finito
(2) com Ay = H§ ]I% Y1Y2 — Y21 yi —
e Ay = ( ]I% ]I§ ) 212023 — 2322 | [ (Y1, Y2, 21, 22)
( com Ay = ( “ Z ) ? y?Q —yl,qu ! -2
e Ay = ( b — ) ? f(1, 92, 21, 22)

em que f(y1,ya, 21, 22) = (g1 + 21 — (y1 + 20)7) (Y2 + 22) — (Y2 + 22)T7) (L — [y1 + 21, Y2 + 20)771).

Bases das identidades graduadas de My(K) com caracteristica de K igual a 2

Graduagoes de M;(K) K Infinito K Finito
K 0
(2) com Ay = ( 0 K ) Y1y2 + Yoy 7
0 K
e A = ( K 0 ) 212923 + 232921 ?
U U+ v
) — ? ?
(37) com Ag (b(u+v) y ) . .
oA, — < bu+v u ) ? ?
v bu + v

Os resultados principais desta tese responderam a todos os pontos de interrogagao. Vejamos
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como ficou o novo cenario. Novamente, consideramos na primeira tabela caracteristica de K
diferente de 2 e na segunda tabela, caracteristica de K igual a 2.

Bases das identidades graduadas de M;(K) com caracteristica de K diferente de 2

Graduagoes de Ms(K) K Infinito K Finito
K 0
(2) com Ay = 0 K Y1Y2 — Y21 yi —
0 K
e Ay = ( K 0 R1%2223 — 232221 f(yl, Yo, 21, 22)
u q2 2q 1
(3) com Ag = ( bu ) NY2 — Y21 Y1 — Y, % -2

v
U
e Ay = ( b —u ) R1%2%3 — R3%2%1 (1,92, 21, 22)

Teorema 2.3.1

em que f(y1,y2, 21,22) = (y1 + 21 — (y1 +21)?) ((y2 + 22) — (y2 + 22)q2)(1 — Y1+ 21, 2 + 2] 7).

Bases das identidades graduadas de My(K) com caracteristica de K igual a 2

Graduagoes de M, (K) K Infinito K Finito
K 0
(2) com Ay = < 0 K ) Y1Y2 + Yo yitu
0 K
e A = ( K 0 ) 212923 + 232221 g(y1792a217z2)

Teorema 5.3.1

, U U+ v 2 _
(3)coon=(b(u+v) U) iy v |yl oyt

bu + v u
e Al — ( ” b+ v ) 212923 + 232921 9(91792721722)

Teorema 3.2.1 Teorema 5.4.1

com g(yn, Yz, 21, 22) = (y1 + 21 + (41 + 207 (Y2 + 22) + (2 + 22)7 )1+ [y1 + 21,52 + 2]771).
Além destes resultados, falamos sobre envelope de Grassmann da graduagao (3) (ver Teo-
rema 2.4.6) e sobre algumas graduagoes de M3(K) (nos Teoremas 4.2.12 e 4.3.2).

Préximos passos

A segunda consideracao final é sobre quais sao os préximos passos. Temos varias opgoes.

Uma primeira op¢ao seria olhar para as graduagdes que aparecem como (4) e (5) na notagao
do Teorema 2.1.2 para procurar bases das identidades polinomiais que faltem em diferentes
condigoes sobre o corpo K. Isso mesmo ciente das possiveis dificuldades frente ao fato delas nao
serem Zo-graduagoes de My(K). Assim podemos ter problemas em caracteristica 2 e também
em caracteristica 3. E também sentir a falta de teoremas estruturais sobre estas graduagoes.

Uma segunda opgao seria olhar para as outras graduagoes de M3(K) do Teorema 4.1.1
também para procurar bases das identidades polinomiais que faltem em diferentes condigoes
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sobre o corpo K. Neste caso, também teremos possiveis problemas em caracteristica 3 e com
teoremas estruturais.

Uma terceira opcao seria procurar bases do T-espaco dos polinomios centrais graduados
para as graduagoes de My(K) e M3(K) dos Teoremas 2.1.2 e 4.1.1 que ainda nao tenham a
sua base determinada. Neste ponto, precisariamos definir polindmio central (e a sua versao
graduada), entender a estrutura de T-espago (que nao é um ideal) dos polinomios centrais e
todas as dificuldades decorrentes dela ... mas isso ja é outro assunto.
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