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Resumo

Uma das suposi¢oes dominantes nos modelos de resposta ao item (MRI) é a suposi¢ao de norma-
lidade simétrica para modelar o comportamento dos tragos latentes. No entanto, tal suposicao
tem sido questionada em vérios trabalhos como, por exemplo, nos trabalhos de Micceri (1989) e
Bazan et.al (2006). Recentemente Azevedo et.al (2011) propuseram um MRI com distribuigao
normal assimétrica centralizada para os tracos latentes, considerando a estrutura de um tnico
grupo de individuos. No presente trabalho fazemos uma extensao desse modelo para o caso de
grupos miultiplos. Desenvolvemos dois algoritmos MCMC para estimacao dos parametros uti-
lizando a estrutura de dados aumentados para representar a fungiao de resposta ao item (FRI),
veja Albert (1992). O primeiro é um amostrador de Gibbs com passos de Metropolis-Hastings.
No segundo utilizamos representacoes estocasticas (gerando uma estrutura hierarquica) das
densidades a priori dos tracgos latentes e parametros populacionais conseguindo, assim, formas
conhecidas para todas as distribuicoes condicionais completas, o que nos possibilitou desenvol-
ver o amostrador de Gibbs completo. Comparamos esses algoritmos utilizando como critério
o tamanho efetivo de amostra, veja Sahu (2002). O amostrador de Gibbs completo obteve
o melhor desempenho. Também avaliamos o impacto do ntumero de respondentes por grupo,
numero de itens por grupo, ntmero de itens comuns, assimetria da distribuicao do grupo de
referéncia e priori, na recuperacao dos parametros. Os resultados indicaram que nosso modelo
recuperou bem todos os parametros, principalmente, quando utilizamos a priori de Jeffreys.
Além disso, o nimero de itens por grupo e o nimero de examinados por grupo, mostraram ter
um alto impacto na recuperacao dos tracos latentes e parametros dos itens, respectivamente.
Analisamos um conjunto de dados reais que apresenta indicios de assimetria na distribuicao
dos tracos latentes de alguns grupos. Os resultados obtidos com o nosso modelo confirmam
a presenca de assimetria na maioria dos grupos. Estudamos algumas medidas de diagnostico
baseadas na distribuicao preditiva de medidas de discrepancia adequadas. Por tltimo, compa-
ramos os modelos simétrico e assimétrico utilizando os critérios sugeridos por Spiegelhalter et
al. (2002). O modelo assimétrico se ajustou melhor aos dados segundo todos os critérios.

Palavras-chave: Teoria da resposta ao item, distribuicao normal assimétrica, parametrizacao

Xv



xvi
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Abstract

An usual assumption for parameter estimation in the Item Response Models (IRM) is to assume
that the latent traits are random variables which follow a normal distribution. However, many
works suggest that this assumption does not apply in many cases. For example, the works
of Micceri (1989) and Bazan (2006). Recently Azevedo et.al (2011) proposed an IRM with
skew-normal distribution under the centred parametrization for the latent traits, considering
one single group of examinees. In the present work, we developed an extension of this model
to account for multiple groups. We developed two MCMC algorithms to parameter estimation
using the augmented data structure to represent the Item response function (IRF), see Albert
(1992). The First is a Metropolis-Hastings within Gibbs sampling. In the second, we use sto-
chastic representations (creating a hierarchical structure) in the prior distribution of the latent
traits and population parameters. Therefore, we obtained known full conditional distributions,
which enabled us to develop the full Gibbs sampler. We compared these algorithms using the
effective sample size criteria, see Sahu (2002). The full Gibbs sampling presented the best
performance. We also evaluated the impact of the number of examinees per group, number of
items per group, number of common items, priors and asymmetry of the reference group, on
the parameter recovery. The results indicated that our approach recovers properly all parame-
ters, mainly, when we consider the Jeffreys prior. Furthermore, the number of items per group
and the number of examinees per group, showed to have a high impact on the recovery of the
true of latent traits and item parameters, respectively. We analyze a real data set in which we
found an evidence of asymmetry in the distribution of latent traits of some groups. The results
obtained with our model confirmed the presence of asymmetry in most groups. We studied
some diagnostic measures based on predictive distribution of appropriate discrepancy measu-
res. Finally, we compared the symmetric and asymmetric models using the criteria suggested
by Spiegelhalter et al. (2002). The asymmetrical model fits better according to all criteria.

Keywords:. Item response theory, skew-normal distribution, centred parametrization, MCMC

methods, augmented data, Jeffreys prior.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

O estudo de variaveis latentes é de grande importancia em muitas areas do conhecimento. Tais
varidveis possuem como peculiaridade o fato de nao poderem ser medidas de forma direta.
Exemplos de variaveis latentes sdo: o conhecimento em Matematica, veja Bazan et.al (2004);
nivel de maturidade de uma organizagao, veja Alexandre et.al (2002) e o grau de satisfagao
de clientes, veja Bayley (2001). As inferéncias a respeito dessas variaveis sao feitas com base
nas respostas de individuos a instrumentos de medida adequados. Por exemplo, uma prova de
matematica, um questionario sobre praticas de gestao de uma organizacao e uma pesquisa de
opiniao a respeito das caracteristicas de um produto. Desta forma faz-se necessario considerar
modelos que representem de modo satisfatério o relacionamento entre as variaveis observaveis
(respostas aos testes) e as varaveis nao observaveis.

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) é um conjunto de modelos os quais, em geral, sdo
denominados de modelos de resposta ao item (MRI). De uma forma geral, esses modelos repre-
sentam o relacionamento entre caracteristicas nao observaveis de individuos (ou alguma outra
unidade amostral de interesse), também chamadas de tragos latentes, algumas caracteristicas
dos instrumentos de medida (teste, questionarios etc) e as respostas dadas a esses testes. Mais
especificamente, os MRI’s modelam a probabilidade de um individuo obter um certo escore
(pontuagao) em um determinado item, condicionada aos tracos latentes e as caracteristicas
desse item. Discussoes a respeito da TRI e de seus diversos aspectos podem ser encontradas
em Hambleton e Swaminathan (1985), Hambleton et al. (1991), Lord (1980), Lord e Novick
(1968) e Andrade et al. (2000), por exemplo. Aplicagdes em varios campos do conhecimento
podem ser encontradas em Azevedo (2008), Tavares et al. (2004), Douglas (1999), Tavares e
Andrade (2006) e Glass et al. (2009), dentre outros.
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1.2 Motivacao e revisao da literatura

Devido a ampla aplicacao da TRI em diversos campos de pesquisa e também com o surgimento
de planejamentos, principalmente na area educacional, mais complexos, verificou-se a necessi-
dade de desenvolvimento de modelos de resposta ao item que pudessem levar em consideracao
as diversas caracteristicas desses estudos. Dessa forma, é de grande relevancia o estudo de
MRI’s mais flexiveis, de métodos de estimacao mais adequados e de medidas de diagnostico
que permitam avaliar a qualidade do ajuste desses modelos.

Particularmente, uma das suposi¢oes dominantes na utilizacao da TRI na anéalise de dados,
tem sido a atribuicao da distribuicao normal para modelar o comportamento dos tragos laten-
tes. Entretanto, tal suposi¢cao tem sido contestada em diversos trabalhos. Por exemplo, Micceri
(1989) mostra varios conjuntos de dados psicométricos onde a suposi¢ao de normalidade da dis-
tribuicao dos tracgos latentes nao é verificada e é usada apenas por conveniéncia. Os trabalhos
de Azevedo et al. (2009a,b) também apresentam conjuntos de dados onde o pressuposto de
normalidade e até mesmo de simetria sao questionaveis. Tais pressupostos sao também questi-
onados por Samejima (1997). Outros exemplos podem ser encontrados em Bazan et al. (2006).

Por outro lado, muitos trabalhos na literatura apresentam evidéncias de que a falta de nor-
malidade da distribuicao dos tracos latentes pode conduzir a estimativas viesadas. Um dos
primeiros é devido & Seong (1990), onde é mostrado, para modelos dicotémicos, que a ma
especificacao da distribuicao das habilidades pode ter um impacto significativo tanto nas esti-
mativas dos parametros dos itens quanto na dos tracos latentes. Nesse trabalho foi utilizado
o método de maxima verossimilhanga marginal (MVM), veja Bock and Aitkin (1981), para
estimar os parametros dos itens. Kirisci et al. (2001) também obtiveram conclusées similares
para o mesmo tipo de modelo, nao somente no que diz respeito a falta de normalidade da distri-
buicao dos tracos latentes, mas também a respeito da falta de unidimensionalidade destes. Eles
mostraram fortes evidéncias de que a falta de normalidade da distribuicao dos tracos latentes
pode conduzir a estimativas dos parametros dos itens viesadas.

Resultados obtidos por De Ayala and Sava-Bolesta (1999), DeMars (2003) e Wollack et al.
(2002) para o modelo de resposta nominal indicaram que a distribui¢ao dos tracos latentes é
responsavel por um razoavel percentual (em torno de 40%) da variabilidade e da acurécia das
estimativas dos parametros dos itens. Além disso, como descrito em Azevedo and Andrade
(2010), quando a forma da distribuigao dos tragos latentes (distribuigdo normal, por exemplo)
é apropriada mas os hiperparametros nao estao devidamente especificados, resultados viesados
podem ocorrer.

A escolha de distribuicoes a priori adequadas para os parametros dos items pode vir a ameni-

zar o viés induzido pela falta de algum dos supracitados pressupostos. No entanto, os impactos
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da nao-normalidade da distribuicao dos tracgos latentes é ainda significante; veja Swaminathan
et al. (2003), Harwell e Janosky (1991) e Gilfford e Swaminathan (1990), por exemplo.

Muitos trabalhos tém proposto distribuicoes alternativas para os tragos latentes. Por exem-
plo, Mislevy (1986) considera uma estimagao de méaxima verossimilhanga nao-paramétrica da
distribuicao dos tracos latentes baseada em métodos de integracao por quadratura gaussiana;
veja Baker e Kim (2004). Tais métodos foram desenvolvidos sob MVM e estimacio bayesiana
marginal, para estimagao dos parametros dos items. Por outro lado, Mislevy (1984) considera
uma mistura finita de distribui¢oes normais. Ha também trabalhos que consideram estimacao
nao paramétrica baseadas em: Histogramas empiricos, veja Mislevy (1984) e Woods (2007),
curva Davidian, ver Woods (2009), e também curva de Ramsay, ver Woods (2006, 2008).

Recentemente, Bazéan et al. (2006) propuseram um MRI com distribui¢ao normal assimé-
trica para os tragos latentes baseada na parametrizagao direta (PD); veja Pewsey (2000). Eles
nao consideram a estimacgao do parametro de assimetria juntamente com o ajuste do modelo, e
nem discutiram aspectos relativos & identificabilidade deste. Dessa forma, a apropriada modela-
gem da distribuicao dos tracos latentes é de extrema importancia para a obtencao de resultados
confidveis.

Por outro lado, é bastante comum, principalmente em dados educacionais, a presenca de
individuos pertencentes a diferentes grupos (populacoes). Estes grupos podem ser caracteri-
zados por diferentes graus de escolaridade, regido, sexo, tipo de escola, etc. Neste caso, levar
em consideragao as possiveis diferencas existentes entre os grupos é mais apropriado para a ob-
tencao de resultados confidveis. Nesse tipo de estudo, o primeiro passo para que os resultados
relativos aos varios grupos possam ser comparaveis ¢ a exigéncia de itens comuns nos testes
aplicados a estes grupos, criando uma estrutura de ligacao entre os mesmos. Um procedimento
usual neste tipo de situacao, é fazer a estimacao em cada um dos grupos e apoés isso utilizar
uma técnica de equalizagao, veja Kolen e Brennan (1995), por exemplo.

Uma Abordagem alternativa ¢ o Modelo para grupos miltiplos introduzido por Bock e Zi-
mowski (1997). Este modelo supoe que as diferencas entre os grupos podem ser traduzidas
por diferentes distribuicoes de probabilidade. Tais distribuicoes estao associadas ao processo
de amostragem dos individuos, mas também, podem ser vistas como distribui¢oes a priori para
os tracos latentes (no contexto bayesiano).

Usualmente, sao utilizadas distribui¢oes normais simétricas (com diferentes parametros). A
grande vantagem dessa abordagem reside no fato de que a equalizagao é feita automaticamente
no proprio processo de estimacao. Desta forma, as estimativas dos parametros nao estarao mais
sujeitas a diferencas devidas ao método de equalizacao escolhido. Além disso, essa metodolo-

gia requer um menor nimero de itens comuns, em compara¢ao com outros métodos Andrade
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(1999).

Modelos mais elaborados necessitam de métodos de estimacao que levem em consideracao
as complexidades inerentes. Dessa forma, o processo de estimacao se constitui em uma das
etapas mais mais importantes da utilizacao da TRI (Baker and Kim (2004) e Azevedo (2003)).
Métodos de estimagao adequados tornam possivel a obtencao de resultados confidveis. Uma
metodologia que tem mostrado potencial utilidade na estimagao de modelos da TRI sao os en-
tdo chamados algoritmos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) Gilks et al. (1996).
Tais algoritmos permitem considerar facilmente diferentes distribuicoes para os tragos laten-
tes, diversas estruturas de covariancia, modelos de regressao para os parametros populacionais
(curvas de crescimento), auséncia de respostas pelo planejamento, auséncia de repostas devido
a mecanismos de nao-resposta informativos dentre outras. Portanto, a implementacao compu-
tacional destes métodos, permite a aplicacao da TRI em diversas situacoes de interesse.

Vérios trabalhos tém desenvolvido algoritmos MCMC para estimacao de MRI’s. O primeiro
deles & devido a Albert (1992), que desenvolve um amostrador de Gibbs, veja Gelfand and Smith
(1999), sob a metodologia de dados aumentados Tanner and Wong (1987), para o modelo pro-
bito de 2 parametros considerando um tnico grupo de respondentes. Mais tarde Patz and
Junker (1999) desenvolveram um amostrador de Gibbs com passos de Metropolis-Hastings para
os modelos logisticos de 1, 2 e 3 parametros e para o modelo de crédito parcial generalizado.
Outros exemplos podem ser vistos em Ghosh et al. (2000) e Wollack et al. (2002). Este dltimo
propoem um amostrador de Gibbs com rejeicao adaptativa para o ajuste do modelo de resposta
nominal sob normalidade dos tracos latentes, utilizando o pacote WinBugs, veja Lunn et al.
(2000). Um amostrador de Gibbs com a estrutura de dados aumentados para o modelo probito
de 3 parametros foi desenvolvido por Béguin and Glas (2001) que também o estendeu para o
caso multidimensional. Fox and Glas (2001) também usam o método de Gibbs para estimagao
do modelo probito de 2 parametros com estrutura multinivel. Outros trabalhos que utilizam
MCMC na TRI sao os de Bazan (2006), Siharay (2006), Azevedo (2008), Azevedo and Andrade
(2010), Azevedo et al. (2011).

Um outro aspecto relevante diz respeito a avaliacao da qualidade do ajuste dos modelos.
Nos ultimos anos, tém-se explorado algumas técnicas, nessa diregao, aplicidveis em MRI’s mais
simples. Um importante trabalho nessa linha, e o de Sinharay (1996), que utiliza ferramentas
baseadas na distribuicao preditiva, veja Gelman et al. (2004), dos escores e de algumas medidas
de discrepancia para avaliar o ajuste dos modelos logisticos de 2 e 3 parametros. Entretanto,
para modelos com estruturas mais complexas, existem poucas ferramentas disponiveis. Particu-
larmente, com relacao aos modelos de grupos multiplos e assimétricos existem diversas lacunas

a serem preenchidas. Azevedo et al. (2011) e Azevedo et al. (2012), adaptaram a metodologia
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considerada por Siharay (1996), para o caso assimétrico e de grupos miltiplos, respectivamente.
No entanto, muito ainda precisa ser explorado, principalmente no que diz respeito a verificacao
do afastamento de suposicoes especificas, tais como, auséncia de normalidade para os tragos
latentes e existéncia de unidimensionalidade. Além disso, métodos de diagnostico adequados
podem ser tteis para avaliar a qualidade do instrumento de medida (prova, questionario, etc).
Por isso, no contexto da TRI, é fundamental a verificacao da qualidade do ajuste nao s6 do

modelo como um todo, como também da avaliacao por grupos ou por item, por exemplo.

1.3 Objetivos e organizacao da dissertacao

1.3.1 Objetivos

O principal objetivo do presente trabalho é propor um modelo de grupos multiplos com dis-
tribuicoes normais assimétricas centralizadas para os tracos latentes no contexto da Teoria de
Resposta ao Item, possibilitando, nao so, contemplar possiveis diferencas entre os grupos en-
volvidos na andlise, mas também permitir uma maior flexibilidade para o comportamento dos
tracos latentes. Tal modelo constituir-se-a4 em uma generalizacao dos trabalhos de: Azevedo et
al. (2011), Albert (1992), Bock and Zimowski (1997) e Bazan (2005), deste ultimo, com relagao
ao modelo PNA.

Para tal, seguindo Azevedo et al. (2011), utilizaremos o modelo probito unidimensional de

2 parametros. Além disso intencionamos, especificamente:

e Propor um modelo probito unidimensional de 2 parametros para grupos miltiplos com
distribui¢des normais assimétricas centralizadas (Pewsey (2000)) para modelar os tragos

latentes dos diferentes grupos;
e Estudar aspectos de identificabilidade do modelo proposto;

e Propor algoritmos MCMC para estimacao do modelo proposto baseados, tanto na den-
sidade original da normal assimétrica, quanto em sua representacao estocéastica proposta
por Henze (1986);

e Estudar os mecanismos de valida¢do de modelos considerados por Azevedo et al. (2012);

e Implementar a metodologia desenvolvida na linguagem de programacao Ox’ "

http://www.doornik.com /products.html;
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e Realizar um estudo de simulacdo para avaliar a acuracia do modelo e do método de
estimacao proposto, e também, avaliar a influéncia de fatores especificos na precisao das

estimativas;

e Analisar o conjunto de dados considerado em Azevedo et al. (2012).

1.3.2 Organizacao da dissertacao

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos a mo-
tivagao do nosso estudo com uma revisao da literatura e indicamos os nossos objetivos. No
Capitulo 2, é feita uma revisao da distribuicao normal assimétrica centralizada discutindo al-
guns aspectos relacionados a estimacao sob os pontos de vista frequentista e bayesiano. Ja
no Capitulo 3 apresentamos o modelo proposto e também os algoritmos MCMC desenvolvidos
para a estimacao do mesmo. O Capitulo 4 possui a seguinte divisao: na secao 4.2 avaliamos
a convergéncia dos algoritmos propostos e os comparamos em termos do tamanho efetivo de
amostra (Sahu, 2002). Na se¢do 4.3 mostramos os resultados de um estudo de replicacao reali-
zado utilizando o algoritmo que apresentou melhor performance no estudo feito na secao 4.2. E
finalmente na secao 4.4 apresentamos algumas conclusoes e comentarios adicionais. No Capi-
tulo 5 analisamos um conjunto de dados referente a evolugao do conhecimento matematico de
criancas do ensino fundamental de escolas publicas da cidade de Londrina - PR. Por tltimo, no

Capitulo 6, tecemos mais alguns comentérios e apresentamos sugestoes para futuros trabalhos



Capitulo 2

Distribuicao Normal Assimétrica sob a

Parametrizacao Centrada

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos uma revisao da distribuicao normal assimétrica sob a parame-
trizacao centrada. Mostraremos sua relacao com a distribuicao normal assimétrica usual, bem
como algumas de suas propriedades. Questoes inferénciais também serao abordadas sob ambas

metodologias, classica e bayesiana.

2.2 A parametrizacao centrada

A distribui¢ao normal assimétrica (NA) pertence a uma subclasse de distribui¢oes formada
a partir da classe das distribuigoes elipticas, veja Branco e Valle (2004), para mais detalhes.
Esta tem sido utilizada na modelagem de dados assimétricos em varias areas, incluindo a edu-
cacional, de acordo com Bazan et.al (2004) e Azevedo et.al (2009a).

Visando facilitar aspectos inferénciais, algumas representacoes estocésticas foram propostas
na literatura. Duas representacoes bem conhecidas sao as de Henze (1986) e Sahu et.al (2003).
Azevedo et.al (2009b) mostram que essas densidades sao exatamente as mesmas sob a parame-
trizacao centrada. Dessa forma, nossos desenvolvimentos se aplicam em qualquer uma dessas
representagoes. Seguiremos utilizando a de Henze.

Uma variavel aleatoria Y tem distribuicao normal assimétrica com parametro de localizacao
a € R, parametro de escala 1 € RT e pardmetro de assimetria A € R (notacao: NA(«, 1, \))
se sua f.d.p é dada por
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. oo (V20 g (L1
oo (5N (5

onde ¢ e ® denotam a funcao de densidade e funcao de distribuicao da distribuicao normal

padrao, respectivamente. A esperanca e variancia de Y sao dadas por

E(Y) = a+ ¢or e Var(Y) = ¢*(1 — r26?),

em que,

- _ A .
Ja o = Tz due assume valores no intervalo (—1, 1), pode ser usado como uma parame-
trizacao alternativa com interpretacao similar a de \.

Azzalini (1985) introduziu a parametrizacio centrada definida a partir da seguinte identi-
dade

Y.=a+0Z=p+ o0, (2.2)

em que Z ~ NA(0,1,\), Zg =0, (Z — ) e
. =E(Z) =1, o2 =Var(Z) =1- 2.

Os parametros p e o sao definidos implicitamente de modo que (2.2) seja satisfeita. A
parametrizacao centrada (PC) é formada entdao por (u,o0,7v) cujas expressoes explicitas sdo

dadas por

2 :E(}/;> = 04+¢MZ7

o=+ Var(Y,) = ¢y/1—p2,
_E(-EX)] F - 1] 11— 22 (23)

T z

Neste caso, p e o representam, literalmente, o valor esperado e o desvio padrao da variavel
aleatoria Y,.. O parametro v denota o coeficiente de assimetria de Pearson, este assume valores
no intervalo (-0,99527; 0,99527). Para a normal assimétrica sob a parametrizacao centralizada

usaremos a seguinte nota¢ao: Y, ~ NA.(u,0,7). A partir da defini¢do dada pela equacao (2.2),
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podemos chegar a densidade de Y.. Pelo método do jacobiano temos

fr.ly) = 2 Uagé [\/f (y—u+\%_guz>] P (A [\{‘0_2 <y—u+ %M)D
= 2w (w iy —9) P [AMw Ty —9)], (2.4)

que possui a forma de uma normal assimétrica de parametros &, w e A em que,

o Tm o
E=pu— e w=—.
O-Z O-Z

Em termo dos parametros centrados p, o e v temos

¢ = p—oy's,

w = oy 1+723s2 (2.5)

A3
A= em que
V12 + s2923(r2 — 1)
2 3
= (—)"/~. 2.6
s = () (26)

Na Figura 2.1 vemos a densidade dada em (2.4) com p = 10, 0 = 5 e diferentes valores do
coeficiente de assimetria v juntamente com o correspondente valor do parametro de assimetria
A. Podemos ver que a reparametrizacao preserva o comportamento assimétrico da densidade
dada em (2.1).

0.10
I

/=-0,85; 7=-4,98
. /=-0,50; 7=-2,17
N /=-0,30; h=-150
7=0,30; %=150
g 7=0,50; %=217
° v=0,85; %= 4,98

Densidade

0.04
I

0.02
I

0.00
I

Figura 2.1: Densidade da normal assimétrica para diferentes valores de v e A
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2.3 Aspectos Estatisticos

Vamos agora discutir alguns métodos de estimagao dos parametros do modelo normal assi-
métrico. Na subsecao 2.2.1 discutiremos o método de maxima verossimilhanca. Este apresenta
alguns problemas, como por exemplo, a nao convergéncia dos estimadores quando se considera
a parametrizacao direta. Na subsecao 2.2.2 abordaremos a metodologia bayesiana, discutindo
a escolha de prioris, representacao hierdrquica e a construcao de um algoritmo MCMC para

estimacao dos parametros.

2.3.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

Desde o artigo pioneiro de Azzalini (1985), tem-se conhecimento da grande dificuldade na
estimacao por maxima verossimilhanca no modelo NA. Tais dificuldades estao relacionadas
com a nao convergéncia dos estimadores para particulares resultados amostrais. Por exemplo,
no caso uniparamétrico (NA(0,1,\)), dado uma amostra aleatoria dessa distribuigdo pode-se
mostrar (Branco et.al, 2004) que: se todas as observagoes ;s sdo positivas (negativas) entao a
verossimilhanga serd monotonamente crescente (decrescente) e o estimador de maxima veros-
similhanca de A seré infinito. No caso geral (trés parametros) observamos que, ha sempre um
ponto de inflexao em A = 0 na verossimilhanca prefilada. Correspondentemente, a matriz de
informacao de Fisher esperada ¢é singular, quando A — 0. Vamos ilustrar tais problemas. Dora-
vante utilizaremos as siglas PD, para nos referir & parametrizagao direta (ou parametros diretos)
e PC para fazer referéncia a parametrizagdo centrada (ou parametros centrados). Temos que,
para uma amostra aleatoria Yi,... Y, de uma NA(a, %, \) a fungao de log-verossimilhanga é

dada por

n

Ipp(a, ¥, \) = gln(%) —nlng — %Z (yi;o‘f +gln{q> [)\ (y;a)} } (2.7)

=1

Uma vez que a log-verossimilhanca depende dos trés parametros, consideraremos a corres-
pondente log-verossimilhanca perfilada. Por exemplo, a log-verossimilhanca perfilada de A\ é
dada por Ipp(a(A),9(N), A), onde &()\) e ¥(a) denotam os valores de a e 1 que maximizam
lpp para algum valor de .

Seguindo Arellano-Valle and Azzalini (2008), para facilitar a interpretacdo, iremos consi-
derar a log-verossimilhanga perfilada relativa (LVPR), obtida pela subtragao do valor méximo

lpp(@(N), 9 (N),A). Entdo o méximo da nova funcio serd igual a zero. A LVPR para (¥, \) ¢

definida de maneira similar.
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A Figura 2.2 mostra os graficos de duas vezes a LVPR de A e (¢, \) este tltimo apresentado
num grafico de contornos, considerando uma amostra aleatoria de tamanho 200 da NA(0, 1,1).

Utilizamos o pacote sn do software R para gerar os resultados desta subsecao.

Figura 2.2: Duas vezes a LVPR de X (painel esquerdo) e (¢, A) (painel direito)

O grafico a esquerda exibe uma forma nao quadratica da log-verossimilhanca gerada pela
existéncia de um ponto de inflexdo em A = 0. Ja no grafico a direita vemos uma forma bas-
tante peculiar dos contornos. Isso indica que pode existir um ponto de sela na superficie de
log-verossimilhanga de (¢, \).

Este ponto de inflexdo nao ¢ um traco peculiar destes dados. Arnold et al. (1993) e
Arellano-Valle and Azzalini (2008) utilizam conjuntos de dados reais que exibem o mesmo
comportamento da LVPR. O mesmo pode ser visto em Chiogna (2005) que utiliza dados simu-
lados.

O outro problema que esti relacionado a existéncia deste ponto de inflexao é a singula-
ridade da matriz de informacao de Fisher esperada quando A tende a zero. Este fato afeta
nao somente as propriedades assintoticas dos estimadores de méxima verossimilhanca como
também impede que avaliemos a existéncia de assimetria usando testes baseados nesta matriz,
como por exemplo, o teste de Wald. Para ter uma ideia direta deste problema, conduzimos um
pequeno estudo de simulacao. Nesse estudo foram geradas 1000 amostras de tamanho 50, 100,
150 e 200 da NA(0,1,1), e para cada uma delas foram calculados os estimadores de maxima
verossimilhanca (&, 0, 5\)

As Figuras 2.3 a 2.6 mostram as correspondentes distribui¢oes amostrais de & e de (&, zﬁ)
para os diferentes tamanhos amostrais, em forma de histograma e grafico de dispersao, respec-

tivamente.
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Figura 2.4: Distribui¢es amostrais de & (painel esquerdo) e (&, ) (painel direito) para n = 100
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Figura 2.5: Distribuicoes amostrais de & (painel esquerdo) e (é, 1)) (painel direito) para n = 150
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Figura 2.6: Distribuicoes amostrais de & (painel esquerdo) e (é, 1)) (painel direito) para n = 200
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A forma dessas distribuicoes amostrais sugerem, basicamente, que existe um viés nas es-
timativas que permanece ainda quando n — oco. Segundo Arellano-Valle and Azzalini (2008)
este problema pode persistir até mesmo a alguma distancia do ponto A = 0.

Passando agora a parametrizacao centrada temos que a log-verossimilhanca é dada por

lpc (i, 0,7) = gln(%) ~ nln(w) — %i: (y; 5)2 + gln {cp {A (y; 5)} } . (2.8)

=1

em que &, w e A sao definidos como nas equacoes 2.6. A Figura 2.7 mostra o grafico de duas

vezes a LVPR agora utilizando os parametros o e 7.
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Figura 2.7: Duas vezes a LVPR de v (painel esquerdo) e (o,v) (painel direito)

Diferentemente do que foi visto na Figura 2.2 os novos graficos exibem um comportamento
mais regular e mais proximo de uma funcao convexa. Além disso, nao ha ponto de inflexao em
v = 0.

Também o grafico de contornos visto a direita nao fornece indicios de que haja um ponto
de sela na superficie de verossimilhanga de (o, ).

Agora vamos repetir o experimento descrito no inicio desta subse¢ao. Note que PD= (0,1, 1)
corresponde & PC= (0,564;0,826;0,137). As Figuras 2.8 a 2.11 mostram os graficos das

distribuigoes amostrais de fi 0 novo parametro de localizagao e (fi, 7).
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Figura 2.8: Distribui¢oes amostrais de fi (painel esquerdo) e ([, ) (painel direito) para n = 50
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Figura 2.10: Distribui¢oes amostrais de i (painel esquerdo) e (fi, ) (painel direito) para n = 150

Figura 2.11: Distribui¢oes amostrais de i (painel esquerdo) e ({1, ) (painel direito) para n = 200
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Os graficos sugerem que as distribui¢oes amostrais de ji e (fi, ) sao mais proximas da distri-
bui¢do normal do que as de & e (&, zﬂ) De fato, a reparametrizacao remove a singularidade da
matriz de informagao de Fisher, e a distribuicao limite das novas estimativas é uma distribui-
¢ao normal multivariada com variancia assintotica diag(1/0?,02/2,1/6); veja Azzalini (1985) e

Chiogna (2005).

2.3.2 Estimacao bayesiana

Vamos agora abordar o problema de estimacao no modelo normal assimétrico utilizando
metodologia bayesiana. Essa metodologia, ¢ mais adequada nos casos em que o estimador de
méaxima verossimilhanca é infinito, como ilustrado em Branco et al. (2004) para o caso unipa-
ramétrico. De modo geral, segundo Arellano-Valle and Azzalini (2008) problemas na estimagao
podem ocorrer a menos que se tenha uma priori fortemente informativa.

Liseo e Loperfido (2004) propdem uma aproximagao para a priori de Jeffreys e um algoritmo
MCMC para o caso uniparamétrico chegando a estimativas com boas propriedades frequentis-
tas.

Nosso principal objetivo nessa subsecao é verificar a existéncia desses possiveis problemas

comparando as duas parametrizacoes, como feito na subsecao anterior.

Especificacao a priori

Iremos discutir primeiro a escolha da distribuicao a priori para o parametro de assimetria

A no caso uniparamétrico. Uma possibilidade é utilizar a priori de Jeffreys, que é dada por

P o VI,
x \//_00 2x2¢(:1:)gf;((;\\xx))dx (2.9)

Esta possui as seguintes propriedades, verificadas por Liseo e Loperfido (2004):

e f7()\) & simétrica em torno de A = 0 e decrescente em |\|;
e a cauda de f7/(\) é da ordem O(\~%/2).

Bayes and Branco (2007) propoem uma aproximagao para a essa priori baseada no método
de Chaibud e Branco (2003). Tal aproximacao ¢ dada por:
71

(N = t(0, T 5). (2.10)
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Esta aproximacdo possui a mesma cauda da priori de Jeffreys, isto &, de ordem O(A~%/2).
Uma outra possibilidade é considerar uma priori vaga para o parametro § = ﬁ que é
limitado, |0| < 1 e portanto, iremos obter uma priori propria. Neste caso, uma escolha natural
seria considerar uma distribui¢ao uniforme em [—1, 1], que induz no espago paramétrico de A a
distribuicao t-Student especificada a seguir

1
Awt(0,§,2). (2.11)
Considerando o caso de trés parametros, Liseo e Loperfido (2004) utilizando o método de

Berger e Bernardo (1992), obtiveram a seguinte distribui¢ao a priori conjunta

Flanth,\) igw, (2.12)

em que, g(\) é alguma funcdo integravel do parametro A. Os autores sugerem utilizar,
por simplicidade, a priori de Jeffreys obtida para o caso uniparamétrico no lugar de g(\).

Lembramos que a priori de Jeffreys para os parametros de localizacao e escala é proporcional a

1
P
a priori

. Considerando independéncia a priori entre os parametros usaremos a seguinte especifica¢ao

1
em que p(A\) ¢ uma densidade ¢(0, ¢*, d). Quando d = % e ? = %2 obtemos a aproximacao da
priori de Jeffreys e para d = 2 e ¢? = % obtemos a priori induzida por § ~ U(—1,1). Portanto,

d+1

1 A2\ T
pla, ¥, A) ” (1 + —2) : (2.14)
Estrutura hieradrquica e um algoritmo MCMC

Consideraremos a representagio estocéstica de Henze (1986) dada por

Yi—a+o (6HZ- + mz,») , (2.15)

em que H; ~ HN(0,1) e Z; ~ N(0,1) sdo variaveis aleatorias independentes. A notagdo HN

denota a distribui¢ao normal positiva, ou seja, N(0,1) I (h;) mais conhecida como Half-Normal.
[0,00)
Condicionando em H; obtemos
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YilH; ~ N(a+¢sH;,¢v*(1—6%)),
H; ~ HN(0,1). (2.16)

Visando facilitar o trabalho computacional, trabalharemos com a reparametrizacao n = 19

e 7 =11 — 62, entao:

Yi|H; ~ N(a+nH;,7%), (2.17)
H; ~ HN(0,1).

A verossimilhanca na nova parametrizacao é dada por

1 1 < 1 ¢
L(a,7,n) = T—neXP <—ﬁ Z(% — o= 77/”%')2) exp <—§ ZMQ) : (2.18)
=1

i=1
A distribuigio a priori A ~ t(0, ¢?,d), também pode ser reescrita em forma hierdrquica da

seguinte maneira

2

¥
A ~ N(0,—
w o~ NO,D),

wo o~ Gamma(g, g) (2.19)

Dessa forma a priori dada em (2.14) pode ser reescrita como:

1 1\ d
p(A, a1, w) e exp (—5?20> w s ! exp (—§w> , (2.20)
a qual induz a seguinte priori na nova reparametrizagao,
1 1 n*w di1 g d
pla, 7,m,w) o 5 exXP <—572—¢2> w Z - exp (—Ew) . (2.21)

Finalmente, a distribuicao a posteriori é dada por

fla,7,n,w|H) « p(a, 7,m,w)L(a, 7, 7). (2.22)

Essa reparametrizacao, também permite-nos obter formas conhecidas para todas as condi-

cionais completas. Estas sao representadas pelas expressoes a seguir
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d+11/[ n?
Wla,m,n, HY ~ Gamma( 5 ,§(¢272+d)),

o 2
Hila,7.n,w,Y ~ N (i—an 7 JI(h) i, i=1,....n
2t 402 o)

alr,nw, HY ~

Y

n n

N (Z?l(yi — nhy) 7_2) |

(2.23)

Zﬁ—1<yi — a)h; T2
U‘Q,T,w,H,Y ~ N wl_ n ) w n )
2 + 22‘:1 h? 92 + 2121 h%

1 w11 [ &
ﬁl@anaw,H,Y ~ Gamma <n2 75(?1)77 +Z(yz_a_77hz>2>>

2
P i=1

Os parametros originais podem ser recuperados da seguinte forma:

v =/T2+n? e A= (2.24)
T

Ja os parametros centrados sdo obtidos como nas equagdes (2.6). A partir das expressoes

TM1

(2.23) implementamos o amostrador de Gibbs em linguagem Ox" *'!. Utilizando este algoritmo

realizamos a estimacao dos parametros diretos e centrados a partir de uma amostra de tamanho
50 da NA(0,1,1) = NA.(0,564; 0, 826;0, 137).

Foram feitas 30000 simulages considerando a priori de Jeffreys. As 3000 primeiras obser-
vacoes foram descartadas e foram tomados valores de 27 em 27, obtendo amostras a posteriori
de tamanho 1000. Este procedimento foi repetido mais 2 vezes com outros dois diferentes con-
juntos de valores iniciais, para que pudéssemos aplicar o diagnéstico de Gelman-Rubin, veja
Gelman et al. (2004). As estatisticas de Gelman-Rubin, calculadas a partir das amostras finais,
foram todas iguais a 1. Isto indica que a convergéncia foi alcancada apds 3000 iteracoes.

Nas Figuras podemos ver os correlogramas e os graficos de valores simulados, respectiva-
mente, para os parametros diretos e centrados.

A Tabela 2.1 apresenta os verdadeiros valores dos parametros, média, mediana, erros-padrao
(EP), intervalos de credibilidade de 95% (IC (95%)) e HPD?’s também de 95% dos valores
simulados. Os HPD’s foram calculados utilizando o método descrito em Chen and Shao (1999).

Ja na Figura 2.15 sao apresentadas as estimativas dos parametros com os respectivos intervalos

1Veja: http://www.doornik.com /products.html
2Sigla do inglés: Highest posterior density
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Figura 2.12: Correlogramas dos valores simulados para os parametros diretos e centrados
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Figura 2.13: Grafico de valores simulados para os parametros diretos

de credibilidade e HPD’s.

menores e também seus IC’s e HPD’s tém os menores comprimentos, principalmente, para os

Podemos ver que, os erros-padrao dos parametros centrados sao

parametros de escala e forma.
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Tabela 2.1: Resumo a posteriori das estimativas dos parametros diretos e centrados

Verd.valor Média Mediana ~ EP  IC (95%) HPD (95%)

o 0,00 0,491 0,457 0,582 -0,506 1,628 -0,581 1,519
PD | ¢ 1,00 1,057 1,008 0,205 0,778 1,552 0,771 1,502
A 100 0275 0229 1,170 -1,906 2,665 -1,912 2,648

W 0,564 0,983 0,722 0,595 0,405 2,541 0,347 2,332

PC | o 0,826 0,897 0,888 0,096 0,734 1,115 0,715 1,092
vy 0,137 0,148 0,064 0,187 0,000 0,657 0,000 0,572

Estudo de simulacao

Bayes (2005) considera a estimacdo do parametro de assimetria A no modelo NA unipara-
métrico e observa, através de estudos de simulacao, que as estimativas obtidas considerando
a média a posteriori sob priori de Jeffreys podem ser infinitas. Ele conclui que, em geral, a
inferéncia bayesiana sob a priori uniforme gera resultados melhores do que a baseada na priori
de Jeflreys.

Considerando o caso geral, conduzimos um pequeno estudo de simulacao. Neste foram
geradas 1000 amostras (sob as mesmas condigdes discutidas anteriormente) de tamanho n
da NA(0,1,1) = NA.(0,564;0,826;0,137), com n = 50,100, 150,200. Para cada uma delas
calculamos a média a posteriori, considerando as duas especificacoes a priori discutidas ante-
riormente, na PD e PC. Também avaliamos o viés e o erro quadréatico médio empiricos definidos

genericamente como
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Figura 2.15: Intervalos de credibilidade e HPD’s das estimativas dos parametros diretos e centrados

Vies(0) = w EQM(0) = 2 (6 — 0)?

- - (2.25)

em que 6 é o parametro de interesse, 0 ¢ a estimativa e m representa o nimero de amostras
simuladas. As Figuras 2.16 e 2.17 apresentam os histogramas das médias a posteriori de cada
um dos parametros diretos e centrados, para cada uma das especificacoes a priori, utilizando
amostras de tamanho 50. Observando estas, podemos notar que a falta de precisao dos esti-
madores de Bayes dos parametros diretos nao esta relacionada com uma particular amostra,
independentemente, da priori escolhida. Observando a Figura 2.17 (c¢), podemos notar que,
assim como no caso uniparamétrico, as estimativas do parametro de assimetria A apresentaram
alguns valores (em torno de 5%) bastante discrepantes. Ja as estimativas dos parametros cen-
trados, estao mais concentradas em torno dos verdadeiros valores, sob ambas especificacoes a

priori.
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Figura 2.16: Distribuigdes amostrais da média a posteriori sob a priori Uniforme (as linhas verticais
indicam os verdadeiros valores dos parametros)
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indicam os verdadeiros valores dos parametros)
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O viés das estimativas assim como o EQM podem ser vistos nas Tabelas 2.2 e 2.3, res-
pectivamente. Observamos que as estimativas dos parametros centrados possuem menor viés
e menor EQM, principalmente o coeficiente de assimetria v em comparacao ao parametro de
assimetria A. Isso ocorre com ambas as prioris e independentemente do tamanho da amostra.

Notamos também, um valor muito discrepante no viés e no EQM das estimativas de A
considerando a priori de Jeffreys e n = 50. Isso ocorreu, como ja haviamos citado, por conta
dos altos valores que foram gerados com o tamanho de amostra 50. O mesmo nao ocorreu com
amostras de tamanhos maiores.

Quando comparamos somente os parametros centrados com relagao as prioris, notamos que
a priori uniforme apresenta o menor viés e EQM quando o tamanho da amostra é pequeno

(n = 50). Nas amostras maiores parece nao haver diferencas significativas.

Tabela 2.2: Viés das estimativas no estudo de simulacao considerando as duas prioris

Priori Uniforme Priori Jeffreys

n 50 100 150 200 50 100 150 200

a | -0,480 -0,454 -0,443 -0,418 | -0,433 -0,399 -0,383 -0,364
PD | ¢ | 0,044 0,053 0,067 0,069 | -0,045 0,001 0,020 0,037

Al 0757 0,739 0,733 0,705 | -517,308 0,375 0,592 0,577

w | -0,185 -0,141 -0,117 -0,085| -0,304 -0,195 -0,145 -0,104
PC | o | -0,010 -0,009 -0,002 -0,003 | -0,018 -0,001 -0,007 -0,001

g

0,018 0,032 0,041 0,048 | -0,099 -0,037 -0,011 0,006

Tabela 2.3: EQM das estimativas no estudo de simulagdo considerando as duas prioris

Priori Uniforme Priori Jeffreys

n | 50 100 150 200 50 100 150 200

a | 0,283 0,257 0,246 0,219 0,324 0,262 0,233 0,206
PD | ¢ | 0,014 0,011 0,011 0,009 0,021 0,011 0,009 0,009

A 1,030 0,887 0,791 0,687 | 139183740 18,261 0,876 0,704

@ | 0,070 0,047 0,038 0,027 0,202 0,102 0,071 0,043
PC | ¢ | 0,007 0,004 0,002 0,002 0,008 0,004 0,002 0,002

g

0,006 0,009 0,008 0,007 0,029 0,015 0,011 0,009

Em resumo temos:
e As estimativas mais precisas foram obtidas considerando a parametrizacao centrada.

e As estimativas dos parametros centrados parecem ser menos sensiveis a escolha da priori

(Uniforme ou Jeffreys)
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De modo geral concluimos que, assim como na abordagem frequentista, a utilizacao da
parametrizacao centrada na estimacao bayesiana é bem mais atrativa do que a parametrizacao

direta.



Capitulo 3

Modelo de Grupos Mailtiplos com
Distribuicoes Normais Assimétricas

Centralizadas

3.1 Introducao

No presente capitulo desenvolvemos o modelo probito de 2 parametros para grupos miltiplos,
com distribuicoes normais assimétricas centralizadas para os tragos latentes. Desenvolvemos
também algoritimos MCMC para estimagao dos parametros, utilizando o esquema de dados
aumentados, veja Tanner and Wong (1987). Nesses algoritmos, usamos tanto a densidade
original da distribuicao normal assimétrica, quanto uma representagao estocastica da mesma.
O presente capitulo é uma extensao dos trabalhos de Azevedo et.al (2011) e Azevedo et.al
(2010).

3.2 Definicao do Modelo

Considere a situacao onde temos K grupos compostos de ny individuos cada, num total de
n = Zle ng. Estes serao submetidos a testes com [ itens cada. Os testes possuem itens
comuns e a estrutura pode ser reconhecida como um delineamento em blocos incompletos,
veja Montgomery (2004). Estes itens sao escolhidos de um conjunto total de I itens, com
Zle I, > I. Assumiremos que cada grupo possui um nimero razoavel de individuos. Dora-
vante, utilizaremos o termo grupo para nos referir de modo indistinto & uma populacao ou a uma
amostra dela extraida. Definamos, entao, as seguintes notagoes: 0, é o traco latente do indivi-

duo j (j =1,...,n;) pertencente ao grupo k (k=1,...,K), 0, = (0;1,...,0,x)" & o vetor dos

27
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tracos latentes dos individuos do grupo k, 0 = (0 4, .. ., O‘K)T é o vetor de todos os tragos laten-
tes; Y ¢ a resposta do individuo j, do grupo knoitem i (i = 1,...,1), Y s = (Yijk, .-, Yiji) |
serd o vetor de repostas em todos os itens do individuo j do grupo k, Y . = (Y},..., Y] )’
é o vetor com os conjuntos de respostas dos individuos e (yij, ¥ ¥,y )" sd0 os respectivos
valores observados; ¢; é o vetor de parametros do item i, ¢ = (¢/,...,¢;)" é o vetor com
todos os parametros de todos os itens, 1, ¢ o vetor de parametros populacionais do grupo k e
Mg = (Mg,,---,Mg,) €0 vetor com os pardmetros populacionais de todos os grupos.

Desta forma, definimos o modelo probito de 2 parametros assimétrico para grupos miultiplos
(MP2AGM) da seguinte forma

Modelo de resposta ao item (parte funcional)

Y;'jk:‘ejkrv Cz ~ BernOUIli<Pijk)7
Piji, = P(Y%jk\ejk, C:) = Q)(aﬂjk —b;). (3.1)

Distribui¢ao Latente (parte estrutural)

eﬂf’nek ~ NAC(M%’ 06y 791@)7 (3‘2)

em que ¢; = (a;,b;)" e Mo, = (Ko, 09,,%,) - Na equagdo (3.1) temos que, a; é o parametro de
discriminacao e b; = a;b;, onde b é o parametro de dificuldade original, veja Baker and Kim
(2004), por exemplo, para mais detalhes e interpretagoes.

Duas questoes muito importantes estao relacionadas com a identificabilidade do modelo e
a definicao da métrica. Na verdade estas questoes estao intrinsecamente ligadas, sendo que,
a identificabilidade é uma condicdo necessaria e suficiente para a definicio da meétrica. A
comparacao das estimativas dos diferentes grupos é muito importante na pratica, veja Andrade
et.al (2000). Esta comparagao so é possivel se estabelecermos uma métrica de modo que, a
escala das estimativas de todos os parametros seja a mesma. No modelo de grupos miltiplos
isso ¢é feito da seguinte forma. Inicialmente, fazemos com que os testes aplicados aos diferentes
grupos possuam alguns itens comuns. Os itens comuns sao necessarios para criar uma estrutura
de ligagao entre os grupos. Depois, a média e a variancia da escala é identificada fixando-se
a métrica de um grupo de referéncia. Para isso, devemos fixar os parametros populacionais
da distribui¢ao dos tracos latentes do grupo de referéncia, veja Book and Zimowski (1997).
Portanto, ao fixarmos a escala do grupo de referéncia, estaremos fixando também a escala dos
demais grupos, uma vez que estes estao ligados através dos itens comuns.

A Figura 3.1 mostra um exemplo desse esquema, considerando 3 grupos respondendo a
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trés provas parcialmente distintas com 30 itens cada selecionados de um total de 40 itens. O
Grupo 1 é o de referéncia e, aos tracos latentes dos individuos desse grupo foram atribuidas

distribui¢oes D; cujos parametros foram fixados em (0, 1).

Grupo 1 (referéncia)

Grupo 3
2 2
Dl(oi 1) Prova A D2 (,liz, %2 ) Frova B D3 (Ilig; % ) Prova C
ligacio dentro
15 itens e !
gagao itens
dentro do communs >
aupo
S itens
20 itens
15 itens — 15 itens

itens
comuns

Figura 3.1: Esquema de Grupo de referéncia e itens comuns

Seguindo o desenvolvimento de Azevedo et.al (2010) vamos provar que o modelo (3.1) é
identificavel. Vamos considerar, inicialmente, um tinico grupo. Tomando K = 1 na equacao
(3.1) temos:

P(Yijul01,¢;) = (ailjy — bi). (3.3)

Considere agora a seguinte pressuposicao:

9]'1 ~ NA(aeu 7vben )\91)7 (34)

ou seja, seguindo a notagao do capitulo 2, 6;; segue distribuicdo normal assimétrica na para-
metrizagao direta. Sob (3.4) e tomando oy, = 0 e 1y, = 1 temos que E(0;1|Ng,) = 07 = h(Ng, ) €
Var(6;1|10g,) = 1 —120% = g(Ag,). Ou seja, considerar a distribui¢ao normal assimétrica padrao
nao garante a identificabilidade do modelo, uma vez que, a média e a varidncia dos tragos
latentes nao estao fixas. Desta maneira, se nao forem feitas restricoes aos parametros dos itens,

o modelo (3.3) nao estara identificado. Isto acontece porque:
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a;
P(Yinl0p1,¢) = @(ai(0n — b)) =@ (g(oé@jl - Oébz')) )
= & (%(049]'1 + 0 —ab; — B)) )
= @ (a; (05, — 7)) = P(Yij = 101, (), (3.5)
em que, «, 3 € R sao constantes. Desta forma, diferentes conjuntos de valores dos parametros

podem levar a mesma verossimilhanca. Entretanto, assumindo que:
9]'1 ~ NAC(O, 1, ")/91>, (36)

teremos que E(6;1|A\g,) = 0 e Var(6;;|\g,) = 1. Isto garante nido somente que o modelo (3.3)
esta identificado, mas também que todas as estimativas estardo na métrica (0,1). Assim, o
uso da normal assimétrica centralizada garante a identificabilidade do modelo (3.3). Note
que, nao é mais possivel fazer transformagoes como as que foram feitas em (3.5). Portanto,
é suficiente assumir (3.6) para identificar o modelo (3.3) com a pressuposicao de distribuigao
normal assimétrica para os tragos latentes.

Na presenca de K grupos, além de considerar o esquema de grupo de referéncia com itens

comuns descrito anteriormente, devemos assumir ainda as seguintes restri¢oes:

Gﬂ ~ NAC(O, 1,’791),
Qj ~ NAC(M@]@7061€779]@)7 ]{?:2,...,[(7 (37)

em que, 0;, representa os tragos latentes dos individuos do grupo de referéncia. Analogamente
ao modelo de um grupo, note que nao é possivel considerar transformacoes do tipo (3.5) nos
parametros do grupo de referéncia e, consequentemente, também nao serd possivel fazé-lo
nos parametros dos demais grupos, uma vez que, a escala desses estard ligada através dos
itens comuns. Isso garante que o modelo (3.1) esté identificado e que as estimativas dos seus

parametros estarao na métrica (0,1).
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3.3 Estimacao bayesiana e algoritmos MCMC

A inferéncia bayesiana é baseada na distribuicao a posteriori dos paradmetros, que é pro-
porcional ao produto da verossimilhanca e distribuicao a priori. Considerando os modelos de
resposta ao item, geralmente, nao é possivel obter de forma explicita as distribuigoes a poste-
riori de interesse. Entretanto, os algoritmos MCMC fornecem aproximacoes empiricas dessas
distribuigoes, sob algumas condigoes. Discussoes detalhadas desses métodos podem ser encon-
tradas em Gamerman and Lopes (2006), Gelman et.al (2004) e Robert and Casella (2005).

De modo a facilitar a implementacao dos algoritmos MCMC, utilizaremos neste trabalho o
esquema de dados aumentados, veja Tanner and Wong (1987). Esta estrutura permite obter
distribuigoes condicionais completas com forma funcional mais simples; vide Albert (1992).
Além disso, ao se considerar um esquema de dados aumentados, introduzimos um modelo mais
geral. Uma outra vantagem ¢é que, esta abordagem permite construir mecanismos para veri-
ficagdo de qualidade de ajuste do modelo de modo mais direto, veja Fox (2001). Denotando
por Z;;, o conjunto de dados aumentados, temos que o modelo (3.1) pode ser representado da

seguinte forma:

Y;'jk: = H(ZiijO) e que, Zijk: ~ N(aﬁjk — bi, 1)

Podemos verificar que,

N(aiejk — b, 1)]1(Zz-jk20)7 s€ Yzjk =1,

(3.8)
N(azejk - bi7 1)]1(Z¢jk<0)7 Se }/;jk = 07

Zz’jk‘(ejku Civ%‘jk) = {

Também nao ¢ dificil verificar que Y, = 1(z,,>0) ¢ equivalente ao modelo (3.1). Dessa

forma, as verossimilhancas dos dados aumentados condicionado aos dados observados e aquela
oriunda somente dos dados observados sao equivalentes.

Para descrever as possiveis omissoes de dados geradas por eventos nao controlados, tais

como, nao-resposta ou erros de codificacao, definimos o seguinte conjunto de variaveis indica-

doras

(3.9)

v 1, se para o item ¢ foi observada resposta do individuo j do grupo k,
= .
Y 0, caso contrario.

Assumiremos que os dados omissos sao gerados por mecanismos nao informativos MAR, veja
Little and Rubin (2002). De modo similar as variaveis aumentadas, as variaveis indicadoras de

resposta sao condicionalmente independentes, entre individuos, itens e populagoes, dado um
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vetor de parametros d que nao esta relacionado com (0, ¢, mn,). Desta forma a verossimilhanga

aumentada é dada por:

L(6..¢,np bz .y ,v.) x plz.ly. ., v.,0..¢(n0)pwv.10.¢,0)
- p(Z|Y707C)p(U|6)
o« p(z.ly..0.,¢) (3.10)

K Nk

x H H H exp { =0, 5(zijx — aibje 4 b:)* } Wiz, 500> (3:11)

k=1j=14€l,,

em que, [;; é o conjunto de itens apresentados ao individuo j do grupo k e 1z, ,. ) representa
a fungdo indicadora Wz, , <0,y,,,=0) + U(z,;,204,,=1)- Note que (3.10) segue do fato de que as
varidveis indicadoras sao regidas por um processo MAR e (3.11) segue de (3.8).

Nas proximas subsecoes apresentaremos dois algoritmos MCMC. No primeiro, utilizaremos
a densidade (2.4) para quantificar nossa incerteza a priori a respeito dos tracos latentes. No
segundo, faremos o0 mesmo, mas dessa vez utilizaremos a representacao estocéstica da normal

assimeétrica.

3.3.1 MCMUC usando a densidade original da Normal assimétrica cen-

tralizada

Inicialmente, vamos discutir a escolha de prioris para os parametros. Nossas escolhas serao
baseadas na obtencao de posterioris proprias e também na pertinéncia a familia de modelos de
conjugacao condicional, Gelman (2006). Assumiremos a seguinte forma geral da priori conjunta

dos parametros:

(8., ¢, mglme, 1) = {H Hp(%!nek)} {Hp(ci\m)} {Hp(nek!nn)} : (3.12)

k=1 j=1 k=1

em que, 7¢ € 7, sao hiperparametros convenientes associados a ¢ e 7y, respectivamente. Es-
tamos, também, admitindo independéncia a priori entre os itens e os parametros de diferentes
populacoes, o que faz sentido na pratica.

A distribuicao a priori dos tragos latentes é dada por (2.4). Ou seja,

P(01) o wy b (wg,' (B — €a,)) @ [N, (wp, (B — Eo,))] (3.13)
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em que,

1/3
gek = Mek - UG;{Y&,{ S’
we, = 0Og\/1+ 792:352,
1/3
Y Yo 2
A 2/3
Vs - 1)
2 i3
5 = (4 — 7r) :

Para os parametros dos itens, uma escolha razoavel é a distribuicao normal multivariada

(com a; > 0), veja Azevedo (2008). Ou seja,

p(C;) oc exp [—O, 5(¢; — N()T‘I’C_I(Ci - Mg)] T4, >0)- (3.14)

Para os parametros populacionais, consideraremos dois conjuntos de prioris. Primeiro se-

guiremos utilizando a mesma priori considerada no Capitulo 2 que é dada por:

d+1
1 o\
P(or» Wor s Aoy ) = P(oys Wa,, )P (Mo, ) X o, <1 + d;k?> : (3.15)
em que,
1
P(famwek) X Ea (316)
k
2\
p(Xg,) (1 + d90k2> : (3.17)

1
3 e

= %2) e a priori induzida por &, ~ U(—1,1) (fazendo, d =2 e ¢* = 1), conforme discutido

A partir de (3.15) podemos obter a aproximagao da priori de Jeffreys (fazendo, d =

na secao 2.3.2 do Capitulo 2. A segunda escolha é baseada na seguinte priori conjunta:

p(£9k7 Woy >‘9k) = p(gok)p(wek)p<)\9k)7 (3'18)
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considerando,
€. ~ Nlue,, 0z,), (3.19)
wy ~ Gama-Inv.(ay,, B,), (3.20)
Ao, ~ N(px,,03,)- (3.21)

Desta forma, considerando a verossimilhanga aumentada (3.11) e as prioris (3.14) e (3.15),

temos que a distribuicao a posteriori de (Z_, 0. ,¢,n,) ¢ dada por:
(2..16.., ¢,y ..)p(8..|ng)p(CIne)p(nglmm)

H H P szk|9]k:aCmijk {H HP(%MGJ} {Hp(gz)}

1j=14€lj k=1j=1

p(zagaC7n9’§I7nC’nn> X

!

%

’,:]x ] EN

p(&ak, We,, Aek) }

i
I

H H exp {—O, 5(Zijk: - aiejk + bi)Q} H(Zijkyyijk)

o (2o (9]

Xp [—07 5(¢; — Hg)T\IJC_1<Ci - Nc)] ﬂ(ai>0)}

X

::N ||::N
E\
é

ES
Il
—

.E]N

-
I
—

(1) Y 522

—_
_|_
=
AN
(]

=
-

B
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Se ao invés da priori (3.15), considerarmos as prioris (3.19), (3.20) e (3.21) obteremos a

seguinte posteriori:
P(Z...0.,Cmply...me,mg) o p(Z.10.,C.y.)p(0 ny)p(¢Ine)p(nglny)

HH H p lek|9jkaczuyzjk {HHP(ij|7)9k)} {Hp(<z)}

j=1li€el; k=1j=1 =1
K
X Hp(é-@kaw@ka)\ak)}
k=1
K ng
HH H eXp{ O 5 szk @i ij +b }]1 (ZijksYijr)
k=1 j=11i€l;
K
. Hwa‘k”kﬂqzs( g (2 m)”
k=1 Ok

[T exp [<0,5(¢ = po) "W (¢ = mae)] ﬂ(a»ﬂ)}
Hexp{_%<€9k Nﬁe }} {H T eXp( ﬁwew )}

X

k=1 O

(3.23)

X
—
ES
l: =

@D

>

g
—N
|

[\
5
Sl
>
=
&
——
———

Podemos ver que, as distribui¢oes a posteriori (3.22) e (3.23) tém formas intrataveis, o
que justifica a necessidade de algoritmos MCMC para obter amostras dessas. Devido ao es-
quema de dados aumentados, as distribuicoes condicionais completas dos parametros dos itens
e dos dados aumentados tém formas conhecidas e de facil amostragem. Entretanto, para os
tragos latentes e parametros populacionais essas distribui¢oes nao possuem formas conhecidas.
Por conta disso, nao poderemos utilizar o amostrador de Gibbs completo. Para contornar
esse problema, podemos utilizar passos de Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs
(MHGS)!, veja Patz and Junker (1999a,b). Entretanto, diferentemente dessa abordagem, esta-
mos considerando aqui a estrutura de dados aumentados ao invés da verossimilhanga original.
Portanto, utilizaremos o que Azevedo et.al (2010) chamaram de algoritmo (ADMHGS)?.

Para realizar os passos de Metropolis-Hastings precisamos escolher densidades proposta,

veja Gelman (2004), tanto para os tracos latentes, quanto para os parametros populacionais.

!Sigla do inglés: Metropolis-Hastings within Gibbs sampling
2Sigla do inglés: Augmented data Metropolis-Hastings within Gibbs sampling
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Para os tracos latentes, utilizaremos

J(05)1657)) = N85V, 07), (3.24)

em que, Jy(.) denota a densidade proposta (ou densidade de transi¢ao) no passo t. Para os

parametros populacionais, utilizaremos as seguintes densidades propostas:

JETE) = N o), (3.25)
Jt(w,g*)]w,itfl)) = Log—Normal(w,&til),ag), (3.26)
TN = N o). (3.27)

Denotando por (.) o conjunto de todos os outros parametros, temos que o algoritmo (ADMHGS)

proposto, parat =1,2,...,B,..., M, onde B é o burn-in e M é o tamanho de amostra gerado;

simula iterativamente todas as quantidades desconhecidas na seguinte ordem:

e Inicie o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

Simule as varidveis aumentadas Z;;; de Z;ji|(.), k=1,..., K, j=1,...,npei € Ljy;

Simule ij de ij\(), kzl,...,Kejzl,...,nk;

Simule ¢; de ¢;[(.), i € L

Simule &, de &, |(), k=1,...,K;

Simule wy, de wy, |(.), k=1,..., K;

Simule Ag, de A, |(.), k=1,..., K

Uma descrigao mais detalhada desses algoritmos pode ser vista no Apéndice A.1.

3.3.2 MCMC sob uma estrutura hierarquica

Uma outra opc¢ao para implementacao do algoritmo MCMC, seria fazé-lo utilizando repre-
sentacoes estocastica das densidades a priori visando reduzir, ou até mesmo, eliminar os passos
de Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs. O ntimero de densidades proposta usa-
das nos passos de Metropolis-Hastings pode ser uma problema na implementacao do algoritmo,
vide Patz and Junker (1999), portanto, nosso objetivo é obter todas as distribui¢oes condicio-

nais completas com formas conhecidas. Isso possibilitara a utilizacao do amostrador de Gibbs
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completo, como veremos a seguir.
Como vimos, estamos assumindo como distribuicao a priori para os tracos latentes uma
NA, (o, ng,vgk), vide equagdo (3.2). Utilizando a representagao estocastica de Henze (1986),

temos que

01 = o, + wo, <5ekij +4/1— 5§ijk) ; (3.28)

em que, H;, ~ HN(0,1), Qjx ~ N(0,1), Hj, LZ;, Vj, k. Podemos ainda reescrever (3.28) de

forma hierarquica da seguinte maneira,

Okl (Pjrs mo,) ~  N(&op + To,hjns 55 (3.29)
Hj, ~ HN(0,1), (3.30)
em que,
Tek- = wekdeka

Note que, 7y, € ¢, sao uma reparametrizacao feita de modo a facilitar o trabalho computa-
cional, conforme discutido no Capitulo 2, vide equagao (2.17).
Considerando agora os parametros populacionais, podemos notar que a priori (3.17) pode

ser reescrita de maneira hierarquica da seguinte forma,

2

Aot~ N(0, f—k), (3.31)

d d

Logo, a priori (3.15) pode ser reescrita da seguinte como,

1 1AS te\ a1y d
p(Agk,ﬁgk,ka,tk)mw—%exp (—5 922 t,°> exp _§tk . (3.33)

Considerando a reparametrizagao teremos,
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1 172t \ dxi_ d
(o, s To, s S0y, » th) OC —— €XP (—— Or ) t,.” ! exp (—§tk) ) (3.34)

2
W, 26 p?

A equacdo (3.34) ¢ uma priori conjunta para o conjunto de parametros (&p, , 79, ,Sp, ) € vari-
avels latentes Tj,.

Por outro lado, podemos notar que, a equagao (3.29) pode ser vista como um modelo de
regressao com varidvel resposta 0, intercepto &y, e inclinagao 75,. Portanto, analogamente
ao que foi feito para os parametros dos itens, poderiamos utilizar, também, uma distribuicao
normal bivariada como priori para o vetor (&, ,7s,) ", 0 qual denotaremos por By, , € uma priori

Gama-Inversa para o parametro de variancia ggk. Ou seja,

Bo, ~ N (g, 20), (3.35)
G~ Gama-Inv.(ag,, B,), (3.36)

€0, 1 oz poto?
Bek = * y Mg = s € 29 = 259 9 592 o .
0k Hr PO¢yO07, Or

Assumiremos, agora, a seguinte forma geral para priori conjunta dos parametros,

em que,

p(6..h ¢ g tine,my) = {HHP(%%)} {HHp(hjk:)} {Hp<Ci’nC)}

k=1 j=1 k=1 j=1
K K
X { p(no, Inn)} {Hp(tk)} : (3.37)
k=1 k=1
emque, h, = (h;,...,h, )l et = (t,...,tx)". Asdistribuigdes a priori para os tragos laten-

tes e variaveis h sdo dadas por (3.29) e (3.30), respectivamente. Para os parametros dos itens,
continuaremos utilizando a priori (3.14). Ja para os parametros populacionais, podemos utilizar
a priori conjunta (3.34) ou as prioris (3.35) e (3.36). Considerando, entdo, a verossimilhanga
aumentada (3.11) e a priori (3.37), temos que a distribui¢ao a posterioride (Z_,0 ,h_,{,ny,t.)
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é dada por:
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se utilizarmos as prioris (3.35) e (3.36). A partir das posterioris (3.38) e (3.39) obtemos todas
as distribui¢oes condicionais completas com formas conhecidas, veja Apéndice A.2. Portanto,
podemos agora utilizar o amostrador de Gibbs completo, sem a necessidade dos passos de
Metropolis-Hastings. Denotaremos esse segundo algoritmo por ADGS?. O algoritmo ADGS

pode ser executado na seguinte ordem:

e Inicie o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

Simule as varidveis aumentadas Z;j; de Z;ji|(.), k=1,..., K, j=1,... ,npei € Ljy;

Simule hjk de H]k‘(); kzl,...,Kejzl,...,nk;

Simule ij de ij\(), kzl,...,Kejzl,...,nk;

Simule ¢; de ¢;[(.), i € Lj;

Simule t; de Ti|(.), k=1,..., K;

Simule &, de &, |(.), k=1,..., K;

Simule 7y, de 75, |(.), k=1,..., K;
e Simule ¢j de i |(.), k=1,..., K;

se utilizarmos a distribui¢do a posteriori (3.38). Ja se utilizarmos a distribui¢do a posteriori

(3.39), devemos seguir os seguintes passos:

e Inicie o algoritmo escolhendo valores iniciais convenientes;

Simule as varidveis aumentadas Z;;, de Z;ji|(.), k=1,.... K, j=1,... ,ng e i € Lj;

Simule hj, de Hjg|(.), k=1,..., K ej=1,...,ng

Simule ejk de 9]k|(); ]{le,...7Kej:1,...,nk;

Simule ¢, de {;[(.), i € Lj;

Simule By, de By, [(.), k=1,...,K;

Simule ¢j de ¢5 |(.), k=1,..., K.

Para mais detalhes, veja Apéndice A.2.

3Sigla do inglés: Augmented data Gibbs sampling



Capitulo 4

Estudo de Simulacao

4.1 Introducao

Ao longo deste capitulo, avaliaremos o desempenho do modelo de grupos miltiplos assimé-
trico e também a eficacia do método de estimacao proposto. Primeiramente, iremos avaliar a
convergéncia dos nossos algoritmos e também compara-los em termos do tamanho efetivo de
amostra, como feito em Sahu (2002). Em seguida, um estudo de recuperacao de parametros
serd conduzido. Neste, avaliamos o impacto de alguns fatores, tais como, nimero total de
respondentes, niimero de itens por grupo, na precisao das estimativas. Por fim, apresentamos

algumas conclusoes e comentéarios.

4.2 Avaliacao da convergéncia

Nesta secao avaliaremos os dois algoritmos MCMC propostos no Capitulo 3 em termos da
convergéncia: avaliando a magnitude das autocorrelacoes e, também, avaliamos sensibilidade
com relacdo a escolha de valores iniciais. As andlises serdo feitas com base em um tnico
conjunto de respostas, que foram simuladas considerando-se a seguinte situacao: 4 grupos
(nomeadamente 1, 2, 3 e 4) respondendo a 4 testes (nomeadamente 1, 2, 3 e 4) parcialmente

distintos, compostos da seguinte forma:
e teste 1: 20 itens;
o teste 2: teste 1 + 20 itens inéditos;
e teste 3: os ultimos 20 itens do teste 2 + 20 itens inéditos;

e teste 4: os ultimos 20 itens do teste 3 + 20 itens inéditos.

41
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Isso nos d4 um conjunto total de 80 itens. Essa situacao é similar a situacao real que sera
analisada no Capitulo 5. Estamos considerando também o mesmo padrao de nao resposta dos
dados reais. Assim poderemos avaliar a convergéncia de nossos algoritmos sob circunstancias
muito comuns na pratica, como a presenca de dados faltantes e desbalanceamento entre grupos,
com a vantagem de conhecer os verdadeiros valores dos parametros.

Os parametros dos itens foram fixados nos seguintes intervalos: a; € [0,7;1,4] e b} € [—2;4].
Os valores dos parametros de dificuldade foram fixados de acordo com a média e desvio padrao
dos tracos latentes simulados e, a partir dai, foram fixados os valores dos parametros de discrimi-
nagao de modo a contemplar varias situacoes (itens dificeis com discriminagao alta, dificeis com
discriminagao baixa, etc). Ja os tracos latentes foram simulados, de forma independente, a par-
tir de distribui¢oes normais assimétricas centralizadas com médias py = (0;1;1,4;2)", desvios-
padrao oy = (1;0,88;0,62;0,77)" e coeficientes de assimetria v, = (0;0,14;0,5; —0,5)" para
os grupos 1, 2, 3 e 4 respectivamente. Os valores escolhidos para as médias e desvios-padrao sao
proximos das estimativas obtidas no Capitulo 6 na analise de dados reais. Como ja dissemos,
é nosso interesse simular uma situacao bem parecida com uma que realmente ocorreu. Ja os
valores dos coeficientes de assimetria foram escolhidos, de modo a contemplar varios niveis de
assimetria (no caso, assimetria nula, fraca, forte a direita e forte a esquerda).

Os tamanhos amostrais foram fixados em 556, 556, 401 e 294 para os grupos 1, 2, 3 e 4
respectivamente. Seguindo DeMars (2003), para assegurar que as estimativas fiquem na mesma
métrica dos valores simulados aplicou-se uma transformacao aos tracos latentes simulados afim
de deixa-los com as médias e variancias desejadas. A transformacao foi a seguinte:

9;;: = U9k36_k1 (e;kz - gk) + Ho,,,

em que 07 sao os tragos latentes simulados e 0, e sy ! 530 a média e o desvio-padrio amostrais

dos tracos latentes simulados, respectivamente.

4.2.1 Escolha de Prioris

Discutiremos agora a escolha de hiperparametros para as especificacoes a priori que foram
adotadas, vide subsecoes 3.3.1 e 3.3.2. Para os tragos latentes, como dito anteriormente, as-
sumiremos a priori (3.2). Para os parametros dos itens, utilizamos o vetor de médias (1;0) e
a matriz diagonal (0,5;9), ou seja, assumimos independéncia a priori. Com relagao as médias
das prioris dos parametros dos itens, temos que, para a discriminacao o valor 1 indica que, em

média, esperamos que os itens apresentem uma boa discriminagao. Para o parametros de difi-
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culdade, o valor 0 indica que, em média, espera-se que os itens tenham dificuldade em torno do
valor médio da escala (0, 1). Com relagao as variancias, o valor 9 para as dificuldades, permite
que estas variem razoavelmente, uma vez que os testes podem diferir bastante entre si. Por ou-
tro lado a discriminagao tem de ser positiva (pelo menos, no que diz respeito a conhecimento),
nao muito baixa e nem muito elevada. Dessa forma, o valor 0,5 parece ser razoavel. Para os
parametros populacionais (reparametrizados) estamos considerando, as prioris de Jeffreys e a
priori induzida pela uniforme, vide subsecao 2.3.2 e, também, as prioris conjugadas definidas
nas subsecoes 3.3.1 e 3.3.2. No 1ltimo caso, fixamos hiperparametros que nos levaram a prioris
com médias 0 para as médias e coeficientes de assimetria e média 1 para os desvios-padrao. Ou
seja, estamos assumindo, a priori, que as médias sao iguais, os desvios-padrao sao em média
iguais ao da escala (0,1) e que ndo existe assimetria. As Tabelas 4.1 e 4.2 resumem os valores
que adotamos para todos os hiperparametros. Doravante, denotaremos por priori 1, 2, 3 € 4 os
quatro conjuntos de prioris definidos. Note que a diferenca entre esses conjuntos estd apenas
nas prioris dos parametros populacionais. Ou seja,as prioris 1 e 2, sao as prioris de Jeffreys
e a induzida pela uniforme, respectivamente. As prioris 3 e 4, levam as médias 0, 1 e 0 nas
prioris dos parametros originais, como dito anteriormente. Sendo que, a priori 3 leva a vari-
ancias aproximadamente 1 e a priori 4, conduz a variancias aproximadamente 10, exceto para
o coeficiente de assimetria, cujas variancias foram mantidas proximas de zero. Notamos que,
a distribuigao de 7y, tende a se concentrar nos valores -0,9 e 0,9 com o aumento da variancia.
Tal comportamento também é observado quando utilizamos a priori de Jeffreys. A Figura 4.1
apresenta as prioris de 7, quando utilizamos as prioris de Jeffreys e a priori induzida pela
uniforme para \g,. Ja a Figura (4.2) compara as distribui¢oes de Ay, e 7p, para diferentes vari-
ancias, quando utilizamos uma priori normal para Ag,. As prioris do coeficiente de assimetria

sao representadas pelos histogramas de seus valores simulados.

Tabela 4.1: Hiperparametros escolhidos para as prioris 3.14, 3.15, 3.19, 3.20 e 3.21 relacionadas ao
algoritmo ADMHGS

Priori Hiperparametros

P W (di¢®)  (1e,08,)  (QuwyBuy)  (1r,0%,)
1 (1;0) (0,5 9) (0,57/4) - - -
2 (1;0) (0,5 9)  (20,5) - - -
3 (1: 0) (0,5, 9) : (0;0,85) (3,1;28)  (0;1%)
4 (1: O) (075; 9) - (07 07312) (271; 271) (052722)
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Tabela 4.2: Hiperparametros escolhidos para as prioris 3.14, 3.15, 3.35 e 3.36 relacionadas ao algoritmo

ADGS

Priori Hiperparametros
(a2 LS (d:¢?®)  (ner0e) (az,Bz)  (pr:07,)
1 (17 O) (0757 9) (07 57 7T2/4) - - -
2 (17 O) (075; 9) (2a 07 5) - - -
3 (1;0) (0,5, 9) - (0;0,7%)  (34;3)  (0;0,8%
1 (1;0) (0,5; 9) - (0;3,17) (2,1;2,32) (0;0,23%)
% ~1(0,1/2, 7n/2) (Priori de Jeffreys) E(7)=0 e var(y)=0,443
< 40 20 0 20 40 4.0 05 00 05 1.0
% ~ t(0. 2. 1/2) (Priori de Uniforme) E(-y)=0 e var(y)=0,07

T T
40 -20 0 20 40 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4.1: Distribuicoes a priori de Ag, e 7, considerando as prioris de Jeffreys e Uniforme



4.2 Avaliagao da convergéncia 45

2~ N(0,1) E(y)=0 e var(y)=0,036
Ty
9 8
T T (=)
3. 58
=] 20
SR . : ‘ ‘ o ‘ ‘ :
40 20 0 20 40 05 00 05
A ¥
2~ N(0,5) E()=0 e var(y)=0,466
5.
0 ° i °
83 £
2o &
g ©
T w o
§ i T T T T g T T T T 1
40 20 0 20 40 o 10 05 00 05 10
A ¥
A~ N(0,10) Ei7)=0 e var()=0,675

0.04

densidade
002
150000

0.00
Frequéncia

o J
05 10

T T T
-40 -20 0 0 40 10 05 00
) i

Figura 4.2: Distribuicoes de g, e vy, para diferentes variancias considerando a priori normal

Seguindo a recomendagao de Gelman (2004), geramos 3 cadeias para cada algoritmo, inicia-
lizadas com trés diferentes conjuntos de valores. No primeiro conjunto (conjunto 1) utilizamos
valores de referéncia da TRI. O segundo conjunto (conjunto 2) foi todo gerado aleatoriamente
a partir de distribui¢oes de probabilidade apropriadas. Ja o terceiro conjunto (conjunto 3)
foi obtido a partir da amostra. A seguir apresentamos uma descricao mais detalhada desses
valores.

Conjunto 1:
e Parametros populacionais: p, = (0;0;0;0)", o9 = (1;1;1;1)", v, = (0;0;0;0) ;

e Parametros dos itens: todos os itens de discriminacao foram fixados em um e todos os

itens de dificuldade foram fixados em zero;
e Proficiéncias: 6, ~ N(0,1).
Conjunto 2:
e Parametros populacionais: py, ~ N(0;10), og, ~ GI(2,1;1,1), 79, ~ U(—1;1);
e Parametros dos itens: a; ~ Log-normal(0,1) e b; ~ N(0,1);

e Proficiéncias: 0, ~ N(0,1).
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Conjunto 3:
e Parametros populacionais: Estimativas pelo método dos momentos;

e Parametros dos itens: Estatisticas da teoria classica de medidas, veja Andrade et.al (2000)
e Lord (1980);

e Proficiéncias: 6;, = Escores padronizados.

Foram gerados 100000 valores utilizando os algoritmos ADMHGS e ADGS com a priori
1. Simulagoes preliminares sugeriram que todas as cadeias convergiram apds 1000 iteracoes,
exceto as cadeias relacionadas aos coeficientes de assimetria, cuja convergéncia ocorreu apos
20000 iteracoes. Portanto, a convergéncia de todas as cadeias ocorreu apo6s 20000 iteracoes,
e consideramos estas como periodo de aquecimento (burn in). As estatisticas de Gelmam-
Rubin calculadas ap6s o aquecimento variaram entre 1,00 e 1,02 quando utilizamos o algoritmo
ADMHGS e entre 1,00 e 1,01 quando foi utilizado o ADGS. Isso indica que a convergéncia
realmente foi alcancada. Para obter amostras independentes, das posterioris de interesse, con-
sideramos um espacamento entre os valores gerados, uma vez que, ambos algoritmos geraram
observagoes correlacionadas. Nas amostras geradas pelo algoritmo ADMHGS, pegamos valores
de 80 em 80. Nas amostras geradas pelo algoritmo ADGS, foi suficiente pegarmos valores de 30
em 30 para reduzir a autocorrelagao. As Figuras 4.3 a 4.8 apresentam os graficos de valores si-
mulados dos parametros populacionais e dos parametros dos itens 11 e 60 que foram escolhidos
aleatoriamente. Os graficos mostram os valores ap6s o periodo de aquecimento, considerando os
trés conjuntos de valores iniciais e com espacamento da ordem de 80 observagoes, para facilitar
a visualizacao. Podemos ver que as cadeias estao bem misturadas, indicando que os diferentes
valores iniciais nao alteram, significativamente, os resultados.

As Figuras 4.9 a 4.16 mostram os correlogramas, com e sem espacamento, das amostras
geradas para os parametros populacionais, exceto para a média e desvio-padrao do grupo 1 que
foram fixados em zero e um para garantir a identificabilidade, e dos itens 11 e 60, utilizando a
priori 1 e o conjunto de valores iniciais 1. Os correlogramas das amostras obtidas utilizando os

demais conjuntos de valores iniciais sao muito semelhantes a estes e nao serao mostrados.
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Os resultados anteriores sugerem que ambos algoritmos convergem ap6s um certo nimero de
iteracoes. Porém, tendo em vista os longos periodos de computagao demandados pelos métodos
MCMC, é interessante avaliarmos o tempo que estes levam para atingir a convergéncia. Neste
trabalho utilizamos como critério de comparacao o tamanho efetivo de amostra (ESS)!, como
feito em Sahu (2002). O ESS ¢ definido para cada parametro como o tamanho das amostras
MCMC dividido pela autocorrelacdo, v = 1+ 2% .2, pg, onde p, é a autocorrelacido com
defasagem k. Sendo assim, quanto maior for o valor de ESS, mais proxima de uma amostra
aleatoria da distribuicao a posteriori conjunta estara a amostra gerada e mais representativa
esta sera, veja Gamerman and Lopes (2006). Seguindo Sahu (2002), utilizamos como estimativa
de v o limite superior (1 + p*)/(1 — p*) onde p* = |p1|. Nesse estudo utilizamos o conjunto de
dados referente a avaliacao do progresso matemaético de estudantes de algumas escolas primérias
de Londrina. Este conjunto de dados serd descrito com mais detalhes no Capitulo 5. Realizamos
50000 iteracoes de cada algoritmo e descartamos as 20000 primeiras. Com as amostras obtidas,
calculamos os ESS e também os ESS por minuto (ESS/m), dividindo o ESS pelo tempo de
computagao, para cada um dos parametros. A Tabela 4.3 mostra as médias dos ESS e ESS/m
para os dois algoritmos considerando as quatro prioris adotadas. Na dltima coluna reportamos
a razao entre os ESS/m dos dois algoritmos. Em termos do ESS, o algoritmo ADGS teve a
melhor performance, exceto quando foi utilizada a priori 3. Em termos do ESS/m, observamos
que o algoritmo ADGS também obteve a melhor performance, exceto quando foi utilizada a
priori 4. Na maioria das situagoes o algoritmo ADGS foi mais rapido (quase duas vezes mais),
principalmente, quando foi utilizado a priori 1 (que corresponde a priori de Jeffreys para os

parametros populacionais).

Tabela 4.3: Performance dos algoritmos ADMHGS e ADGS no conjunto de dados referente a avaliagdo
do progresso matemético de estudantes de escolas primarias de Londrina

ADMHGS ADGS
Priori ESS ESS/m ESS ESS/m Razao
1 AATAIT8 25228 ATT1.270 36,361 1,441
2 4549,746 20,190 4724984 36,014 1,784
3 0054,523 32,316 4955,711 35,533 1,010
4 4569,048 27,968 5103,164 23,491 0,840

1Sigla do inglés: effective sample size
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4.3 Estudo de replicacao

Nesta secao apresentamos os resultados de um estudo de replicacao feito com intuito de
avaliar a acuracia das estimativas e, também, o impacto de importantes fatores na recuperacao
dos parametros. Realizamos este estudo utilizando o algoritmo ADGS. Esta escolha foi baseada
nos resultados obtidos na se¢ao anterior, que apontaram este algoritmo como sendo o de melhor
performance, em termos de convergéncia.

Para nossas inferéncias, consideramos amostras a posteriori de tamanho 1000, obtidas apos
50000 iteragoes do algoritmo ADGS, descartando-se as 20000 primeiras e retendo valores a cada
30 iteragoes. Os fatores considerados com os niveis entre parénteses foram os seguintes: niimero
de respondentes por grupo (NR) (1500, 3000), nimero de itens por grupo (NI) (20, 40), nimero
de itens comuns (NIC) (25%, 50%), priori (P) (prioril, priori2, priori3, priori4) estas prioris sao
as mesmas que foram definidas na subsecao 4.2.1, vide Tabela 4.2. Resolvemos trabalhar com
trés grupos, nomeadamente 1, 2 e 3, sendo o grupo 1 o de referéncia. Incluimos mais um fator
referente & distribui¢ao dos tracos latentes do grupo de referéncia e o chamamos de assimetria
do grupo de referéncia (AGR) com niveis (1, 2, 3). Tais niveis contemplam as situacoes onde
a assimetria da distribuicao do grupo de referéncia é nula, fortemente positiva e fortemente
negativa. Para isso escolhemos para vy, os valores 0; 0,6 e -0,6; respectivamente. Os demais
parametros populacionais foram fixados da seguinte forma: as médias e desvios-padrao foram
fixados em py, = (0,—1,1)" e o9 = (1;0,8;1,2)" para os grupos 1, 2 e 3, respectivamente.
Os coeficientes de assimetria dos grupos 2 e 3 foram fixados em 7y, = 0,6 e v, = —0,6.
Ou seja, estudaremos as situacao onde o grupo de referéncia é simétrico ou assimétrico e os
demais grupos sao assimétricos. A Tabela 4.4 resume os valores dos parametros populacionais

escolhidos para cada grupo e cada nivel do fator AGR.

Tabela 4.4: Parametros populacionais escolhidos para cada grupo para cada nivel do fator AGR

AGR=1 AGR=2 AGR=3

Lo, 0 0 0
Grupo 1 | gy, 1 1 1
Yo, 0 0,6 -0,6
Lo, 1 1 1
Grupo 2 | oy, 0,8 0,8 0,8
Yo, 0,6 0,6 0,6
16, 1 1 1
Grupo 3 | oy, 1,2 1,2 1,2
Yo, -0,6 -0,6 -0,6

Os parametros dos itens foram fixados de maneira analoga ao que foi feito na simulacao
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da secao 4.2, mas diferentemente daquela situacao, aqui tivemos que fixar 4 conjuntos de itens
com tamanhos diferentes, tendo em vista as diferentes combinacoes de nimero de individuos,
numero de itens e nimero de itens comuns. Tais parametros podem ser vistos no Apéndice
C nas Tabelas C.1, C.2, C.3 e C.4. Considerando todos esses fatores temos um total de 96
situacoes. Para cada uma das situagoes, foram simulados 10 conjuntos de respostas, segundo o
modelo, que chamaremos de réplicas. Em cada réplica, obteve-se um conjunto de estimativas
para todos os parametros.

De modo a comparar as diferentes situacoes, utilizamos estatisticas convenientes. Seja
V) € (0jk,a;,b;), onde | ¢ um indice conveniente /(\i,j ou k) e 517, sua respectiva estimativa
obtida na réplica r, r = 1,..., R. Defina também o, = %Zfﬂ 1/9\”. A raiz quadrada do erro

quadratico médio (REQM) e o viés relativo absoluto (VRA) sao definidos da seguinte forma:

R
1 ~
REQM = |+ ;(19” — )2 e
\31 — U
VRA = .
9]

Os resultados desse estudo foram resumidos através de graficos das estatisticas REQM,
VRA e das medianas de REQM que chamamos de MREQM, calculados para cada conjunto de
parametros. Os gréficos das estatisticas REQM e VRA estao todos no formato boxplot, exceto
para os parametros populacionais, que possuem apenas trés observagoes em cada situacao. Para
esses parametros utilizamos graficos da mediana com amplitude total (veja Apéndice B para
mais detalhes). Os valores de REQM e VRA para as estimativas dos tragos latentes tiveram
muitos valores discrepantes, principalmente, os de VRA. Para garantir a comparatibilidade
entre os boxplots consideramos apenas os valores de REQM<0,9 e VRA<0,7. Os graficos das
estimativas de REQM e VRA para todas as situacoes e todos os conjuntos de parametros
podem ser vistos no apéndice B.

As Figuras 4.17 a 4.22 apresentam os graficos de linha das estatisticas MREQM calculados
da seguinte forma. Para os tracos latentes tomamos a média dos REQM’s para cada nivel dos
fatores NI e NIC. Para os demais parametros tomamos as medianas dos REQM’s para cada
nivel dos fatores NR e NIC. Podemos ver que os resultados nao diferiram, significativamente,
para as quatro prioris e os trés niveis do fator AGR, exceto para o coeficiente assimetria que
teve uma maior oscilacao entre as prioris. Além disso, os valores de MREQM dos tracos latentes
parecem diminuir com o aumento do nimero de itens e niimero de itens comuns. Para os demais

parametros, os valores de MREQM diminuem com o aumento do nimero de respondentes e
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também do ntmero de itens comuns. Tal comportamento pode ser visto, também, nos graficos
de REQM e VAR. Observe, por exemplo, as Figuras B.16 (a), (b) e B.34 (a),(b) referentes aos
tracos latentes e as Figuras B.10 e B.28 (a) e (c¢) referentes aos parametros de discriminagao.
Observando as Figuras B.7 a B.9 e as Figuras B.25 a B.27 referentes ao coeficiente de
assimetria, vemos que os melhores resultados foram obtidos com a priori 1, exceto em trés
situagoes, vide Figuras B.7 (a), (b) e (f) e Figuras B.25 (a), (b) e (f). Ou seja, quando o grupo
de referéncia é simétrico e o nimero de individuos é pequeno a priori 2 apresentou os melhores

resultados na estimacao dos coeficientes de assimetria.
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Para avaliarmos o impacto de cada fator na precisao das estimativas dos parametros, fize-
mos uma andlise de varidncia considerando como variavel resposta, In(REQM); veja De Ayala
and Sava-Bolesta (1999) e DeMars (2003). Acreditamos que esta andlise seja um complemento
a andlise grafica, ajudando-nos a reforcar nossas conclusoes. Considerando que temos mui-
tas observagoes para cada combinacao de niveis dos fatores, qualquer teste estatistico seria
significativo. Também, algumas pressuposicoes da ANOVA, tais como, normalidade e homoge-
neidade, podem nao ser verificadas considerando como resposta o logaritmo natural do REQM.

2

Desta forma, consideramos a estatistica w” ao invés da estatistica F', sem realizar qualquer

teste estatistico. A estatistica w? é dada por

W2 — SQfator — 9'ator@Mfator (4.1)
QMyesiduo + ST 7

onde, SQ é a soma de quadrados, QM é o quadrado médio e gl sdao os graus de liberdade.
As Tabelas 4.5 a 4.7 mostram as analise de variancia do In(REQM) das estimativas dos tragos
latentes, parametros de discriminacao e parametros de dificuldade. Nestas mostramos apenas os
efeitos principais. Todas as interacoes apresentaram valores de w? menores do que 10™* e foram
omitidas nestas tabelas, pois tém impacto praticamente nulo na precisao das estimativas. No
entanto, o leitor pode ver as tabelas ANOVA completas no Apéndice C. Observando a Tabela
4.5, referente aos tracos latentes, vemos que o ntimero de itens por grupo é responsavel por
quase 20% da variabilidade de In(REQM) seguido do nimero de itens comuns por grupo, que
explica cerca de 1,3% da variabilidade. Com relacao aos parametros de discriminacio, vemos
que o fator com maior impacto na precisao das estimativas é nimero de respondentes por
grupo, seguido do ntimero de itens comuns por grupo. Ja para o parametro de dificuldade, a
contribuicao do fator NR é quase a igual a do fator NIC, sendo que o nimero de itens comuns
por grupo explica quase 10% da variabilidade e o fator NR explica quase 7%. Vemos também

que, o impacto dos fatores AGR e P foi irrisério nos trés conjuntos de parametros analisados.
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Tabela 4.5: ANOVA para os tragos latentes

Fonte de variacao gl SQ QM w?
NR 1 43,100 43,100 0,002
NI 1 4781,160 4781,160 0,197
NIC 1 334,860 334,860 0,014
AGR 2 0,920 0,460 <0,001
P 3 2,770 0,920 <0,001
Residuos 215991 19122,790 0,089

Tabela 4.6: ANOVA para os parametros de discriminagio

Fonte de variacao gl SQ QM w?
NR 1 201,613 201,613 0,117
NI 1 51,738 51,739 0,030
NIC 1 161,045 161,045 0,093
AGR 2 0,847 0,423 <0,001
p 3 ATI5 1,572 0,002
Residuos 6471 1306,068 0,202

Tabela 4.7: ANOVA para os parametros de dificuldade

Fonte de variacao gl SQ QM w?
NR 1 191,632 191,632 0,068
NI 1 50,454 50,454 0,018
NIC 1 273,307 273,307 0,098
AGR 2 4313 2156 0,001
p 30308 0103 <0,001
Residuos 6471 2277,510 0,352
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4.4 Comentarios e conclusoes

Todos nossos algoritmos foram implementados na linguagem orientada a objeto Ox”™ | veja

http://www.doornik.com/products.html. A edigdo dos resultados (analises de variancias, gra-
ficos, etc) foi feita com o software R, veja http://www.r-project.org/. Vimos que, o algoritmo
ADGS apresentou uma performance superior ao algoritmo ADMHGS, em termos de convergén-
cia. Excetuando-se o coeficiente de assimetria, vimos que as cadeias geradas por esse algoritmo
convergiram ap6s 1000 iteragoes. Para o coeficiente de assimetria notamos a necessidade de
um periodo bem mais longo (20000 iteracoes). Reportamos na Tabela 4.8 os tempos de com-
putacao, para cada 1000 iteracoes do Algoritmo ADGS utilizando a priori 1, para diferentes
combinagoes do ntimero total de respondentes (NTR) e niimero total de itens (NTT). Os resul-
tados foram obtidos em um computador com processador Intel(R) core(TM) i5 2,67 GHz, 4GB

de memoria RAM e sistema operacional de 64 Bits.

Tabela 4.8: Tempo de computacio do algoritmo ADGS para cada 1000 iteragoes

(NTR; NTI) Tempo de computagiao
(15005 40) 51s

(1500; 50) 1m10s

(15005 80) 1m42s

(1500; 100) 2m07s

(3000; 40) 1m43s

(3000; 50) 2m03s

(3000; 80) 3m16s

(3000; 100) 3m38s

As estimativas dos coeficientes de assimetria sofreram maior influéncia da escolha da priori.
As prioris 1 e 2 apresentaram os melhores resultados e dentre estas, a priori 1 apresentou os me-
lhores resultados na grande maioria das situagoes. Dessa forma, o modelo de grupos multiplos
assimétrico com priori de Jeffreys (priori 1) recuperou bem todos os parametros. Com relagao
ao impacto de fatores na recuperacao dos parametros concluimos que, o numero de itens ¢ o
fator de maior impacto na estimacao dos tragos latentes, sendo que, o aumento do niimero de
itens esta relacionado com o aumento na precisao das estimativas. O nimero de respondentes
¢ 0 que mais impacta na recuperacao dos parametros de discriminacao, sendo que o aumento
destes, esta relacionado com uma maior precisao nas estimativas. Ja a precisao das estimativas
dos parametros de dificuldade parecem nao depender tanto do ntimero de respondentes. Acre-
ditamos que este fato esteja relacionado a propria definicao de parametro de discriminacao e
parametro de dificuldade. Ou seja, é razoavel pensar que o ntmero de observagoes necesséarias

para se estimar bem a inclinagao de uma curva, ¢ maior do que o ntimero de observagoes ne-
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cessarias para se estimar bem a sua posicao. Constatamos, também, que o nimero de itens
comuns possui uma notada relevincia aparecendo como o segundo fator de maior impacto na
precisao das estimativas dos conjuntos de parametros analisados. Sendo que, o aumento destes,
também esta relacionado a estimativas mais precisas.

Nao foi observado nenhuma mudanca na precisao das estimativas quando variamos a as-
simetria da distribuicao dos tracos latentes do grupo de referéncia, com os demais grupos
assimétricos. Ou seja, o modelo de grupos multiplos assimétrico forneceu boas estimativas,

independentemente da simetria ou assimetria do grupo de referéncia.



Capitulo 5

Analise de Dados Reais

5.1 Introducao

Neste Capitulo utilizamos o modelo de grupos multiplos assimétrico para analisar um conjunto
de dados referente a um estudo longitudinal realizado com alunos da primeira a quarta série
do ensino fundamental de algumas escolas publicas da cidade de Londrina. Baseados nos
resultados do Capitulo 4, escolhemos o algoritmo ADGS com priori de Jeffreys para realizar
a estimacao dos parametros. Avaliamos a qualidade de nosso ajuste utilizando diagnostico
baseado na distribuicao preditiva de medidas de discrepancia adequadas. O presente capitulo
estd dividido da seguinte forma: na secao 1.2 apresentamos algumas medidas de diagnostico. Na
secao 1.3 analisamos dados reais comparando os resultados obtidos com os modelo assimétrico

e simétrico. Por dltimo, na secao 1.3 apresentamos conclusoes e comentarios.

5.2 Medidas de diagnostico

Em modelos bayesianos, uma forma de verificar a qualidade do ajuste é comparar a distribuicao
dos dados observados com a distribuigdo preditiva, veja Gelman et.al (2004). Para modelos
de resposta ao item bayesianos existe, na literatura, diversos diagnosticos baseados em distri-
buicoes preditivas. Discussoes gerais podem ser encontradas em, Stern and Sinharay (2005),
Sinharay (2006), Sinharay et.al (2006), Fox (2004), Fox and Glas (2005) e Fox (2010). Azevedo
et.al (2012) adaptaram alguns diagnoésticos para o caso de grupos multiplos. Tais diagndsticos
sao baseados em medidas de discrepancia escolhidas de modo que se possa avaliar alguma su-
posicao ou o ajuste geral do modelo. Neste trabalho utilizamos duas medidas de discrepancia.
Uma delas é baseada nos residuos de Pearson. Este tipo de residuo representa a diferenca entre

os valores observados e esperados dividida pelo desvio-padrao das observacoes. A outra serd

65



66 Analise de Dados Reais

definida a partir do residuo componente do desvio (ou residuo deviance), veja Paula (2010).

Vamos agora definir algumas notacoes importantes para o desenvolvimento deste Capitulo.
Seja y°* a matriz de respostas observadas, e y"®’ a matriz de dados replicados gerados

a partir da sua distribuicao preditiva. A distribuicao preditiva das respostas do grupo k é

representada por

P(y[Ply2) = / P8 p(Ok]y )y (5.1)

onde ¥, denota o conjunto de parametros do modelo correspondentes ao grupo k. Gelman
et al. (2004) sugerem varios graficos para se comparar os dados replicados com os observados
segundo uma medida de discrepancia. Uma outra opcao é o valor-p bayesiano definido como a
probabilidade de observarmos dados replicados maiores do que, ou iguais aos dados observados,

segundo a medida de discrepancia adotada. Ou seja,

po (Vi7lyi") = P (D (v, 9%) > D (v, 9%) y2) . (5-2)

onde a probabilidade ¢ tomada sob a posteriori conjunta de (y,”, ¥%). Na pratica, a distribuigao
preditiva é calculada utilizando simulagao. Se tivermos 1" simulagoes da distribuicao a posteriori
de Yy nos calculamos y,” da distribuigao preditiva para cada 19, simulado; teremos entdo uma
amostra de tamanho 7' da distribuicdo a posteriori conjunta de (y;” , Oely?®). A estimativa

do valor-p é dada pela proporcao de valores nas T simulagoes tal que, D (( Tep)(f)7q9]gt)> >
D ((yzbs) 0,9y ) , o t=1,....T.

Béguin and Glas (2001), propoem um método grafico para comparar a distribuicao dos
escores observados com a distribuicao preditiva dos escores. Sob a estrutura de grupos multiplos
a distribuicao dos escores pode ser avaliada por grupo.

A medida de discrepancia baseada nos residuos de Pearson para um grupo especifico é

definida como

Z nlk_ nlk)) 7 (5.3)

1 nnl k)

em que ng representa o nimero de individuos com escore [ no grupo k. Ou seja, D,(yy) ¢ defi-
nida como o quadrado dos residuos, o que corresponde a bem conhecida estatistica qui-quadrado
de Pearson. A esperanca e variancia de n;j sao estimadas da seguinte forma: para cada con-
junto de parametros simulados (tragos latentes e parametros dos itens) um novo conjunto de
respostas ¢ também simulado e, a partir destes, sao calculados os valores de n; ;. Tomamos a

média e variancia sob todos nl(t,z para toda simulacao t = 1,...,T, escore [ = 1,...,L e grupo
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k, em que L é o escore maximo observado. Esta medida também pode ser definida em nivel
populacional somando-se as medias de cada grupo, ou seja, D(y) = >, D(yx)-

Para o residuo componente do desvio definimos a seguinte medida

em que d(n;,) representa a contribuigdo da verossimilhanca da observacao. Na pratica, a
contribuicao da log-verossimilhanca também pode ser utilizada.

De maneira similar, a distribuigao dos escores observados por item pode ser também avaliada
por grupo. Considerando a estatistica de Pearson, a medida de discrepancia para um item ¢

apresentado ao grupo k é definida como

Dy(yi) = Z (n“kv_(i(z:l)“k)) 3 (5.5)

em que, n;; ¢ o nimero de individuos com escore [ que responderam corretamente ao item ¢
no grupo k. A média e variancia de n;; sao calculadas da mesma forma que é feito para ny.

Para os residuos componente do desvio, tomando a contribuicao da log-verossimilhanca temos

Duy) = Y d(ns). (5.6)

em que,

Z \/ 2| log(Pyjr)| Z \/2]log1— Pir)|- (5.7)

JEQ(ng) JgQny)
Essas medidas também podem ser generalizadas de modo a resumir todos os grupos. Sendo

D uma das duas medidas de discrepancia definidas temos

D(y:) = > _ Dl(yu). (5.8)

Para resumir todos os itens basta tomar

= > Dy (5.9)
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5.3 Estudo longitudinal em Matematica

Nosso conjunto de dados faz parte de uma grande avaliacao educacional longitudinal coordenada
pela universidade de Exeter, Inglaterra. Varios paises participam deste estudo, incluindo o
Brasil através da Universidade Estadual de Londrina. O projeto IPMA (International Project
on Mathematical Attainment) monitora o progresso matematico de alunos em escolas priméarias.

No Brasil, 568 estudantes da primeira série do ensino fundamental foram selecionados de oito
escolas, localizadas em diferentes lugares da cidade de Londrina. Das oito escolas selecionadas,
seis sao municipais e duas sao estaduais. Os estudantes foram acompanhados até a quarta série.
Durante a sua realizagao, varios estudantes abandonaram o estudo por diferentes motivos.

O presente conjunto de dados consiste do seguinte ntimero de estudantes da primeira a
quarta série: 556, 556, 401 e 294. Os estudantes da primeira série responderam a um teste de
20 itens, a segunda série respondeu a 40 itens incluindo os 20 itens do teste da primeira série.
O mesmo ocorreu com a terceira e quarta série, ou seja, estes alunos também responderam a
40 itens incluindo os dltimos 20 itens da série precedente mais 20 itens inéditos (veja Tabela

C.8). Temos entao um total de 80 itens.

5.3.1 Estimacao dos parametros e avaliacao do ajuste

Azevedo et.al (2012) analisam este mesmo conjunto de dados utilizando o modelo de grupos
multiplos simétrico. Eles avaliam a existéncia de correlacoes entre as séries. Seus resultados
indicaram correlagao significativa apenas entre a segunda e quarta série (correlagdo de Pearson
igual a 0,215). Portanto, parece ser razoavel supormos que os tragos latentes sdo nao correla-
cionados ao longo das séries.

Ajustamos o modelo de grupos miltiplos assimétrico (MGMA) aos dados considerando cada
série como um grupo. Ajustamos também o modelo de grupos miltiplos simétrico (MGM) com
o objetivo de fazer uma comparagao dos resultados. O MGM também foi ajustado através do
algoritmo ADGS modificado no passo 5.3, veja Apéndice A.2. Nas Figuras 5.1 e 5.2, sdo apre-
sentadas as distribuicoes dos escores preditos e observados em cada série, segundo os modelos
assimeétrico e simétrico, respectivamente. Podemos ver que em cada série os escores preditos
estao bem proximos dos observados e estes encontram-se dentro da regiao de credibilidade. Isso
sugere que os modelos estao bem ajustados aos dados. Podemos ver, também, que nem todas
as distribuicoes dos escores sao simétricas, principalmente, a da segunda série. Isso sugere que
as distribuicoes dos tracos latentes de alguns grupos podem ser assimétricas.

As estimativas dos parametros populacionais para os modelos simétrico e assimétrico po-

dem ser vistas na Tabela 5.1. Nesta podemos ver as estimativas dos parametros (média a
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posteriori), os erros-padrao (EP), intervalos de credibilidade de 95% (IC (95%)) e HPD’s de
95%. Denotamos por g, , 09, € Yp,, k = 1,...,4 os parametros populacionais da primeira
a quarta série. Vemos que o MGMA confirmou nossas suspeitas a respeito da assimetria da
distribuicao dos tracos latentes. Os resultados indicam que ha uma forte assimetria a esquerda
na distribui¢do dos tragos latentes da segunda série (coeficiente de assimetria igual a -0,805).
J& os tracos latentes da primeira e terceira séries, apresentaram fraca assimetria a esquerda
e os da quarta série apresentaram fraca assimetria a direita. A média e o desvio padrao da
primeira série foram fixadas em zero e um, respectivamente, para identificagao da escala. Na
Figura 5.3 podemos ver as estimativas dos parametros populacionais com seus respectivos in-
tervalos de credibilidade obtidas com os dois modelos. Vemos que as estimativas das médias
e desvios-padrao obtidas com o MGMA sao um pouco menores, em relacao as estimativas do
MGM, principalmente nos grupos 2 e 3. Ou seja, 0 modelo que ignora a assimetria, pode estar
superestimando os parametros populacionais.

Pudemos ver que houve um incremento na proficiéncia média dos alunos da primeira até a
quarta série. Isso indica uma melhora significativa na performance dos estudante a cada ano.
Os desvios-padrao da terceira e quarta série sao menores comparados aos da primeira e segunda
série. Significa que os estudantes estao mais parecidos nos dois tltimos anos e essa semelhanca
¢ maior do que a sugerida pelo modelo simétrico. Ou seja, apos dois anos no projeto, os alunos
parecem estar mais parecidos com relagao a sua performance matemaética.

As medidas de discrepancia (5.5) e (5.6) foram utilizadas para avaliar o ajuste dos para-
metros dos itens. A Figura 5.4 mostra os valores-p bayesianos para cada item e para os dois
modelos ajustados. A estatistica deviance parece ser mais conservadora no sentido de detectar
itens que nao se ajustaram bem aos dados. Observando os valores-p baseados na estatistica
qui-quadrado vemos que, de modo geral os itens estao devidamente ajustados com excecao dos
itens, 19, 39 e 57 que foram apontados pelos dois modelos. O item 23 parece nao ter se ajustado
bem segundo o MGM com p = 0,078 ajustando-se melhor segundo o MGMA (p = 0,178). O
ajuste "pobre"desses itens pode ser devido a mau especificacdo da funcao de resposta ao item,

mé formulacdo do item, etc.
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As Figuras 5.5 e 5.6 mostram as estimativas (médias a posteriori) dos parametros dos itens

com intervalos de credibilidade de 95% para o MGMA e MGM. Podemos ver que os 20 primeiros
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Tabela 5.1: Resumo a posteriori dos parametros populacionais de cada série segundo os modelos
simétrico e assimétrico

Assimétrico Simétrico

Parametros Média  EP 1C (95%) HPD (95%) Média  EP 1C (95%) HPD (95%)
o, 0 - - - - - 0 - - - - -
116, 1,049 0,050 0,95 1,150 0,958 1,153 | 1,078 0,054 0,974 1,18 0,981 1,193
6, 1,427 0,057 1,317 1,539 1,316 1,536 | 1,463 0,060 1,356 1,588 1,356 1,589
1o, 2,093 0,088 1,926 2270 1917 2258 | 2,156 0,091 1,986 2,346 1,996 2,354
06, 1 - - - - - 1 - - - - -
o6, 0,828 0,045 0,740 0917 0,750 0,923 | 0,887 0,042 0,811 0970 0810 0,967
0, 0,588 0,036 0,520 0,659 0519 0659 | 0,623 0,037 0,556 0,703 0,555 0,702
o0, 0,744 0,055 0,642 0,869 0,636 0,853 | 0,772 0,056 0,673 0,892 0,679 0,895
Yo, 0283 0,153 -0,587 -0,001 -0,552 0,001 | 0,000 N - - N N
Yo, 20,805 0,092 -0,960 -0,605 -0,975 -0,630 | 0,000 . . . . .
Yo, 0,160 0,160 -0,484 0,045 -0448 0,060 | 0,000 . . . . .
Yo, 0,140 0,184 -0,079 0,569 -0,098 0,537 | 0,000 . . . . .

| e MGM
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Figura 5.3: Estimativas dos parametros populacionais com intervalos de credibilidade de 95% para o
MGM e MGMA

itens, que foram respondidos pelos estudantes da primeira e segunda série foram os mais faceis
e pra estes nao notamos diferencas significativas entre os dois modelos. Alguns itens, dentre os
itens 40 a 60, que foram respondidos pela terceira e quarta série parecem ter sido muito faceis,
uma vez que estes tém dificuldade comparavel aos itens que foram respondidos pela primeira
série. Os vinte dltimos itens foram respondidos somente pela quarta série, e estes sao os mais
dificeis. No entanto, esta dificuldade é menor do que a sugerida pelo modelo simétrico. Ou
seja, os estudantes nessa série precisaram de mais conhecimento matemético para responder
aos itens. Vemos que tanto as estimativas dos parametros de dificuldade, quanto as estimativas

dos parametros de discriminagao crescem ao longo das séries. Ou seja, os itens mais dificeis
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Figura 5.4: Valores-p Bayesianos correspondentes as medidas de discrepancia baseadas nas estatisticas
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sao também os mais discriminantes. Além disso, vemos que o MGMA sugeriu que o teste

teve um poder de discriminacao mais do que o sugerido pelo MGM. Todas as estimativas dos

parametros dos itens segundo o MGMA podem ser vistas na Tabela C.8.

tentes obtidas segundo os modelos simétrico e assimétrico. Na Figura 5.7 podemos que as
estimativas nao diferem significativamente, exceto na segunda série, onde notamos alguma di-
ferenca para os valores mais altos da proficiéncia.
dos tracos latentes estimados em forma histogramas alisados segundo os dois modelos. Como
j& haviamos mencionado, houve um aumento da proficiéncia média dos alunos ao longo das
séries. J& nas Figuras 5.9 e 5.10 apresentamos as distribuicoes dos tracgos latentes estimados
para cada série e cada modelo com as suas respectivas curvas teodricas. Podemos ver que o
MGMA caracteriza melhor a distribuicdo dos tracos latentes principalmente na presenca de

forte assimetria.

Nas Figuras 5.7 a 5.10 apresentamos uma comparacao entre as estimativas dos tragos la-

A Figura 5.8 apresenta as distribuicoes
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De modo a comparar o ajuste global dos modelos utilizamos as estatisticas de ajuste consi-
deradas por Bazan et al. (2006) e Azevedo et al. (2011). Tais estatisticas foram estudadas em
detalhes por Spiegelhalter et al. (2002). Sao elas o Critério de informagao deviance (DIC), e
os valores esperados do Critério de informacao de Akaike (EAIC) e do Critério de informagao

bayesiano (EBIC). Esses critérios sdo baseados na estatistica pp definida da seguinte forma:

pp = D) — D7), (5.10)
em que, ¥ representa algum parametro de interesse e D(Y) = —2(log-verossimilhanga). No
Nnosso caso temos que

D(9) = =2L(0..,{.,my ) = —2L(0..,¢.)P(0..|my ). (5.11)

Na prética, podemos utilizar amostras MCMC para estimar pp. Tendo-se T' simulagoes de

cada um dos parametros, a estatistica D(¢) é estimada pela média das estatisticas avaliadas

em cada uma das simulacoes. Ou seja,

—_— T
D(ﬁ):% DY)y ¥ t=1,...,T. (5.12)
t=1

Ja para estimar D(¥), utilizamos (mas nao necessariamente) as médias a posteriori dos
parametros. As medianas ou modas a posteriori podem também ser usadas. Dessa forma, as
estimativas de DIC, EAIC e EBIC sao dadas por

DIC = D(d) + 2pp, (5.13)
EAIC = D(9) +2p, (5.14)
EBIC = () + plog(N), (5.15)

em que p é nimero de parametros e N é o nimero de observagoes, que no nosso caso, corresponde
ao namero total de respostas, ou seja, N = n x I. Spiegelhalter et al. (2002) sugerem utilizar
pp ao invés de p. Segundo eles, isto pode dar ainda mais potencial aos critérios. Seguimos esta
sugestao neste trabalho. Os resultados podem ser vistos na Tabela 5.2. Estes indicam que o
MGMA nao s6 se ajustou devidamente aos dados e foi melhor do que o MGM, segundo todos

os critérios de comparacao.
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Tabela 5.2: Critérios para comparagdo de modelos

Modelo  D(9) D(?9) 25 DIC EAIC EBIC
MGM  58103,00 60073,00 1969,80 62042,60 64012,60 83477,08
MGMA 57873,00 59836,00 1962,60 61798,20 63761,20 83154,54

5.4 Conclusoes e comentarios

Na analise dos dados referente ao conhecimento matemético de alunos do ensino fundamental,
o ajuste do modelo de grupos multiplos assimétrico foi melhor do que o ajuste do modelo
de grupos multiplos usual. O MGMA detectou assimetria em 3 dos 4 grupos estudados. O
diagnostico desenvolvido na secao 1.2 foi utilizado para verificar o ajuste dos parametros dos
itens e tracos latentes. O valor-p bayesiano mostrou ser uma boa ferramenta de diagnostico

para verificacao de ajuste dos itens.
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Capitulo 6

Comentarios finais e sugestoes para

futuros trabalhos

Nesse capitulo adicionamos mais alguns comentarios a respeito da nossa metodologia e discu-

timos algumas possiveis extensoes.

6.1 Comentarios finais

O modelo desenvolvido neste trabalho pode ser aplicado em um grande niimero de situacoes
reais, uma vez que, é comum observar, em estudos com grupos miltiplos, comportamentos
diferentes entre as distribuicoes dos tragos latentes. Comportamentos assimétricos ocorrem,
muitas vezes, quando os individuos sao selecionados de acordo com resultados de pré-teste,
veja Genton (2004), ou quando sdo submetidos a diferentes programas de ensino, por exemplo.
Em estudos longitudinais, onde pode ocorrer a eliminacao ou inser¢ao de individuos, a distri-
buicao dos tracos latentes pode se alterar ao longo do tempo. O conjunto de dados analisado
no Capitulo 5 ¢ um exemplo tipico dessa situacao. Portanto, o uso de distribui¢oes assimétri-
cas para representar o comportamento dos tracos latentes, amplia o ntimero de aplicacoes do
modelo de grupos miltiplos e nos permite obter resultados mais fidedignos. A utilizacao de
outras distribuicoes assimétricas, como por exemplo, ¢ assimétrica poderia ser estudada. Com
a distribuicao t assimétrica, contemplariamos também, os casos onde a distribuicao dos tracos
latentes possui caudas pesadas.

Alguns aspectos que nao foram explorados neste trabalho, bem como possiveis extensoes,

sao discutidos a seguir.
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6.2 Sugestoes para futuros trabalhos

6.2.1 Uso de outras funcoes de resposta ao item

O modelo probito de 2 parametros, nao representa de modo satisfatorio a probabilidade de
acerto de individuos com habilidade muito baixa, em itens em que o acerto ao acaso ¢ possivel.
Uma abordagem mais apropriada é a utilizacao do modelo probito de 3 parametros. Uma
importante extensao de nosso modelo seria feita com a inclusao do parametro de acerto casual
na FRI utilizando a metodologia de dados aumentados desenvolvida em Sahu (2002) e Béguin
and Glas (2001).

Por outro lado, em testes com itens de multipla escolha ou dissertativos, pode ser mais
apropriado utilizar modelos de resposta policotomicas. Ou seja, utilizar FRI’s que contemplem
a probabilidade de escolha de cada categoria, sejam elas nominais ou ordinais. Considerando
um unico grupo, nos modelos policotéomicos, a probabilidade de escolha da categoria s do item

¢ pelo individuo 7, pode ser representada pelo modelo Bernoulli multivariado, ou seja,

m;

P(Yy = yil0,¢;) = H P;;Z;é, (6.1)

s=1
em que, Pj;; ¢ uma funcao de resposta ao item relacionada a algum modelo policotomico. Os

modelos policotdmicos assimétricos seriam baseados na seguinte suposi¢ao

03|779 ~ NA‘C(/"L67O-6770)' (62)

Patz and Junker (1999a) e Azevedo and Andrade (2010), propéem um amostrador de Gibbs
com passos de Metropolis-Hastings para estimacao dos modelos de crédito parcial generalizado
e resposta nominal, respectivamente. No caso assimétrico, podemos usar, por exemplo, a priori
de Jeffreys sob estrutura hierdrquica para os parametros populacionais. Como vimos, esta
escolha nos permite encontrar as condicionais completas dos parametros populacionais com
forma conhecida, vide Capitulo 3 subsecao 3.3.2.

Poderfamos também utilizar as FRI’s assimétricas propostas por Bazén (2005). Dessa forma

terifamos um modelo que permitiria assimetria nos itens e também nos tracos latentes.

6.2.2 Outras classes de modelos de resposta ao item

Outras classes de modelos de potencial interesse na TRI, poderiam também ser estendidas
para o caso assimétrico. Algumas classes importantes sao: a classe dos modelos multidimen-

sionais, veja Nojosa (2001), os quais assumem que é necessario mais de um traco latente para
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modelar apropriadamente as probabilidades de resposta; os Modelos Multivariados, veja Matos
(2001), que consideram estruturas de dependéncia dos tragos latentes medidos em diferentes
areas de conhecimento; Modelos longitudinais, veja Azevedo (2008), Azevedo et al (2011 c¢),
Tavares (2001), Andrade e Tavares (2005) e Tavares e Andrade (2006), que modelam depen-
déncias longitudinais dos tracos latentes e os Modelos Multiniveis, os quais assumem que as
unidades amostrais pertencem a diferentes grupos e estes, por sua vez, podem pertencer ou nao
a outros tipos de grupos. A distribuicao normal assimétrica centralizada multivariada, veja
Arellano-Valle and Azzalini (2008), poderia ser utilizada para modelar a dependéncia entre
os tracos latentes. Por exemplo, o modelo probito de 2 parametros longitudinal de grupos
multiplos teria a seguinte estrutura

Modelo de resposta ao item (parte funcional)

Y;'jkt|6’jkt>Cz' ~ Bernoulh(Pijk:t)a
Pijkt = P(Y;jkt‘ejkta Ci) = Cb(aiejkt - bi)- (6-3)

Distribui¢do Latente (parte estrutural)

ejk. ‘nek ~ NAC(MGk? Eek ) ’Yek)? (64)

em que Y;,; denota a resposta do individuo j da populacao £ ao item 7, no instante ¢ e NA_ de-
nota a distribuigao normal assimétrica centralizada multivariada de parametros pg,, X9, € Yo,
Azevedo (2008), desenvolveu um amostrador de Gibbs sob a estrutura de dados aumentados
que pode ser estendido para estimacao do modelo longitudinal assimétrico.

Matos (2008), desenvolve um modelo probito de 3 parametros multidimensional com dis-
tribuicoes ¢ assimétricas para os tracos latentes, considerando um tdnico grupo. Um extensao
interessante, seria a adaptacao deste modelo para o caso de grupos miultiplos. Essa adaptacao
seria semelhante a que foi feita por Béguin and Glas (2001), para o modelo multidimensional
simétrico.

Em termos de dados aumentados e considerando alguma FRI binéria, seguindo Albert
(1992) e ou Fox (2010) o modelo de grupos miltiplos assimétrico de 2 parametros com estru-

tura multinivel é presentado por,

Zijk = XirBix + airbjx — b + ijr (6.5)
ij - W]kék + €jk (66)
0 = T+ uy, (67)
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em que, €;; possui distribuicao normal assimétrica centralizada de parametros zero, og, e 7g,;
e 05 possui distribuicao normal assimétrica centralizada multivariada com médias zero, matriz

de covariancia d e vetor de coeficientes de assimetria 5. Ou seja,

€jk NAC(()?O'@H’Y%)) (68)
5~ NAL0,34,7s). (6.9)

As prioris dos parametros podem ser condicionalmente modeladas como

log(ag) = HEZ)HS:)—I—EZ(»Z) (6.10)
by = HPk® 40 (6.11)

Os modelos propostos por Fox and Glas (2001), Azevedo et al. (2011), Soares et al. (2009)
e da-Silva and Gomes (2011), podem ser vistos como casos particulares desse modelo, veja

discussdo em Azevedo et al. (2012).

6.2.3 Outros métodos de estimacgao

Apesar dos algoritmos MCMC constituirem uma ferramenta poderosa na utilizacao da in-
feréncia bayesiana e na validacao de modelos, seus longos periodos de computagao fazem com
que métodos de estimacao alternativos sejam buscados. Uma alternativa interessante seria o
uso do algoritmo EM condicional de dados aumentados proposto por Azevedo and Andrade
(2007) ou o algoritmo EM estocéstico, veja Celeux and Diebolt (1985). Estes métodos sao uma
variacao do algoritmo EM e permitem ajustar modelos complexos com razoavel facilidade e
com baixo custo de processamento computacional. Uma outra possibilidade seria a estimacao
por méaxima verossimilhanca marginal. Salientamos que, a estrutura hieradrquica desenvolvida

neste trabalho, pode facilitar a implementacao dos supracitados algoritmos.

6.2.4 Medidas de diagnoéstico

As medidas de diagnostico estudadas neste trabalho (valor-p bayesiano e escores preditos)
sao ferramentas uteis na avaliacao do ajuste de modelos de resposta ao item. No entanto,outras
medidas podem ser estudas. Por exemplo, a razao de chances e a estatistica de Mantel-Haenzel,
poderiam ser usados para detectar afastamentos da suposicao de unidimensionalidade, veja

Sinharay et al (2006). Considerando a estrutura hierarquica desenvolvida na subsegao 3.3.2,
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poderiamos desenvolver algum tipo de residuo bayesiano para os tracos latentes, baseados na
distribui¢ao de Hj,. Estes poderiam ser usados para avaliar a pressuposi¢ao de normalidade

assimétrica.
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Apéndice A

Detalhes dos algoritmos MCMC

A.1 Algoritmo ADMHWGS

A seguir temos a descri¢ao do algoritmo ADMHWGS (utilizando densidade original):

e Passo 1: Simule as varidveis aumentadas Z i de Zi| () ~ (a(-tfl)ﬁﬁfl)—b(t*l), D1

7 7 yijlmzijk)7

VE=1,...,K,j=1,...,npei € [j; de forma mutuamente independente.
e Passo 2: Simule 93(12 de 6;;|(.) de forma mutuamente independente, considerando:

(a) simule 9§z)|9](.2_1) ~ N(GJ(.Z_I), od),
b) Aceite 8 = %) com probabilidade
Jk Jk
ij(e(t 2 ,9]2)) = min {Rg

1} em que,

Jk?

* t—1 * t t—1 t—1 t—1
{05 i, (@07 =205 [T, el ™) + Xy, (a0 |
ik T -1 t—1 -1 t) (t—1 t—1),(t—1
exp { =3 {0572 iy, (02 = 2057 [y, (0l ™) + ey, (af V0]

%) (t—1) _y (05—
- {_2@?1‘”)2 [(Qﬂ(k) 205065, ]}(D {Aﬁfk | ( Es )]
k

Yoy,

g—D _ (-1
t—1 t—1) ~(t—1 t—1 o,
€xp {__2(wét11))2 |:(0§k ))2 - 29]('1: )éék )} } ¢ {/\ék ) ( - (t_l) )]
k

“oy,

(A.1)

Caso contrario, faca 9(2 = ij
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e Passo 3: Simule os parametros dos itens Cgt) de ¢;|(.) ~ (\I’(Ctv)cz ,\If(é)), veja Azevedo

(2008) e Lindley and Smith (1972), de forma mutuamente independente, em que

20 = (o) u s g
\Tl? = [(@@)T (©:) + W, ]_1,
e, = [O(t) — ln} ol

onde 1; ¢ uma matriz (n X 2) com elementos, em cada linha, iguais a 1 ou 0, de acordo
com a resposta ou omissao de resposta do individuo j da populacao k ao item ¢ e ® denota

o produto de Hadamard, veja Horn and Johnson (1991).

e Passo 4: Escolha os passos: 4.1 a 4.3 ou os passos: 4.4 a 4.6.

(Estimacao dos parametros populacionais utilizando a priori (3.15))

e Passo 4.1: Simule féi) de &, |(.), considerando:

(a) simule §éz)|§éi_1) ~ N(géi_l), o?)

(b) Aceite 5§? = §(§i) com probabilidade

Tk [Séi_l)a fé:)] = min {Rf%’ 1} onde,

(t) t *

Nk 5 -1 13
exp{—%zj"l( ) }H ‘I’P(ei ><Jk()ek>}
k k
ot _g(t=1) (t) L(t=1)
n _5 n t—1 0 f
eXp {_%Zjil (_Jk = 1>_) }Hjil o {)‘ék : (—wgt 1) )}

k k

Caso contrario, faga 5&? = 5&_1)

R&ek =

e Passo 4.2: Simule wé? de wy, |(.) considerando:

(*)| (t-1)

(a) simule wy ’|w,, ~ Log-Normal(log(w/~ 1))

75),

(b) Aceite wé? = wék) com probabilidade
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ﬂk(wéi U,wék)) = min {ngk, 1} em que,

o Lo 5<t> ) —ef?)
(w( )) k exp {_% Zjil ( 2 ) }H 0] {)\g; ) ( e
k Ok
ko . o —g(” (t)_g
(w(tfl))*”k exXp {_%Zjil < Jk(t 1) ) H { (t Y ( (t 91k_) >]
O,

e Passo 4.3: Simule )\g;) de A, |(.) considerando:

we

(a) simule Aé:)\)\éifl) ~ N()\g:l), od),
(b) Aceite )\E,i) = )\((,:) com probabilidade

Wk()\g:l), /\g;)) = min {Rkek7 1} em que,

( )2 2 n 9(75 §(t)
(1 + ) Hjil (I) |:/\ék) < w(t)
R)\Qk - (t—1) d+1 jk o .
( )? 2 n - 05 —¢
() e i (55
k

Caso contrario, faca /\ék = (t b,

(Estimacao dos parametros populacionais utilizando as prioris (3.19), (3.20) e (3.21))

e Passo 4.4: Simule féz) de &, |(.) considerando:

(a) simule &”[¢5 " ~ N (g5, 02),
(b) Aceite féi) = f'ék) com probabilidade

(5“ b, (*)) min {R€0k71} em que,

1 (%) 2 L (O 5 ng (t) 9;-2)—5(5;;)
207 (fak — Hgy)? ¢ €XP —3 Zj:l w<t> Hj:l P )‘ak @
0 0 Ok
(t) (t 1) (t) (t 1) ’
(f( - Mse)g} exp {_% 255 ( wét) ) } [I;L, @ [)\(9;3 ( (t_) )}
k O

exp {—
exp {

o,
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Caso contrario, faga féi) = 5(51:1).
e Passo 4.5: Simule (wj )® de wj |(.) considerando:

(a) simmule (w3,)®](w,)¢" ~ Log-Normal(log((«3,)), 53)
(b) Aceite (wj )® = (wj )™ com probabilidade

mi((wh) 7Y (@F)) = min { Rz 1} em que,

)\ — (@ + ) " (t) g(t) . t (t)
(e Do e, () b o i (5
k k
Wor n ®)_¢( o) _e(®
1 (e + ) n 951 —€o,, —&o,
((wgk)(t 1)) o exp {_% Zjil ( (t—1) ) }H P |:)‘(91;) < (t 1) >:|
k

Caso contrério, faga (wf )® = (wj ).

e Passo 4.6: Simule )\g;) de Mg, |(.) considerando:

(a) simule Aé?“ét[l) ~ N()\g:l), a?),
(b) Aceite )\gi) = /\é:) com probabilidade

Wk(Ag:D, )\é:)) = min {R,\ek, 1} em que,

Lo o (6 €<t>
o { sl 08—} I 0 (éﬂﬂ
R,, = k )
Ao 1\ (t=1) 9 ne t 1) ) E
eXp —20§9 ()‘ek — ) Hj:lq) 9t>
k

Caso contrario, faca /\g;) = )\g:l).

Observacao: As estimativas dos parametros populacionais (i, , 0g,,7,) 80 obtidas a cada

iteracdo a partir das estimativas dos parametros (&, ,wp, , \g, ) da seguinte forma:
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2/3
Jre ()" e

1/3
W = 6 +ofd ()"

para todot=1,2,...,B,..., M, onde B ¢ o burn-in e M é o tamanho de amostra gerado e,
)\(t)
D ——

A.2 Algoritmo ADGS

A seguir temos a descrigdo do algoritmo amostrador de Gibbs completo (utilizando repre-

sentacao estocastica).

(=1 g(t=1) _p(t=1) {

e Passo 1: Simule as varidveis aumentadas Z pde Zijg|(L) ~ N(a, ik E B N

de forma mutuamente independente V k = 17 LK =100 et € L.

e Passo 2: Simule 6 de 0,](.) ~ N(?gj;”@;‘”,?j,i‘”) Vk=1,... K, j=1,...nde

forma mutuamente independente, em que:

(t—1) —1), (t=1)
&6, ) 9k b

é\;i—l) _ Z Zi(ﬁgaz(t_l) + Z al(-t_l)bl(-t_l)

(t=1)\2 ’
ie[jk iEIjk ( 01 )
-1
A1) _ 1 (t-1)\2
Tejk - (t—1)\9 + Z(al )
(gek ) iEIjk
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e Passo 3: Simule as varidveis latentes H J(,? de

(t=1) gt) _ £(t=1) (t-1)

H<k|<>NHN(Tek G I C )

J . t—1 t—1 ) t—1 t—1 )
(a2 + (652 (D)2 + (72

k k

de forma mutuamente independente Vik=1,... Kej=1,...,n.

. . . (t) = (1) () = (1) .
e Passo 4: Simule os parametros dos itens ¢;” de ;|(.) ~ N(‘IIC_Q ,\I’C), veja Azevedo
(2008) e Lindley and Smith (1972), de forma mutuamente independente, em que

& = () )+ wine
w = [(e") ©rvg]
e, — [0(”—1“}.]1“

onde 1l; ¢ uma matriz (n X 2) com elementos, em cada linha, iguais a 1 ou 0, de acordo
com a resposta ou omissao de resposta do individuo j da populacao k ao item i e ® denota

o produto de Hadamard, veja Horn and Johnson (1991).

e Passo 5: Escolha os passos 5.1 a 5.4 ou os passos 5.5 e 5.6.

(Estimacao dos paradmetros populacionais utilizando a priori (3.34)).

e Passo 5.1: Simule as varidveis latentes Tk(t) de

(t—=1)y2
d+1 (15, )
T.l() ~ G k d
k|( ) ama ( 2 ) (§9k)2g02 + 9

de forma mutuamente independente V k£ =1,... K.
e Passo 5.2: Simule féi) de
1 o ~ (%(pt,_l))Q
&l ()~ N (— DO — 7, R,

Ng “— N
7=1
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de forma mutuamente independente V k =1,... K.

e Passo 5.3: Simule Te(z) de 7, |(.) ~ N(ﬁ%)k, (3%))2) de forma mutuamente independente,

em que:
n (t) ®)y @)
~t)  _ Zjil (ij - fgk )hjk
o ne (g (1) ¢
Zjil(hjk>2 + W
(t=1)y2
G0 = (S, ) 7
Toy, an (h(t))Q N tl(ct)
7=1\"%k (géz—l))zgoz
Vk=1,..., K.

e Passo 5.4: Simule (g(gz))Q de ¢j ~ Gama—lnv.(agi, Ag(;i) de forma mutuamente indepen-

dente, em que:

~(t 7’Lk+4
ay - mrd
n (t)y2,(1)
~ 1 - t t O (Ta.)tk
7 = L3 (o gy B
J=1

Vk=1,... K.

(Estimacao dos parametros populacionais utilizando as prioris (3.35) e (3.36)).

e Passo 5.5: Simule Bé? = (éé?,To(Z))T de By, |(.) ~ N [?é?gé?,?é?] de forma mutuamente

independente, em que:
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¢ uma matriz diagonal de ordem ny, Vk=1,..., K.

: ®)?
e Passo 5.6: Simule (qek) de

ny 1 t t 0, 0>
ggk]() ~ Gama-Inv. (7 + o, 3 Z (6](,3 — fék) - Te(k)hg-,g) + 5@) ,
j=1
de forma mutuamente independente V k =1,..., K.

Observagao: As estimativas dos parametros populacionais (uy, , 0g,,7,) 530 obtidas a cada

iteracao a partir das estimativas dos parametros (&, , 7, , sp, ) da seguinte forma:

3 /4 9\ —3/2
O (#) ®)
W = () <;_1) (1_r2(50k)) ,
(t)
(t) Yoy,

2/3
e ()" s

1/3
() ) @ (.
Mg, = §9k +09k ( ek) %

paratodot=1,2,...,B,..., M, onde B ¢é o burn-in ¢ M ¢é o tamanho de amostra gerado e,
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Apéndice B

Graficos: Estudo de simulacao

B.1 Graficos das estatisticas REQM

Os graficos referentes aos parametros populacionais apresentam a mediana (ponto solido)
e amplitude total (representada pela linha vertical tracejada) que é igual a diferenga entre

o maximo e o minimo, de cada conjunto de valores. Os gréaficos dos demais parametros sao

boxplots.
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Figura B.1: Valores de REQM das estimativas das médias populacionais considerando AGR=1
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Figura B.2: Valores de REQM das estimativas das médias populacionais considerando AGR=2
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Figura B.3: Valores de REQM das estimativas das médias populacionais considerando AGR=3
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Figura B.5: Valores de REQM das estimativas dos desvios-padrao populacionais considerando AGR=2
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Figura B.10: Valores de REQM das estimativas dos parametros de discriminagdo considerando AGR=1

Figura B.11: Valores de REQM das estimativas dos parametros de discriminagdo considerando AGR=2
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Figura B.12: Valores de REQM das estimativas dos parametros de discriminacio considerando AGR—=3
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Figura B.13: Valores de REQM das estimativas dos parametros de dificuldade considerando AGR=1
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Figura B.14: Valores de REQM das estimativas dos parametros de dificuldade considerando AGR=2
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Figura B.15: Valores de REQM das estimativas dos parametros de dificuldade considerando AGR=3
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Figura B.16: Valores de REQM das estimativas dos tragos latentes considerando AGR=1
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Figura B.17: Valores de REQM das estimativas dos tragos latentes considerando AGR=2
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Figura B.18: Valores de REQM das estimativas dos tragos latentes considerando AGR=3
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Figura B.19: Valores de VRA das estimativas das médias populacionais considerando AGR=1
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Figura B.20: Valores de VRA das estimativas das médias populacionais considerando AGR=2
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Figura B.21: Valores de VRA das estimativas das médias populacionais considerando AGR=3
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Figura B.22: Valores de VRA das estimativas dos desvios-padrao populacionais considerando AGR=1
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Figura B.23: Valores de VRA das estimativas dos desvios-padrao populacionais considerando AGR=2
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Figura B.24: Valores de VRA das estimativas dos desvios-padrao populacionais considerando AGR=3
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Figura B.26: Valores de VRA das estimativas dos coeficientes de assimetria populacionais considerando
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Figura B.27: Valores de VRA das estimativas dos coeficientes de assimetria populacionais considerando

AGR=3
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Figura B.28: Valores de VRA das estimativas dos parametros de discriminacao considerando AGR—=1
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Figura B.29: Valores de VRA das estimativas dos parametros de discriminacao considerando AGR=2
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Figura B.30: Valores de VRA das estimativas dos parametros de discriminacgao considerando AGR—=3
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Figura B.31: Valores de VRA das estimativas dos parametros de dificuldade considerando AGR=1



112 Graficos: Estudo de simulacao

NR=1500, NI=20, NIC=25%, AGR=2  NR=1500, NI=40, NIC=25%, AGR=2  NR=3000, NI=20, NIC=25%, AGR=2  NR=3000, Ni=40, NIC=25%, AGR=2
=1 o =} g =1

o0 o ol o0
o o (=) o
e} [te] ! © [t}
(=] (=] (=) (=]
S e o £
14 o i PR B4 T
= = X = =
b T = - = <
[l H . ol - ' =] [l
|
P . | ! T T :
1 R I A T e SRR B ) I S
| | T | H
C’Hﬁ Lo = : C’Eu QC’ : R
B 0 :
ol 1 El o HOLB; T QBEEE
(=] (=] (=) (=]

Pric‘m1 Pr\énQ Pr\u‘na Pném PH‘UM Pvit‘|ri2 PuériS Pvic‘m!i Pném Pnén? Pnéna PH‘UIW Prit‘|ri1 Priér\Q Pvic‘ma Pr\ér\4

(a) (b) () ()
NR=1500, NI=20, NIC=50%, AGR=2  NR=1500, NI=40, NIC=50%, AGR=2  NR=3000, NI=20, NIC=50%, AGR=2  NR=3000, NI=40, NIC=50%, AGR=2

o =} =} o
@ o %0 @
=1 o o =1
@ @ =3 @
o [=} [=} o
o« < < S
[ Iid 4 [
= = = =
=T =5 = R
o =} =} o
o . oo T o o
o . ' o] | o o]
H T H ! : H T ; : T ! B i i
v ! H ; b - i b T
oléd B o 2] o8 B o 9] oE & & B|oz & 3 &
< T T T T © T T T T e T T T T < T T T T
Priotil Priori2 Ptiori3 Priori4 Prioril Priti2 Prioriz Priotid Ptioril Priori2 Priori3 Priori4 Priatil Ptioti2 Ptioti3 Ptiorid

(e) (f) () (h)

Figura B.32: Valores de VRA das estimativas dos parametros de dificuldade considerando AGR=2

NR=1500, NI=20, NIC=25%, AGR=3  NR=1500, NI=40, NIC=25%, AGR=3  NR=3000, NI=20, NIC=25%, AGR=3  NR=3000, NI=40, NIC=25%, AGR=3
o =} =1

o
o ) ) @
o o (=) o
w (=] w0 o
o o : o o
S e o £
id T : Iid I
> > > > X
« T T ‘ : ) T ‘ <] :
(=] - | o i I [=] - (=} .
. T ] ! T | . .
| i : |
. ! T T ) ; :
oo : oo ! i T o] T N ! i ol L
ol | H H =R i ! ' =R i [=h I i ! T
‘ e H 0 9 EH ‘ I
- Vo Y L= « A A= IS 1 T o8 8 :
(w] o o (w]

Priori1 Priori2 Priori3 Priori4 Prioril Priori2 Priorid Priorid Priori1 Priori2 Priori3 Priori4 Prioril Priori2 Priori3 Priorid

(a) {b) (c) (d)
NR=1500, NI=20, NIC=50%, AGR=3  NR=1500, NI=40, NIC=30%, AGR=3  NR=3000, NI=20, NIC=50%, AGR=3  NR=3000, Ni=40, NIC=50%, AGR=3
o o

=} =}
b @ 0 @
=1 o o =1
@ @ =3 @
o [=} o o
o« < < S
[ r [ [
= = = =
=T =5 = R
o =} =} o
T
1 i
o : o ‘ : o ‘ . o '
el T T ! ol T i T H o ! ol i [
; * i Q ‘ T ‘ l H ‘ - H i l
T T T
|8 8 d o|B = B H olB = s B olg o s
< T T T T © T T T T e T T T T < T T T T
Priotil Priori2 Ptiori3 Priori4 Prioril Priti2 Prioriz Priotid Ptioril Priori2 Priori3 Priori4 Priatil Ptioti2 Ptioti3 Ptiorid

(e) (f) () (h)

Figura B.33: Valores de VRA das estimativas dos parametros de dificuldade considerando AGR=3
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Figura B.35: Valores de VRA das estimativas dos tracos latentes considerando AGR=2
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Apéndice C

Tabelas: estudo de simulacao e analise de

dados reais

Tabela C.1: Parametros dos itens escolhidos quando NI=20 e NIC=50%: Estudo de simulacéo

Teste  Ttem Parametros escolhidos Teste Ttem Parametros escolhidos
Discriminagao | Dificuldade Discriminagao | Dificuldade

1 1 0,70 -1,30 2-3 21 1,20 0,65
1 2 0,80 -1,20 2-3 22 1,25 0,70
1 3 0,90 -1,10 2-3 23 1,13 0,80
1 4 1,30 -0,50 2-3 24 1,40 0,90
1 5 1,20 1,00 2-3 25 1,10 -1,10
1 6 1.10 1,30 2-3 26 0,65 -0,50
1 7 0,87 1,77 2-3 27 0,87 -1,30
1 8 1,20 1,64 2-3 28 1,14 0,91
1 9 1,30 1,90 2-3 29 1,32 0,33
1 10 1,35 2,00 2-3 30 0,66 0,20
1-2 11 0,72 0,50 3 31 0,89 0,30
1-2 12 0,89 -0,30 3 32 0,92 1,20
1-2 13 1,10 -1,30 3 33 1,20 3,00
1-2 14 0,90 -2,10 3 34 1,03 2,56
1-2 15 1,30 -1,30 3 35 1,20 2,45
1-2 16 1,30 0,90 3 36 1,30 2,10
1-2 17 1.10 0,82 3 37 1,36 3,45
1-2 18 1,35 0,88 3 38 1,20 2,20
1-2 19 1,10 0,90 3 39 1,30 2,50
1-2 20 0,96 -1,30 3 40 1,40 2,70
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Tabela C.2: Parametros dos itens escolhidos quando NI=20 e NIC=25%: Estudo de simulacao

Teste Ttem Parametros escolhidos Teste Ttem Parametros escolhidos
Discriminagao | Dificuldade Discriminagao | Dificuldade

1 1 0,70 -1,30 2 26 1,20 0,65
1 2 0,80 -1,20 2 27 1,25 0,70
1 3 0,90 -1,10 2 28 1,13 0,80
1 4 1,30 -0,50 2 29 1,40 0,90
1 5 1,20 1,00 2 30 1,10 -1,10
1 6 1,10 1,30 2-3 31 0,65 -0,50
1 7 1,20 1,10 2-3 32 0,87 -1,30
1 8 1,20 2,00 2-3 33 1,14 0,91
1 9 1,40 2,30 2-3 34 1,32 0,33
1 10 1,35 2,00 2-3 35 0,66 0,20
1 11 0,90 1,00 3 36 0,78 1,50
1 12 0,89 1,60 3 37 1,10 1,64
1 13 1,10 2,10 3 38 1,23 2,30
1 14 1,21 1,30 3 39 1,35 2,70
1 15 1,30 1,60 3 40 0,98 1,65
1-2 16 0,72 0,50 3 41 0,89 0,30
1-2 17 0,89 -0,30 3 42 0,92 0,10
1-2 18 1,10 -1,30 3 43 1,20 3,00
1-2 19 0,90 -2,10 3 44 1,03 2,56
1-2 20 1,30 -1,30 3 45 1,20 2,45
2 21 1,30 0,90 3 46 1,30 2,10
2 22 1,10 0,82 3 47 1,36 3,00
2 23 1,35 0,88 3 48 1,20 2,20
2 24 1,10 -1,00 3 49 1,30 2,50
2 25 0,96 -1,30 3 50 1,40 2,70
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Tabela C.3: Parametros dos itens escolhidos quando NI=40 ¢ NIC=25%: Estudo de simulacao

Parametros escolhidos

Parametros escolhidos

Teste  Ttem Discriminagao | Dificuldade Teste  Item Discriminagao | Dificuldade
1 1 0,70 -1,30 2 51 0,85 -1,02
1 2 0,80 -1,20 2 52 0,75 -1,20
1 3 0,90 -1,10 2 53 0,70 -2,00
1 4 1,00 -0,50 2 54 1,10 0,32
1 5 1,25 1,00 2 55 1,10 -1,50
1 6 1,10 1,30 2 56 0,78 0,33
1 7 0,87 1,77 2 57 1,12 0,25
1 8 1,20 1,10 2 58 1,04 0,54
1 9 1,30 1,90 2 59 1,06 0,80
1 10 1,35 2,00 2 60 0,87 0,65
1 11 0,65 -0,50 2-3 61 0,86 0,40
1 12 0,87 -1,30 2-3 62 0,91 0,79
1 13 1,14 0,91 2-3 63 1,20 0,25
1 14 1,32 0,33 2-3 64 1,10 1,30
1 15 0,66 0,20 2-3 65 0,74 -0,50
1 16 0,78 1,50 2-3 66 1,10 0,20
1 17 1,20 1,00 2-3 67 1,30 0,89
1 18 1,10 1,30 2-3 68 1,35 0,92
1 19 0,87 1,77 2-3 69 1,20 0,88
1 20 1,20 2,30 2-3 70 0,90 0,70
1 21 1,20 2,40 3 71 1,32 0,33
1 22 1,35 2,00 3 72 0,66 0,20
1 23 1,10 1,20 3 73 0,78 1,50
1 24 0,89 1,60 3 74 1,10 1,64
1 25 1,10 1,00 3 75 1,23 2,30
1 26 1,21 1,30 3 76 1,35 2,70
1 27 1,30 1,60 3 7 0,98 1,65
1 28 1,14 2,30 3 78 0,89 0,30
1 29 1,32 1,33 3 79 0,92 0,10
1 30 0,66 0,90 3 80 1,30 2,70

1-2 31 0,72 0,50 3 81 1,03 2,56
1-2 32 0,89 -0,30 3 82 1,20 2,45
1-2 33 1,10 -1,30 3 83 1,10 2,10
1-2 34 0,90 -2,10 3 84 1,20 3,00
1-2 35 1,30 -1,30 3 85 1,10 2,00
1-2 36 1,30 0,90 3 86 1,20 3,00
1-2 37 1,10 0,82 3 87 1,20 3,30
1-2 38 1,35 0,88 3 88 0,95 2,30
1-2 39 1,10 0,90 3 89 1,10 2,54
1-2 40 0,96 -1,30 3 90 1,14 1,80
2 41 1,20 0,65 3 91 1,10 1,30
2 42 1,25 0,70 3 92 1,10 1,50
2 43 1,13 0,80 3 93 1,00 2,50
2 44 1,40 0,90 3 94 1,03 2,56
2 45 1,10 -1,10 3 95 0,90 2,45
2 46 0,65 -0,50 3 96 1,10 2,10
2 47 0,87 -1,30 3 97 1,20 3,00
2 48 1,14 0,91 3 98 0,90 2,20
2 49 1,32 0,33 3 99 1,10 2,50
2 50 0,66 0,20 3 100 1,10 2,30
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Tabela C.4: Parametros dos itens escolhidos quando NI=40 e NIC=50%: Estudo de simulacao

Teste  Ttern Parametros escolhidos Teste Tterm Parametros escolhidos
Discriminagao \ Dificuldade Discriminagao \ Dificuldade

1 1 0,70 -1,30 2-3 41 0,85 -1,02
1 2 0,80 -1,20 2-3 42 0,75 -1,20
1 3 0,90 -1,10 2-3 43 0,70 -2,00
1 4 1,30 -0,50 2-3 44 1,10 0,32
1 5 0,89 -0,30 2-3 45 1,10 -1,50
1 6 1,10 -1,30 2-3 46 0,78 0,33
1 7 0,90 -1,15 2-3 47 1,12 0,25
1 8 1,30 -1,30 2-3 48 1,04 0,54
1 9 1,30 0,90 2-3 49 1,06 0,80
1 10 1,10 -1,10 2-3 50 0,87 0,65
1 11 0,65 -0,50 2-3 51 0,86 0,40
1 12 0,87 -1,30 2-3 52 0,91 0,79
1 13 1,14 0,91 2-3 53 1,20 0,25
1 14 1,32 0,33 2-3 54 1,10 -1,30
1 15 0,66 0,20 2-3 55 0,74 -0,50
1 16 0,78 1,50 2-3 56 1,10 0,20
1 17 1,20 1,00 2-3 57 1,30 0,89
1 18 1,10 1,30 2-3 58 1,35 0,92
1 19 0,87 1,77 2-3 59 1,20 0,88
1 20 1,20 1,10 2-3 60 0,90 0,70
1-2 21 0,72 0,50 3 61 1,32 0,33
1-2 22 0,89 -0,30 3 62 0,66 0,20
1-2 23 1,10 -1,30 3 63 0,78 1,50
1-2 24 0,90 -2,10 3 64 1,10 1,64
1-2 25 1,30 -1,30 3 65 1,23 2,30
1-2 26 1,30 0,90 3 66 1,35 2,70
1-2 27 1,10 0,82 3 67 0,98 1,65
1-2 28 1,35 0,88 3 68 0,89 0,30
1-2 29 1,10 0,90 3 69 0,92 0,50
1-2 30 0,96 -1,30 3 70 1,40 3,20
1-2 31 1,20 0,65 3 71 1,20 3,30
1-2 32 1,25 0,70 3 72 0,95 2,30
1-2 33 1,13 0,80 3 73 1,10 2,b4
1-2 34 1,40 0,90 3 74 1,14 1,80
1-2 35 1,10 -1,10 3 75 1,20 3,10
1-2 36 0,65 -0,50 3 76 1,22 3,58
1-2 37 0,87 -1,30 3 7 1,34 3,65
1-2 38 1,14 0,91 3 78 1,10 2,13
1-2 39 1,32 0,33 3 79 1,20 2,50
1-2 40 0,66 0,20 3 80 1,30 3,10
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Tabela C.5: ANOVA para os tracos latentes considerando todas interacoes: Estudo de simulacao

2

Fonte de variacao gl SQ QM w
NE 1 43,100 43,100 0,002
NI 1 4781,160 4781,160 0,197
NIC 1 334,860 334,860 0,014
AGR 2 0,920 0,460 <0,001
P 3 2,770 0,920 <0,001
NE x NI 1 1,230 1,230 <0,001
NE x NIC 1 8,460 8,460 <0,001
NI x NIC 1 0,040 0,040 <0,001
NE x AGR 2 0,480 0,240 <0,001
NI x AGR 2 0,320 0,160 <0,001
NIC x AGR 2 3,870 1,930 <0,001
NE x P 3 1,690 0,560 <0,001
NIx P 3 1,050 0,350 <0,001
NIC x P 3 2,000 0,670 <0,001
AGRx P 6 1,350 0,220 <0,001
NE x NI x NIC 1 0,240 0,240 <0,001
NE x NI x AGR 2 0,570 0,290 <0,001
NE x NIC x AGR 2 2,970 1,480 <0,001
NI x NIC x AGR 2 0,040 0,020 <0,001
NExNIxP 3 0,420 0,140 <0,001
NEx NICx P 3 0,270 0,090 <0,001
NIx NICx P 3 0,230 0,080 <0,001
NE x AGR x P 6 2,210 0,370 <0,001
NIx AGRx P 6 2,910 0,490 <0,001
NIC x AGRx P 6 4,690 0,780 <0,001
NE x NI x NIC x AGR 2 0,040 0,020 <0,001
NExNIxNICx P 3 0,700 0,230 <0,001
NE x NI x AGR x P 6 0,670 0,110 <0,001
NE x NIC x AGRx P 6 2,830 0,470 <0,001
NI x NICx AGR x P 6 2,440 0,410 <0,001
NEx NIx NICx AGRx P 6 2,650 0,440 <0,001
Residuos 215904 19078,440 0,090




120 Tabelas: estudo de simulacao e analise de dados reais

Tabela C.6: ANOVA para os parametros de discriminagdo considerando todas interagoes: Estudo de
simulagao

Fonte de variacao gl SQ QM w?
NE 201,613 201,613 0,117
NI 51,738 51,739 0,030
NIC 161,045 161,045 0,093
AGR 0,847 0,423 <0,001
p 4715 1,572 0,002
NE x NI 1,845 1,845 0,001
NE x NIC 0,010 0,010 <0,001
NI x NIC 0,052 0,052 <0,001
NE x AGR 1817 0,908 0,001
NI x AGR 0,037 0,018 <0,001
NIC x AGR 2,001 1,001 0,001
NEx P 2,011 0,670 0,001
NIx P 0,959 0,320 <0,001
NIC x P 0,642 0214 <0001
AGR x P 1133 0,189 <0,001

NE x NI x AGR 0,066 0,033 <0,001
NE x NIC x AGR 0,839 0,419 <0,001
NI x NIC x AGR 0,199 0,099 <0,001
NE x NI x P 0,950 0,317 <0,001
NE x NIC x P 0,128 0,043 0,001
NIx NIC x P 0,425 0,142 <0,001
NE x AGR x P 2,524 0,421 0,001
NI x AGR x P 2,158 0,360 0,001
NIC x AGR x P 0,456 0,076 <0,001
NE x NT x NIC x AGR 0,338 0,169 <0,001
NE x NI x NIC x P 0,117 0,039 <0,001
NE x NIx AGR x P 0,320 0,053 <0,001
NE x NIC x AGR x P 0,209 0,050 <0,001
NI x NIC x AGR x P 0,360 0,060 <0,001
NE x NT x NIC x AGR x P 6 0,226 0,038 <0,001
Residuos 6384 1286,158 0,202

1
1
1
y
3
1
1
1
y
y
2
3
3
3
6

NE x NI x NIC 1 <0,001 <0,001 <0,001
2
2
y
3
3
3
6
6
6
2
3
6
6
6
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Tabela C.7: ANOVA para os parametros de dificuldade considerando todas interacoes: Estudo de
simulagao

Fonte de variacao gl SQ QM w?
NE 191,632 191,632 0,068
NI 50,454 50,454 0,018
NIC 273,307 273,307 0,098
AGR 4313 2156 0,001
P 0,308 0,103 <0,001
NE x NI 0,930 0,930 <0,001
NE x NIC 0,009 0,009 <0,001
NI x NIC 0,005 0,005 <0,001
NE x AGR 1,398 0,699 <0,001
NI x AGR 0,456 0,228 <0,001
NIC x AGR 4,112 2,056 0,001
NEx P 1,425 0,475 <0,001
NIx P 0,194 0,065 <0,001
NIC x P 1,055 0,352 <0,001
AGR x P 4,676 0,779 0,001

NE x NI x AGR 0,399 0,200 <0,001
NE x NIC x AGR 1,100 0,550 <0,001
NI x NIC x AGR 0,079 0,040 <0,001

NE x NTx P 0,149 0,050 <0,001
NE x NIC x P 0,402 0,134 0,001
NIx NIC x P 0,082 0,027 <0,001
NE x AGR x P 1,230 0,205 <0,001
NI x AGR x P 2,766 0,461 <0,001
NIC x AGR x P 5420 0,903 0,001

NE x NI x NIC x AGR
NEx NI xNICx P
NExNIx AGR x P

0,876 0,438 <0,001
0,219 0,073 <0,001
0,344 0,057 <0,001
NE x NIC x AGR x P 0,997 0,166 <0,001
NI x NIC x AGR x P 1,303 0,217 <0,001
NE x NT x NIC x AGR x P 6 1,268 0,211 <0,001
Residuos 6384 2246,615 0,352

1
1
1
2
3
1
1
1
2
2
2
3
3
3
6
NE x NI x NIC 1 0,004 0,004 <0,001
2
2
2
3
3
3
6
6
6
2
3
6
6
6
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Tabela C.8: Estimativas dos parametros de discriminagado e dificuldade: anélise de dados reais

Discriminagao Dificuldade
Testes  Item | Média EP TC (95%) TPD (95%) Média =P 1C (95%) HPD (95%)
2 1 0,486 0,056 0,379 0,593 0,377 0,592 | -2,453 0,308  -3,129  -1,951 _ -3,077  -1,908
-2 2 0,268 0,043 0,187 0,357 0,186 0,352 | -3,155 0,634 -4,601 -2,216 -4,314  -2,068
-2 3 0,488 0,057 0,380 0,600 0,382 0,600 -2,673 0,342 -3,405 -2,111 -3,303 -2,064
-2 4 0,937 0,070 0,796 1,078 0,805 1,083 | -0,653 0,077 -0,810 -0,513 -0,810 -0,512
-2 5 0,549 0,058 0,438 0,663 0,442 0,664 -2,108 0,250 -2,626 -1,689 -2,596 -1,666
-2 6 1,116 0,075 0,977 1,262 0,977 1,262 0,169 0,046 0,079 0,258 0,089 0,265
-2 7 0,907 0,065 0,788 1,041 0,784 1,032 -0,406 0,071 -0,550 -0,278 -0,546 -0,277
-2 8 0,987 0,066 0,858 1,119 0,857 1,118 0,516 0,049 0,424 0,608 0,424 0,608
-2 9 0,761 0,056 0,652 0,876 0,649 0,872 0,635 0,056 0,523 0,742 0,521 0,741
-2 10 1,028 0,076 0,888 1,183 0,870 1,163 1,190 0,056 1,078 1,301 1,083 1,305
-2 11 0,500 0,045 0,415 0,591 0,418 0,592 | -0,461 0,114 -0,699 -0,250 -0,679  -0,241
-2 12 0,732 0,054 0,629 0,840 0,629 0,837 0,834 0,062 0,716 0,956 0,721 0,960
-2 13 0,718 0,057 0,612 0,835 0,612 0,836 | -0,546 0,088 -0,722  -0,391  -0,713  -0,383
-2 14 0,837 0,065 0,720 0,970 0,723 0,971 | -0,740 0,088 -0,924 -0,582  -0,924  -0,582
-2 15 0,796 0,063 0,671 0,920 0,670 0,920 | -0,733 0,091 -0,932 -0,576 -0,916  -0,563
-2 16 0,080 0,068 0,862 1,130 0,858 1,119 | -0,001 0,058 -0,116 0,105 -0,107 0,111
-2 17 0,877 0,063 0,760 1,003 0,753 0,993 0,116 0,060 -0,007 0,232  -0,009 0,225

18 0,959 0,067 0,841 1,095 0,839 1,091 0,404 0,049 0,308 0,497 0,309 0,498
19 1,069 0,074 0,936 1,221 0,932 1,217 0,808 0,047 0,716 0,898 0,716 0,898
20 1,113 0,082 0,967 1,286 0,975 1,294 0,823 0,045 0,736 0,914 0,734 0,910
21 0,868 0,090 0,691 1,042 0,679 1,026 | -0,775 0,178 -1,164  -0,472  -1,166  -0,472
22 0,699 0,079 0,548 0,863 0,555 0,867 | -0,699 0,202 -1,155 -0,366 -1,134  -0,348
23 0,897 0,083 0,740 1,070 0,730 1,050 0,168 0,099  -0,045 0,350 0,004 0,377
24 0,786 0,076 0,645 0,939 0,647 0,939 | -0,118 0,124  -0,405 0,093  -0,378 0,113
25 0,795 0,078 0,645 0,949 0,638 0,941 0,863 0,072 0,719 0,999 0,733 1,011
26 1,457 0,118 1,245 1,690 1,238 1,673 0,995 0,052 0,897 1,094 0,897 1,092
27 0,871 0,089 0,700 1,052 0,707 1,059 1,584 0,076 1,434 1,738 1,446 1,746
28 0,832 0,086 0,676 1,003 0,676 1,003 | -0,600 0,166 -0,951 -0,317 -0,951  -0,318
29 1,405 0,119 1,189 1,646 1,186 1,642 0,461 0,064 0,337 0,581 0,337 0,581
30 0,979 0,087 0,809 1,160 0,820 1,168 0,822 0,066 0,690 0,949 0,692 0,951
31 1,070 0,092 0,896 1,254 0,887 1,238 0,350 0,080 0,179 0,495 0,201 0,506
32 1,277 0,109 1,065 1,494 1,074 1,503 0,857 0,058 0,746 0,972 0,752 0,977
33 1,038 0,096 0,856 1,220 0,861 1,231 1,572 0,067 1,447 1,698 1,447 1,699
34 0,891 0,149 0,615 1,201 0,593 1,166 3,183 0,289 2,720 3,857 2,660 3,759
35 1,086 0,098 0,914 1,284 0,913 1,284 1,321 0,060 1,211 1,453 1,210 1,452
36 1,070 0,096 0,898 1,258 0,896 1,254 0,906 0,061 0,782 1,020 0,789 1,024
37 1,174 0,109 0,976 1,393 0,964 1,373 1,350 0,059 1,235 1,467 1,232 1,463
38 1,115 0,098 0,941 1,319 0,916 1,289 0,452 0,071 0,310 0,585 0,317 0,589
39 0,739 0,081 0,589 0,904 0,574 0,883 1,610 0,085 1,455 1,792 1,452 1,781
40 1,416 0,148 1,139 1,714 1,134 1,705 2,011 0,087 1,845 2,190 1,844 2,190
41 1,266 0,130 1,035 1,536 1,039 1,539 1,286 0,070 1,149 1,423 1,151 1,425
42 1,202 0,127 0,964 1,472 0,956 1,461 2,399 0,107 2,196 2,618 2,177 2,591
43 1,214 0,124 0,976 1,452 0,970 1,443 2,250 0,098 2,069 2,453 2,055 2,435
44 1,231 0,125 0,988 1,484 0,977 1,468 2,458 0,113 2,241 2,685 2,253 2,693
45 1,669 0,175 1,349 2,048 1,329 2,013 0,928 0,070 0,783 1,062 0,780 1,062
46 1,069 0,113 0,853 1,298 0,834 1,264 0,997 0,088 0,821 1,158 0,833 1,169
47 0,814 0,097 0,634 1,018 0,622 0,997 1,293 0,087 1,123 1,457 1,137 1,468
48 0,757 0,141 0,493 1,037 0,502 1,040 | -0,763 0,431 -1,828  -0,160 -1,587  -0,039
1,041 0,118 0,825 1,281 0,825 1,283 0,904 0,091 0,716 1,078 0,722 1,082
50 1,133 0,116 0,916 1,371 0,922 1,374 1,515 0,072 1,381 1,660 1,366 1,643
51 1,019 0,104 0,828 1,233 0,808 1,204 2,158 0,098 1,976 2,353 1,976 2,355
52 0,536 0,083 0,382 0,701 0,377 0,694 1,141 0,132 0,843 1,374 0,870 1,385
53 1,082 0,139 0,828 1,364 0,833 1,367 0,468 0,130 0,201 0,693 0,213 0,701
54 1,336 0,137 1,085 1,624 1,080 1,616 2,545 0,116 2,330 2,785 2,313 2,758
55 1,340 0,134 1,098 1,617 1,098 1,617 1,341 0,069 1,205 1,474 1,196 1,460
56 1,039 0,113 0,838 1,270 0,836 1,267 1,147 0,084 0,974 1,309 0,982 1,317
57 0,587 0,097 0,409 0,782 0,399 0,768 0,390 0,223  -0,130 0,742  -0,070 0,765
58 0,391 0,079 0,242 0,556 0,234 0,543 0,469 0,297  -0,229 0,923  -0,095 0,986
59 0,791 0,095 0,622 0,972 0,621 0,972 1,460 0,088 1,292 1,625 1,308 1,632
60 1,335 0,134 1,081 1,615 1,062 1,587 2,462 0,106 2,260 2,667 2,260 2,666
61 0,763 0,162 0,454 1,078 0,458 1,081 0,619 0,348  -0,257 1,097  -0,025 1,159
62 1,495 0,196 1,129 1,804 1,117 1,878 2,387 0,111 2,183 2,606 2,183 2,607
63 1,08 0,165 0,765 1,416 0,725 1,372 1,576 0,118 1,333 1,802 1,334 1,802
64 1,137 0,182 0,796 1,518 0,779 1,491 1,311 0,137 1,015 1,547 1,048 1,577
65 1,452 0,197 1,093 1,847 1,089 1,838 1,618 0,091 1,433 1,791 1,471 1,818
66 1,788 0,223 1,361 2,256 1,332 2,216 1,935 0,094 1,761 2,123 1,757 2,118
67 1,801 0,238 1,472 2,381 1,445 2,352 1,879 0,091 1,712 2,052 1,706 2,042
68 0,773 0,130 0,525 1,028 0,543 1,044 2,672 0,174 2,365 3,053 2,339 3,001
69 1,697 0,248 1,235 2,212 1,202 2,182 2,014 0,147 2,644 3,220 2,637 3,205
70 1,645 0,224 1,220 2,083 1,194 2,052 2,708 0,130 2,473 2,969 2,466 2,958
71 2,102 0,256 1,616 2,631 1,582 2,583 2,012 0,089 1,843 2,189 1,858 2,202
72 1,943 0,236 1,504 2,441 1,490 2,402 1,918 0,090 1,745 2,102 1,745 2,102
73 1,603 0,200 1,246 2,010 1,266 2,027 2,241 0,102 2,046 2,462 2,038 2,437
74 1,091 0,167 0,784 1,432 0,806 1,444 1,540 0,122 1,302 1,765 1,307 1,772
75 0,738 0,191 0,392 1,140 0,364 1,094 0,113 0,540 -1,214 0,808  -0,970 0,861
76 1,730 0,213 1,346 2,175 1,346 2,180 2,362 0,106 2,173 2,573 2,163 2,558
77 1,384 0,194 1,015 1,786 0,996 1,756 2,846 0,142 2,592 3,133 2,592 3,135
78 1,332 0,187 0,984 1,723 0,959 1,686 2,783 0,139 2,524 3,060 2,516 3,051
79 1,287 0,177 0,974 1,639 0,974 1,639 1,712 0,102 1,501 1,919 1,516 1,926
80 1,320 0,176 0,985 1,677 0,964 1,646 2,506 0,122 2,282 2,761 2,269 2,742
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